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Bu tez ¢alismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde ¢alismanin
amacindan bahsedilerek bir giris verilmistir. ikinci béliimde ¢alismamizda gerekli
olacak temel tamm ve teoremler ifade edilmistir. Ugiincii béliimde idempotent
matrisler ele alinarak bu matrisler icin cesitli rank formiilleri elde edilmistir. Iki
idempotent matrisin toplam ve farki i¢cin bazi rank formiilleri verilmis, involiit
matrislerle ilgili cesitli rank esitlikleri sunulmustur. Ayrica bir idempotent matrisin
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ABSTRACT
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SEVERAL APPLICATIONS
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, it is given an introduction and
the aim of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems in this thesis
stated and proved. In the third chapter, idempotent matrices are considered and some
rank formulae for these matrices ate obtained. It is given some rank equalities for
involute matrices. Also, some relationships between rank and trace of an idempotent
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1. GIRIS

Giiniimiizde matris teorisi, teorik matematik, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi
ve elektrik miihendisligi gibi ¢esitli teknik alanlar icinde gerekli matematiksel temel
bilginin ayrilmaz bir parcasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19. yiizyil ortalarindan
beri bilinmektedir. ingiliz matematik¢i Sylvester, 1850 yilinda ‘matris’ kavramini
kullanmistir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’
isimli eserinde matrislerin bazi 6zelliklerinden faydalanmis fakat matris ismini heniiz
kullanmamustir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858 yilinda zamaninda
¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of Matrices’ isimli ¢aligmasinda matris
cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. Daha sonralari Fransiz Laguerre ve

Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler lizerinde ¢alismislardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yi1linda Moore (1920, 1935) tarafindan
ortaya atilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir
sistematik ¢caligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki ¢aligmalardan habersiz
olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore tarafindan verilen invers
kavramint tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayni zamanlarda yasayan bilim
adamlarindan birisi olan Rao (1965) tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve
Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlarin tlimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle bu
invers, Moore—Penrose inversten farklidir. Rao, daha sonraki ¢alismalarinda, lineer
denklemlerle ilgili problemlerinin ¢6ziimiinde yeterli olacak ve Moore ve Penrose’ un
vermis oldugu tanimdan daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao
(1965)’ nun birgok calismasinda yer almistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili
sistematik gelismeler ve onlarin gesitli uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices

and Its Applications (Wiley, 1971) adl kitapta verilmistir.

Matrisler {izerine yapilan bu calismada J.J. Koliha, V. Rakocevi¢ ve I. Staskraba
tarafindan yapilan ¢alismalarda ele alinan Idempotent Matrisler ve izdiisiim Matrisleri
detayli bir bi¢imde ele alinmistir. Ayrica kompleks alan iizerinde tanimlanan
idempotent matrislerin sifirlilik derecesinin ne anlama geldigi verilmis, A ve B gibi iKi
idempotent matris verildiginde bu matrislerin bir lineer kombinasyonun da hangi

durumlarda idempotent olacagi verilmistir.



Idempotent matrislerin ve bunlarin uygulamalarinin arastirilmasinda, ¢ogu kez
idempotent matrislerden olusan ¢esitli matris ifadeleriyle karsilasir. Ornegin P ve Q
iki idempotent matris olmak tizere PQ,P + Q, AP + A,Q, PA— AQ, I, — PQ,
PQ + QP,(PQ)? — PQ, AA* + AtA, AA~ + B~B matrisleri géz oniine almabilir.
Ote yandan, P;, P,, ..., P, idempotent matrisler olmak iizere A = P, + P,, A = PP, +
P,P,;, A = P; ... P;; matris parcalaniglar1 da dikkate alinabilir. Bu gibi durumlarda, bu
matris ifadelerinin bazi elementer 6zelliklerinin yani sira bu matris ifadeleri arasindaki

iliskileri vermekte ilgi ¢ekicidir.

Bu problemler arastirilirken, matris rankinin idempotent matrislerden olusan matris
ifadeleriyle basa ¢ikmak icin ¢ok zengin bir teknik oldugunu belirtelim.Bir matrisin
ranki, matrisler i¢in elementer matris islemleri ve benzerlik doniisiimleri gibi bazi

temel iglemler altinda degismez.

Matris ranki hakkinda iyi bilinen bir gergek sudur: aynmi mertebeden iki A ve B
matrisinin benzer, yani UAV = B olacak sekilde iki tersinir matris U ve V matrisinin
mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart r(A) = r(B) olmasidir. Bir matrisin
siitunlarinin veya siralarinin dogrusal bagimsizligini belirlemek i¢in en basit yontem,
matrisin elementer matris iglemleri ile satir veya siitun eselon formlarina

indirgenmesidir.

Teorik olarak, idempotent matrislerden olusan herhangi bir matris ifadesi i¢in, bu ifade
ile iligkili baz1 rank esitlikleri kurulabilir. Bu rank esitliklerinden, bu ifadenin bazi
temel Ozellikler elde edilebilir. Rank formiilleri, ¢esitli blok matrisler ve elementer

blok matris islemleri ile olusturulabilir. Bazi1 bilinen sonuglar asagida verilmistir:

Im Al [Im 0 1_ [m—AB 0]
T[B In]_r[o In—BA]_T[ 0 I,

"l =y Susl=rd 5
P[A AB|Z 4O |, [A-ABA 0]
BA B 0 B-—BAB 0 B

Son yillarda, bu yontemle birgok yeni ve dnemli rank esitlikleri elde edilmis ve bu

rank esitliklerinden bir¢ok sonug ¢ikarilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tanmim 2.1 Bir K cismi lizerinde n bilinmeyenli m tane lineer denklemin sistemi, genel

olarak,

n
j=1

ajjxj =b;,1<i<m
bigiminde tammlanir, burada x;, 1 < j < n, ler bilinmeyenleri, a;;, 1 <i < mlerm.n
tane Kkatsayilar1 ve b; ler de bilinen sayilari gostermektedir. (2.1.1) sistemi agik
bicimde yazilirsa

ag1X1 + x5 + -+ apx, = by

Ay1X1 + App%Xy + -+ aypx, = by

Am1X1 + ApaXy + -+ QpnXn = by

elde edilir. Bu denklem matris formatinda yazilinca

a12, a12 ....aln x1 b1
a21,a22 ....aZn xz — bZ
aml, amz e amn xm bn

seklindedir (Hacisalihoglu, 1977).

Tamm 2.2 i) K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak lizere biitiin (i, j)

siralt ikililerinin kiimesi A = N x N olsun. f:A — K fonksiyonu
@) — G, ) = ay
olarak tanimlansin. a;; € K olacak sekilde segilen m.n tane elemanin olusturdugu

say1 tablosuna KK cismi {izerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

a;q Qaqp e Qqp
A= a1 04po v Aop (21)
Am1 Am2 e Amn

matrisi kisaca A = [ai j] . seklinde gosterilir. Her bir (i,j), 1<i<m, 1<j<n

mx
ikilisine karsilik gelen a;; elemanima A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.
i) m X n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi iizerinden secilen biitiin A = [ai j]mxn

matrislerinin kiimesi K} veya K™*™" ile gosterilir.



iif) A = [a;;] ve B = [b;;] m x n tipinde iki matris olmak iizere, eger her (i, ) i¢in

a;j=bjj, 1<i<mvel <j<n iseAveB matrislerine esit matrisler denir.

V) A = [al- j] m X n tipinde bir matris olmak lizere, her bir a;; elemani sifira esitse A
matrisine sifir matris denir.
V) A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri m x n tipinde olmak iizere, A ve B matrislerinin
toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup

+: K x KI' — K

(4,B) = A+ B = [a;j| + [by)]

A+ B = a; + b21 ay, + +b12 we  Qop + bZTl
Am1 + b1 Qmp +byy o A+ by

seklinde tanimlanir.
vi) ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € K3 matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Baska bir deyisle

o KX K™ — K™

Ca11 Ca12 Caln
(c,A) > cA=|CT1 €22 - Clon
Cam1 CQpoz - CQpn

olur.
vii) A = [aij] € Ky' ve B = [bl-j] € KP olmak iizere, A ve B matrislerinin carpimi

C = [cl- j] € K}t seklinde bir matris olup
2 K x KR — K
(A, B) - AB=C
[aij]. [bl]] = [Cij] = [Zzzl al-kbkj], 1<i<m, 1 S] <n

seklinde, yani



(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =

(am1b11 + -+ ampbpl) (amlbln + -+ ampbpn)
olarak tanimlanir. Bu durumda matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci
matrisin siitun sayisi, ikinci matrisin satir sayisina esit olmalidir. Uygun A ve B

matrislerinin ¢arpimi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.3 Eger K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli
m X n tipindeki A matrisine bir reel matris ve K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak

alinirsa, A matrisine bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).

Tamim 2.4 1) Bir A = [al-j] . matrisinde m = n ise, yani satir sayisi siitun sayisina

mx

esitse, A matrisine kare matris denir. Bu durumda

a11 alz e aln
An1  QAp2 - Qpp

kare matrisinde a4, a,, ..., appclemanlarina kdsegen (esas kosegen) elemanlari denir.

i) BirdA = [al- ] kare matrisinin kosegen elemanlart disindaki tiim elemanlari sifir
Jnxn

ise bu matrise kdsegen matris denir ve A = Kos{a1, azy, ... , Qppn} ile gosterilir.
iii) Bir kosegen matriste a,4, ayz, ..., Ann = K, kK € K ise matrise skaler matris denir.

iv) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlar1 0 olan n X n tipindeki bir matrise birim

matris denir ve

1 -« 0
I, =|: :
0 - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K} matrisi igin, I,,A = Al, = A olur.

V) A= [ai j] . matrisinden ayni numaral satirlar ve siitunlar kendi aralarinda yer

mx

degistirilerek elde edilen AT = [al- j]nxmmatrisine A matrisinin transpozu denir. Buna
gore A ve B uygun matrisler olmak iizere
(A+B)T =A"+ BT ve (AB)T =BTAT

esitlikleri saglanir.



Vi) A bir reel kare matris olmak iizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

vii) A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagntis1 varsa, bu matrislere degismeli

matrisler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1 Bir K cismi tizerinde tanimlanan m X n tipindeki tiim matrislerin kiimesi
K™ olsun. Herhangi A, B, C € K] matrisleri ve herhangi k4, k, € K skalerleri i¢in
i) A+B)+C=A+(B+C)
i) A+0=4
iii) A+(=4)=0
iV)A+B=B+A
V) k;(A+B) = k;A+ k,B
Vi) (k1 + ky)A = kA + k,A
vii)  (kiky)A = ky(ky)A
viii) LA=Ave 0.A=0
ozellikleri saglanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.5 1) {1,2, ...n} kiimesinin kendisi {izerine bir birebir ve 6rten bagintisi veya
es deger olarak 1,2,..n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n} kiimesinin

bir ¢ permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon,

=G g
veya

0 =Jjuj2dn » Ji =0()
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir o permiitasyonu, 6rnegin o = jy, jo, ..., j diisiiniildigiinde o da ¢ift veya tek sayida
permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. O halde bir o nin

isareti

_{ 1, eger o giftise
sgno = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

i) A= [a- ] bir K cismi {izerinde taniml1 kare matris olsun.
Ylnxn



a11 a12 aln
A — a21 azz aZn

Am1 Am2 - QAmn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak tizere
n elemanmn bir ¢arpimi digiinilsiin. Boyle bir ¢arpim ay; ,azj,, ... ,anj, seklinde
yazilir. Burada ¢arpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler 1,2, ...,n
dogal sayi sirasindadir. Carpanlar farkl: slitunlardan geldiginden, ikinci alt indislerin
dizisi S, de bir o =jj,J,, ..., jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S, deki her
permiitasyon yukaridaki sekilde bir carpim tanimlar. Boylece A matrisi boyle n!

carpim kapsar.
A= [ai j]nxn kare matrisinin determinanti det(4) veya |A| seklinde gosterilir ve
yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane carpimlarin toplamidir. Yani,
1Al = Xo(sgnolasj,, azj,, ..., anj,
veya
|A| = Yoes,(5gN0) A16(1), Q25(2)r -+ » Anom)
seklinde n mertebedendir.

A= [ai ] matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
Jnxn

iii) 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinant1 kendisidir. Baska bir deyisle A = [a]
ise, bu durumda det(A) = |a| = a olur.
Iv) 2 x 2 tipindeki bir A matrisi igin

a;; Qg
a1 dz;

ajq

A= [a21

a2
azz] = det(4) = | | = Q11Q22 — Q12021

olur.

V) Bir A = [a--] matrisinin bir a;; elemaninin |M| seklinde tanimlanan mindri
Jlxn ij ij 5

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan (n — 1) X (n — 1)

tipindeki kare matrisin determinantidir.

vi) Bir A = [a;;]___ matrisinin bir a;; elemaninm mindrii |M;;| olsun. A matrisinin
7] . ij ij

bir a;; elemaninin 4;; seklinde gosterilen kofaktorii (isaretli mindrii veya es ¢arpani),



Ay = (=)™ My
seklinde tanimlanir.

vii) Bir A = [ai j]nxn matrisinin determinant1 her hangi bir satir (siitun) elemanlarinin

kendi kofaktorleriyle ¢arpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i

vej (i,j =123, ..,n)igin
det(A) = YRoq e A = X1 (1) ay | My| (2.3)
det(4) = Yoy akj- Arj = Lie=1 (=1 aye;|My| (2.4)
seklinde tanimlanir.

Her bir i i¢in, (2.3) agilimina, A matrisinin determinantinin i—yinci satira gore acilima,
her bir j i¢in, (2.4) agilimina ise A matrisinin determinantinin j—yinci siituna gore

ac¢ilimi denir.
viii) Bir4 = [aij]nxn matrisi i¢in |A| = 0 ise, A matrisine singiiler matris, |A| # 0 ise,
A matrisine nonsingiiler (veya regiiler) matris denir (Branson R., 1999).

Tamm 2.6 i) Bir A = [aij]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.

Ek(4) = [4]" = [4]

matrisine A matrisinin ek matrisi denir.

A11 A12 AlnT All A21 ATLl
El(4) = [A21 Az Azn| 1Az Az e An
Anl Anz Ann Aln A2n Ann

i) Bir A = [aij]nxn matrisi i¢gin A.B = B.A = I,, olacak sekilde bir B = [bl-j]

nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A™! = B ile gosterilir
(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.2 Bir A = [ai j]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir skaler

matris olup,

O =
o o

A.EK(A) = Ek(A).4 = |A| = |All, (2.5)

0
1
0

o
—_



ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.3 Bir A = [a;;]  nonsingiiler matrisinin inversi,

41
A7t = 2 Ek(A) (2.6)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.4 i) Bir A = [aif]nxn nonsingiiler matrisi icin A~* invers matrisi tektir.

ii) A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A7)~ = A4 dur.

Iii) A ve B ¢arpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB ¢arpimi da nonsingiiler olup
(AB)"! =B tA 1 dir.
iv) A nonsingiiler matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (47)~1 = (A~1)7 dir

(Branson R., 1999).

Ispat: i) B ve C matrisleri bir A matrisinin herhangi iki inversi olsun. Bu takdirde
AB =BA =1ve AC = CA =1 olup buradan C = CI = C(AB) = (CA)B=1B =B

oldugu goriiliir.

ii) (A~1) ! matrisi A~! matrisinin inversi ve ayn1 zamanda A matrisi de A~ matrisinin

inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.
iii) (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica

B 'A™Y(AB) =B '(A"'A)B=B'IB=B"'B=1
ve

(AB)B™'A1=ABB DA 1 =AIA1 =447 =1

oldugundan B~*A~! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir matrisin

inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.

iv) Oncelikle (AT)~! matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu belirtelim. Ayrica
IT =1 oldugundan I = IT = (AA™ )T = (A™HT(A)T olup bu (A™H)T matrisinin AT
matrisinin bir inversi oldugunu gosterir. Nonsingililer bir matrisin inversinin

tekliginden (A7)~1 = (A™DT dir.



Tammm 2.7 i) Bir A = [aij]nxn kare matrisi i¢in e8er A% = A ise, bu takdirde A

matrisine idempotent matris denir.

i) C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi)
denir ve 4 ile gosterilir (Branson R., 1999).

1ii) C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli bir A matrisi igin eger (Z )T =A ise
A matrisine hermitian matris denir ve A* = (4" ile gosterilir.

iv) Bir A matrisi i¢in AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

V)A = [aif]nxn nonsingiiler bir matris olmak iizere, A~1 = A* (veya buna denk olarak

AA* = A*A = 1) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

Vi) A = [a;;]__ birkare matris olmak iizere, eger A~ = A” ise A matrisine ortogonal
Ulnxn

matris denir (Branson R., 1999).
Teorem 2.5 A ve B uygun matrisler olmak iizere,
i) (4) = (an).
i) (4%)* = A.
i) (A+B)* = A"+ B".
iv) (AB)* = B*A*.
esitlikleri saglanir (Branson R., 1999).
Ispat: i) A = [a;;] m x n tipinde bir matrisise A = [a;;] ve @) = [@;] olur. Diger

taraftan A” = [a;;] ve (AT) = [aj;] oldugundan (AT) = (4) oldugu goriiliir.

T
i) A* = (Z)T oldugundan (4*)* = (( A )T> = (AD)T = A dir.

iii) Hermitian matris tanimina ve bir matrisin transpozu tanimina gore,
— T  ,— =T =T =T
(A+B)*=(A+B) =(A+B) =(4) +(B) =4"+B"

oldugu goriiliir.
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IV) Hermitian matris tanimina ve bir matrisin transpozu tanimina gore,

(4B)* = (4B) =(4B) = (B) (A) =BA"
yazilabilir.
Tamm 2.8 i) x4, Xy, ... X, vektorler kiimesi verilmis olsun. Y, a;x; = 0 esitligi
ancak a4, ay, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, X5, ... Xn vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda yani, a4, a,, ..., a,

skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere Y./~ a;x; = 0 esitligi saglaniyorsa

bu durumda x4, x5, ... x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

1) A matrisim X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A1, Asy, ..., Ay le, ve satir vektorlerini Ay, Ay, ... , A 1le gosterelim. Bu durumda
A, 1=1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiikk lineer bagimsiz
vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki ve A, iJ=12..,n
vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman

sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.6 Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi o matrisin satir

rankini degistirmez (Branson R., 1999).

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizligi da

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.7 i) Elemanter islemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.

i) Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir (Branson R., 1999).

Tamim 2.9 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
Teorem 2.8 A bir matris olmak iizere 7(A) = (A7) dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.10 n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(A) = n ise A matrisine
nonsingiiler matris denir. Aksi durumda yani, r(4) < n ise A matrisine singiiler matris
denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.11 Eger A matrisi n X n tipinde nonsingiiler bir matris ise AX = XA = I,

olacak sekilde bir X matrisi vardir. A™1 ile gosterilen X matrisi tektir ve bu matrise

11



A matrisinin tersi(inversi) denir. Budurumda A ve B matrisleri tersleri olan ayni tipten

matrisler ise
(A =(A)! ve (AB)"'=B"1A1
esitlikleri vardir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.12 i) A € K', m X n tipinde bir matris olsun. N (A) = {x: Ax = 0}

kiimesine A marisinin null (sifir) uzay veya sifirlig1 denir.

ii) A€ Ky, mxn tipinde bir matris olsun. R(A) = {y:Ax =y} kiimesine A

matrisinin ranj (stitun) uzay1 denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.9 Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak iizere,

)m=n=r= PAQ =1
i) m =r <n = PAQ = [I,0]

i) m>r,n>r=>pAQ=[é ﬂ
dir (Lancaster, P., 1969).

Teorem 2.10 Carpima uygun A ve B matrisleri i¢in AB ¢arpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankini gecemez. Yani,
r(AB) < min {r(4), r(B)} (2.7

dir (Lancaster, P., 1969)

2.2 Genellestirilmis inversler

A matrisinin kare matris olmadig1 durumlarda ya da A matrisinin kare matris fakat

singiiler oldugu durumlarda Tanim 2.11 de verilen bilinen anlamda inversi yoktur.

Tammm 2.13 C}}', kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli m X n tipindeki tiim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir A € C};' matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—
Penrose sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir

ve A" veya At ile gosterilir.

(i) AGA = 4,
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(i) GAG = G,

(i) (AG)* = AG,

(iv) (GA)* = GA. (2.8)
Bu durumda eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya AD ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya 4, ile gosterilir.

Bir A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarini
saglayacag: agiktir. Yani A~1 = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A* matrisinin mevcut olup olmadigi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A* matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.11 Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n X m tipinde

sifir matristir.

Teorem 2.12 Her A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir

tek A* matrisi vardir.
Teorem 2.13 m X n tipinde bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n X m tipindedir.
Teorem 2.14 i) m X n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar1 1 ise, A* = #A* dir.
ii) a, n X 1 tipinde bir siitun vektérii ise, bu durumda a* = (a*a) 'a* seklindedir.
iii) a, 1 X ntipinde bir satir vektorii ise, bu durumda a*, a* = a*(aa*) ! seklindedir.
Teorem 2.15 A herhangi bir matris olmak iizere

(A" =@y (2.9)
esitligi gecerlidir.

Teorem 2.16 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, her hangi bir A matrisi i¢in, (A*)* = A olur.
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Teorem 2.17 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin ranki kendi rankina esittir. Yani,
r(A) = r(A") dir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki 7 ise, AT, AA*, ATA, AAT A, ATAA*

matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu goriliir.
Teorem 2.18 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde A* = A dir.

Teorem 2.19 B = Kés{b;4, b5, ... , by} ise, B matrisinin Moore-Penrose inversi B*,
i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan késegen eleman1 b;; # 0 ise bj;* ve b;; =

0 ise “0” olan bir kdsegen matristir.
Teorem 2.19 i) A, m X n matrisi tam satir rankl ise, A* = A*(44*) 1 ve AA* = I, ,
ii) A, m X n matrisi tam siitun rankl ise, At = (4*A)"1A* ve A*A = I, olur.

Ispat: Her iki durum igin verilen A* matrislerinin Moore—Penrose sartlarini

sagladigim gostermek yeterlidir. Buna gére,
i) (i) AA*A = AA*(AA") 1A = (AA")(AA") 1A = 4,
(i) A*AA* = A*(AA")TAA (447!
= A*(AA") " 1(AA")(AA")™! = A*(AA") 1 = 4T,
(iii) (AA")* = (AA*(AA) ™))" = (AANUAA) D = 1" =1
= (AA")(AA")™1 = AA*(AA*)T = AA*,
(iv) (A*A)* = (A"(AA")"1A)* = A*(AA") 1A = A*A
olur.
ii) (1) AA*A = A(A*A)1A"A = A(A*A) 1 (A"A) = 4,
(i) A*AAT = (A*A) 1A A(A*A) 1A
= (A"A) (A" A)(A*A) 1A = (A"A) AT = AT,
(iii) (AA")* = (A(A*A)714%)" = A(A*A) 714" = AA",
(iv) (ATA)" = (A" A)TAA) = (A A)TTA@A) =TI"=1

= (A"A)"1(A"A) = (A"A)'A"A = A*A

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3. IDEMPOTENT MATRISLER iCIN BAZI RANK ESITLIKLERI
3.1 iki idempotent Matrisin Toplam i¢in Rank Esitlikleri

Bu kisimda elementer blok matris islemleri g6z Oniine alinarak, iki idempotent
matrisin toplamiyla ilgili gesitli rank esitlikleri verilerek bununla ilgili bazi ilging

sonuglar ve uygulamalar ele alinmistir.

Farz edelim ki P ve Q iki idempotent matris olsun. P ve Q i¢in iki elementer islem
P + Q seklinde verilmektedir. Bir¢ok durumda, P + Q ifadesinin ¢esitli 6zelliklerinin
bilinmesi gerekir. Ornegin, P + Q 'un nonsigiilerligi, idempotentligi, tripotentligi ve
nilpotentligi gibi.

m-yinci mertebeden bir P kare matrisinin nonsigiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r(P) = molmasidir. P + Q ifadesi i¢in bazi rank esitlikleri tespit edilebilirse, bu rank

esitliklerinden P + Q i¢in ¢esitli 6zellikleri de elde edilebilir.

Teorem 3.1 P ve Q m-yinci mertebeden iki idempotent matris olsun. Bu takdirde

P + Q toplami icin asagidaki rank esitlikleri saglanir (Gozpinar, A., 2011):

r(P+0Q)=r [g g] —r Q) =r [g g] —r(P), (3.1)
r(P+Q)=r[P-PQ,Q]=1[Q—-QP,P], (3.2)
r(P+0Q)=r [P _QQP ] =r[?7F9], (3.3)
r(P+Q)=r(P—PQ—QP+QPQ)+r(Q), (3.4)
r(P+ Q) =(Q — PQ — QP + PQP) + r(P). (35)

Ispat: Bir matrisin rankinin elementer matris islemleri altinda degismeyecegi gercegi

dikkate alinarak

P 0 P P 0 0
r|0 Q Q]er Q 0 =r(P)+r(Q)+r(P+0Q)
P Q O 0 0 —-P—-2Q

oldugu goriiliir. Diger taraftan, P ve Q matrisleri idempotent oldugundan elementer

matris islemleriyle,
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P 0 P P 0 P 2P 0 P
r{0 Q Q]zr—QP 0 Q]zr 0 O Q]
P Q 0 L P Q O P Q O
2P 0 0
=r|0 O Q

[0 Q 1/2P
=r:g g+r(P)

oldugu goriliir. Yukaridaki iki sonug birlestirilerek (3.1) deki birinci esitlik elde edilir.

Ayrica simetrik olma 6zelliginden (3.1) 'deki ikinci esitlik de saglanir. Ote yandan

r[A,B] =r(A) + r(B—AAB) =r(B) + r(A — BB~ A), (3.6)
r [‘g] = 7(A) + 7(C = CA~ A) = +(C) + r(A — ACC), 3.7)
r [ﬁ ’g] = 7(B) + r(C) + r(I,, — BB)A(L, — C~C)], (3.8)
r[A B]=r[ A B—AAB

C D C—CA A D—CAB

B —AA™B

_ 0
=r(A)+r [C —CA A D-CA B

3.9)

esitlikleri (3.1) de verilen matrislere uygulanirsa (3.2)-(3.5) esitliklerinin saglandigi

kolayca goriilebilir.

Her ne kadar (3.1)-(3.5) esitlikleri baz1 elementer yontemlerle tiiretilmis olsa da, P ve
Q matrislerini i¢eren 3x3 tipindeki blok matrisin ingasinda ve basitlestirilmesinde bazi
matris islemlerinin piif noktalarina ihtiyaci vardir. Ote yandan (3.1)-(3.5) esitliklerinin
O6nemi P + Q matris toplaminin rankinin P ve Q matrislerini igeren diger baz1 matris
ifadelerinin ranklariyla olan iligkisidir. Bu rank formiillerinin sag taraflarindan P + Q

toplamu iizerinde birgok degisik dzellik elde edilebilir. Ornegin,

r(P + Q) = max{r(P),7(Q)}

rank esitsizligi (3.4) ve (3.5) esitliklerinden tiiretilmistir. Benzer bir yaklagimla P ve
Q idempotent matrislerinin bir lineer birlesimi olan aP + Q i¢in bir rank formiilii

verilebilir.
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Teorem 3.2 P ve Q matrisleri m —yinci mertebeden idempotent matrisler a ve

sifirdan farkli skalerler olmak iizere « + 8 # 0 olsun. Bu takdirde
r(aP + BQ) =r(P + Q), (3.10)

esitligi saglanir, yani aP + fQ matrisinin ranki @ # 0,8 # 0 ve a + [ # 0 sartlar
altinda degismezdir (Tian ve Styan, 2006).

(3.10) esitligi, iki idempotent matrisin lineer birlesimini igeren gesitli rank esitliklerini
basitlestirmek i¢in kullanilabilir. Burada r(aP + Q) ifadesini igeren ¢esitli rank
esitliklerini basitlestirmek i¢in ardigik olarak (3.10) ifadesini uygulayacagiz. Asagida
P ve Q idempotent matrislerinin toplamiyla ilgili bir baska rank esitlikleri grubu

verilmigtir.

Teorem 3.3 P ve Q m —yinci mertebeden idempotent matrisler olsun. Bu takdirde

r(P+0Q)=r [g ¢ Ol (3.11)
POl p

rP+Q)=r|Q O0|—-1]|l (3.12)
5

r (P =r|y o]t +r@ P, (3.13)

r(P+ Q) = [P — PQ,Q — QP] + (P) +1(Q) — r [g]. (3.14)

rank esitlikleri saglanir (Gozpinar, A., 2011).

Ispat: (3.9) esitligi ve elementer matris islemleri dikkate aliirsa

T[g 0 gzr[Q—PQP QiclzDQ b
=r®+rlo Jop “50° B
= 47y %op S0l b
=@+l top 0 0 p

=r(P)+7r(Q—-PQ)+r[Q—QP,P]
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=P.Ql+r[3 ]

=r[P,Q]+r(P+ Q)

oldugu goriliir. Boylece (3.11) esitligi elde edilir. Simetrik 6zelliginden, (3.12) esitligi
de saglanir. Ote yandan (3.6) ve (3.7) esitlikleri sirastyla (3.11) ve (3.12) esitliklerine
uygulanirsa (3.13) ve (3.14) esitliklerinin saglandigi kolayca goriiliir.

Teorem 3.4 P ve Q m —yinci mertebeden idempotent matrisler olsun. Bu takdirde
L,—P
P+ =@ +r@-—m+r ([ o|lm—Pm-01)  @19)

rank esitligi saglanir (Gézpinar, A., 2011).

Ispat: Elementer matris islemleriyle

P 0 I, o 0 I,
r|{0 Q Im]=r 0 P+¢Q O]=2m+r(P+Q)
I, L, 0 I, 0 0

ve dolayisiyla

P 0 I, P 0 I,-P
0 0 Imlzr[ 0 Q Im—Q]
I

Iy Lp O —P I,-Q -2I,

r

0 0 I,—P
=r(P)+r(Q)+r| O 0 Iy — Q]

I,—P I,—Q —2I,

0 0 I,—P

=r(P)+r(Q+r| O 0 Im,—Q

Ln,—P I,—Q L

Im_P (Im_P)(Im_Q) 0
=r(P)+7r@)+7|Um—QUn—P) I, — Q 0
0 0 I,

=r(P)+7r(Q)+m+ r([f: : Z] [I;m — P, Iy, — Q])

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.
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(3.11)-(3.15) esitliklerindeki blok matrislerden, iki idempotent matrisin toplami igin
baz1 yeni dzellikler elde edilebilir. Ozel olarak, P ve Q matrisleri kompleks sayilar

cismi tizerinde iKi ortogonal izdiisiim matrisi oldugunda (3.15) ifadesi
r[P+Ql=r(P)+r(Q) —m+r[l,—P,I,—Q], (3.16)
veya buna denk olarak
r(P+Q)=rP)+7r(Q)—m+7r(Pt+Qb) (3.17)
seklini alir.

Sonu¢ 3.1. P ve Q m —yinci mertebeden idempotent matrisler olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler birbirine denktir (Gozpinar, A., 2011):

(al) r [g g =r [g] +r(Q)ve r [g] =m.
(a2) r [IQD g] =r [g] +r(Q)ver [g] =m.

(a3) r [g g] =r[P,Q] +r(Q) ve r[P,Q] = m.

(ad) r [g g] =r[Q,P] +r(P) ver[Q,P] =m.

(a5) r[g (g g =r[P,Q,0]+ r[Q,0,P] ve r[P,Q] = m.
P Q] [Pl [0 p

(@a6) r|Q O|=r|Q|+Tr]|O] Ve T[Q]Zm.
0 P 0 P

(a7) T ([;: _QP] [l,,— P, 1, — Q]) = 2m —r(P) — r(Q).

Bunun sonucu olarak

rIP, 0] = (P) + r(Q) — dim R(P) N R(Q), (3.18)
r[P,Q] =r(P) +r(Q) & R(P)NnR(Q) = {0}, (3.19)
r [g] = 1(P) +1(Q) — dim R(P*) N R(Q), (3.20)
. [g] = +(P) +7(Q) & R(P*) + R(Q") = {0}, (3.21)
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oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla, Sonug¢ 3.1' deki rank esitlikleri ayn1 zamanda

matris ranjlar1 yardimiyla da verilebilir,

Ayn1 mertebeden herhangi iki idempotent matris igin
P
-0 =r|o|+rle.P1-r® - 1@ (3.22)

oldugu gosterilebilir. Diger taraftan I, — P ve [, —Q matrislerinin her ikisi de

idempotent oldugundan

T'(P—Q) = r[(lm_Q) - (Im_P)]

= 2|+ rlim = Pk = @1 = 7 = P) = 11— ©)

—r [fm B g] + 7L, =PI, — Q] +7(P) +7(Q) —2m  (3.23)
m
rank esitligi yazilabilir. Bu durumda (3.22) ve (3.23) esitlikleri birlikte diisiiniilerek

r [Im - S] +7r[l,—PL,—Q]=r [Z] +7[P,Q] +2m — 2r(P) — 2r(Q) (3.24)

Ln —
elde edilir.

(3.1), (3.11) ve (3.12) esitlikleri iki idempotent matristen olusan bazi genel blok

matrislerin rankin1 dikkate almamizi onerir.

Iki idempotent matristen olusan bir bi-kdsegen blok matris igin ii¢ asamali formiiller

asagida verilmistir.
Teorem 3.5 P ve Q m —yinci mertebeden idempotent iki matris olsun. Bu takdirde

P Q

r p of =E-DrPrO @) (3.25)

P lyxk

r = (k= Dr(P + Q) + r[P, 0], (3.26)
P Q kx(k+1)
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P
.. P

Q (k+1)xk

— (k=1r(P+0Q) +r [Z],

rank esitlikleri saglanir.

(3.27)

Elementer matris islemleri ve (3.6)-(3.9) esitlikleri dikkate alinirsa, idempotent

matrislerden olusan blok matrisler i¢in gesitli rank esitlikleri belirlenebilir. Bu rank

esitlikleri, blok matrisler i¢in bazi temel 6zellikleri ortaya ¢ikarmak i¢in kullanilabilir.

Bununla ilgili olarak baz1 basit ve ilging sonuglar asagida verilmistir.

Teorem 3.6 P ve Q m —yinci mertebeden iki idempotent matris olsun. Bu takdirde

[P+Q P —Q]

"lp—g o |TTRTQO+TP-0Q),
rilg P-SQ:=27"(P+Q),

P Q 0
r|Q P+Q P|=2r(P+Q)+r(P-0),
0 P Q

P Q0 0
r{zt@ P Q|=2r(P+Q)+r(P-Q),
L0 +Q P

rank esitlikleri saglanir (Gozpinar, A., 2011).

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Ispat: P ve Q matrisleri m —yinci mertebeden idempotent matrisler oldugundan

elementer matris islemleri kullanilarak

oo Tol=rleTe Mo
=g 2%

[ 0 (I, = P)Q
QUm—P) Q=P

oy o[ (P0G =P 0

=r(P)+r
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=r(P)+r[(Un—P)QUy —P)]+71(P—Q)
=r(P+Q)+r(P-0Q) (by(2.5)),

esitligi elde edilir. Ote yandan Q=@ 4 P-QP+Q)

= P — Q oldugundan

2 2
P-Q P+Q P-Q-——————— P+Q
r =7 2(P+Q)(P-Q)  2(P-Q)(P+Q)
P+Q 0 P+Q 0
1 0 P+Q]_
_r[P+Q 0 ]—Zr(P-i-Q)

esitligi yazilabilir. Benzer sekilde (3.30)' da iddia edildigi gibi
P Q—PQ 0

Q—Qr 0 P —PQ
0 P —-QP Q

0 Q-PQ O ]

P Q 0
r{Q P+Q P]zr
0 P Q

=r(P)+r(Q)+r|Q—QP 0 P —PQ
0 P-QP @

=ruﬂ+rm)+rg:2g-HﬂQ—QRP—Pm

=2r(P+Q+r [g] +r[P,Q] —r(P) —r(Q)

=2r(P+Q)+r(P—-0Q)

rank esitligi yazilabilir. Ote yandan (3.9) ifadesinden

P Q O P Q — PQ 0
rfQ P Q[=r|Q—-QP P-2Q Q-QP
0 Q P 0 Q - PQ P

0 Q — QP 0
Q—QP P—-2Q0 Q-—-QP
0 Q — PQ 0

=2r(P)+r

=2r(P)+r

0 0 0
0 P-20Q Q—Q4
0 Q-PQ 0

_ P—-2Q0 Q-QP
—2r(P)+Q_PQ 0 ]
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P-20Q 0
=2r(P)+r 0 1

2(Im—P)QUm—P)
=2r(P)+7(P—2Q) +r[(n — P)QUy — P)]
=r(P)+2r(P+Q) (by(2.5) ve (2.10)),

ve (3.31) de belirtildigi gibi

P Q O© P Q- PQ 0
r|-Q P Q|=r|-Q+QP P+2Q Q—QP]
0 —-Q P 0 —Q+PQ P

=2r(P)+7|-Q+QP P+2Q Q-QP

0 Q — QP 0
0 —Q+PQ O ]

0 0 0
=2r(P)+r|0 P+20Q Q—QP]

0 Q—-PQ 0
=2r(P)+r g t (22(123 ¢ _OQP]

= 2r(P) + 1(P + 2Q) + r[(Iy = P)Q(U, — P)]
=r(P)+2r(P+ Q)
oldugu kolayca goriilebilir.

P ve Q iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagida verilen rank esitliklerinin

saglandig1 kolayca gosterilebilir:

0 r["¢ pio]=rero

(ii) r[g “PQ =2 (P+0Q), a+1,

i) rlp p3o|=27P+0

P Q Q
Q P 0
Q 0 P

P Q Q
-Q P Q
-Q -Q P

(iv) r =3r(P+Q),

V) r =r(P)+2r(P+ Q),
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P+Q P 0
(viy r| P P+Q P |=r(P)+2r(P+0Q),
0 P P+Q
P QOO
(vii) 7 8538 — 4r(P + Q).
00 QP

Yukarida verilenlere paralel olarak, ortogonal izdiisiimlerden olusan blok matrisler

icin de ¢esitli rank esitlikleri olusturulabilir.

Teorem 3.7 P ve Q aym mertebeden kompleks ortogonal izdiisiim matrisleri olsun.
Bu takdirde

. :P QJFPQ o +QQ = 2r(P + Q), (3.32)

P+Q PQ 0
r| QP P+Q PQ
0 QP P+Q

rank esitlikleri saglanir (Gozpinar, A., 2011).

=3r(P + Q) (3.33)

Ispat P ve Q aym mertebeden kompleks ortogonal izdiisiim matrisler oldugundan

P+Q P Q OHP Q oy

P+Q] b 0 PlIlQ O P
esitligi yazilabilir. Bu durumda P + Q = [ P, Q][P, Q]" esitligi dikkate alinirsa

RQ)SR(P+Q) ve r(P+Q)=r[P,Q]

oldugu ve buradan da

[P+Q PQI__[P Q O

QP P+0]” "o o A
_ [P+Q Q 0
“TlP+0 o P
_ [P+Q
I Y, P]

=r(P+Q)+r[-Q,P]=2r(P+ Q)

oldugu goriiliir. Ote yandan
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P+Q PQ 0 P Q 0 O1[P Q O
QP P+Q PQ:OPQO[OPQ
0 QP P+Q 0 0 P Qllo o P
oldugun dikkate alinirsa
P+Q PQ 0 P Q 0 O
rl QP P+Q PQ |=r|0 P Q 0]
0 QP P+Q 0 0 P Q
P+Q Q@ 0 O
=r|P+Q P Q 0]
P+Q 0 P Q
P+ Q Q 0 0
=r| O P—-Q Q O
0 -Q P Q
=r(P+Q)+r-P6Q IQJ 8
_ [P Q 0
—1‘(P+Q)+r-0 P-0 0
_ P Q O
—r(P+Q)+r[y Q]
=3r(P + Q)
elde edilir. Benzer diisiinceyle timevarim metodu kullanilarak
P+Q PQ
QP P+Q
r PQ =nr(P+ Q)

QP.’ P+Q

nxn

oldugu kolayca gosterilebilir.

(3.34)

Ote yandan iki idempotent P ve Q matrisi verildiginde P + Q matris toplamimin

ranki, P — Q, PQ + QP, I,, — P — Q matrisleri ve benzerlerinin ranklari ile yakin

iligkilidir. Bunun i¢in asagidaki formiiller verilebilir:

r(P+Q) +r(PQ—QP) =r(P -Q) +r(PQ +QP),
r(P+Q) =r(P+Q—-PQ),

rP+Q)=r(PQ+QP)—r(l,,—P—Q)+m.
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Teorem 3.8 P ve Q matrisleri m —yinci mertebeden idempotent matrisler olsun. Eger

a+ B #0 olmaklizere a ve f sifirdan farkl: iki skaler ise

r(PQ - @P) =1 [ o] + rPQ. 0PI - r(PQ) ~ (0P, (3:38)
r(PQ+QP)=r gg QOP —r(QP) =r [gg POQ] —r(PQ), (3.39)
r(aPQ + BQP) =r(PQ + QP) (3.40)

rank esitlikleri saglanir. Buradan da,
(i) PQ=QP & R(PQ) =R(QP) ve R[(PQ)] = R[(QP)"]
(i) PO+QP=0 < PQ=QP=0

ifadelerinin dogrulugu goriiliir (Gozpinar, A., 2011)..

Ispat: (3.38) esitliginin ispatin1 dikkate alarak dncelikle

PQ 0 aPQ PQ 0 0
rlo op ﬁQP]:r 0 QP 0
PQ QP 0O 0 0 —aPQ—pBQP

=r(PQ) +r(QP) + r(aPQ + BQP) (3.41)

oldugunu belirtelim. Ote yandan, P ve Q matrisleri idempotent oldugundan elementer

matris iglemleriyle

PQ 0 aPQ PQ 0 aPQ
rl 0o or BQP]zr —QPQ 0 ﬁQP]
PQ QP O PQ QP 0
[(1+apHPQ 0 aPQ]
=r 0 0 BOP
PQ QP 0 |
PQ 0 0
—rl0 0 BQP
|0 QP a(l+aBp~M)PQ

_. a(1+cgﬁp’1)[>’PQ %P4 1pQ)
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[PQ o, (3.42)
oldugu goriiliir. Ayrica

PQ 0 aPQ

0 QP BQP|=
PQ QP 0

r +r(PQ) (3.43)

[PQ QP

esitligi benzer sekilde gosterilebilir. Ote yandan (3.41)-(3.43) esitlikleri birlestirilirse
(3.39)-(3.40) esitliklerinin saglandigi kolayca goriiliir. Ayrica

PQ—-QP =(Un—P)Un—0Q) — U —Q)Upn—P)
oldugundan (3.38) ifadesi dikkate alinirsa

r (Im _P)(Im - Q)
(Im - Q)(Im - P)

+r[(1m - P)(Im - Q): (Im - Q)(Im - P)]

+2r(P) + 2r(Q) — 2m — r(PQ) — r(QP)

r(PQ —QP) =

oldugu goriiliir. Bu durumda

r(PQ + QP) = max {r(PQ),7(QP)}
rank esitsizligi (3.39)" dan tiiretilmistir.
Ayni biiyiikliikteki P ve Q matrisleri igin

min

- T = Q) =1 (P = Q) =7 || = rlP.Q1+ 1 (P) + 7@

oldugunu gosterilebilir. Bu nedenle, P ve Q matrislerinin ayni genellestirilmis inverse

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

MP—Q)=rB]—HRQ]+NP)+MQ) (3.44)

olmasidir. Diger taraftan (3.44) esitligi (3.38) e uygulandiginda, uygun mertebeden
P ve Q idempotent matrisleri i¢in, PQ ve QP carpimlarinin ayni bir genellestirilmis

inverse sahip olacag goriiliir.

Sonug¢ 3.2 m —yinci mertebeden idempotent iki P ve Q matrisi igin, U = PQP ve

V = QPQ ve a,f # 0 iki skaler olmak iizere & + 8 # 0 olsun. Bu takdirde
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r(U—-V)=r [g] +r[UV] = r(U) = r(V),

u v

r(U+V)=r[V 0

] —r(V)=r [Z g] —r(U),
r(aU + BV) =r(U + V),
r(U+V)=max {r(U),r(V)}.
ifadeleri saglanir. Bu durumda
(a) U =V olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(U) = R(V) ve R(U*) = R(V"),
(b) U +V = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart U =V =0
olmasidir (Gozpinar, A., 2011).

Teorem 3.9 P ve Q m —yinci mertebeden iki idempotent matris olsun. Bu takdirde

rlpo| =7 [o] + r@m - 1@, (3.45)
r[P,QP] = r[P,Q] +r(PQ) —r(Q), (3.46)
rop] =7 [o] + @) + rePy - vy - rc@, (3.47)
r[PQ,Q] =r[P,Q] +7r(PQ) +r(QP) —r(P) —r(Q) (3.48)

rank esitlikleri gergeklenir (Gézpinar, A., 2011).

Ispat: Ispat igin 6ncelikle asagidaki iki rank esitliginin saglandigin belirtelim:
(I = P)Um — Q] =m —r(P) —r(Q) + r(PQ), (3.49)
r[(Im = Q) — P)] = m —r(P) —r(Q) + r(QP). (3.50)

Bu durumda elemanter matris islemleriyle,

QI 0 In p

r(PQ Of|=r| P 0 =r[PQ]+m, (3.51)
o P —PQ 0
P I, 0 Iy

r|PQ O|=r|PQ O|=r [ZIQJ +m (3.52)
[0 Q —QP O
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oldugu gosterilebilir. Ayrica R(P)NR(I,, — P) = {0} ve R(Q)NR(I,, — Q) = {0}
esitliklerinin saglandigini belirtelim. Boylece (3.7), (3.49) ve (3.50) esitlikleri dikkate

alinirsa
Q I, 0 I,—P
r|P 0] =7r|P —-P
0O P 10 P
— Q (Im - Q)(Im - P)
=r[¢ ! |+
=7 [$]+ 71U = QU = P +7(P)
=r g] +m—r(Q) +r(QP) (3.53)
ve
P I, P I,-P
r|PQ 0] =r [PQ PQ
0 0 0 Q

=7 [ po] *+ 71l = YU — @)1 + (@)

—r 'PPQ] +m —r(P) +r(PQ). (3.54)

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Bu durumda (3.51) ve (3.53) esitlikleri birlestirilirse
(3.45) esitliginin saglandig1 ve (3.52), (3.54) ve (3.45) esitlikleri birlestirilirse (3.47)
esitliginin saglandig1 elde edilir. Ote yandan (3.46) ve (3.48)' deki iki rank esitligi

Q P O] [P QP O
I, 0 P I, 0 0Q

blok matrislerinden benzer yolla elde edilebilir. Bu durumda (3.47) ve (3.48) ifadeleri

(3.38) ifadesinde yerlerine yazilirsa
r(PQ = QP) = [ o |+ 1P, Q1 + 7(PQ) + (@) — 2r(P) — 21(@)

oldugu goriiliir.
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3.2 iki Idempotent Matrisin Farki I¢in Rank Esitlikleri

Bu kisimda elementer matris iglemleri goz oniine alinarak, iki idempotent matrisin
farkiyla ilgili ¢esitli rank esitlikleri verilerek bununla ilgili baz1 ilging sonuglar ve

uygulamalar ele alinmistir.

Teorem 3.10 P, Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde P — Q farkii¢in

rP-Q)=r [Z] +7[P,Q]l—r(P) —r(Q) (3.55)
=r(P—PQ)+7(PQ - Q) (3.56)
=(P-QP)+r(QP-Q) (3.57)

rank esitlikleri saglanir (Tian ve Styan, 2006).
Ispat: Blok Gauss eliminasyon metodu ile

-Pp 0 P —-P 0 0
0 @ Q]zr 0 @ 0 ]
0 0

P Q 0 P-Q

r

=r(P)+r(Q)+r(P—Q).

oldugunu gérmek kolaydir. Ote yandan, P ve Q matrisleri idempotent oldugundan,

-P 0 P [ —P 0 P
rl 0 Q Q|=r|—-QP 0 Q
P Q O | P Q O
0 0 P

=rOOQ]

P Q O

=r[g]+r[P,Q]

yazilabilir. Yukaridaki iki esitlik birlestirilerek (3.55) elde edilir. Ardindan sirasiyla
(3.6) ve (3.7) ifadeleri (3.55) de yerlerine yazilirsa,

r[P,Q] =r(P) +r(Q — PQ), r[P,Q] =7(Q) + r(P — QP),
r [Z] =r(P)+r(Q—-PQ), r [Z] =r(Q)+r(P—QP)

oldugu goriiliir.
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Sonu¢ 3.3 P, Q € C™ ™ iki idempotet matris olsun. Bu takdirde

(@PQ=0veya QP =0ise r(P—Q)=r(P)+r(Q)
(b)PQ =0 ise r(P—QP)+7r(QP—-Q)=r(P)+7r(Q)
() QP =0 ise r(P—QP) +r(PQ — Q) =r(P) +r(Q)
d) r(P-Q)=7r(P)—7(Q) & PP =Q

< R(Q) € R(P) ve R(Q*) € R(PY).

(e) P — Q farkinin nonsingiiler olmast i¢in gerek ve yeter sart
rlo| =P =r@ +r@ =m

veya buna denk olarak R(P) @ R(Q) = R(P*) @ R(Q*) = C™ olmasidir.

P matrisi idempotent oldugunda I,, — P matrisinin de idempotent olacag: dikkate

aliirsa (3.55)-(3.57) ifadelerinde P matrisi yerine [, — P matrisi yazildiginda

asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 3.4 P, Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde I, — P — Q i¢in

r(lpy =P —=Q)=r(PQ)—7r(QP) —r(P) —r(Q) +m

= r(I,, — P — Q+ PQ) + r(PQ)
=r(ln,—P—Q+QP) +(QP)

rank esitlikleri saglanir. Ayrica,

@ P+Q=1I1,=PQ=QP=0ver(P+Q)=r(P)+7r(Q) =m,
(b) I,, — P — Q nonsingiilerdir & r(PQ) = r(QP) = r(P) = r(Q)

ifadeleri dogrudur (Tian ve Styan, 2006).
Ispat: (3.55) esitliginde P matrisinin yerine I, - P matrisi konulursa
r(ly—P —Q) = r[lmQ_P] + 1[Iy — P,Q] — (I — P) — 7(Q)
elde edilir. Bu durumda (3.6) ve (3.7) ifadeleri dikkate alinirsa
il —P,Ql =71 — P) +7[Q — (In — P)Q]
=m—r(P) +r(PQ)

ve
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[ 7] = rlm =P+ rl0 = 0l — P

=m—r(P) +r(QP)
olup (3.58)” in saglandig1 gériiliir. Ote yandan (3.56) esitliginde P matrisinin yerine
— P matrisi yazilirsa

I

r[(Iy = P) — Q1 = r[Un — P) = (I, — P)Q] + 7[(I;, — P)Q — Q]
=7(m — P —Q + PQ) + r(PQ)

olur ki bu da (3.59) esitliginin saglandigini gosterir. (3.60) rank esitligi de benzer
sekilde gosterilebilir. Ayrica (a) ve (b)’ deki ifadeler ise (3.58)-(3.60) esitliklerinden

direkt olarak goriilebilir.

Teorem 3.11 P,Q € C™*™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde P — Q icin

rP-Q)=r [g g —r(Q) =7 [IQD 1(;] —r(P) (3.61)
=7(P—PQ—QP+QPQ) +7(Q) (3.62)
=7(Q — PQ — QP + PQP) + r(P) (3.63)

rank esitlikleri saglanir. Ayrica

(@) EgerPQ =QP ise r(P+Q)=1r(P—PQ)+7r(Q)=1r(Q —PQ)+r(P)
(b) Eger PQ = 0veya QP = 0 ise r(P + Q) =r(P) + r(Q)

ifadeleri dogrudur (Tian ve Styan, 2006).

Teorem 3.11 in ispat1 aslinda Teorem 3.10 un ispati ile aynidir.

Simdi P + Q toplaminin nonsigiilerligi i¢in gerek ve yeter kosullart bulmak i¢in (3.61)

esitligini kullanabiliriz.
Sonu¢ 3.5 Eger P, Q € C™™ iki idempotent matris ise asagidaki ifadeler denktir:
€)) P + Q nonsingitlerdir.

by r [g] =m veR [g] NR [((‘)2] = {0}.

© r[P,0] =mveR [51] nr[%] =0
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d r [g] =mve R [g] NR [g] = {0}.
() r[Q,P]=mveR [Q*] NR [};] = {0} (Tian ve Styan, 2006).

Ispat: (3.61)' den kolayca goriiliir ki, P + Q toplaminin nonsingiiler olmas1 igin

gerek ve yeter sart

T [g g] =r(Q)+m veyar [g I(;] =r(P)+m (3.64)

olmasidir. Bu durumda (3.64) ifadesi

g Sr[g]+r[g]Sm+r(Q),

o<

<7r[P,Q] +r[Q,0] <m +r(Q),

< [IQD] + [g] <m+r(P),

T T QT QU

ST 2T

<r[Q,P]+r[P,Q] <m+1r(P),

esitsizlikleriyle birlestirilirse (a)-(e) ifadeleri elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

(3.61) esitliginde P ve Q yerine sirastyla I,,, — P ve I, — Q alinarak asagidaki sonug

elde edilir.
Sonu¢ 3.6 P ve Q € C™*™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
@ r(m—P—-Q)=7r(QPQ) —7(Q) +m,
(b) r2L, —P—-Q) =r(Q@—-QPQ)—r(@Q)+m
=71(P — PQP) —r(P) +m,
©r(m+P—-Q)=merQPQ) =r(Q),

@dr2lL,— P—-Q)=mer(P—-PQP)=r(P)
= 1rQ - QPQ) =7(Q),

esitlikleri saglanir (Tian ve Styan, 2006).
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Simdi, P ve Q matrisleri idempotent olmak tizere PQ — QP igin bazi rank esitliklerini
verebiliriz; bu rank esitlikleri bizi P ve Q@ matrislerinin degismeli olmasi i¢in bazi

gerek ve yeter kosullara gotiirecektir.
Teorem 3.12 P ve Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
r(PQ-QP)=r(P-Q)+ r(p —P—-Q)—m

=r(P-Q)+r(PQ)+rQP)—r(P)—1r(Q)
=r [Z] +r[P,Q] + r(PQ) — 2r(P) — 2r(Q)

=r(P-PQ)+r(PQ - Q) +r(PQ) —r(@QP) —r(P) —7(Q)
=r(P=QP)+r(QP - Q) +r(PQ) —r(@QP) —r(P) —7(Q)
dir. Ayrica eger hem P hem de Q Hermitian idempotent ise, bu takdirde
r(PQ —QP) = 2{r[P,Q] +r(PQ) —r(P) —r(Q)}
olacaktir (Tian ve Styan, 2006).
Ispat: Bu takdirde PQ — QP = (P — Q)(P + Q — ;) oldugundan

r(PQ—Qp):r[PIjQ PHQ=in]_

yazilabilir. Ote yandan, blok Gauss eliminasyonu ile

lome T = - 04U -P -0

oldugu kolayca goriiliir ve boylece istenen esitlik elde edilir.

Teorem 3.12' deki ilk esitlik, PQ — QP, P — Q ve I, — P — Q matrisleri arasinda

ilging bir iligkinin var oldugunu ortaya k oymaktadir.

Sonug¢ 3.7 P,Q € C"™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Tian ve Styan, 2006):

(a) PQ = QP.
O)yr(P-Q+ r(lny—P - Q) =m.

©rP—Q)=r(P)+r(Q) —rPQ) —rQP).
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(d) r(P = PQ) =r(P) —r(PQ) ver(Q — PQ) =7(Q) —r(PQ).
() r(P—QP) =7r(P) —r(QP) ver(Q — QP) =7(Q) —r(QP).

Sonug¢ 3.8 P,Q € C"™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Tian ve Styan, 2006).

(@) r(PQ —QP) =r(P - Q).
(b) r(PQ) = r(QP) = r(P) = r(Q).
(¢) I, — P — Q nonsingiilerdir.

Ispat: (a)e(b) durumu Teorem 3.13’ teki ikinci esitlikten ve (b) &(c) durumu ise

Sonug 3.6 (b)’ den geldigini gormek kolaydir.

Sonu¢ 3.9 P,Q € C™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Tian ve Styan, 2006):

(d) PQ — QP nonsigiilerdir.
(b) Hem P — Q hem de I,,, — P — Q nonsingiilerdir.
() R(P) @ R(Q) = R(PHGR(Q") = C" ver(PQ) =r(PQ) =r(P) =1(Q).

Ispat: (a)<(b) durumu Teorem 3.13’ teki birinci esitlikten ve (b) &(c) durumunun

ise Sonug 3.2 (e) ve Sonug 3.3 (b)’den geldigini gérmek kolaydir.

Cochran Teoremi P ve Q iki idempotent matris olmak iizere P + Q toplamimin da
idempotent olmasi i¢cin PQ = QP = 0 olmasinin gerek ve yeter sart oldugunu ve bu
durumda r(P + Q) =r(P) + r(Q) esitliginin saglandigin1 ifade eder. Matrisler
Hermitian olmaksizin bunu gérmek i¢in dncelikle (P + Q)% — (P + Q) = PQ + QP
oldugunu belirtelim. PQ + QP = 0 ifadesi P ile soldan ¢arpilirsa PQ+ QP =0
ve dolayisiyla QP = PQP oldugu ve PQ + QP = 0 ifadesi P ile sagdan garpilirsa
PQP + QP = 0 ve boylece PQP = —QP oldugu goruliir. Bu nedenle QP = 0 = PQ

elde edilir.

Ote yandan iki idempotent P ve Q matrisinin P — Q farkinin idempotent olmasi igin
gerek ve yeter sart PQP = Q veyabunadenkolarak r (P — Q) =r (P) —r (Q) rank

esitliginin saglanmasidir.
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Bu sonuglar bizi P ve Q idempotent matrisler olmak iizere (P + Q)% — (P + Q) ve
(P — Q)? — (P — Q) ifadelerinin rankim dikkate almaya motive eder. Bu durum ise
A € C™™ jgin

r(A2-A)=rA)+r(A-1,)—m (3.65)
seklindeki iyi bilinen rank formiiliine dayanir. Bu durumda yukaridaki bazi teorem ve

sonuglara dayanarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.13 P,Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu durumda PQ + QP
ifadesi asagidaki rank esitliklerini saglar (Tian ve Styan, 2006):
r(PQ+QP)=r(P+Q)+r(I,—P—Q)—m
=r(P+Q)+r(PQ)+r(QP) —r(P) —1(Q)
=1r(P—PQ—QP+QPQ)+r(PQ)+r(QP) —r(P)
=7(Q —PQ— QP+ PQP) +r(PQ) + r(QP) — r(Q).
Ispat: (3.65) esitligi (P + Q)2 — (P + Q) ya uygulandiginda ilk esitlik ve (3.58)
kullanarak ikinci esitlik elde edilir. Diger esitlikler ise Teorem 3.11” den kolayca
gortilebilir.
Teorem 3.13' te r(PQ + QP) igin verilen birinci rank esitligi ile Teorem 3.12' de
r (PQ — QP) igin verilen ilk rank esitligi birlestirildiginde, asagidaki ilging rank
formiilii elde edilir:
r(P+Q)+r(PQ—QP)=r(P—-Q)+r(PQ+QP) (3.66)
Sonug 3.10 P,Q € C™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Tian ve Styan, 2006):
(@ r(PQ+0QP) = r(P+0Q).
(b) r(lm =P —-Q) =m.
(©) r(PQ) =r(@P) =r(P) =1(Q).
(d) r(PQ—-QP) =r(P-0Q).
Ispat: (a)<(b) durumunun Teorem 3.13 ve (b) < (c) < (d) durumlarinin ise Sonug

3.7" den geldigini gérmek oldukca kolaydir.
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Sonu¢ 3.11 P,Q € C™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Tian ve Styan, 2006):

(@ PQ + QP nonsingiilerdir.
(b) P+ Qvel, — P — Q nonsingiilerdir.

Ispat: Sonug 3.11 dogrudan Teorem 3.13 iin bir sonucudur.
Sonug 3.12 P,Q € C™™ iki idempotent matris olsun. Bu durumda
rf(P-Q°-P-Ql=rUpn—-P-Q+r(P—Q)—m
=7(PQP) —r(P)+1(P - Q)
esitligi saglanir (Tian ve Styan, 2006).

Ispat: Birinci esitlik, (3.65) esitliginden ve ikinci esitlikse, Sonug 3.5 (a)' dan elde
edilir..
Sonu¢ 3.13 P,Q € C™*™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Tian ve Styan, 2006):

(@) P — Q idempotenttir.

(b) (=P —-Q)=m—r(P—-Q).

(c) PQP=Q.

@d) r(P-Q)=rP)—r(Q).

(e) R(Q) < R(P)veR(Q™) < R(P™).
Simdi I,,, — PQ ve PQ — (PQ)? ifadeleri i¢in bazi rank esitlikleri verilecek ve daha

sonra bunlar PQ ¢arpiminin idempotentligini karakterize etmek i¢in kullanilacaktir.

Teorem 3.14 Eger P,Q € C™ ™ iki idempotent matris ise bu durumda I,,, — PQ

ifadesi agagidaki rank esitligini saglar (Tian ve Styan, 2006):

r(l,, — PQ) = r(2L,, — P — Q).
Ispat: Rank islemi Schur bilesen iizerinde toplamsal oldugundan,

T 151 Im 6 PQ =m+r(Q — QPQ) (3.67)

oldugu ve elementer satir ve siitun islemlerini kullanilarak
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elde edilir. Buradan da
r(ln —PQ) =7(Q —QPQ) —7r(Q) +m (3.68)
oldugu goriiliir. Boylece Sonug 3.5(b)" den istenen esitligin saglandigi goriiliir.

Eger (3.67) esitliginde P ve Q matrisleri yerine sirastyla I, — P ve I, — Q matrisleri
alinirsa asagidaki esitlik elde edilir:

P+Q)=r(P+Q—-PQ)=r(P+Q—QP).
Sonu¢ 3.14 P, Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu durumda

r[PQ — (PQ)*] =1Ly —P — Q) +r(PQ) —m (3.69)
esitligi saglanir (Tian ve Styan, 2006).
Ispat: (3.65) esitliginin PQ — (PQ)? ifadesine uygulanmas1

r[PQ— (PQ*]=r(Im—P)+7(PQ) — m (3.70)
degerini verir. Eger (3.67) ifadesi (3.70) de yerine yazilirsa (3.69) elde edilir.
Sonug 3.14 iki idempotent matrisin PQ ¢arpiminin idempotent olmasi igin gerek ve
yeter sartin r(2I,, — P — Q) = m — r(PQ) oldugunu gosterir.
Sonu¢ 3.15 P, Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu durumda

@  r(P—P*) =2r[P,P*] - 2r(P).

) rm—-P-P)=rlp+P—-P)=m

©) r(P+P")=r(PP*+P'P) =r[P, P*].

(d R(P)SR(P+P)veR(P)S R(P+P).

@) r(PP* —P*P) =r(P — P").

®  rd,—P'P)=r(l,—P— P
ifadeleri dogrudur (Tian ve Styan, 2006).

Yukaridaki Teoremler ve Sonuglarda verilen ifadeler, skaler-potent matrislere yani,
A # 0 ve u # 0 olmak iizere P2 = AP ve Q? = uQ ozelliklerini saglayan matrislere

kolayca genisletilebilir. Gergekten
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1.\% 1., 1 1,.\2 1,5 1
(GP) =mP2=3P ve (;0) =307 =30
olup P/A ve Q/u matrisleri idempotenttir. Boylece skaler-potent matrisler igin

asagidaki rank esitlikleri verilebilir:

r@P = 2Q) =1 [o] + rlP.01 = r(P) - 7@

@+ =r[y -r@=r[3 ]-re,

r(Aply — pP — 2Q) =r(PQ) +r(QP) —r(P) —7(Q) + m,
r(PQ — QP) =r(uP — AQ) + r(Auly, — uP — AQ) — m,
r(PQ + QP) = r(uP + AQ) + r(Auly, — uP — AQ) — m,
r(Aul,, — PQ) = r(2Aul, — uP — AQ).

Bu kismin sonunda hem P hem de Q idempotent olmak {izere PA — AQ matris farki
icin baz1 rank esitlikleri verilecektir. Bu esitlikler, bir P idempotent matrisi ile keyfi

bir A matrisinin degismeli oldugunu ifade eder.
Teorem 3.15 A4 € C"™*™ olmak iizere P € C™™ , Q € C™*™ iki idempotent matris
olsun. Bu takdirde PA — AQ matrisi igin

r(PA—AQ) =1 [P QA] + 1[40, P] — r(P) — r(Q) (3.71)

=r(PA— PAQ) + r(PAQ — AQ). (3.72)
rank esitligi saglanir. Ayrica,

(@) Eger PAQ = Oiser(PA — AQ) = r(PA) + r(AQ).
(b) PA = AQ < R(AQ) S R(P) ve R[(PA)*] € R(Q").
(c) Eger A € C"™*™ ise PA = AP <& R(AP) < R(P) ve R[(PA)*] € R(P*)

dir (Tian ve Styan, 2006).

Ispat: Blok Gauss eliminasyon yontemiyle

—P 0 PA
r| 0 Q Q|=rP)+r@Q) +r(PA—-AQ) (3.73)
P AQ O
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ve

—P 0 PA [0 PAQ PA
rl0 Q Q]=T 0 Q@ @
P AQ O P AQ O
(0 0 PA
=r{0 O Q
P AQ O
__[PA
=7l ] +r[AQ, P] (3.74)

oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda (3.73) ve (3.74) esitlikleri birlestirilerek
(3.71) elde edilir. Teorem 3.10 un sonuglar1 (3.71)" deki [AQ, P] ve [PQA] matrislerine

uygulanirsa (3.72) ifadesi elde edilir. Ote yandan (b) ve (c)' deki sonuglar ise (3.71) ve
(3.72)' nin dogal sonuglaridir.

Hem P hem de Q idempotent olmak iizere eger Teorem 3.15 PQ — QP ifadesine

uygulanirsa PQ — QP matrisinin ranki igin bazi yeni formiiller elde edilir.

Sonu¢ 3.16 P,Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde

r(PQ — QP) = r [PPQ] +r[QP, P] — 2r(P)

= [%] +rtre.01- 2@
= T(PQ - PQP) + T(PQP — QP)

=r(QP —QPQ) +r(QPQ — QP) =r(QP - PQ)

esitligi saglanir (Tian ve Styan, 2006). Ote yandan eger hem P hem de Q matrisi

Hermitian idempotent ise, bu takdirde
r(PQ — QP) = 2r(PQ — PQP) = 2r(QP — QPQ)
ve dolayistyla
r(PQ — PQP) =r(PQ) +r[P,Q] —r(P) —7(Q)
r(PQ) +7r(Q —PQ) —7r(Q)
=r(QP) + r(P — PQ) — r(P). (3.75)
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oldugu goriiliir.
Sonug 3.17 P,Q € C™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
r(P—Q) =7r[(P-PQ) +a(PQ - Q)] (3.76)
=7r[(Q — QP) + a(QP — P)] 3.77)
rank esitligi her @ € C, a # 0 i¢in saglanir. Ozellikle
r(P—-Q)=r(P+Q—-2PQ)=1r(P+Q —2QP) (3.78)
dir (Tian ve Styan, 2006).
Ispat: Her a € Cicin
P—PQ+ a(PQ—Q)=P(P+aQ)—(P+aQ)Q
oldugunu belirtelim. O halde (3.71) kullanilarak, @ # 0 i¢in

rp-po+ ape - @) =+ [ . “O] 411 +a0)0.P1 - 1(P) = (@)

=7 [g] + r[aQ,P] — r(P) — r(Q)

=r [g] + r[P,Q] — r(P) — r(Q).

elde edilir. Son esitligin Teorem 3.11 ile birlestirilmesi (3.76) ifadesini ve P ile Q
nun yer degistirmesi ise (3.77) ifadesini verir. (3.76) ve (3.77) esitliklerinde @« = —1
alindiginda (3.78) elde edilir. (3.76) da P yerine I,, — P alinirsa asagidaki sonug elde

edilir.

Sonu¢ 3.18 P,Q € C™ ™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
r(l,—P—Q+ aPQ)=r(,—P—Q)

esitligi her ¢ # 1,a € Cigin gergeklenir (Tian ve Styan, 2006).

3.3 Involiit Matrisler I¢in Rank Esitlikleri

Bir matris A € C™™ matrisi igin A nin karesi birim matris ise yani A% = [, ise A
matrisine involiit matris denildigini hatirlayalim. Aslinda bir involiit matris bir
nonsingular tripotent matristir. Involiit matrislerle idempotent matrislerin yakindan

baglantili oldugu bilinmektedir.
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Gergekten herhangi bir involiit A matrisi igin, > (I, + A) Ve = (I, — A) matrisleri
idempotenttir. Ayrica herhangi bir P idempotent matrisi i¢in, +(I,,, — 2P) matrisleri

involiittiir. Bu nedenle, dnceki kisimda idempotent matrisler verilen tim 6zellikleri

involiit matrisler i¢in de saglayabiliriz.
Teorem 3.16 A, B € C™™ iki involiit matris olsun. Bu takdirde A + B toplaminin

ranki i¢in

[+ A
r(A+B)—r[Im_B

] + 7L, + AL, — Bl — (L, + A) — (L, — B), (3.79)
r(A+B) =r[(, + AU, — B)] + [, +A) U, —B)] (3.80)
esitlikleri saglanir (Tian ve Ark. 2001).

Ispat: A ve B matrisleri involiit matrisler oldugunda hem P = %(Im + A) ve hem de

Q= %(1m — B) matrisleri idempotent oldugundan

r(P = Q) =7 (Um+A4) =5 Un—B)] =7(A+B),
ve

r [Z] +r[P,Q]—r(P)—r(Q) =7 [f: -I__ g] + [, + A, I, — B]

—r(l,, +A) —r(,, — B)
esitlikleri yazilabilir. Ayrica

r(P = PQ) = r[(In + A) (I = 5 (b = BY)] = 7[(Im + A) (I — B)],

1
r(PQ = Q) =7|(5Unm + 4 = In) U = B)]| = 7y = A) Uy — B)]
esitlikleri saglanir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

B matrisi involiit matris oldugunda —B de involiit matris olacaktir. Boylece (3.79) ve
(3.80) de B yerine —B alinarak iki involiit matrisin farki olarak A — B i¢in rank

esitlikleri verilebilir.

Teorem 3.17 A,B € C™™ jki involiit matris olsun. Bu takdirde A + Bve A — B

icin agagidaki rank esitlikleri saglanir (Tian ve Ark. 2001):
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r(A+B) =r[(, + AU, — B)] + [, + B)(I,, + A)]
—r(l, +A)—r(,+B)+m, (3.81)
r(A—B) =r[(, + AU, —B)]|+r(,, — B)(I,, + A)]

-1y +A4) —r(l, — B) +m. (3.82)
ispat: (3.58) esitliginde P = (I, + A) Ve Q = > (I, + B) alinirsa (3.81) elde edilir.
(3.81) de B yerine —B aliirsa (3.82) esitliginin saglandig1 goriiliir.

(3.80) ile (3.81) esitlikleri birlestirilerek, A ve B involiit matrisleri i¢in
rl(l, +B)Up+A)] =r(, +B)+r(Il, + A) —m
+r[(L,, — A, + B)]
ilging rank esitligine ulasilir.
Teorem 3.18 A4,B € C™™ jki involiit matris olsun. Bu takdirde
r(AB—BA) =r(A+B)+r(A—B) —m, (3.83)
ve dolayisiyla
AB=BASr(A+B)+r(A—B)=m (3.84)
ifadesi saglanir (Tian ve Ark. 2001).
ispat: Teorem 3.16' nin ilk esitliginde P = %(Im +4) ve Q= %(Im — B) alinip
gerekli sadelestirme yapilirsa istenen sonug elde edilir.

(3.79)-(3.82) esitlikleri (3.83) te yerine yazilirsa, AB — BA igin daha farkli rank

esitliklerinin saglanabilecegi goriiliir.

Teorem 3.19 A € C™™ bir involiit matris olsun. Bu takdirde

r(A—A") = 2r[ly + A, L, + A*] = 2r(I, + A) (3.85)

= 2r[ly — A, I, — A*] = 2r(I, — A), (3.86)
r(A+A%) =m, (3.87)
r(AA* — A*A) = r(A — AY) (3.88)

esitlikleri gerceklenir (Tian ve Ark. 2001).
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Ispat: Sonug 3.14 ifadesinde P = %(Im +A) ve P* = %(Im + A*) almmarak gerekli

sadelestirmeler yapilirsa (3.85)-(3.88) esitlikleri elde edilir.

Teorem 3.20 A € C"™™ ve B € C" herhangi iki involiit matris olmak iizere

X € C™™" olsun. Bu durumda AX — XB farki

r(AX—XB) =T (1,1,1 :?X] +7[X(L, + B), Uy, + A) =1L, + A) — (I, + B),
= r[(In + XU, — B)] + r[(Ly + AX (I, + B)] (3.89)

rank esitliklerini saglar. Ozellikle
AX —XB & (I, + A)X(I, — B) = 0ve (I,, — A)X(I, + B) = 0
dir (Tian ve Ark. 2001).
Ispat: (3.71) ve (3.72) esitliklerinde P = %(Im +A) ve Q= %(Im + B) alinirsa
(3.89) ifadesi elde edilir.

Bu kisimda idempotent matrisler i¢in ¢esitli rank esitlikleri verilmistir. Bu rank
esitliklerinden faydalanarak, iki idempotent matrisin toplam, fark ve ¢arpimlari igin
birgok yeni ozellik elde edilebilir. Elde edilen rank esitlikleri involiit matrislere
uygulanmistir. Bunun matris teorisinde farkli uygulamalarinin da oldugu gosterilebilir.

Ornegin, A € C™™ matrisi icin A* Moore-Penrose olmak iizere
r(AA* — ATA) = 2r[A, A*] — 2r(A), (3.90)

yazilabilir. (3.90) esitligi A ve A* matrislerinin degisimli oldugunu gostermek igin de

kullanilabilir. Ote yandan (3.71) esitligi kullanilarak
k
r(AKA* — A*AK) = 1 [i*] +r[AK 4] - 2r(A),

oldugu gosterilebilir ki bu da A* ve A% matrislerinin degisimli oldugunu karakterize

etmek i¢in kullanilabilir.
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3.4 Bir idempotent Matrisin Ranki ve izi Arasindaki Esitlikler

Bu kisimda baska herhangi bir 6zelligine ihtiya¢c duymaksizin, sadece idempotentligini
kullanarak, idempotent bir matrisin ranki ve izi arasindaki bazi esitlikler ele
alinacaktir. Herhangi bir matrisin rankinin genel 6zelliginden yararlanarak boyle bir
ispat1 elde edebilecegi gosterilecektir. Bu 6zelligin orijinal ispati1 bir par¢alt matrisin
Moore-Penrose inversinin elde edilmesinde kullanilan bir formiilden saglanmustir.
Ayrica idempotent bir matrisin ranki ve izi arasindaki durum hakkinda bir dizi yeni

sonugclar verilecektir.

Lemma 3.3 A € C,,,, matrisi r rankl1 bir matris olsun. Bu durumda 6yle bir U € C,, ,

matrisi vardir ki

A= U(ZOK ZOK) U,

dir, burada Y, = diag(oy1,4, ..., 0¢1;) A nin singiiler degerlerinin késegem matrisi,
og>0,>>0,>0, 1+, ++r=r,veK €C,,, LE€EC,,_, olmakiizere
KK*+ LL* = I, dir (Baksalary ve Ark. 2010).

Bu Lemma ya gore A matrisiyle ilgili birkag faydali karakterizasyon tiiretilebilir.

Ornegin, dogrudan hesaplamalarla gosterilebilir ki A matrisi:

(i) Idempotenttir & Y K = I, dir.

(ii) ATA = AA™ veya buna denk olarak R(4) = R(A*)dir & L = 0 dir.

(iii) Ortagonal izdiisiimdiir yani, A2 = A = A* dir & L =0,Y =1, K = I, dir.
(iv) Nilpotenttir, yani A2 = 0 & K = 0 dir

Asagidaki teorem, literatiirde bilinen temel bir rank 6zelligini ifade eder. Ispat bir

pargali matrisin Moore-Penrose inversi igin verilen genel bir formiile dayanmaktadir.
Teorem 3.21 A € C,, , olsun. Bu takdirde
r(4) = tr(44™) (3.91)

olacaktir (Baksalary ve Ark. 2010).
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Ispat: Ispat, n sayis1 siitun sayisi iizerinden matematiksel indiiksiyona dayanmaktadir.

Eger n =1 ise A, bir siitun vektorii olup A =a yazlabilir. Bu durumda a # 0

*

olduguna a* =-— ve a* = 0 oldugunda ise a = 0 olacaktir. Her iki durumda da

a*

r(a) = tr(aa*) olacaktir.

Simdi A'min n situnlu bir matris oldugunu ve (3.91) esitliginin saglandigini
varsayalim. B matrisi B = (A:a) seklinde siitununa gore parcalanmig bir matris
olmak tizere 7(B) = tr(BB*) oldugunu gosterecegiz. Bu matris i¢in formiiliin
uygulanmas1 Moore-Penrose invers formiiliinii bu matrise uygulayarak
At —db*
+ _—
B* = ( . ) (3.92)

oldugu goriiliir, burada

., _(ct , egerc#0
b* = {yd*A+, egerc =10 (3.93)
d=A%, c=U,—AA%)a ve y =1 +d*d)™? (3.94)

dir. (3.93) 'de verilen b vektoriiniin iki 6zelligi ile BB™ matrisini ayr1 ayri
belirleyelim. Bunlardan ilkinde, ¢ # 0 oldugunda, (3.94)’ de ortadaki kosuldan a €
R(A) yazilir, yani

At —dct

BB* = (4: a)( - ) = AA* — AA*ac* + ac*

= AA* + (I, — AAY)act = AA* + cct
oldugu goriiliir. Bu nedenle tr(BB*) = tr(AA™) + tr(cc®) olacaktir. Ote yandan
tr(cct) = 1 oldugundan indiiksiyon hipotezine gore, tr(AA*) =r(A) oldugu
goriiliir. Boylece tr(BB*) = r(A) + 1 = r(B) olur ki buradaki son esitlik a € R(A)
varsayimin bir sonucudur.

Ikinci durumda, ¢ = 0 oldugunda veya buna denk olarak, a € R(A) oldugunda,

At — ydd*A*

+ .
BB —(A.a)( Wiy

) — AA* —ydd*A* +yd' At
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olur. Ote yandan, uygun mertebeden matrislerin garpimimnin izi bu matrislerin déngiisel

permiitasyonlarina gore sabit, yani ATAd = A*a = d altinda degismez kalacagindan,
(3.94)' deki ilk kosuldan

tr(BB*) = tr(AA*") — yd*A*Ad + yd*Ata
= tr(AA") —yd*d + yd*d = tr(4A*)

oldugu goriiliir. Sonug olarak, indiiksiyon hipotezine gore tr(BB*) = r(4A) oldugu
elde edilmis olur. a € R(A) olmasi1 r(B) = r(A) oldugunu gosterir ki bu da bizi
tr(BB*) = r(B) ye gotiiriir.

Asagidaki iki sonug, literatiirde bilinen bazi 6nemli gergekleri hatirlatir.
Sonu¢ 3.19 4 € C,,,, bir idempotent olsun. Bu takdirde r(4) = tr(A) dir.

Ispat: iz 6zelliginden tr(A) = tr(AA*A) = tr(A2A™") yazlabilir. Boylece A matrisi
idempotent oldugundan, tr (A) = tr (AA") olup istenen sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.20 4 € C,, ,, olsun. Bu takdirde r(4) = r(4*) = r(4*) = r(44") dir.
Ispat: Oncelikle
r(A) = tr(AA™) = tr(A*TA) = tr[(ATA)*] = tr[A*(A1)*]

oldugunu belirtelim. Bu nedenle (A*)* = (A")* olup r(4) = tr[A*(A")*] = r(4")

yazilabir. Ayrica, (A*)* = A oldugu goz oniine alinirsa
r(A) = tr(AA™) = tr[AT(AN)*] = r(4")

elde edilir. Son olarak A* = A*(AA*)* oldugu dikkate alinirsa
r(A) = tr(AA*) = tr(AA*(AA")* = r(44Y),

oldugu goriiliir ve boylece ispati tamamlamis oluruz.

Teorem 3.22 A € C,,, olsun. Bu durumda A matrisinin idempotent olmas i¢in gerek

ve yeter sart asagidaki sartlarin saglamasidir (Baksalary ve Ark. 2010):
(i) r(A) =tr(A)ver(, —A) =tr(l, — A),
(i) s,t € N,s # t, olmak iizere r(4) = tr(A) ve A5 = AY,

(i) r(4) < tr(A) ver(l, — A) < tr(l, — A).
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Ispat: (i) Bunun icin ilk nce A' nin idempotentliginin I, — A 'min idempotentligine
esdeger oldugunu hatirlayalim. Bdoylece, (i) nin gerekliligi dogrudan goriiliir.
Yeterliligi i¢in ise (i) maddesinde verilen

r(l,—A) =tr(Il,— A) =n—tr(4A) =n—r(4)

esitligi saglansin. Bu takdirde r(I,, — A) = n — r (A) esitligi A> = A olmasi igin
gerek ve yeter sart oldugundan, ispatin mevcut kismi tamamlanir.

Yukaridaki bilgilere gore, sadece ©Onermenin (iii) kisminda verilen kosullarin
yeterliligi gosterilmelidir. Bunun ispatinda ise Lemma 3.3 deki ayrisim kullanilir.
r(4) < tr(A4) esitsizligi r < tr ), K oldugunu gosteritken r(I,, — A) < tr(I,, — A)
esitsizligi ise r(I, =X K)+n—r <n—tr(3 K) oldugu anlamma gelir. Bunun
sonucu olarak (I, — Y. K) < r — tr(3 K) olup bu esitsizligin sag tarafi ya negatif ya
da sifir oldugundan r(I,. — }; K) = 0 elde edilir. Sonug olarak ), K = I,. olup bu da A

matrisinin idempotent oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.23 4 € C,,,, olsun. Bu takdirde

(i) A idempotenttir < r(A4) + tr(424*A*) = 2Re[tr(4)] dir.

(ii) A bir ortogonal izdiisimdiir & A*A = AA* ver(A) + tr(A*A) = 2Re[tr(A)]
dir, burada Re[tr(A)] tr(A)' nin reel kismini gosterir (Baksalary ve Ark. 2010).

Ispat: Ispat Lemma 3.3 te verilen gosterime dayanmaktadir. Bu durumda
K'Y 0 K'Yl 0
A*=U(* >veA+=U( )
Ly 0 L'yt o0
olup buradan da

K*Y2K K*Y2L

ATA = U(
L*ZZK L*ZzL

)U*ve AA+=U(16 8)U*

oldugu gériiliir. iz 6zellikleri kullanilarak tr(A%2A*A*) = tr(AA*A*A) = tr(K*Y.%2K)
yazilabilir. Boylece, (i) denkliginin sag tarafindaki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve

yeter sart
r + tr (K*Y?K) = 2Re[tr 3K)] (3.95)
olmasidir. Bu durumda tr[(I, — Y>K)(I, — X K)*] = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

YK = I olmasidir. Bu ise (3.95) in A% = A' ya esdeger oldugunu gosterir.
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Teorem 3.22' nin kanitinda verilen matrislerin karakterizasyonu g6z Oniine
alindiginda, (ii) denkliginin sag tarafindaki baglantinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter
sart (3.95) in yaninda L = 0 olmasidir. Teoremin (i) sartindan A matrisinin hem A*A =
AAT sartim sagladigi hem de idempotent oldugu, veya bir baska deyisle, A' nin bir
ortogonal izdiisim oldugu anlamma gelir. Teorem 3.23' iin her iki ifadesinde de
goriilen 2Re[tr(A)] 'nin 2Re[tr(A)] = tr(A + A™) esitliginin sagladigini belirtelim.
Ote yandan 4 € C,,, oldugunda r(A) = tr (4) ise r(A) < tr (A2A*A*) oldugu ve

esitligin ancak ve ancak A% = A ise gecerli oldugu sdylenebilir.

Sonu¢ 3.21 A € C,, ,, olsun. Bu durumda
A idempotenttir & r(4) = tr(4) ver(4) = tr(4A2A*A*) dir.

Bu sonuglar Hermitian idempotent matrisler veya baska bir deyisle ortogonal
izdiisiimlerle ile ilgili baz1 ilging sonuglar ortaya koymaktadir. Oncelikle belirtelim ki
A idempotent oldugunda, r(A) = tr(4A™) ve tr(AA*) = tr(A) esitliklerinin her biri,
r(A) = tr(A) kosulunun modifiyeli versiyonlari olarak goriilebilir, ki bu da A’ nin bir

ortogonal izdlisiim olmasi gerekliligine esdegerdir.

Simdi P, Q € C,,, iki ortogonal izdisiim olsun. Bilindigi gibi, tr(PQ) < r(PQ) dir
esitlik ancak ve ancak PQ bir ortogonal izdiisiim ise veya buna denk olarak PQ = QP
ise saglanir. Eger izdiisiimlerden biri, 6rnegin @, nonsingiiler (Q = I,, anlamina gelir)

ise, r(P) = tr (P) olacaktir. tr(PQ) igin bir bagka iist sinir

tr(PQ) < {tr(P),tr(Q)} (3.96)

olarak verilebilir. Bu durumda (3.96) da esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

P — Q veya Q — P matrisinin bir ortogonal izdiisiim olmasidir.
Teorem 3.24 A € C,,, olsun. B u takdirde
(i) A, EP dir, yani A*A = AA* & r(4) = tr(PQ) dur.

(ii) A nilpotenttir < tr(PQ) = 0 dir, burada P = AA*ve Q = A*A dir (Baksalary
ve Ark. 2010).
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Bu son yorumlar, bilinen matris smniflarinin daha farki karekterizasyonlarini
verebilmemizi saglar. A € C,, olsun. Bu durumda tr[(A* —A")(A*—A*)*]=0

oldugundan,
2r(4) < [tr(4*A) + tr (4 A)T], (3.97)

elde edilir ki bu da A nin ranki i¢in yeni bir tist sinir saglar. (3.97) deki esitlik ancak
ve ancak A bir kismi izometri olduguna yani A* = A" oldugunda saglanir. Benzer
sekilde, Q ve P ortogonal izdiislim olmak iizere tr[(PQ — QP)(PQ —QP)*] >0
olmast tr(PQPQ) < tr(PQ) esitsizligini saglar ki burada esitlik ancak ve ancak
PQ = QP oldugunda dogrudur. Son olarak, P = AA™ ve Q = A* A oldugunda PQ =

QP oldugunu belirtmek miimkiindiir.

3.5 idempotent Matrisler Icin Yeni Bir Rank Formiilii
Bu kisimda A idempotent bir matris, [P; Q] tam satir rankli ve P*Q = 0 olmak iizere
r(P*AQ) =r(P*A) + r(AQ) — r(A)

rank esitliginin saglandig1 gosterilerek bu formiiliin matrislerin genellestirilmis
inverslerine bazi uygulamalar1 verilecektir. 2000 yilinda Drury, Liu, Lu, Puntanen ve
Styan tarafindan yapilan bir calismada, ortogonal izdiisiim matrisleri i¢in asagidaki

rank formiiliinii kurmuslardir:
r(P*AATQ) = r(AP) + r(AQ) — r(4),

burada, A € C™" Hermitian bir matris, P € C"*? ve Q € C™P ise [P; Q] tam satir
ranklt ve PQ = 0 olacak sekilde matrislerdir. Bu formiil, X ve Y uygun sekilde
secildiginde blok matrisler ve ortogonal izdiisiimler i¢in bazi yararli rank esitligi
olusturmaya yardimci olabilir. Bu kisimda, A idempotent bir matris, [P; Q] tam satir
rankli ve P*Q = 0 olmak iizere P*AQ matrisinin rankini1 genel durumda ele alacagiz.

Bunu yapmak icin asagidaki sonuca ihtiyacimiz vardir.
Lemma 3.4 A € C™", B € C* ve C € C**! matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
r(ABC) = r(AB) + r(BC) —r(B) (3.98)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart BCX + YAB = B olacak sekilde X ve Y

matrislerinin mevcut olmasidir (Yang ve Ark, 2002).
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Gergekten AX + YB = C denkleminin tutarli olabilmesi igin

5 ol=rls

esitliginin saglanmasinin gerek ve yeter sart oldugu bilinmektedir. Bu sonug

BCX + YAB = B denklemine uygulanirsa Lemma 3.3 elde edilir.
Simdi teorem Ve ana sonuglarimiz asagida verilmistir:

Teorem 3.25 A € C™™  idempotent bir matris, P € C™P ve Q € C™19,

[P; Q] tam satir rankli ve P*Q = 0 olacak sekilde iki matris olsun. Bu takdirde
r(P*AQ) =r(P*A) + r(AQ) —r(A) (3.99)
esitligi saglanir.

Ispat: [P; Q] tam satir rankli ve P*Q = 0 oldugundan

[P, Q1" = | +|ve (P allp Q1" = PP* + 00" =1,

+
Q+
yazilabilir. X = QTAve Y = A(P*)* olsun. Bu takdirde

AQX +YP*A = AQQ*A+ A(P*)*P*A* = A(l,, — PP*)A + APP*A= A

elde edilir.

Simdi P = [Iom] ve Q = [10] olsun. Bu takdirde [P;Q] tam satir rankli ve
k
P*Q = 0 olacaktir. Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.22 A;; € C™™ A, € C™* A,, € C¥*™ A,, € C*** olmak iizere

A= [ﬁ“ 312] matrisi idempotent bir matris olsun. Bu takdirde
21 22
A
r =r| AZ] + 1[A1 Ary] — (A1) (3.100)
ve
A
r(A) =1 [ Ai] + 1[Ayy, Agy] — (Agy). (3.101)

dir (Yang ve Ark, 2002).
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Bunun sonucu olarak

A11 A12 Alp
w A

a=|fa fm o Tl g eeasij<p
Ay Apy o A,

matrisi idempotent ise

T(A) = r(Qli) + r(Qi+1,p) - r(Qi+1,i)li = 1'2 s P 1' (3102)
rank esitligi saglanir, burada

Ag o Ay
Ql]: E ., E ,1Si,j§p
Ay o Ay

dir. (3.102)’ deki rank formiilleri (3.101)’ den tiiretilebilir. Sonug¢ 3.21 deki A matrisi
ortogonal bir izdiislim ise (3.100) esitligi

r(4) =1(A11) +7(422) —7(412)

seklini alir. Eger (3.100) esitligindeki A idempotent matrisi yerine I, ., — A

idempotent matrisi alinirsa ve (L4 —A) = m+ k —r(A) esitligi kullanilirsa bu

durumda (3.100) ifadesi

A
T(A) =m-+ k + T'(Alz) - T[Im - A11'A12) - 7T [ 12 ]

Iy — Az
seklini alir. indeks(A) = k olan bir A kare matrisinin Drazin inversi, A”
() AKXA = A%, (i) XAX =X, (iii) AX = XA.

kosullarini1 saglayan tek tiirlii olarak mevcut olan bir matristir. indek(A) = 1, yani
rank(A?) = rank(A) oldugunda, AP matrisi A matrisinin grup inversi olarak
adlandirilir ve A* ile gosterilir. AP AAP = AP oldugundan AAPAAP = AAP oldugunu
goriiliir. Bunedenle AAP idempotenttir. Ayrica 1(A) = r(44P) = r(4¥) dir. Bu
durumda, Teorem 3.25 yi P*AAPQ ve P*AA*(Q matrislerine uygulayarak asagidaki

sonucu elde ederiz.

Sonu¢3.23 A € C™™, indeks(A) = k, P € C™P ve Q € C™* olmak iizere [P; Q]

tam satir rankli ve PQ = 0 olsun. Bu takdirde
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r(P*AAPQ) = r(P*A%) + r(A*Q) — r(4%) (3.103)
esitligi saglanir.

r(P*AA*Q) = r(P*A) + r(4Q) — r(4) (3.104)
dir. Sonu¢ 3.22de P = [16"] ve Q = [ IO ] alindiginda agagidaki sonug elde edilir.
k

All A12

Sonuc¢ 3.24 Az[
¢ Ay Ap

:|,A11 € gmxm 'A12 I= (mek’ A21 I= (Ckxm’Azz € (Ckxk

olsun. indeks(A) = 1 ve (AA"),, ile AA* izdiisiim matrisinin mxk tipindeki {ist sag

blogunu gosterelim. Bu takdirde
r(AA"), =7 [ﬁ“] +1[A11,A12] — 7(4) (3.105)
22

esitligi saglanir (Yang ve Ark, 2002).

A3 = A ise A kare matrisi tripotent olarak adlandirilir. Tripotent bir A matrisi igin,

A* = A olacaktir. Eger (10) esitligi tripotent A matrisine uygulanir ve

A
(AA#)12 = (A2)12 = [A11,A12] A12]'
22

oldugu dikkate alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

All A12

Sonuc¢ 3.25 Farz edelim ki A=[
’ Ay An

],An € C™™M A, € C™K A, €

ckm A,, € C¥¥ olsun. Bu takdirde

A A
r(A) =r[A11, App] +71 Alz] -r ([A11:A12] Alz]);
22 22

ve

A A
r(A) =r[dy,Axp] + 7 A11] -r ([A21'A22] AHD»
21 21

esitlikleri saglanir (Yang ve Ark, 2002).
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda birinci boliimde Matris Cebirinin tarihsel gelisimi ve kullanim alanindan
kisaca soz edilmistir. Tkinci boliim Matris ve Matris Uzaylar ile ilgili temel bilgilerden
olusmakta olup bu boliimdeki teoremler ispatsiz olarak verilmistir. Uciincii boliimde
idempotent matrisler ele alinarak bu matrisler icin cesitli rank formiilleri elde edilmistir. Tki
idempotent matrisin toplam ve farki i¢in bazi rank formiilleri verilmis involiit matrislerle ilgili
cesitli rank esitlikleri sunulmustur. Ayrica bir idempotent matrisn ranki ve izi arasindaki iligki

ele alinmigtir.

Yapilan caligmalara benzer olarak ii¢ veya daha fazla idempotent matrisin lineer
kombinasyonu ile ilgili idempotentlik durumlar1 ve rank esitlikleri elde edilerek
bunlarin 6zellikle ekonometri, istatistik ve miihendislik alanlarina uygulanabilirligi

arastirilabilir.
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