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1. GİRİŞ 

Elster ve Neshse, (1980), konveks fonksiyonlar sınıfını incelemiştir. Yani  

                 𝑓: 𝑆 ⊆ ℝ ⟶ ℝ 

fonksiyonu için 𝑥, y ∈ S ve λ ∈ [0,1] olmak üzere                       

𝑓(𝑧) ≤  𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦)                                                                (1.0.1) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑧 ∈ 𝑆 noktalarını veren fonksiyonlara konveksel fonksiyon denir. 

Eğer S bir konveks küme ve 𝑓 de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda 𝑓 

konvekseldir denilebilir. Elster ve Neshse konveksel matematiksel proğramlama için 

optimal şartlar altında bir büküm noktası elde etmiştir.  

Hayashi ve Komiya, (1982), konveksel fonksiyonlar için Gordan tipli bir teorem 

geliştirmişler. Ek olarak, konveksel programlar için Lograngion dualliğini 

araştırmışlardır. 

Hanson, (1981), her 𝑥, u ∈ S ⊆ ℝ için 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑢) ≥ [𝜂(𝑥, 𝑢)]்∇𝑓(𝑢)                                                                  (1.0.2)  

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir 𝜂(𝑥, 𝑢) vektör fonksiyonuna sahip 𝑓: 𝑆 ⊆ ℝ ⟶ ℝ 

diferansiyellenebilir fonksiyonlarını incelemiştir. Burada "∇" sembolü diverjansı 

göstermektedir. Bu şekildeki fonksiyonlar Craven, (1981), tarafından inveks 

fonksiyon olarak isimlendirilmiştir. Bu terim "invariant convex" kavramından 

kısaltılmıştır.  

Craven ve Glover, (1985), Ben-Israel ve Mond, (1986), ve ayrıca Martin, (1985), 

inveks fonksiyonlar sınıfının, sabit noktası (𝑓ᇱ(𝑥) = 0) global minimuma sahip 

fonksiyonlar sınıfına denk olduğunu göstermişlerdir.  

Ben-Israel ve Mond, (1986), Hanson ve Mond, (1987), S üzerinde 

diferansiyellenmeyen fonksiyonların, her 𝑥, u ∈ S ve λ ∈ [0,1] için 
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𝑓൫𝑢 + 𝜆𝜂(𝑥, 𝑢)൯ ≤  𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑢)                                                  (1.0.3) 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir 𝑛-boyutlu 𝜂(𝑥, 𝑢) vektör fonksiyonunun varlığını 

ispat etmişlerdir. Buna ek olarak diferansiyellenebilen fonksiyonların (1.0.2) ve 

(1.0.3)’ ü sağladığını da göstermişlerdir. Bu şartlar altında (1.0.3) eşitsizliğini sağlayan 

bu fonksiyonları V. Jeyakumar,"preinvex" olarak isimlendirmiştir. Ayrıca, 

               𝑓: 𝑆 ⊆ ℝ ⟶ ℝ  

𝑚-boyutlu vektör değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eğer 𝑓′ nin bileşenlerinin 

her biri, 𝜂 ya göre 𝑆 üzerinde preinveks oluyor ise, bu 𝑓 fonksiyonuna 𝜂’ ya göre 𝑆 

üzerinde preinvekstir denir. Her 𝑥, 𝑢 ∈ S ve λ ∈ [0,1] için  

𝑢 + λ𝜂(𝑥, 𝑢) ∈ S 

olup buradan preinveks fonksiyonlar konvekseldir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir. 

Tanım 2.0.1 (Lineer Uzay) 𝐿 boş olmayan bir küme ve 𝐹 bir cisim olsun.  

              + ∶ 𝐿 × 𝐿 ⟶ 𝐿  

ve 

               . ∶ 𝐹 × 𝐿 ⟶ 𝐿  

işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝐿’ ye 𝐹 cismi üzerinde bir 

lineer uzay (vektör uzayı) denir.  

A) 𝐿, + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani 

G1. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿 

G2. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 

G3. Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝜃 ∈ 𝐿 vardır. 

G4. Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde bir −𝑥 ∈ 𝐿 vardır. 

G5. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 dir. 

B) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

L1. 𝛼𝑥 ∈ 𝐿 

L2. 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 

L3. (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥  

L4. (𝛼𝛽)𝑥 = 𝛼(𝛽𝑥) 

L5. 1. 𝑥 = 𝑥 dir. (Buradaki 1, 𝐹 ‘nin birim elemanıdır). 𝐹 = ℝ ise 𝐿‘ ye reel lineer 

uzay, 𝐹 = ℂ ise 𝐿’ ye karmaşık reel lineer uzay denir. 

Tanım 2.0.2 Lineer uzaylar üzerinde tanımlı dönüşümlere operatör denir. 

Tanım 2.0.3 𝐹 bir cisim olsun. 𝑉 ve 𝑊, 𝐹 cismi üzerinde tanımlanmış iki lineer uzay 

olsun. 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑐 ∈ 𝐹 olmak üzere 𝑇: 𝑉 ⟶ 𝑊 dönüşümü, 

 

 



4 

 

𝐚) T(𝑢 + 𝑣) = T(𝑢) + T(𝑣)  

b) T(c𝑢) = cT(𝑢)  

şartlarını sağlıyor ise T‘ ye 𝑉 üzerinde bir lineer dönüşümdür denir.  

Tanım 2.0.4 (İç-çarpım uzayı): 𝐹 (ℝ veya ℂ) bir cisim olmak üzere, 𝑋 bir vektör 

uzayı olsun. (. , . ) ∶ 𝑋 × 𝑋 ⟶ 𝐹 dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahipse (. , . ) 

dönüşümüne 𝑋 vektör uzayı üzerinde bir iç-çarpım, (𝑋, (. , . )) ikilisine de iç-çarpım 

uzayı denir. 

1. ∀𝑥 ∈ 𝑋 için (𝑥, 𝑥) ≥ 0 ve (𝑥, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0X    

2. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥)തതതതതതത 

3. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝛼 ∈ 𝐹 için (𝛼𝑥, 𝑦) = 𝛼(𝑥, 𝑦) 

4. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için (𝑥 + 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑧) + (𝑦, 𝑧) 

Not 2.0.1 𝐹 = ℝ olması durumunda 2. özellik (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥) olur. 

İç çarpım tanımını kullanılarak aşağıdaki eşitlikleri kolayca elde edebiliriz. 

1. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 için (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧) = 𝛼(𝑥, 𝑧) + 𝛽(𝑦, 𝑧) 

2. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve ∀𝛼 ∈ 𝐹 için (𝑥, 𝛼𝑦) = 𝛼ത(𝑥, 𝑦)  

3. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 için (𝑥, 𝛼𝑦 + 𝛽𝑧) = 𝛼ത(𝑥, 𝑦) + �̅�(𝑦, 𝑧). 

Not 2.0.2 Literatürde iç-çarpım fonksiyonu (. , . ) veya 〈. , . 〉 sembollerinden biriyle 

gösterilebilir. 

Tanım 2.0.5 (Norm): 𝑋, 𝐹 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. ‖⋅‖: 𝑋 ⟶ ℝ 

fonksiyonunun x’ deki değerini ‖𝑥‖ ile gösterelim. Bu fonksiyon için her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 

her 𝛼 ∈ 𝐹 olmak üzere, 

 ‖𝑥‖ ≥ 0 , ‖𝑥‖ = 0 ⟺  𝑥 = 𝜃 

 ‖𝛼𝑥‖  =  |𝛼|‖𝑥‖        𝛼 ∈ 𝐹, 

 ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (üçgen eşitsizliği) 

şartları sağlanıyorsa ‖⋅ ‖ fonksiyonuna 𝑋′ de bir Norm denir. (𝑋, ‖⋅ ‖) ikilisine de 

Normlu Uzay denir. 
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Tanım 2.0.6 (Hilbert Uzayı): (𝑋, (. , . )) bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer bu iç çarpım 

uzayı norma göre tam ise, yani (𝑋, (. , . )) iç çarpım uzayı içindeki her Cauchy Dizisi 

iç-çarpımın ürettiği bu norma göre yakınsak ise bu iç çarpıma bir "Hilbert Uzayı" 

denir. 

Tanım 2.0.7 (Birim Operatör): A: X → X operatörü verilsin. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝐴𝑥 = 𝑥 ise 𝐴 operatörüne birim (özdeşlik) operatör denir. 𝐼, 𝐸 ve 𝐼  sembolleri ile 

gösterilir. 

Tanım 2.0.8 (Sınırlı Operatör):  𝑋 ve 𝑌 iki normlu uzay olsun. 𝐴, tanım kümesi 

𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 ve görüntü kümesi 𝑅(𝐴) ⊂ 𝑌 olan bir operatör olsun. Eğer 𝐴 operatörü 

𝐷(𝐴)’ nın 𝑋’ de sınırlı her kümesine 𝑅(𝐴)’ nın 𝑌’ de sınırlı bir kümesini karşılık 

getiriyorsa A’ ya sınırlı operatör denir. Başka bir ifadeyle her 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) 

‖Ax‖Y ≤ 𝑐‖𝑥‖X, 

olacak şekilde sabit bir ≥ varsa 𝐴‘ ya sınırlı operatör denir. 

Tanım 2.0.9 (Lineer Operatör): 𝑋 ve 𝑌 aynı 𝐹 cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. 

𝐴: X ⟶ Y operatörü verilsin. Eğer  𝐷(𝐴), 𝑋 in bir alt uzayı ve  

𝐴(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝐴(𝑥) + 𝛽𝐴(𝑦), 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝐴) ve her 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 ise 𝐴‘ ya lineer operatör denir. 

Tanım 2.0.10 (Eşlenik ve Özeşlenik Operatör): 𝐴, 𝐻 Hilbert uzayı üzerinde sınırlı 

lineer bir operatör olsun. Eğer her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 için 

(𝐴𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐴∗𝑔) 

eşitliği sağlanıyorsa 𝐴* a, 𝐴‘ nın eşlenik operatörü denir. 

Eğer 𝐷(𝐴) = 𝐷(𝐴∗) ve 𝐴* =𝐴 ise buradaki 𝐴‘ ya özeşlenik operatör denir. 

Tanım 2.0.11 (Rezolventa): 𝐻 bir Hilbert uzayı ve 𝐴: 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 ⟶ 𝐻 bir lineer 

operatör olsun.  

  𝜌(𝐴) ≔ {λ ∈ ℂ: (𝐴 − λE)ିଵ  𝐻‘da lineerdir } 

kümesine 𝐴 operatörünün "rezolventası" veya "çözücü operatörü" denir.  
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Tanım 2.0.12 (Spektrum): 𝐻 bir Hilbert uzayı olsun.  

𝑆𝑝(𝐴) = 𝜎(𝐴) ≔  ℂ\ 𝜌(𝐴) 

kümesine 𝐴 operatörünün spektrumu denir. 𝐴 operatörünün spektrum kümesi  𝜎(𝐴) 

veya 𝑆𝑝(𝐴) ile gösterilir. 

𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  ve 𝑓: I ⊆ ℝ ⟶ ℝ  bir konveks 𝑓 fonksiyonu için; 

𝑓 ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰ ≤

1

𝑏 − 𝑎
න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ୠ

ୟ

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                                             2.0.1   

eşitsizliği sağlanır. Buradaki iki eşitsizlik de yön değiştirir ise 𝑓, [𝑎, 𝑏] üzerinde 

konkav fonksiyon olur. (2.0.1) eşitsizliği literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği 

olarak bilinir. Hermite-Hadamard eşitsizliğini, Jensen eşitsizliği ve konvekslik tanımı 

yardımıyla kolaylıkla elde edebiliriz. Klasik anlamda Hermite-Hadamard eşitsizliği 

𝑓: [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ (sürekli) konveks fonksiyonunun ortalama değerini verir. Dragomir ve 

Agarwal, (1998), ise konveks fonksiyonları içeren Hermite Hadamard eşitsizliğinin 

sağ tarafını elde etmişlerdir. 

Kikianty, (2010), Banach uzayları üzerinde Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde 

etmiştir. Konveks fonksiyonların özel bir genelleştirmesi olan inveks ve preinvekslik 

kavramları Hanson, (1981), tarafından çalışılmıştır. 

𝑋 bir vektör uzayı ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , 𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 𝑡 ∈ [0,1] için 

[𝑥, 𝑦] ≔ (1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 

ifadesini tanımlayalım. 

𝑓: [𝑥, 𝑦] ⟶ ℝ ve  

𝑔(𝑥, 𝑦)(𝑡) ≔ 𝑓൫(1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦൯, 𝑡 ∈ [0,1] 

fonksiyonlarını düşünelim. 𝑓‘ nin, [𝑥, 𝑦]‘ de konveks fonksiyon olabilmesi için gerekli 

ve yeterli koşul 𝑔(𝑥, 𝑦)‘ nin [0,1] aralığı üzerinde konveks olmasıdır. Bir [𝑥, 𝑦] ⊆ 𝑋 

parçası üzerinde tanımlanmış herhangi bir konveks fonksiyon için, 

𝑔(𝑥, 𝑦): [0,1] ⟶  ℝ konveks fonksiyonundan  

𝑓 ൬
𝑥 + 𝑦

2
൰ ≤ න 𝑓൫(1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦൯𝑑𝑡

ଵ



≤
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
                               (2.0.2) 



7 

 

Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde edebiliriz. 

Dragomir, (2002a, b), operatör preinveks ve operatör konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklerin operatör versiyonunu elde etmiştir. 

Sınırlı, özeşlenik operatörlerin sürekli fonksiyonları için (𝐻, (. , . ))  Hilbert uzayı 

üzerinde tanımlı tüm sınırlı lineer operatörlerin kümesi olan 𝐵(𝐻)‘ daki operatörlerde 

sıralamayı inceleyelim. 𝐴 ve 𝐵, 𝐻 Hilbert uzayı üzerinde iki özeşlenik operatör ve her 

𝑥 ∈ 𝐻 olsun. Bu durumda; 

〈𝐴𝑥, 𝑥〉 ≤ 〈𝐵𝑥, 𝑥〉 

ise o zaman 

𝐴 ≤ 𝐵 

yazabiliriz. Buna operatörlerde sıralama denir. 𝐴 operatörü, (𝐻, (. , . )) kompleks 

Hilbert uzayı üzerinde sınırlı ve özeşlenik olsun. Gelfand dönüşümü, 𝐴 tarafından 

üretilen 𝐶∗(𝐴)  𝐶∗-cebiri, 𝐻 üzerinde 1ு birim operatör, 𝑆𝑝(𝐴) olarak gösterilen 𝐴‘ 

nın spektrumu üzerinde tanımlanan kompleks değerli tüm fonksiyonların 𝐶൫𝑆𝑝(𝐴)൯ 

kümesi arasında Φ −izomorfizm ∗-izometriği ile kuruldu. Herhangi 𝑓, 𝑔 ∈  𝐶൫𝑆𝑝(𝐴)൯ 

ve herhangi 𝛼, 𝛽 ∈  ℂ için, (Furuta ve ark., 2005) 

i. Φ(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) = 𝛼Φ(𝑓) + 𝛽Φ(𝑔) 

𝒊𝒊. Φ(𝑓𝑔) = Φ(𝑓)Φ(𝑔) ve Φ(𝑓∗) = Φ(𝑓)∗  

iii. ‖Φ(𝑓)‖ = ‖𝑓‖ ≔ 𝑠𝑢𝑝௧∈ௌ()|𝑓(𝑡)| 

iv. Φ(𝑓) = 1ு ve Φ(𝑓ଵ) = 𝐴,  

yazabiliriz. Burada 𝑡 ∈ 𝑆𝑝(𝐴) için 𝑓(𝑡) = 1 ve 𝑓ଵ(𝑡) = 𝑡. Bu gösterimle, tüm 𝑓 ∈

𝐶(𝑆𝑝(𝐴)) için; 

𝑓(𝐴) ≔ Φ(𝑓)                                                                                                      (2.0.3)                                             

şeklinde tanımlanabilir. Bu da 𝐴 sınırlı özeşlenik operatörlerinin 𝑓 fonksiyonu 

altındaki görüntüsünün ne ifade ettiğini gösterir. 

Eğer 𝐴, sınırlı, özeşlenik bir operatör ve 𝑓 , 𝑆𝑝(𝐴) üzerinde reel değerli sürekli bir 

fonksiyon ise herhengi bir 𝑡 ∈ 𝑆𝑝(𝐴) için 𝑓(𝑡) ≥ 0 olması 𝑓(𝐴) ≥ 0 demektir. Yani 
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𝑓(𝐴), 𝐻 üzerinde pozitif bir operatördür. Ayrıca 𝑓 ve 𝑔, 𝑆𝑝(𝐴) üzerinde reel değerli 

sürekli iki fonksiyon olsun. Her 𝑡 ∈ 𝑆𝑝(𝐴) için 

𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡) 

ise o zaman 𝐵(𝐻) daki operatör sıralamasına göre 

 𝑓(𝐴) ≤ 𝑔(𝐴)‘ dir. 

Spektrumları 𝐼 ⊆ ℝ de olan her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻) için 

𝑓൫(1 − 𝜆)𝐴 + 𝜆𝐵൯ ≤ (≥)(1 − 𝜆)𝑓(𝐴) + 𝜆𝑓(𝐵) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝐼 ⊆ ℝ aralığı üzerinde tanımlı reel değerli 𝑓 sürekli 

fonksiyonuna operatör konveks (operatör konkav) fonksiyon denir. 

Operatör konveks (operatör konkav) ve operatör monoton fonksiyonlar ile ilgili bazı 

sonuçları Furuta ve ark., (2005), vermiştir. 

Dragomir, (2011), operatör konveks fonksiyonlar için aşağıdaki şekilde Hermite-

Hadamard tipli eşitsizliği ispatlamıştır. 

Teorem 2.0.5 Dragomir, (2011), 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ ⟶ ℝ fonksiyonu 𝐼 aralığı üzerinde 

operatör konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda spektrumları 𝐼‘ da tanımlı her 𝐴 ve 

𝐵 özeşlenik operatörleri için  

 ቀ𝑓 ቀ
ା

ଶ
ቁ ≤ቁ

ଵ

ଶ
ቂ𝑓 ቀ

ଷା

ସ
ቁ + 𝑓 ቀ

ାଷ

ସ
ቁቃ                    

            ≤ ∫ 𝑓൫(1 − 𝑡)𝐴 + 𝑡𝐵൯𝑑𝑡
ଵ


  

≤
1

2
ቈ𝑓 ൬

𝐴 + 𝐵

2
൰ +

𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)

2
 ቆ≤

𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)

 2
ቇ                                             (2.0.4) 

eşitsizliği sağlanır.   

Tanım 2.0.13 (İnveks Küme): 𝐹 ⊆ ℝ, 𝑓:  𝐹 ⟶ ℝ ve 𝜂(. , . ): 𝐹 × 𝐹 ⟶ ℝ sürekli 

bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹 

oluyorsa  𝐹’ ye 𝜂(. , . ) dönüşümüne göre inveks bir küme denir.  
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NOT 2.0.3 Her konveks kümenin 𝜂(𝑦, 𝑥) = 𝑦 − 𝑥 fonksiyonuna göre  inveks olduğu 

açıktır. Fakat bunun tersi genelde doğru değildir, yani konveks olmayan inveks 

kümeler mevcuttur. 

Örnek 2.0.1 𝑆 ⊆ ℝଶ bir küme ve 𝜂(. , . ): 𝑆 × 𝑆 ⟶ ℝଶ olsun. Bu durumda 

𝑆 ≔ ([−9, −2] ∪ [1,8]) × ([−9, −2] ∪ [1,8]) 

𝜂(𝑥, 𝑢) ≔ {𝜂ଵ(𝑥, 𝑢), 𝜂ଶ(𝑥, 𝑢)} 

şeklinde tanımlayalım. Burada, 

𝜂ଵ(𝑥, 𝑢) = ൞

𝑥ଵ − 𝑢ଵ, 𝑥ଵ ≥ 0,          𝑢ଵ ≥ 0,
−9 − 𝑢ଵ,       𝑥ଵ ≥ 0,  𝑢ଵ ≤ 0,
 1 − 𝑢ଵ,          𝑥ଵ ≤ 0,  𝑢ଵ ≥ 0,
𝑥ଵ − 𝑢ଵ,         𝑥ଵ ≤ 0,          𝑢ଵ ≤ 0,

ൢ 

 

𝜂ଵ(𝑥, 𝑢) = ൞

𝑥ଶ − 𝑢ଶ, 𝑥ଶ ≥ 0,          𝑢ଶ ≥ 0,
−9 − 𝑢ଶ,       𝑥ଶ ≥ 0,  𝑢ଶ ≤ 0,
 1 − 𝑢ଶ,          𝑥ଶ ≤ 0,  𝑢ଶ ≥ 0,
𝑥ଶ − 𝑢ଶ,         𝑥ଶ ≤ 0,          𝑢ଶ ≤ 0,

ൢ 

olarak seçilirse 𝑆 ⊆ ℝଶ konveks bir küme olmayıp yukarıdaki şekilde seçilen 𝜂(𝑥, 𝑢)’ 

ya göre inveks bir kümedir. 

Tanım 2.0.14 𝐹 ⊆ ℝ, 𝜂’ ya göre boştan farklı bir inveks küme, 𝑥 ve 𝑢, 𝑆 kümesinin 

keyfi iki elemanı olsun. Bu durumda, 

𝑃௨௩  ≔ {𝑦 = 𝑢 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑢) ∶ 𝑡 ∈ [0,1]} 

şeklinde tanımlanan 𝑃௨௩ kümesine,  𝑆’ de bulunan 𝑢 ve 𝑣= 𝑢 +𝜂(𝑥, 𝑢) noktalarını 

birleştiren kapalı bir 𝜂-yolu denir. Benzer şekilde, 

           𝑃௨௩
 ≔ {𝑦 = 𝑢 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑢) ∶ 𝑡 ∈ (0,1)} 

açık bir 𝜂-yolu da tanımlanır. 

Tanım 2.0.15 𝐹 ⊆ ℝ, 𝜂’ ya göre boştan farklı bir inveks küme olsun. Bu durumda 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

(C) 𝜂൫𝑦, 𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦)൯=− 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦) 

      𝜂൫𝑥, 𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦)൯=(1 − 𝑡) 𝜂(𝑥, 𝑦) 
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ise 𝜂 dönüşümü (C) şartını sağlar denir. 

Not 2.0.4 Eğer 𝜂 dönüşümü (C) şartını sağlarsa, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 ve her 𝑡ଵ, 𝑡ଶ ∈ [0,1] için 

𝜂(𝑦 + 𝑡ଶ𝜂(𝑥, 𝑦)  , 𝑦 + 𝑡ଵ𝜂(𝑥, 𝑦) )=(𝑡ଶ −  𝑡ଵ)𝜂(𝑥, 𝑦) 

eşitliği sağlanır.  

Tanım 2.0.16 (Operatör Preinveks Fonksiyon): 𝑆 ⊆ 𝐵(𝐻)௦, 𝜂: 𝑆 × 𝑆 ⟶  𝐵(𝐻)௦ 

dönüşümüne bağlı inveks bir küme olsun. Bu durumda 𝐵(𝐻)’ daki operatör 

sıralamasına göre her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑆 ve 𝑡 ∈ [0,1] için  

𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝐴) + 𝑡𝑓(𝐵) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓: ℝ ⟶ ℝ sürekli fonksiyonuna 𝑆 üzerinde 𝜂’ ye göre operatör 

preinveks denir. 

Örnek 2.0.2 (Ghazanfari ve ark., (2013), Örnek 1-a) Varsayalım 1ு, 𝐻 Hilbert uzayı 

üzerinde bir birim operatörü, 

𝑇 ≔ (−3 × 1ு  , −1 × 1ு) = {𝐴 ∈ 𝐵(𝐻)௦: −3 × 1ு  < 𝐴 <  −1 × 1ு} 

                       𝑈 ≔ {1ு , 4 × 1ு} = {𝐴 ∈ 𝐵(𝐻)௦: 1ு  < 𝐴 <  4 × 1ு} 

                                   𝑆 ≔ 𝑇 ∪ 𝑈 ⊆ 𝐵(𝐻)௦ 

ve 𝜂ଵ: 𝑆 × 𝑆 ⟶  𝐵(𝐻)௦ fonksiyonu, 

𝜂ଵ(𝐴, 𝐵) = ൞

𝐴 − 𝐵,
𝐴 − 𝐵,

1ு − 𝐵,
−1ு − 𝐵,

𝐴, 𝐵 ∈ 𝑈
𝐴, 𝐵 ∈ 𝑇
𝐴, 𝐵 ∈ 𝑇

       𝐴 ∈ 𝑈, 𝐵 ∈ 𝑇

 

olsun.  𝜂ଵ’ in (C) koşulunu sağladığı ve 𝑆 kümesinin 𝜂ଵ fonksiyonuna göre inveks 

olduğu açıktır. 𝑓(𝑡) = 𝑡ଶ reel fonksiyonu 𝑆 kümesi üzerinde 𝜂ଵ’ e göre preinvekstir. 

Fakat 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ için 𝑔(𝑡) = 𝑎 + 𝑏𝑡 fonksiyonu 𝑆 kümesi üzerinde 𝜂ଵ’ e göre preinveks 

değildir. 

Örnek 2.0.3 (Ghazanfari ve ark., (2013), Örnek 2) Örnek 2.0.2’ deki şartlar altında 

her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑆 ve 𝑉 = 𝐴 + 𝜂ଵ(𝐵, 𝐴) için, 

൬
𝐴 + 𝑉

2
൰

ଶ

≤
1

2
ቈ൬

3𝐴 + 𝑉

4
൰

ଶ

+ ൬
𝐴 + 3𝑉

4
൰

ଶ
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         ≤ ∫ ൫𝐴 + 𝑡𝜂ଵ(𝐵, 𝐴)൯
ଶ

𝑑𝑡
ଵ


 

                                                   ≤
ଵ

ଶ
ቀ

ା

ଶ
ቁ

ଶ

+ ቀ
మାమ

ଶ
ቁ൨ 

                                                   ≤
మାమ

ଶ
 

sağlanır. 

Örnek 2.0.4 (Ghazanfari ve ark., (2013), Örnek 1-b) 𝑽 ≔ (−𝟐 × 𝟏𝑯 , 𝟎),  

𝑊 ≔ (0, 2 × 1ு),  𝑆 ≔ 𝑉 ∪ 𝑊 ⊆ 𝐵(𝐻)௦ ve 𝜂ଶ: 𝑆 × 𝑆 ⟶  𝐵(𝐻)௦ fonksiyonu, 

𝜂ଶ(𝐴, 𝐵) ≔ ൜
𝐴 − 𝐵,

0,
       

𝐴, 𝐵 ∈ 𝑉 veya 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑊,
diğer yerlerde

 

şeklinde tanımlansın. 𝜂𝟐, (C) koşulunu sağlar ve 𝑆 kümesi 𝜂ଶ’ ye göre invekstir. 𝑎 ∈

ℝ ve 𝑓(𝑡) = 𝑎 sabit fonksiyonu 𝑆 kümesi üzerinde 𝜂ଶ’ ye göre sadece preinveks 

fonksiyondur. 

NOT 2.0.5 Her operatör konveks fonksiyon, 𝜂(𝐴, 𝐵) = 𝐴 − 𝐵 dönüşümüne göre 

operatör preinveks bir fonksiyondur, fakat tersi genelde doğru değildir (Ghazanfari ve 

ark., (2013), ). 

Örnek 2.0.5 (Ghazanfari ve ark., (2013), Örnek 1-c) 𝑓(𝑡) = −|𝑡| konveks bir 

fonksiyon değildir, fakat f fonksiyonu, 

𝜂ଷ(𝐴, 𝐵) ≔ ൜
𝐴 − 𝐵,
𝐵 − 𝐴,

       
𝐴, 𝐵 ≥ 0 veya 𝐴, 𝐵 ≤ 0,

diğer durumlarda
 

 

𝜂𝟑 fonksiyonuna göre konveks olmayan fakat preinveks olan bir fonksiyondur. 
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3. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

3.1. OPERATÖR Q-PREİNVEKS FONKSİYONLAR 

Tanım 3.1.1 (Operatör Q-Preinveks Fonksiyon): S ⊆ 𝐵(𝐻)௦ , 𝜂: 𝑆 × 𝑆 ⟶

𝐵(𝐻)ା
௦ dönüşümüne göre bir inveks küme olsun. O halde her 𝑡 ∈ (0,1) ve 

spektrumları 𝐼′da tanımlı her özeşlenik 𝐴, 𝐵 operatörleri için;  

𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤
𝑓(𝐴)

𝑡
+

𝑓(𝐵)

(1 − 𝑡)
                                                               (3.1.1) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ sürekli fonksiyonuna 𝐼 üzerinde 𝜂’ya göre bir 

operatör Q-preinveks fonksiyon denir. 

UYARI: Operatör Q-sınıfı fonksiyonlarını her 𝜎(𝐴)’ ya bağlı özeşlenik 𝐴 

operatörleri ve ∑ 𝜆

ୀଵ = 1 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) olacak şekilde pozitif 𝜆 sayıları, sabit ve 

sıralı 𝑛’ liler için Jensen tipli eşitsizlikler, 

𝑓 ൭ 𝜆



ୀଵ

𝐴൱ ≤ 
𝑓(𝐴)

𝜆



ୀூ

 

 kolayca genişletilebilir. 

Lemma: Kabul edelim ki 𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓, operatör Q-

preinveks fonksiyon ise o halde spektrumları 𝐼’ da olan 𝐴 ∈ 𝐵(𝐻)௦ operatörü için, 

𝑓(𝐴) ≥ 0. 

İspat: 𝑓 operatör Q-preinveks olduğunda her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ için, 

𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤
𝑓(𝐴)

𝑡
+

𝑓(𝐵)

(1 − 𝑡)
 

eşitsizliği geçerli olur. Buradan her iki tarafı 𝑡 (1 − 𝑡) ile çarparak;  

𝑡 (1 − 𝑡)𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝐴) +  𝑡 𝑓(𝐵) 

elde ederiz. 

𝑡 → 0 ise 0 ≤  𝑓(𝐴) elde ederiz. 
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3.2. OPERATÖR Q-PREİNVEKS FONKSİYONLARIN BAZI CEBİRSEL 

ÖZELLİKLERİ VE BAZI YENİ EŞİTSİZLİKLER 

Teorem 3.2.1 𝑓 fonksiyonu, 𝐼 ⊆ ℝ kümesi üzerinde bir 𝜂’ya göre operatör Q-

preinveks fonksiyon olsun. Spektrumları 𝐼’ da olan her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ ve 𝐴 <  𝐵 için, 

𝑓’ nin [𝐴, 𝐵]’ de integrallenebildiğini ve 𝜂’ nın (C)  koşulunu sağladığını kabul edelim. 

Bu durumda, 

𝑓 ൬𝐴 +  
ଵ

ଶ
⋅ 𝜂(𝐵, 𝐴)൰ ≤

ସ

ି
∫ 𝑓(𝑥) d𝑥




                                                    (3.2.1) 

eşitsizliği doğrudur. 

İspat 3.2.1 İddiaya göre 𝑓,  𝜂’ ya göre operatör Q-preinveks fonksiyon olduğundan, 

spektrumları 𝐼’ da olan her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ operatörleri ve 𝑡 ∈(0,1) için, 

𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤
𝑓(𝐴)

𝑡
+

𝑓(𝐵)

(1 − 𝑡)
 

eşitsizliğini yazabiliriz. 𝑡 =
ଵ

ଶ
 için; 

𝑓 ቆ𝐴 +  
1

2
𝜂(𝐵, 𝐴)ቇ ≤ 2[𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)] 

elde edilir. 

Burada ≔ 𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) , 𝐵 ≔ 𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴) olarak seçersek, 

𝑓 ቆ𝐴 +  
1

2
𝜂(𝐵, 𝐴)ቇ ≤ 2[𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)] 

𝑓 ൬𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) +
1

2
𝜂(𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴) , 𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)) ൰

≤ 2ൣ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ + 𝑓൫𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)൯൧ 

olup 𝜂 dönüşümü, (C) şartını sağladığından 

𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) +
1

2
𝜂൫𝐴 + (1 − 𝑡) 𝜂(𝐵, 𝐴) , 𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 

=  𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) +
1 − 𝑡 − 𝑡

2
𝜂(𝐵, 𝐴) 

= 𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) +
1 − 2𝑡

2
𝜂(𝐵, 𝐴) 
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= 𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) +
1

2
𝜂(𝐵, 𝐴) − 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) 

= 𝐴 +
1

2
𝜂(𝐵, 𝐴) 

yazabiliriz. Dolayısıyla  

𝑓 ൬𝐴 +  
ଵ

ଶ
𝜂(𝐵, 𝐴)൰ ≤ 2ൣ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ + 𝑓൫𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)൯൧. 

Buradan (0,1) aralığı üzerinde her iki tarafın t’ ye göre integralini alırsak, 

𝑓 ቆ𝐴 + 
1

2
𝜂(𝐵, 𝐴)ቇ ≤ 2 න 𝑓൫𝐴 + 𝑡 ⋅ 𝜂(𝐵, 𝐴)൯

ଵ



𝑑𝑡 + න 𝑓൫𝐴 + (1 − 𝑡) ⋅  𝜂(𝐵, 𝐴)൯

ଵ



𝑑𝑡 

                             ≤ 2.2.
ଵ

ି
∫ 𝑓(𝑡) d𝑡




 

eşitsizliğini buluruz.  

𝑓 ቆ𝐴 +  
1

2
𝜂(𝐵, 𝐴)ቇ ≤

4

𝐵 − 𝐴
න 𝑓(𝑥) d𝑥





 

eşitsizliğini elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.  

NOT: 𝐴 + 
ଵ

ଶ
𝜂(𝐵, 𝐴) = 

ଶାఎ(,)

ଶ
 

                                   =
ା൫ାఎ(,)൯

ଶ
 

𝐸: =  𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) olarak tanımlarsak,  

𝐴 + 
ଵ

ଶ
𝜂(𝐵, 𝐴)= 

ଶାఎ(,)

ଶ
 =

ା൫ାఎ(,)൯

ଶ
= 

ାா

ଶ
                            

elde edilir. Buradan (3.2.1) eşitsizliği, 

𝑓 ൬
𝐴 + 𝐸

2
൰ ≤

4

𝐵 − 𝐴
න 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡





 

şeklinde de yazılabilir.  
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Teorem 3.2.2 𝑓,𝑔: 𝐼 ⊆ ℝ ⟶ ℝ fonksiyonları 𝜂’ya göre iki operatör Q-preinveks 

fonksiyon olsun. Bu durumda (𝑓 + 𝑔) fonksiyonu da 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks 

fonksiyondur.  

İspat 3.2.2 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks fonksiyon ise, 

spektrumları 𝐼 ⊆ ℝ’ de olan her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ operatörleri ve her  𝑡 ∈ (0,1) için;  

(𝑓 + 𝑔)൫𝐴 +  𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ = 𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ + 𝑔൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 

                ≤
()

௧
+

()

ଵି௧
+

()

௧
+

()

ଵି௧
 

          ≤
()ା()

௧
+

()ା()

ଵି௧
 

      ≤
(ା)()

௧
+

 (ା)()

ଵି௧
 

olup, (𝑓 + 𝑔) fonksiyonu 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks fonksiyondur. 

Teorem 3.2.3 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ ⟶ ℝ fonksiyonu 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks fonksiyon 

olsun. Bu durumda her 𝛼 ≥ 𝑂 için (𝛼𝑓) fonksiyonu da 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks 

fonksiyondur.  

İspat 3.2.3 Spektrumları 𝐼 ⊆ ℝ de olan her pozitif, sınırlı, özeşlenik 𝐴, 𝐵 operatörleri 

ve her  𝑡 ∈ (0,1) için 𝑓 fonksiyonu 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks fonksiyon 

olduğundan, 

𝑓൫𝐴 +  𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤
𝑓(𝐴)

𝑡
+

𝑓(𝐵)

1 − 𝑡
 

yazabiliriz. Her 𝛼 ≥ 𝑂 için bu eşitsizliğin her iki tarafını 𝛼 ile çarparsak 

𝛼𝑓൫𝐴 +  𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤ 𝛼
𝑓(𝐴)

𝑡
+ 𝛼

𝑓(𝐵)

1 − 𝑡
 

          (𝛼𝑓)൫𝐴 +  𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤
(𝛼𝑓)(𝐴)

𝑡
+

(𝛼. 𝑓)(𝐵)

1 − 𝑡
 

elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.  

Teorem 3.2.4 Eğer 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ ⟶ ℝ  𝜂’ya göre bir operatör Q-preinveks fonksiyon ise 

bu durumda spektrumları 𝐼’da olan her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ için, 



16 

 

𝑓(2𝐴 +  𝜂(𝐵, 𝐴) − 𝑥) ≤
𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)

1 − 𝑡
+

𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)

𝑡
− 𝑓(𝑥) 

eşitsizliği doğrudur. 

İspat 3.2.4 Özel olarak = 𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) ∈ 𝐼 , 𝑡 ∈ (0,1) olarak seçelim. Bu durumda, 

𝑓(2𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) − 𝑥) = 𝑓൫2𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) − 𝐴 − 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 

  =  𝑓൫𝐴 + (1 −  𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 

olarak hesaplanır. İddiaya göre 𝑓, 𝜂’ya göre operatör Q-preinveks fonksiyon 

olduğundan, 

           𝑓(2𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) − 𝑥)  =  𝑓൫𝐴 + (1 −  𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 

≤
𝑓(𝐴)

1 − 𝑡
+

𝑓(𝐵)

𝑡
 

                yazabiliriz. Buradan 

                            𝑓(2𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) − 𝑥) ≤
()

ଵି௧
+

()

௧
 

                        =
()

ଵି௧
+

()

௧
+

()

௧
+

()

ଵି௧
− ቀ

()

௧
+

()

ଵି௧
ቁ 

               =
()ା()

ଵି௧
+

()ା()

௧
− ቀ

()

௧
+

()

ଵି௧
ቁ 

                                              ≤
()ା()

ଵି௧
+

()ା()

௧
− 𝑓(𝑥)  

olup buradan ispat tamamlanır. 
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3.3. OPERATÖR PREİNVEKS P-SINIFI FONKSİYONLAR 

Tanım 3.3.1 (Operatör Preinveks P-Sınıfı Fonksiyonlar) 𝑓, 𝐼 aralığı üzerinde 

tanımlı reel değerli sürekli bir fonksiyon ve  𝑆, 𝜂: 𝑆 × 𝑆 ⟶  𝐵(𝐻)௦ dönüşümüne göre 

inveks bir küme olsun. O halde spektrumları 𝐼’da olan her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ ve 𝑡 ∈ [0,1] 

için; 

𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ ≤ 𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ sürekli fonksiyonuna 𝐼 üzerinde 𝜂 dönüşümüne göre 

Operatör Preinveks P-Sınıfı Fonksiyon denir. 
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3.4. OPERATÖR PREİNVEKS P-SINIFI FONKSİYONLARIN BAZI 
CEBİRSEL ÖZELLİKLERİ VE BAZI YENİ EŞİTSİZLİKLER 

Önerme: 𝑆, 𝜂: 𝑆 × 𝑆 ⟶  𝐵(𝐻)௦ dönüşümüne göre inveks bir küme ve 𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ 

sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca 𝜂, 𝑆 üzerinde (C) şartını sağlasın. Bu durumda her 

𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ ve 𝑉 = 𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴)  noktalarını birleştiren 𝑃 𝜂-yolu üzerinde 𝑓 

fonksiyonunun 𝜂’ ya göre operatör preinveks P-sınıfı fonksiyonu olabilmesi için 

gerekli ve yeterli koşul her 𝑥 ∈ 𝐻 ve ‖𝑥‖ = 1 için; 

𝜑௫,,=ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ şeklinde tanımlanan 𝜑௫,,: [0,1] ⟶ ℝ, 

fonksiyonunun  [0,1] aralığında konveks olmasıdır. 

İspat: ′′ ⇒ ′′ : Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦, 𝑉 = 𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) ve 𝑓, 𝑃 𝜂 -yolu üzerinde 𝜂’ ya 

göre operatör preinveks P -sınıfı olsun. Bu durumda; 

𝜑௫,,(t) = ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ 

şeklinde tanımlanan 𝜑௫,,: [0,1] ⟶ ℝ fonksiyonunun konveks olduğunu gösterelim.  

İddiaya göre 𝑓, 𝑃 𝜂 -yolu üzerinde 𝜂’ ya göre operatör preinveks P -sınıfı  

olduğundan, her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝐴∗ = 𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)    ,     𝐵∗ = 𝐴 +  𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴) olmak üzere; 

𝜑௫,, ((1 − 𝑡)𝑡ଵ + 𝑡𝑡ଶ)= ⟨𝑓(𝐴 + [(1 − 𝑡)𝑡ଵ + 𝑡𝑡ଶ]𝜂(𝐵, 𝐴) )𝑥, 𝑥⟩ 

=< 𝑓(𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴) −t𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)) 𝑥, 𝑥 > 

=< 𝑓(𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡(𝑡ଶ − 𝑡ଵ)𝜂(𝐵, 𝐴)) 𝑥, 𝑥 > 

=< 𝑓(𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡𝜂൫𝐴 + 𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴)   ,    𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 𝑥, 𝑥 > 

=< 𝑓(𝐴∗ + 𝑡𝜂(𝐵∗, 𝐴∗) ) 𝑥, 𝑥 >  𝑓 operatör preinveks P-sınıfı ise; 

≤< 𝑓(𝐴∗)𝑥, 𝑥 > + < 𝑓(𝐵∗)𝑥, 𝑥 > 

≤ (1 − 𝑡) < 𝑓(𝐴∗)𝑥, 𝑥 > + 𝑡.< 𝑓(𝐵∗)𝑥, 𝑥 > 

≤ (1 − 𝑡)ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ + 𝑡 ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ 

≤ (1 − 𝑡)𝜑௫,,(𝑡ଵ) +  𝑡 𝜑௫,,(𝑡ଶ) 

olup, 
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 𝜑௫,, , [0,1] aralığı üzerinde konvekstir. 

′′ ⇐ᇱᇱ : Kabul edelim ki, 

𝜑௫,,=ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ                                                                    (3.4.1) 

[0,1] aralığı üzerinde operatör konveks olsun. 

ൻ𝑓൫ 𝐶 ଵ + 𝑡𝜂(𝐶ଶ,  𝐶 ଵ)൯𝑥, 𝑥ൿ 

𝑐ଵ: 𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) ∈ 𝑃 

𝑐ଶ: 𝐴 + 𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴) ∈ 𝑃 

şeklinde tanımlayalım. Her 𝑡 ∈ [0,1] için; 

𝜑௫,, =< 𝑓(𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡𝜂൫𝐴 + 𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴)   ,    𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 𝑥, 𝑥 > 

           =< 𝑓(𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡(𝑡ଶ − 𝑡ଵ)𝜂(𝐵, 𝐴)) 𝑥, 𝑥 > 

           =< 𝑓(𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴) −t.𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)) 𝑥, 𝑥 > 

           =< 𝑓൫𝐴 + 𝑡ଵ(1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴) + 𝑡𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥 > 

           =< 𝑓(𝐴 + [𝑡ଵ(1 − 𝑡) + 𝑡ଶ𝑡]𝜂(𝐵, 𝐴)) 𝑥, 𝑥 > 

           = 𝜑௫,, (𝑡ଵ(1 − 𝑡) + 𝑡ଶ𝑡) 

          =(1 − 𝑡)𝜑௫,,(𝑡ଵ) + 𝑡𝜑௫,,(𝑡ଶ) 

          =(1 − 𝑡)ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ +  𝑡ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ 

          ≤ ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡ଵ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ +ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡ଶ𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ 

          ≤ 𝜑௫,,(𝑡ଵ) + 𝜑௫,,(𝑡ଶ) 

olup 𝑓 fonksiyonu 𝑃 𝜂-yolu üzerinde 𝜂‘ya göre operatör preinveks P-sınıfı 

fonksiyonudur. Dolasıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 3.4.1 Kabul edelim ki 𝑆 ⊆ 𝐵(𝐻)௦, 𝜂: 𝑆 × 𝑆 ⟶  𝐵(𝐻)௦ ‘ya bağlı inveks bir 

küme ve 𝜂 dönüşümü (C) şartını sağlasın. Eğer her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵(𝐻)௦ ve 𝑉 = 𝐴 + 𝜂(𝐵, 𝐴) 

için 𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ fonksiyonu, 𝑃 𝜂-yolu üzerinde 𝜂’ ya bağlı operatör preinveks P-sınıfı 

fonksiyonu ise bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır, 

𝑓 ൬
𝐴 + 𝑉

2
൰ ≤

1

2
𝑓 ൬

𝐴 + 𝑉

2
൰ + 𝑓 ൬

3𝑉 𝐴

2
൰൨ 
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                  ≤ ධ  𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯
భ

మ


 dt 

                  ≤ 
ଵ

ଶ
ቂ𝑓(𝐴) + 𝑓(𝑉) + 𝑓 ቀ

ା

ଶ
ቁቃ 

                  ≤ 𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵).                                                                                            (3.4.2) 

İspat 3.4.1 𝑥 ∈ 𝐻 , ‖𝑥‖ = 1 ve 𝑡 ∈ [0,1] için; 

⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝑆𝑝(𝐴) ⊆ 𝐼 ve ⟨𝑉𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝑆𝑝(𝑉) ⊆ 𝐼 o halde, 

ൻ൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ = ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ + 𝑡 ⟨𝜂(𝐵, 𝐴)𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝐼                              (3.4.3) 

elde ederiz. 𝑓 sürekli ve ධ  𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯
ଵ


dt integral değerli operatörü mevcuttur. 

𝜂 dönüşümü, (C) koşulunu sağladığından her 𝑡 ∈ [0,1] için; 

𝐴 +
ଵ

ଶ
 𝜂(𝐵, 𝐴)=𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) +

ଵ

ଶ
𝜂(𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)   ,   𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴) )        (3.4.4)                                                          

yazabiliriz. Buradan 

𝑓 ൬𝐴 +
ଵ

ଶ
𝜂(𝐵, 𝐴)൰ ≤

ଵ

ଶ
 𝑓൫𝐴 +  𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯ +

ଵ

ଶ
 𝑓൫𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)൯ 

                              ≤
ଵ

ଶ
 [(1 − 𝑡)𝑓(𝐴) + 𝑡𝑓(𝐵)] +

ଵ

ଶ
 [𝑡𝑓(𝐴) + (1 − 𝑡)𝑓(𝐵)] 

                                          ≤ [(1 − 𝑡)𝑓(𝐴) + 𝑡𝑓(𝐵)] + [𝑡𝑓(𝐴) + (1 − 𝑡)𝑓(𝐵)] 

                              ≤ 𝑓(𝐴) +  𝑓(𝐵)                                                          (3.4.5) 

olup 𝑡 ∈ [0,1] üzerinde (3.4.5)’ in integrali alınır ve doğru olan aşağıdaki eşitliği 

kullanırsak 

ධ  𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯
ଵ


dt = ධ  𝑓൫𝐴 + (1 − 𝑡)𝜂(𝐵, 𝐴)൯

ଵ


 dt                           (3.4.6) 

Operatör preinveks P-sınıfı fonksiyonları için; 

𝑓 ቀ
ା൫ାఎ(,)൯

ଶ
ቁ ≤ ධ  𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑑𝑡

ଵ


 ≤ 𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵) 

𝑓 ൬
𝐴 + 𝑉

2
൰ ≤ න  𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑑𝑡

ଵ



≤ 𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵) 

sonucunu elde ederiz. 
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Bir önceki önermeden 𝑓, 𝜂’ ya göre operator preinveks P-sınıfı fonksiyonu için, 𝜑௫,,, 

[0,1] aralığı üzerinde konveks fonksiyon olduğundan reel değerli konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğini kullanabiliriz. 

𝜑 ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰ ≤

1

𝑏 − 𝑎
න 𝜑(𝑠)𝑑𝑠





≤ 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏) 

𝑎 = 0  , 𝑏 =
ଵ

ଶ
  ile 

ർ𝑓 ቀ
ା

ଶ
ቁ 𝑥, 𝑥 ≤ 2 ∫ 𝜑௫,,(𝑠)𝑑𝑠

భ

మ


 ≤< (𝑓(𝐴) > +< 𝑓 ቀ
ା

ଶ
ቁ) 𝑥 ,   𝑥 > 

elde ederiz. 

ve 𝑎 =
ଵ

ଶ
   , 𝑏 = 1 ile 

ർ𝑓 ቀ
ଷି

ଶ
ቁ 𝑥, 𝑥 ≤ ∫ 𝜑௫,,(𝑠)𝑑𝑠

భ

మ
ଵ

≤ ർ𝑓 ቀ
ା

ଶ
ቁ 𝑥, 𝑥 + ⟨𝑓(𝑉)𝑥, 𝑥⟩ 

elde ederiz. 

İki sonucun toplamı ile, 

1

2
ർ𝑓 ൬

𝐴 + 𝑉

2
൰ 𝑥, 𝑥 + ർ𝑓 ൬

3𝑉 − 𝐴

2
൰ 𝑥, 𝑥൨ ≤ න  𝜑௫,,(𝑠)𝑑𝑠

ଵ



 

                                                                                ≤ ർቀ
()ା ()

ଶ
ቁ 𝑥, 𝑥 + 2𝑓 ቀ

ା

ଶ
ቁ 𝑥, 𝑥  

yazılabilir. Ayrıca 𝑓 fonksiyonunun sürekliliğinden; 

ධ  ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑥, 𝑥ൿ
ଵ


dt =ධ  ൻ𝑓൫𝐴 + 𝑡𝜂(𝐵, 𝐴)൯𝑑𝑡𝑥, 𝑥ൿ

ଵ


, 

eşitsizliği doğru olup, (3.4.4) eşitsizliğinden 

𝑓 ൬
𝐴 + 𝑉

2
൰ ≤

1

2
𝑓 ൬

𝐴 + 𝑉

2
൰ + 𝑓 ൬

3𝑉 − 𝐴

2
൰൨ ≤  𝑓(𝐴) +  𝑓(𝐵) 

buluruz. Buradan istenen (3.4.2) sonucunu çıkarırız. 
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4. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu tez çalışması, literatürde olmayan ve ilk defa burada tanımladığımız Operatör Q-

preinveks Fonksiyonları ve Operatör Preinveks P-Sınıfı Fonksiyonları kavramlarının 

incelenip açıklanmasıyla meydana gelmiştir. Bu çalışmada elde edilen sınıflar ile ilgili 

bazı yeni tanım, teorem ve eşitsizlikler verilmiştir. Verilen bilgilere dayanarak Hilbert 

uzayı üzerinde sınırlı, özeşlenik operatörlerin sürekli fonksiyonları için operatör 

preinveks sınıfı alanında bilgi edinmek isteyen bilim insanlarına yol gösterici bir 

literatür olma niteliğindedir. 

Bu tez çalışmasında aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir: 

1) 𝜂’ya göre Operatör Q-preinveks Fonksiyon tanımı verilmiş, bazı cebirsel özellikleri 

araştırılmış ve Hermite-Hadamard tipli yeni eşitsizlikler ifade ve ispat edilmiştir. 

2) 𝜂’ya göre Operatör Preinveks P-Sınıfı Fonksiyonları tanımı verilmiş, bazı cebirsel 

özellikleri araştırılmış ve Hermite-Hadamard tipli yeni eşitsizlikler ifade ve ispat 

edilmiştir. 

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlar ışığında aşağıdaki önerileri verebiliriz. 

1) Klasik eşitsizliklerle, bir Hilbert uzayında sınırlı özeşlenik operatörlerin sürekli 

fonksiyonları için diğer tip konvekslik çeşitleri incelenebilir. 

2) İncelenecek diğer tip konvekslik çeşitleri için yol ve yöntem olacak bir kaynak 

olarak bakılabilir. 
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