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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

R Reel sayilar kiimesi
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B(H) H’dan H’a sinirli operatdrlerin kiimesi

B(H)" H’dan H’a pozitif, sinirli operatdrlerin kiimesi
B(H)i, H’dan H’a pozitif, sinirli, 6zeslenik operatorlerin kiimesi
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1. GIRIS

Elster ve Neshse, (1980), konveks fonksiyonlar sinifini incelemistir. Yani
fiSCR*"—>R
fonksiyonu i¢in x,y € S ve A € [0,1] olmak iizere

f@O=Af )+ A -DfB) (1.0.1)

esitsizligini saglayan z € S noktalarini veren fonksiyonlara konveksel fonksiyon denir.
Eger S bir konveks kiime ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f
konvekseldir denilebilir. Elster ve Neshse konveksel matematiksel programlama igin

optimal sartlar altinda bir biikiim noktasi elde etmistir.

Hayashi ve Komiya, (1982), konveksel fonksiyonlar i¢in Gordan tipli bir teorem
gelistirmisler. Ek olarak, konveksel programlar icin Lograngion dualligini

aragtirmislardir.

Hanson, (1981), her x,u € S € R i¢in

fO) = f@ = W] Vf (W (1.0.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n(x, u) vektor fonksiyonuna sahip f:S € R — R
diferansiyellenebilir fonksiyonlarmi incelemistir. Burada "V" sembolii diverjansi
gostermektedir. Bu sekildeki fonksiyonlar Craven, (1981), tarafindan inveks
fonksiyon olarak isimlendirilmistir. Bu terim "imvariant conyvex" kavramindan

kisaltilmistir.

Craven ve Glover, (1985), Ben-Israel ve Mond, (1986), ve ayrica Martin, (1985),
inveks fonksiyonlar sinifinin, sabit noktasi (f'(x) = 0) global minimuma sahip

fonksiyonlar siifina denk oldugunu gostermislerdir.

Ben-Israel ve Mond, (1986), Hanson ve Mond, (1987), S {izerinde

diferansiyellenmeyen fonksiyonlarin, her x,u € S ve A € [0,1] i¢in



f(u + An(x, u)) <A+ A -Df(w) (1.0.3)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(x, u) vektor fonksiyonunun varligini
ispat etmislerdir. Buna ek olarak diferansiyellenebilen fonksiyonlarin (1.0.2) ve
(1.0.3)’ i sagladigini da gostermislerdir. Bu sartlar altinda (1.0.3) esitsizligini saglayan
bu fonksiyonlar1 V. Jeyakumar,"preinvex" olarak isimlendirmistir. Ayrica,

f:SCR*—>R

m-boyutlu vektor degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger f' nin bilesenlerinin
her biri, n ya gore S iizerinde preinveks oluyor ise, bu f fonksiyonuna 1’ ya gore S

tizerinde preinvekstir denir. Her x,u € S ve A € [0,1] i¢in
u+An(x,u) €S

olup buradan preinveks fonksiyonlar konvekseldir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve Ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LXL—L

ve
G F XL —L

islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ ye F cismi iizerinde bir

lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani

Gi . Herx,y€Liginx+y €L

GoHerx,y,z€Lignx+ (y+2z)=x+y)+z

Gs. Herx € Ligin x + 6 = 6 + x = x olacak sekilde bir 8 € L vardir.
G4. Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir —x € L vardur.
Gs.Herx,y € Licinx +y = y + x dir.

B) x,y € L ve a, f € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:

Li.ax €L

Ly a(x+y) =ax+ay

Ls. (@ + B)x = ax + Bx

La (aB)x = a(Bx)

Ls. 1.x = x dir. (Buradaki 1, F ‘nin birim elemanidir). F = R ise L* ye reel lineer

uzay, F = Cise L’ ye karmasik reel lineer uzay denir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylar iizerinde tanimli doniisiimlere operatdr denir.

Tamim 2.0.3 F bir cisim olsun. V ve W, F cismi iizerinde tanimlanmais iki lineer uzay

olsun. u,v € V ve ¢ € F olmak tlizere T: V — W doniisiimii,



a)T(u+v) =Tw)+T()
b) T(cu) = cT(u)
sartlarin1 sagliyor ise T* ye V lizerinde bir lineer doniisiimdiir denir.

Tamim 2.0.4 (I¢-carpim uzayi): F (R veya C) bir cisim olmak iizere, X bir vektor
uzayr olsun. (.,.): X XX — F doniisimii asagidaki Ozelliklere sahipse (.,.)
dontisiimiine X vektor uzayi tizerinde bir i¢-carpim, (X, (.,.)) ikilisine de i¢-garpim

uzay1 denir.

1.Vx € X i¢in (x,x) =2 0 ve (x,x) = 0 & x = 0x

2.Vx,y € X i¢in (x,y) = (¥,x)

3.Vx,y € Xvea € F i¢in (ax,y) = a(x,y)

4.Vx,y,z € Xi¢gin (x +y,2) = (x,2) + (y,2)

Not 2.0.1 F = R olmast durumunda 2. 6zellik (x,y) = (y, x) olur.

I¢ carpim tanimimi kullanilarak asagidaki esitlikleri kolayca elde edebiliriz.
1.Vx,y,z € X veVa,B € F i¢in (ax + By, z) = a(x,z) + By, 2)
2.Vx,y € X veVa € F i¢in (x, ay) = a(x,y)

3.Vx,y € XveVa,f € F icin (x,ay + z) = a(x,y) + B(y,2).

Not 2.0.2 Literatiirde i¢-¢arpim fonksiyonu (.,.) veya (.,.) sembollerinden biriyle

gosterilebilir.

Tamim 2.0.5 (Norm): X, F cismi iizerinde bir linecer uzay olsun. [|:|: X — R
fonksiyonunun x’ deki degerini ||x|| ile gdsterelim. Bu fonksiyon i¢in her x,y € X ve

her a € F olmak tizere,

x|l =0, llx]l=0= x=6

lax|l = lelllx] «€F,

lIxx + ¥l < llxll + llyll (liggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa ||- || fonksiyonuna X’ de bir Norm denir. (X, ||- ||) ikilisine de

Normlu Uzay denir.



Tanmim 2.0.6 (Hilbert Uzay1): (X, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger bu i¢ ¢arpim
uzayl norma gore tam ise, yani (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 i¢indeki her Cauchy Dizisi
ig-carpimin tirettigi bu norma gore yakinsak ise bu i¢ ¢arpima bir "Hilbert Uzay1"

denir.

Tamm 2.0.7 (Birim Operator): A:X — X operatorii verilsin. Eger her x € X i¢in
Ax = x ise A operatoriine birim (6zdeslik) operatdr denir. I, E ve Iy sembolleri ile

gosterilir.

Tamm 2.0.8 (Siirh Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A, tanim kiimesi
D(A) c X ve gorlnti kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii
D(A)’ nin X’ de sinirh her kiimesine R(A)’ nin Y’ de simirhi bir kiimesini karsilik

getiriyorsa A’ ya sinirli operator denir. Baska bir ifadeyle her x € D(4)

IAxlly < cllx|lx,
olacak sekilde sabit bir > varsa A‘ ya sinirli operator denir.

Tanim 2.0.9 (Lineer Operator): X ve Y ayni F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun.

A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
A(ax + By) = aA(x) + BA(Y),
her x,y € D(A) ve her a, § € F ise A ya lineer operator denir.

Tamm 2.0.10 (Eslenik ve Ozeslenik Operator): A, H Hilbert uzay iizerinde sinirh
lineer bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) € H igin

(Af,9) = (f,4"9)
esitligi saglaniyorsa A" a, A* nin eslenik operatdrii denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A"=A ise buradaki A ya 6zeslenik operatdr denir.

Tanim 2.0.11 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) € H — H bir lineer

operator olsun.
p(A) :={A € C: (A —AE)"! H'dalineerdir }

kiimesine A operatoriiniin "rezolventasi" veya "¢ozlicii operatorii" denir.



Tamim 2.0.12 (Spektrum): H bir Hilbert uzayi olsun.

Sp(4) = a(4) = C\p(4)

kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi o(A)

veya Sp(A) ile gosterilir.

a<b, a,b€eR vef:1 € R— R bir konveks f fonksiyonu i¢in;

b
f(a;b)sbiaj f(x)dxsw 201

esitsizligi saglanir. Buradaki iki esitsizlik de yon degistirir ise f, [a, b] lizerinde
konkav fonksiyon olur. (2.0.1) esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi
olarak bilinir. Hermite-Hadamard esitsizligini, Jensen esitsizligi ve konvekslik tanimi
yardimiyla kolaylikla elde edebiliriz. Klasik anlamda Hermite-Hadamard esitsizligi
f:la, b] — R (siirekli) konveks fonksiyonunun ortalama degerini verir. Dragomir ve
Agarwal, (1998), ise konveks fonksiyonlar1 igeren Hermite Hadamard esitsizliginin

sag tarafini elde etmislerdir.

Kikianty, (2010), Banach uzaylarn iizerinde Hermite-Hadamard esitsizligini elde
etmistir. Konveks fonksiyonlarin 6zel bir genellestirmesi olan inveks ve preinvekslik

kavramlar1 Hanson, (1981), tarafindan caligilmistir.

X bir vektor uzayi ve x,y € X, x # y olsun. t € [0,1] i¢in
[x,y] =0 —-t)x +ty

ifadesini tanimlayalim.

filx,y] = Rve

g )® = f(A-t)x+ty), te[01]

fonksiyonlarmi diistinelim. f* nin, [x, y]° de konveks fonksiyon olabilmesi i¢in gerekli
ve yeterli kosul g(x,y)‘ nin [0,1] aralig1 {izerinde konveks olmasidir. Bir [x,y] € X

parcasi tizerinde tanimlanmis herhangi bir konveks fonksiyon i¢in,

g(x,y):[0,1] — R konveks fonksiyonundan

f(x) erf(y) 2.0.2)

f (#) < folf((l — t)x + ty)dt <



Hermite-Hadamard esitsizligini elde edebiliriz.

Dragomir, (2002a, b), operator preinveks ve operator konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin operator versiyonunu elde etmistir.

Sinirli, 6zeslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlari igin (H,(.,.)) Hilbert uzay
tizerinde taniml1 tiim sinirh lineer operatorlerin kiimesi olan B(H)‘ daki operatorlerde
siralamayi inceleyelim. A ve B, H Hilbert uzay: tizerinde iki 6zeslenik operator ve her

x € H olsun. Bu durumda;
(Ax,x) < (Bx, x)
ise 0 zaman
A<B

yazabiliriz. Buna operatorlerde siralama denir. A operatori, (H,(.,.)) kompleks
Hilbert uzay1 iizerinde sinirli ve 6zeslenik olsun. Gelfand doniigiimii, A tarafindan
tiretilen C*(A) C*-cebiri, H lizerinde 1y birim operator, Sp(A) olarak gosterilen A°
nin spektrumu iizerinde tanimlanan kompleks degerli tiim fonksiyonlarin C (Sp(A))
kiimesi arasinda ® —izomorfizm *-izometrigi ile kuruldu. Herhangi f,g € C (Sp(A))

ve herhangi a, f € C i¢in, (Furuta ve ark., 2005)
i. ®(af + Bg) = a®(f) + pP(g)
ii. (fg) = ®(f)P(g) ve P(f*) = ®(f)"
iii. [[P(OI = Il = suptespalf (O
iv. o(fy) = 15 ve ©(f}) = A,
yazabiliriz. Burada t € Sp(A4) i¢in fy(t) =1 ve f;(t) = t. Bu gosterimle, tiim f €
C(Sp(4)) igin;
f4) = @(f) (2.0.3)

seklinde tanimlanabilir. Bu da A siirli 6zeslenik operatorlerinin f fonksiyonu

altindaki goriintlisliniin ne ifade ettigini gosterir.

Eger A, sinirli, 6zeslenik bir operator ve f,Sp(A) tlizerinde reel degerli siirekli bir

fonksiyon ise herhengi bir t € Sp(A) i¢in f(t) = 0 olmas1 f(A) = 0 demektir. Yani



f(A), H tizerinde pozitif bir operatordiir. Ayrica f ve g, Sp(A) lizerinde reel degerli
stirekli iki fonksiyon olsun. Her t € Sp(A) i¢in

f)=g@®

ise 0 zaman B(H) daki operator siralamasina gore
f(4) < g(A)“ dir.

Spektrumlar1 I € R de olan her 4, B € B(H) i¢in
fF((A1=DA+2AB) < ()1 - Df(A) + Af(B)

esitsizligi saglaniyorsa, I € R aralifi iizerinde tanimli reel degerli f siirekli

fonksiyonuna operator konveks (operatdr konkav) fonksiyon denir.

Operator konveks (operator konkav) ve operatdér monoton fonksiyonlar ile ilgili bazi

sonuclar1 Furuta ve ark., (2005), vermistir.

Dragomir, (2011), operatdr konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sekilde Hermite-

Hadamard tipli esitsizligi ispatlamistir.

Teorem 2.0.5 Dragomir, (2011), f:I € R — R fonksiyonu [ aralif1 iizerinde
operator konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda spektrumlari /° da tanimli her A ve

B 6zeslenik operatorleri igin

(57 =)slr (57) + 7 (57)]

< [i (A - DA +tB)dt

<5 > > > (2.0.4)

.1 [ pALE) LD +f(B)] ( @ +f(B)>

esitsizligi saglanir.

Tamm 2.0.13 (Inveks Kiime): F € R", f: F — Rve n(.,.):F X F — R" siirekli
bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € F ve t € [0,1] i¢in,

y+tn(x,y) EF

oluyorsa F’ ye n(.,.) doniisiimiine gore inveks bir kiime denir.



NOT 2.0.3 Her konveks kiimenin n(y, x) = y — x fonksiyonuna gore inveks oldugu
aciktir. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks

kiimeler mevcuttur.
Ornek 2.0.1 S € R? bir kiime ve 17(.,.): S X § — R? olsun. Bu durumda
S=((-9,-2]u[18]) x([-9,—-2] U [1,8])
n(x,w) = {n1(x,w), n2 (x, w)}

seklinde tanimlayalim. Burada,

xl _ul, x1 2 0, ul 2 O,

( ) _9 _ul, x1 2 0, u1 S O,
xX,U) =

M 1—u,, % <0, u; =0,

x1 _ul, x1 S O, ul S 0,

Xy — Uy, x; =0, U, =0,

o) -9 —u,, x,=20, u, <0,
xX,U) =

nl 1 - uz, xz S 0, uz 2 O,

Xy — Uy, x; <0, u, <0,

olarak secilirse S € R? konveks bir kiime olmay1p yukaridaki sekilde secilen n(x, u)’

ya gore inveks bir kiimedir.

Tamm 2.0.14 F € R", n° ya gore bostan farkli bir inveks kiime, x ve u, S kiimesinin

keyfi iki elemani olsun. Bu durumda,
Pw ={y=uttn(xu:tel01]}

seklinde tanimlanan B, kiimesine, S’ de bulunan u ve v= u +n(x, u) noktalarmi

birlestiren kapal1 bir n-yolu denir. Benzer sekilde,
Ry ={=ut+inlxu):te01)}
acik bir n-yolu da tanimlanir.

Tamm 2.0.15 F € R", n’ ya gore bostan farkli bir inveks kiime olsun. Bu durumda

her x,y € F ve t € [0,1] igin,
©n(y,y + m(x,y))=—tn(x,y)

n(x,y + tn(x,y))=(1 — t) n(x,y)



ise 77 doniisiimii (C) sartin1 saglar denir.

Not 2.0.4 Eger 1 doniisiimii (C) sartini saglarsa, her x,y € F ve her t4, t, € [0,1] i¢in
n(y +tnxy) , y+tnlxy))=(t; — tn(x,y)

esitligi saglanir.

Tanmim 2.0.16 (Operator Preinveks Fonksiyon): S € B(H),, 1:S XS — B(H)q,
doniigiimiine bagli inveks bir kiime olsun. Bu durumda B(H)’ daki operator

siralamasina gore her A, B € S ve t € [0,1] i¢in

f(A+tn(B,A) < (1 -t)f(A) +tf(B)

esitsizligi saglaniyorsa f: R — R siirekli fonksiyonuna S {izerinde 1’ ye gore operator

preinveks denir.

Ornek 2.0.2 (Ghazanfari ve ark., (2013), Omek 1-a) Varsayalim 1, H Hilbert uzay

tizerinde bir birim operatorti,
T:=(-3%x1y,-1x1y) ={A€BH)s:—3X%X1y <A< —1x1y}
U={1,,4%x13} ={A€BH)s: 1y <A< 4 X1y}
S=TUUCB(H)s,

ven;:S XS — B(H),, fonksiyonu,

A—B, ABeU
A — B, ABET
T’l(ArB) - 1H _B' A,B eET

—1,—-B, A€UBET

2

olsun. 14’ in (C) kosulunu sagladigi ve S kiimesinin 1, fonksiyonuna goére inveks
oldugu agiktir. f(t) = t? reel fonksiyonu S kiimesi iizerinde 71, e gore preinvekstir.
Fakata,b € Rigin g(t) = a + bt fonksiyonu S kiimesi tizerinde n;’ ¢ gore preinveks
degildir.

Ornek 2.0.3 (Ghazanfari ve ark., (2013), Ornek 2) Ornek 2.0.2° deki sartlar altinda
her A,B € SveV = A+ n,(B, A) igin,

() =25+ (5]
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< [H(A+tn, (B, A)) dt

sty s ()

A% +B?
<
2

saglanir.
Ornek 2.0.4 (Ghazanfari ve ark., (2013), Omek 1-b) V := (=2 x 14, 0),
W:=(0,2x%x1y), S=VUW S B(H)s, ve;:S XS — B(H), fonksiyonu,

_(A—B, ABe€VveyaABeW,
n2(A,B) = { 0, diger yerlerde

seklinde tanimlansin. 7,, (C) kosulunu saglar ve S kiimesi n,’ ye gore invekstir. a €
R ve f(t) = a sabit fonksiyonu S kiimesi lizerinde 7n,’ ye gore sadece preinveks

fonksiyondur.

NOT 2.0.5 Her operator konveks fonksiyon, n(A4,B) = A — B doniisiimiine gore
operator preinveks bir fonksiyondur, fakat tersi genelde dogru degildir (Ghazanfari ve

ark., (2013), ).

Ornek 2.0.5 (Ghazanfari ve ark., (2013), Ormek 1-c) f(t) = —|t| konveks bir
fonksiyon degildir, fakat f fonksiyonu,

_(A—=B, AB=0veyaA,B <0,
n3(A,B) = {B — A, diger durumlarda

13 fonksiyonuna gore konveks olmayan fakat preinveks olan bir fonksiyondur.
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1. OPERATOR Q-PREINVEKS FONKSIYONLAR
Tammm 3.1.1 (Operator Q-Preinveks Fonksiyon): S € B(H)y, , 1:SX S —

B(H)*_  doniisiimiine gore bir inveks kiime olsun. O halde her t € (0,1) ve

sa

spektrumlari I'da tanimli her 6zeslenik A, B operatorleri igin;

f4)  f(B)
t + 1-1

f(A+m(B,4) < (3.1.1)

esitsizligi saglamiyorsa, f:I — R siirekli fonksiyonuna [ iizerinde 1n’ya gore bir

operator Q-preinveks fonksiyon denir.

UYARI: Operator Q-siifi fonksiyonlarii her o(A4y)’ ya bagh oOzeslenik A,
operatorleri ve Yp_; A, = 1 (1 < k < n) olacak sekilde pozitif A sayilari, sabit ve
sirali n” liler i¢in Jensen tipli esitsizlikler,

n

- £(4
()= 2%

k=I

kolayca genisletilebilir.

Lemma: Kabul edelim ki f: ] — R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f, operator Q-
preinveks fonksiyon ise o halde spektrumlari I’ da olan A € B(H)g, operatorii igin,

f(4) =0.
Ispat: f operator O-preinveks oldugunda her 4, B € B(H)q, icin,

(4) (B)
f(A+1tn(B,A) < ! —+ ({_ 5

esitsizligi gecerli olur. Buradan her iki tarafi t (1 — t) ile ¢arparak;

t(1-0f(A+m(B,A))<1A-0fA)+ tf(B)
elde ederiz.

t > 0ise 0 < f(A) elde ederiz.
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3.2. OPERATOR Q-PREINVEKS FONKSIiYONLARIN BAZI CEBIRSEL
OZELLIKLERI VE BAZI YENI ESIiTSIiZLIKLER

Teorem 3.2.1 f fonksiyonu, I € R kiimesi iizerinde bir n’ya gore operatdr Q-
preinveks fonksiyon olsun. Spektrumlari I’ da olan her A,B € B(H),, ve A < B i¢in,
f’ nin [4, B]’ de integrallenebildigini ve n’ nin (C) kosulunu sagladigini kabul edelim.

Bu durumda,
f (A TS n(B,A)) < [P f(x) da (3.2.1)

esitsizligi dogrudur.

Ispat 3.2.1 iddiaya gore f, 1’ ya gore operator Q-preinveks fonksiyon oldugundan,
spektrumlar1 I’ da olan her A, B € B(H),, operatorleri ve t €(0,1) igin,

(4) (B)
f(A+1tn(B,A) < ! b ({_ 5

esitsizligini yazabiliriz. t = %igin;
1
flA+ Zn(B4) | <2[f(4)+ f(B)]
elde edilir.

Burada := A + tn(B,A) , B := A + (1 — t)n(B, A) olarak segersek,

f(a+ gn@.0) <2 + 7o)

1
f (A +09(B,A) +5n(A+ (1= (B, 4), A+ t(B, 4)) )
<2[f(A+mB,A)+f(A+ 1 -0n(B,A))]

olup n doniistimii, (C) sartin1 sagladigindan

1
A+ tn(B,A) + Er,(A +(1-0n(B,A),A+m(BA)
1—t—t
= A+tn(B,A) +TU(B,A)

1—2¢
= A+ m(B,A) +

n(B,A)
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1
= A+ tn(B,4) +51(B,4) - tn(B, 4)

1
=A+5n(B,4)
yazabiliriz. Dolayisiyla

f (A + %n(B,A)) <2[f(A+tn(B,A) + f(A+ (1 —On(B, ).

Buradan (0,1) aralig1 lizerinde her iki tarafin ¢’ ye gore integralini alirsak,

1 1
f<A+ %n(B,A)> <2 Jf(A+t-n(B.A)) dt+Jf(A+(1—t)~ n(B,A))dt
0 0

< 2.2.$fff(t) dt

esitsizligini buluruz.

B
1 4
f<A+ EU(B,A)> Smjf(x)dx
A

esitsizligini elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar.

2A+n(B,A)

NOT: A+ n(B,A) = .

_ A+(A+n(B.4)
2

E:= A+ n(B,A) olarak tanimlarsak,

24+n(B,A) _ A+(A+n(B,A)) _ A+E

1 j—
A+ Er[(B,A)— > > >

elde edilir. Buradan (3.2.1) esitsizligi,

)5t roa
A

seklinde de yazilabilir.
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Teorem 3.2.2 f,g:1 € R — R fonksiyonlar1 n’ya gore iki operatdor Q-preinveks
fonksiyon olsun. Bu durumda (f + g) fonksiyonu da 1’ya gore operator Q-preinveks

fonksiyondur.

Ispat 3.2.2 f ve g fonksiyonlar1 n’ya gore operatdor Q-preinveks fonksiyon ise,

spektrumlar1 I € R’ de olan her A, B € B(H ), operatdrleri ve her t € (0,1) igin;

F+9)(A+ mB,A) =f(A+tn(B,4) +g(A+ (B, 4)

< f(4) 4 f(B) + g(4) 4 g(B)
t 1-t t 1-t

< fA)+g9(4) n f(B)+g(B)
t 1-t

< (F+9)(4) 4 (F+9)(B)
t 1-t

olup, (f + g) fonksiyonu n’ya gore operatdr Q-preinveks fonksiyondur.

Teorem 3.2.3 f: 1 € R — R fonksiyonu 7’ya gore operatér O-preinveks fonksiyon
olsun. Bu durumda her @ = 0 i¢in (af) fonksiyonu da n’ya gore operatoér Q-preinveks

fonksiyondur.

Ispat 3.2.3 Spektrumlar1 I € R de olan her pozitif, siirl, 6zeslenik A, B operatérleri
ve her t € (0,1) igin f fonksiyonu 7n’ya gore operatér Q-preinveks fonksiyon
oldugundan,

f(A+ tn(B,A)) < %Ah {(—i

yazabiliriz. Her ¢ > O ig¢in bu esitsizligin her iki tarafin1 a ile ¢arparsak

af(A+ t(B,4)) < ocf(;l) + ajlr(_Bi

(af)(4) N (a.f)(B)
t

(af)(A+ tm(B,A)) < T—¢

elde ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.4 Eger f: I € R — R n’ya gore bir operatdr O-preinveks fonksiyon ise
bu durumda spektrumlari I°da olan her A, B € B(H )4, igin,
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f(2A+ n(B,A) —x) <

fA)+f(B)  f(A)+f(B)
Ly - f@
-t t
esitsizligi dogrudur.
Ispat 3.2.4 Ozel olarak = A + tn(B,A) € I , t € (0,1) olarak segelim. Bu durumda,
f2A+n(B,A) —x) = f(2A+n(B,A) — A— tn(B, A))

= f(A+ (1 - tn(B,A)

olarak hesaplanir. Iddiaya gére f, n’ya gore operatdor Q-preinveks fonksiyon

oldugundan,
fQRA+n(B,A) —x) = f(A+ (1 - ©n(B,A4))

_f@ 1@
11—t t

yazabiliriz. Buradan

@), £®)
1-t t

f(2A+n(B,A) —x) <

=f(A)+f(B)+f(A)+f(B)_(f(A)+f(B))

1-t t t 1-t t 1-t
_ W) | @B _ (@ +LB>)
1-t t t 1-t

< f(Aiiv:(B) + f(A):f(B) — F(x)

olup buradan ispat tamamlanur.
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3.3. OPERATOR PREINVEKS P-SINIFI FONKSIYONLAR

Tamm 3.3.1 (Operator Preinveks P-Sinifi Fonksiyonlar) f, [ aralif1 {izerinde
tanimli reel degerli siirekli bir fonksiyonve S, n: S X S — B(H),, doniisiimiine gore
inveks bir kiime olsun. O halde spektrumlari I’da olan her A, B € B(H)¢, ve t € [0,1]

igin;
f(A+tn(B,A) < f(A)+f(B)

esitsizligi saglaniyorsa, f: I — R siirekli fonksiyonuna I iizerinde 7 doniisiimiine gore

Operator Preinveks P-Sinifi Fonksiyon denir.
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3.4. OPERATOR PREINVEKS P-SINIFI FONKSIYONLARIN BAZI
CEBIRSEL OZELLIKLERI VE BAZI YENI ESITSIiZLIiKLER

Onerme: S, 1:S X S — B(H),, déniisimiine gore inveks bir kiime ve f:] — R
stirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica n, S iizerinde (C) sartin1 saglasin. Bu durumda her
A,B € B(H)s, ve V. =A+n(B,A) noktalarimi birlestiren P4, n-yolu iizerinde f
fonksiyonunun 7’ ya gore operatdr preinveks P-sinifi fonksiyonu olabilmesi igin

gerekli ve yeterli kosul her x € H ve ||x|| = 1 igin;
(px,A,BZ(f(A + tn(B, A))x, x) seklinde tanimlanan ¢, 4 5:[0,1] — R,
fonksiyonunun [0,1] araliginda konveks olmasidir.

Ispat:" =" :Her A,B € B(H)so,V = A+ 1(B, A) ve f, Py 1 -yolu iizerinde ° ya

gore operator preinveks P -sinifi olsun. Bu durumda;
@xa5(t)=(f(A + tn(B,A))x, x)
seklinde tanimlanan ¢, 4 p: [0,1] — R fonksiyonunun konveks oldugunu gosterelim.
Iddiaya gore f, P4y 1 -yolu iizerinde n° ya gdre operator preinveks P -sinifi
oldugundan, her A,B € B(H)4, ve t € [0,1] i¢in
A*=A+t;m(B,A) , B*=A+ t;n(B,A) olmak iizere;
Qxap (1=t +tty)=(f(A+ [(1 — )ty + tt;]n(B, A) )x, x)
=< f(A+t;n(B,A) + tt,n(B,A) —tt;n(B,A)) x,x >
=< f(A+t;n(B,A) + t(t, —t)n(B,A)) x,x >
=< f(A+t;m(B,A) + tn(A +t,n(B,A) , A+ tlr)(B,A)) X, x>
=< f(A* +tn(B*,A") ) x,x > f operator preinveks P-sinifi ise;
<< f(A)x,x >+ < f(B)x,x >
<A-t)<fA)xx>+t< f(BHx,x >
<A -t){(f(A+tn(B,A))x,x) + t (f(A+ tn(B,A))x, x)
S (1= O@xap(ty) + t @y ap(tz)

olup,
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@x.ap > [0,1] aralig: tizerinde konvekstir.
&' Kabul edelim ki,
Oxas=(f(A+ tn(B,A))x,x) (3.4.1)
[0,1] aralig1 tizerinde operator konveks olsun.
(F(Cy+1tn(Cy C1))x, x)
ci: A+ tn(B,A) € Pyy
c: A+ t,n(B,A) € Py
seklinde tanimlayalim. Her t € [0,1] igin;
Orap=<fA+tn(B,A)+tn(A+t,;n(B,A) , A+t;n(BA))xx>
=< f(A+t;n(B,A) +t(t, — t;)n(B,A)) x,x >
=< f(A+t;n(B,A) + tt,n(B,A) —t.t;n(B,A)) x,x >
=< f(A+t;(1 — t)n(B,A) + tt,n(B, A))x, x >
=< f(A+ [t;(1 —t) + t;tIn(B,A)) x,x >
= @xap (L1 (1 —1) + t31)
=(1 = )Pxa5(t1) + t@xa5(t2)
=(1- t)(f(A + tln(B,A))x,x) + t(f(A + t,n(B, A))x,x)
< (f(A + tln(B,A))x,x) +(f(A + tzr)(B,A))x,x)
< @xap(t1) + Pxap(tz)

olup f fonksiyonu P4, n-yolu iizerinde n‘ya gore operatér preinveks P-sinifi

fonksiyonudur. Dolasiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.1 Kabul edelimki S € B(H) 4, 1: S XS — B(H),, ‘ya bagl inveks bir
kiime ve 1 dontisiimii (C) sartin1 saglasin. Egerher A,B € B(H)s, veV = A +n(B, A)
icin f: 1 — R fonksiyonu, P,y n-yolu lizerinde n° ya bagli operator preinveks P-sinifi

fonksiyonu ise bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir,

r(5) =2l () ()
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< ff f(A+tn(B,A))dt

< [r+rm + £ (2
< f(4) + f(B). (3.4.2)
Ispat3.4.1x € H, ||x|| = 1 ve t € [0,1] igin;

(Ax,x) € Sp(A) € I ve (Vx,x) € Sp(V) < I o halde,

((A + tn(B,A))x,x) =(Ax,x) +t (n(B,A)x,x) €] (3.4.3)
elde ederiz. f siirekli ve fol f (A + tn(B, A))dt integral degerli operatorii mevcuttur.
n dontisimt, (C) kosulunu sagladigindan her t € [0,1] igin;

A+21(B,A=A+t(B,A) +5n(A+ (1 — (B, A) , A+tn(B,A)) (344)

yazabiliriz. Buradan
f (A +1nc, A)) <1f(A+ mB,A)+2f(A+ 1 -Dn(B A)

< - [(1 = DF(A) + tf(B)] +3 [tf (A) + (1 = Df (B)]
< [(1 - OF(A) + tf(B)] + [t (A) + (1 — Of (B)]

< f(4)+ f(B) (3.4.5)
olup t € [0,1] {izerinde (3.4.5)’ in integrali alinir ve dogru olan asagidaki esitligi
kullanirsak

1 1
fo f(A+tn(B,A))dt= fo f(A+ (@ —-tn(B,A))dt (3.4.6)

Operator preinveks P-smifi fonksiyonlari igin;

f(w) < fol f(A+tn(B,A))dt < f(A) + f(B)

1
f (A er V) < f F(A+ (B, A))dt < f(A) + f(B)
0

sonucunu elde ederiz.
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Bir 6nceki 6nermeden f, 7’ ya gore operator preinveks P-sinifi fonksiyonu igin, @y 4 5,
[0,1] aralig1 iizerinde konveks fonksiyon oldugundan reel degerli konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini kullanabiliriz.

b

0(57) <5 [ o(srds < 0@ + 9 0)

a

a=0,b=1ile
2

<f (A+V)x x> < 2fz(prB(s)ds << (f(A) > +< f(A+V))x ‘>
elde ederiz.

waz%,bzlm

(F (52 2.%) < Fgeanntsrds < {f (25) xx) + (F 0,0
elde ederiz.

Iki sonucun toplamu ile,

S o ) = oo

< <(f(A)w;f(V)) X+ 2f (A+V) Xx >

yazilabilir. Ayrica f fonksiyonunun siirekliliginden;

fol (f(A + tn(B, A))x, x)dt =f01 (f(A + tn(B,A))dtx,x),

esitsizligi dogru olup, (3.4.4) esitsizliginden

Y 2 (Y o () = s o0

buluruz. Buradan istenen (3.4.2) sonucunu ¢ikaririz.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasi, literatiirde olmayan ve ilk defa burada tanimladigimiz Operator Q-
preinveks Fonksiyonlar1 ve Operator Preinveks P-Sinifi Fonksiyonlar1 kavramlarinin
incelenip a¢iklanmasiyla meydana gelmistir. Bu calismada elde edilen siniflar ile ilgili
bazi yeni tanim, teorem ve esitsizlikler verilmistir. Verilen bilgilere dayanarak Hilbert
uzay1 lizerinde smirli, 6zeslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlar1 i¢in operator
preinveks simifi alaninda bilgi edinmek isteyen bilim insanlarina yol gosterici bir

literatiir olma niteligindedir.
Bu tez calismasinda asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1) n’ya gore Operatdr Q-preinveks Fonksiyon tanimi verilmis, bazi cebirsel 6zellikleri

arastirilmis ve Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler ifade ve ispat edilmistir.

2) n’ya gore Operator Preinveks P-Sinifi Fonksiyonlari tanimi verilmis, bazi cebirsel
Ozellikleri arastirilmis ve Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler ifade ve ispat

edilmistir.
Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar 1s181inda agagidaki onerileri verebiliriz.

1) Klasik esitsizliklerle, bir Hilbert uzayinda smirli 6zeslenik operatdrlerin siirekli

fonksiyonlar1 i¢in diger tip konvekslik ¢esitleri incelenebilir.

2) Incelenecek diger tip konvekslik cesitleri i¢in yol ve ydntem olacak bir kaynak

olarak bakilabilir.
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