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OZET

BEZIER EGRILERIi VE BAZI UYGULAMALARI
SULE ALTUNORDU

ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI, 105 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT

Bu ¢aligsma dort boliim halinde diizenlenmistir. Girig boliimiinde Bezier egrileri
hakkinda genel bilgiler verilerek bu alanda yapilan literatiir caligmalarina yer verildi.

Genel bilgiler boliminde, 3-boyutlu Oklid uzayina ait kavramlara, alternatif
cati1 hakkinda temel bilgilere ve alternatif Darboux vektoriine yer verildi. Daha sonra
Bezier egrisinin nasil olusturuldugu verilerek kuadratik, kiibik Bezier egrileri
hakkinda temel kavramlar ve genel Bezier egrisinin denklemi verildi. Son olarak
control noktalar1 verilen Bezier egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri verildi.

Bulgular ve Tartigma boliimii galismamizin orjinal kismini olusturmaktadir. Bu
boélimde ilk olarak, P, = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), P; = (0,0, 1) kontrol
noktalar1 esas alinarak elde edilen P(t) kiibik Bezier egrisi olusturuldu. Olusturulan bu
egrinin Frenet vektorleri ve Darboux vektorii hesaplandi. Daha sonra Darboux vektorii
kullanilarak egri iizerinde ortonormal c¢ati olan N,C,W alternatif cati vektorleri
olusturuldu. Son olarak elde edilen bu egrilerin Frenet catilar1 ile alternatif c¢ati
vektorlerinden elde edilen Smarandache egrileri tanimlanarak her bir Smarandache
egrisi i¢in Frenet ve alternatif cati vektorleri, egrilik ve burulmalari ayr1 ayri
hesaplandi. Maple ve Word programlar1 kullanlarak elde edilen egrilerin ¢izimleri
yapildi.

Anahtar Sozcukler: Alternatif ¢ati, Bernstein polinomlari, Bezier egrisi, Kibik
Bezier egrisi, Smarandache egrisi.



ABSTRACT

BEZIER CURVES AND SOME APPLICATIONS
SULE ALTUNORDU

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 105 PAGES

SUPERVISOR: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT

This study is organized in four parts. In the introduction, the literature in this
field is given for general information about Bezier curves.

In the general information section, the concepts of 3-dimensional Euclidean
space, basic information about the alternative frame and the alternative Darboux vector
are given. Then, by giving how the Bezier curve is formed, the basic concepts about
quadratic, cubic Bezier curves and the general equation of the Bezier curve are given.
Finally, the Frenet vectors and curvatures of the Bezier curve with control points are
given.

Findings and Discussion section constitutes the original part of our study. In
this section, firstly, the cubic Bezier curve P(t) obtained based on the control points
P, = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, =(0,1,0), P; = (0,0,1) is defined. Frenet vectors
and Darboux vector of the defined curve are calculated. Then, using the Darboux
vector, alternative frame vectors with orthonormal frame N, C, W on the curve were
created. Finally Frenet roofs of this curve we obtained and Smarandache curves
obtained from alternative roof vectors were defined and Frenet and alternative roof
vectors were calculated separately for each Smarandache curve. At last the curves we
obtained are drawn using the Maple and Word programs.

Keywords: Alternative frame, Bernstein polynomial, Bezier curves, cubic Bezier
curves, Smarandache curves.
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1. GIRIS

Bezier egrileri, bilgisayar grafiklerinde, Bigisayar Destekli Tasarim(CAD) uygulamala-
rinda ve diger bir ¢ok ilgili alanda diiz yiizeylerin modellenmesinde siklikla kullanilan

parametrik bir egri bi¢cimidir.

Pierre Etienne Bezier Paul De Casteljau

Sekil 1.1: Pierre Etienne Bezier, Paul De Casteljau

Bezier egrileri ve yiizeyleri ilk olarak (1958 —1960) yillar1 arasinda otomotiv sektoriinde
Fransiz bir mithendis olan Pierre Etienne Bezier ve Fransiz bir matematikci Paul de Faget

de Casteljau tarafindan farklh zamanlarda geligtirilmistir.

Pierre Etienne Bezier makine ve endiistri mithendisidir.1933 yilinda Renault firmasinda
mekanik yontem ve planlama boliimiinde calismaya baglamigtir.1960 yilindan itibaren de
arag govde ve tasarim boliimiine gegip, arag tasarimi iizerine ¢alismigtir. Uzun yillar bu fir-
mada caligan Pierre Etienne Bezier’in adiyla anilir hale gelen polinom egri ve yiizeylerinin
Bernstein formunda ifadesiyle gelisen Bezier egri ve yiizeyleri teorisi otomobil kaporta
ylizeylerinin az sayida parametreyle degistirilerek kontrol edilebilen egrilerle tanimlanabil-

mesi i¢in Pierre Bezier tarafindan 1960’da gelistirilmistir.

Disibiiyiik (2005), ” Rasyonel Bezier Egrileri” isimli tez ¢alismasinda g-Bernstein Bezier
polinomlarini kullanarak rasyonel Bezier egrilerini genellegtirmigtir. Bu egrileri genellestiril-
mis de Casteljau algoritmasi kullanarak elde etmistir ve g-Bernstin Bezier egrilerini matris

formunda gostermigtir.



Yilmaz (2009), ”Bezier Egrileri Ve Bezier Yiizeyleri” isimli tez ¢aligmasinda Bezier
yiizeylerinin egriliklerinin ve gekil operatoriiniin kontrol noktalar: cinsinden incelenmistir.
Bezier yiizeylerinin egriliklei ve gekil operatorii aragtirilmigtir.

Sarag (2016), ”g-Tomurcuk Fonksiyonu ve g-Bezier Egrileri”isimli tez galigmasinda
Bernstein taban fonksiyonlarimin Bezier egrilerinin sekli tizerindeki etkisini 6rnek vererek
gostermistir.Sonrasinda, g-Bernstein taban fonksiyonu kullanilarak tanimlanan g-Bezier
egrileri ve 6zellikleri vermigtir.Daha sonra sahip oldugu kontrol(Bezier) noktalari ile Bezier
egrisinin genel olarak uygulama alanindaki 6neminden ve bu egrilerin q parametresinden

nasil etkilendiginden bahsetmistir.

Simsek (2016), ”Bezier Egrileri Ile Deforme El Modelinin geligtirilmesi” isimli tez
calismasinda Bezier egrilerinin, tip alaninda kullanimini gosteren 6nceki ¢caligmalar: 6zetle-
mistir. Bezier egrileri ve B-Spline egrileri yardimiyla C++ ve Autocad programlarinda el
modelleri ¢izmig ve elde edilen modeller arasinda kargilagtirma yapmistir ve bu modellerin

matematiksel denklemlerini vermigtir.

Ozmen (2017), "Kiibik Bezier Egrileri Ile Yiiz Ifadesi Tanima” isimli tez cahigmasimda
resimlerden yiiz ifadesi tanima iglemi gergeklestirmistir. Caligmasinda giilen,lizgiin, saskin,
korkmus, kizgin, igrenme, ve dogal olmak tizere 7 farkli duygu tespitinde kiibik Bezier

egrilerini kullanmigtar.

Yilmaz Luzum (2018), " R? deki Yiizey Egrilerinin Bezier Egrileri ve Matlab Uygula-
malar1” isimli tez ¢aligmasinda yiizey tizerinde bir egri ve bu egrinin ikiden fazla nokta
almistir ve buna ait Bezier egrisini hesaplamistir. R deki yiizey egrilerinin Bezier egrilerini

incelemistir.

Erkan (2019), ” Oklid Diizleminde Ve Oklid Uzayinda Bezier Egrileri” isimli tez caligma-
sinda Oklid diizleminde ve Oklid uzaymmda Bezier egrisinin Serret-Frenet elemanlarin
incelemigtir. Daha sonra , bir algoritma tanmimi vererek Bezier egrilerinin algoritmik
tanimina yer vermis ve bu tanimi kullanarak egrinin her noktasinda Serret-Frenet ele-

manlar1 diizlemsel ve uzaysal olarak incelemigtir.

Kiligoglu ve Senyurt (2019), ”On The Cubic Bezier Curves In E? 7 isimli galigmada
E? de kontrol noktalarma bagh matris formlu kiibik Bezier egrisini incelemislerdir. Ayrica

herhangi bir kiibik Bezier egrisinin kontrol noktalarini bulmanin basit bir yolunu vermisler-

dir.

Kiligoglu ve Senyurt (2020), ”On the Involute of the Cubic Bezier Curve by Using

Matrix Representation in 2 7 isimli calismalarnda E? de kontrol noktalarma baglh matris



formlu kiibik Bezier egrisinin involiitiinii incelemiglerdir.Ayrica Frenet vektor alanlar1 ve
kiibik bezier egrisinin involiitiiniin egriliklerini E3’teki ilk kiibik Bezier egrisinin Frenet

aparatina dayali olarak incelemislerdir.

Bu ¢aligmada, 6zel olarak Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), P; = (0,0,1)
kontrol noktalar esas alnarak P(t) kiibik Bezier egrisi olugturuldu. Daha sonra olugturulan
egrinin Frenet vektorleri ile Darboux vektori hesaplandi. Darboux vektori kullanilarak
egri lizerinde ortanormal cati1 olan N,C W alternatif cat1 vektorleri ifade edildi. Son
olarak elde edilen egrinin Frenet catilar1 ile alternatif cat1 vektorlerinden elde edilen

cat1 vektorleri ayr1 ayri hesaplandi.



2. GENEL BILGILER

2.1 Oklid Uzay:

Bu bolimde, 3-boyutlu Oklid Uzay ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir. A bogtan

farkli bir ctimle ve V de K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
fiAXA-SV

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglarsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

A1 :VP,Q,Re A i¢in f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

Ay VP e AVae V icin f(P,Q) =«
olacak gekilde bir tek @ € A noktasi vardir. A, V ile birlesen bir afin uzay olsun.
Py, P1, Py, P; € Anoktalaricin { Py Py, Py P, PoyPs} climlesi V' nin bir bazi ise { Py, Py, Ps, P}
nokta 4-liisiine bir afin catisi denir. Burada P, noktasina ¢atinin baslangic noktasi |

P;,1 <4 < 3, noktalarina da catinin birim noktalari denir. boyV = 3 ise A ya 3-boyutlu

bir afin uzay denir.

(V:VxV SR

seklinde tanmimli fonksiyon asagidaki aksiyomlar: saglarsa bu fonksiyona bir i¢ carpim

fonksiyonu denir: Vz,y,2z € V, Va,b € R icin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(az + by, z) = a(z, 2) + b(y, 2),

(v, ay + b2) = a{z, ) + b{z, 2),
b. Simetri Aksiyomu;
{2, y) = (y, ),
c. Pozitif Tamimhhk (kararhlik) Aksiyomu;

(x,z) >0, (r,z) =02 =0.



R3 afin uzay, V X,Y € R? olsun.
<a> : RS X Rg - R? <X7 Y> = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona standart i¢ ¢carpim
veya Oklid i¢ carpimi denir. Uzerinde Oklid ic carpim tamml R? afin uzayma Oklid

uzay1 denir ve E3 ile gosterilir.

X = (21,29,23), Y = (41,2, y3) € R? olmak fizere,

d:R3xR* 5 R, d(X,Y)=

seklinde tamimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu , d(X,Y’) reel sayisina da X ve Y

noktalar: arasindaki uzaklik denir.

a: I CR = R a(s) = (ai(s),as(s), az(s)) diferensiyellenebilir fonksiyona R? te bir
egri denir. Burada I araligina a egrisinin parametre araligi, s € I degiskenine de «
egrisinin parametresi denir. « egrisinin yay parametresine gore teget, aslinormal ve bi-

normal vektorleri sirasiyla

a//(s)

~ Jla(s)"

B(s) =T(s) AN N(s)

verilir. Bu vektorlere egrinin Frenet vektorleri adi verilir. o birim hizli egri degil ise Frenet

vektorleri
a'(s) a'(s) ANd’(s)
T(s)=——=, N(s)=DB(s)AN(s), B(s)= (2.1.1)
lo’(s)] la’(s) A a(s)]]
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983). « egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla
o) A (s)| et (s) 0”9 0”(s)

e A PU A VA

bagintisiyla verilir, (Sabuncuoglu, 2014). Eger « egrisi yay parametresiyle verilirse egrilik



k(s) = a’(s) ve torsiyon 7(s) = —(B'(s), N(s)) seklindedir. Yay parametresiyle verilen

egrinin Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

T'(s) = nr(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s)+ 71(s)B(s), (2.1.3)
B'(s) = —7(s)N(s)

bagintist vardir. Bu bagmtiya egrinin Frenet formiilleri adi verilir, (Hacisalihoglu, 1983).

a egrisi Frenet vektorlerine bagh olarak

a(s) = f(s)T'(s) + g(s)N(s) + h(s)B(s) (2.1.4)

seklinde yazilir. Burada f, g, h katsayilari

’

f(s)=1+g(s)r(s), g(s)=h(s)r(s) = f(s)r(s), h(s)=—g(s)T(s).  (2.1.5)

seklinde birer fonksiyondur (Chen, 2001).

2.2 Oklid Uzayinda Alternatif Cati

a egrisinin Frenet vektorleri parametreye bagl olarak bir eksen etrafinda donme

hareketi yapar. Bu eksene iizerindeki vektor W ile gosterilirse
T"=WAT, N=WAN, B =WAB (2.2.1)

bagintisinm saglar. Buradan gerekli islemler yapildiginda W

W =7T 4+ kB

seklinde bulunur. Bu vektore Darboux vektorii denir. Darboux ekseni tizerindeki birim

vektore ise birim Darboux vektori denir ve

S —
VK2 + 72 VK2 + 72

W (2.2.2)

seklinde yazilir (Fenchel,1951), (Gray,1997). « egrisinin N normal vektorii ile W birim



Darboux vektoru vektorel carpilirsa

K T

T + B
VK24 T2 VK2 + 72

birim vektorii elde edilir. Bu gekilde elde edilen { N, C, W'} sistemine Alternatif ¢ati denir,
(Kaya ve Onder, 2017).

IIIIIIIIIIIIIIIII’ T

C=WAN

1

Va2 422

B W= (zT + kB)

(@)

Sekil 2.1: Alternatif cat1

(2.2.2) ve (2.2.3) bagmtilarinda gerekli iglemler yapildiginda alternatif ¢ati ile Frenet gatist

arasinda
N = N,
c = i NR—
«%2—1—72 ,/,{2+7.2 !
T K
W = + 224
VK2 + 72 VK2 4 72 (2.2.4)
veya
T — " ¢ T
,/K2+72 ,/,i2_1_72 ’
N = N,
B — T K




bagintisi vardir. Bu bagimtida § = vVk?2 4+ 72 , k= g ve T = % alinirsa catilar arasindaki
baginti

N = N,

C = —kT+7B,

W = 7T +&B (2.2.5)
veya

T = —kC+7W,

- N,

B = 7C+RW
seklinde bulunur.

Teorem 2.2.1 Alternatif ¢ati vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

N' =80, ' '=-BN+AW, W =-~C (2.2.6)

2

(Z)/ seklinde bir katsayidir.

bagintis1 vardir. Burada v = ————
& " K2+ 12K

Ispat. (2.1.3) ve (2.2.5) bagmtilarimdan

N = —kT+ 7B
= —k(—=RC +TW) + 7(7C + W)

= kkC — kTW +77C + 78W

K2 4+ 712

bulunur.



B = VK2 + 72 esitligi yerine yazilirsa
N' = pC
bagntisi elde edilir. (2.2.5) bagintisinda C' vektoriiniin tiirevi alinirsa
C'" = —fFT—-kKT"+7B+7B
olur. (2.1.3) ve (2.2.5) esitlikleri yerine yazilirsa

C'" = —(R)'T—kekN+(T)B+7(—7)N
= —(kk+77)N — ()T + (7)'B
= —0BN — (8)'(=RC +TW) + (7)(7C + W)

= —BN+ ((R)R+ F)7)C+ (—(R)T+ (F)rR)W
0

K T
= —OBN+——(—)W
PN + K2+ 712 (/i)
bulunur. W vektoriinin katsayisi
k2 T,
= ———(— 2.2.7
TR </£) ( )
olarak almirsa C’ vektorii
C'" = —BN+yW

seklinde bulunur. (2.2.5) bagintisinda W vektériiniin tiirevi alinirsa
W' = (7)T+7T" + (R)'B+ kB’

olur. (2.1.3), (2.2.5) ve (2.2.7) bagmtilarindan W’ vektori



W' = (7)T +7kN + (R)'B+ k(—7N)

= (fk — kT)N + (7)'T + ()'B

= (Tk —RkT) N + () (—kC +7W) + (§) (7C + kW)

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.2 « egrisinin alternatif ¢at1 vektorleri N, C'; W olsun. Bu ¢atiya gore Dar-

boux vektori

D =~N + W (2.2.8)

seklinde verilir, (Senyurt, 2018).

(@)

W

Sekil 2.2: D alternatif Darboux vektorii
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Ispat. Darboux vektorit N, C, W vektorlerine bagh olarak (Sekil 3.2) den
D =aN +bC + W (2.2.9)

yazihr. D vektorii (2.2.1) bagmtisia benzer olarak sirasiyla N, C, W vektorleriyle

vektorel carpilirsa

N =DAN

4

pC = (aN 4+ bC + cW) AN
= pBC =—-bW +cC
= b=0, c=0p0.

C'"=DANC = —pBN+AW = (aN +bC +cW)AC
= —fOBN +yW =aW —cN
= a=7v, c=0/p.

W =DAW = —C = (aN+bC +cW)AW

= —(C =—-aC — DN

= a=v, b=0.
bulunur. a, b, ¢ katsayilar1 (2.2.9) de yerine yazilirsa D alternatif Darboux vektorii
D =+N + W

seklinde olur.

Birim hizli bir « egrisinin «a(s) noktasindaki alternatif gatisi {N,C, W} olsun. « egrisi

(2.1.4) deki bagintiya benzer olarak ¢at1 vektorleri cinsinden ifadesi

a(s) = fi(s)N(s) + g1(s)C(s) + ha(s)W (s) (2.2.10)

seklinde yazilir. Burada fi, g1, h; fonksiyonlar: arasinda
fi(5) = g1()B(s),  g1(s) = hu(s)y(s) = fi(s)B(s) =k, his) =7 — gi(s)y(s) (2.2.11)

bagintisi vardir. Bunu gormek icin a(s) egrisinin (2.2.5) ve (2.2.6) bagmtilar1 dikkate

11



alinirsa
o'(s) = fi(8)N(s) + fi(s)N'(s) + g1 (s)C(s) + g1(s)C'(s) + hi(s)W(s) + ha(s)W'(s)

—RC+TW = (fl — 1B)N + (¢, + f1f — hy)C + (W + i)W

olur.

2.3  Oklid Uzaymda Smarandache Egrileri

Tanim 2.3.1 Konum vektorii, herhangi bir « egrisinin Frenet vektorleri olan ve bu
vektorler  tarafindan  ¢izilen  regiiler  egriye =~ Smarandache  egrisi  denir
(Turgut ve Yilmaz, 2008).

Bu tanim su sekilde de verilebilir:

Tanim 2.3.2 « : [ — R3? birim hizh regiiler egrinin Frenet gatis1 {7, N, B} olsun.

B(s) = ( (2.3.1)

vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Senyurt, 2013).

Tanmim 2.3.3 o : I — R? birim hizh regiiler egrinin Frenet catis1 {T, N, B} olsun.

T N— Smarandache egrisi

1
5TN:E(T+N)

seklinde tammlanir (Ali, 2010).

Teorem 2.3.1 T'N— Smarandache egrisinin xg,, egriligi ve 7,, torsiyonu sirasiyla,

_ VPP P

Fpry (2K2 + 72)2 7

V2((* + 72 = &) (kgs + 7q1) + k(KT + 7') (2 — @) + (5* + ) (Kgs — Ta))
(T(2R% + 72) + KT! — K'T)2 4+ (K'T — KT')? + (2K3 + KT2)?

TBrn =

12



seklinde verilir. Burada pq, pa, p3, q1, ¢2 Ve q3
_ 206,2 | 2 / /
m = —(kK2r"+7°)+7(7r — kT")),
pr = —(K*(2K*+37%) +7(7% — 7K + KT)),

ps = k(T(26% +7°%) = 2(7K' — KT')),

q = K+ k(1?—=3K) =K',
¢ = —kK —k(T*+3K) =317 + K",
@3 = —RT—T 42Tk + kT + 7"

seklinde birer katsayilardir, (Ali, 2010).

Ispat. TN-Smarandache egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi alimirsa

dsgry  (—KT + kN 4 7DB)

T
BrN ds \/5

S . .
olur ve norm aliirsa % ifadesi

s
dsg.y  [2K% 4 T2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yerine yazilirsa Sry egrisinin teget vektorii

—xT +xN+7B
NoTer

TBTN (S ) =
olur. Buradan tekrar tiirev alinirsa TéTN tirevi

V2
5 (1T + paN + p3B)

TéTN(S) = (2k2 + 72)

seklinde bulunur. Sry egrisinin egriligi s, ile gosterilsin. Bu durumda rg,, egriligi

\/5\/79% + p3 + 13

(2K2 4 72)2
olur.

13



Brn egrisinin aslinormali Npg,., ile gosterlilirse

N — TéTN
BrN | | T/TN ”

il + pa N + psB

N R R

seklinde bulunur. Bg,, = T, N Ng,, oldugundan Bg,, vektorii

(kp3 — p2)T + (kps + 1) N + (—Kpy — kp1)B
V (0} + P34 p3) (262 + 72)

BﬁTN -

olur. Srx egrisinin ikinci ve tli¢lincii tiirevleri sirasiyla

b —(k2+ KT + (' — k> = 1*)N + (k7 +7')B
TN — \/§ )
noo__ Q1T+ QQN + QSB

TN — \/5

seklinde bulunur. Sry egrisinin torsiyonu 7g,., ile gosterilirse 73, torsiyonu

o el By, B, Bl
T T B A B E

V2((2 + 7% = K)(kgs + 7q1) + 6(5T + 7)) (2 — 1) + (K> + ) (kg5 — Tq2))

Thrn = (T(2k2 4 72) + kT — K'T)2 + (KT — KT')2 + (2K + KT2)?

olur.
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Tanim 2.3.4 « : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet ¢atist {T, N, B} olsun.

N B— Smarandache egrisi

Bnp = %(N + B)

seklinde tammlanir (Ali, 2010).

Teorem 2.3.2 NB— Smarandache egrisinin s, , egriligi 73, , torsiyonu sirasiyla,

P pi + 15 + g
BNB (27_24_52)2 ’

\/5(27’3614 + 272Kk + TR Qs + K3q6 — K'Tg — K'Tqs + KT'q6 + KT'g5)
(T(272 + K2))2 + (—7K + k7")2 + (272K + K* — K'T + KT')?

T8N —

dir. Burada py4, ps, ps, G4, ¢5 Ve g

ps = 7277k + K — 2K'T + 2K7'),

ps = =21 —371%6% — kP 4+ K'TK — KT,
pe = —210 —7%k% — KTk + K2,
_ 3 3 / ! "
Q@ = —TRK+K +KRTH+2RT — K,
¢ = T4+ 71K?—3kK +37%7 -1,
@6 = T +71K> =317 — 717"

seklinde birer katsayilardir (Senyurt, 2013).

Ispat. NB-Smarandache egrisinin sg, , yay parametresine gore tirevi almirsa

T dsgyy (=T — TN +7B)
BNB ds \/§

dSﬁ
S

NB

olur. Norm alinirsa ifadesi

dsgy, 272+ K2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yerine yazilirsa Syp egrisinin teget vektorii

—kT'—7N + 7B
V212 4 K2

TﬁNB (S) =

15



olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alimirsa Tj  (s) tiirevi

V2

TéNB(S) = W(MT + ps N +pGB)

seklinde bulunur. Syp egrisinin egriligi kg, , ile gosterilirse kg, , egriligi
!
Ky = HT,BNBH

/3 P+ P2 + pi
(272 + K2)?

olur. Byp egrisinin aslinormali N, , ile gosterlilirse

N _ TéNB
N =
’ TGl

paT + psN + ps B

VPl + D2+ Dd

seklinde bulunur. Bg,, = T3, , A Ngy, oldugundan Bg,,, vektori

(—=mps — Tps)T + (kps + TPs) N + (—kps + Tps) B
V(03 + P+ pE) (272 + K2)

BIBNB =

olur. Syp egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

y (W +krT)T+ (k=7 —7°)N+ (—7*+7)B
NB \/5 )

"o Q4T + Q5N + Q6B

NB — \/5

dir. Bnp egrisinin torsiyonu 73, , ile gosterilirse 73, , torsiyonu

7-5 — det(BEVB7BK/'Ba K;B)
v 1Bve A BYsl?
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V2(2713qy + 27%kKqs + TR Qs + K3qs — K'Tqs — K'Tqs + KT'qs + KT'gs5)
T fr—
Pne (T(272 + K2))2 + (—7K + KT")2 + (272K + K® — K'T + KT')?

seklinde bulunur.

Tanim 2.3.5 o : I — E3 birim hizh regiiler egrinin Frenet catist {T, N, B} olsun.
T B— Smarandache egrisi

1
Pre = E(T—i— B)

seklinde tanimlanir (Ali, 2010).

Teorem 2.3.3 T'B— Smarandache egrisinin g, egriligi 73,, torsiyonu sirasiyla,

B 2(K2 +712)

Krg = - )

\/§(n3qg — 2K27q9 + K*Tqr + KT Q0 — 2KT2q7 + T3G7)
T =
ore (r(k — 1)2)2 + (k(r — 7)2)?

dir. Burada q7, gs ve qo

qr = —3kK +2k7 + K'T,
s = 53 + T/iQ o /£7'2 + 7_3 4 /i” . 7_//’
g = kKT +2K'T =377

seklinde birer katsayilardir (Ali, 2010).

Ispat. T B-Smarandache egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsgry,  (k—T)N

TﬁTB ds - \/5
d
olur. Norm alinirsa 4br ifadesi
s
dsﬁTB o (’i - 7_)2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yerine yazilirsa Srp egrisinin teget vektorii

T/BTB (S) =N

17



olur. Bu ifadenin tekrar turevi alinirsa

2
(—kT + 7B)

Th,(5) =

seklinde bulunur. Srp egrisinin egriligi s, , ile gosterilirse rg,, egriligi

H’BTB = ”TéTB”
B 2(k2 + 712)
N K—T

olur. Brp egrisinin aslinormali Ng, , ile gosterlilirse
U
TBTB

Nﬁ B
! 175,

—xT +7B
VKZ 4 72

seklinde bulunur. Bg,, = Tp,, N\ Ng,, oldugundan Bg,, vektorii

B _ 17T'+ kB
Br — /—K2+72

olur. Srp egrisinin ikinci ve tiglinci tiirevleri sirasiyla

b (—k2+76)T + (K — 7')N + (k7 — 7*)B
TB \/5 )

"o q7T + QSN + Q9B

TB — \/5

seklinde bulunur. Srp egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

T — det(£§"B7 ¥B7 %/B)
S T

T8y = V2(KPqo — 26°Tqy + K2Tq7 + KT2qe — 267%q7 + T3qz)
Bre — (T(k — 7)2)2 4 (k(k — 7)2)2

olur.
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Tanim 2.3.6 o : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet ¢atist {7, N, B} olsun.
TN B— Smarandache egrisi

5TNB = %

seklinde tammlanir (Ali, 2010).

(T+ N + B)

Teorem 2.3.4 T'N B— Smarandache egrisinin xg,,, egriligi ve 75, , torsiyonu sirasiyla,

V3\/p? + p2 + pd

- 2(k2 + 72 — K7)2’

KRBryp =

\/§<21{3q12 — 2K2Tqua + 2K%Tquo + 26T2q1a — 26T2qu0 + 273 qu0 + KT 12 — K'Tq1s

+r7'q11 + KT quo — K'Tq11 — fi/T(ho)

Tg =
e (2/<o7'(r<c —7)+ 273 + k7' — r<c’7)2 + (2&3 —2kT(k—T) + KT — /<;’7')2

+(k7" — K'T)?

dir. Burada pz, ps, pe, qio, 11 Ve 12

pr = 27k —AT%R? 4+ 47k — 26" — 26T 4 K'TR + 27RT — KT,

ps = =210 4273k — 47 R2 4 27K — 261 + KPP 4 KiTR — KA — TRT,
pe = =270 +473k — A7 K2 4 27K + K% — 267K — TRT + 2K%T,

qo = —k"+rK> =36k +27k+ 7K + 2K,

g1 = -3k +K —1" =Kk — Kk +1R*+7° =377,

Qo = —KTH26T =317+t +7" =73

seklinde birer katsayilardir (Senyurt, 2013).

Ispat. TN B-Smarandache egrisinin Sgynp YAy parametresine gore tirevi alimirsa

dspryy  —KT +(k—T)N+7B

T =
BrNB ds \/g
d
olur. Norm alinirsa prnp ifadesi
s

dSgrns _ \/2(/12 + 72 — KT)
ds
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seklinde bulunur. Bu ifade yerine yazilirsa Sryp egrisinin teget vektorii

—kT 4+ (k—7)N+ 7B
V2(K2 + 72 — KT)

TBTNB (S) -

olur. Tekrar tiirev almirsa Tj_  (s) tiirevi
TNB

V3

2(/{2 —+ T2 ,{7—)2 <p7T +p8N + pr)

Torns(s) =

seklinde bulunur. Sryp egrisinin egriligi xg,.,, ile gosterilirse kg, , egriligi

K/ﬂTNB - ||TéTNB||

V3\/ P2+ pk + pd

2(K2+ 72 — KkT7)?

olur. Bryp egrisinin aslinormali Ng,, , ile gosterlilirse

T/

BrNB

Ngpypy = —2INE
e 1T

prT + psN + po B

VD3 + pi + P}

seklinde bulunur. Bg, ., = 18,55 N Napnp 0ldugundan Bg,,, vektori

((k — 7)pg — 7ps)T + (Kpo + Tp7)N + (—kps — (k — T)p7) B
V2(k2 4+ 72 — k7)(P% + P + p)

BﬂTNB -

olur. Srnp egrisinin ikinci ve iiglinci tiirevleri sirasiyla

Y (=K' = K2+ 7R)T + (=K*+ K —7 =7 )N + (k7 — 72+ 7')B

TNB — \/§ )

w @l +quN+q2B

TNB — \/g
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seklinde bulunur. Sryp egrisinin torsiyonu 7g,.,, ile gosterilirse 73, , torsiyonu

75 _ det(Brne, Brng, Brng)
e 18758 A Brasll?

)

\/§<2/<;3q12 — 2K%Tqua + 2K2Tquo + 2672 Q1o — 26T2qu0 + 273 qu0 + KT/ qia — K'Tque

+r7'q11 + KT o — K'Tq11 — H/TQ10>

7_ pr—
P (2kT(k = T) + 273 + kT — K'T)* + (2K — 267 (K — T) + KT’ — K'T)?

+(k7T' — K'T)?

seklinde elde edilir.

2.4 Oklid Uzayinda Bezier Egrisi

Tanim 2.4.1 E* Oklid uzaymda Py = (0,0, 20) ve Pi = (1,11, 21) kontrol noktalar:

verilsin. Bu noktalarin olusturdugu

P(t)=(1—1t)-Py+t-Putel0,1] (2.4.1)

P(t) egrisine lineer Bezier egrisi denir. (Sekil 2.3)

A
............................................................................

Sekil 2.3: Lineer Bezier egrisi
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Burada;

Py (t) noktas1 PyP; dogru parcasi iizerinde herhangi bir nokta ve

ise 1. dereceden Bernstein polinomlaridir.

Tanim 2.4.2 E3 Okhd uzaylnda PO = ($0,y0,2’0>,P1 = (:r:l,yl,zl) ve P2 = ($2,y2,22>

kontrol noktalar:1 verilsin. Bu noktalarin olugturdugu

Pt) = (1-t)2P+2(1—-t)tP+t*".P
2
= Y P.B(t) (2.4.2)
i=0
P(t) egrisine kuadratik Bezier egrisi , kontrol noktalarimin olugturdugu dogru pargalar

ile elde edilen tiggene kontrol poligonu denir (Kaplan ve Mann 2006 ; Marsh 2005).
(Bknz. Sekil 2.4)

Sekil 2.4: Kuadratik Bezier egrisi

(Sekil 2.4)” den goriildiigii gibi;
PyP; dogru parcasi iizerinde herhangi bir nokta Py'(t) , P P, dogru parcasi iizerinde
herhangi bir nokta P,*(t) , Py'(t)P,*(t) dogru parcasi iizerinde herhangi bir nokta Py?(t)

ile gosterilmistir.
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(2.4.2) esitligindeki Bernstein polinomlari

BOQ(t) = (1_t)27
B*(t) = 2(1 -1},
BA(t) = ¢

seklinde yazilir. Bu fonksiyonlar 2. dereceden Bernstein polinomlar: olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.3 E* Oklid uzaymmda Py, = (0, Y0, 20), P1 = (21,51,21), Py = (%2,Y2,22) Ve

Py = (x3,ys, z3) kontrol noktalar1 verilsin. Bu noktalarmn olugturdugu
Pt) = (1—-t)3Py+3.(1—-t)%t.P +3.(1-t)t>.P, + .1
3
= Y P.B(t) (2.4.3)
=0
P(t) egrisine kiibik Bezier egrisi , kontrol noktalarimin olusturdugu dogru parcalar ile elde

edilen poligona kontrol poligonu denir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005). denir.
(Bknz. Sekil 2.5)

Pi(t)

Pi(t)

P3 (t)
Sekil 2.5: Kiibik Bezier egrisi

Sekilden goriildiigii gibi;

PyP, dogru parcasi iizerinde herhangi bir nokta Py'(t) , P,P, dogru parcasi iizerinde
bir nokta P*(t), P,P; dogru parcas iizerinde bir nokta P'(t) , W dogru
parcasi iizerinde bir nokta Py?(t) , m dogru parcasi iizerinde bir nokta P*(t) ve
W dogru parcasi iizerinde herhangi bir Py3(¢) ile gosterilmistir.
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(2.4.3) esitligindeki Bernstein polinomlari;

By(t) = (1-1t),

Bit) = 3(1-1t)*,

Bi(t) = 3(1—t)t*,
(t)

B33 (t
seklinde yazilir. Bu polinomlara 3. dereceden Bernstein polinomlar: denir.

Tanim 2.4.4 E? Oklid uzaymda (n+1) kontrol noktasi verilsin.Bu kontrol noktalar:
Py = (%0, %0, 20), P = (21,11, 21), Po = (%2,Y2,22), ..o, Py = (T, Yn, 2,) olsun. Bu nokta-

larin olugturdugu

P(t) = Zn:Pi.B,;"(t) (2.4.4)

P(t) egrisine n.dereceden Bezier egrisi denir.

Burada;

n

5 - (!

)u—¢w4ﬂ;ogign, (2.4.5)
7

seklinde tammh B;"(t) ifadesi n. dereceden Bernstein polinomudur.
Py, Py, Ps, ..., P, kontrol noktalarinin olugturdugu dogru parcalar1 yardimiyla elde edilen

poligona kontrol poligonu denir(David,2006; Marsh, 2005).

2.4.1 Bernstein Polinomlarmin Ozellikleri

Bezier egrisinin tanimlanmasinda kullanilan (2.4.5) esitligi ile ifade edilen Bernstein

polinomlarina ait bazi sonuglar agagida verilmistir.

Sonug 2.4.1 n.dereceden Bernstein polinomlarinin toplami 1’ dir. Bu 6zellige birim

boliintii 6zelligi de denir (Marsh, 2005; Farin, 1997).
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Ispat. (2.4.5) esitligi ile verilen Bernstein polinomu Vn € N | Ve, y € R icin

n o __ n n n n—1,1 n 0, n
(x+y)" = <O)xy (1)35 Y +...—|—(n)xy

0
= Z(T,l)x”iyi;o <1<n
)

1=0

seklinde yazilir. Binom teoreminin uygulanmasindan,

t+1-t)=1 = (t+(1—-t)"=1"

N i(?) (1— )it =1

= > B"(t)=1
i=0
bulunur.

Sonug 2.4.2 Bernstein polinomlar, [0, 1] araliginda pozitiftir.

n n!
- >0
(z) CE

t>0ve (1 —1t) >0 oldugundan B;"(t) polinomu

Bi*(t) = (n> (1—t)" it

]

ispat.

seklinde bulunur.
Sonug 2.4.3 (2.4.5) esitligi ile verilen n. dereceden Bernstein polinomlari igin;
B,_i"(t)=B"(1—1) (2.4.6)

bagintist vardir (Kaplan, 2005).
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ispat. n. dereceden Bernstein polinomu (2.4.5) esitligi ile verilmigti. Buradan;

n

B"(t) = ( ,)(1 — ) (2.4.7)

n—1

n

B"(1—t) = < ) )" (1 — )" (2.4.8)

1

yazilir. (2.4.7) ve (2.4.8) ifadelerinin sag taraflar egit oldugundan sol taraflar da esittir.

Bu nedenle
B (1) = B (1 1)
olur.
Sonug 2.4.4 n. dereceden Bernstein polinomlari, (n-1) dereceli polinomlar cinsinden
B"(t) = (1 —t)B;" *(t) +tB;_1" (¢t (2.4.9)

seklinde verilir. Diger bir ifadeyle Bernstein polinomlar: yinelemeli olarak elde edilebilir.
Burada; i = 0 icin B_;""'(t) = 0 ve i = n igin B," '(t) = 0 dir (Farin 1997 ; Marsh,
2005 ).

Ispat. (2.4.5) esitligi kullanilarak,

]

B () = (n N 1)(1 — gynl-ig (2.4.10)

B, "N (t) = (:L__ 11) (1 — t)n=igi=1 (2.4.11)

yazilabilir.(2.4.5) esitliginde i=0 yazilirsa,

olur.
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Benzer sekilde B,," ' (t) oldugundan (2.4.5) esitliginde i=n yazlirsa,

bulunur. 1 <14 < n igin, (2.4.10) esitligi (1 — t) ve (2.4.11) egitligi ¢ ile sirasiyla garpilir

ve garpim ifadeleri de (2.4.5) bagintisinda yerine yazlirsa

- () Co))amoe ean
() (2)= ()

olur.

oldugundan
n—1 n n—1
1 1—1
olur. Bu ifade (2.4.12) de yerine yazilir ve sonra da (2.4.5) dikkate alinirsa

(1— OB () + B (1) = (”) (1 -ty

]

= B"(t)

elde edilir.
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Teorem 2.4.1 E* Oklid uzaymda birim hizli olmayan kiibik Bezier egrisinin Frenet

vektorleri T, N, B olsun. Bu vektorler sirasiyla

Tt) = (1_t)2A1 P0+2(1—t)tA1 P1+t2A1 P,
A=A R 20— AT P+ 2 AR

4(A
(t2

’—‘o

PO/\A Pl)/\A P0)+21—t3t( A' P /\AlPl)/\AlPl

) ((A BANP)AN P2) (1—t*t((A PoA A
PEA AN P AN P+ (L= (AT B AN Py
t(A (A P A

—122((A"PLAA P AN By) +2(1 - t)t
N = “WAH PN Py
11 =8)2(A" P A A PO = A BoA A Po) + (A PLA N B
11 =02 (A" Po) +2(1 =)t A" P+ 12 A" Py
B®) Q=02 (A'PBAANP)+ A =0t(A' B AN P) + (A PLAA B)

11— 02A " R AA P+ (L= t)H(A" PLAA P + (A" P AN Bl

bagintisiyla verilir. Burada

ANk = P-h,
AP = R-F,
APQ = Pg—PQ

olup ileri fark operatorii olarak adlandirihr (Erkan, 2019).

Teorem 2.4.2 E? Oklid uzayinda birim hizli olmayan kiibik Bezier egrisinin egriligi x ve

torsiyonu 7 olsun.Bu vektorler sirasiyla

2(1(1 =2 (A" Po AN P+ (1=t A" B AA P) + (A" PLA A Po)|))
B[ =2 A" Po+20 =)t A" L+ 2 A\ Py|?)

(1—2A" P, A" PLAAN P =200 = t)HA P A PoA N P)
+t2(N' Py, A" Py A APy

311 = 02(A" P A A P+ (L= 0t(AT PLAA B) +2(A" oA AT Bo)I?)

bagntisiyla verilir (Erkan, 2019).
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3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu béliimde, kontrol noktalar1 Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (0,1,0) ve P; = (0,0, 1)
seklinde alindi. Bu noktalar kullanilarak P(t) kiibik Bezier egrisi tanimlandh. Ik olarak
tanimlanan kiibik Bezier egrisinin Frenet vektorleri, egrilikleri ve Darboux vektori hesap-
landi. Daha sonra Darboux vektorii kullanilarak egri tizerinde N, C', W ortanormal al-

ternatif ¢at1 vektorleri olugturuldu.

Son olarak elde edilen bu egrinin Frenet catilari ile alternatif cat1 vektorlerinden elde edilen
Smarandache egrileri tanimlanarak her bir Smarandache egrisi icin Frenet ve
alternatif cati vektorleri ayr1 ayri hesaplandi. Elde edilen bulgularin maple programiyla

¢izimleri yapildi.

3.1 P(t) Kiibik Bezier Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen
Smarandache Egrileri

E? Oklid uzaymda Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), P; = (0,0,1) noktalar:

kontrol noktalar olarak alindiginda kiibik Bezier egrisi (2.4.3) bagntisindan;

P(t) = (1-1)°(0,0,0)+ 3(1 —t)*t(1,0,0) + 3(1 — )t*(0,1,0) + ¢*(0,0, 1)
= (3t — 6% + 3t, —3t° + 3t*, %)

seklinde yazilir.

Teorem 3.1.1 P(t) kiibik Bezier egrisinin Frenet vektorleri T, N, B olsun. Bu vektorler

sirasiyla
T - (3% — 4t + 1, =3t + 2t,1?)
V19T = 3665 + 2612 — 8t + 1
N(E) = (11¢* — 16t° + 9% — 2t, 8t* — 21¢% + 18 — Tt + 1, —9¢t* 4 13> — 6t + t)
V260615 — 92217 + 146015 — 137415 + 8414 — 34243 + 90t — 14t +1
2,212 — ¢, 3t — 3t + 1
B(t) _ ( ) 9 + )

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1

seklinde verilir.
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Ispat. P(t) egrisinin tiirevi ahmrsa

P'(t) = (9t — 12t +3,-9t* + 6t, 3t%)

= 3(3t* — 4t + 1, -3t* + 2t, %)

bulunur. Buradan norm alinirsa

1

HP’(t)H = 3\/<3t2—4t—|—1)2+(—3t2+2t)2+<t2)2

1
3v19t4 — 3613 + 2612 — 8t + 1

olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa P(t) kiibik Bezier egrisinin T'(t) teget vektorii

3P — 4t + 1,317 + 2,17
V19t — 3613 4 2612 — 8t + 1

T(t)

seklinde olur.P'(t) den tekrar tiirev alimirsa P”(t) vektorii

P'(t) = (3(3t* — 4t + 1, -3t + 2t, %))

= 3(6t — 4, —6t + 2,2t)

olur. P'(t) ve P"(t) vektorleri vektorel ¢arpilirsa

P'(t)ANP"(t) = 18(t* 2t — 18,3t — 3t + 1)

seklinde bulunur. Norm alinirsa

|P't)AP'(t)| = 18\/(752, 22 — ¢, 312 — 3t + 1)2

= 18y/(2)2 + (212 — 1)2 + (3t2 — 3t + 1)2

= 18/ (1441 — 2263 4 1612 — 6t + 1)
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olur. P(t) kiibik Bezier egrisinin B(t) binormal vektorii

P'(t) A P"(t)
[P'(t) AP (2)]

B(t) =

(2,22 — t,3t> — 3t + 1)
/(148 — 2263 1 162 — 6t + 1)

bulunur. P(t) egrisinin N(¢) aslinormal vektorii

N(t) = B(t)AT()

(11t — 166% 4 9t — 2t, 8¢ — 214% 4+ 1812 — Tt 4 1, —9t" + 1317 — 6t° + 1)
\/ (266¢% — 922t7 + 1460t6 — 1374t + 841t — 3423 + 90¢2 — 14¢ + 1)

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.2 P(t) egrisinin k egriligi ve 7 burulmasi sirasiyla

2v/14t4 — 2213 + 16t2 — 6t + 1
3(v/19t% — 363 + 2612 — 8t + 1)3’

1
(1414 — 2263 + 162 — 6t + 1)

bagintisiyla verilir.
Ispat. (2.1.2) bagmtisindan x(t) egriligi

1P(8) A P (@]

~() IOk

2v/14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1
3(v/19t4 — 3613 + 2612 — 8t + 1)3

bulunur. P”(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

P"(t) = (18, —18,6)
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olur. P'(t), P"(t) ve P"(t) vektorlerinin determinant: hesaplanirsa

det(P,P",P") = 108

bulunur. (2.1.2) bagmntisindan 7(¢) burulmasi

@ - St P, )
- IP@ APl

1
3(14t4 — 2203 + 1612 — 6t + 1)

seklinde hesaplanmig olur.

Simdi P(t) kiibik Bezier egrisinin Frenet vektorlerinden Smarandache egrileri tanimlanacak

ve tanimlanan her bir egrini Frenet vektorleri, egrilik ve torsyonlar: hesaplanacaktir.

Tanim 3.1.1 P(t) kiibik Bezier egrisinin teget vektorii 7' ve aslinormal vektéri N

verilsin.

51 (1) = %(T+ N)

seklinde tanimli 0;(¢) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye 6;- Bezier Smarandache egrisi

denir.

Bu tamimda 7' ve N vektorlerinin yerine Teorem 3.1.1 ’den karsiliklar yazilirsa d;(t)-

Smarandache egrisinin ifadesi

11¢% — 1683 + 92 + 3t2/14¢* — 2263 + 1612 — 6t + 1
— At/ 1484 — 2213 + 1612 — 6t + 1 + /144 — 22¢3 + 1612 — 6t + 1

6i(t) =

<\/ 2 (266t8 — 92247 + 146016 — 137445 + 84114 — 34263 + 9012 — 14¢ + 1)

St 4+ 2113 — 1812 + Tt — 1 + 3t2/14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1
—2t\/14t* — 22¢3 + 1612 — 6t + 1

)

\/ 9 (266t8 02247 + 146016 — 13745 4+ 84144 — 34243 + 9012 — 14t + 1)

Ot 41313 — 612+ + 12\/T41% — 223 + 1662 — 6t + 1 )

\/ 2 (266t8 92217 + 146016 — 137445 + 84114 — 34263 + 902 — 14t + 1)
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seklinde olur. Egriye ait grafik Sekil 3.1 de verilmistir. Burada yesil noktalar kontrol
noktalaridir. Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmizi olan egri ise d,(t)-Bezier

Smarandache egrisidir.

N
_ .

Sekil 3.1: 9;-Bezier Smarandache egrisi

Teorem 3.1.3 §;(t)-Bezier Smarandache egrisinin Frenet vektorleri Ty, , N5, , Bs, olsun.

Bu vektorler sirasiyla

1

Tgl(t) \/W(—/{Tﬁ—/{N—FTB),
(askT 4+ a17? + ask® + a1k T + ( — azkT + ao? + agk?ar5%) N
+(2a3K? — agkT + a1k7) B

N51 <t> = ( ) )

(2K2 + 72) ((a% + a} + 2a3 + 2a1a2) K + (a? + a3) 7 + (2a1a5 — 2asa3) /-W)

(agl{ — CLQT)T + (agn + alT)N + ( — Q9K — alm)B

B51 <t> =

\/(a% + a% + 2a§ + 2a1a2)m2 + (a% + a%)T2 + (2a1a3 — 2a2a3)m'

seklinde verilir. Burada aq, as, a3
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ap = —K —K

4(14t* — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)

B 561% — 661% 4+ 32t — 6
3V14tt — 2283 + 1612 — 6t + 1 (19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)

ol

+\/14t4—22t3+16t2 —6t+1(76t> — 108¢* + 52t — 8)
(19¢4 — 3643 + 2642 — 8¢ + 1)

)

/
ay = —K' —T° 4K

1 4(14t* — 2263 + 16t* — 6t + 1)

9(14t4 — 2263 + 1612 — 6t + 1)*  9(19¢4 — 363 + 2612 — 8t +1)°

56t° — 6612 + 32t — 6
31411 — 2263 + 1612 — 6f + 1(19¢4 — 3613 + 2612 — 8t + 1)

+

Njw

V14tt — 2263 4 1612 — 6t 4 1(76t> — 108t? + 52t — 8)
B 5
(19t — 36t3 + 261> — 8t + 1)

bl

az = KT+T

2
9v/14¢* — 2263 + 166> — 6t + 1(19¢* — 36¢3 + 26t — 8t + 1)

3
2

56t° — 66t 4 32t — 6
3(14t4 — 2263 + 1662 — 6t + 1)°

seklinde birer katsayidir.

Ispat. ¢; egrisinin tiirevi alinir ve sonra da norm hesaplanirsa

6 (t) = — kT + kN +7B) ,

1
7!

, 2k% + 72
Il = 2T
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olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa §;(t)-Bezier Smarandache egrisinin Tj, teget

vektori

1

0= mar

(—kT + kN + 7B)

seklinde olur. 01(¢) 'den tekrar tiirev alinirsa 07 (¢) vektorii

M) = (= KT —kKI"+KN+kN +7B+71DB)

5l

(= &T—k(N)+ KN+ £k(—~KT+7B) + 7B+ 7(—7N))

Sl

1
— E( — KT = k’N 4+ k'N + —r*T + k7B + 7B — 7°N)

_ % ((-ﬁ )T+ (= — 7 + KN + (k7 + T')B)

seklinde bulunur. Burada cat1 vektorlerinin katsayilar:
ay=—K —K*, ay=—-kK' -7 +K, a3 = kT+T
seklinde alimirsa d7(t) tiirev vektorii
1 ]'
51 (t) = — (CLlT —|— GQB —|— agB)

V2

seklinde yazilir. §](t) ve 87 (t) vektorleri vektorel carpilirsa
1
61 (t) NoY(t) = 5 ((a;m — ao7)T + (a3k + ay7)N + (—agk — am)B)

olur. Norm alinirsa

1
|107() A 6T (8)]] = 5\/(a3/< —as7)? + (azk + a17)? + (—agk — a1k)?

bulunur. §;(¢) egrisinin B, (t) binormal vektorii ve Ny, (t) aslinormal vektorii sirasiyla
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01(t) A 07 (2)
197(8) A o7 (@)

(azk — as7)T + (azk + a17)N + ( — ask — a1k) B

Y

\/(a% + a5 + 2a3 + 2a1a2)f<;2 + (a% + a%)T2 + (2a1a3 — 22a2a3)m7
Ns, (t) = Bs,(¢) NT5,(t)

(agliT + a7 + agk® + amQ)T + ( — askT + asT% + agli2all€2)N

+(2a3K? — agkT + a1k7) B

(2K2 + 72) ((a% + a3 + 243 + 2a1a2) k2 + (a? + a3) 72 + (2a1a3 — 2a0a3) m’)

(3.1.1)

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.4 0,(t)-Bezier Smarandache egrisinin ks, egriligi ve 75, burulmasi sirasiyla

\/2((a% + a3 + 243 + 2a1a2) K2 + (a? + a3) 72 + (2a1a3 — 2a0a3) /<;7'>

o = (2 2 2)%
KRS+ T
\/§(<a3/i — ao7)(a) — agk) + (ask + a17)(a1k + ay — azT)+
(—agk — a1k)(asT + aé))
T51 =

(a2 + a3 + 243 + 2a1a2) k% + (a2 + a3) 72 + (2a1a3 — 2a0a3) KT’

seklinde verilir.

Ispat. d(t)-Bezier Smarandache egrisinin ks, egriligi (2.1.2) bagmtisimdan

197.(8) A ST @)
195 (E)11°

Rgy (t)

\/2((a% + a3 + 243 + 2a1a2) K% + (a? + a3) 72 + (2a1a3 — 2a2a3)m'>

(2/{2 + 7'2)%
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olur. §7(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

o'(t) = (a’lT +a\T' + dyN + agN' + a3 B + “33/)

Sl

(a’lT + a1 (kN) + ayN + as(—sT + 7B) + a3 B + CL3(-7’N)>

Sl -

, j—

ay — ask)T + (a1k + ay — azT)N + (a7 + aé)B)

1 ( (
V2
olur. §1(t), 87 (t) ve 8}"(t) vektorlerinin determinant1 hesaplamrsa

1
det(07,07,07") = Wi ((agn — ao7)(a}y — ask) + (ask + a17)(a1k + ay — agT)

+(—agk — a1k)(asT + ag))
bulunur. (2.1.2) bagintisindan 6, (¢)-Bezier Smarandache egrisinin 75, (¢) burulmasi

\/§<(CL3/€ —ag7)(a] — agk) + (azk + a17) (a1 k + ay — asz7)+
(—ask — a1k)(asT + aé))
(a2 + a3 + 243 + 2a1a2) k% + (a? + a3) 72 + (2a1a3 — 2a0a3) KT

T 5 —
seklinde elde edilir.

Tanmim 3.1.2 P(t) kiibik Bezier egrisinin aslinormal vektorii N ve binormal vektori B

verilsin.

5a(t) = %(N +B)

seklinde tanimli d9(t) vektoriniin ¢izdigi regiiler egriye do- Bezier Smarandache egrisi

denir.
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Bu tammda N ve B vektorlerinin yerine Teorem 3.1.17 den kargiliklar yazilirsa d(t)-

Smarandache egrisinin ifadesi

1% — 1683 + 9t2 — 2t + 2/ 194 — 3613 + 2612 — 8t + 1

52(t) — ( 5
\/ 2 (266t8 — 92217 + 14606 — 137415 + 8414 — 34243 + 9012 — 14 + 1)

St — 2113 + 1812 — Tt + 1 + 2t23/19t% — 3613 + 2612 — 8t + 1
—t/19t4 — 3613 + 2612 — 8t + 1

Y

\/ 9 (266t8 92217 + 146016 — 137445 + 84114 — 34263 + 902 — 14t + 1)

—Ot* + 1313 — 612 + t + 3>/ 194 — 3613 + 2612 — 8t + 1
—3t/19t% — 3683 + 2612 — 8t + 1 + /19t* — 3613 + 262 — 8t + 1 )

\/ 9 (266t8 02247 + 146016 — 13745 + 84144 — 34243 + 9012 — 14¢ + 1)

seklinde olur. Egriye ait grafik Qekil 3.2 de verilmistir.

T
¢

Sekil 3.2: do-Bezier Smarandache egrisi

Burada yesil noktalar kontrol noktalaridir. Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmizi

olan egri ise dy(t)-Bezier Smarandache egrisidir.

Teorem 3.1.5 62(t) Smarandache egrisinin Frenet vektorleri Ty,, Ns,, Bs, olsun. Bu

vektorler sirasiyla
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(aghT + 2a47% — askT)T + (ask® — skt + ag7* + as7*) N

+(agm® + as7* + agk® + aykT) B
N52 (t) - ( ) )

(k% +272) <(a§ + ad)k? + (203 + a2 + ad + 2aza6) 7> + (2a4a6 — 2a4a5)/<;7'>

( — agT — a5T)T + (a6/-i + &47')]\7 + ( — ask + a47')B
BJ2<t> =

\/(ag + ad)k? + (203 + a2 + a3 + 2asa6) 7> + (2a4a6 — 2a4a5) KT

seklinde verilir. Burada a4, as ve ag

a, = —K +KT

2(3192t7 — 94235 + 12780t° — 10316¢* + 5310t — 1723t% + 322t — 26)
0\/T4T — 2205 + 1612 — 6f + 1 (194 — 3613 + 2612 — 8t + 1)

Y

as = —Kk"—T7 —7T

1 4(14t" — 226° + 161> — 61 4 1)
9(1484 — 223 + 1662 — 6t + 1)°  9(19¢4 — 36¢3 + 26t — 8t 4 1)°

N 56t3 — 66t% 4+ 32t — 6
3(14t* — 2213 + 16t2 — 6t + 1)2’

ag = -1 +7T

168t — 1981% + 96t — 17
9(14¢4 — 2213 + 1612 — 6t + 1)

seklinde birer katsayidir.

Ispat. & egrisinin tiirevi alinir ve sonra da norm hesaplanirsa

0y(t) = %(—HT—TN—FTB) ,
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, K2 4 272
Jogtey) = /2T

olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa do(t)-Bezier Smarandache egrisinin Ty, teget

vektori

1

)= rar e

(=kT — TN +7B)
seklinde olur. d5(¢) den tekrar tiirev alimirsa &4 (t) vektorii

SG(t) = (—=KT—kI"—7'N—-7N'+7'B+71B)

Sl -

(= KT —=kK(kN)=7N—7(= KT +7B) + 7B+ 7(—7N))

Sl -

(— KT —k?’N —7' N+ kT — °B+7'B —7'2N)

Sl -

1
7 ((—/@' + k)T + (=K% —7 — TN+ (=72 + T’)B)
seklinde bulunur. Burada cat1 vektorlerinin katsayilari

2

ay=—K +Krr, as=—kr>—T7 -7, ag = —-T°+7

seklinde alimirsa d5(t) vektorii
(S”(t) = i (&4T + CZ5B + aﬁB)
’ V2

olur. 65(t) ve §4(t) vektorleri vektorel ¢arpilir ve norm hesaplanirsa

1
G A1) = 5 ((—aem = asm)T + (aor + aar)N + (~asr + air)B) |

1
165(8) A 65 (t)]] = 5\/(@% + a2)k? + (243 + a2 + ak + 2a5a6)7% + (2a4a6 — 2a4a5)KT
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bulunur. d5(t) egrisinin B, (t) binormal vektorii ve Ng, () aslinormal vektorii sirasiyla

05(t) N 05 (1)
195(£) A 05 (2)]

B52 (t) =

(— agT — a57')T+ (a6m+a47')N—|— ( — ask + CL47')B

Y

\/(ag + a2)k? + (2a3 + a2 + ad + 2asa6) 72 + (2a4a6 — 2a4a5) KT
Ns,(t) = Bs, AT,

(agrT + 2a47% — askT)T + (ask® — aykT + ag* + as7*) N

+(a672 + as7? + agr® + a4fiT)B

(K2 +272) <(a§ + a%)f# + (QaZ + a2 +aZ+ 2a5a6)7'2 + (2a4a6 — 2&4a5)m'>

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.6 0,(t)-Bezier Smarandache egrisinin kg, egriligi ve 75, burulmas: sirasiyla

\/2<(a§ + a%)f# + (QaZ + a2+ aZ+ 2a5a6)7'2 + (2&4a6 — 2&4a5)m’)

Ks, = ,
o2 (I{Q + 27-2)%
\/§<(—a67 —as7)(ay — ask) + (agk + ag7)(ask + af — agT)+
(—ask + aq7)(asT + a’6)>
T52 =

(a2 + a2)k? + (243 + a2 + ad + 2asa6) 72 + (2a4a6 — 2a4a5) KT

bagintisiyla verilir.
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Ispat. (2.1.2) bagmtisindan d,(t)-Bezier Smarandache egrisinin rg, egriligi

192(£) A G5 (@)

S TAOTE

\/2 ((a% + a2)k? + (2a3 + a2 + a2 + 2aza6) 72 + (2a4a6 — 2a4a5)m—)

3
2

(f<o2 + 272)

olur. 04(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

0y (t) = (&QT + asT" + agN + asN' + agB + aGB’>

5l

(aﬁlT + as(kN) + ayN + atN + as(—kT + 7B) + agB + a6(—TN)>

Sl

1
= % ((aﬁl —ask)T + (ayk + a5 — agT)N + (asT + ag)B)

bulunur. §(t), 65(t) ve 05 (t) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

1
det(0y,05,05 ) = Wi ((—CLGT —as7)(ay — ask) + (agk + as7)(ask + a5 — agT)

+(—ask + as7)(asT + a’6)>

olur. (2.1.2) bagmntisindan 0,(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7,(¢) burulmasi

det(d5(t), 95 (1), 95 (t))
195(8) A 03 (2)]]2

Tsy (t) =

\/§<(—a67 —a57)(a)y — ask) + (agk + ag7)(agk + ag — agT)+
(—ask + a47)(asT + a'ﬁ))
(a2 4 a2)k? + (243 + a2 + a3 + 2asa6) 7 + (2a4a6 — 2a4a5) KT

hesaplanmaig olur.
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Tanim 3.1.3 P(t) kiibik Bezier egrisinin teget vektorii 7' ve binormal vektérii B verilsin.

5a(t) = %(T +B)

seklinde tanimli d3(¢) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye d3- Bezier Smarandache egrisi

denir.

Bu tamimda T ve B vektorlerinin yerine Teorem 3.1.1° den karsiliklar1 yazilirsa 03(t)-

Smarandache egrisinin ifadesi

Y

55 (t) ((3152 — 4t + 1)V14t* — 2243 4+ 16t — 6t + 1 4 1>V 194 — 361° + 2612 — 8t 4 1
3 =

\/ 2 (266t8 — 92217 + 14606 — 137415 + 841¢4 — 34263 + 9012 — 14¢ + 1)

(=312 — 2t)V/141* — 2263 + 1612 — 6t + 1 + (2t> — t)\/19t* — 363 + 2612 — 8t + 1

Y

\/2 (266t8 — 922¢7 + 146016 — 1374¢5 + 841¢* — 342¢3 4+ 90¢2 — 14t + 1)

120/ T4 — 2263 + 1662 — 61 + 1 + (32 — 3t + 1)y/19¢% — 36£3 + 261> — 8t + 1)

\/ 2 <266t8 92247 + 146016 — 137445 + 841¢4 — 34263 + 902 — 14t + 1)

seklinde olur. Egriye ait grafik Sekil 3.3 de verilmistir.

Sekil 3.3: d3-Bezier Smarandache egrisi

Burada yesil noktalar kontrol noktalaridir. Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmiz

olan egri ise d3(t)-Bezier Smarandache egrisidir.
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Teorem 3.1.7 05(t) Smarandache egrisinin Frenet vektorleri Ty,, Nj,, Bs, olsun.

vektorler sirasiyla

B53 (t)

seklinde verilir. Burada a7, ag

a; = —K? 4+ KT

K —T

— N,
VK24 72

KR —T

(CL7T + CLgB),

V(a2 + ad) (k% + 72)

1

———(ayT — a7 B)

2
asz + ag

2

9v/14t* — 2213 + 1612 — 6t + 1(19¢* — 36t3 + 26t2 — 8t + 1)

Njw

4(14t* — 22t + 16t* — 6t + 1)

9(19¢* — 3613 + 26t — 8t + 1)3’

ag — KT —T

1

9(1414 — 2263 + 1612 — 6t + 1)

2

_'_

OV/14tT — 2263 + 1612 — 6f + 1(19¢4 — 3613 + 2612 — 8t + 1)

seklinde birer katsayidir.

Njw
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Ispat. 03 egrisinin tiirevi alinir ve sonra da norm hesaplanirsa

: —i/s—T
63(15)—\/5( )N
o)) = /T

olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa 3(t)-Bezier Smarandache egrisinin Ty, teget

vektori

K —=T

Ts. (1) = ———N
W= T

seklinde olur. 04(¢)” den tekrar tiirev alinirsa 04 (¢) vektorii

a5 (t) = (KN + &N —7'N —7N')

Sl

(K’N+/€<—/€T+TB) —T'N—T(—HT+TB))

Sl

(KN — kT + k1B —7'N + k7T — 7°B)

Sl

<(—/¢2 + k7)T + (K — 7 )N + (kT — TQ)B)

Sl

seklinde bulunur. Burada cat1 vektorlerinin katsayilari

ar=—K: 4K, as=—K —T7, a = KT —T°

seklinde alinirsa d%(¢) vektoriintin ifadesi

1
5g(t) = % (CI,7T + ClgB + ClgB)

olur. §5(t) ve §%(t) vektorleri vektorel garpilir ve norm alinirsa

Sy A L) = %(ag(ﬁ — )T — as(k — T)B) :
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o) n 5o = E T a2 4

olur. 03(t) egrisinin B, (t) binormal vektorii

03(t) A 35 (%)
195() A 05 (D)

B53 <t> =

1
= 2—<(19T — (I7B)
a? + a?

seklinde olur. d3(t) egrisinin Ny, (t) aslinormal vektorii

Ns, = DBs, N1,

K —T
= a-1T + agB
¢m%wM#+ﬂf7 oB)

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.8 05(t)-Bezier Smarandache egrisinin ks, egriligi ve 75, burulmasi sirasiyla

(k —7)v/2(a% + a?)

3

(52 4 72)?
V2 (ag(a’7 — agk) — ar(asT + ag))
™ (k —7)(a? + a})

seklinde verilir.
Ispat. (2.1.2) bagmtisindan d3(t)-Bezier Smarandache egrisinin xs, egriligi

105(¢) A 05 ()]
[|05(2)]?
(k = 7)v/2(a? + a3)
(I€2 + 7'2)5

Kss (t)
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seklinde bulunur. §5(¢) vektoriiniin tiirevi alinirsa

(1) = —= (T +arT' + N + axN' + ay B+ as B')

Sl

(a’7T + a7(kN) + agN + ag(—+T + 7B) + agB + CL9(-7‘N)>

Sl -

((a'7 — agk)T + (ark + ag — agT)N + (asT + aé)B)

1
V2
olur. 05(t), 8% (t) ve 04'(t) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

! 1 " 1 !/ /
det(0%,05,05 ) = 2—\/§(lf —7) (ag(a7 — agk) — ar(asT + ag))

seklinde bulunur. (2.1.2) bagintisindan d3(¢)-Bezier Smarandache egrisinin 7, (t)

burulmas

PR CORAURAG)
R A OECAGIE

ﬁ(ag(a; — agk) — ar(asT + aé))

(k —7)(a7 + aj)

seklinde elde edilir.

Tanim 3.1.4 P(t) kiibik Bezier egrisinin teget vektorii 7' aslinormal vektorii N ve

binormal vektoru B verilsin.

5a(t) = %(T LN+ B)

seklinde tanimli d4(¢) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye d4- Bezier Smarandache egrisi

denir.
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Bu tamimda 7', N ve B vektorlerinin yerine Teorem 3.1.1° den karsiliklar: yazilirsa d4(¢)-

Smarandache egrisinin ifadesi

11t* — 1683 + 92 — 2t + t2/19t4 — 3613 + 2612 — 8t + 1
+3t2/ 1414 — 2213 + 1612 — 6t + 1 — 4t/ 1414 — 223 + 1612 — 6t + 1
++/1414 — 2213 + 1612 — 6t + 1

au(t) = (

)

\/3 (266158 — 922¢7 + 146016 — 1374¢5 + 841¢* — 342¢3 4+ 90t2 — 14t + 1)

8t* — 213 + 18t2 — Tt + 1 + 2t2/19t* — 3613 + 2612 — 8t + 1
—3t2/14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1
—t\/19t% — 3613 + 2612 — 8t + 1 + 2t\/14t4 — 2213 + 162 — 6t + 1

’

\/3 <266t8 — 922¢7 + 146016 — 13745 + 841¢* — 342¢3 + 90t2 — 14t + 1)

—Ot* + 13t — 612 + t + 33/ 194 — 3613 + 2612 — 8t + 1
+12/14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1
~3t/191% — 3663 + 2612 — 8t + 1+ /19t — 3613 + 262 — 8t + 1 )

\/3 (266258 — 922¢7 + 146016 — 13745 + 841t* — 342¢3 4 902 — 14t + 1)

seklinde olur. Egriye ait grafik Qekil 3.4 de verilmistir.

Sekil 3.4: §4-Bezier Smarandache egrisi

Burada yesil noktalar kontrol noktalaridir.Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmizi

olan egri ise d4(t)-Bezier Smarandache egrisidir.
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Teorem 3.1.9 6,(t) Smarandache egrisinin Frenet vektorleri Ty,, Ns,, Bs, olsun. Bu

vektorler sirasiyla

T54 (t)

1

(—=kT + (k —T)N +TB),

V2K2 4 272 — 2KT

((aw + CLH)KZQ + 2a107'2 — (2&10 =+ an)m-)T
+<(&10 + all)/{2 + (CL11 + a12)72 — (a10 + alg)/{T)N

—i‘(26112/<&2 + (a11 + a12)7* + (a0 — ay1 — 2a12)HT)B

<(a%1 + a%2)"f2 + (G%O + a%l)TQ + (2a10a12)/£7

+(2a10a11 5 — 2a11a127) (k — 7)+(ady + ay) (k — 7')2> (2k2 + 272 — 2K7T)

(&12(/@ — 7') — auT)T -+ (alglﬁ -+ aloT)N —+ ( — a11kR — alo(/ﬁl — T))B

354 (t> =

(ad; + a}y)K? + (ady + al)) T 4 2a10a12KT

—1—(2a10a11/< - 2a11a127‘) (k—7T)+ (a%o + a%Q) (/< — 7‘)2

seklinde verilir. Burada aqq, a1, a2

aip =

—Kk — K2+ kT

2
OV/TAET — 220% 1+ 1662 — 6f + 1(19t4 — 361% + 2612 — 8t + 1)

3
2

4(14t* — 22t + 16t* — 6t + 1) 561 — 66t% + 32t — 6
9(19¢4 — 3613 + 2612 — 8t +1)°  3v/14#1 — 2263 +- 1662 — 6t + 1
3
(19¢* — 36t* 4 261> — 8t 4 1) 2

+\/14t4 — 223 + 16t2 — 6t + 1(76t* — 108¢* + 52t — 8)
5
(19t — 363 4 26¢2 — 8t 4 1)
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ayp = —:‘i2+/i/—7'/—7'2
1 4(14t" — 226° + 161> — 61 + 1)
9(1484 — 223 + 1662 — 6t + 1)°  9(19¢4 — 36¢3 + 26t — 8t 4 1)°

56t — 66t° + 32t — 6
3V/14¢4 — 2263 + 162 — 6t + 1(19¢* — 363 + 26> — 8t + 1)

_|_

3
2

V14tt — 2213 4 1612 — 6t 4 1(76t> — 108t? + 52t — 8)
B 5
(19t — 36t3 + 2612 — 8t + 1)

56t° — 66> + 32t — 6
(1414 — 2203 4 1612 — 6t + 1)°

ayy = KT—T>+7

1
91441 — 2213 + 1612 — 6t + 1)

2
9v/14t* — 2263 + 162 — 6¢ + 1(19¢* — 36> + 26¢> — 8t + 1)

_|_

N W

5613 — 6612 + 32t — 6
3(14¢4 — 223 4 162 — 6t + 1)°
seklinde birer katsayidir.

Ispat. ¢4 egrisinin tiirevi alinir ve sonra da norm hesaplanirsa

0y (t) = %(—HT—I—(K—T)N—I—TB) ,

2k2 + 272 — KT
) - 22

olur. Bu ifadeler (2.1.1) de yerine yazilirsa 04(¢)-Bezier Smarandache egrisinin T, teget

vektori

1

Ts (t) =
(1) V2K2 + 272 — 2T

(—=kT + (k —7)N + 7B)
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seklinde olur. §)(¢)’ den tekrar tiirev alinirsa 07 (t) vektori

) = (= &T—kT"+ (K =7)N+ (k —7)N'+ 7B+ 7B')

Sl

(= KT —kK(N)+ (K =7 )N+ (k= 7)(— kT +7B) + 7B+ 7(—7N))

Sl

1
— ﬁ(— KT — Kk’°N+ (K = 7')N = k’T 4+ k7B — 7° B+ 7B — 7°N))

seklinde bulunur. Burada cat1 vektorlerinin katsayilari

ag=—K —Kk*+krr, an=—-r+KkK -7 -7, a1 = kT—T2+71
seklinde alinirsa §7 (¢) vektoriintin ifadesi
! (aloT +a; B+ alzB)

0y (t) = 73

olur. §4(t) ve 8] (t) vektorleri vektorel carpilir ve sonra da norm hesaplanirsa
1
(52(1&) N 5Z(t) = g <(CL12(/£ — ’7') - (IHT)T + ((llgli + aloT)N + (-auli - alg(li - T))B)

olur.

) , 1 (a% + ‘132)’{02 + (G%O + a%1>7'2 + (G%O + 6532)(’i - 7'>2
103(8) A 05 (O] = 5
+(2a10a11/i — 2&110,127')(/43 — ’7') + 2&10&12/437’

olur. d04(t) egrisinin Bs,(¢) binormal vektorii

d3(t) Aoy (1)

Balt) = Tm@aanol

(CL12</<L — 7') — CL11T)T+ (CL12H—|— aloT)N+ ( — a1k — a10</€ — T))B

(a% + a%z)HQ + (G%O + a%1)7'2 + 2a10a125T

"‘(2@10&115 — 2&110/127') (/f - T) + (a%o + a%Q) ('Li o 7-)2

o1



seklinde olur. d4(¢) egrisinin Ny, () aslinormal vektorii
((a10 + a11)w* + 2a107® — (2a10 + a11)s7) T
+((a10 + a11)k? + (a11 + ar2)7? — (a10 + alQ)HT)N

—i‘(zalzfi2 + (a11 + a12)7* + (a0 — an1 — 2@12)/17)3

<(a%1 +aty) K + (afy +aiy) 7 + (2a10010) KT

+(2a10a11 5 — 2a11a127) (k — 7)+(ady + aiy) (k — 7)2> (2k% + 27% — 2KT)

elde edilir.

Teorem 3.1.10 J4(t)-Bezier Smarandache egrisinin k4, egriligi ve 75, burulmasi sirasiyla

3((0%1 + &%2)"52 + (a%() + 0l%1)72 + (a%o + G%Q) (“ - T)2

+(2a10a11ﬁ — 2&11&127’) (Ii — 7') + 2&10@12/€T>

Rs, = 3 ’
(2/12 + 272 — 2/17') 2
\/3((&/10 — CL11/‘€)(CL12(/€ — 7') — a117') + (Glglﬁ? + aloT)(Cbloli + &/11 — CL127')
+( —aynk — ayp(k — 7')) (—ant+ du))
7'54 =

((a%l + G%Q)/‘i2 + (G%O + G%l)TQ -+ 2@10&1257’ + (2&10&11/‘6 — 2&11@127’)(/‘6 — 7')
—1—(@%0 + aiy) (K — 7')2)

seklinde verilir.
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Ispat. (2.1.2) bagmtisindan 6,(t)-Bezier Smarandache egrisinin rg, egriligi

[RAQKSAQI

1) TAOIE

3((0%+ ) + (a8 + )72 + (6 + k) (5 )’

+(2a10a11/<; — 2@11@127’) (KJ — T) + 2@10@12:‘17’)

(2/<;2 + 272 — 257)%

olur. ¢4 (t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

(SZ/(t) = (GlloT + aloTl -+ CllllN + (ZHN, -+ (lllzB + algB/)

5l

(a’lOT + ayo(kN) + ajyN + ay1(—kT + 7B) + a}, B + alg(—TN)>

5l

((@/10 — ank)T + (aiok + aiy — ap7)N + (—an7 + a/12)B>

5l

bulunur. §)(t), §7(t) ve §7)'(t) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

1 (a}y — a11k)(a12(k — T) — a1 7)
det(dy, 04, 04') = ﬁ +(argk + aio7)(a10k + ay; — a127)
+(—ank — ap(k — 7)) (—ant + dly)

seklinde bulunur. (2.1.2) bagintismdan d4(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7, (¢)

burulmas:

det(d3(t), 95 (1), 01'(¢))

a1 OO

\/5(((1’10 — alln) (alg(H — T) — &117’) + ((112% + (1107') (alDH + a’n — CL12T)

+(—ank —aw(k — 7)) (—ant + a/12))

(a3, + a3y) k% + (a3y + a3 7% + 2a10a195T + (2a10a11K5 — 2a11a127) (K — T)
—1—(@%0 + a%2)(’f - 7')2

elde edilir.
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3.2 P(t) Kiibik Bezier Egrisinin Alternatif Vektorlerinden Elde
Edilen Smarandache Egrileri

Bu béliimde P(t) kiibik Bezier egrisinin alternatif ¢at1 vektorleri olugturulacak ve sonra da
Smarandache egrileri tanimlanacaktir. Daha sonra her bir Smarandache egrisinin Frenet

vektorleri ve egrilikleri hesaplanacaktir.

Teorem 3.2.1 P(t) egrisinin alternatif gat1 vektorleri N, C, W olsun. Bu vektorler sirasiyla

(11t* — 1683 + 9% — 2¢, 8t* — 2143 + 18t% — 7t + 1, —9t* + 13t — 6t* + ¢)

N(t) =
\/ (2668 — 9227 + 14606 — 1374¢5 + 841¢4 — 342¢3 + 902 — 14¢ + 1)

(3t? — 4t + 1, =3t + 2t, %)

V1914 — 3613 + 2612 — 8t + 1

4(14t* — 2213 4+ 16t% — 6t + 1) + (19¢* — 36t> + 26> — 8¢ + 1)*
\/ (194 — 363 + 2612 — 8t + 1)3(14t4 — 223 + 1612 — 6t + 1)2

+ (212, 4t% — 2t, —6t + 2)

c(t) =

14¢* — 2213 + 16t — 6t + 1)?(19¢* — 3613 + 261> — 8t + 1)3)
(3t% — 4t + 1, =3t% + 2t, 1% N 2(t2,2t% —t,3t> — 3t + 1)
V19t — 3613 + 26t2 — 8t + 1 (19t* — 3613 + 26t2 — 8t + 1)3
V(198 — 363 + 262 — 8t + 1)3 + 4(14¢* — 223 + 162 — 6t + 1)3

W)

bagintisiyla verilir.

Ispat. N, P(t) kiibik Bezier egrisinin aslinormal vektoriidiir. (2.2.5) bagimtisi, Teorem
3.1.1 ve Teorem 3.1.2" den C' ve W vektorleri sirasiyla

K T
N = =l i

(3t2 — 4t + 1, —3t* + 2t, %)
_ V19t4 — 3613 + 2612 — 8t + 1

\/4(14t4 — 2263 + 162 — 6t + 1)3 + (19t* — 36t° + 262 — 8¢ + 1)

+ (212, 4t* — 2t, —6t + 2)

(19* — 3613 + 2612 — 8t + 1)3(14t4 — 2263 + 16t — 6t + 1)2
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olur. Benzer sgekilde

V19t4 — 3613 + 26t2 — 8t + 1 * (19t* — 36t3 + 26t% — 8t + 1)3
V(198 — 363 + 262 — 8t + 1)3 + 4(14¢* — 223 + 1612 — 6t + 1)3

3
(14t4 — 223 + 16t — 6t + 1)%(19t* — 361> + 26t — 8t + 1)
(362 — 4t + 1, 31> + 2t,1%) 22,22 — 1,3t — 3t + 1) )

seklinde bulunur.

Tanmim 3.2.1 Kiibik Bezier egrisinin alternatif ¢at1 vektorleri {N, C, W} olsun.

1

seklinde tamimli o (t) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye a;-Bezier Smarandache egrisi

denir. Egriye ait grafik Sekil 3.5 de verilmigtir.

N0

e
Kl
05
ay(t) =
05
1

Sekil 3.5: a;-Bezier Smarandache egrisi

Sekildeki yesil noktalar kontrol noktalari, mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi ve kirmiz

olan egri ise a4 (t)-Bezier Smarandache egrisidir.

95



Teorem 3.2.2 «;(t) Smarandache egrisinin Frenet vektorleri Ty, , No,, Ba, olsun. Bu

vektorler sirasiyla

1

Ta() = W(—ﬁi\f + BC +AW),
(2 + B%) o1 + B%02 + ofos) N
+(B%01 + (v* + 8%) o2 — 7B03)C
No,(t) = +(26203 + ’YB(O'I — 0'2))W
\/(262 ) ((503 —702)* + (Bos + 701)* + B*(01 + 02)2)
B, (1) (Bos —~v02) N + (Bos +v01)C — (o1 + 02) W

V (803 —702)" + (Bos +7901)* + B2 (01 + 02)

seklinde verilir. Burada v , 3, 01,09 ve o3

2

K T
1= )

A(284% — 3312 4+ 16¢ — 3)(14¢* — 2243 + 1612 — 6 + 1)2
(19¢* — 363 + 2612 — 8t +1)3

(1064 ¢" — 31415 4 42605 — 3445 t* + 178213 — 583t + 110t — 9)
(17835 ' — 90732 ¢ 4 220974 1% — 337000 ¢° + 356175 % — 274008 t” + 157308 ¢
—68064 15 4 22125 t* — 53003 + 894 t* — 96t + 5)

8 = Vi

(17835 12 — 90732 ¢ 4 220974 ¢1° — 337000 ¢° + 356175 % — 274008 t” + 157308 ¢5
—68064 15 + 22125t — 53003 + 894 1% — 96t + 5)

3/ (1914 — 3613 + 2612 — 8¢+ 1)3(144 — 2243 + 1642 — 6t + 1)2
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o = (8-

1 4(14t* — 2283 + 16> — 6t + 1)

9((1414 — 223 + 1642 — 6t + 1)2)  9(19¢* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3

2(56 13 — 66t% 4+ 32t — 6) 4(56 % — 661> + 32t — 6)

(1464 — 2283 + 1612 — 61 + 1) (19¢* — 3643 + 262 — 8¢t + 1)

12(14¢* — 2283 + 16> — 6t + 1)(76 > — 108 ¢* + 52t — 8)
(19¢4 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)*
(19t* — 3613 +26¢* — 8t + 1) + 4(14¢* — 223 + 16> — 6¢ + 1)3
(1414 — 223 + 1612 — 6t + 1)2(19* — 363 + 262 — 8¢ + 1)3

+

o = (B -5 -7

1 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)
914+ — 223 + 1612 — 6t + 1)2  9(19* — 363 + 262 — 8¢ + 1)3

16(56 > — 66t* + 32t — 6)?

729(14* — 223 + 1612 — 6t + 1)2(19¢* — 3643 + 262 — 8t + 1)8
1 . 41414 — 2283 + 162 — 6t +1) \*
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2 ~ 9(194 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t —6
3V14t4 — 2213 + 1642 — 6t + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)z

VAT = 2283+ 1612 — 61 + 1(76 13 — 108t2+52t—8)>2
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

2(561° — 661> +32t—6) (56t — 66+ 32t — )
(144 — 2283+ 1612 — 6L+ 1) ' (19¢4 — 3643 + 2612 — 8t + 1)

12(14¢* — 2283 + 16 — 6¢ + 1)(76 > — 108 % + 52¢ — 8)
(19¢* — 3613 + 2612 — 8t + 1)4
(19¢* — 3663 +26¢* — 8¢+ 1)% + 4(14t* — 22> + 16> — 6¢ + 1)3
(1414 — 223 + 1642 — 6t + 1)2(19t* — 3643 + 2612 — 8¢ + 1)3

+
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03

By +7")

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1)
(144 — 2243 + 1642 — 6t + 1)2 (1914 — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)3

-(56% — 66t* + 32t — 6)

81(14¢* — 2243+ 16> — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 4(14t* — 2283 + 16> — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2 ~ 9(19t4 — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 6612+ 32t —6
3V141t — 2213 + 1612 — 6t + 1(19¢4 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)%

V14 2283 + 1642 — 61 + 1(76t° — 108t2~|—52t—8)>
(1984 — 363 + 2612 — 8t +1)3

A(56 3 — 6612 + 321 — 6)?

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8)>
(19t4 — 3613 42612 — 8¢+ 1)2

o8

_|_
27(14¢* — 2243 + 1642 — 6t + 1)?(19t* — 3613 + 2612 — 8t + 1)*
1 N 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8t + 1)3
< 563 — 66> + 32t — 6
3VI4HE — 2213 41662 — 61 + 1(19* — 3613 4+ 262 — 8t + 1)2
\/14t4—22t3+16t2—6t+1(76t3—108t2+52t—8)>
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3
N 4(56 3 — 661> + 32t — 6)(76t> — 108 ¢* + 52t — 8)
91411 — 223 + 1612 — 6t + 1)(19t* — 363 + 26> — 8t + 1)*
1 N 4(14t* — 2283 + 16> — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3
( 563 — 66> + 32¢ — 6
V14T — 2213 1 1642 — 6 + 1(19* — 3643 + 2612 — 8t + 1)2




+

4(168% — 132 + 32)

27(14¢* — 2243 + 164> — 61 + 1)(19t* — 36> + 26> — 8¢ + 1)3

1 N 4(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)
914+ — 223 + 1612 — 6t + 1)2  9(19¢* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3
( 56t — 66t* + 32t — 6
3VIAIE — 2205 + 1642 — 61 + 1(19¢* — 3643 + 262 — 8t + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

2(56 13 — 662 + 32 — 6)
9(14t4 — 2263 + 162 — 61 + 1)3

4(56t3 —66t2—|—32t—6)(—

4(56t3 — 66 + 32t — 6)
9(19¢* — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)°

4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)(76 > — 108¢* + 52¢ — 8)
3(19¢* — 3613 + 26> — 8¢ + 1)*

)

27(14¢% — 2243 + 164> — 61 + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 4(14t1 — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(1414 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19¢4 — 3643 +26¢2 — 81 + 1)3

( 561% — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2
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(563 — 662 + 32t — 6)?
6((14¢* — 2263 +16¢> — 6t + 1)
3
(19t* — 3613+ 261> — 8¢+ 1))®

4(56t3 —66t2+32t—6)(—

B (561> — 6612+ 32t — 6)(761> — 1082 + 52t — 8)
VI =228 + 1612 — 66 + 1(19t4 — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)3

n 168¢* — 132t + 32
3V1411 — 2213 + 1612 — 6t + 1(19¢4 — 3613 + 2612 — 8t + 1)

3
2

+5\/14t4 — 2213+ 1642 — 6t + 1(76 > — 108 ¢* + 52t — 8)*
2(191 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6 + 1(2282 — 216t+52))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2
27(14t4 — 2243 + 164> — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 41411 — 2283 + 161 — 6t + 1)
9(14t4 — 223 + 1642 — 6t + 1)2  9(19t4 — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 563 — 6612 4 32t — 6
3VI4tT — 2283 + 1662 — 61 + 1(19t* — 3643 + 2612 — 81 + 1)

V[w

VAT =223 41612 — 6t + 1(76t> — 108t2+52t—8))2
(1944 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

seklinde birer katsayidir.

Ispat. «; egrisinin tiirevi alinirsa

ai(t) = —=(= BN + BC + W)

Sl

bulunur. Buradan norm alinirsa

2 2 2
g (0] = /22T

olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa oy (t)-Bezier Smarandache egrisinin T, teget

vektori

1
To,(t) = W(—ﬁf\f + BC + W)
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seklinde bulunur. o/ (¢)" den tekrar tiirev alinir ve sonra (2.2.6) bagntisi yerine yazilirsa

off (t) vektorii

(= B'N—BN'+BC+BC"++W + W)

Sl -

(=B'N—BBC+BC+B(—BN+AW) ++'W +7C)

Sl -

= %( — BN = B°C+ B'C+—BN + YW ++'W +7*C)

= (8N 5 =+ (4

seklinde olur. Burada c¢at1 vektorlerinin katsayilar
01:_5/_ﬁ2? 0226/_52_727 03257—’_7/

seklinde almirsa of (t) vektoriiniin

1
O/ll(t) = E(UIN_'_UQC_'_USW)

olur. o (t) ve o/ (t) vektorleri vektorel ¢arpilirsa

() nat) = 5((Bos—10)N + (Bos +7300)C = Blor + )W)

seklinde bulunur. Norm alinirsa

1
lef @) Al (@)l = 5V (Bos = 102)* + (Bos + 701)? + (=B(o1 + 02))”
olur. «;(t) egrisinin By, (t) binormal vektori ve N, (t) aslinormal vektorii sirasiyla

ay(t) A aq(t)
[EHORYHOI

Boq <t> =

(Bos —v02) N + (Bos +v01)C — (o1 + 02) W
\/(50’3 - ’702)2 + (503 + ’701)2 + 62<01 + 02>2
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Ny, = Bo, AT,

1

(v2 + 8%) o1 + B%02 + o fos) N
+(520'1 + (72 + 52)0'2 — ’}/50'3)0
_ (25 + B0 — o)) W (3.2.1)
\/(2ﬁ2 +9?) ((503 —709)? + (Bog +v01)* + (01 + 02)2>

seklinde bulunur.

Teorem 3.2.3 «;(t)-Bezier Smarandache egrisinin x,, egriligi ve 7,, burulmasi sirasiyla

\/2((503 - 702)2 + (Bos + 701)2 + B%(o1 + 02)2>
Hal = )

(262 +12)

ﬁ((ﬁ% —02) (0] — Boa) + (Bos +yo1)(Bor + 0y — yo3) — B0y + 02)(yo2 + Ué))
Tal = ,

(503 - 702)2 + (503 + 701)2 + 52(01 + 02)2

bagintisiyla verilir.

Ispat. (2.1.2) bagmtismdan o (¢)-Bezier Smarandache egrisinin ko, egriligi

laa () A af (@]

o () PAOIE

\/2 ((503 — o) + (Bos +701)” + 52 (01 + 02)2>

(282 +7)3

seklinde bulunur. o/ (t) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa
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() = (a;N FoIN' + 0,0 + 020 + oW + agw')

Sl -

<01N +01(BC) + 05C + o2(—BN + W) + o3 W + 03(—70)>

Sl -

(01]\7 + 018C + 05C + —038N + goyW + oW — 0'3’)/0)

Sl

<(ai — Bog)N + (Boy + oy — vo3)C + (yo2 + aé)W)

Sl

olur. (), o/ (t) ve o' (t) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

det(of, o, ") = % (((ﬁ% —02)(01 — Boa) + (Bos + y01)(Bor + 05 — yo3)

—B(o1 + o2) (o2 + Ué))

seklinde bulunur. (2.1.2) bagitisindan o, (t)-Bezier Smarandache egrisinin 7,, () burul-

masi

det(a(t), o/ (t), o (t))

7on (1) [0k (0) A o (D]

Bos —02)(0y — Boa) + (Bos + yo1)(Boy + oy — v03)
\/5(_5(0—1+202>(170—2+§g> ’ R 3)

(60’3 — ")/0'2)2 + (ﬁO’g + ’}/0'1)2 + ﬁ2(0'1 + 0'2)2

elde edilir.
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Teorem 3.2.4 «; egrisinin alternatif cat1 vektorleri N,,, Cy,, Wy, olsun. Bu vektorler

sirasiyla

(72 + %) o1 + P02 + 0 fos) N
+(ﬁ20'1 + (’}/2 + 52)0'2 — ’750'3)0

(28205 +7B(01 — 02)) W

N, (t) = :
\/(252 +7?) ((503 —702)? + (Boz + yo1)? + (01 + 02)2)
1
Clt) = ey (ot (s )
+(Ta1$1(503 +701) — /falylﬁ)c
- (K’Oélylfy + Ta1$1ﬂ(0'1 + 02))W) )
1
Woél (t) = \/m(xlyl) ((Kalxl(ﬁo-?) - /70-2) - Toqylﬁ)N

+(Ta,y18 + Kayz1(Bos + v01))C

+(7_041y17 - 5a1$15(01 + UQ))W)

bagintisiyla verilir.
Ispat. (2.2.5) bagmtisina benzer olarak Cy, vektorii

K;Ocl 7_041

T, 4+ —"__B,

Coy (t) =
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_ KayiB+ T 21 (s —703)

T4/ RS, + T2,

N (Tay21(Bos +701) = Ko, 91 8)

1Y/ K2, + TE

C

. /‘falyl’Y + Tayxlﬂ(al + 02)

2 2
T1Y14/ Kg, + Toy

seklinde bulunur. Burada x; ve y; katsayilari

o= VTP

v = \/(ﬁ0'3—’}/0'2)2+(50'34"}/0'1)24‘,62(0'14—0'2)2

seklindedir. Benzer olarak W, (t) vektorii

Toq KRay

T 4+ — B,
VER AT R T

qu (t) =

50&1:61(&0'3 - 70-2> _ TalylﬁN

(1y1)\/ KT+ 7¢

+Ta1ylﬁ + Ko, 21(Bos + 701)0

(x1y1)\/ K2 + 78

Ter Y17 — Key T15(01 + 02)

(33191)\/ /‘i% + 7'12

+

seklinde hesaplanmig olur.

Tanim 3.2.2 Kiibik Bezier egrisinin alternatif gat1 vektorleri { N, C, W} olsun.

1
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seklinde tamiml s (t) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye ap-Bezier Smarandache egrisi

denir. Egriye ait grafik Sekil 3.6 de verilmistir.

147714

Sekil 3.6: as-Bezier Smarandache egrisi

Burada yesil noktalar kontrol noktalaridir. Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmiz

olan egri ise a4 (t)-Bezier Smarandache egrisidir.

Teorem 3.2.5 as(t) Smarandache egrisinin Frenet vektorleri T, Na,, Ba, olsun. Bu

vektorler sirasiyla

T012(t) = C?

W,

g4 N—|— O¢
\0i + 0} \Voi+ o
Bay(t) =

Og 04
% Ny
\ 03+ 0} \Voi+ o

seklinde verilir. Burada oy4, 05 ve 0g katsayilar
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04

05

(B> + B7)

1 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)

9(14t* — 2213+ 1642 — 6t +1)2)  9(19¢* — 3643 + 262 — 8¢ + 1)3

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1)
(14¢* — 223 +16t2 — 6t + 1) (19¢* — 3613 + 2612 — 8t + 1)3

(5615 — 6612 + 32t — 6)

81(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(19t* — 36> + 26> — 8¢ + 1)3

1 N 4(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)
914+ — 2243 + 162 — 6t + 1)2  9(19* — 363 + 262 — 8¢+ 1)3 )

( 5613 — 6612 + 32t —6
3V14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1(191* — 3613 + 2612 — 81 + 1)%

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8)>
(1944 — 3613 + 2612 — 81 + 1)3 ’

= (B—9)

2(56t — 66t% + 32t — 6) N 4(56 > — 66t* + 32t — 6)
(14t — 2213 + 1612 — 6t + 1)3 (19t — 3613 + 262 — 8t + 1)3

12(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(76 > — 108¢* + 52¢ — 8)
(19¢* — 3613 4+ 26> — 8¢ + 1)*
G (19t* — 36¢% + 261 — 8¢ + 1)* + 4(14¢* — 2243 + 16¢* — 6t + 1)*
(144 — 2213 + 1642 — 6t + 1)2(19¢4 — 36 13 + 2612 — 8¢ + 1)3
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4(56 % — 661* + 32t — 6)?

27(14¢4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)2(19t* — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)?

4(1411 — 2283 + 161 — 6t + 1)

1
'(9(14t4 — 2213+ 1642 — 6t + 1)

5612 — 6612+ 32t —6

'(3\/14t4—22t3+16t2 — 6+ L(194 — 3615 + 262 — 8¢ + 1)3

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1(76t> — 108 2 +52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

A(56 13 — 6612 + 321 — 6)(761° — 10812 + 52t — 8)

9(19t* — 363 + 2612 — 8t +1)3

)

9(14t* — 221 + 1612 — 6t + 1)(19t* — 363 + 26> — 8t + 1)*

4(14t1 — 2283 + 161> — 6t + 1)

1
'(9(14t4 — 2234+ 1642 — 61t + 1)

561% — 6612 + 32t — 6

'(3\/14t4—22t3+16t2 — 61+ 1(1914 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

V14tE — 2213 + 1612 — 6t + 1(76t> — 108 2 +52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

4(16812 — 1321 + 32)

9194 — 3643 + 261> — 81 + 1)?

)

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 26 1% — 8t + 1)3

4141 — 2283 + 161> — 6t + 1)

1
'(9(14t4—22t3+ 1622 —6¢+1)°  O(190 — 3685 + 262 — 81+ 1)?

5613 — 662+ 32t —6

.(3\/14154 T 2205 1 1682 — 6f + L(19¢4 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2
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2(56t% — 66t* 4 32t — 6)
9(14* — 223 + 1642 — 61 + 1)*

4(56t3 —66t2+32t—6)<—

4(56t% — 66t* + 32t — 6)
9(19¢* — 363 + 26t — 8¢ + 1)°

4(14t* — 2283 + 16t — 6t + 1)(76 > — 108t + 52t — 8)
3(19¢* — 363 + 262 — 8¢ + 1)*

27(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(19¢* — 36> + 26> — 8¢ + 1)3

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1) 2
9(14¢4 — 2263 + 1642 — 6t + 1)2 ' 9(19¢* — 363 + 262 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t — 6
V14T — 2213 + 1682 — 6 + 1(194 — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

V14 =223 41642 — 61 + 1(76° — 108t2+52t—8))
(19¢4 — 3643 + 2612 — 8t + 1)3

(563 — 662 + 32¢ — 6)?
6((14t* — 226 + 161> — 6t + 1)
3
(19t* — 36 ¢ +26¢% — 8t + 1)) 2

4(56t3 —66t2+32t—6)(—

B (5613 — 66> + 32t — 6)(76 > — 108¢% + 52¢ — 8)
VI =228 + 1612 — 66+ 1(19¢4 — 3613 + 2612 — 8¢ 4+ 1)3

N 16812 — 132 + 32
314t — 2203 1 1642 — 61 + 1(19* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)2

_|_5\/14t4 — 2213+ 162 — 6t + 1(76 > — 1082 + 52t — 8)*
2194 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)2

VAT 2203+ 162 — 61+ 1(22842 — 216t+52))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t +1)3

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 4(14¢* — 2283 +16¢* — 6t + 1)
9(14t4 — 223 + 1612 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t —6
3V14tt — 2213 + 1642 — 6t + 1(19t4 — 3613 + 262 — 8t + 1)%

VIAT =223+ 1612 — 61 + 1(76t® — 108t2+52t—8))2
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2 ’
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o5 = (Bv—7°)

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1)
(144 — 2283+ 1612 — 6t +1)2 (19t — 3613 +2612 — 8t +1)3

(56> — 66> + 32t — 6)

81(14t4 — 2243+ 161> — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢t + 1)3

5613 — 6612+ 32t —6

1 N 4(1411 — 2283 + 161 — 6t + 1)
9(1414 — 2213+ 1612 — 6t + 1)2  9(19¢4 — 363 +26¢2 — 8¢+ 1)3

V14t — 223 + 162 — 6t + 1(76 > — 108¢% + 52t — 8))
(194 — 3613 + 2612 — 8t + 1)3 ’

16(56 > — 66t + 32t — 6)*

'(3\/14754 — 22+ 1612 — 6t + 1(19¢* — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

729(14t* — 223 + 1612 — 6t + 1)2(19t* — 3643 + 261> — 8¢ + 1)°

( 561% — 6612 + 32t — 6
314t — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

VA =228 + 1682 — 61 + 1(761° — 108t2+52t—8))2
(19¢4 — 3643 + 2612 — 8t + 1)3

seklinde birer katsayidir.

Ispat. «s egrisinin tiirevi alinir ve norm hesaplanirsa

1

ay(t) = —(8—7)C

Sl

2

olur.

o (t)]) = %(ﬂ )

1 N 4(14t1 — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(1414 — 2213 + 1612 — 6t + 1) 9(19¢4 — 3643 +26¢2 — 81+ 1)3

:

bulunur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa as(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7, teget

vektori

T.,(t)=C
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seklinde olur. a4(t)’ den tekrar tiirev alinir ve (2.2.6) bagmtisi yerine yazilirsa o (t)

vektori

((B=7)C+(B-)C")

Sl

2

1

= 5 ((B=7)C+(B—=7)(=BN +~W))

Sl

(=B(B=7)N+(B—=7)C+~(B—-7W)

Sl

— % ((—62 + BYIN + (B —7)'C+ (By - WQ)W)

seklinde bulunur. Burada cat1 vektorlerinin katsayilar:

o1=(=f*+p7) 05 =(B—-7) ,06 = (By—7")

seklinde alinirsa o4 (t) vektoriiniin ifadesi

1
oy (t) = 7 (04N + 05C + a6W)

olur. o4 (t) ve af(t) vektorleri vektorel garpihir ve norm alimirsa

aa(t) Aof(t) = (0B~ N +auly — HW)

los(t) A = 54/(8 =22 + o)

bulunur. ay(t) egrisinin B,,(t) binormal ve N,,(t) aslinormal vektorii

ay(t) A as(t)

Baz(t) = HOé/Q(t)/\a,Q/<t)H

oeN — oW

/2 2
oy + 0g

No, = B, N1,

oyN + oW

2 2
\/ 0§+ 05
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seklinde bulunur.

Teorem 3.2.6 «y(t)-Bezier Smarandache egrisinin x,, egriligi ve 7,, burulmasi sirasiyla

2(03 + 0§)
(B=m2

ﬁ(aa(ﬂ —Y)(0) — 058) + o4(y — B) (057 + Ué))
(B—(0% +o2) |

Tag =

seklinde verilir.
Ispat. (2.1.2) bagmtisindan oo (t)-Bezier Smarandache egrisinin ko, egriligi

 Jloge) A ()]
Rz () = T s P

2(0f + 0§)
(B—")?

olur. of(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

<02N + oyN' 4+ 05C + 05C" + oW + UGW’)

Sl

<o—gN + 04(BC) + 05C + 05(— BN + W) + oW + 0’6(—70))

Sl

(UQN + 048C + 05C + —058N + o5syW + agW — 0670>

Sl

((aﬁ1 — Bos)N + (Boy + o5 — v06)C + (yos + aé)W)

Sl

bulunur. o4(t), aj(t) ve of'(t) vektorlerinin determinanti hesaplanirsa

det(a, a3, 05') = % (06(5 — (04 = 058) + ou(y — B)(o57 + 0%))
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olur. (2.1.2) bagintisindan as(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7,,(¢) burulmas:

det(ay(t), a5(t), a5'(t))
las(t) A ag(8)]2

Tas (1)

\/§<a6(5 — )0y — o58) + o4(y — B) (057 + Ué))
(8 =7)*(0f + %)

elde edilir.

Teorem 3.2.7 «y egrisinin alternatif cat1 vektorleri N,,, C,,, W,, olsun. Bu vektorler

sirasiyla

O'4N+O'6W
Neo(t) = T

1
Ca2 (t) = T (TaQJGN - ’iangC - Ta204W>7

2 2
L9 //ia2 + Tao

1
Wa(t) = —— (HQZ%N + Tog22C — mo@@w)

2 2
Toq /,‘@Ol2 + Tos

seklinde verilir.
Ispat. (2.2.5) bagmtisina benzer olarak C,,(t) ve W,, vektorleri sirasiyla

Rag Tag

Coglt) = ———2 T\ + ——2—_B,
1

= - (TagaﬁN — Ray2C' — Ta20'4W>,

2 2
X9 //<;Oé2 + To
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Tao Rag

T, 4+—=__B,

1 </£a206]\7 + Ta,x2C — Iia20'4W)

/2 2
Hag + Tag

T2

seklinde elde edilir. Burada x4 ifadesi

Ty =1\/0F + 0}

seklinde bir katsayidir.
Tanim 3.2.3 Kiibik Bezier egrisinin alternatif gat1 vektorleri { N, C, W} olsun.

1

V2

seklinde tamimh ag(t) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye as-Bezier Smarandache egrisi

denir. Egriye ait grafik Sekil 3.7 de verilmigtir.

Sekil 3.7: as-Bezier Smarandache egrisi

Burada yesil noktalar kontrol noktalaridir.Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmizi

olan egri ise as(t)-Bezier Smarandache egrisidir.
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Teorem 3.2.8 «3(t) Smarandache egrisinin Frenet vektorleri T, Na,, Ba, olsun. Bu

vektorler sirasiyla

wt) = S
<27207 + 7809 — 08))N + (72(08 + 09) + BPog — /3707)0
N,,(t) = +(7%(0s + 09) + BP0y + Byor) W
5 \/(272 + 82) (1202 + (72 + B2) (03 + 03) + 2B7(0907 — 0307) + 2720905 ,
Boy(t) = —(08 + 09) N + (y07 + B09)C + (o7 — fos) W

V202 + (V2 + B2)(03 + 02) + 287(0907 — 0507) + 2720907

seklinde verilir. Burada o7, 0y, 09

o = —f' 4+

A 1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1)
(1414 — 2243 + 1612 — 6t +1)2  (19t4 — 361> + 2612 — 8t + 1)3

(563 —66t2+32t—6)>

81(14t* — 2243 + 1612 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8t + 1)3

1 N 4(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)
9(1414 — 223 + 1642 — 6t + 1)2  9(19#* — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t — 6
3V14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1(191* — 3613 + 2612 — 8t + 1)%

V141 - 2243 41642 — 6 + 1(76¢° — 108¢* + 521 — 8))
(1944 — 3613 + 2612 — 81 + 1)3

2(56t% — 66¢* + 32t — 6) 4(56 3 — 661% + 32t — 6)

(14t — 2283 + 1682 — 6t + 1)3  (19¢* — 3613 4+ 2612 — 8t +1)3

12(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(76 > — 108 1> + 52¢ — 8)
(19¢* —36¢3 +26¢> — 8t + 1)*

\/(19t4—36t3+26t2 C 8t 1P+ 4(14 — 2263 + 1682 — 6+ 1)°

+

(144 — 2243 + 1642 — 6t + 1)2(19¢% — 3665 + 2612 — 8t + 1)°
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oF

-8 =9 =9

1 4(14t1 — 2283 + 161 — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1642 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

16(56 % — 6612 4 32t — 6)2

729(14¢* — 2243 + 16 — 6t + 1)2(19¢* — 364> + 26> — 81 + 1)°

( 5613 — 66> + 32t — 6
V14T — 2213 + 1662 — 6 + 1(194 — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

VAT = 2243 41612 — 61 + 1(76 > — 108 12 +52t—8))2
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

4(56t% — 66t + 32t — 6)*

1 N 414t — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

:

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)2(19t* — 361> + 2612 — 8t + 1)*

1 N 4(14t1 — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(1414 — 2213 + 1612 — 6t + 1) 9(19¢4 — 3643 +26¢2 — 81 + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 4+ 262 — 8t + 1)2

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

A(5613 — 662 + 32¢ — 6)(T6£3 — 10812 + 52t — 8)

)

9(14t* — 2283 +161% — 6t + 1)(19¢* — 363 + 26> — 8t + 1)*

1 N 4(14¢* — 2283 + 16> — 6t + 1)
9(14 ¢4 — 223 + 1612 — 6t + 1)> = 9(19¢* — 3613 4+ 2612 — 8¢ + 1)3
( 561% — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 4+ 262 — 8t + 1)2

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2
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4(168¢* — 132t + 32)

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8t + 1)3

1 N 4(14¢* — 2283 + 16> — 6t + 1)
9(14 ¢4 — 223 + 1612 — 6t + 1)>  9(19¢* — 3613 4 2612 — 8¢ + 1)3
( 561% — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

2(56t% — 66t* 4+ 32t — 6)
9(144 — 223 + 162 — 61 + 1)°

4(56t3 —66t2+32t—6)<—

4(56 1% — 661> + 32t — 6)
9(19¢* — 3613 +26¢> — 8¢ + 1)°

4(14t* — 2283 + 16t — 6t + 1)(76 > — 108 * + 52t — 8)
3(19¢* — 363 + 262 — 8¢ + 1)*

27(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(19t* — 36> + 26> — 8¢ + 1)3

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1) 2
9(1414 — 2243 + 1612 — 6t + 1) 9(19t* — 363 + 262 — 8t + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

V14 =223 41642 — 61 + 1(76¢° — 108t2+52t—8))
(19¢4 — 3643 + 2612 — 8t + 1)3
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(56 % — 661* 4+ 32t — 6)*
6((14¢* —22¢° + 161> — 6t + 1)
3
(19t* — 36 +26¢* — 8t +1))*

4(56 % — 661> + 32t — 6) - (—

(5613 — 662+ 32t — 6)(761> — 108> + 52t — 8)
V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(19t* — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)

ot

n 168¢* — 132t + 32
3V14t4 — 223 + 1642 — 6t + 1(19¢* — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)

3
2

5V14t4 — 223 + 1612 — 6t + 1(76 3 — 108¢% + 52t — 8)?
2(19t4 — 363 + 262 — 81 4 1)2

V145 — 2243 + 1612 — 6t + 1(228¢2 —216t+52))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t +1)2
27(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(19t* — 36> + 26> — 8¢ + 1)3

1 N 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)
91414 — 223 + 1612 — 6t + 1)2 ~ 9(19#* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 6612+ 32t —6
3V14tt — 2213 + 1642 — 6t + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)%

VIAT =223+ 1612 — 61 + 1(76 1 — 108 12 +52t—8))2
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2 ’

_72 +7/

16(56t* — 66t* + 32t — 6)?

729(14 14 — 2213 + 1612 — 61 + 1)2(19* — 36> + 26> — 81 + 1)5
1 N 41414 — 2283 +162 — 6t +1) \°
9(1414 — 2243 + 1612 — 61+ 1)2 ' 9(194* — 3613 + 2642 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 662+ 32t —6
3V14tt — 2213 + 1612 — 6t + 1(19t4 — 3613 + 262 — 8t + 1)%

VIAtr =223 41612 — 6t + 1(761% — 108t2+52t—8))2
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2
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4(56t° — 661* + 32t — 6)?

27(14¢% — 2243 + 1642 — 61 + 1)?(19t* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)?

1 N 414t — 2283 + 16> — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 66> + 32t — 6
V14T — 2243 + 1662 — 6 + 1(194 — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

V14 - 2283 41642 — 6¢ + 1(76¢° — 10847 +52t—8))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

4(563 — 66t* + 32t — 6)(76 > — 108 ¢* 4+ 52t — 8)

9(14t* — 2213 + 1612 — 6t + 1)(19t* — 363 + 26> — 8t + 1)*

1 N 414t — 2283 + 16> — 6t + 1)
9(14t* — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19t4 — 3643 +26t2 — 8¢+ 1)3
( 5613 — 661> + 32t —6
V14T — 2213 + 1662 — 6 + 1(194 — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

V14tE — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

4(168 12 — 132t + 32)

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8t + 1)3

1 N 4(14¢* — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(14 ¢4 — 2213 + 1612 — 6t + 1)2  9(19¢* — 3613 4 2612 — 8t + 1)3
( 5613 — 66> + 321 — 6
3VIAHE — 2203 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2
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2(56¢3 — 66t* + 32¢ — 6)
9(14¢* — 223 + 162 — 61 + 1)?

4(56t3—66t2+32t—6)(—

A(56 3 — 6612 + 321 — 6)
9191+ — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)°

4(14t* — 22 +161% — 6t + 1)(76 > — 108¢% + 52t — 8)
3(19t* — 363 + 26> — 8¢ + 1)*

+
27(14t4 — 2243 + 162 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3
1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1) 2
9(14 ¢4 — 2243 + 1612 — 61 +1)2  9(19#4 — 363 + 262 — 8t + 1)3
( 563 — 662 + 32t — 6
314t — 2213 11642 — 61 + 1(194 — 3613 + 262 — 8t + 1)2
_\/14154—22t3+16t2—6t—|—1(76t3—108t2+52t—8))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t +1)3
563 — 66> + 32t — 6)>
4(56 13 — 6612 + 32t —6) - | — (4 . i ) )
6((14¢* — 2213 416> — 6t + 1)
3
(19t* — 3613 + 261> — 8¢+ 1))*
B (563 — 661>+ 32t — 6)(761> — 108> + 52t — 8)
VIATE =228 + 1612 — 66+ 1(1914 — 3613 + 2612 — 8¢ 4+ 1)3
N 16812 — 132t 4 32
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2
+5\/14t4—22t3~|—16t2—6t+1(76t3—108t2+52t—8)2
21914 — 3613 + 2612 — 8¢ + 1)3
\/14154—22t3+16t2—6t+1(228t2—216t+52)>
N (1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)3

27(14t41 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 4(1411 — 2283 + 161% — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19¢4 — 363 +26¢2 — 8¢+ 1)3

( 56 — 661?432t — 6
3VI4tE — 2213 + 1642 — 61 + 1(19* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)2

VI =228 + 1612 — 61+ 1(T61% — 108t2+52t—8)>2
(1944 — 3643 + 2612 — 8t + 1)3

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. a3 egrisinin tiirevi alinirsa

ay(t) = —=(— BN —vC + W)

5l

bulunur. Buradan norm hesaplanirsa

2 2 2
Jag)] =y 22

olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa as(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7, teget

vektori
— BN —
T, () = N I
52 + 2,}/2
seklinde olur. «4(t)” den tekrar tiirev alimir ve (2.2.6) bagmntisi yerine yazilirsa of(¢)
vektort
as(t) = L( — BN —~C + W)’
’ V2
1 /
= — (= N=BN' —~'C—~C" ='W + W'
A FN =N =/ C=aC =AW+ W)
1
= ﬁ( — B'N = B(BC) —+4'C = 4(=BN + W) ++'W + 4(—~C))
1
= E( — B'N = B°C —y/C + BN — "W + 7' W —+°C)

— % ((—6’ +BN + (=82 =4 = )C + (= + v’)W)

seklinde bulunur. Burada c¢at1 vektorlerinin katsayilar:
/ 2 2 2
o7 == +0,08=—P"—7 =7 00 =7 +7
seklinde almirsa o (t) vektoriiniin

1
Olg(t) = _(U7N+USC+(79W)

V2

olur. o4(t) ve aj(t) vektorleri vektorel garpilirsa

as(t) ANas(t) = =(—7(0s+ 09)N + (yo7 + Bog)C + (yor — Bog)W)

N —
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seklinde bulunur. Norm alinirsa

1
lo4(6) A §(0)]| = £y/7%0% + (62 + #)(0F +03) + 261(0s07 — o30) + 27030 (3:22)
olur. as(t) egrisinin B,,(t) binormal ve N,,(t) aslinormal vektérleri

as(t) A az(t)

Baal®) = i A et

—v(0s + 09)N + (yo7 + Bog)C + (yo7 — Bog)W
V7202 + (72 + B2)(03 + 02) + 267(0907 — 0307) + 2792090

Nas(t) = Ba3<t>/\Tas(t)

(27207 +7B(09 — Us))N + (72(08 + 09) + %05 — ﬁ707)0

+(v?(0s + 09) + B%09 + Byor) W
V@72 + 8 (1202 + (72 + 82)(03 + 03) + 287(0007 — 05077) + 2905075

seklinde bulunur.

Teorem 3.2.9 «;(t)-Bezier Smarandache egrisinin x,, egriligi ve 7,, burulmasi sirasiyla

\/2 (7203 + (72 + %) (02 + 02) + 2Bv07(0g — 05) + 2720908>

Rag = 3 )
2

(82 +272)

ﬂ((—WTg —v038) (07 — 0sf3) + (Bog + vo7) (078 + 05 — 097)

+((—Bos + yor)(osy + a§)>

Tag =

V202 (72 + B2)(05 + 03) + 2067(09o7 — 0307) + 2720405

seklinde verilir.
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Ispat. (2.1.2) bagmtisindan o(t)-Bezier Smarandache egrisinin ko, egriligi

lag(t) A a5 (@)

faslt) = @

2320+ 02+ 52108 + )+ 210100 — ) + 212000

(52 +29%)

olur. o(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

ay (t) = (o;N + 07N + 04C + 05C' + oy W + O—QW’)

Sl -

(4N + 02(5C) + 04C + 5(=BN +AW) + W + 0(—C))

Sl -

<0'7N + 078C + 03C + —0BN + asyW + ogW — O'g’YC)

Sl -

<(a'7 — Bog)N + (Bor + oy — vo9)C + (03 + aé)W>

Sl

"

bulunur. o4(t), a4 (t) ve o' (t) vektorlerinin determinanti hesaplanirsa

n

det(ay, oy, ay') = %((—709 — yo3) (07 — 08f3) + (Bog + yo7) (07805 — 097)

+(—Bosyor)(oey + Ué))

olur. (2.1.2) bagmntisindan as(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7,,(¢) burulmas:

det(a(t), all(t), ol (t))
| (t) A a5 ()2

Tas(t)

ﬁ((—709 —03) (07 — 08f3) + (Bog + yo7) (078 + 0§ — 097)

+((—Bos + yor)(osy + aé))

Y203 (2 + B2)(0§ + 03) + 287 (0907 — 0807) + 2720908
elde edilir.
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Teorem 3.2.10 a3 egrisinin alternatif ¢ati vektorleri N,,, Cy,, Wa, olsun. Bu vektorler

sirasiyla
(27%07 4+ vB(09 — 08) )N + (v2(05 + 09) + 8205 — By07)C
N,.(1) = +(7*(0s + 09) + 209 + Bryor) W
a3 - bl
\/(272 + 8% (v?07 + (72 + 82)(05 + 03) + 267(0907 — 0807) + 27%090%)
1
Caa (t) = \/W(«Ti;yg) (Ra35y3 - Taa’yx?)(O-S + 09))N
as as
+('ia37y3 + TasT3(y07 + 509))0
+( — Kas VY3 + TasT3(707 — 508))W),
Walt) — (= (B + raa(on o)
Vka, + 73, (T3y3)

+(ﬁa3$3(707 + Bog) — Taﬂy:a)c

+(Ta37y3 + Kas3(y07 — /308>)W)

seklinde verilir.
Ispat. (2.2.5) bagmtisma benzer olarak C.,(t) vektorii

K/ag T043

Cups(t) = ———=T,, + ———=B,

yazilir. Teorem 3.2.8 den T,,, ve B,, vektorleri burada yerine yazilirsa C,,(t) vektorii
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Co(l) = KasBYs — TagYT3(0s + UQ)N

(z3ys) /K2, + 72,

Kas VY3 + TagZ3(y07 + Bog)

(23Y3) /K2, + T2,

—RaszVY3 + Tasx?)(’yo-? - 50'8> 1014

(l‘gyg) z\/ /4%3 + 7'33

+

+

seklinde bulunur. Burada z3 ve y3 ifadeleri

xr3 = \/52_‘_2’727

Y3 = \/72(;% + (2 + 2) (0§ + 0§) + 287(0907 — 05307) + 2720405

seklinde birer katsayidir. (2.2.5) bagintisina benzer olarak W, (t) vektorii

Was (t)

T, K

= =T, + —=—==Dy,
V Iiag + TO{g K;Clg + Tag

olur. T,, ve B,, vektorleri burada yerine yazilirsa W, (t) vektorii

1

W, (1) = — (7. By + K +09)) N
3( ) ($3y3)\/m< (7' 3By3 K 371'3(08 09))

+(Ra3$3(70’7 + 60-9) - Ta37y3)0
+(T‘13’7y3 + Kas T3 (70-7 - /608))W)

seklinde elde edilir.

Tamim 3.2.4 Kiibik Bezier egrisinin alternatif ¢at1 vektorleri {N, C, W} olsun.

1
ay(t) = ﬁ(NjL C+ W)

seklinde tamimli ay(t) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye ay-Bezier Smarandache egrisi

denir. Egriye ait grafik Sekil 3.8 de verilmistir.
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Sekil 3.8: ay-Bezier Smarandache egrisi
Burada yesil noktalar kontrol noktalaridir.Mavi olan egri P(t) kiibik Bezier egrisi, kirmiz

olan egri ise ay(t)-Bezier Smarandache egrisidir.

Teorem 3.2.11 «y(t)-Bezier Smarandache egrisinin Frenet vektorleri T, , Ny, , Ba, 0l-

sun. Bu vektorler sirasiyla

—BN + (8 —7)C + W
V282 + 292 — 2By

To,(1)

<52<U10 + o11) +vB(012 — 011 — 2010) + 272010)]\7
+(72(011 + 012) + B%*(o10 + 011) — By(010 + U12)>C

o +(72(U11+U12)+5’Y(010—011)+252012_267‘712>W
au(t) = ’

(@@+?ﬂ—%wﬁ%+mﬂwa+ﬁ»—w%ﬁMw%+mmm

1
2

—010012+010011) + 011(27%012 + 252010) + 2’720%()))

(Bora — yo12 —v011) N + (Bo12 +7010) C + ( — Bory — Borg +y010) W

<(72 +26%) (03, + 0y) — 287(0% + 0% + 011012 — 10012 + 010011)

N

+011(272%012 + 208%010) + 2720%0>
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seklinde verilir. Burada o7, g ve gg
o = —f =B+ By

1 4(1411 — 2283 + 161* — 6t + 1)

O((14¢4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)2)  9(19¢4 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1)
(144 — 2283 41642 — 6t + 1)2  (19¢4 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3

-(56t% — 66t* + 32t — 6)

81(14t* — 2243+ 1612 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8t + 1)3

1 N 4(14¢* — 2282 + 164> — 6t + 1)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t +1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 563 — 66> + 32t — 6
3VI4tE — 2203 11642 — 61 + 1(19* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

V14t — 223 + 162 — 6t + 1(76 > — 108¢% + 521 — 8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)3

2(56 > — 66t* + 32t — 6) 4(56 % — 66t* + 32t — 6)

(14t — 223 + 1642 — 6t + 1)3 (194 — 3643 + 262 — 8¢+ 1)3

+12(14t4 — 2283 +16¢* — 6t + 1)(76t> — 108¢* + 52¢ — 8)
(19" — 3643 + 2612 — 8t + 1)3
o[98 =368 12642 — 8¢+ 1)’ +4(14¢' — 226 + 168 — Gt 4 1)° ’
(1417 — 2263 + 162 — 6 + 1)2(19* — 3643 + 2612 — 8t 1 1)3

+
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on = —B+8 -+ -~

1 4(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)

O((14t* — 2213 + 1642 — 6t + 1)2)  9(19¢* — 3643 + 262 — 8¢ + 1)3

16(56t* — 66t* + 32t — 6)?

729(141* — 2243 + 1612 — 6t + 1)2(19¢* — 3643 + 262 — 8t + 1)5
1 N 41414 — 2283 + 162 — 6t + 1) \°
9(14t* — 2243 + 1612 — 6t +1)2  9(19#4 — 363 + 262 — 8t + 1)3

( 5613 — 6612 + 32t —6
3V14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1(19t* — 3613 + 26 12 —8t+1)%

V1A =228+ 1682 — 6t + L(T64° — 10842 + 521 — 8))2
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)3

2(56° — 661" +32t—6) (56t — 66 +32¢—6)
(1464 — 2283 + 1612 — 61 + 1)3 ' (19¢* — 3663 + 262 — 81 + 1)3

12(14t* — 2283 + 16t — 6t + 1)(76 > — 108 ¢* + 52t — 8)
(194 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)*

\/(19t4 — 3613 + 2612 — 8¢+ 1)3 + 4(14 ¢4 — 2263 + 1642 — 61 + 1)°

+

(1444 — 2203 + 162 — 6t + 1)2(19¢* — 3643 + 2612 — 8t + 1)

A(56 3 — 6612 + 32t — 6)?

27(14¢* — 2243 + 1642 — 61 + 1)?(19¢* — 361> + 2612 — 8¢ + 1)*

1 N 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)
9(1414 — 2213 + 1612 — 6t + 1)2  9(19#* — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3

( 5615 — 662 4 32t — 6
3VIAE— 2263 + 1642 — 61 + L(19¢* — 3643 + 262 — 8¢ + 1)2

V14th — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 13 — 108 +52t—8))
(19t4 — 363 + 2612 — 8t +1)3
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4(56 1% — 661% + 32t — 6)(76t> — 108¢* + 52t — 8)

9(14t* — 223 +161% — 6t + 1)(19¢* — 363 + 26> — 8t + 1)*

1 N 4(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)
9(14t* — 2213 41612 — 6t +1)2  9(19t* — 3613 4+ 2612 — 8t + 1)3
( 561% — 6612 + 32t — 6
3VI4tE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76t> — 108 ¢2 +52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

416812 — 132t + 32)

27(14t* — 2243 + 1612 — 6t + 1)(19t* — 36> + 262 — 8t + 1)3

1 N 4(14t1 — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(14t* — 223+ 1612 — 6t +1)2  9(19¢* — 3613 4+ 2612 — 8t + 1)3
( 5613 — 66> + 32t — 6
V14T — 2213 + 1682 — 6 + 1(194 — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

V14 2213 41642 — 61 + 1(76° — 108t2+52t—8))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

2(56 13 — 66t? + 32t — 6)
9(14¢* — 2283+ 164> — 6¢ + 1)3

4(56 3 — 66 t* —|—32t—6)(—

4(56t% — 661> + 32t — 6)
9(19t* — 363 + 26t — 8¢ 4 1)°

44 = 2287 4161 — 61+ 1)(76¢° — 108¢* + 521 — 8)
3(19t* — 363 + 262 — 8¢ + 1)*

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8t + 1)3

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1) 2
9(1414 — 2213 + 1612 — 6t +1)2 919t — 363 + 262 — 81 + 1)3

( 563 — 66> + 32t — 6
V14T — 2213 + 1642 — 6 + 1(194 — 3643 + 2612 — 8t + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(19t4 — 3613 42612 — 8¢+ 1)2
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(56> — 66t + 32t — 6)*
6((14¢* — 2213+ 164> — 6t + 1)
3
(19t* — 3613 4+ 261> — 8¢+ 1))*

4(56t% — 661> + 32t — 6) - (—

B (5613 — 661>+ 32t — 6)(76 1> — 108> + 52t — 8)
VI =228 + 1612 — 66+ 1(1914 — 3643 + 2612 — 8¢ 4+ 1)2

N 168t% — 132t + 32
3V14tt — 223 + 1682 — 6t + 1(19¢* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)

Njw

+5\/14t4 — 2213 + 162 — 6t + 1(76 > — 108 ¢* + 52t — 8)*
21914 — 363 + 262 — 81 4 1)z

V14th — 2213 + 1612 — 6t + 1(228 ¢ —216t+52))
(19t4 — 363 + 2612 — 8t +1)3

27(14¢4 — 2243 + 162 — 6t + 1)(19t* — 361> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 4(1411 — 2283 + 161 — 6t + 1)
9(1414 — 2213+ 1612 — 6t +1)2  9(19¢4 — 363 +26¢2 — 8¢+ 1)3

( 561% — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2203 + 162 — 61 + L(19* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

VAT =223+ 1682 — 61+ 1(764> — 1082 +52t—8))2
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3 ’

By =7+

1 +4(14t4—22t3+16t2—6t+1)
(144 — 2213 + 1612 — 6t + 1)2 (194 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)3

-(561% — 66t* + 32t — 6)

81(14t1 — 2243+ 164> — 6t + 1)(19t* — 361> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 41411 — 223 + 161* — 6t + 1)
9(14t4 — 223 + 1642 — 6t + 1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

e

( 563 — 6612 + 321 — 6
3VIALT — 2203 + 1642 — 6 + 1(1944 — 363 + 2612 — 81 + 1)

V14 =223 4162 — 61 + 1(76¢° — 108t2+52t—8)>
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3
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16(56 > — 66t + 32t — 6)*

729(14t* — 223 + 1642 — 6t + 1)2(19t* — 3643 + 2612 — 8t + 1)°
1 N 41411 — 2283 + 161> — 6t + 1)
9(14t4 — 223 + 1612 — 6t + 1)2  9(19t* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 561% — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2203 + 1662 — 61 + L(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)2

VI4tE =223 41612 — 6t + 1(761% — 108t2+52t—8))2
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

4(56 3 — 66 1% + 32t — 6)*

:

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)?(19t* — 36> + 2612 — 8¢ + 1)*

< 1 4(14t4—22t3+16t2—6t+1))
9(

47— 2208 + 1622 — 61+ 1)2 T 91961 — 3665 + 262 — 8¢ + 1)}

< 561% — 6612 + 32t — 6
3VIAHE — 2213 + 1662 — 61 + 1(19¢* — 3613 4+ 2612 — 8t + 1)2

V14t — 223 + 1612 — 6t + 1(76 > — 108t2+52t—8)>
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

4(56 3 — 661% + 32t — 6) (76> — 108 ¢* + 52t — 8)

9(14t* — 2213 + 1612 — 6t + 1)(19¢* — 3643 + 26> — 8t + 1)*

1 N 41411 — 2283 + 161 — 6t + 1)
9(14t4 — 223 +1612 — 6t +1)2 ' 9(19¢* — 3613 + 262 — 8t + 1)3
( 563 — 66> + 32t — 6
3VIATE = 2213 1 1642 — 6 + 1(19* — 363 + 2612 — 8¢ + 1)2

V14t - 2283 41642 — 6 + 1(76¢° — 108t2+52t—8))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3
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4(168% — 132¢ + 32)

27(14¢* — 2243 + 164> — 6t + 1)(19t* — 36> + 26> — 8¢ + 1)3

( 1 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)
9(

1414 — 2213 + 1612 — 6t + 1)2 + 9(19¢* — 3613 + 2612 — 8t + 1)3
5613 — 6612 + 32t —6

(3\/14754 — 221341612 — 6t + 1(19¢* — 3613 +26¢2 — 8t + 1)%

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(76 1> — 108t2+52t—8))
(1944 — 3613 + 2612 — 8t + 1)2

2(56 13 — 66t? + 32t — 6)
9(14t4 — 2213 + 1612 — 6t + 1)3

A(56 3 — 6612 + 32t — 6) - (—

L A(B61°— 661 + 32t — 6)
9191+ — 3613 + 262 — 8¢ + 1)°

4(14t* — 228 +161% — 6t + 1)(76 > — 108¢* + 52t — 8)
3(19t* — 363 + 262 — 8¢ + 1)*

)

27(14t4 — 2243 + 1642 — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8t + 1)3

1 N 4(14¢* — 2283 + 164> — 6t + 1)
914+ — 223 + 1612 — 6t + 1)2 ~ 9(19t* — 363 + 262 — 8¢ + 1)3

( 5613 — 662+ 32t —6
3V14t1 — 2213 + 1612 — 6t + 1(19¢4 — 3613 + 262 — 8¢ + 1)%

V14 - 2283 41642 — 6t + 1(76¢° — 108t2+52t—8))
(19¢4 — 363 + 2612 — 8t + 1)3
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(563 — 66> + 32t — 6)>
6((14¢* — 22 + 1612 — 6¢ + 1)
3
(19t* —361% 4+ 261> — 8¢+ 1))>

A(56 3 — 66 12 +32t—6)(—

B (56 1% — 6612 + 321 — 6)(76£3 — 10812 + 521 — 8)
VIATE =228 + 1612 — 64 + 1(1914 — 36 3 + 2612 — 8¢ 4 1)3

. 16812 — 132t + 32
V14T — 2213 + 1642 — 6 + 1(19* — 363 + 2612 — 8t + 1)2

+5\/14t4 — 2213 + 162 — 6t + 1(76t> — 108 ¢* + 52t — 8)*
21914 — 363 + 2612 — 8t + 1)2

V14t — 2213 + 1612 — 6t + 1(228 —216t+52)>
(1944 — 3613 + 2612 — 81 + 1)3
27(14t4 — 2243 + 164> — 6t + 1)(19t* — 36> + 261> — 8¢ + 1)3

1 N 41411 — 2283 + 161 — 6t + 1)
9(14t4 — 223 + 1642 — 6t + 1)2  9(19t4 — 363 + 2612 — 8¢ + 1)3

( 563 — 6612 4 32t — 6
3VI4tT — 2283 + 1662 — 61 + 1(19t* — 3643 + 2612 — 81 + 1)

V[w

VAT =223 41612 — 6t + 1(76t> — 108t2+52t—8))2
(1944 — 363 + 2612 — 8t + 1)3

seklinde birer katsayidir.

Ispat. a4 egrisinin tirevi alinirsa

ay(t) = %(—5N+(6—7)0+7W)

bulunur. Buradan norm hesaplanirsa

262 + 292 —2
Joie)] = o 2220

olur. Bu ifade (2.1.1) de yerine yazilirsa ay(t)-Bezier Smarandache egrisinin T, teget

vektori

T (1) = —BN + (8 —~)C +W
“ V282 + 292 — 2B
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seklinde olur. o (t) den tekrar tiirev alinir ve (2.2.6) bagintist yerine yazilirsa o/ (t) vektorii

(= BN +(B—7)C + W)

L
R
—~

~
N~—

|
5l
w

(=B8N =BN'+ (8 =7)C+ (8 =)0 ='W + W)

Sl -

- (=B'N=B(BC)+ (' =+)C+ (B—=7)(=BN +W) +7'W +5(—0))

Sl

(=B'N=pB°C+p'C—+C—BN+ByW + YN — ¥*W +~+'W —~+°C)

5l

= % ((—3/ — B4 BN+ (= + 5 = = )C+ By 7"+ 7’)W>

seklinde bulunur. Burada cat1 vektorlerinin katsayilari
o0 = =8 =B+ B,
on = =+ -+ -7

ol = By—7+°
seklinde alimirsa o) (t) vektoriiniin ifadesi

1
ozZ(t) = %(UloN + 0'110 + 0'12W)

olur. o(t) ve oj(t) vektorleri vektorel garpilirsa

1

ay(t) Na(t) = §<(5012 —q011) N + (Bo12 +7010) C + (= Bo1r — o10(8 — 7))W>

seklinde bulunur. Norm alinirsa

(V2 +28%) (0%, + 01y) — 2687(01y + 075 + 011012 — 010012 + 010011)
ey (E) A (B)]| = 3
—|—0'11(2’)/20'12 + 2620'10) + 2’720'%0

olur. ay(t) egrisinin B,,(t) binormal ve N,,(t) aslinormal vektorleri
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ay(t) A a(t)
[l (t) A g (1)]]

(5012 — Y012 — ’7011)N + (5012 + 7010)0 + ( — po1 — Bog + 7010)W
(V2 +28%) (0} + 03y) — 2B7(0%y + 01y + 011012 — 010012 + T10011)

+011(272%012 + 208%010) + 27%0%, |

No,(t) = Bay, ATy,

<52(010 + 011) +v8(012 — 011 — 20710) + 272010)]\[
+<’Y2(<711 + 012) + (010 + 011) — By(010 + 012)>C

+<72(011 + 012) + By(010 — 011) + 2%012 — 25’7012>W

(282 4+ 29% — 2837) ((72 +208%) (0%, + 01y) — 267(0}y + 0% + 011012 — 010012

+010011) + 011 (292012 + 23%010) + 2’72‘7%0)

seklinde bulunur.

Teorem 3.2.12 «y(t)-Bezier Smarandache egrisinin k,, egriligi ve 7,, burulmasi sirasiyla

3((’}/2 + 2ﬁ2)(0'%1 =+ 0'%2) — Qﬁ’)/(O'%O + 0'%2 —+ 011012 — 010012 -+ 0'100'11)

+011(272012 + 2%010) + 272U%o>
Ray = % )

(26% + 292 - 287)

\/g((ﬁan — Y012 — 7011)(0’10 - 5011)(5012 + 7010)(5010 + 011 - 7012)

+(—=Bo11 — Bowo + vo10) (You1 + Uiz))

Tay —

((72 +28%) (01 + o) — 28v(0fy + 0fy + 011012 — 010012 + T19011)

+(=po1 — Bor + vo10)(You1 + 0/12)>

seklinde verilir.
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Ispat. (2.1.2) bagitismndan oy (t)-Bezier Smarandache egrisinin ko, egriligi

[l () A i (@]

S DT

3<(72 +28%) (0%, + 03y) — 2B7(0%y + 03y + 011012 — T10012 + T10011)

+011(27v%012 + 2%010) + 2720%0>

3
2

(262 + 292 — 267)

olur. of(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

ay (t) = (UioN + 010N +01,C + o' + o, W + UlQW’)

Sl

(aiON + 010(BC) + 01,C + 011 (= BN + W) + 0, W + 012(—WC)>

Sl -

(010N + 0108C + 01,C + —011 BN + oy yW + o1, W — 0'12’70)

Sl -

(910 = Bor)N + (Bows + 01y = 7012)C + (o1 + 01, W)

Sl -

bulunur. «o/(t), o/ (t) ve o' (t) vektorlerinin determinanti hesaplanirsa

1
det(aﬁl, Oéi@ CYZ/) = 3—\/3 <(5012 — Y012 — 7011)(010 - 5011)
+(Bo12 + yo10)(Boro + 011 — Yo12)

+(—=Bo — Bow + yo10) (Yo + Uiz))

olur. (2.1.2) bagmtisindan ay(t)-Bezier Smarandache egrisinin 7,,(¢) burulmas:
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det(ay(t), af(t), ai'(¢))
lay(t) A g (B)]2

Ta4(t)
\/§<(5012 — Y012 — 7011)(010 - 5011)(5012 + 7010)(5010 + oy — 7012)

+(=Bo11 — Bowo + yo0) (Yo + ‘712))

((72 +28%)(01) + 07y) — 287(07y + 0%y + 011012 — 010012 + 010011)

+(—Bo1 — Bow + yo10) (You1 + 0/12))

elde edilir.

Teorem 3.2.13 «ay egrisinin alternatif cat1 vektorleri N,,, C,,, W, olsun. Bu vektorler

sirasiyla
<ﬁ2(010 + 011) +v8(012 — 011 — 20710) + 272010)]\[
+<72(011 + o12) + B%(010 + 011) — By(010 + 012))0
+<72(‘711 + o12) + By(010 — 011) + 2%012 — 257012>W
No,(t) = ,
(287 4+ 29* — 207) ((72 + 26%) (03, + 015) — 287(0%y + 0% + 011012
—010012+010011) + 011(27%012 + 25%010) + 2720%0>
o (1) Ko BYs + Ta,2a(Bo1a — Y012 — YO11) N

(Taya)\/K2, + T2,

Koy Ya (Y — B) + Ta,xa(Bo1a + vy010) C

(Taya)\/K2, + T2,

—Kay VY1 + T, 2a(—Bo11 — Boig + Yo10)

(w4y4) /K2, + T2,

+

W,
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Ha4iU4(5012 — Y012 — 7011) - Ta45?/4 N

(Z4ya) /K2, + 72,

Ha4$4(5012 + v010) + Tay (5 - 7)94 o

(Taya) /K2, + T2,

Koy Za(—Bo11 — Boig + ¥010) + Ta,Ya W

(Taya) /K2, + T2,

Was(t)

seklinde verilir.
Ispat. (2.2.5) bagmtisma benzer olarak C, (t) vektori

KJa4 Ta4

T —— B,
\/ H?)@ + T§4 ! \/ '%34 + 7—24

Ca4(t) = -

seklinde yazilir. Teorem 3.2.11 den T, ve B,, vektorleri burada yerine yazilirsa C,,(t)

vektoru

Koy BYs + Ta,2a(Bora — Y012 — Yo11) N

(x4y4)\//<9§4 +T§4

"fa4?/4<7 - 5) + Ta4l‘4(5012 + 7010) C

_l’_
(T4ya) /K2, + 78,

— Koy VYa + T, Ta(—Po1n — Borg + 7010) W

+
(Taya) /Ko, + T8,

Ca, (t> =

seklinde bulunur.Burada x4 ve y4

Ty = /2624292 — 2By

(72 + 26?%) (Jfl + 0%y) — 287v(0%) + 0%y + 011019 — 010012 + T100711)
+011(27%012 + 26%010) + 27703,

seklinde katsayilardir.(2.2.5) bagmtisina benzer olarak W, (t) vektorii



olur. T,, ve B,, vektorleri burada yerine yazilirsa W, (t) vektorii

"ia4$4(5012 — Y012 — 7011) - Ta4ﬁy4

(Z4ya) /K2, + 72,

KasTa(Bo1a + vo10) + Ta4(5 - 7)94 C

(Taya) /K2, + T2,

KayZa(—Bo11 — Boig + ¥010) + Ta,Ya

(Taya) /K2, + T2,

N

Wa,(t)

W

seklinde elde edilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tezde elde edilen sonucglar bulgular boliimiinde gekillerle agiklanmigtir. Burada ilk
olarak, Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), P; = (0,0,1) kontrol noktalar1 esas
alinarak elde edilen P(t) kiibik Bezier egrisi tanimlandi. Bu noktalar 6zel olarak bir or-
tanormal birim cati vektorlerini olusturan noktalardir.Bu noktalar alinarak tanimlanan
egrinin Frenet vektorleri ve Darboux vektorii hesaplandi. Sonra Darboux vektori kul-

lanilarak egri iizerinde ortanormal ¢ati olan N, C, W alternatif cati vektorleri olugturuldu.

Son olarak bu egrinin Frenet catilari ile alternatif cat1 vektorlerinden elde edilen

cat1 vektorleri ayr1 ayri hesaplandi.

Benzer ¢aligma bagka ortanormal cat1 vektorleri olusturacak gekilde kontrol noktalar:
secilerek ve o ¢atidan gegen bagka bir egri olusturularak catilar arasindaki gecisler, egriler

arasindaki gecislerle iligkilendirilebilir.

Bezier Smarandache egrileri dayanak egrisi alinarak bunlar tizerine regle yiizeyler insa
edilip her bir yilizeyin bazi karakteristlik ozellikleri hesaplanabilir. Elde edilen her bir

yiizeylerin minimal ylizey olma ve acilabilir yilizey olma 6zelligi incelenebilir.
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