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OZET

o LINEER OLMAYAN MAT__EMATiKSEL MODELLERIN TAM
COZUMLERININ ANALITIiK YONTEM YARDIMIYLA ARASTIRILMASI

VOLKAN CAKMAK
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZi, 99 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. TOLGA AKTURK)

Coziimlerini elde etmek gayet zor olan lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemler i¢in Ji-Huan He ve Xu-Hong Wu tarafindan 2006 senesinde {istel
fonksiyon metodu ortaya konulmus, yillar icerisinde birgok denkleme bu metot
uygulanarak denklemlerin dalga ¢ézlimleri bulunmustur. Giiniimiizden gorece kisa
siire Oonce de metodun icerdigi kabul fonksiyonunun daha kapsamli olarak ele
alinmasiyla modifiye olmus son hali yani gelistirilmis tistel fonksiyon metodu giin
yliziine ¢ikmistir. Bu tez calismasinda c¢esitli bilimsel aragtirmalarda karsilasilan bazi
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere literatiirde ilk defa gelistirilmis tistel
fonksiyon metodu uygulanarak denklemlerin ilerleyen dalga ¢oziimleri elde edilmistir.
Ayrica metodun sundugu ¢oziimlerin fiziksel yapis1 da gorsellerle sunularak bahsi
gecen denklemlere literatiirdeki diger ¢oziim metotlarinin sundugu ¢oziimler ile
benzerlikleri ve farkliliklar1 aragtirilmastir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklem, Gelistirilmis
Ustel Fonksiyon Metot, Dalga Coziimii.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF EXACT SOLUTIONS OF NONLINEAR
MATHEMATICAL MODELS BY ANALYTICAL METHOD

VOLKAN CAKMAK

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
PHD THESIS, 99 PAGES

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. TOLGA AKTURK)

The exponential function method was introduced by Ji-Huan He and Xu-Hong
Wu in 2006 for nonlinear partial differential equations, whose solutions are very
difficult to obtain, and wave solutions of the equations were found by applying this
method to many equations over the years. A relatively short time ago, with the
acceptance function included in the method being discussed more comprehensively,
its final improved form, that is, the modified exponential function method, came to
light. In this thesis study, traveling wave solutions of the equations were obtained by
applying the modified exponential function method for the first time in the literature
to some nonlinear partial differential equations encountered in various scientific
research. In addition, the physical structure of the solutions offered by the method is
presented with visuals and their similarities and differences with the solutions offered
by other solution methods in the literature to the mentioned equations are investigated.

Keywords: Nonlinear Partial Differential Equation, Modified Exponential Function
Method, Wave Solution.
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1. GIRIS

Insanlik, ¢evresindeki olaylara, olgulara, varliklara ve bedeninde olanlara her
daim merakl gozlerle ve sorgulayarak yaklasmis; evrende ve bilhassa dogada isleyen
mekanizmalarin yapisini, kurallarini, dengeleri ve oriintiileri anlama ve bunlardan yeni
anlamlar ¢ikarma amaciyla sorular sormus; bu sorularin ¢éziimlerini ararken yeni
sorularla karsilasmis; bu silsileden elde ettigi c¢ikarimlari, yontemleri ve bilgi
birikimini kendi beklentileri ve hayalleri tizerine kullanma gayreti iginde olmustur. Bu
amag dogrultusunda insan, etrafin1 sarmalayan fenomenleri daha iyi kavrayabilmek ve
farkindaligin1 artirmak i¢in bazen deneyler ve gozlemlerden elde ettigi veya asirlar
igerisinde biriktirdigi verilerden faydalanmis, bazen de doganin sadece merakl
zihinlere alelade hediye ettigi bilgileri kullanarak tanidigi yapilara benzetme,
kiyaslama ve 6lgme ile modelleme yoluna gitmistir. Insan bu modellemeyi zihninde
daha derli toplu yapabilmek i¢in hem soyut kavramlari daha elle tutulur hale
getirebilen hem de bilginin gelecek nesillere daha i1yi aktarilmasina olanak saglayan
semboller gelistirmis, nihayetinde evrendeki sistemlerin sarsilmaz kurallarinin
farkindaligiyla kendisi de i¢inde sarsilmaz kurallar barindiran bir dili yani matematigi

hem icat hem de kesfetmistir.

Matematik, olaylarin veya sistemlerin belirli kurallarla korunan diizenini
sembollerle modellemeye ve bu modellerden ¢ikarimlar yapabilmeye imkan saglar.
Bu ¢ikarimlar sayesinde insan, dogada kendiliginden var olmayan ama insanin kendi
zihin diinyasinda suretleri belirenleri gercek diinyada insa edebilme veya dogada var
olup da kendisinde olmayanlar1 taklit edebilme imkani bulmustur. Bu baglamda
matematiksel modelleme; insan biiylik bir uzayin belirsizliklerinde kendi yapisal
kisitlariyla salimirken giiven iginde ayagimi basabilecegi, tutunabilecegi, sonraki
adimlarin1 nasil, ne zaman, nereye, ne kadar atacagi kararmi optimum sekilde
verebilecegi ve gilinlii geldiginde oradan baska ufuklara sigramak igin {izerine
mekiklerini insa edebilecegi bir platform, bir zemin olusturmaktadir. Ancak bu
modellerin kurulumu her zaman yeterli seviyede tatmin edici ve kolay olmamaktadir.
O sebepledir ki olgulart miimkiin olan en iyi sekilde goriip, kavrayip modelleyebilen

bilim insanlarinin adlar1 hafizalardan silinmemeyi ziyadesiyle hak eder.



Herakleitos’un da dedigi gibi degismeyen tek sey degisimin kendisi oldugu
icin evrensel olaylar ve olgular da bu degisim nehrinde akip gitmektedir. Degisimin
getirdigi belirsizliklerin dogurdugu kaygilardan siyrilmak isteyen insanin, her ne kadar
olgu ve olaylar1 an ve an inceleyebilmek i¢in zamani1 durduramasa, incelediginin her
noktasina her bilesenine hakim olamasa bile bu olaylar1 ve olgular1 modellemede
degisimi hesaba katma zorunlulugu vardir. Bu zorunluluk insanin ‘daha iyi’ olarak
kabullenebilecegi sonuglar1 elde etme arzusundan kaynaklanir. Bu arzunun kaynagi
belki Platon’un idealarina olan arayisin hala devam ediyor olmasi, belki de
diistinebilme kapasitesi ile kaygi arasindaki Ouroboros vari iliskiden miitevellit

garanticilikten vazgecilememesidir.

Evrensel fenomenleri kavrama niyetiyle bu fenomenlerin degiskenlerinin yani
sira degiskenlerin anlik degisimleri de hesaba katilarak kurulan matematiksel modeller
literatiirde diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. Her tiirli diferansiyel
denklemin kurulumu ve ¢6ziimii bilim alanlarinda biiyiik bir 6neme sahiptir. Kurulan
modellerle daha dogru, daha kapsamli, daha tutarli sonuglar ve ¢iktilar elde etme
gayesi, olguyu olusturan birden fazla etkenin, boyutun, degiskenin hesaba katilmasini
gerektirir ki bu gereksinimi karsilayan matematiksel modellere ‘kismi diferansiyel
denklem’ denir. Kismi diferansiyel denklemlerin bilesenlerinin derecelerinin 1’den
farkli olusu veya bu bilesenlerin birbirleriyle ¢arpilmasi, bdliinmesi ve hatta bu
bilesenlerin denklem igerisinde bilindik matematiksel fonksiyonlar i¢inde yer almasi
lineer olmamay1 dogurur. Daha iyiye ulagsma ¢abas1 sebebiyle denklemlerin boyutunun
ve derecesinin artmasi ¢Oziime ulagsmayir daha da zorlastirmaktadir lakin lineer
olmayan kismi diferansiyel denklem(lokdd) denilen bu modellerin ¢dzlimlerine
ulagmak, 6zellikle fizik ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde karsimiza ¢ikan
daha kompleks fenomenlerin analizi ve sentezi agisindan ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.
Bu tezin gayesi de bazi lineer olmayan matematiksel modellere tam c¢oziimler

aragtirmaktir.

Lokdd’lerin hepsini her kosulda ¢ozebilecek kemiklesmis bir algoritma olmasa
da gesitli yontemler sayesinde, analitik ve tam ¢dziim olmak tizere iki temel ¢oziime
ulagilabilir. Bu baglamda lokdd’lerin ¢6ziimlerine ulagmak i¢in yillar i¢erisinde Tanh-
fonksiyon metodu (Malfliet, 1992; Wazwaz, 2004), Sine-cosine metodu (Yan, 1996;
Wazwaz, 2004), Jacobi eliptik fonksiyon genlesme metodu (Liu ve ark.,2001),
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Adomian ayrigsma metodu (Adomian, 1988), homotopi pertiirbasyon metodu (He,
1999), iistel fonksiyon metodu (He ve Wu, 2006; Javeed, 2020), Kudryashov metodu
(Kudryashov, 2012), sine-Gordon genlesme metodu (Yel, 2020), G G genlesme
metodu (Li ve Zhang, 2010), ilk integral metodu (Matinfar ve ark., 2015), F-genlesme
metodu (Zhou ve ark., 2003) gibi bircok metot ortaya konulmus ve bu metotlarin cogu
giiniimiize kadar gelisim siire¢lerinden ge¢mistir. Bu metotlardan bazilar1 ¢éziimlere
analitik olarak yaklagsmakta, bazilariysa sayisal olarak yaklagsmaktadir. Giiniimiizde
gelismis bilgisayar performanslart ve sembolik hesaplama yapan Mathematica,
Matlab, Maple vb. gibi yazilimlar sayisal ¢oziimleri analitik ¢oziimlere gore biraz daha

kolaylastirsa da her iki ¢oziime de katkilar1 bulunmaktadir.

Bu metotlarin bazilarinda 6zellikle i¢inde titresim ve dalga barindiran fiziksel,
kimyasal, biyolojik, jeolojik, atom alt1 vs... fenomenlerin daha anlasilabilir hale
gelmesi icin dalga kavramindan matematiksel model olarak faydalanilir. Bu kavram,
denklemin degiskenleri arasinda dalga benzeri bir baginti oldugunu varsayarak
denklemin zorluk derecesini diisiiriir ve bu sayede de denklemin ilerleyen dalga

cozlimleri denilen ¢oziimlerin elde edilmesinde kolaylik saglamis olur.

Bahsedilen metotlardan iistel fonksiyon metodu Ji-Huan He ve Xu-Hong Wu
tarafindan 2006 yilinda ortaya konulmustur (He ve Wu, 2006). Bu ¢alismada ise
lokdd’lerin betimledigi olaylari kavrama niyetiyle arastirilan dalga ¢ézlimlerini ve
onlarin fiziksel yapisini incelemek i¢in kullanilan metot, iistel fonksiyon metodunun
kabul ettigi ¢6zliim fonksiyonunun i¢indeki 6nemli bir yapinin yillar igerisinde daha
genis kapsamli versiyonuyla modifiye edilmis hali olan, gelistirilmis {istel fonksiyon
metodudur. Gorece literatiirde yeni olan gelistirilmis iistel fonksiyon metodu lokdd’i
dalga doniistimii yardimiyla lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniistiiriir ve

bu denklemin ¢oziimiiniin belirli alt ailelere sahip {istel bir yapida oldugunu kabul eder.

Bu calismada; lokdd’e 6rnek olarak bir boyutlu dalga denkleminin genellemesi
Cauchy probleminin 6zel bir hali olan ve lineer olmayan dinamik esneklikdeki boyuna
dalgalar i¢in lineer olmayan iki yonlii uzun dalga modellerinden tiiretilmis Doubly
Dispersive denklemi (Manar ve ark., 2022; Ahmed ve ark., 2022) ile enerjiye bagh
Schrodinger potansiyelleri ile iliskili (2+1) boyutlu Integro-Differential Jaulent-
Miodek Evolution denklemi (Kaewta ve ark.,2020) ele alinmistir. Doubly Dispersive



denklemi lineer olmayan elastik katilarda dalga yayilimini ¢aligma acgisindan énemlidir
zira bu denklem tek gerinim dalgalari, sismoloji, akustik, uzun mesafe enerji transferi,
optik fiberler, boru hatlar1 saglamligi gibi ¢alismalarda kendisine yer bulmaktadir.
Jaulent-Miodek denklemlerine ise yogun madde fizigi, akiskanlar dinamigi ve optik

gibi fizik biliminin bir¢ok alt dalinda karsilagilmaktadir.

Birden fazla metotla ¢oziimler sunulmus bu denklemlere literatiir taramasiyla
ulasilabilen agik kaynaklara gore °‘literatiirde ilk defa’ bu tezde gelistirilmis {istel
fonksiyon metodu ile tam ¢6zlim aragtirmasi yapilmistir. Calismada her bir denklem
icin elde edilen ilerleyen dalga ¢6ziimlerinin fiziksel yapisini goriiniir hale getirmek
icin iki boyutlu, li¢ boyutlu, dis hat ve yogunluk grafikleri sunulmus, dalga tipleri
incelenmis. Metodun kullanigliligini, zorluklarini, gecerliligini ve bagarisini incelemek
namina da ayni denklemlerin, Nikolay A. Kudryashov tarafindan literatiire
kazandirilip ardindan Pandir ve ark., (2015) tarafindan gelistirilen, genellestirilmis
Kudryashov metot yardimiyla ilerleyen dalga ¢oziimleri grafikleriyle birlikte elde
edilip sunulmustur. Sonu¢ kisminda ise bu ¢alismada kullanilan metotlarin sundugu
coziimler ile literatiirdeki diger metotlarin sundugu coéziimlerin benzerlikleri ve

farkliliklar1 agiga ¢ikarilmaya calisilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Konum ve zaman gibi iki veya daha fazla degisken arasindaki iliskiyi belirli
kosullarn saglayacak sekilde ortaya koyan matematiksel bagintiya fonksiyon denir.
Misalen bir hareketlinin konumu X i¢in ¢; gegen zaman, J ; hareketlinin birim
zamanda aldig1 yol yani hiz olmak ilizere x =1V -¢ gibi bir dengenin oldugu
gozlemlenir. Burada fark edilecektir ki zamanda yasanan en ufak degisim, hiz sifir
degilken konumda da bir degisim meydana getirecektir. Yani konum, zaman ve hiz
arasinda birbirini tamamlayan bir iliski mevcuttur. Iste bu konum ve zaman iliskisini

zaman degiskenine gore modellemek icin bu iki degisken arasinda x = f(t) =V -t
seklinde bir fonksiyon diisiiniilebilir.

Dogal bir olgu; bazen olgunun bilesenlerinin birbiriyle iliskisinin matematiksel
islemlerle birebir ortiismesi sebebiyle agikar olan fonksiyon ile, bazen verilerin analitik
olarak ortaya koydugu gorsellere de dayanarak yapilacak niimerik yaklagimlarla
mevcut verileri optimum saglayan varsayimsal olarak se¢ilmis bir fonksiyon ile, bazen
de o olgunun bir degiskeninin baska bir degiskenine gore degisimini de hesaba katarak
sunan bir matematiksel modelin c¢oziimlenmesiyle elde edilen fonksiyon ile

matematiksel olarak tanimlanmaya ¢aligilir.

Insanin bir olgunun 6ziindeki diizeni, sistemi, dengeyi tiim kurallariyla tarif
edecek fonksiyona dair arayisinin, giris boliimiinde de bahsedildigi gibi insanin
olgular1 anlayabilme, kavrayabilme, dngdrebilme ve belki birazda bu diinyada bir iz
birakarak oOliimsiizlesme diirtlisiiyle alakali oldugu soylenebilir. Archimedes’i
katledilme pahasina da olsa ¢6zmeye calistiginin bagindan ayrilmasini engelleyen de

biitiin bu duygu ve diisiincelerdir.

Esasinda ¢ogu olgunun 6ziine dair piir bilgiye direk sahip olunamadigindan
veya fiziksel imkansizliklardan, olgu maalesef belli bir fonksiyonla
modellenememekte yahut model olarak secilen fonksiyon olguyu tam manasiyla tarif
edememektedir. Yine de degiskenler arasindaki iliski asikar olmadiginda olgunun bir
degiskeninin baska bir degiskenine gore degisimini veya degiskenin biiylikliglini
gozlemleyerek olgunun olasi davranislarina yonelik ongoriiller ve yaklasimlarda
bulunabilinmektedir. Insanlik bugiine kadar bu yaklagimlarla ve ongbriilerle bile

oldukea fazla kazanim elde etmistir, edecektir. Yani umut hep vardir, olmalidir!



Olgularin 6ziine dair ulagilmazlig1 birkag 6rnekle tarif etmek gerekirse, mesela
bir egrinin tegetinin egimini elde etmek icin tegeti tam olarak ¢izmenin fiziksel olarak
imkan1 yoktur zira boyutsuz olan bir noktay1 kalinlig1 olmayan bir dogru ¢izerek isabet
ettirmek imkansizdir. Ayni1 sekilde onceki sayfadaki esitlik hiz kavramini anlamak i¢in

ele alindiginda, hiz; yer degistirmenin o esnada gecen zamana orani olacagindan,

t
zamana bagli hiz fonksiyonu V (¢) = — seklinde modellenebilir lakin bu modelle

hareketlinin hiz1 konusunda yalnizca ortalama bir hiikiim verilebilir. Herhangi bir
‘andaki hiz’ i¢in bu hesaplama yetersizlik gosterecektir zira anda gecen bir zaman
dilimi yoktur. Bu durum hareket eden bir aracin ¢ekilmis fotografina bakarak yorum
yapmaya ¢alismak gibidir. Fotograf makinesi bir anin goriintiisiinii yakalamistir ve o
goriintiilye bakilirsa ara¢ duruyordur yani hizi sifirdir lakin gelin goriin ki aracin

hareket ettigi bilgisi yadsinamaz bir gergektir ve dyleyse her anda da hizi olmalidir.

Burada Eleali Zeno gibi ‘aslinda hareket yani degisim bir illiizyondur’ seklinde
diisiinceye kapilmirsa kendi gozlem yetenegimizin, kavramsal birikimlerimizin
yetersizliklerinin ve fiziksel kisitlarimizin arkasina sigmilmis olunur ki buna delil
olsun diye saniyede 24 kare olacak sekilde kesikli hareketten ibaret olan video
goriintiisiinii bile insanin siirekli olarak algiladig1 6ne siiriilebilir. Isin asli, insan
zamanin akist ve hareket gibi siirekli kavramlar1 zihinsel acidan tam olarak
i¢sellestiremez. Fakat stireklilik; limit ve sonsuzluk kavramlar1 yardimiyla arzu edilen
miktarda ve boyutta secilebilecek kiigiik parcalara boliinerek kesiklilikle es hale
getirilebilir ve boylece matematik; Akhilleus‘un higbir zaman kaplumbagay1
gecemeyecegini iddia eden paradoksun zihnimizdeki yollar1 diigiimlemesini engeller.
Zeno uzay-zamanin siirekli oldugunu yani sonsuza kadar boliinebilecegini varsaymuis,
mesafeyi ve zamani sonsuz kiigiikliikte pargalara bolerse nihayetinde mesafenin sifir
olacagini yani hareketin hi¢ ger¢eklesemeyecegini, eger hareket gerceklesebiliyorsa
stireklilik varsayiminin hatali olacagini, bunun da bir ¢eliski doguracagini ‘olmayana
ergi’(reductio ad absurdum) yaklasimiyla ileri siirmiistiir. Burada Zeno’nun hatasi
mevzuya hiz kavrami degil mesafe kavramiyla yaklasmasiydi ayrica eklemek gerekir
ki olmayana ergi yaklasimi ‘binary’ yani sadece dogru ya da yanlis hiikiim bildiren

durumlar i¢in mantikl bir yaklagimdir.



Evrende bir¢ok olay ve olgunun fiziksel sinirlari vardir. Ornegin ilk giin 100
km hareket edip her giin 6nceki giiniin yaris1 kadar hareket etme rutiniyle devam eden
bir kisi asla 201. km’yi goéremeyecektir. Bu tarz durumlar1 algilamamiz1 saglayan da,

paradokslart etkisizlestiren de ‘limit’ kavramidir.

Yine bu degisim araligini siirekli kiigiiltme, kii¢iik parcalara bélme ve limit
kavrami sayesinde dnceki sayfada bahsi gecen ‘tegetin egimi’ ve ‘andaki hiz’ degerine
olabilecek en iyi yaklasimda bulunabilinir. Benzetme yapmak gerekirse bu durum
boyutlar1 sabit olan bir ekranin sundugu goriintiiyii gercege en yakin yapmak ig¢in
piksellerin boyutunu durmadan kiigiiltlip miktarin1 artirmak gibidir. Belki insan
pikselleri fiziksel olarak arzu ettigi kadar kiiciik insa edemeyecektir lakin bunu zihinsel
olarak gercgeklestirmesinin Oniinde ise higbir engel yoktur. Sonsuz kii¢iik parcalara
bolme yaklagimini ilk Kepler kullanmis, sonsuz kiigiik bir reel say1r olamayacagi
sorununu ortadan kaldirmak isteyen matematik¢iler de yine limit kavramindan

faydalanmistir.

Insanin kolayca igsellestiremedigi hareket ise evrenin olmazsa olmazidir ve her
sey akar (Heraklitos). Zaman da bu her sey kiimesine aittir. Hareket varsa degisim
kacinilmazdir ¢iinkii devinimler ve hareket yeni olasilik uzaylart dogurur ve bunun
yani sira tekrar belirtmek gerekir ki degisim zamanin farkli anlar1 arasinda gergeklesir.
Bu baglamda hiz i¢in 6nceki sayfada verilen modelin yetersiz kaldigi durumlardan

arinmak elzemdir.

O sebeple hareketi irdelemek namina A noktasinda harekete baslayip B
noktasinda hareketini bitiren bir ara¢ ele alinsin. A ve B arasindaki mesafe, gecen
zamana boliindiigiinde bu yoldaki ortalama hiz elde edilir fakat aracin yolculugu

boyunca her an o hizda hareket ettigi soylenemez. Merak uyandiran; ‘herhangi bir ¢,

aninda aracin hizi nedir?’ sorusudur.

Sekil 2.1 Hareket eden bir arag



Bu degere olabilecek en iyi yaklasimai tiirev yapar. Tiirev, bagimli degiskendeki
degisimin bagimsiz degiskendeki degisime oranini bagimsiz degiskendeki degisimi

sifirda degil ama sifira siirekli yaklasirken hesaplar.

Zamana bagli konum fonksiyonu f(¢#)=x iken ¢, am ile keyfi bir ¢ am
arasinda katedilen mesafe f(z)— f(¢,)=Ax, gegen zaman ¢ —¢, = At ve bu anlar

arasindaki ortalama hiz;

[(8)= (%) _ Ax
t—t, At

3

olarak hesaplanir. Burada Ar; bagimsiz degiskendeki degisimi, Ax; bagimh
degiskendeki degisimi sembolize eder.

Keyfi degisken ¢; ¢, degerine olabildigince ¢ok yaklastik¢a, As araliginin
boyutu da kiigiilecektir ki bu durumda, tipki pikselleri daha da kiiciilterek ekran
goriintlisiinii gergege en yakin hale getirmek gibi, #, anindaki hiz hakkindaki bilgi

de gercege yakinsayacaktir. O sebeple; ayni devirlerde yasamis Leibniz ve Newton

tarafindan birbirlerinden habersiz olarak ortaya konuldugu idda edilen

limf(t)_f(to)’
=1, t_[o

hesabi tam olarak 7, anindaki hiz olmasa da o andaki hiz degerini hesaplamak i¢in
en 1yl yaklasim olacaktir. Bu yaklasima konum fonksiyonunun ¢,

noktasindaki(anindaki) birinci tiirevi denir ve

limf(t)_f(to):limf(to_'_At)_f(to):f'(to),
=6 1, A0 At

seklinde ifade edilir. ¢ -1, = At ve t — ¢, iken siirekli kiiglilen zaman araliginda

At — 0 ve Ax — 0 olur ve siirekli olarak anlik degisim yasanacagini belirtmek

namina Zﬂ orani, ? seklinde ifade edilir. Nihayetinde
t t

dx df(l‘)

_ gy S A= f(2) %
dt  dt = /()= lim, At ’ ®




hareketlinin herhangi bir ¢ anindaki hizin1 konum fonksiyonu {izerinden miimk{in olan

en dogru sekilde hesaplamay1 saglayacak araci sunar.

Bu, araligr siirekli kiicliltme mantig1 6zellikle miihendislik ¢alismalarinda
belirli hata paylarn c¢ergevesinde niimerik hesaplamalarla tiirev hesab1 ig¢in
kullanilabilir. (*) denkleminin tiirev hesab1 ise piir matematigin kendi evrenindeki
teorik hesaplamalar i¢in kullanilir. Bu niimerik ve analitik hesaplamalar arasindaki
iliski, deneysel olasilik degerinin deney sayisi arttikca teorik olasilik degerine

yaklasmasi gibidir.

Sonug¢ olarak konumun zamana gore anlik degisim orani yani konum

fonksiyonunun birinci tiirevi, zamana bagli hiz fonksiyonunu verir.

_de _df(1) _
a0

Tipki konum gibi hiz da zaman igerisinde degisimler gostermektedir. Bu
degisimi analiz edebilmek icin de benzer mantikla hiz fonksiyonunun zamana gore
anlik degisim orani yani hizin birinci, yolun ikinci tiirevi alinarak zamana bagli ivme

fonksiyonu elde edilir.

=
_av_ L dt ) _df()_dx_
Ca T @ ar _dtz_f(t)'

Bu baglamda ivmesinin @ oldugu bilinen bir hareketlinin zamana bagl yol

d*x

dt?

fonksiyonu elde etmek istenirse ¢ = denklemini ¢6ziimlemek gerekir ki iste bu

tarz degisimin hesaba katildig1 denklemlere bu tezin de membair olan diferansiyel

denklemler denir.

Olgular1 degisimleriyle birlikte modelleyen bu denklemlerin ¢oziimleri, en
basta da anlatildig1 gibi olgunun kendisini tarif eden bir fonksiyon sunar. Coziim
fonksiyonu denilen bu fonksiyonu bulma asamasinda ise ilk akla gelen eger miimkiinse

antitiirev uygulamaktir.



Burada antitiirev icin bir parantez agmak gerekir. Antitiirev, yani belirsiz
integral hesabi  f'(x)=F(x) iken IF(x) dxzf(x)+c seklindedir. Bu

hesaplamanin mantigin1 anlamak igin bir f egrisi altinda kalan belitli bélgenin alan

hesabi ele alinabilir.

ﬁ

/(%)

f(x) egrisi altinda kalan alan, x
degiskenine bagli 4(x) fonksiyonu ile

tanimlansin.

>

Sekil 2.2 Egri altinda kalan alan

Yandaki egrinin altinda kalan alanin x
smirt i kadar Otelendiginde alanda

kii¢iik bir degisim olur.

Sekil 2.3 Egri altinda kalan alandaki degisim

Bu degisim, sag tarafta olusan dikdortgen ile onun iistiindeki liggenimsi S
alaninmn  toplamu kadardir. A(x+h)=A(x)+h- f(x)+S oldugundan, alandaki
degisim; A(x+h)—A(x)=h- f(x)+ S seklinde tarif edilebilir. Bu denklemin her iki
tarafi, alandaki degisimin sinirdaki degisime oranini goriiniir hale getirmek igin
h# 0 ‘a boliiniirse esitlik bozulmaz. Degisimi miimkiin olabildigince kiiglik yapmak

icin j sifira yaklastirildiginda;

o A=A b f(;) +S

h—0 h h—0

b
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafinin 4 (x) fonksiyonunun tiirevi oldugu

asikardir. Sag tarafta cebirsel islemler yapildigindaysa A'(x) =f (x)+limi elde

=0 h
edilir. Burada /# — O iken f egrisi gitgide bir dogruya benzemeye baslayacagindan

S alan1 da bir dik iiggene doniismeye baslar. Bu dik {iggenin alana;

S:f(x+h;—f(x) "

olur. Halihazirda

A'(x) = f(x)+£1£18 o -h,
olur ki buradan
A(x)= 1(x).

elde edilir. Boylece anlasgilir ki f"(x) fonksiyonu; kendi egrisi, 1-ekseni, y -ekseni ve
1 degiskeniyle simirli bolgenin alan fonksiyonunun tirevine esittir. f(x) egrisi ve

belirli smirlar arasinda kalan alan, o alanin iginde yine istenildigi kadar kiiciik
secilebilen veya siirekli kiiglilebilen enlere sahip ve yiiksekligi f(x) olan dikdortgen

dilimlerinin alanlar1 toplam1 yani belirli integral ile hesaplanabildiginden

A(x)= I £ (¢)dr esitligi de gegerli olacaktir. Bu durumda

0

()= (o= 1),

elde edilir ki bu ‘kalkiiliisiin temel teoremi’dir. Velhasil buradan, bir fonksiyona
belirsiz integral uygulanarak onun hangi fonksiyonun tiirevi oldugu bulunabilinir yani
belirsiz integralin tiirevi verilmis bir fonksiyonu bulma islemi oldugu anlasilir ki o
sebeple de antitiirev denir. Ayrica belirli integralin fonksiyon egrisi altindaki alan
degerini sunarak fonksiyonun biiyiikliigii hakkinda bilgi sagladigimi da belirtmek

gerekir.
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Nihayetinde biitlin bu bilgilerle resmin biitiiniine bakilacak olursa, fonksiyon,
degiskenler arasindaki iliski olarak kabul edildiginde, bu iliskideki degisimi

fonksiyonun tiirevi, iliskinin biiyiikliigiinii ise fonksiyonun integrali agiga ¢ikarir.

Buradan itibaren diferansiyel denklemlere ¢6ziim fonksiyonu arayisinda

antitiirev kullanimina 6rneklendirmek niyetiyle, yeryiiziine diisen bir nesne deneyi ele

2
alinabilir. Dligen nesnenin ¢ anindaki ivmesi olan a ; a = ? diferansiyel denklemi

ile modellenerek bu denklemin ¢oziimiine gecilecek olunursa denklemin her iki
tarafina bir kez ¢ ‘ye goOre antitiirev (belirsiz integral) Iadt: I f "(t)dt
uygulandiginda; ar+c= f'(¢) yani ¢ anindaki hiz fonksiyonu elde edilir zira hizin

tirevi ivme olacaginda ivmenin belirsiz integrali de hizi verecektir. Burada =0
aninda nesnenin hiz1 ilk hiz olacagindan ¢ ’nin nesnenin ilk hiz1 oldugu diisiiniilebilir.

Devaminda olusan bu ar + ¢ = f'(¢) diferansiyel denklemine tekrar ¢ ye gore antitiirev
_ ' o ee 1 2 .
I(at + c) dt = I f (t)dt uygulanirsa, ¢oziim olarak Eat +ct+b= f(t), yani zamana

bagli konum fonksiyonu elde edilir. Diisen nesne deneyine gore bu denklem nesnenin
t anindaki yerden ytiksekligini verir. Yine ¢ =0 ami ilk yliksekligi vereceginden 5 ;

nesnenin diismeye bagladigi yliksekligi sunar. Bdylece diisen bir nesnenin herhangi bir

2

andaki konumunu genel olarak modellemek i¢in a = diferansiyel denkleminin

t2
¢6ziimii olan %at2 +ct+b= f(t) fonksiyonu elde edilmis olur. Bu ¢6ziim genel

¢Oziimdiir. Eger nesnenin ivmesi, ilk hizi, ilk yiiksekligi yani baslangi¢c kosullari
biliniyor olsa, o sartlar altindaki nesnenin herhangi bir anda yerden ne kadar yiiksekte

oldugunu veren fonksiyon yani 6zel ¢6zliim elde edilmis olur.

Iste bu tarz denklemlerin ve ¢dziimlerinin insanhiga sundugu faydalar1 daha
goriiniir hale getirmek amaciyla literatiirdeki bir¢ok diferansiyel denklemden sadece
biri olan yukaridaki 6rnek denkleme daha derinlemesine yaklasilirsa, bu diferansiyel
denklem sayesinde, hava siirtiinmesinin olmadig1 bir ortamda yiiksekligi ve ilk hizi
bilinen diisen nesne i¢in bir deney diizenegi hazirlanip nesnenin yere ne kadar zamanda

diistiigii gézlemlenerek diinyanin yergekimi ivmesi hesaplanabilir. Boylece mesela
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uzaya firlatilan bir mekik veya egik atigla firlatilan bir nesne gibi fiziksel olaylarda hiz
vektoriine her an etki eden bilesen en dogru sekilde elde edilmis olunur. Bu sayede de
bircok kaynak ve zaman harcanarak uzaya gonderilecek uydu yoriingesine kayipsiz
varabilir, firlatilan bir top mermisi zarar vermemesi gereken yerlere diismez ve bunun
gibi hayata dair bir¢ok eylem en verimli sekilde gerceklestirilebilir. Diferansiyel
denklemler insanlik i¢in bu kadar elzem bilgilerin giin yiiziine ¢ikmasini saglamada

daima basrolii oynar.

Tamm 2.1: Bagimsiz degisken ile bu degiskene bagh y = f(x) fonksiyonu ve bu

fonksiyonun bagimsiz degiskene gore c¢esitli mertebelerden tiirevlerini igeren

denkleme diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklemin genel hali

F(x,9,9,¥ ,....,y") =0 ile ifade edilir.

Genellikle bir diferansiyel denkleme Oncelikle analitik olarak ¢oziim elde
edilerek bu ¢6ziim sayesinde denklemin betimledigi doga olaymi anlama ve gesitli
hesaplar yapma arzusunda olunur fakat bazi tipteki diferansiyel denklemlere her
durumda gecerli olacak bir ¢6ziim algoritmasi yani analitik ¢6ziim bulmak ¢ogu zaman
o kadar kolay degildir. O sebeple de baz1 durumlarda analitik ¢6ziim kismi atlanip,
anlama ve hesaplama kismina gecilebilir. Ornegin diferansiyel denklemle tarif edilmis
bir fiziksel olay i¢in baslangi¢ sartlari, sinir sartlart ve deney c¢iktilar1 denklemin
degiskenlerinin alabilecegi degerleri sunar, bu veriler analitik diizlem iizerine
yerlestirildiginde olusan grafik veya vektor alanlari, niimerik yontemler yardimiyla
¢Ooziim fonksiyonu hakkinda yorum yapilabilmesine hatta hesaplanabilir hata
paylariyla fonksiyon uydurulmasina olanak saglar. Niimerik yontemler ve bilgisayar
yazilimlari ile diferansiyel denklemlere ¢oziimler elde etme yaklagimi, miithendislik

bilimlerince oldukga fazla tercih edilir.

Diger taraftan diferansiyel denklemlere analitik ¢éziimler ve algoritmalar elde
etmek icin bu denklemler siniflandirilmistir ki bir diizen dahilinde ilerlenebilsin. Bu
smiflar; degiskenlerine gore, mertebesine gore, derecesine gore ve katsayilarina gore

olacak sekilde belirlenmistir.

Degiskenlerine gore diferansiyel denklemler adi ve kismi olarak ikiye ayrilir.
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Tamim 2.2: Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken bir tek bagimsiz degiskenin

fonksiyonu ise buna adi diferansiyel denklem (add) denir.

Bunlara 6rnek olarak serbest diisiis, bir sarkacin agisal hizi, cismin sogumasi,
bilesik faiz, karisim problemleri diisiiniilebilir. Mesela bir popiilasyonun niifus artig

hiz1; o popiilasyonun biiyilikliigiiyle orantili olacag: ger¢eginden yararlanilarak

dp(t)
dt

=k-p(l‘)

add’i ile modellenebilir. Add’lerin ¢ézlimleri bir egri ailesine karsilik gelir. Bu egri

ailesine diferansiyel denklemin integral egrileri denir.

Tamm 2.3: Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken birden fazla bagimsiz
degiskenin bir fonksiyonu ve bu fonksiyon ile fonksiyonun bagimsiz degiskenlerine
gore kismi tiirevleri denklemde mevcut ise bu denkleme kismi tiirevli diferansiyel

denklem (kdd) denir. Ornegin f(xy)=z iken kdd,

F (x, VyZyZ 42 22 32 . 22 ): 0 seklinde ifade edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise

9L Ly s Ly Sy s Sy o

bir yiizey ailesine karsilik gelir.

Fizik, miihendislik, biyoloji, kimya, kuantum mekanigi, akigkanlar mekanigi,
elektromanyetizma, izafiyet teorisi, aerodinamik, jeofizik, osinografi, 1s1 transferi,
akustik, optik, elastisite vs. gibi ¢cok fazla alanda birden fazla degiskeni hesaba katan
cok cesitli kdd ortaya konulmustur. Asagidaki denklemler bu tarz denklemlere 6rnek

olarak ele alinabilir.

2 2
g: a s + o f ; 2+1 boyutlu 1s1 denklemi; kalinlig1 ihmal edilen ve
ot ox* oy’

farkli bolgeleri farkli 1si1larda olan bir levhanin herhangi bir noktasinin herhangi bir
andaki 1s1 degisimini verir. Bu denklem levhanin bir noktasindaki isinin anlik
degisiminin o noktaya ayni hizada istenildigi kadar yakin secilebilecek komsu iki
noktayla arasindaki 1s1 farklarimin farkindaki degisimler ile orantili oldugunu sdyler
zira herhangi bir noktadaki 1s1 0 noktaya komsu olan noktalardaki isilarin ortalamasina
yaklasma egilimindedir. Bu bilgiler nemlidir zira bir kdd’in ¢6ziim yontemini bulmak

icin denklemin nasil ortaya ¢iktigini bilmek de biiylik 6nem arz eder. Ayrica burada
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ikinci tiirevin fonkiyonun bir noktasindaki degerinin komsularinin ortalamasina

kiyaslanmasi i¢in bir 6l¢ii veriyor oldugunu ek bir bilgi olarak not diigmek gerekir.

2 2 2
a_{zcz %Jra{ ; 2+1 boyutlu dalga denklemi; yatay diizlemde
ot ox oy

sabitlenmis bir membranin titresiminde herhangi bir andaki herhangi bir noktasinin

yer degistirme fonksiyonunu verir.

2 2
0 { + 0 { =0 ki boyutlu Laplace denklemi.
ox~ 0Oy
2 2
f (x, ): 0 ]: + 0 ]: iki boyutlu Poisson denklemi.
ox~ 0Oy

Bu oOrneklerden de goriilebilecegi gibi degisim birden fazla boyutta
gerceklesmektedir. Dahasit dogal fenomenleri modellemede fenomene tesir eden
unsurlarin etkilesimlerini daha genis kapsamda ele alma c¢abasi denklemin

mertebesinde ve derecesinde artiglar dogurur.

Bir fiziksel olayin modeli olabilen kismi diferansiyel denklem, kolaylik
saglamas1 agisindan genellikle ikinci mertebeden ve sabit katsayili olarak

siniflandirilir, ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin genel hali;
Au, +Bu,, +Cu,, +Du, + Eu,+ Fu+G=0

seklindedir. 4,B,C,D,E,F ve G birer sabit ve diskriminant, A = B* —4A4C olmak
lizere; A > Oise hiperbolik, A = 0ise parabolik, A < Oise eliptik denklem olarak ele
almir (Pala, 2006). Ornegin 1+1 boyutlu dalga denklemi hiperbolik, 1+1 boyutlu 1s1
denklemi parabolik, iki boyutlu Laplace denklemi ve iki boyutlu Poisson denklemi
eliptiktir.

Mertebesine gore diferansiyel denklemler birinci mertebeden ve yliksek

mertebeden olmak {izere ikiye ayrilir.

Tammm 2.4: Bir diferansiyel denklemde var olan en yiliksek mertebeli tlirevin
mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir. En yiiksek mertebeli tiirevin
derecesi de diferansiyel denklemin derecesidir. Bir egri ailesinin kag tane parametresi
varsa bu egri ailesi parametre sayisina esit mertebeli bir add’in genel ¢Oziimiidiir

seklinde diistiniilebilir.
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Derecesine gore siniflandirilan diferansiyel denklemler ise dogrusal (lineer) ve

dogrusal olmayan (lineer olmayan) olmak iizere ikiye ayrilir.

Tamm 2.5: Bir diferansiyel denklemde, katsayilar, sabit terim veya bagimsiz degisken
haricinde bagimli degisken ve onun ¢esitli mertebelerden tiirevlerinin derecesi 1 olup,
bagimli degisken veya tiirevleri hicbir sekilde carpim, boliim, iistel, logaritmik veya
trigonometrik olarak bulunmuyorsa bu diferansiyel denkleme lineer, aksi durumda

lineer olmayan diferansiyel denklem denir.

Katsayilarina gore diferansiyel denklemler ise sabit katsayili, kompleks
katsayilt ve degisken katsayili olmak tizere dallandirilabilir. Degisken katsayili
diferansiyel denklemlerde elemanter ¢6ziim yontemleri her zaman tam olarak yeterli

olamamaktadir.

Coziimii elde etme stirecini bir diizene koyma amaciyla denklem tipleri boyle
siniflandirildiktan sonra bu simiflar i¢erisinde kendisine bilimsel arastirmalarda gok
defa rastlanilmis ve ¢Ozlim yaklasimlari belirlenmis add tipleri bilim insanlari
tarafindan giin yliziine ¢ikarilmistir. Bunlardan en ¢ok karsilagilanlari; birinci
mertebeden diferansiyel denklemler basligi altindaki degiskenlerine ayrilabilir,
homojen ve tam diferansiyel denklemler, lineer denklemler ile lineer hale getirilebilen
Bernoulli tipi, Riccati tipi, Lagrange tipi, Clairaut tipi diferansiyel denklemler ve
bunlara ait ¢oziim metotlaridir. Ayrica yiiksek mertebeden sabit katsayili, degisken
katsayili, homojen ya da homojen olmayan Cauchy-Euler diferansiyel denklemi gibi
denklemler ve bunlar i¢in belirsiz katsayilar yontemi, operatér yontemi, parametrelerin
degisimi yontemi, mertebe diisiirme yontemi gibi nice denklemler ve metotlar
literatiire kazandirilmigtir. Biitiin bunlarin yani1 sira bir diferansiyel denklemin
¢oziimiinii elde etmek i¢cin kuvvet serisi yaklagimlarindan, Laplace
transformasyonundan ve konvoliisyon teoreminden de faydalanilmaktadir. Bu bilgi
birikimiyle add sistemlerine de sabit katsayili, degisken katsayili, homojen ya da
homojen olmayan seklinde gruplandirma yapilarak 6zdeger ve &zvektorlerin

yardimiyla ve mevcut metotlarla ¢6ziim yaklagimlari belirlenmistir.

Bu denklemlerin ¢oziimlerinin gruplandirilmasiysa; denklemi 6zdes olarak
saglayan ve tiim o6zel ¢oziimleri iceren genel ¢oziim, baslangic sartlart gibi kosullari

saglayan 6zel ¢ozlim, genel ¢oziimden elde edilemeyen fakat genel ¢oziimle geometrik
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bir iliskisi olan tekil(singiiler) ¢6ziim, hem genel ¢ézlimle alakasi hem de geometrik
bir iliskisi olmayan izole ¢6ziim seklindedir. En ¢ok arzu edilen genel ¢6ziim, analitik
yaklasimin yani sira bazen siliperpozisyon ilkesi geregince denklemin homojen halinin
¢Oziimiiyle 6zel ¢oziimiiniin toplami1 seklinde elde edilebildigi gibi bazen de denklemi

sagladig1 bilinen fonksiyonlarin lineer kombinasyonu seklinde elde edilebilir.

Kdd’e ¢oziim her ne kadar ¢esitli indirgemeler yapilarak yukarida bahsedilen
add metotlariyla aransa da her zaman add’le benzestigi sOylenemez. Bir bagka bakis
acistyla bir kdd birden fazla denklemin bir sistemi gibidir zira her boyuttaki degisimin
hesaba katildig1 denklemlerin hepsini saglayan ¢6ziim fonksiyonu aranmaktadir.
Kdd’in mertebesi, bagimsiz degiskenlerin adedi, bagimli degiskenin derecesi ve gesitli
matematiksel haller icerisinde bulunusu ¢6ziim asamasinda 6nem arz eder. Bu
denklemlerin higbir ¢6ziimii olmayabilecegi gibi bazen yegane ¢6ziim, bazen de
sonsuz ¢oziimii olabilir. Cogu zaman 6zel ¢ozlimler elde edilebilir fakat genel ¢oziim
elde edilemez. k. mertebeden add’in genel ¢6ziimiinde bir tane bagimsiz degiskene
sahip k tane sabitin var oldugu c¢oziimler elde edilirken, k. mertebeden ve 7 tane
bagimsiz degiskeni olan bir kdd’in genel ¢oziimii » —1 tane bagimsiz degiskeni olan

k tane keyfi fonksiyon igerir.

Tamm 2.6: f fonksiyonunun bagimsiz degiskenleri bir 4 = R” kiimesinde bulunsun
k. mertebeden kdd’in A4 kiimesindeki bir ¢ozliimii, 4 kiimesinin tiim i¢ noktalarini
saglayan C* simfindan bir f: 4 — R fonksiyonudur ve genel ¢oziim; C* simifina ait

k adet keyfi fonksiyon iceren ¢coziimdiir.

Add’lerden farkli olarak kdd’lerin siniflandirmasinda denklemde bulunan en
ylksek mertebeden tiirevli terimler lineer ise denklem yari lineer olarak adlandirilir ve
bu denklemlerde en yiliksek mertebeden tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz
degiskenlerin fonksiyonu ise denkleme hemen hemen lineer diferansiyel denklem

denir.

Kdd’nin bir sinifi olan lineer homojen kdd’ler ise degiskenlerine ayristirma
teknigiyle c¢oziilebilmekte ve siiperpozisyon ilkesi geregi n adet farkli ¢6ziimiin
toplami da bir ¢oziim olarak kabul edilmektedir. Homojen olmayan kdd’lerde
degiskenlere ayristirma yontemi yetersiz kalsa da kayda deger miktarda homojen

olmayan denklem, dik acilimlar yontemiyle ¢oziilebilmektedir.
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Bir diferansiyel denkleme baslangi¢ ve sinir degerleriyle 6zel ¢6ziim bulmak
uygulamada en sik karsilasilan durumdur. Ornegin bir kdd olan 1s1 denkleminin ¢dziim
fonksiyonunun arastirilmasinda, ¢6ziim fonksiyonu; denklemin tiim bagimsiz
degiskenlerinin her birininin farkli fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak kabul edildigi
degiskenlere ayristirma yontemi kullanilir ve bu kabul fonksiyonunun sinir sartlarini
yerine getirmesi saglatilinca olugsan durumlarin baslangig sartlarini da yerine getirmesi
gerekir. Bu islemler esnasinda fonksiyonu basit trigonometrik yapi taslarina ayiran,

analiz ve sentez yapmamiza olanak saglayan Fourier seri doniisiimiinden faydalanilir.

Burada Fourier serilerine de bir parantez agmak gerekir. Uygulamali alanda bir
olguyu veya olay1 modelleyen fonksiyon i¢in en 6nemli parametre zamandir. Fourier
ise en onemli parametrenin frekans oldugunu 6ne siirmiis bu baglamda herhangi bir
fonksiyonun; u¢ uca eklenmis, kendine has biiyiikliikkte olan ve belirli hizlarla
periyodik olarak donme hareketi yapan, adedi artirildik¢a da daha iyi sonuglar sunacak
vektorlerin toplamiyla elde edilebilecegini ortaya koymustur.

Kuantum mekanigi, akiskanlar mekanigi, plazma fizigi, jeokimya, kimyasal
fizik, biyoloji ve fiber optik gibi ¢esitli uygulamali bilim alanlarinin ilgilendigi
karmasik lineer olmayan doga olaylarini agiklamadaysa ¢ogu zaman lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerle karsilagilir. Bu denklemler i¢in ¢6ziim yontemi bulma
arastirmasi lineer olmayan fiziksel olaylarin bilimi agisindan 6nemli bir rol oynar zira
¢Oziimler; titresimler, solitonlar ve sonlu hiza sahip yayilimlar gibi problemlerin ¢esitli
dogal olaylarin1 betimleyebilir. Lokdd‘ler i¢in analitik ¢6ziim ve tam ¢6ziim olacak
sekilde iki temel tip ¢oziim vardir. Yaklasik analitik ¢oziimler i¢in; Homotopi analiz
metodu, Adomian ayrisma metodu, indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu (Keskin
ve Oturanc, 2009) gibi metotlar, fraksiyonel mertebeden kdd’ler de dahil olmak iizere
tam ¢oziimler i¢in; genellestirilmis Kudryashov metot, iistel fonksiyon metodu, He’nin
yart ters metodu (Zinati ve Manafian, 2017) gibi metotlar ve dahasi analitik tam
¢oziimler i¢in sine-cosine metodu, tanh-coth metodu (Wazwaz, 2007), genisletilmis
sech-tanh metodu (Guo ve ark., 2018), sine-Gordon genlesme metodu, G' G

genlesme metodu gibi metotlar kullanilmaktadir.

Lineer kdd’ler i¢in oldukga etkin yontemler gelistirilmis olsa da lokdd‘ler i¢in
ayni sey tam olarak sdylenememektedir lakin girig kisminda ve yukarida bahsedildigi

tizere son yillarda lineer olmayan doga olaylarina oldukca fazla odaklanan bilim
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insanlart tarafindan tam ¢6ziim iizerine bir¢ok metot literatlire kazandirilmistir.
Lokdd‘ler i¢in tam ¢ozlimlerin arastirilmasinin avantaji, problemlere uygulanan

nlimerik ¢oziimlerin meydana getirdigi gibi bir hata terimi dogurmamasidir.

Goriildigi lizere evreni anlama macerasinda insan karsisina ¢ikan zorluklari
her astiginda yeni bir zorlukla kargilasmakta ve belki 6nceden agilamamis engellerle
tekrar yiiz yiize gelmektedir lakin yine de dnceki zorluklardan elde edilen tecriibeler
ile merak, yolculugun devam edebilmesini saglamaktadir. Bu yolculuk esnasinda insan
anlama cabasi igerisinde Oriintiilerden, dengelerden ve tecriibelerden faydalandigi
kadar benzetme yeteneginden de faydalanmaktadir. Aynm sekilde belirgin bir ¢oziim
yontemi olmayan lokdd‘lerin daha anlasilir bir forma sokmak ve tam ¢oziimlerine
ulasmay1 kolaylastirilmak niyetiyle ‘dalga olayi’na benzetimden olduk¢a fazla
faydalanilir. Konumuz baglaminda bu tezde ele alinacak olan modifiye edilmis tistel
fonksiyon metodunu ve genellestirilmis Kudryashov metodunu uygulamada gerek
duyulacak dalga doniistimii ile ilgili temel kavramlara deginmek gerekmektedir. O

sebeple buradan itibaren dalga kavrami hakkinda bilgilendirme yapilacaktir.

Boslukta veya bir ortamda enerji tasinmasini saglayan titresimlere genel olarak
dalga denir. Akiskanlarin yiizey dalgalari, ses dalgalari, foton hareketleri ve jeolojik
sarsintilar gibi bircok dogal fenomen dalga 6rneklerindendir. Herhangi bir ortamda
dalganin yayilimi o ortami olusturan O&zelliklerle alakali olup bir dalga, ortam
degisikligiyle karsilastiginda bundan etkilenir. Dalgalar, var olmak i¢in bir ortama
ihtiya¢ duyan ses ve akigskan ylizey dalgalar1 gibi mekanik dalgalar olarak ve ortama
ihtiya¢ duymayan foton, radyo dalgalar1 ve elektromanyetik dalgalar olarak iki sekilde
gruplandirilir. Dalgay1 karakterize eden, genligi, frekansi ( /) ve dalga boyudur ( 1 ).
Dalga salinimin siddeti; genlik, birim zamandaki salinim sayis1 yani siklig1; frekans ve
pespese iki tepesi veya cukuru arasindaki uzaklik; dalga boyu olarak tanimlanir.

Frekans ile dalga boyu ters orantilidir ve dalganin hizi v= f -4 seklinde hesaplanur.

Tepe E—
Hareket yonii
Ge o hlf .................................................................. Denge
| konumu

«— A
Dalga boyu\/

Cukur

Bozulma
yonu

Sekil 2.4 Genel dalga yapisi
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Bir dalgada titresimler genellikle belli bir frekansa ve dalga boyuna gore
periyodik hareket eder. Periyodik veya periyodik olmama durumuna gore
gruplandirilan dalga hareketi icin ¢ellodan ¢ikan nota sesi periyodik, patlama sesi ise
periyodik olmayan dalga olarak kabul edilir. Dalgalar, duran ve ilerleyen olmak iizere
iki sekilde siniflandirilir. Duran dalgalar ya ortamin hareketine ters hareket ettigi igin
ya da birbirlerine zit yonde hareket eden dalgalar birlesince sabit bir sekilde
pozisyonunu korudugu i¢in hareketsiz dalgalardir. ilerleyen dalgalar ise herhangi iki
nokta arasinda madde tasinimi olmadan ortamdaki enerjinin yayilimiyla meydana
gelen hareketli dalgalardir. Bir ucu bir yere sabitlenerek gerilmis bir ipin diger ucunun
ani olarak hareket ettirilmesiyle olusan ve sabit hizla ipin sabitlendigi yere dogru
hareket eden dalga veya stadyumlarda seyircilerin gorsellik olmasi i¢in meydana
getirdigi ‘Meksika dalgast’ ilerleyen dalgaya ornek olarak alinabilir. Bu tip bir
durumda ipin her noktasi veya stadyumdaki her bir insan dalga hareketine dik olarak

titresir veya hareket eder.

1844°te Iskog John Scott Russell solitary dalgalar1 gdzlemleyen ilk insan
olmustur. Bir su kanali boyunca gézlemledigi bir dalga orijinal yapisin1 ve hizini
koruyarak uzun bir zaman periyodu igerisinde ilerleyebilmektedir. Bu sekildeki tekli
dalga tiimseklerine giiniimiizde solitary dalga veya soliton denilmektedir. 1895°te
Diederik Johannes Korteweg ve doktora dgrencisi Gustav de Vries bir lokdd olan ve
solitary dalgalar1 parcacigimsi Ozelliklerle karakterize eden soliton ¢dziimleri sunan
KdV denklemini analitik olarak tiiretebilmistir. Lineer olmayan terimler iceren KdV
denklemi, dagilim ortaminda kiicliik fakat sonlu genlige sahip uzun dalgalarin

yayilimini agiklar. KdV denkleminin basit bir formu u, + auu, +u, . =0 seklindedir

(Wazwaz, 2009). Kayda deger bir kesif olan tekil dalgalarin herhangi bir bozulmaya
ugramamalar1 bunun yani sira da parcacik gibi davranan bir yapida olmalari bilim
insanlarini1 bu dalgalara ‘soliton’ ismini vermeye tesvik etmistir. Farkli ya da aym
genlige sahip iki solitonun karsilagsmasi durumunda solitonlar hizlarin1 ve sekillerini
koruyarak yollarina devam etmektedir. Tekil dalgalar da ¢arpismadan sonra
Ozelliklerini korumaya calistigindan solitonumsu dalgalar olarak adlandirilabilir.
Normal dalgalar, ¢arpistiktan sonra birbirini farklilastirir hatta séniimlerken normal
dalgalarin aksine tekil dalgalar asla birlesmez. Gozlemler sonucunda, bu dalgalarin

lineer olmayan Ozellikler tagidiginin tespiti; lineer olmayan fiziksel olaylarin
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olusturdugu sistemlerin ¢ozlimleri i¢in ve Ozellikle de lokdd‘lerin ¢oziimleri i¢in
uygulama alan1 saglamaktadir. Diinya genelinde farkli bilimsel branslarin birgok aktif
arastirmasinda soliton konsepti kullanilmaktadir. Velhasil solitonlar, lineer olmayan
fiziksel olaylarda 6rnegin akiskanlar mekaniginde, pargacik fiziginde, astrofizikte,
sinir sistemindeki néronlarin génderdigi sinyallerde, plazma fiziginde, siiperiletkenlik
fiziginde, miknatislarin olusturdugu manyetik hareketlerde, telekomiinikasyon optik
1sinlarinin ilerlemesinde ve biyolojik sistemlerde, modelleme, bulus ve kavrama
acisindan katki sagladiklar1 gibi teknolojinin ilerlemesiyle kendilerine bir¢ok

uygulama alani bulmustur.

Tamm 2.7: Lokdd‘lerin ¢ozlimleri dalga(titresim) gibi fiziksel olgulari
modellediginde, dalgalarin hem periyodik yapisindan hem de sabit bir hizla hareket
eden dalganin zaman gegtikge seklini muhafaza etmesi sebebiyle (tekil dalgalar ve

solitonlar) u(x)= u(x—ct) Otelemesini kullanmak ¢6ziimii elde etmede kolaylik

saglayabilir. Bu sebeple c¢; hiz, t; zaman , x ; konum, % ; frekans, u ; genlik olmak
lizere u (x,t) ¢6ziim fonksiyonu i¢in x ile ¢ arasinda & = k(x —cr) gibi bir bagints
oldugu kabul edilirse ¢oziim fonksiyonuna bir doniisiim uygulanmis olunur ki bu

doniigsiime dalga dontisiimii denir.

v

Sekil 2.5 Tekil dalga hareketi
Bu yontem lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi lineer olmayan adi
diferansiyel denkleme doniistiirerek denklemin ilerleyen dalga ¢oziimlerinin elde

edilmesinde oldukca faydali olur.

Ilerleyen dalga ¢6ziimii sabit bir hizla hareket eden ve formu degismeyen bir
¢Oziimdiir ve genellikle KdV denklemi gibi lineer olmayan evoliisyon denklemlerinin
dalga doniistimii yardimiyla add’e indirgenmesiyle elde edilir. Bu dalga ¢oziimlerin

tipleri Wazwaz (2009)’da su sekilde adlandirilmistir;
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1) Solitary dalgalar ve solitonlar: Solitary dalgalar, genis mesafelerde

diisiiniildiiglinde asimptotik olarak sifir olan idealize olmus dalgalardir. Zirvesi
geri planma gore yiiksek yogunlukta olanlara parlak(bright) solitary dalga,
diisiik yogunlukta olanlaraysa karanlik(dark) solitary dalga denir. Solitonlar,

solitary dalgalarin 6zel bir halidir ve mekansal olarak lokalize olmus

goziimlerdir o sebeple & — Fo0 iken u'(&),u’ (£),u" (&) — 0 olur.

Sekil 2.6 Solitonun {i¢ boyutlu yapisi ve iki boyutlu kesiti (Wazwaz, 2009;
Lenells, 2005)

2) Periyodik ¢oziimler: Belirli araliklarda kendisini tekrar eden cos(x—¢),
sin(x —¢) gibi periyodik fonksiyonlardir.
Tamm 2.8: /: A< R— R olsun. 7 e R* olmak iizere Vx € 4 i¢in f(x+7T)= f(x)

esitligi saglaniyorsa [ fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir 7 de f
fonksiyonunun periyodudur.

Sekil 2.7 Periyodik fonksiyonun ii¢ boyutlu yapisi ve iki boyutlu kesiti (Wazwaz,2009;
Lenells, 2005)

3) Biikiilme (Kink) dalgalar: Asimptotik bir durumdan diger bir asimptotik

duruma dogru artan ya da azalan dalgalardir.
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Sekil 2.8 Kink dalganin ii¢ boyutlu yapisi1 ve iki boyutlu kesiti (Wazwaz, 2009;
Lenells, 2005)

4) Peakonlar (Zirveler): En yiiksek kisminda kirilma disinda piiriizsiiz ilerleyen

dalgalardir. Zirve kisimlarinda tiirev isaret degistirir.

J¥

Sekil 2.9 Peakonun ii¢ boyutlu yapisi ve iki boyutlu kesiti (Wazwaz, 2009;
Lenells, 2005)

5) Cusponlar: Peakonlar gibi zirve kisimlarinda kirilma olur fakat buralardaki

tirevleri 1raksar.

Sekil 2.10 Cusponun ii¢ boyutlu yapist ve iki boyutlu kesiti (Wazwaz, 2009;
Lenells, 2005)
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6) Compactonlar: Kompakt destekli solitary dalgalardir. Sonlu dalga boyuna
sahip, eksponansiyel kuyruklardan bagimsiz, sonsuz kanatlarin olmadigi
solitonlardir. Compactonlar da diger compactonlarla ¢arpistiktan sonra seklini
muhafaza eder. Solitonlarda dalganin genligi arttik¢a genislik daralirken bir

compactonun genisligi dalganin genliginden bagimsizdir.

Sekil 2.11 Compactonun ii¢ boyutlu yapisi ve iki boyutlu kesiti (Wazwaz, 2009;
Lenells, 2005)

Tanmm 2.9: Lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden

p

.
q
lineer olan terim - ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim u’ ( ] ise

o0&’
D dengeleme terimi olmak iizere D+ p = Ds+r(D+q) ile dengeleme terimi

bulunur. Buna dengeleme prosediirii (prensibi) denir.

Tamm 2.10: y = f(¢) ve = g(x)fonksiyonlarimn her ikisi de Zl’_y ve %
t X

tirevlerine sahipse = f( g( x)) bileske fonksiyonu da tiireve sahiptir ve

dy dy dt ) 1 o . .
22T . Lo dir. Buna zincir kurali denir. (Akdeniz ve ark., 1997
== /(e(x)-&'(%) ( )

Buraya kadar bu aragtirmada ihtiya¢ duyulacak temel bilgiler bir diizen
dahilinde sunulmaya calisilmistir, sonraki boliimlerde tezde kullanilacak metotlar ile
ilgili bilgilendirme yapilacak ardindan da ornek olarak se¢ilmis lokdd’lerin bu
metotlar yardimiyla elde edilen ilerleyen dalga ¢oziimleri kapsamli olarak

sunulacaktir.

24



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde gelistirilmis iistel fonksiyon metodunun ve genellestirilmis

Kudryashov metodunun algoritmasi sunulacaktir.
3.1 Gelistirilmis Ustel Fonksiyon Metodu

Metodu agiklamak adina Omek olarak bir u =u(x,y,r) U¢ deiskenli

fonksiyonu ele alinirsa bu fonksiyonu ve kismi tiirevlerini i¢eren lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemin genel hali agsagidaki gibi olacaktir;

Pu,(u, )" u,,uy st U ..)=0. (3.1.1)

sWxx»

Uy s Uy s

(3.1.1) denkleminin ilerleyen dalga ¢ozlimlerinin arastirilmasinda 6ncelikle bu
denklemi adi diferansiyel denkleme indirgemek gerekmektedir. Bu amag
dogrultusunda u# fonksiyonuna denklemin icerdigi bagimsiz degiskenler de dikkate

almarak & # 0 olmak iizere asagidaki dalga doniisiimii uygulanir:

E=k(x+y—ct), ulx,y,t)=u(s). (3.1.2)

(3.1.1) lineer olmayan kismi diferansiyel denklemindeki # fonksiyonunun
(3.1.2)’deki dalga doniisiimii dikkate alinarak doniistiiriilmesiyle meydana gelecek
hali igin kismi tiirevler zincir kurali yardimiyla & *ye bagh olacak sekilde elde edilip

(3.1.1) denkleminde yerine yazilirsa,

Ny, () U ttiszy..) =0, (3.1.3)
lineer olmayan adi diferansiyel denklemin genel formu elde edilmektedir.

Gelistirilmig {istel fonksiyon metodunda (3.1.3) denkleminin % ¢oziim

fonksiyonu asagidaki gibi kabul edilir. (Attaullah ve ark., 2022; Aktiirk, 2021).

N ~96) T
;Ai [e ] A+ Aet+.+ A4

- (3.1.4)

u 5 ~m . — —m
( ) ZB[e_‘g(é:)J] BO +Ble 3+...+Bm€
J
=0
A #0,B #0 olmak iizere (3.1.4) ¢oziim fonksiyonunu netlestirmek igin
4,B, (0<i<n, 0<j<m, i,jeN) Kkatsayillarm1 bulmak gereklidir. Bu amag

dogrultusunda 6ncelikle (3.1.3) denkleminde en yiiksek mertebeden tiirev i¢eren terim

ile en biiyiik dereceli lineer olmayan terime dengeleme prosediirii uygulanarak m ve
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n arasindaki iligski bulunur. Bu iliskiye gére m ve n pozitif tamsayilar1 secilerek
(3.1.4)’teki u ¢oziim kabuliinlin sinirlar belirlenmis olur ki boylece ¢oziimiin iskeleti

ortaya cikar.

He ve Wu’nun 2006 ’da ortaya koydugu iistel fonksiyon metodundaki u
¢oziim fonksiyonunda Euler sabitinin kuvvetleri & ’nin katlar1 seklindeyken,
gelistirilmis iistel fonksiyon metodunda, 6zellikleri yazinin devaminda detayli olarak
belirtilecek olan &’ye bagh bir 9(¢) fonksiyonunun katlar1 seklinde modifiye
edilmistir.

Dengeleme prensibi ile genel g¢ergevesi belirlenen (3.1.4)’teki © ¢O6ziim

fonksiyonu ve onun boliimiin tiirevi yaklasimiyla hesaplanan tiirevleri Mathematica

programi yardimiyla (3.1.3) denkleminde yerine yazildiginda iistel ¢arpanlara sahip

bir denklem elde edilir. Bu denklem e'g(é) ‘nin ayni kuvvetlerine gore paranteze
alimarak gruplandirldiginda {stel carpanlarin katsayilarimin sifira esit olmasi
gerekeceginden, ¢o6ziim fonksiyonunun Kkatsayilart i¢in bir denklem sistemi

olusacaktir. Olusan denklem sisteminin  4,B,,c,u, A katsayilarimin  farkli

kombinasyonlarina gore ¢oziimlenmesi ile bu katsayilarin birbirleriyle olusturduklari
bagintilar elde edilir. Sistemin ¢6ziimlenmesi asamasinda katsayilarin ¢esitli
kombinasyonlar1 bir¢ok farkli ‘durum’ sunar. Katsayilar arasindaki bagintilar1 veren
bu durumlar arasindan ileride bahsedilecek ¢ézlim ailelerine uyumlu ve Mathematica
programinin ¢éziim sunabilecegi sekilde se¢im yapilir. Secilen duruma ait katsayilar
arasindaki bagintilar (3.1.4)’teki artik sinirlar1 da belirlenmis ¢6ziim kabuliiyle birlikte

(3.1.3) denkleminde yerine yazilarak Mathematica programi tekrar isletildiginde

secilen durumun sundugu u ¢dziim fonksiyonunun ham hali yani (&) ’ya baglh hali
ortaya cikar. Bu asamada elde edilen ¢dziim fonksiyonu H(&)’nin kabul sartlarini
yerine getirmek durumundadir. 3(&) fonksiyonu icin kabul sart1 (3.1.5)’teki gibidir;

9@ =) 4 4% 4, (3.1.5)

' 1
9 (&)= St 1e’® + 4

_,Llezlg(g)+/1€9(§)+1
= O
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= O (U@ 4 2O 11,

(3.1.5) denklemi diizenlendiginde yukarida goriildiigii gibi ikinci dereceden bir
denklem meydana gelir. (3.1.5) denkleminde e”¢) = y olarak dusiiniildiigiinde

Ricecati tipi bir diferansiyel denklem oldugu goriilmektedir. Bu diferansiyel denklem
ikinci dereceden denklemin koklerini de bir ¢oziim olarak alabileceginden uygun bir
dontistimle Bernoulli tipi diferansiyel denkleme doniisiir. Bernoulli tipi denklemin

tekrardan uygun bir donilisimle birinci mertebeden diferansiyel denkleme
doniistiiriilmesiyle $(¢) fonksiyonlar1 elde edilebilmektedir. Ikinci dereceden

denklemin kokleri i¢in diskriminantin olas1 halleri ve kabul sartinin parametrelerinden

4 ’'niin sifir olma ihtimalinin hesaba katilmasi sebebiyle ortaya ¢ikan senaryolar farkl

J(&) fonksiyonlar ortaya koymaktadir. (3.1.3) denkleminin u ¢dziimleri ise bu olasi

senaryolar sayesinde ortaya ¢ikan bes farkli aile igerisinde netlestirilir.

Aile1: u#0, 14> -4u>0,

_ A (3.1.6)
2 | 1.

Aile2: y#0,A> —4u<0,

J-A2 +4 J-A2+4
9(&)=1 2+ 'utan[ 2+ Y (EE g)J—i (3.17)
U
Aile3: £=0,1#0ve A’ —4u>0,
A
Ailed: y#0,120ve 1> —4u=0,
2A(EE+¢&)+4
$(&E)=In| - : 1.
(<) n{ MEE+§)] (3.1.9)
Aile5: £=0,1=0ve A’ —4u=0,
9(¢)=In(EE+¢). (3.1.10)

Her bir aileye gore elde edilen ¢dziimler (3.1.2) ile & degiskenine bagh
olmaktan ¢ikarilip tekrardan (3.1.1) denkleminin degiskenlerine (x , y , ¢t vb.) bagh

hale getirilir akabinde ilerleyen dalga ¢6ziimleri olarak kabul edilecek bu ¢ézlimlerin
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Mathematica programi yardimiyla lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi
saglayip saglamadigi kontrol edilir. Eger sagladigi teyit edilemezse bastaki katsayilar
i¢cin olusan denklem sisteminden farkli bir katsay1 kombinasyonu ile yeni bir durum
olusturularak ¢6ziim arayisina devam edilir. (3.1.1) denklemini sagladig tespit edilen
¢ozlim fonksiyonlarin parametrelerine metottaki aile ve diskriminant sartlarin1 da
saglayacak sekilde uygun degerler atanarak ¢6ziim fonksiyonlarinin fiziksel yapisini
ve davranislarini temsil eden grafikler yine Mathematica programi yardimiyla
belirlenir. Bu sayede (3.1.1) denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerini analiz etme ve

dalga tiplerini belirleme imkéani bulunur.

3.2 Genellestirilmis Kudryashov Metodu

Tipki modifiye edilmis iistel fonksiyon metodundaki gibi, ele alinan (3.1.1)

denklemi dalga doniisiimii vasitastyla ilgili tiirevlerle birlikte (3.1.3) lineer olmayan

adi diferansiyel denkleme indirgenir. Bu metotta Q. = 0’ -0 Bernoulli tipi

diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olan  Q(&)= 1+1 = kabul sarti ile
te

a(i=0,+,N), b, (j=0,+,M) sonradan elde edilecek sabitler olmak iizere (3.1.3)

denkleminin ¢6ziim fonksiyonu;

i ;aiQi(g) _ ao+alQ+a2Q2+'“+aNQN _ AI:Q(Z;)]
ibQJ(f) b0+b1Q+sz2+"'+bMQM B[Q(f):l

u() . (320

seklinde kabul edilir. (3.2.1) ¢dziim kabuliinde goriildiigii iizere bu fonksiyon ¢ ’nun
polinomlarinin rasyonel bir ifadesi seklindedir. (3.2.1) ¢oziim kabuliinde yer alan N
ve M smirlarini belirlemek i¢in (3.1.3) denklemine gore dengeleme prosediiriinden
faydalanilir. Ardindan sinirlart belirlenmis (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu ig¢in (3.1.3)
diferansiyel denkleminde bulunan ilgili tiirevler

_A'QO'B-AB'Q"
= = =

A'B— AB'

u'(¢) (0"-0)—F%

5

u"(&) = QZB; Q {(ZQ— 1)(4'B - 4B') +—QZB_ Q (B(A"B—AB")-2B'A'B+24B" )}
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B3

(&) =(0 —Q){

(A"B—AB" ~34"B'~3B"A") B+ 6B(AB" + B’A’)}

I (3.2.2)
+(0*-0)(60* 60 +1)| LAE

2 B(A"B—AB")-2B'A'B+24B"
+3(0*-0) (ZQ—I){ ( ) i }

sablonlariyla hesaplanabilir. Fakat bu ¢alismada ilgili tiirevler, (3.2.2) formiilleri

yerine gelistirilmis tistel fonksiyon metodunu uygularken kullanilan boliimiin tiirevi
yaklasimiyla ve Q; = Q2 —Q kosulu dikkate alinarak Mathematica programinda
hesaplatilmistir.

Smirlar1 belirlenmis (3.2.1) ¢oziim fonksiyonu ve hesaplatilmis tiirevler
Mathematica programi yardimiyla (3.1.3) denkleminde yerine yazildiginda Q

fonksiyonuna bagli sifir polinomu bulunur. Bu polinom, O ’nun kuvvetlerine gére

diizenlendiginde mevcut olan katsayilarin sifira esitlenmesiyle tipki gelistirilmis tistel
fonksiyon metodunda oldugu gibi bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

sisteminin ~ Mathematica  programi  yardimiyla yine farkli  katsayilarin
kombinasyonlarina gore ¢dziimlenmesi a, (i =0,,N), b (j=0,,M) ve k, c gibi

katsayilarin arasindaki bagintilar1 sunar. Elde edilen bu bagintilarla birlikte kabul
edilen (3.2.1) ¢oziim fonksiyonu ve ilgili tiirevler adi diferansiyel denklemde

Mathematica programiyla denendiginde ¢6ziim fonksiyonunun Q ’ya bagli hali giin

1 1
yiiziine ¢ikar. Bu metodun kabulii olan Q(&) = 1+1 = i¢in 0(¢)= 3 Etanh (gj ve
e

11
0(¢) :E_ECOth(gj esitlikleri kullanilarak iki farkli ailede ¢Oziimler aranir.

Bulunan u (.f ) ¢oziim fonksiyonlarina (3.1.2) ifadesinde yer alan dalga doniisiimii

tersine uygulanarak u(x,y,t) belirlenir. Nihayetinde netlesen u fonksiyonu, (3.1.1)

denklemini sagliyorsa ki bu yine Mathematica programiyla kontrol edilir, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemin ilerleyen dalga ¢oziimleri ve bu ¢dzlimlerin

fiziksel yapisini ortaya koyan grafikler elde edilmis olunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Doubly Dispersive Denklemi

Bu boliimde, bir boyutlu dalga denkleminin genellemesi Cauchy probleminin
0zel bir hali olan Doubly Dispersive denkleminin dalga ¢oziimleri Oncelikle
gelistirilmis tstel fonksiyon metodu kullanilarak ardindan da genellestirilmis
Kudryashov metot kullanilarak arastirilmistir. Lineer olmayan elastik katilarda dalga
yayilimint incelerken karsilagilan bu denklem asagidaki gibidir (Silambarasan ve ark.,

2019):

utt _(l(o-u)x)v = E(i(dﬁuz + deutt _(bavzux)x)x)x’ (411)
P 2p
a=L  p=Ll
o o

4.1.1 Gelistirilmis iistel fonksiyon metoduyla ¢oziim

(4.1.1) denkleminde baz1 cebirsel diizenlemeler yapilirsa,

+ebaviu . =0, (4.1.2)

2putt B zauxx —edﬁ(uz)m —dezunxx X0
elde edilir. Bu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi lineer olmayan adi
diferansiyel denkleme doniistiirmek i¢in mevcut bagimsiz degiskenlere istinaden

asagidaki dalga doniistimii uygulanmistir.

u(x,t)=u(&), &=k(x—ct). (4.1.3)
(4.1.2) denkleminde gerekli olan kismi tiirevli terimler i¢in % ¢Oziim

fonksiyonunun (4.1.3) dalga doniistimiine ugramis halinin tiirevleri agsagidaki gibi elde

edilmistir:
y ou o0& y ou 0& ou 4 olmak
T A A o W E o ve = olmak tizere,
0& ox ’ o0& ot o0&
u =k-u', u =—c-k-u', uxx=k2~u", uﬁzcz-kz-u”, umzcz-k“-u”,
u, =k*u", W), =2-k-(u-u"). (4.1.4)

(4.1.4)’te bulunan tiirevler, (4.1.2) denkleminde yerlerine yazilarak asagidaki

lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilmistir.

20’ kK u" - 20k’ u" —ed B2k* (uu') — edv’c’k*u” +ebav’k*u" = 0.
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Burada sadelestirmek niyetiyle denklemin her tarafi ile boliindiikten sonra

paranteze alma islemleri uygulayarak,
2(c — pcu" +ed f2(un") + v’k (dc* —ba)u” =0, (4.1.5)
elde edilmis, (4.1.5) denkleminin & ‘ya gore bir kez belirsiz integrali alinarak

2(c — pcyu' +ed B2(uu') + ev’k* (dc —ba)u'" = ¢,

bulunmustur. Bu denklemi de indirgemek adina denklemin bir kez daha & ‘ya gore
integrali alinip,

2(0— pcu+ed Bu’ +ev’k’(dc® —ba)u" =¢-E+y,
bulunmus, ¢ ve y integral sabitleri islem kolaylig1 acisindan en bastan itibaren sifir

alinarak

2(c — pcu+ed fu’ +ev’k’ (de*> —ba)u" =0, (4.1.6)

elde edilmistir.

Bu sadelestirmeler ve indirgemelerden sonra (4.1.6) denkleminin ¢oziimii

olacak ¢ (&)’ nun (3.1.4) kabuliniin sinirlarini elde etmek i¢in en yiiksek mertebeden

tiirev igceren terimin mertebesi ile en biiyiik dereceli lineer olmayan terimin derecesinin
bir dengede olmasi gerektigini One siliren dengeleme prensibi asagidaki sekilde

uygulanmigtir. Bu sayede m ve n sinirlart arasindaki baginti bulunmustur.

em—n—Z ~ (em—n )2
m—-n—-2=2m-—2n
m=1 1¢in n=3
Bu sinirlar (3.1.4)’te yerine yazilarak i (&) 'nin genel gergevesi asagidaki

sekilde belirlenmistir.

A +Ae’ + 4, + Ae’

u =5
B, +Be

(4.1.7)

Buradan itibaren (4.1.6) denklemine ¢6zliim fonksiyonu arayisina Mathematica
programiyla devam edilmistir. (4.1.7)’deki ¢6ziim fonksiyonunun (4.1.6)

denklemindeki mertebelere gore tlirevlerinin hesaplanmasini kolaylastirmak icin
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Y=4,+A4e’ +A4,e?" +4,e7°, W=B,+Be”’ almarak u(&) :% seklinde

diizenlenmistir. GUFM’nin gerek sarti olan 19'(5) = e—9(§) + ,ue'g(é) + A esitligi

hesaba katilarak elde edilen bolimiin birinci ve ikinci tirevi formilleri ile w (&)

fonksiyonu ve 19'(5) , (4.2.6) denkleminde yerine yazilarak iistel ¢arpanlara sahip bir
denklem elde edilmistir. Bu denklemin {istel ¢arpanlarinin kuvvetlerine gére paranteze
alinmasindan sonra aynmi kuvvete sahip {lstel carpanlarin katsayilariin sifira
esitlenmesiyle meydana gelen cebirsel denklem sisteminin ¢oziim kiimesi arastirilmas,
bdylece u ¢oziim fonksiyonunun katsayilar arasindaki bagintilar elde edilebilmistir.

Ustel carpanlarin  katsayilarinin  olusturdugu  denklem  sisteminin; dalga

doniisiimiindeki, (4.1.6) denklemindeki, (4.1.7) fonksiyonundaki ve ¢ (&)

kabuliindeki katsayilarin farkli kombinasyonlarina gore c¢oziiliisii bir¢ok farkl
‘durum’ ortaya koymustur. Bu calismada (4.1.2) denklemi i¢in (4.1.6) denklemi
iizerinden GUFM nin ¢dziim ailelerinin sartlarina da uygun diisecek sekilde ii¢ farkli

duruma gore ¢oziim aragtirmasi yapilmistir.

1.Durum:
3B, v (a(-b)k*v?e (A — 4u) - 20)
- 28p ’
3B,k Av* (abk’v'e(A* - 4u)+20)
4 = Ap— 2fp )
3Bk’ (abkzvze (/12 - 4/1) + 20')
4, =A4A- 28p )
5 24,
1

abk'vie(AF —4u)+ 6k*cv
B 4abp
abkzvze(/12 - 4/1) +20

Jabkvie(2* —4p)+ 20

V2p

Bu durumdaki katsayilarla birlikte gerekli tiirevler ve (4.1.7), Mathematica

programi yardimiyla (4.1.6) denkleminde yerine yazilip denklemi sagladiginin

kontrolii yapilarak
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ke (63 (ﬂ + ue’ ) + 1)(abk2v26(/12 - 4,u) + 20')
2pp

¢dziim fonksiyonu F(&) ya bagh olarak elde edilmistir. Bu ¢dziim fonksiyonunun

ul(‘f):_

: (4.1.8)

GUFM’nin ¢6ziim ailelerine gore halleri, dalga déniisiimii tersine uygulanarak &

degiskenine bagli olmaktan ¢ikarilip tekrardan x ve ¢ degiskenlerine bagli hale
getirilip (4.1.2) denklemini saglayip saglamadigi Mathematica ile kontrol edilmis ve
bulunan fonksiyonun (4.1.2) matematiksel modelini sagladigi teyit edilmistir. Boylece
her bir ailede lineer olmayan kismi diferansiyel denklem i¢in birer adet ilerleyen dalga
¢Oziimii elde edilmistir. Bulunan ¢6ziim fonksiyonlarindaki parametrelere ailelerin
sartlarina uygun degerler verilerek grafikleri belirlenmis ve boylece ¢ozliimlerin dalga

yapilar1 hakkinda yorumlar yapilabilmistir.

Doubly Dispersive Denkleminin secilen 1. duruma gore ¢oziim aileleri

asagidaki sekildedir.

Coziim Ailesi 1
wu#0, % =4u>0 kosuluyla anti fanus bi¢imli smooth(piiriizsiiz)

dark(karanlik) soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

3k% v’ (12 - 4,11)(()cbkzvze(l2 - 4,u) + 20')sech2 (;\Mz —4uk(x—ct)+ EE))
- (4.1.9)

U, =

Zﬂp[\/ﬂ,z —4u tanh(;\/ﬂ,z —4uk(x—ct)+ EE)) + lj
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Uy (0

5

-10

-15F

Sekil 4.1 (4.1.9) ¢ozimiinin 4, =05 1=2k=2v=1,b=05,a=lLe=2,p=1,
p=-2,0=-3,EE=0.82,c=-2.29565,d =0.189753 parametrelerine gore ¢
boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi ve # =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2
u#0, A -4u<0 kosuluyla fanus bi¢imli periyodik singular(tekil)
bright(parlak) soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

3k v (22 —4y)(abk2vze(,12 —4p)+ 20')sec2 (;/4;; — A (k(x—ct) + EE))
(4.1.10)

U, =

2ﬂp[/1 —\Jdu-A’ tan(;\M,u ~ 2 (k(x—ct)+ EE)D
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Upp 0

[

6000

L n 1 . . . 1
-2.0 -1.5 -1.0 0.5 0.5 1.0

Sekil 4.2 (4.1.10) ¢oziimiinliin ;4 =2, 2 =05k=2,v=1.b=-05a=1,e=2,p=1,
B=-2,0=3c=-409512, d =-0.0596303, EE =0.75 parametrelerine gore li¢
boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi ve ¢=1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 3
1u=0,1#0ve A* —4u>0 kosuluyla fanus bi¢imli bright(parlak)

singular(tekil) soliton ¢6zliim fonksiyonu asagidaki gibidir:

B 3abk*A*vie + 6k* A1 ov?
® 48p—4Bpcosh(kA(x —ct)+EEA)

4.1.11)

=
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U; 3 (x,t)

L tiseo

-10

L L L - . J X
-5 —4 -3 -2 -1 1

Sekil 4.3 (4.1.11) ¢oziminin 4 =0,A=1,c0=Lk=2,v=1,b=0.5,c =1,e =2,
p=1, B=-2,c=-1.7320508, d = 0.3, EE = 0.82 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dig
hat, yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 4

1u#0,220ve A>—4u=0 kosuluyla fanus bicimli  bright(parlak)

singular(tekil) soliton ¢6zliim fonksiyonu asagidaki gibidir:

3k ((,12 —4u)m(m +4)—l6,u)(abk2v26(/12 —4,u)+20')
Uy = 8Bp(m + 2)° > (4.1.12)

(m =kA(x—ct)+ EE/l).

Up 460
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U; 4 (x,t)

Sekil 4.4 (4.1.12) ¢oziimiiniin 4, =1, A=2, k=2, v=1,56=05a=1,c=1¢=2,
p=1B=-2, c=-1,d=1, EE =0.82 parametrelerine gore li¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 5

1#=0,1=0ve A*-4u=0  kosuluyla fanus  bi¢imli  bright(parlak)

singular(tekil) soliton ¢6zliim fonksiyonu asagidaki gibidir:

2 2
Uy =— Wov | (4.1.13)
5" Bp(k(x—ct)+EE)

U560

37



b

—4 -3 -2

Sekil 4.5 (4.1.13) ¢oziimiiniin 4, =0,4=0,k=2,v=1.b=05,a=1,0 =l,e =2,
p =1, f=-2, c=-1,d =1, EE = 082 parametrelerine gore {i¢ boyutlu, dis hat, yogunluk
grafigi ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

2.Durum:

BV (22 +2u)(abk*ve(2* - 4p) - 20)
" 4 =
4 =] 4, (A2 +2p)+ 9B Av* (abk*v'e(4* ~4p)-20) :

¢ Bp
aoap s Y (abh?v'e(2 —4u)- 20),

2pp
= 24,5p
' 3abkvie(AT —4p) - 6k0v
4abp

- Otbkzvze(/i2 - 4y) —20’

\/20' - ocbkzvze(/l2 - 4y)
c=- \/E\/; .

Bu katsayilara gore,

. (5) _ k*vie™ (629 (/12 + Z,U) + 61:;;6)(6![)](2\/26(12 - 4,u) - 20') L4

¢dziim fonksiyonu F(&) ya bagh olarak elde edilmistir. Bu ¢dziim fonksiyonunun

GUFM’nun ¢dziim ailelerine gore halleri, dalga doniisiimii tersine uygulanarak &

degiskenine bagli olmaktan cikarilip tekrardan x ve ¢ degiskenlerine bagli hale
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getirilip (4.1.2) denklemini saglayip saglamadigi Mathematica ile kontrol edilmis ve
bulunan fonksiyonun (4.1.2) matematiksel modelini sagladigi teyit edilmistir. Boylece
her bir ailede lineer olmayan kismi diferansiyel denklem icin birer adet ilerleyen dalga
¢Oziimii elde edilmistir. Bulunan ¢6ziim fonksiyonlarindaki parametrelere ailelerin
sartlarina uygun degerler verilerek grafikleri belirlenmis ve boylece ¢oziimlerin dalga

yapilar1 hakkinda yorumlar yapilabilmistir.

Doubly Dispersive Denkleminin secilen 2. duruma gore c¢oziim aileleri

asagidaki sekildedir.

Coziim Ailesi 1

1u#0,A*—4u>0 kosuluyla anti-fanus bicimli  smooth(piiriizsiiz)

dark(karanlik) soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

kzvzn(abkzvzen - 20')se<:h2 (; a)j(ﬂf] sinh () + (/12 - 2,u)cosh(a)) - 4,u)

{4 ﬁp(\/; tanh[; a)J + 1}2

(77=/12—4;1,a)=\//12—4/1(k(x—ct)+EE)). (4.1.15)

Uy =

Uy 16,
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Uz150

Sekil 4.6 (4.1.15) ¢oziminin 4 =05, 1=2 k=2, v=1,b=0.5a=—1,e=2,
p=1, pB=-2 0c=127 ¢=-223607,d =-0.2, EE =0.75 parametrelerine gore
tic boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2
1u#0,2*—4u<0 kosuluyla periyodik fanus bigimli singular(tekil)
bright(parlak) soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

i k2v277(abk2v2677 —~ 20')sec2 (; z')(—/l —nsin(z)+ (12 —~ 2,u)cos(r) -~ 4,u)

2,2 9

4ﬂp(ﬂ, -7 tan(;rD

(7= 4" -4« =\Jau=2" (k(x-er) + BE) . (4.1.16)

Uy (x50)
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Sekil 4.7 (4.1.16) ¢Oziminin 4 =2 A=1Lk=2,v=1,b=05a=Le=2,p=1,
B=-2,0=127 c=-3.90768, d = 0.065488, EE = 0.75 parametrelerine gore li¢
boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi ve ¢=1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 3
1u=0,1#0veA’-4u>0  kosuluyla fanus bicimli  bright(parlak)
singular(tekil) soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

I 2°V? (abk® A*v’e - 20 ) (cosh(A(k(x - ct) + EE)) + 2)esch’ (;ﬂ(k(x —ct)+ EE))

86p

Uy =

(4.1.17)

Uyt

1

N
~T1o0
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Sekil 4.8 (4.1.17) ¢oziiminin ,, =0, A=1Lk=2,v=1b=05a=-le=2,p=1,
B =—2 0=1,¢=-173205d =-0.3, EE = 0.82 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 4
u#0, 120veA> —4u=0 kosuluyla fanus bigimli bright(parlak)
singular(tekil) soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

KV (220 +4) - 8) —du(w+2)’ )(al)/c%ze(/l2 ~4y) —20)

8fp(w+2)°
(@ = kA(x - ct) + EE1), (4.1.18)

Uy, >

Uy 4(x0)
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Uy 450

Sekil 4.9 (4.1.18) ¢ozimiinin 4 =1,12=2k=2,v=1,b=05a=Le=2,p=1,
B=-2,0=1c=-1,d =1, EE =0.82 parametrelerine gore li¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 5
1#=0,12=0ve A>-4u=0  kosuluyla fanus bicimli  bright(parlak)
singular(tekil) soliton ¢6zliim fonksiyonu asagidaki gibidir:

2 2
Uy =— 3k ov . (4.1.19)
S~ Bp(k(x—ct) +EE)

Uz 55,0
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X

—4 =3 -2 -1 1

Sekil 4.10 (4.1.19) ¢oziimiinin ,, =0,4=0,k=2,v=1,b=05,a=1l,e=2,p=1,
B=-2,0=1c=-1,d =1, EE =0.82 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

3.Durum:
B, k*v’ (ﬂz + 2y)(abk2vze(/12 - 4,u) - 20')

= 4pp ’
kA (abk*vie(A® - -

4z LA AR ) 20))

3B,k (ocbkzvze(ﬂ»2 - 4,u) - 20)

A2 = A3l + >

2pp

_ 24,pp
abk*v'e(A’ —4p) -6k’ ov’

1

4abp

d=- abk2v26(/12 —4,u) -20

\/26 - abkzvze(/l2 — 4,u)
c= \/5\/; .

Bu katsayilara gore,
k*vie™’ (62‘9 (/12 + 2,u) +64e° + 6)(abk2v26(/12 - 4,u) - 20)

U, =
’ 4Bp

Sonug olarak durum 2’deki ¢6ziim fonksiyonu ile ayni fonksiyon oldugu

(4.1.20)

gozlemlenmistir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem olan Doubly dispersive

denklemine modifiye edilmis tistel fonksiyon metodu ile elde edilen ilerleyen dalga
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¢oziimleri bu sekilde iken buradan itibaren genellestirilmis Kudryasov metot

yardimiyla tam ¢ozlimler aragtirilmigtir.

4.1.2 Genellestirilmis Kudryashov metotla ¢oziim
GUFM ile ¢bziimiin baslangicinda dalga déniisiimiiyle elde edilen (4.1.6)
denkleminin ¢6ziim kabulii bu metotta (3.2.1) olarak alinir. Yine dengeleme prensibi

uygulanirsa

uuzu2
M—N-2=2M —2N
M=1 i¢in N=3

olur ve bu sinirlar (3.2.1)’de yerine yazilarak asagidaki u (&) olusturulmustur:

u(g)=" ”’%*szQz raQ (4.1.21)

Bu c¢aligmada (4.1.21) ¢ozim kabuli Y =ga,+a,0+a,Q0* +a,0°,

Y=5b,+b0O olacak sekilde u(&) :% olarak diizenlenip Q! =0>-0Q ve

esitlikleri de hesaba katilarak elde edilen tiirevler ve metodun ¢6ziim

0(¢)=—

+ ¢
kabulii  u(&) =% ¢oziim fonksiyonu Mathematica paket programi yardimiyla

(4.1.6)’da yerine yazilip Q fonksiyonuna bagli sifir polinomu elde edilmistir. Bu

polinomdaki ayni1 dereceden terimlerin, kuvvetlerine gore paranteze alinip
katsayilarinin sifira esitlenmesiyle meydana gelecek cebirsel denklem sisteminin farkl
katsay1 kombinasyonlarina gore ¢oziiliisii katsayilar arasindaki bagintilar i¢in bir ¢cok
farkli opsiyon sunmustur. Bu opsiyonlar arasindan secilmis olanlar1 farkli durumlar
olarak ele alinmig, bu durumlardaki katsay1r bagintilarindan faydalanilarak farkli u

ilerleyen dalga ¢6ziimleri elde edilmistir.

Bu boéliimde (4.1.2) denklemi i¢in GKM ile dort farkli duruma gore elde edilen

¢Oziim fonksiyonlar1 ve grafikleri su sekildedir.
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1. Durum:

4,=0,
B (abp—-do)
4 =——F—,
pde
6B, (do—abp)
4y =——— ;
pd e
6B, (abp—-do)
4, = 5 ,
pd e
B, =0,
o Jabp +do
NN
PRER/)
Jdve’
(4.1.22)
katsayilarina gore (4.1.6) denklemi icin (4.1.21) ¢6ziim fonksiyonu;
(6(2(8)-DO(5)+)abp-do)
u (&)= ) fd)ze P (4.1.23)

seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Akabinde (4.1.23) ¢dziim fonksiyonu igin Q] = 0*-0

1 1
denkleminden elde edilen Q L fonksiyonu, Q(¢)=—-—tanh s ve
1+ef 2 2 2

I 1
0(¢) =E—5coth (gj seklinde alimirsa iki farkl ¢oziim ailesi elde edilir. (4.1.23)

fonksiyonu her iki aileye gore bastaki dalga doniisiimii de dikkate alinarak revize edilip
ilerleyen dalga ¢oziimleri elde edilmis, bulunan ¢oziimlerin (4.1.2) denklemini

sagladig1 Mathematica programi yardimiyla teyit edilmistir.

Coziim Ailesi 1 icin anti-fanus bi¢imli smooth(piiriizsiiz) dark(karanlik) soliton

¢0zim;

_ (abp —do)(cosh(k(x—ct))—2)

tha (57) Bdc(cosh(k(x—ct)) + 1) (4.1.24)
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U1 &0

U1 (x,0

-6 -4 -2 0 2 4 6

3
Sekil 4.11 (4.1.24) ¢oziimiinin a=1,b=1, f=-2,¢c= \/; d=1,EE=0.85k=1,p=1,

o =2, v =1, e =2 parametrelerine gore li¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi ve ¢=1
icin iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2 icin fanus bigimli bright(parlak) singular(tekil) soliton ¢oziim;

_(abp—do)(cosh(k(x—ct)) +2)

u, (x,t)=

! (4.1.25)
Bd’e(cosh(k(x - ct)) - 1)

Upa (it
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Uy 5,0

‘
= > 0 B i f -6 2 4 6 8

3
Sekil 4.12 (4.1.25) ¢oziimiiniin e =1,b=1, f=-2,c= \/; d=1,EE=0.85k=1p=1,

o =2, v =1, e =2 parametrelerine gore {i¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi ve ¢=1
icin iki boyutlu grafigi

2. Durum:
4,=0,
4 =0,
6B (abp—-do)
4, = > ,
Pd e
6B (do—abp)
4, = 5 ,
pde
B, =0,
. Jabp+do
AR
k:_"/i\/;, (4.1.206)
Jdve

katsayilarina gore (4.1.6) denklemi igin (4.1.21) ¢6zlim fonksiyonu;

_ 6(0(&)-DQ(&)(do —abp)
pd’e

u, (5)

: (4.1.27)

seklindedir. (4.1.27) fonksiyonu i¢in iki farkli ¢6ziim ailesine gore (4.1.2) denklemini

sagladigi teyit edilen ilerleyen dalga ¢oziimleri sirasiyla asagidaki gibidir.
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Coziim Ailesi 1 i¢in fanus bi¢cimli smooth(piiriizsiiz) bright(parlak) soliton ¢oziim;

3(abp-do) (4.1.28)

u,, (x,1) =

Bd’e(cosh(k(x—ct))+1)

Uy 1 (x,0)
/\
'/'0.3 -

02

01f

.
-6 -4 -2 ' 2 4 6

Sekil 4.13 (4.1.28) ¢ozimiiniin & =1,6=0.5,8=-2,c =0.608276,d = Lk =1,
p=—1,0=0.76,v=1, e =2, EE = 0.85 parametrelerine goére li¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2 icin anti fanus bi¢imli dark(karanlik) singular(tekil) soliton ¢oziim;

3(abp—do)
Bd*e(1—cosh(k(x —ct)))

uy, (x,1)= (4.1.29)
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Uy 2 (x,0)

Uy 5 (x,0)

-6 4 -2 0 2 4 6

Sekil 4.14 (4.1.29) c¢ozimiinlin o =1,6=0.5,8=-2,c = 0.608276,d = L,k =1,
p=-1,0=0.76,v=1, e =2, EE = 0.85 parametrelerine gore iic boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

3. Durum:
4 =0, 4 = 12B,k*v (abp —do) _12(B, =B,k (do —abp)
T pd(dkvie-2p) ? Bd (dk*vie—2p)

y 212B1k2v2(d0'—abp) oo Jabk*vie -2c

N —

b

pd(dkvie-2p) ~ Jakve-2p

(4.1.30)

katsayilarina gore (4.1.6) denklemi igin (4.1.21) ¢6zlim fonksiyonu;

_ 12K (Q(£)-DQ(&)(do - abp)
pd(dk*ve-2p)

, (4.1.31)

”3(5)

seklindedir. (4.1.31) fonksiyonu i¢in iki farkli ¢6zlim ailesine gore (4.1.2) denklemini

sagladigi teyit edilen ilerleyen dalga ¢oziimleri sirasiyla asagidaki gibidir.
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Coziim Ailesi 1 i¢in fanus bi¢cimli smooth(piiriizsiiz) bright(parlak) soliton ¢oziim;

_ 6k>v (abp —do)
Bd(cosh(k(x —ct)) +1)(dk*V'e—-2p)

(4.1.32)

uy, (x,1)

Us 1 (x,0)

Uz 150

Sekil 4.15 (4.1.32) ¢oziminin ¢ =1,6=1.5,8=—-2,c =—-0.95289,d =1,k = 0.5,
p=—1, o =-0.76, v =1, e = 2, EE = 0.85 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2 icin anti fanus bi¢imli dark(karanlik) singular(tekil) soliton ¢6ziim;

3k*v*(do — abp)csch’ (lk(x - ct)j
2 (4.133)

o (1) = pd (dicvie—2p)
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Us 2 (x,t)

e

UJ,Z (x,t)

Sekil 4.16 (4.1.33) ¢ozimiinin ¢ =1,p=1.5,8=—-2,c =—-0.95289,d =1,k = 0.5,
p=-1,06=-0.76,v=1, =2, EE = 0.85 parametrelerine gore li¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi

4. Durum:

_ 2Bk (abp-do) ) _2(B,-6B,)k*v}(do —abp) 12(B, - B,) kv (do — abp)

A4,

pd(dk*ve+2p) Bd(dk*ve+2p) 7 Bd(dk*Vie+2p)
2.2 2.2
4 = IZBlk vi(abp—-do) C__\/abk ve+20 (4134)

3

pd(dik>vie+2p)  JakVer2p

katsayilarina gore (4.1.6) denklemi igin (4.1.21) ¢6zlim fonksiyonu;

u, (é’) _ 2k2v2(6(Q(§)—1)Q(§)+1)(abp—do-)

pd (dk*ve+2p) ’ (3139

seklindedir. (4.1.35) fonksiyonu i¢in iki farkli ¢6zlim ailesine gore (4.1.2) denklemini

sagladigi teyit edilen ilerleyen dalga ¢oziimleri sirasiyla asagidaki gibidir.
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Coziim Ailesi 1 i¢cin fanus bigimli smooth(piiriizsiiz) bright(parlak) soliton ¢6zlim;

k*v (abp — do)(cosh(k(x —ct)) — 2)sech’ (1 k(x — ct)j
2 . (4.136)

1) =
tay (1) Bd (dk*v’e +2p)

Uy (80

Ugy 60

Uy g &)

Uyy ()
0.04]

O ——— rmre=, L
-6 4 -2 0 2 4 6

Sekil 4.17 (4.1.36) ¢ozimiiniin ¢ =1,6=1.5,8=—-2,c =—0.95289,d =1,k = 0.5,
p=106=0.76,v=1, =2, EE =0.85 parametrelerine gore ili¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi
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Coziim Ailesi 2 icin anti fanus bi¢cimli dark(karanlik) singular(tekil) soliton ¢6ziim;

kv (abp — do)(cosh(k(x — ct)) + 2)csch’ (; k(x— ct)j

uy, (x,1) = (4.1.37)

Bd (di*ve+2p)

Uy (e

-6 4 -2 0 2 4 6

Sekil 4.18 (4.1.37) ¢ozimiiniin ¢ =1,6=1.5,8=—-2,c =—0.95289,d =1,k = 0.5,
p=106=0.76,v=1, =2, EE =0.85 parametrelerine gore ili¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve =1 i¢in iki boyutlu grafigi
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4.2 (2+1) Boyutlu Integro-Differential Jaulent-Miodek Evolution Denklemi

Bu béliimde, enerjiye bagli Schrodinger potansiyelleri ile iligkili (2+1) boyutlu
Integro-Differential Jaulent-Miodek Evolution denkleminin dalga ¢dziimleri dncelikle
gelistirilmis iistel fonksiyon metodu kullanilarak ardindan da genellestirilmis
Kudryashov metot kullanilarak aragtirilmistir. Yogun madde fizigi, akigkanlar
dinamigi, optik gibi branglarda karsilagilan bu denklem asagidaki gibidir (Kaewta ve
ark., 2020):

2
dluxt + dZ (ux) uxx - ux

XXX _d3u _d4u u +d5uyy =0. (4.2.1)

yuxx x 7 xy

4.2.1 Gelistirilmis iistel fonksiyon metoduyla ¢oziim
(4.2.1) lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini lineer olmayan adi
diferansiyel denkleme doniistiirmek icin mevcut bagimsiz degiskenlere istinaden

asagidaki dalga doniistimii uygulanmistir.

u(x,y,t)=u(&), &=k(x+y—ct). 4.2.2)

(4.2.1) denkleminde gerekli olan kismi tiirevli terimler i¢in # ¢Oziim

fonksiyonunun (4.2.2) dalga doniistimiine ugramis halinin tiirevleri agsagidaki gibi elde

edilmistir:
u :a_”-%, u =ou 95 u, _O0u 0 e O _ i olmak iizere,
T e T aE oy o ot o0&
u, =ku', u, = ka', u, =—cku', u, =k>u", u, =k>u",
u, = —ck? u', u, = kK au", u, .. = k*u®. (4.2.3)

(4.2.3)’te bulunan tiirevler, (4.2.1) denkleminde yerlerine yazilarak asagidaki

lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilmistir.
d (—o)k’u" + d,k* (u'y u" - k*u" —dku'n" —d ku'u" + dku" =0,
uygun sadelestirme ve diizenlemelerle,
—k*u” +d, k(') u" —(d, +d)ku'u" +(d; —d,c)u" =0, (4.2.4)

denklemi elde edilmistir. (4.2.4) denkleminin & ‘ye gore bir kez belirsiz integrali

alinarak

n3 "n2
—K*u"" + d, k> %—(a@ +dy)k (”2) +(ds—dow' =¢,  (42.5)
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denklemi bulunmus, »’ = v olarak alinarak (4.2.5)’te yerine yazilmis ve

3 2

—kzv"+d2k2%—(d4+d3)k%+(d5 _dlc)v:g’ (426)
elde edilmistir. (¢ integral sabiti ve islem kolaylig1 agisindan sifir alinmistir.)
Bu sadelestirmeler ve indirgemelerden sonra (4.2.6) denkleminin ¢oziimi

olacak v (&) ‘nin (3.1.4) kabultintin smirlarini elde etmek i¢in en ytiksek mertebeden

tiirev igeren terim ile en biiylik dereceli lineer olmayan terime asagidaki sekilde

dengeleme prensibi uygulanmis ve

em—n—Z ~ (em—n )3
m—n—2~=3m—3n
m=1 1¢in n=2
bulunmustur. Bu smirlar (3.1.4)’de yerine yazilarak v(&)’nin genel gergevesi

asagidaki sekilde belirlenmistir.

A+ Ae’ + A e
V= .
B, +Be™”’

(4.2.7)

Buradan itibaren (4.2.6) denklemine ¢oziim fonksiyonu arayisina Mathematica

programi yardimiyla devam edilmistir.

(4.2.7)°deki v(&) ¢ozim fonksiyonunun (4.2.6) denklemindeki mertebelere

29

b

gore tiirevlerinin hesaplanmasii kolaylagtirmak igin Y = 4, + 4’ + 4,e

W = B, + Be”’ alinarak v(&) =$ seklinde diizenlenmistir. GUFM nin gerek sarti

olan 19'(5) = 6_19(5) + uelg(é) + A esitligi hesaba katilarak elde edilen boliimiin birinci

ve ikinci tiirevi formiilleri ile « (&) fonksiyonu ve 4 ($), (4.2.6) denkleminde yerine

yazilarak iistel ¢arpanlara sahip bir denklem elde edilmistir. Bu denklemin {istel
carpanlarinin kuvvetlerine gore paranteze alinmasindan sonra ayni kuvvete sahip tistel
carpanlarin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle meydana gelen cebirsel denklem

sisteminin ¢oziim kiimesi aragtirilmis, boylece v ¢oziim fonksiyonunun katsayilar
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arasindaki bagintilar elde edilmistir. Ustel carpanlarin katsayilarmin olusturdugu

denklem sisteminin; dalga doniisiimiindeki, (4.2.6) denklemindeki, (4.2.7)

fonksiyonundaki ve & (&) kabuliindeki katsayilarin farkli kombinasyonlarina gore

¢oziiliisli bir¢ok farkli ‘durum’ ortaya koymustur. Bu ¢alismada (4.2.1) denklemi i¢in
(4.2.6) denklemi iizerinden GUFM nin ¢dziim ailelerinin sartlarina da uygun diisecek

sekilde ti¢ farkli duruma gore ¢oziim arastirmasi yapilmistir.

1. Durum:

\f(\/Bd 2 -4y +B\/_/1)

d2

d,
4 ——A \/B 4ﬂ)+}t +@

z Br o

AJd, Jok\(Bid, (2 - 4u) dy —k* (2> —4p)
= \/g , d, = 3 -d,, c= y, .
0 1

Bu durumdaki katsayilarla birlikte gerekli tiirevler ve (4.2.7), Mathematica
programi yardimiyla (4.2.6) denkleminde yerine yazilip,

\f-g( * [Bid, (22 —4u) + B, Jd, (2¢° +2))

" B,d,

, (4.2.8)

¢dziim fonksiyonu 9(¢)’ya bagl olarak elde edilmistir. Bu ¢oziim fonksiyonunun
GUFM‘nin ¢oziim ailelerine gore hallerinin Mathematica yardimiyla & ‘ye gore bir
kez integrali alinirarak u ¢6ziim fonksiyonu elde edilmistir. Bu # ¢6ziim
fonksiyonuna dalga doniisiimii tersine uygulanarak & degiskenine bagli olmaktan
cikarilip tekrardan x,yve ¢ degiskenlerine bagl hale getirilerek (4.2.1) lineer

olmayan kismi diferansiyel denklemini saglayip saglamadig1 Mathematica ile kontrol
edilmis ve bulunan fonksiyonun (4.2.1) matematiksel modelini sagladig1 teyit
edilmistir. Boylece her bir ailede lineer olmayan kismi diferansiyel denklem i¢in birer

adet ilerleyen dalga ¢oziimii elde edilmistir. Bulunan ¢oziim fonksiyonlarindaki
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parametrelere ve katsayilara ailelerin sartlarina uygun degerler verilerek grafikleri

belirlenmis ve bdylece ¢coziimlerin dalga yapilar1 hakkinda yorumlar yapilabilmistir.
JM denkleminin segilen 1. duruma gore ¢coziim aileleri asagidaki sekildedir.

Coziim Ailesi 1

p#0, 2" —4u>0, 3(5):111[

— “12 —An tanh( “122_4# (EE+§)J—%J

2u

kosuluyla ¢6ziim fonksiyonu agagidaki gibidir:

\/E{ZBO log(\/; sinh (;a)j + Acosh (; a)jj +hkyBlt(x+y-— ct))
ul,l - BO\/Z s
(a):\//lz—4y(k(x+y—ct)+EE),r=/12—4,u). (4.2.9)

Uy 1,0

Up1 6,0

10

[
T

P
15

Sekil 4.19 (4.2.9) ¢oziminin c=4,k=1,d =-1,d,=30,d,=9,d, =21, d, =1,
y=-1,1=3, u=1, B, =1, EE=0.82, parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafigi ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi
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Coziim Ailesi 2

y¢0,/12—4y<0,19(§)=1n[

VA 4 tan(\/_lz +4u (EE+§)]—L]
2 2u

2u

kosuluyla periyodik soliton ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

\/E(ZBO log(\/;sin(;wj—ﬂcos(;a)D+k«/B§r(x+y—ct)]
B ’
(a):EE+(k(x+y—ct))\/4,u—/12,r:/12—4,u). (4.2.10)

1,2

Re[Uy 5 (x,0)]

0

RelUy (0]
i

-
K‘\J\‘\L

1

0

Re[U; 5 (x;0)]
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Re[U} 5,01 Im[Uy 5 (5,0]
r L5~

\ . "l

-2r 05+

L VAVAVAVA

5k

Sekil 4.20 (4.2.10) ¢oziimiinlin reel ve imajiner kisimlarmine=-5,k=1,d, =-1
d,=-18, d,=12,d, =6,d, =2, B, =1, A=-1, p=1,EE=0.82, y=-0.01
parametrelerine gore li¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu
grafikleri

1 b

Coziim Ailesi 3

A
wu=0,1#20 ve A’-4u>0, 4(&)=-In (—J kosuluyla

eﬁ(§)+EE _

biikiilme(kink) solitonu ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

\/g[ZBO (log(sinh(;l(k(x +y—ct)+ EE)J] +hyBIA (x+y— ct)J

U, B, \/Z

(4.2.11)
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Sekil 4.21 (4.2.11) coziminin c=-Lk=1,d =-1Ld, =6,d,=3,d, =3, d, =2,
B, =1,4=1u=0,EE=082, y=1 parametrelerine gore ti¢ boyutlu, dis hat, yogunluk

grafigi ve ¢ =1 igin iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 4

C2A(EE+¢)+4
A (EE +¢)

w0, A#0veA> —4u=0, 19(5):111( J kosuluyla

biikiilme(kink) solitonu ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

kyB;(A* -4 +y—ct
\/g 0( ,u)(x ’ C)+210g[k/1(x+y—ct)+EE/1+2]

B

0

u,= \/Z

(4.2.12)
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Sekil 4.22 (4.2.12) ¢ozimiinin c=-2,k=1d =-1,d,=6,d,=3,d,=-3,d, =2,
B, =1, A=2, u=1,EE=082, y =1 parametrelerine gére ii¢ boyutlu, dis hat, yogunluk

grafigi ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 5
p=0,2=0ve ’-4u=0, 9(&)=In(EE+¢) kosuluyla biikiilme(kink)
solitonu ¢ézliim fonksiyonu asagidaki gibidir:

_ 6 log(k(x+y—ct)+EE) (4.2.13)

Uyps \/Z

Uy 5(5,t)
-
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Sekil 4.23 (4.2.13) ¢ozimiinin c=-2,k=1,d, =-1,d,=1,d, =4, d, =-4,d, =2,
B, =1, 4=0, u=0, EE=082, y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat, yogunluk
grafigi ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

2.Durum:

3p.a

2
A0=— >

1@
p 4,4 6B,
1 2 \/Z >
g Al
1= \/g >

2d. +K*(1* -4

d,=—d,, c=— ( ﬂ).

2d,

Bu durumdaki katsayilarla birlikte gerekli tiirevler ve (4.2.7), Mathematica
programi yardimiyla (4.2.6) denkleminde yerine yazilip

\/ge_g (/163 + 2)
2 N (4.2.14)

¢oziim fonksiyonu $(&)’ya bagl olarak elde edilmistir. Bu (4.2.14) ¢dziim

vV, =—

fonksiyonunun GUFM nin her bir ¢dziim ailesine gore hallerinin & ‘ye gore belirsiz
integrali Mathematica yardimiyla alinarak # ¢o6ziim fonksiyonlari elde edilmistir. Bu
u ¢dziim fonksiyonlarina dalga doniisiimii tersine uygulanarak & degiskenine baglh

olmaktan ¢ikarilip tekrardan x, y ve ¢t degiskenlerine bagl hale getirilmis hallerinin
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lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi saglayip saglamadigi Mathematica ile
kontrol edilmis ve bulunan fonksiyonun (4.2.1) matematiksel modelini sagladigi teyit

edilmistir.

Boylece her bir ailede lineer olmayan kismi diferansiyel denklem igin birer adet
ilerleyen dalga ¢oziimi elde edilmigtir. Bulunan ¢6ziim fonksiyonlarindaki
parametrelere, ailelerin sartlarina uygun degerler verilerek grafikleri belirlenmis ve

boylece ¢oziimlerin dalga yapilar1 hakkinda yorumlar yapilabilmistir.

JM denkleminin segilen 2. duruma gore ¢coziim aileleri asagidaki sekildedir.

Coziim Ailesi 1
At -4 AP -4
)z JZ

kosuluyla ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

\/glog(\/iz — 441 sinh (; a)] + icosh(;a)D

Uy, =

(4.2.15)

\/Z ,
(a)= A —4u (k(x+y—ct)+EE)).
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Uy (i)

100 -

4 =2 0 2 4

Sekil 4.24 (4.2.15) ¢oziimiinin ¢ =-2, k=2,d, =-2,d, =1,d, =0.3,d, =03, d, =1,
A=3, u=1 EE=0.75 B, =0.25, 4,=0.5,y =1 parametrelerine gore li¢ boyutlu, dis
hat, yogunluk grafigi ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2

w0, 2 —4u <0, 19(5)=1n£‘/_’12+4” tan(\/_lz+4'u(EE+§)J—2iJ
u

2u 2

kosuluyla fanus bi¢imli periyodik singular(tekil) bright(parlak) soliton ¢6ziim
fonksiyonu asagidaki gibidir:

\/glog(\M,u -1’ sin(; a)j — lcos(; a)n
Uy, =— \/Z >
(4.2.16)((0 = \Jau-2 (k(x+y—ct)+ EE)).

Uy (5,0
A

— Upp (0

5
y i : , , ! . , -
s 4 4 4 4 ]
. A y/ 4 > \] 1
o y 7 v/ - sk J
e a ,
5 f ' ; [ ]
L5 i\\ ) ) /: s | |
10 & / |
054 / ~ °l l
o.oi‘ P 7 |
s I
) 4 - 1
S ,“/ —‘15 —‘10 —‘5 l; ; 1‘0 1‘5

Ny

5
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Uy (5,0

\\\\ AU

Sekil 4.25 (4.2.16) ¢oziimiiniin ¢=-05k=2,d =-1,d,=18,d, =12, d, =-12,
d, =2, A=-1, u=1, EE =0.82, B, =1, y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 3

A

eﬂ(§)+EE

u=0,1#20 ve A*-4u>0, .9(5)=-1n( 1) kosuluyla ¢oziim

fonksiyonu asagidaki gibidir:

\/g{log(sinh (; (Ak(x+ y—ct)+ EE)))B
Uyy =— \/aT )
2

(4.2.17)

UZ,3 (x,t)
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Uy 3050 : Uy 35,0)

Sekil 4.26 (4.2.17) ¢oziimiinin ¢=-25,k=1,d, =-1,d, =6,d, =3,d, =-3,d, =2,
A=1 4=0,EE=082, B =1, y=1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 4

2A(EE+&)+4
A (EE +¢)

wu#z0,A#0veA> —4u=0, 9(5)2111[ J kosuluyla

biikiilme(kink) solitonu ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

_ J6log(kA(x +y —ct) + EEA+2)

Uy \/Z

(4.2.18)

U, 4 (x,t)
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Up 4(x,0)

4 -2 0 2 4 6 8

Sekil 4.27 (4.2.18) ¢ozimiinin c¢=-2,k=1,d, =-1,d,=6,d,=3,d, =-3,d, =2,
A=2, u=1,EE=082, B, =1, y=1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 5
1=0,1=0veA*-4u=0, 9(&)=In(EE + &) kosuluyla bikiilme(kink)

solitonu ¢ozlim fonksiyonu asagidaki gibidir:

_ 6log(k(x+y—ct) + EE)

Uys \/Z

(4.2.19)

Uz 5(5.t)
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Uy 50,0

Sekil 4.28 (4.2.19) ¢oziminin c=-2,k=1,d, =-1,d,=1,d, =4, d, =-4,d, =2,
A=0,4=0,EE=0.82, B, =1, y=1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

3.Durum:
Ay = A, 1,
A = 4,4,

5 _ Ad,
1 s
J6

12B,k
d, =— A: +6.Jd kA —d,,

- ds—k* (A’ —4/1).

dl

Bu durumdaki katsayilarla birlikte gerekli tiirevler ve (4.2.7), Mathematica
programi yardimiyla (4.2.6) denkleminde yerine yazilip
64,e’ (e‘g (ﬂ, + pe’ ) + 1)

Vv, =
’ J64,.[/d, +6B,e’

(4.2.20)

¢oziim fonksiyonu, H&)’ya bagh olarak elde edilmistir. Bu (4.2.20) ¢dziim
fonksiyonunun GUFM ‘nin her bir ¢dziim ailesine gore hallerinin & ‘ye gore belirsiz
integrali Mathematica yardimiyla alinarak # ¢6ziim fonksiyonlar elde edilmistir. Bu
u ¢oziim fonksiyonlarma dalga doniisiimii tersine uygulanarak & degiskenine bagli
olmaktan ¢ikarilip tekrardan x,yve ¢ degiskenlerine bagl hale getirilip lineer

olmayan kismi diferansiyel denklemi saglayip saglamadigi Mathematica ile kontrol
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edilmis ve bulunan fonksiyonun (4.2.1) matematiksel modelini sagladig1 teyit

edilmistir.

Boylece her bir ailede lineer olmayan kismi diferansiyel denklem igin birer adet
ilerleyen dalga ¢oziimii elde edilmistir. Bulunan ¢6ziim fonksiyonlarindaki
parametrelere, ailelerin sartlarina uygun degerler verilerek grafikleri belirlenmis ve

boylece ¢oziimlerin dalga yapilart hakkinda yorumlar yapilabilmistir.

JM denkleminin segilen 3. duruma gore ¢oziim aileleri su sekildedir.

Coziim Ailesi 1

2 2
/17&0,2,2—4,u>0,,9(§):1n(_v/1 _4”tanh[ /12_4#(EE+§)J—2L}
7

2u

kosuluyla ¢6ziim fonksiyonu agagidaki gibidir:

\/g(log(«//f —duw+ ,11) - 1og((330,1 Noa,\Jd u)r+ 38,2 —4;1@))

U, \/Z ,
(w=smh(%m(k(ﬁy_apm)j,,=cosh( m(k(m_ct)m)j} (4.221)

1
2

U3‘1 (X,t)

. -10

|
— - 0.3456
0.3454

10.3452

70



Us 1 (5,0) Uz 1 (x,t)

0371

0.36 -

= x
4 2 0 2 4 1 2 3 4 5

Sekil 4.29 (4.2.21) ¢oziimiinin ¢=9.5,k=2,d, =-2,d, =6,d, =3,d, =21,d, =1,
A=3, u=1,EE=0.75, B, =1, 4, =2,y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 2

2 2
y¢0,12—4,u<0,19(§)=1n[\/ A +4,utan[\/ A +4ﬂ(EE+§)]_iJ
2u 2 2u

kosuluyla periyodik ¢6zliim fonksiyonu asagidaki gibidir:

\/g(log(«/4,u—/12a)—ﬂw)—log(<\/gA2\/Z,u ~3B,4)r +3B0«/4,u—/12a)))
Uy, = \/z ,
(a) = sin(%m(k(x+y —ct)+ EE)), r= cos(%m(k(x+y—ct) + EE)D (4.2.22)

Uz 2 (x,t)

Usp (%0

\\‘
| \ o s 10
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Uz 2 (5,0

X

\\\\ 7

Sekil 4.30 (4.2.22) ¢ozimiiniin ¢=-05,k=1,d =-1,4d,=18,d, =12,d, =-12,
d,=2, A=-1, u=1,EE=0.82, B, =1, 4, =2,y =-0.01 parametrelerine gore Ti¢
boyutlu, dis hat, yogunluk grafikleri ve ¢ =1 iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 3

A
u=0, 120 ve A*-4u>0, 8(§)=-ln[WEJ kosuluyla
e —

biikiilme(kink) solitonu ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:
\/g(log (1 _ ey EE) ) ~log <_‘/EA2 \/Zﬂ“ — 6B, (eﬂ.(k(x+yfct)+EE) _ 1)))
U, = \/aT .
2

(4.2.23)

Uz 3(5,t)
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Us 350 i U3 5(x,t)

Sekil 4.31 (4.2.23) ¢oziimiinin c=-1,k=1,d, =-1,d,=6,d,=3,d, =-9,d, =2,
A=1, 4=0,EE=082, B, =1, 4, =1,y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 4

2M(EE+&)+4
A (EE +¢)

u#z0,A#20 ve A>—4u=0, 9(5):ln( j kosuluyla ¢6ziim

fonksiyonu asagidaki gibidir:

64,[d, Ao~ 12B,(w+2
4(~64B,d3 2(4* ~au) + 66 A Bld, (4,u—312)+\/3A;d2212u+144\/333)10g[ Vo4, Jd, Ao 12B,@+ )J
.

AT, (Vonds2-128,)

Usy =

Jd, (£d, 2 ~24B2)
4, (2 —4u)(x/€A2\/Z/1+1230)(0’+2) N J6log(w+2)
24;d,A° —48B; A Ja,

(@ = kA(x + y — ct) + EEA). (4.2.24)

Uz gt
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Us 450 ; U3,4 (x,t)

-4 -2 0 2 4

Sekil 4.32 (4.2.24) ¢ozimiiniin c=-2,k=1,d, =—1,d, =3,d, =3, d, =62 - 15,
d; =2, A=2, u=1,EE=0.82, B, =1, 4, =1,y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu,
dis hat, yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

Coziim Ailesi 5
£=0,1=0veA?-4u=0, $(&)=In(EE+¢&)  kosuluyla  singular(tekil)

biikiilme(kink) solitonu ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibidir:

J6 (log(k(x +y—ct)+ EE) ~ log (V6 A,[d, +6B, (k(x +y—ct) + EE)))

Uy s = \/Z

(4.2.25)

Us 5(x,t)
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Sekil 4.33 (4.2.25) ¢oziimiiniin c=-2, k=1,d, =-1,d, =1,d, =4,d, =-16,d, =2,
A=0,u=0, EE=0.82, B, =1, 4, =1,y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat,
yogunluk grafikleri ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafikleri

4.2.2 Genellestirilmis Kudryashov metotla ¢6ziim
Sag tarafi sifir kabul edilecek (4.2.6) denkleminde (3.2.1) kabulii kullanilarak

dengeleme prensibi uygulanmais,

M —N-2=3M —-3N
M=1 igin N=2

bulunmus ve bu smirlar (3.2.1) de yerine yazilarak v(&) asagida gorildigi gibi

olusturulmustur;

_a, JraleLazQ2
by+bQ

v(£) (4.2.26)

Burada (4.1.26) ¢ozim kabuli Y =g, +aQ+a,0°, ¥=0,+bQ olacak

sekilde v(&) = % olarak diizenlenip O = Q*-Q ve O (f ) = 1 +le;

esitlikleri de

hesaba katilarak elde edilen tiirevler ve metodun kabul ettigi v fonksiyonu
Mathematica paket programi yardimiyla (4.2.6)’da yerine yazilip Q fonksiyonuna
bagli sifir polinomu elde edilmistir. Bu polinomdaki ayni1 dereceden terimlerin
kuvvetlerine gore paranteze alinip katsayilarinin sifira esitlenmesiyle meydana
gelecek cebirsel denklem sisteminin farkli katsayr kombinasyonlari ve onun sundugu

opsiyonlara gore ¢oziiliisii v ¢oziim fonksiyonunun katsayilari arasindaki bagintilar
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icin birgok farkli ‘durum’ sunmustur. Bu katsayilar Mathematica yardimiyla
denklemde yerlerine yazildiktan sonra olusan Vv ’ye bir kez & ‘ye gore antitiirev
uygulandiginda u ilerleyen dalga ¢6ziimleri iki aile ¢atis1 altinda elde edilecektir.

Katsayilara bagli olarak meydana gelen durumlara goére JM icin GKM ile

¢ozlim fonksiyonlar1 ve grafikleri su sekildedir.

1. Durum:
_ 6B,\Jd; —cd, P _ 6(B,-B,)\d; -cd, P _6B\Jd; —cd, L (d,+d,)
C dy+d, T d, +d, P dy+d, 7 6(ds—cd,)

k=—\d, ~cd,, (4.2.27)

bulunan katsayilar i¢in (4.2.26) ¢6ziim fonksiyonu;

y 2 AL DVd; —cd, (4.2.28)

: d,+d, ’

seklindedir. Ayrica (4.2.28) ¢6ziim fonksiyonu i¢in Q! = O* —Q denkleminden elde

edilen (&)= 1+le§ fonksiyonu, O(¢&) zé—%tanh(gj ve 0(¢) Z%—%coth(gj

olarak alinirsa iki farkli ¢oziim ailesi elde edilir. (4.2.28)’in ¢oziim ailelerine gore
hallerine & ‘ye gore bir kez antitiirev uygulanip ¢ ilerleyen dalga ¢oziimleri elde

edilmistir. Dalga doniisiimii geri alinarak olusan # ¢6ziimleri lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemi sagladig teyit edilerek asagidaki sekilde sunulmustur.

Coziim Ailesi 1 i¢in ¢oziim fonksiyonu;

3\ds —cd, (k(x +y—ct)+2 log(cosh(;k(x +y- ct)DJ

o (%0:1) == d, +d,

(4.2.29)

76



U160
. -

Uy a0

°

-10

—-100 -

-10 -5 0 5 10 15

Sekil 4.34 (4.2.29) gézﬁnﬁinﬁn c=Ld =-1,d,=1,d,=2,d,=2,d, =05,
EE = 0.82, k = —/3, y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi
ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2 i¢in ¢oziim fonksiyonu;

)

d, +d,

U, (x, y,t) =-

b

(0=k(x+y—ct)). (4.2.30)
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Upa(sit)

Up 2(x,0)

-15 -10 -5 0 5 10

Sekil 4.35 (4.2.30) ¢oziminin c¢=1,d =-1,d,=1,d,=2,d,=2,d, =0.5,

EE = 0.82, k = —/3, y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi
ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

2. Durum:

Ao _ 3Bo (Bo _Bl)(d3 +d4)\/ds _Cdl _3\/_302 (Bo +Bl )2 (d3 +d4 )2 (Cdl _ds)

Bl (d3 + d4 )2
6B,\/d, —cd
A =2NG T 0, k= —Jd, —cd,,
d,+d,
a)(—ZBga)a +3B B wa +B, (Bfma +2=a\[-B (B, +B,)’ a)za)+B1 J=a\-B:(B,+B) a)zaj
d, =
’ 24B; (-a)’
(a=(cd, —-d,),0=(d, +d,)). (4.2.31)

katsayilari i¢in (4.2.26) ¢6ziim fonksiyonu;

3B, (d, +d,)(B,(2Q0-1)+ B, )\Jd, —cd, - 3\/—B§ (B, +B,) (d,+d,) (cd, —d.)
Vv, =

2 B(d,+d,) (BQ+5,)

2

(4.2.32)
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seklindedir. Ayrica (4.2.32) ¢6ztim fonksiyonu i¢in Q} = O? — O denkleminden elde

edilen Q(¢&)= 11135 fonksiyonu Q(§)=%—%tanh(§j ve Q(§)=%—%coth(§j

olarak alinirsa iki farkli ¢oziim ailesi elde edilir. (4.2.32)’nin ¢6ziim ailelerine gore
hallerine & ‘ye gore bir kez antitiirev uygulamp # ilerleyen dalga ¢dziimleri elde

edilmistir. Dalga doniisiimii geri alinarak elde edilen # c¢oziimleri lineer olmayan

kismi diferansiyel denklemi sagladig teyit edilerek asagidaki sekilde sunulmustur.

Coziim Ailesi 1 i¢in ¢oziim fonksiyonu,

1
u, (x,p,1) = 25,8, (B,+B ) [6B§a)k\/$ﬁ +3B BloN—-a (kf-7)...

38, (Zk\/—B(f (B, +B,) waf+ Bon—a(r+ kﬂ)) _3B\-B: (B, +B,) oa (v + kﬁ)},

(a =(cd] —ds),a) = (d3 +d4),ﬁ =(x+y—-ct),r= 2log(e;kﬂ (B0 (ekﬂ +1)+Bl )]J (4233)
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Uy, (60

UZ,l (x,t)

-10 -5 0 5 10 15

Sekil 4.36 (4.2.33) ¢oziminin c¢=1,d =-1,d,=1,d,=2,d, =2,d, =0.5,

EE = 0.82, k = —/3, y =1 parametrelerine gore ii¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi
ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 2 i¢in ¢ozliim fonksiyonu;

1
" 2B,B,(B, +B,)®’

iy, (x,3,t) [683(01(\/—05,3 +3BByoN-a (kf—7)...

-3B, (2/{\/—3; (B, +B,) @*af+Bov-a(r+ kﬁ)) ~3B,-B!(B,+B,) 0’a(r+ kﬁ)},

{a =(ed, —d;),0=(d, +d,),B=(x+y—ct),r = 210g[2B0 sinh(%kﬁ)—B]ez"ﬂ]J_ (4.2.34)
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Uy a0
- r

Uy 5(x,0)

Sekil 4.37 (4.2.34) c¢oziminin c¢=1d =-1,d,=1,d,=2,d,=2,d,=0.5,
EE = 0.82, k = —/3, y = parametrelerine gére ii¢ boyutlu, dis hat, yogunluk grafigi
ve ¢ =1 i¢in iki boyutlu grafigi
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler basligi altinda
kendisine yer bulan ‘doubly dispersive’ ve ‘2+1 boyutlu integro-diferrential Jaulent-
Miodek’ denklemlerinin ilerleyen dalga c¢oziimleri, gelistirilmis iistel fonksiyon
metodu ile arastirilmis ve bu c¢oziimleri karsilastirmak igin ayni denklemlere
genellestirilmis Kudryashov metodu ile ¢dziimler bulunmustur. Bu diferansiyel
denklemlere literatiirde GKM de dahil olmak {izere bir¢ok farkli metot yardimiyla bir
cok tam ¢Ozlim giin yiiziine c¢ikarilmistir lakin agik kaynaklardan ulasilabildigi
kadariyla bu denklemlere GUFM ile tam ¢6ziim arastirmast literatiirde ilk defa bu tez

caligmasinda yapilmistir, bu da tezin kayda deger katkist olarak diistiniilebilir.

Tezin sunumunda uygulamalara gegmeden 6nce arastirma konusu agisindan
gerekli temel kavramlarin sebep sonug iliskisine dayanan ve birbirini tetikleyen
olgular olduklarinin altin1 ¢izen bir mantik silsilesi dahilinde konu biitiinliigiiyle
orneklendirilerek sunulmasma ve ardindan da faydalanilacak metotlarin uygulanis
seklinin ogretici nitelikte aktarilmasina 6zen gosterilmistir. Metotlar sayesinde elde
edilen ilerleyen dalga ¢dziimlerinin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri sunularak ¢6ziim
fonksiyonlarmin fiziksel yapisini yorumlama firsati bulunmus ve bu fonksiyonlarin
tezin temel kavramlar boliimiinde belirtilmis kaliplara gére hangi dalga tipinde oldugu

saptanmistir.

Bahsi gecen denklemlerin ¢oziimlerine biri literatiirde hi¢c denenmemis, digeri
denenmis ve sonug¢ elde edilmis farkli iki metotla yaklasarak hem metotlar1 ve
sunduklarin karsilastirma hem de birbirlerini teyit ettirme amaglanmistir. ki metot
arasinda makul bir karsilagtirma yapabilme gayesiyle, metot geregi ortaya cikan
katsayr kombinasyonlarinin sundugu ‘durumlar’da her iki metot icin de aym
katsayilarin segilmesine ozen gosterilmis lakin gerek GUFM’nin kendine has
parametrelerinin varligi, gerekse de metotlarin ¢6ziim kabullerinin farkli karakterde
fonksiyonlar1 temel almasi ortak bir katsayr kombinasyonuyla ¢dziim arayigina pek
imkan tanimamaistir. Bu sebeple birbirine en ¢cok benzeyen katsay1 kombinasyonlarina
gore ¢Oziim arayisina girisilmis, bu girisim de bazen Mathematica programinin ¢6ziim
sunamayisiyla sonuglanmistir. Yine de her arayan bulamaz ama bulan hep arayanlar

olur (Bayezid-i Bistami) diisturuyla olabilecek en benzer ve bu metotlarla ¢oziim
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fonksiyonu saglayabilen durumlarla arayisa devam edilmis ve bir¢ok farkli dalga
¢oziimii bu metotlar yardimiyla literatiire kazandirilmustir. Ikisi de nitelikli metotlar
olan GUFM ile GKM arasinda kiiciik bir kiyas yapmak gerekirse; her iki denkleme de
uygulandiklarinda GUFM, GKM’nin sundugu ¢dziimlere fiziksel olarak benzer
cozlimleri sunabildigi gibi metottaki ¢dziim ailelerinin ¢esitliligi sebebiyle daha fazla
adette ve farkli dalga ¢oziimlerini giin yliziine ¢ikarmistir. Lakin nadir durumlarda
GUFM nin aile sartlarin1 yerine getirebilmek icin baz1 katsayilar1 bastan belirlemek
gerekebilmektedir. Ayrica GUFM nin kendine has parametrelerinin GKM’ye nispeten
fazla olusunun Mathematica programiyla hesaplamalarda daha fazla zorluga sebebiyet
verdigi de One siiriilebilir. Biitiin bunlardan yola c¢ikilarak akillara gelebilecek
‘Parametre adedindeki artis daha farkli dalga ¢6ziimleri ortaya ¢ikarir mi1?’ sorusu da

bagka bir aragtirmanin konusu olabilir.

Literatiirdeki diger arastirmalar da incelendiginde bir¢ok bilim insaninin bu
diferansiyel denklemlere farkli metotlarla ¢6ziim arastirmasina girip birgok dalga
¢Oziimii sundugu gozlemlenmistir. Bu ¢oziimler ile bu tezde elde edilen ¢éziimler yan

yana getirilerek asagidaki sonuclar elde edilmistir.

Doubly dispersive denklemi i¢in Silambarasan ve ark.’nin (2019) Jacobi eliptik
fonksiyon metodu ve F-genlesme metodu ile, Yel’in (2020) Sine Gordon genlesme
metodu ile, Manar ve ark.’nin (2022) genisletilmis tanh fonksiyon metodu ile, Younas
ve ark.’nin (2022) GKM ile ¢oziim arastirmalar1 literatiirdeki caligmalara bir kag
ornektir. Bu tezde bilhassa GUFM ile yukarida bahsedilen arastirmalarda bu denklem
icin elde edilen ¢oziimlerden farkli bircok ¢oziim fonksiyonu elde edilmistir. Diger
taraftan bu tezde bu denkleme uygulanan GKM de yukaridaki arastirmalarda elde
edilen c¢oziimlere benzer birka¢ ¢oziim fonksiyonu disinda birgok farkli ¢oziim
fonkiyonu sunmustur. Doubly dispersive denklemine GUFM nin sundugu (4.1.11) ve
(4.1.17) ¢ozlimleri ile yine bu tezde uygulanan GKM’nin sundugu (4.1.32) ve (4.1.37)
¢oziimleri sirasiyla benzesmektedir. Younas ve ark.’nin (2022) makalesinde GKM ile
elde ettikleri ¢éziimlerden biri ile bu tezde GKM ile bulunan (4.1.36) aynidir. Manar
ve ark.’nin (2022) makalesinde genisletilmis tanh fonksiyon metodu kullanilarak elde

ettikleri ¢oziim bu tezde GKM ile bulunan (4.1.33) ile benzesmektedir.
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JM denklemi i¢in ise Akkilic ve ark.’nin (2023) Sine cosine metodu ile,
Matinfar ve ark.’nin (2015) ilk integral metodu ile, Hu ve Qi’nin (2021) tanh
fonksiyon metodu ve exp(—¢(z))-genlesme metodu ile, Cakicioglu ve ark.’nin (2023)

GKM ile ¢ozlim arastirmalari literatiirdeki ¢aligmalardan bazi 6rneklerdir. Bu tezde ise
GUFM ve GKM ile yukarida bahsedilen arastirmalardan farkli bircok ¢oziim
fonksiyonu elde edilmistir. Benzerliklere deginmek gerekirse GUFM ile elde edilen
(4.2.11) ¢Oziimii ile bu tezde uygulanan GKM’nin sundugu (4.2.30) ¢Oziimii
benzesmektedir. Diger taraftan JM denklemine bu tezde GUFM ile bulunan (4.2.9),
(4.2.10) ve (4.2.12) ile Kaewta ve ark.’nin (2020) Jacobi eliptik fonksiyon metodu ve

G'/ G* genlesme metodu ile sundugu bazi ¢éziimler benzesmektedir.

Ayrica belirtmek gerekir ki, tez calismasinda bu denklemler icin her iki
metodla elde edilen ¢ozlimler, literatiirdeki farkli metodlarla elde edilmis ¢oziimlerden
farkliliklar gosterse de ilerleyen dalga ¢oziimleri olmalari miinasebetiyle fiziksel yap1

olarak oldukca fazla benzesmektedir.

Tipk1 bir¢ok arastirmaci bilim insaninin bahsi gecen denklemler igin literatiire
kazandirdig1 ¢6ziim fonksiyonlar1 gibi, umulur ki; bu ¢alismada kullanilan metotlarin
ileri siirdiigii ¢oziim fonksiyonlar1 da teorik ve uygulamali fizik veya miihendislik
bilimlerinde kullanim alanlar1 bulup olgularin i¢ yiizlinii anlama agisindan yardimci
olarak yeni ufuklara imkén saglasin ve ciirmiimiiz kadar olsa da insanliga bir faydasi

olsun.

Nihayetinde biiylik resme bakilirsa goriilmektedir ki insanlik tarihinde merakla
ve sabirla diislinen zihinlerin insanliga sunduklar1 sayesinde bu tez ve bunun gibi
niceleri giin yiiziine ¢ikabilmistir. Ikinci boliimde de bahsedildigi iizere, miilkemmele
ulagma dirtiisiiyle goziin gordiigii netlikte bir goriintiiyli kendi iirettiklerinde elde
etmeyi arzulayan insan belki pikselleri fiziksel olarak arzu ettigi kadar kiiclik insa
edemeyecektir lakin bu ve bunun gibi imkansizliklar1 zihinsel olarak da olsa gercege
doniistiirmesinin oniinde higbir engel yoktur. O sebeple de umut hep vardir. Bununla
birlikte Socrates’in dile getirdigi gibi insanin higbir seyi tam olarak bilemeyecegini
bilmesi diisiinmesine, hayal etmesine, denemesine bir engel teskil etmez aksine bu
durum daha ¢ok aragtirmaya, irdelemeye ve durmaksizin sorgulamaya sebep olmalidir

zira ‘ben oldum’ demek gaflettir. Ger¢ek bilim tenkit edilebilendir ve bilim bu
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zihniyetle gelisecektir. Aksi takdirde nimetlerinden ziyadesiyle faydalandigimiz bilim
piramidine tasiyici taslar1 kendi elleri ile koyan Pythagoras’lar bile nice Hippasus’lart
‘rasyonelligi’ ayaklar altina alan bir bagnazlikla bogdurur. Oysa insan olmak; kendisi
cismen teleskop ile mikroskop arasina sikisip kalmis olsa da hi¢ olmazsa zihinsel
olarak kisitlarim1 agsma cabasi igerisinde olmayi, her daim sorgulayarak merakla,
sabirla, umutla ve korkusuzca fikri hiir, vicdani hiir, irfan hiir (4¢atiirk) olmay1 ve yeri
geldiginde de dogru bildiginin yanlishigini kabullenebiliyor olmay1 gerektirir. Bu tez,
bu duygu ve diisiincelerin etkisinden ayrilmadan giin yiiziine ¢ikarilmaya ¢alisilarak
insanliga bilimi miras birakan tiim merakli, sabirli ve cesur zihinlere olan saygi ve

minnettarli§imiz belirtilmek istenmistir.
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