T.C.

ORDU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GOLDBERG SNARKLARDA BAGLANTILILIK
VE YAPI BAGLANTILILIK

FEYZA CELIK

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

ORDU 2024



TEZ BILDIiRiMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan ve kullanilan intihal tespit
programinin sonuglarmma gore; bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak kurallarina
uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve sonuglarin bagka bir
yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kismimnin bu iiniversite veya baska bir tiniversitedeki baska bir tez

caligmasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

Feyza CELIK

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, ¢izelge, sekil
ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri

Kanunundaki hitkiimlere tabidir.



OZET

GOLDBERG SNARKLARDA BAGLANTILILIK
VE YAPI BAGLANTILILIK
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YUKSEK LiSANS TEZI, 76 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CANAN CIFTCI)
(IKINCi TEZ DANISMANI: DOC. DR. FATIH SAY)

Bir ag basit baglantili bir ¢izge olarak modellenmektedir. Ag giivenirligi ve
hataya dayaniklilik bir agin performansini degerlendirmek i¢in 6nemli Slgiitlerdir.
Agin performans gostergelerinden biri baglantililik parametresidir. Ancak bu
parametre, yalnizca tek bir tepenin hatasini dikkate alir ve tepenin tiim komsularinin
ayn1 anda arizalanacagini kabul eder. Bu nedenle, bir agin yap1 hatasini goz ardi eder.
Bu eksikliklerden dolayi, siiper baglantililik, yap1 baglantililik ve altyapi baglantililik
gibi ¢esitli baglantililik parametreleri tanimlanmstir.

Bir ¢izgeden silindiginde ¢izgeyi baglantisiz ya da tek bir izole tepeye izomorf
hale getiren minimum tepe sayisi (sirastyla ayrit sayisi) baglantililik (sirasiyla ayrit
baglantililik) sayisina karsilik gelirken, ¢izgeyi izole tepe icermeyen baglantisiz bir
cizge haline getiren minimum tepe sayisi (sirasiyla ayrit sayisi) ise siiper baglantililik
(swrastyla siiper ayrit baglantililik) sayisina karsilik gelir.

G baglantili bir ¢izge ve H cizgesi G ¢izgesinin bir altgizgesi olsun. G
cizgesinin H — yapi1 baglantililig1 (sirastyla H —altyap1 baglantililifl) G ¢izgesinden
her bir eleman1 H ile (sirasiyla H ¢izgesinin baglantili bir altgizgesi ile) izomorf olan
altcizgelerin kiimesinin tepeleri silindiginde c¢izgeyi baglantisiz yapan minimum
eleman sayisidir.

Bu tez calismasinda, kiibik bir ¢izge olan Goldberg snark iizerinde

baglantililik, ayrit baglantililik, siiper baglantililik, siiper ayrit baglantililik, yap1
baglantililik ve altyap1 baglantililik parametreleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cizge Teorisi, Baglantililik, Siiper Baglantililik, Yap1
Baglantililik, Altyap1 Baglantililik, Goldberg Snark
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A network is modeled as a simple connected graph. The reliability and fault
tolerance of a network are important indicators for evaluating its performance. One of
performance indicators of a network is the connectivity parameter. However, this
parameter only considers the failure of a single vertex and assumes that all its
neighbors fail simultaneously. Therefore, it ignores structural faults of a network. Due
to these shortcomings, various connectivity parameters such as super connectivity,
structure-connectivity, and substructure-connectivity have been defined.

The connectivity (respectively, edge connectivity) is the minimum number of
vertices (respectively, edges) to delete to make the graph disconnected or isomorphic
to a single isolated vertex. The super connectivity (respectively, super edge
connectivity) is the minimum number of vertices (respectively, edges) to delete to
make the graph disconnected without isolated vertices.

Let G be a connected graph and H be a subgraph of G. The H —structure
connectivity (respectively, H —substructure connectivity) of G is the minimum
cardinality of a set of connected subgraphs in G, whose removal disconnects G and
each element in the set is isomorphic to H (respectively, a connected subgraph of H).

In this thesis, connectivity, edge connectivity, super connectivity, super edge
connectivity, structure connectivity and substructure connectivity parameters are
examined on the Goldberg snark, which is a cubic graph. connectivity.

Keywords: Graph Theory, Connectivity, Super Connectivity, Structure Connectivity,
Substructure Connectivity, Goldberg Snark
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1. GIRIS

Bir ag merkezleri ¢izgenin tepelerine, merkezler arasindaki iligkileri de ¢izgenin
ayritlarina karsilik gelecek sekilde basit baglantili bir ¢izge olarak modellenmektedir.
Bir agdaki temel problemlerden biri, veri akisinin devamliliginin saglanmasidir. Diger
bir deyisle, agin merkezlerinde ya da merkezler arasindaki baglantilarda meydana
gelebilecek olasi hasarlardan sonra geriye kalan agda herhangi iki merkez arasinda
iletisimin devam edip etmeyecegi olduk¢a onemlidir. Agin giivenirligi ve hataya
dayaniklilik bir agin performansini degerlendirmek icin Onemli Olciitlerdir. Bu ve
benzeri problemlerin incelenmesi i¢in ¢izgeler lizerinde baglantililik kavrami ortaya
atilmis, zaman icinde ¢esitli versiyonlar1 da incelenmistir. Fakat bu parametre herhangi
bir tepenin biitiin komsularinin ayni anda arizalanacagini kabul etmektedir, bu nedenle
bu parametre bir¢ok eksiklige sahiptir. Bu dezavantaji telafi etmek icin, 1983 yilinda
Harary (Harary, 1983), kalan her baglantili bilesenin, arizali tepelerin silinmesinden
sonra belirli bir 6zellige sahip oldugu kosullu baglantililik kavramini Onermistir.
G baglantili bir cizge ve P ozelligi, c¢izgeler iizerinde tanimli bir 6zellik olmak
tizere, kosullu baglantililik sayis1 G ¢izgesinden silindiginde kalan her bir bilesen
P o6zelligine sahip olacak sekilde geriye kalan cizgeyi baglantisiz yapan minimum
tepe sayist olarak tammlanmustir ve x(G; P) ile gosterilir. Bu tanimla, hasardan sonra
geriye kalan agin her bir bileseninin sahip olmasi gereken kosullar altinda arastirmalar
yapilmaya baslanmistir. Kosullu baglantililik parametrelerinden biri Fabrega ve Fiol
tarafindan onerilen g—ekstra baglantililiktir (Fabrega & Fiol, 1996). Bir G ¢izgesini
baglantisiz hale getiren ve geriye kalan her bilesenin en az g + 1 tepeye sahip oldugu
bir tepe kesim kiimesinin minimum eleman sayist g—ekstra baglantililik sayisidir.
Tanimdan 0O-ekstra baglantililik klasik baglantililiga, 1-ekstra baglantililik ise siiper
baglantililiga karsilik gelmektedir. Baglantililik ve siiper baglantililik ¢esitli cizge
siift iizerinde ¢alistlmistir (L. Lin, Xu, Zhou, & Hsieh, 2015; L. Guo, Su, Lin, &
Chen, 2018; Ekinci & Gauci, 2019a; Ekinci, 2022; Ekinci & Gauci, 2019b; Ghasemi,
2021).

Ancak, yukarida bahsedilen baglantililik parametreleri sadece tek bir tepe
arizasinin ag iizerindeki etkisini gdz Oniinde bulundurup o tepenin cevresindeki

tepelerin etkilerini ihmal ettiklerinden dolay1 hala dezavantajlidir. Ayrica, biiyiik
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Olcekli aglar ve alt aglarin giderek daha fazla cipler iizerine inga edilmesiyle birlikte,
cip lizerindeki herhangi bir tepenin arizalanmasi tiim ¢ipin arizali kabul edilebilecegi
anlamina gelmektedir. Bu nedenle, yapisal arizalarin dikkate alinmasi giderek daha
miimkiin hale gelmektedir. Ag hata tolerans1 parametrelerini optimize etmek i¢in Lin
ve arkadaglar1 (C.-K. Lin, Zhang, Fan, & Wang, 2016), tek bir tepe arizasinin etkilerine
odaklanmak yerine belirli yapilarin arizalarinin etkilerine dikkat eden yap1 baglantililik

ve altyapi baglantililik kavramlarini ortaya atmiglardir.

G cizgesi V(G) tepeler kiimesi ve E((G) ayritlar kiimesine sahip yOnsiiz basit
cizge olsun. Eger V(G) kiimesindeki her tepe ¢ifti arasinda bir yol bulunuyorsa
G c¢izgesine baglantili ¢izge; aksi halde baglantisiz ¢izge denir. V(G) tepeler
kiimesindeki u ve v tepeleri i¢in eger (u,v) € E(G) ise u ve v tepelerine komsu
tepeler denir. GG ¢izgesindeki bir v tepesinin agik komsulugu V (G) tepeler kiimesinde
v tepesine komgu olan tiim tepelerin olusturdugu kiimedir ve Ng(v) ile gosterilir.
Benzer sekilde, S kiimesi V' (G) kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere S kiimesinin
acik komsulugu N (S) ile gosterilir ve Ng(S) = (Uyes Ng(v)) — S olarak tanimlanr.
Bir G cizgesinde bir v tepesinin derecesi v tepesine komsu olan tepelerin sayisidir ve
degq(v) ile gosterilir. Bir G ¢izgesinin minimum tepe derecesi 0(G) ile gosterilir. Bir
G ¢izgesinde derecesi sifir olan tepeye izole tepe denir. Eger her v € V/(G) tepesi
icin degg(v) = r ise G ¢izgesine r-regiiler ¢izge denir. Bir e = (u,v) € E(G)
ayritinin derecesi degq(e) ile gosterilir ve degg(e) = dega(u) + degg(v) — 2 esitligi
ile verilir. Bir G ¢izgesindeki minimum ayrit derecesi £(G) ile gosterilir ve £(G) =
min{degq(e) : e € E(G)} saglanir.

Bir G ¢izgesinin H altgizgesi icin V(H) C V(G) ve E(H) C E(G) saglanir.
S kiimesi V(G) tepeler kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere S kiimesi tarafindan
etkilenmis altgizge tepeler kiimesi S ve ayritlar kiimesi ise S kiimesindeki tepelere
bagli olan ayritlardan olugan bir alt¢izgedir ve G[S] ile gosterilir.

Iki G ve H gizgesi i¢in (u,v) € E(G) < (f(u), f(v)) € E(G) kosulunu
saglayan birebir ve orten bir f : V(G) — V(H) fonksiyonu var ise G ¢izgesi H

cizgesine izomorftur denir ve G = H ile gosterilir.

n > 2 olmak iizere P, = (vy,v2,...,v,) yolu her i € {1,2,...,n — 1}



icin (v;,v;41) € E(G) kosulunu saglayan yani ardigik her iki tepesi komsu olan
birbirinden farkli vy, v, ..., v, tepe dizisinden olusmaktadir ve n tepeli yol cizge P,
olarak adlandirilir. n tepeli gevre ¢izge C,, ise P, = (v, v, . .., v,) yolunun baglangi¢
tepesi v ile bitis tepesi olan v,, tepesi komsu olan cizgedir. n + 1 tepeli yildiz ¢izge,
n tane 1 dereceli tepesi ve 1 dereceli tiim tepelere komsu olan bir merkez tepesi olan

cizgedir ve K ,, ile gosterilir.

Bir GG ¢izgesinin her tepe cifti arasinda daima bir yol varsa, G cizgesine
baglantili ¢izge; aksi halde baglantisiz ¢izge denir. G ¢izgesinin maksimal baglantili
altcizgesi bilesen olarak adlandirilir. Bu nedenle, baglantisiz bir ¢izge en az iki
bilesene sahiptir. Eger bir bilesen ya da ¢izge ayrita sahip degilse bos cizge olarak

adlandirilir.

Bir (G cizgesinin kesim tepesi c¢izgeden silindiginde ¢izgeyi baglantisiz yapan
bir tepedir. S C V(@) olsun. Bir G ¢izgesinden S kiimesindeki tepeler silindiginde
geriye kalan G — S cizgesi baglantisiz ya da tek bir izole tepe iceriyor ise S kiimesine
kesim-kiime denir. Eger G — S ¢izgesi baglantisiz ve her bileseni en az iki tepe iceriyor
ise .S kiimesine siiper-kesim kiime denir. G ¢izgesinin minimum elemanl bir kesim
kiimesinin eleman sayisi G ¢izgesinin baglantililik sayisini verir ve x(G) ile gosterilir
(Boesch, 1986). Eger x(G) = (@) ise, G ¢izgesi maksimal baglantilidir denir. Benzer
sekilde, G ¢izgesinin minimum elemanli bir siiper kesim kiimesinin eleman sayis1 G
cizgesinin siiper baglantililik sayisini verir ve £'(G) ile gosterilir. Bir minimum stiper

kesim kiime ayn1 zamanda bir kesim kiime oldugundan
k(G) < K'(G)
esitsizligi mevcuttur.

Baglantili bir G ¢izgesinin her S kesim kiimesi G — S cizgesinde izole tepe
birakirsa GG ¢izgesine siiper baglantili ya da kisaca siiper- ¢izge denir. Buradan G
cizgesinin siiper baglantili bir ¢izge ise x'(G) > k(G), aksi halde '(G) = k(G)

oldugu aciktir.

T C FE(G) olmak iizere G — T ¢izgesi baglantisiz ise 7' kiimesine ayrit
kesim-kiime denir. Bir G ¢izgesinin minimum elemanli ayrit kesim kiimesinin eleman
sayist G cizgesinin ayrit baglantiliik sayisim verir ve A(G) ile gosterilir. Bir G
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cizgesinin baglantililik, ayrit baglantililik ve minimum tepe derecesi arasindaki iligki
R(G) < AG) <4(G)

ile verilmigtir (Whitney, 1992). Eger A\(G) = 40(G) ise, G ¢izgesi maksimal ayrit
baglantilidir denir. Eger G — T cizgesi baglantisiz ve her bileseni en az iki tepe
iceriyor ise 7" kiimesine siiper ayrit kesim kiime denir. G ¢izgesinin minimum elemanl
bir siiper ayrit kesim kiimesinin eleman sayist GG ¢izgesinin siiper ayrit baglantililik
sayisint verir ve \'(G) ile gosterilir. Bir minimum siiper ayrit kesim kiime aymi

zamanda bir siiper kesim kiime oldugundan
ANG) < N(G)

esitsizligi mevcuttur.

2010 yilinda Zhou ve Feng (J.-X. Zhou & Feng, 2010) minimum 3 dereceye
sahip siiper baglantili fakat siiper ayrit baglantili olmayan tek ¢izgenin 6 tepeli Ladder

cizge oldugunu ispatlamistir. Bu nedenle, GG,, cizgesi siiper ayrit baglantilidir. Yani,

N(G) > MGh) olur.

Bir G ¢izgesinin baglantililik, ayrit baglantililik ve minimum tepe derecesi
arasindaki iligki 1988 yilinda Esfahanian ve Hakimi tarafindan asagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 1.0.1 (Esfahanian & Hakimi, 1988) G ¢izgesi en az 4 tepeli baglantili ve
yildiz ¢izgeye izomorf olmayan bir ¢izge ise

AMG) < XN(G) <€(G)

esitsizligi saglanir.

Bu tezde kiibik bir c¢izge olan Goldberg snark ¢izgesinin baglantililik, siiper
baglantililik ve yap1 baglantililik parametreleri ele alinarak incelenmistir. Boliim 2’ de
Boliim 2’de yapi1 ve altyapi baglantililik kavramlar ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmigtir. Bolim 3’te snarklarin 6nemi, Goldberg snark tanimi ve 6zelliklerinden

bahsedilmisgtir. Boliim 4’ te ise tez boyunca elde edilen sonuclara yer verilmistir.
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2. YAPI BAGLANTILILIK

H cizgesi, G ¢izgesinin bir altgizgesi olmak iizere G — H ¢izgesi GG ¢izgesinin

V(G) — V(H) tepeleri tarafindan etkilenmis bir alt¢izgesidir. Her F; ¢izgesi G

cizgesinin baglantili bir alt¢izgesine izomorf olacak sekilde F' = {F}, ..., F,,} olsun.
G — F ¢izgesi G ¢izgesinin V (G) —V (Fy) —. .. —V(F,) tepeleri tarafindan etkilenmis
bir alt¢izgesidir.

F kiimesi G ¢izgesinin baglantili alt¢izgelerinin bir kiimesi olsun. Eger G — F’
baglantisiz bir ¢izge ya da tek bir izole tepeye izomorf olan bir ¢izge ise [’ kiimesine

G cizgesinin altgizge kesim—kiimesi denir.

H cizgesi GG cizgesinin baglantili bir altgizgesi olsun. Eger F' kiimesi bir
altcizge kesim—kiimesi ve F' kiimesinin her elaman1 H cizgesine izomorf ise F
kiimesine [ -yap1 kesim-kiime denir. Minimum elemanl bir //-yapi-kesim kiimenin

eleman sayis1 G ¢izgesinin H-yap1 baglantililik sayisini verir ve (G H) ile gosterilir.

Eger F' kiimesi bir alt¢izge kesim—kiimesi ve F' kiimesinin her elamani
Hizgesinin baglantili bir altgizgesine izomorf ise F' kiimesine H -altyap1 kesim-kiime
denir. Minimum elemanli bir H-altyapi-kesim kiimenin eleman sayis1 G ¢izgesinin

H-altyap1 baglantililik sayisini verir ve x°(G; H) ile gosterilir.

Tanimlardan, «(G; H) > r*(G; H) oldugu ve K;-yap1 baglantililigin klasik
baglantililhia karsilik geldigi aciktir. Ayrica, H-yapi-kesim ya da H-altyapi-kesim
kiimesindeki altgizgeler ayrik olmak zorunda degildir. Sekil 2.1 ile H altcizgesi C,

olmak iizere H -yapi-kesim ve H-altyapi-kesim kiime Ornegine yer verilmistir.

F': H— yapr — kesim — kiimesi F': H— altyaps — kesim — kiimesi

H- altyapr

Sekil 2.1 H-yapi-kesim kiime ve H-altyapi-kesim kiime



Cizgedeki bir tepe hatali tepeler kiimesinde degilse hatasiz tepe denir. Eger bir

(u, v) ayritiin iki ug tepesi de hatasiz ise bu ayrita hatasiz ayrit denir.

Yol, cevre ve yildiz cizgeler tiim aglarda var olan iic ortak yapidir. Son
zamanlarda, yapr baglantililik {izerine yapilan arastirmalarin ¢ofgu bu ii¢ yapiya
dayanmaktadir. Yap1 ve altyapr baglantililik iizerine c¢alisilan bazi ag yapilari:
Hiperkiip @), (C.-K. Lin et al.,, 2016), kath kiip F'Q),, (Sabir & Meng, 2018),
k-ary-n-kiip Q* (Lv, Fan, Hsu, & Lin, 2018), (n, k)-star S,, ;. (C. Li, Lin, & Li, 2018),
kabarcik siralama yildiz ¢izge BS,, (Zhang & Wang, 2019), biikiilmiis ¢izge (D. Li,
Hu, & Liu, 2019), ¢apraz kiip C'Q),, (Pan & Cheng, 2020), yildiz ¢izge S, (C. Li,
Lin, & Li, 2020), hiperkiip-benzeri aglar H L (C.-K. Lin, Cheng, & Liptdk, 2020),
diizenleme cizgesi A,, ;, (Lei & Meng, 2020), alternatif grup ¢izgesi AG,, (X. Li, Zhou,
Ren, & Guo, 2021), divide-and-swap kiip (Q. Zhou, Zhou, Liu, & Liu, 2021), kath
divide-and-swap kiip (Tiirkmen, Ciftci, & Ekinci, 2023), Hiyerarsik katl kiip (H. Guo,
Hao, Chang, & Kwon, 2024), yarim kiip (Yang & Zhou, 2024), cift kiip (Yang, Zhou,
& Zhang, 2024), degistirilmis hiperkiip (Liu & Cheng, 2024).



3. GOLDBERG SNARK

Baglantili bir c¢izgeden silindiginde c¢izgeyi baglantisiz yapan tek bir ayrita
koprii denir. Snark, kromatik indeksi 4 olan yani ayritlart ii¢ renkle boyanmayan
basit baglantili koprii icermeyen kiibik bir ¢izgedir. 1880 yilinda Tait (Tait, 1880),
Dort Renk varsayiminin her diizlemsel koprii icermeyen kiibik ¢izgenin kromatik
indeksinin 3 oldugu ifadesine esdeger oldugunu kamtlamistir. Bu esdegerlik ve dort
renk varsayimina karsit ornek arayisi, snarklarin tarthi 6nemini ve kromatik indeksi
4 olan kiibik ¢izgelerin calisilmasim1i motive etmigtir. Martin Gardner (Gardner,
1976), Lewis Carroll’'un The Hunting of Snark adli siirinden yola c¢ikarak bu tiir
cizgeleri bulmanin zor oldugunu ifade etmek icin ayritlari ii¢ renkle boyanmayan kiibik
cizgilere snark adim vermistir. Bu ¢izgelerin 6nemi, snarklarin iyi bilinen Tutte’nin
5-Akis Varsayimi (Tutte, 1954), 1-Faktorlii Cift Kapak Varsayimi ve Dongii Cift
Kapak Varsayimi gibi bazi1 varsayimlarin minimal karsit 6rnekleri (Celmins, 1979)

oldugundan da kaynaklanmaktadir.

Ik ve en kiigiik snark 1898 yilinda Pertersen (Holton & Sheehan, 1993)
tarafindan kesfedilen, ¢izge teorisinde cesitli ¢izge 6zellikleri i¢in 6rnek ve karsi 6rnek
olarak yaygin olarak kullanilan Petersen cizgesidir. Yeni snarklarin kesfinde 6nemli
bir atilim, sonsuz snark ailesi elde etmek icin ilk yontemi sunan Isaacs tarafindan
yapilmigtir. Bu yontem ile cicek snark ve Blanusa-Descartes-Szekeres snark aileleri
(Isaacs, 1975) tammmlanmistir. Isaacs’in calismasimi takiben, sonsuz snark aileleri
tiretmek icin yeni yontemler gelistirilmistir. 1981 yilinda ise Goldberg (Goldberg,
1981) snarklar olusturmak icin bir yontem tanimlamistir. Goldberg, kromatik indeksi
4 ve maksimum derecesi 3 olan bir ayrit-kritik ¢izge ailesi belirlemistir. Bu ailedeki
en kiiciik cizge, bir Loupekine snarkinin (Isaacs, 1976) altcizgesidir. 2007 yilinda ise
twisted Goldberg snark tanimlanmistir (Ghebleh, 2007).

Goldberg snarklari, temel bloklar olarak adlandirilan sabit altcizgelerden
olusur. Bir temel B; blogu V(B;) = {v; : 1 < j < 8} tepeler kiimesi
ve E(B;) = {vjvy,vivk, vive, vivt, vivt vivg, vivk vivk vivi} ayritlar kiimesinden
olusmaktadir (Bknz. $ekil 3.1 (a)). ¢ # j olmak iizere B; ve B; bloklarini baglayan

Ei; = {U%U{, vflvé,vgvg} kiimesindeki ayritlar baglanti1 ayritlar1 olarak adlandirilir.



Baglant1 ¢izgesi L;, tepeler kiimesi V(L;) = V(B;) U V(B;_1) ve ayrtlar kiimesi
E(L;) = E(B;) U E(B;—1) U E(;_1); olan bir ¢izgedir (Bknz. Sekil 3.1 (b)).

U(Z', Ug

i i i
vy @ s @ ® Ug

(a) (b)
Sekil 3.1 (a) Blok B; (b) Baglanti cizgesi L;

IIk Goldberg snark G3, B;, By ve Bs bloklarmin birlesimi ve Eya, Eo3, Es;
ayritlar kiimesindeki ayritlarin eklenmesi ile olusturulur. Yani, G5 cizgesi V(G3) =
V(By) U V(By) U V(Bs) tepeler kiimesi ve E(G3) = FEia U Ea3 U E3 ayntlar
kiimesine sahiptir (Bknz Sekil 3.2 (a)). Her n tek ve n > 5 i¢in G, cizgesi
Gn_o ve L, ¢izgelerinden olusur ve V(G,,) = V(G,_2) U V(L,,) tepeler kiimesi ve
E(G,) = (E(Gn-2) = E(n—21)UE(Lp) U Eg_9)(n-1)U Eyy ayntlar kiimesine sahiptir
(Bknz Sekil 3.2 (b)).

Goldberg  snark yapisi itibari  ile  {v},vd, 0¥ 03, . 07 00} ve
{vi, vi,vg,vi, ..., v, v}} kimelerindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizgelerin
her biri 2n tepeli bir gevreye ve {vi,vZ,...,v3} kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altcizge ise n tepeli bir cevre ¢izgeye izomorftur.

Ispatlarimizda kolaylik saglamak amaciyla V(G,,) tepeler kiimesindeki tepe
isimleri degistirilerek tepeler kiimesi bes kiimeye ayrilmigtir. Her ¢ > 1 i¢in v} tepesi
yerine uy; o tepesi; v tepesi yerine ug;_; tepesi; v} tepesi yerine vy; 5 tepesi; v’ tepesi

yerine vy; 1 tepesi; vg tepesi yerine xo; o tepesi; vé tepesi yerine xo; 1 tepesi; v% tepesi



: 2 2
/Ug zU§ U Us U'lz

(a) (b)
Sekil 3.2 (a) Goldberg snark GG3 (b) Goldberg snark G's

yerine z;_; tepesi ve v} tepesi yerine y;_; tepesi alinmgtir. Boylece, G,, ¢izgesi
U={u;|i€{0,1,...,2n—1}}

V={v]ie{0,1,....2n—1}}
X ={z]ie{0,1,...,.2n —1}}
Y ={y|ie{0,1,...,n—1}}
Z={zic{0,1,...,n—1}}

olmak lizere U UV U X UY U Z tepeler kiimesine sahiptir. U ve V' kiimelerinin tepeleri
tarafindan etkilenmis altcizgelerin her birinin C,, cevre cizgesine ve Y kiimesinin
tepeleri tarafindan etkilenmis altgizgelerin her birinin C,, ¢evre cizgesine izomorf

oldugu agiktir.

Tez boyunca kullanilacak olan G,, ¢izgesinin tepeler kiimesi dikkate alinarak
sekilsel olarak kolaylik saglamasi amaciyla Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 ile Sekil 3.2°deki G

ve G5 cizgelerinin izomorf ¢izgeleri verilmigtir.

Goldberg snark, cesitli parametreler kullanilarak incelenmistir. Bu
parametrelerden bazilari: Burge Fulkerson boyama (Hao, Niu, Wang, Zhang, & Zhang,
2009), sigma boyama (da Soledade Gonzaga & de Almeida, 2019), dairesel akis
sayist (Lukot’ka, 2024), toplam kromatik say1r (Campos, Dantas, & de Mello, 2011),



U Uy Ua Uus Uy Us

To 20 1 T2 21 T3 T4 22 25
Vo | vt () v3 U4\ U5
Yo Y1 Y2

Sekil 3.3 Goldberg snark G's

ug Uy U2 ug Ug Us Ug ur ug ()
Z 20 1 T2 21 T3 4 22 s e 23 €7 8 24 9
/’_— \\
V0 l—T0, () V3 V4 Vs (3 vy W (%)
Yo Y1 Y2 Y3 Ya

Sekil 3.4 Goldberg snark G5

baglantili ve agac baskinlik (Zhao & Liu, 2016), dairesel kromatik indeks (Ghebleh,
2007), Roman baskinlik and bagimsiz Roman baskinlik (Luiz, 2024), esit toplam
kromatik say1 (Dantas et al., 2016).

Bu tez kapsaminda, Goldberg snark ele alinarak baglantililik, siiper
baglantililk ve H € {Kj, Ki1, K2, K;13} olmak iizere H-yapt baglantililik ve

H-altyap1 baglantililik degerleri incelenmistir.
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4. ELDE EDILEN SONUCLAR

4.1 Baglantihlik ve Siiper Baglantilihk

Bu boliimde Goldberg snarklarda baglantililik ve siiper baglantililik degerleri
incelenmistir. Oncelikle asagidaki iki yardimci teorem ile en fazla ii¢ elemanl bir S C
V(G,,) tepeler kiimesinin G,, ¢izgesinden silindiginde geriye kalan ¢izgenin baglantil

olmasi i¢in .S kiimesinin saglamasi1 gereken durumlari incelenmistir.

U kiimesinin ve V' kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izgelerin her
biri 2n uzunluklu birer ¢evredir ve birbirleri ile yer degistirebilir durumdadirlar. Bu
ozellik, ispatlarda bazi durumlarin sadece U ya da sadece V' kiimesi ele alinarak

ispatlanabilir olmasinm1 saglamaktadir.

Yardimci Teorem 4.1.1 n > 3icin S C V(G,,) ve |S| < 3olsun. Eger S CU UV
yadaSCUUYyadaSCVUYyadaSNU#DveSNZ#ADyadaSNV #£0
ve SNZ #0yadaSNX #0veSNZ #PyadaS C X ise G,, — S ¢izgesi

baglantilidir.

Ispat. S C V(G,) ve |S| < 3 olsun. S kiimesi G,, ¢izgesinin S C U UV ya da
SCUUYyadaS CVUYyadaSNU#0DveSNZ#DyadaSNV #£(ve
SNZ#PyadaSNX #DBveSNZ #PyadaS C X olacak sekilde kesim kiimesi
olsun. Goldberg c¢izgesi koprii icermeyen bir ¢izge oldugundan kesim tepe icermez.

Yani, G, gizgesi 1 elemanli kesim kiimeye sahip olamaz. O halde, |S| > 2 olur.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan S C
UUY ve S C VUY durumlarindan birini (SNU #Bve SNZ # D) ve (SNV # ()
ve SN Z # () durumlarindan birini incelemek yeterlidir. Bu nedenle, incelenmesi

gereken bes durum vardir.
Durum 1. S C U U V olsun.

O halde, X, Y ve Z kiimeleri hatasiz olup X U Y U Z kiimesindeki tepeler ile

etkilenmis alt¢izge baglantilidir.

(1) S kiimesi U kiimesinin ya da V' kiimesinin tepelerinden olugsun.

Genelligi kaybetmeden, S kiimesi U kiimesinin tepelerinden olussun. O halde,
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(i)

V kiimesi hatasizdir. G, — S ¢izgesinde i € {0,1,...,2n — 1} olmak iizere X
kiimesindeki her z; tepesi V' kiimesindeki v; tepesine komsudur. Dolayisiyla, X U
Y U Z UV kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Ayrica, U — S kiimesindeki
her tepenin X kiimesinde bir komsusu vardir. X UY U Z UV kiimesindeki tepeler
ile etkilenmis alt¢izge baglantili oldugundan G,, — S ¢izgesi baglantilidir. Bu ise S

kiimesinin kesim kiime olmasi ile ¢elisir.

SNU #Qve SNV #0olsun.

|S| ya 2 yada 3 oldugundan, U ya da V kiimesinden biri S kiimesinin tam olarak bir
tepesini igerir. Genelligi kaybetmeden t € {0, 1,...,2n — 1} olmak iizere SNU =
{u;} olsun. G,, — S ¢izgesinde U — {u,} kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmig
altcizge P»,_1 yol cizgesine izomorf olup baglantilidir ve U — {u;} kiimesindeki
her tepenin X kiimesinde tam olarak bir komsu tepesi vardir. Boylece (XUY UZ)U
(U — {u;}) kiitmesindeki tiim tepeler ayni1 bilesendedir. Bu bilesen C olsun. G,, — S
cizgesinde V' — S kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir komsusu oldugundan,
V' — S kiimesindeki her tepenin C' bileseninde bir komsusu vardir. O halde, G,, — S

cizgesi baglantilidir. Bu ise .S kiimesinin kesim kiime olmasi ile ¢geligir.

Durum 2. S C U U Y olsun.

@

(ii)

S kiimesi U kiimesinin ya da Y kiimesinin tepelerinden olugsun.

Eger S kiimesi, sadece U kiimesinin tepelerinden olusursa Durum 1(i) ile aynidir.
O halde, S kiimesi sadece Y kiimesinin tepelerinden olussun. Bu durumda, U, V/,
X ve Z kiimeleri hatasiz olup, U U V U X U Z kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis G, [U UV U X U Z] altgizgesi baglantilidir. Ayrica, i € {0,1,...,n—1}
olmak iizere Y — S kiimesindeki her y; tepesi Z kiimesindeki z; tepesinde komsu
oldugundan, Y — S kiimesindeki her tepenin G,,[U UV U X U Z] ¢izgesinde bir
komgu tepesi oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, GG,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu

ise kabul ile celisir.

SNU #PveSNY # O olsun.

|S| = 2 yada|S| = 3 oldugundan U ya da Y kiimesinden biri S kiimesinin tam
olarak bir tepesini icerir. Incelenmesi gereken iki durum vardir. Her iki durumda da
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X UV U Z kiimesi hatasiz olup bu kiimedeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge

baglantilidir.

*t e {0,1,...,2n — 1} olmak iizere S N U = {w} olsun. G, — S c¢izgesinde
U — {u;} kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge P», 1 yol ¢izgesine
izomorf olup baglantili ve U — {u,} kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir
komsusu vardir. Boylece (X UV U Z) U (U — {u,;}) kiimesinin tiim tepeleri ayni
C bilegenindedir. Ayrica, GG,, — S ¢izgesinde Y — S kiimesindeki her tepenin Z
kiimesinde bir komsusu oldugundan, Y — S kiimesindeki her tepeyi C' bilesenine
baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Boylece, G, — S ¢izgesi baglantili olup kabul ile

celisir.

* ke{0,1,...,n—1} olmak tizere SNY = {y;} olsun. G,, — S ¢izgesinde Y —{yy }
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge P,,_; yol ¢izgesine izomorf olup
baglantili ve Y — {y;} kiimesindeki her tepenin Z kiimesinde bir komgusu vardir.
Boylece, (X UV U Z) U (Y — {yx}) kiimesindeki tiim tepeler ayn: bilesendedir.
Bu bilesen C olsun. Ayrica, G,, — S ¢izgesinde U — S kiimesindeki her tepenin X
kiimesinde bir komsusu vardir. Yani U — S kiimesindeki her tepenin C' bileseninde

bir komgusu vardir. O halde, GG, — S ¢izgesi baglantili olup kabul ile ¢elisir.

Durum 3. SNU # () ve SN Z # B olsun.

G, — S cizgesinde X, V ve Y kiimeleri hatasizdir. Boylece, X UV kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis altcizge baglantilidir. Y kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis altcizge ise C,, ¢izgesine izomorf olup baglantihdir. |S| = 2yada |S| =3
oldugundan U ya da Z kiimesinden biri .S kiimesinin tam olarak bir tepesini igerir. O

halde, incelenmesi gereken iki durum vardir.

t € {0,1,...,2n — 1} olmak iizere S N U = {w} olsun. G, — S ¢izgesinde
U — {u;} kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge Ps,_; yol ¢izgesine
izomorf olup baglantilidir. U — {u;} kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir
komgusu oldugundan, (X UV )U(U —{u;}) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir.
Bu bilegen C olsun. G,, — S ¢izgesinde Z — S kiimesindeki her tepenin Y kiimesindeki

bir komgusu oldugundan, Y U (Z — S) kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Bu
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bilesen C olsun. GG, — S ¢izgesinde Z — S kiimesindeki her tepenin X kiimesinde iki
tane komsusu vardir. Boylece, C; ve C, bilesenleri hatasiz bir ayrit ile birbirine bagh

olur. Dolayisiyla, G,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

ke {0,1,...,n—1} olmak iizere SNZ = {z;} olsun. G,,—S ¢izgesinde hem Z—{z;}
kiimesindeki her tepenin hem de U — S kiimesindeki her tepenin X kiimesinde en az
bir komsusu vardir. Boylece, (X U V) U (Z — {z}) U (U — 5) kiimesindeki tiim
tepeler ayni bilesendedir. Ayrica, G,, — S cizgesindeki her z; € Z —{z;.} tepesiy; € YV

tepesine komsu oldugundan, G,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile celisir.
Durum 4. SN Z # (yada SN X # () olsun.

G, — S cizgesinde U, V ve Y kiimeleri hatasizdir. U, V ve Y kiimeleri
tarafindan etkilenmis altgizge sirasiyla Cs,, Cs, ve C, ¢izgelerine izomorf olup her

biri baglantilidir.

|S| = 2 yada|S| = 3 oldugundan X ya da Z kiimesinden biri .S kiimesinin

tam olarak bir tepesini igerir.

G, — S ¢izgesinde U ve V kiimeleri hatasiz oldugundan, X — S kiimesindeki
her tepenin hem U hem V' kiimesinde birer komsusu olup, U UV U (X — S) kiimesinin
tiim tepeleri ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C olsun. Ayrica, G,, — S cizgesinde Z — S
kiimesindeki her tepenin Y kiimesinde bir komgusu olup, Y U (Z — S) kiimesindeki

tiim tepeler ayni bilesendedir. Bu bilegsen C5 olsun.

(i) k€ {0,1,...,2n — 1} olmak iizere S N X = {z}} olsun.

G, — S cizgesinde Z — S kiimesindeki her tepenin X — {z;} kiimesinde en
az bir komsusu vardir. Dolayisiyla, C ve (' bilesenleri hatasiz ayritlar ile bagl olup

G, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

(i) k€{0,1,...,n— 1} olmak iizere SN Z = {z} olsun.

Eger |[S N X| = 1lise G,, — S ¢izgesinde Z — {z;} kiimesindeki her tepenin
X — S kiimesinde en az bir komsusu vardir. Dolayisiyla, C; ve C; bilesenleri hatasiz

ayritlar ile bagh olup GG, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.
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SN X|=2olsun. 7,57 € {0,1,...,2n — 1} ve i # j olmak iizere X N S =
{z;, z;} olsun. Genelligi kaybetmeden 2, tepesi B; blogunda olsun. Yani ¢t = 0 olsun.

x; ve x; tepelerinin B blogunda olup olmamasina gore ii¢ alt durum vardir.

* z;,x; € V(By) olsun. O halde, G,, — S ¢izgesinde Z — {z} kiimesindeki her
tepenin X — S kiimesinde tam olarak iki tane komgusu vardir. Dolayisiyla, C; ve
(, bilesenleri hatasiz ayritlar ile bagli olup G, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul

ile celisir.

* k # 1 olmak tizere z; € V(B;) ve z; € V(By) yada k,l # 1 ve k # [ olmak
tizere x; € V(By) ve x; € V(B;) olsun. O halde, G,, — S ¢izgesinde Z — {2}
kiimesindeki her tepenin X — S kiilmesinde en az bir komsusu vardir. Dolayistyla,
C ve (s bilegenleri hatasiz ayritlar ile bagh olup G,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu

ise kabul ile ¢eligir.

* k # 1olmak iizere x;, z; € V(By,) olsun. O halde, By, blogunda Z — S kiimesindeki
tepe 2,1 olup Z — {zo, z;_1} kiilmesindeki her tepenin X — S kiimesinde tam
olarak iki tane komgusu vardir. Ayrica Y kiimesi hatasiz oldugundan z;_; tepesi
C, bilesenindeki y;_; tepesine komsu olup C ve (5 bilesenleri hatasiz ayritlar ile

baghdir. Boylece, G,, — S cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

Durum 5. S C X olsun.

G, — S ¢izgesinde U, V ve Z kiimeleri hatasiz oldugundan, X — S kiimesindeki
her tepenin derecesinin ii¢ oldugu agiktir. Yani, GG, — S ¢izgesinde X — S kiimesindeki
her tepenin U, V' ve Z kiimelerinde birer komsusu olup (X —S)U(UUVUZ) kiimesinin
tiim tepeleri ayn1 bilesendedir. Ayrica, Y ve Z kiimeleri hatasiz oldugundan G,, — S
cizgesinde i € {0,1,...,n — 1} olmak iizere her y; € Y tepesi z; € Z tepesine

komgudur. Boylece GG,, — S ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir. ]

Yardimeir Teorem 4.1.2 n tek ve n > 5 olmak tizere S C V(G,,) ve |S| < 3 olsun.

Eger S C Z ise G,, — S ¢izgesi baglantilidir.

Ispat. n tek ve n > 5 olmak iizere S C V(G,,) ve |S| < 3 olsun. S kiimesi G,
cizgesinin S C Z olacak sekilde kesim kiimesi olsun. Goldberg snark koprii icermeyen
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bir ¢izge oldugundan kesim tepe icermez. Yani, GG, ¢izgesi 1 elemanl kesim kiimeye

S| =2yada|S| = 3 olur.

sahip olamaz. O halde,

G, — S cizgesinde U, V', X ve Y kiimeleri hatasizdir. X kiimesindeki her tepe
U ve V kiimelerindeki birer tepeye komsudur. Boylece, G,,[U U V' U X] etkilenmis
altcizgesi baglantihidir. Ayrica, G,, — S ¢izgesinde Y kiimesi hatasiz oldugundan, Y

kiimesinin tepeleri ile etkilenmis altcizge C), cizgesine izomorf olup baglantilidir.

G, gizgesinde |Z| = n > 5 ve |S| < 3 oldugundan |Z — S| > 2o0lup Z — S
kiimesinde en az iki tepe vardir. GG, — S ¢izgesinde Z — S kiimesindeki her tepenin X
kiimesinde tam olarak iki komsusu ve Y kiimesinde bir komsusu vardir. Dolayisiyla,

G, — S ¢izgesi baglantilidir. Bu ise S kiimesinin kesim kiime olmasi ile ¢elisir. [

Teorem 4.1.3 ile n tek ve n > 3 olmak iizere G5, ¢izgesinin maksimal baglantili

oldugu ve x(G,,) = 3 oldugu ispat edilmistir.

Teorem 4.1.3 n tek ve n > 3 olmak iizere x(G,,) = 3 esitligi saglanir.

Ispat. Herhangi bir G cizgesi icin x(G) < 6(G) oldugu bilinmektedir. Bu nedenle,
k(G,) < 0(G,) = 3 olup ispat1 tamamlamak i¢in x(G,,) > 3 oldugunu gostermek
yeterlidir. G, ¢izgesi kesim tepe icermediginden x(G,) > 2 olur. O halde, G,

cizgesinin iki elemanli kesim kiimeye sahip olmadigin1 gostermek yeterlidir.

S kiimesi, G, ¢izgesinin |S| = 2 olacak sekilde bir kesim kiimesi olsun.
Yardimci Teorem 4.1.1 ile n > 3 olmak iizere S kiimesi U UV yada U UY ya
da V UY kiimelerinde yer alamaz ya da S kiimesi i¢cin (SNU # 0 ve SN Z # ()
yvada(SNV #OveSNZ #Pyada(SNX #A#DveSNZ #0P)yadaS C X
kosullar1 saglanmaz; Yardimci Teorem 4.1.2 ile n tek ve n > 5 olmak tizere S kiimesi
Z kiimesinde yer alamaz. O halde, incelenmesi gereken dort durum vardir. Ayrica,
U ve V kiimeleri kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan |[S N U| = 1 ve
|ISNX| = 1durumuile |[SN V]| =1ve|SNX|=1durumundan birini incelemek

yeterlidir.
M [SNU|=1ve|SNX|=1olsun.

G, — S ¢izgesinde Z, V ve Y kiimeleri hatasiz olup Z UY kiimesindeki tepeler
ile etkilenmis altgizge ve V' kiimesindeki tepeler ile etkilenmis alt¢izge baglantilidir.
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G, — S cizgesinde X — S kiimesindeki her tepenin hem V' kiimesinde hem de 7
kiimesinde bir komgsusu vardir. Yani, G,, — U — S ¢izgesi baglantihidir. o, €
{0,1,...,2n — 1} olmak tizere SNU = {uy} ve SN X = {zg} olsun. G,, — S
cizgesinde U — {u,} kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge P, yol
cizgesine izomorf olup baglantilidir. n > 3 oldugundan |U — {us}| > 5 olup U — {u, }
kiimesindeki bir tepeyi X — {x3} kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla G,, — U — S
cizgesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Dolayisiyla, G,, — S

cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.
B)|SNX|=1ve|SNY|=1olsun.

G, — S ¢izgesinde U, Z ve V kiimeleri hatasizdir. G,,[U] ve G,,[V] etkilenmig
altcizgeleri baglantili Cs,, cevresine izomorftur. G,, — S ¢izgesinde X — S kiimesindeki
her tepenin hem U hem de V' kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica Z kiimesindeki
her tepe de X — S kiimesinde en az bir komgu tepeye sahiptir. Boylece, (X — S) U
U U Z UV kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. G,, — S
cizgesinde Y — S kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge P, _; yol ¢izgesine
izomorftur. Y — S kiimesindeki her tepenin Z kiimesinde dolayisiyla C' bileseninde

bir komsusu vardir. Boylece, G,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.
@ |SNY|=1ve|SNZ|=1olsun.

G, — S cizgesinde U, X ve V kiimeleri hatasiz olup U U X U V kiimesindeki
tepeler ile etkilenmis altgizge baglantihdir. G,, — S ¢izgesinde Z — S kiimesindeki her
tepenin X kiimesinde tam olarak iki komsusu vardir. Bu durumda (UUXUV)U(Z—S)
kiimesinin tiim tepeleri ayn1 bilesendedir. Yani, G,, — Y — S cizgesi baglantilidir.
Y — S kiimesindeki tepeler ile etkilenmis alt¢izge P, ; yol ¢izgesine izomorf olup
baglantilidir. n > 3 oldugundan |Y — S| > 2 ve |[Ng,_s(Y —S)N Z| > 1 olup
Y — S kiimesindeki bir tepeyi Z — S kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla G,, — Y — S
cizgesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece, G,, — S ¢izgesi

baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.
(5)n = 3i¢in |S N Z| = 2 olsun.

G, — S ¢izgesinde U, X, V ve Y kiimeleri hatasiz olup U U X UV kiimesindeki

tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge baglantilidir.  Ayrica, Y kiimesi tarafindan
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etkilenmis alt¢izge baglantih C), ¢evresine izomorftur. n = 3 oldugundan |Z — S| = 1
oldugu acgiktir. Genelligi kaybetmeden z, € Z — S olsun. G,, — S cizgesinde zj
tepesinin Y kiimesinde y, komsusu ve X kiimesinde tam olarak iki tane komsusu
vardir. Dolayisiyla, (UU X UV)UY U (Z — S) kiimesinin tiim tepeleri aym bilegsende

olup G,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile celisir.

Dolayisiyla, G, ¢izgesini baglantisiz yapmak i¢in G,, cizgesinden iki tepe
silmenin yeterli olmadigi goriilmiistir.  Yani, x(G,) > 3 elde edilip ispat

tamamlanmustir. [

Herhangi bir G ¢izgesi i¢in
k(G) < ANG) <0(G)

oldugu bilinmektedir. Teorem 4.1.3 yardimiyla ve Goldberg snark G, ¢izgesi 3-regiiler
bir ¢izge olup 6(G,,) = 3 oldugundan G,, ¢izgesinin maksimal ayrit baglantili oldugu

ve ayrit baglantililik sayis1 asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 4.1.4 n tek ve n > 3 olmak iizere A\(G,,) = 3 esitligi saglanir.

Teorem 4.1.5 ile n tek ve n > 5 olmak iizere (5, ¢izgesinin siiper baglantili yani
stiper-x oldugu ve «/'(G,) = 4 oldugu ispat edilmistir. Bu teorem n = 3 oldugunda

saglamamaktadir.

Herhangi bir G ¢izgesi i¢in <'(G) > k(G) oldugundan n = 3 i¢in «'(G),) > 3
elde edilir. S kiimesi GG,, ¢izgesinin tepeler kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere,
S = Zise |S| = 3olup G,, — S ¢izgesi baglantisizdir, fakat izole tepe igermemektedir.
Boylece, n = 3 oldugunda x'(G,,) < 3 olup alt sinir ile x'(G,) = 3 elde edilir. Yani,
n = 3 oldugunda G,, cizgesi i¢in x elemana sahip bir siiper kesim kiime vardir. Yani,

G, cizgesi n = 3 i¢in siiper baglantili degildir.

Teorem 4.1.5 n tek ve n > 5 olmak iizere x'(G,,) = 4 esitligi saglanir.
Ispat. Herhangi bir G cizgesi i¢in x'(G) > k(G) oldugundan, Teorem 4.1.3 ile
K'(Grn) > Kk(G,) = 3 elde edilir.

Alt sinirin ispati icin S C V/(G,,) kiimesi ii¢ elemanlt bir tepeler kiimesi ise
G, — S ¢izgesinin ya baglantili ya da izole tepe i¢erdigini gostermek yeterlidir.
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O halde, S ti¢ elemanl bir siiper kesim kiime olsun. Yani, G,, — S ¢izgesi baglantisiz
bir ¢izge ve higbir bileseni izole tepe icermez. Yardimci Teorem 4.1.1 ve Yardimci
Teorem 4.1.2 ile n tek ve n > 5 olmak tizere S kiimesi UU Z yadaVUZ yada X UZ
yvadaU UV yadaUUY yadaV UY kiimelerinde yer alamaz.

M SNU#0,SNX #Dve|SN(UUX)| =3 olsun.

G, — S cizgesinde V, Y ve Z kiimeleri hatasiz olup G,[Z U Y] ve G,[V]
etkilenmis altgizgeleri baglantihdir. G,, — S cizgesinde X — S kiimesindeki her tepe
hem V' kiimesindeki hem de Z kiimesindeki bir tepeye komsudur. O halde, (X — S)U
(Y U Z) UV kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Yani, G,, — U — S ¢izgesi

baglantilidir.

* |SNU|=1vel|SNX|=2olsun.

G, — S cizgesinde U — S kiimesindeki tepeler ile etkilenmis altcizge P, 1 yol
¢izgesine izomorftur. n > 5 oldugundan |U — S| > 9ve | X — S| > 8olupU — S
kiimesindeki bir tepeyi X — S kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla G,, — U — S
cizgesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece, G,, — S

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

 |SNU|=2ve|SNX|=1olsun.

a,B,7v € {0,1,...,2n — 1} olmak tizere SN U = {uq,u,} ve SN X = {3}
olsun. Genelligi kaybetmeden [ ¢ift tam say1 olsun. O halde x4 tepesi ile ug;4

tepesi komsudur.

Eger ugy, € S ise, U — S kiimesindeki her tepe X — S kiimesindeki bir tepeye
komsu olup U — S kiimesindeki her tepenin GG,, — U — S ¢izgesinde komsu oldugu

bir tepe vardir. Yani, G,, — S ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celigir.

ugy1 ¢ Solsun. Eger N, (ug11) N (UUX) = {uq, uy, x5} ise G, — S ¢izgesinde

up41 tepesi izole tepe olur. Bu ise S kiimesinin siiper kesim kiime olmasiyla gelisir.

Eger N¢, (upt1) N (U U X) # {uqg, uy, x5} ise U — S — {ugy1} kilmesindeki her

tepenin X — S kiimesinde komsu oldugu bir tepe vardir. Buradan (YUZ)UVU(X —

S)U (U — S — {up+1}) kimesindeki tiim tepelerin ayn1 bilegsende oldugu goriiliir.

O halde sadece ug.; tepesi incelenmelidir. N¢, (ug+1) N (U U X) # {uq, uy, 25}
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oldugundan wug,; tepesinin U — S kiimesinde en az bir komsusu vardir. O halde

G, — S cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

RQSNX#0,SNY #0ve|SN(XUY)| =3 olsun.

G, — S gizgesinde U, Z ve V kiimeleri hatasizdir. Boylece, G,,[U] ve G,[V]

etkilenmis altcizgeleri Cy,, ¢evresine izomorftur.

* [SNX|=1ve|SNY]|=2olsun.

G, — S cizgesinde X — S kiimesindeki her tepenin U, Z ve V kiimelerinde bir
komsgusu vardir. O halde (X — S) U U U Z U V kiimesinin tiim tepeleri ayni
bilesendedir. Yani, G,,—Y —S ¢izgesi baglantilidir. i € {0, 1, ..., n—3} olmak iizere
Y — S kiimesindeki her y; tepesi Z kiimesinde z; tepesine komsudur. Dolayistyla,
Y — S kiimesindeki her tepeyi GG, — Y — S ¢izgesindeki bir tepeye baglayan hatasiz
bir ayrit olup G,, — S ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile gelisir.

e [SNX|=2ve|SNY]|=1olsun.

G, — S cizgesinde X — S kiimesindeki her tepenin hem U hem V kiimesinde bir
komsusu vardir. O halde (X —.S)UU UV kiimesinin tiim tepeleri aym bilesendedir.

Bu bilesen ] olsun.

a,€{0,1,...,2n—1}vey € {0,1,...,n—1} olmak iizere SNX = {z,, 3} ve
SNY = {y,} olsun. Eger N¢, (2,) N (XUY) = {x,, x5,y,} ise G, — S ¢izgesinde
2, tepesi izole tepe olur, bu ise S kiimesinin siiper kesim kiime olmasiyla celisir.
N, (z,) N (X UY) # {zq4, xs,y,} olsun. G,, — S ¢izgesinde Y — S kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge P, yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidur.
Ayrica Z — {z,} kiimesindeki her tepe Y — S kiimesindeki bir tepeye komsudur. O
halde (Y —S)U(Z —{z,}) kiimesinin tiim tepeleri ayni bilesendedir. Bu bilesen C
olsun. N¢, (z,)N(XUY') # {24, 25,y } oldugundan z, tepesinin X — S kiimesinde
dolayisiyla ' bileseninde en az bir komsu tepesi vardir. X — S kiimesindeki her
tepe Z kiimesinde en az bir tepeye komsu oldugundan C; ve Cs bilesenleri en az
bir hatasiz ayrt ile birbirine bagh olur. Dolayisiyla, G, — S ¢izgesi baglantilidir,

bu ise kabul ile celisir.
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SNV D SNX £Dve|SN(VUX)| =3 olsun.

U U X ile V U X kiimeleri kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan (1)

durumu i¢in yapilan aciklamalar bu durum i¢in de gecerlidir.
@SNY #0,SNZ#0ve|SN (Y UZ)| =3 olsun.

G, — S ¢izgesinde U, V ve X kiimeleri hatasiz olup U U V' U X kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis altcizge baglantihidir. G, — S cizgesinde Z — S
kiimesindeki her tepenin X kiimesinde en az bir komsusu oldugundan (U U V U
X) U (Z — S) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge baglantihidir. Yani,
G, — Y — S cizgesi baglantilidir.

e |SNY|=1vel|SNZ| =2olsun.

G, — S ¢izgesinde Y — S kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge P,
yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. n > 5 oldugundan |Y — S| > 4 ve
|Z — S| > 3 oldugu agiktir. Boylece Y N S kiimesindeki bir tepenin Z N S
kiimesindeki bir tepeye komsu olup olmama durumlar incelendiginde ¥ — S' ve
7/ — S kiimelerinde birbirine komsu olan en az iki tepenin oldugu goriiliir. Yani,
Y — S kiimesindeki bir tepeyi Z — .S kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla G, —Y — .5
cizgesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz aynit vardir. Boylece, G,, — S

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celigir.

e |SNY|=2ve|SNZ| =1olsun.
a,p,7v€40,1,...,n—1} olmak iizere SNY = {y,,ys} ve SN Z = {z,} olsun.

Eger y, € S ise, Y — S kiimesindeki her tepenin Z — S kiimesinde dolayisiyla
G,—Y — S ¢izgesinde bir komgu tepesi vardir. Boylece, GG,,—S cizgesi baglantilidir,

bu ise kabul ile celisir.

yy ¢ S olsun. Eger Ng, (y,) N (Y U Z) = {Ya,ys, 24} ise y, tepesi G, — S
cizgesinde izole bir tepe olup S kiimesinin siiper kesim kiime olmasi ile geligir.
Ne, (yy) N (Y U Z) # {Ya,yp, 2y} olsun. O halde, v, tepesinin S kiimesinde
olmayan en az bir komsgusu vardir. G,, — S ¢izgesinde Y — S — {y, } kiimesindeki
her tepenin Z — S kiimesinde dolayisiyla GG,, — Y — S ¢izgesinde bir komsu tepesi
vardir. O halde, sadece y, tepesi incelenmelidir. y, tepesinin G, — S cizgesinde
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en az bir komgu tepesi oldugundan, y., tepesi de hatasiz bir aynit ile G,, — Y — S

cizgesine baghdir. Dolayisiyla, G,, — S cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢gelisir.

B)|SNU|=1ve|SNX|=1olsun.

(i) |SNZ| =1 olsun.

G, — S ¢izgesinde V' ve Y kiimeleri hatasiz olup G,,[V] ve G,,[Y] etkilenmis
altcizgeleri sirastyla baglantili Cs,, ve C), ¢evresine izomorftur. G, — S ¢izgesinde
Z — S kiimesindeki her tepenin Y kiimesinde bir komsusu vardir ve X — S
kiimesindeki her tepenin V' kiimesinde komgusu vardir. Ayrica Z — S kiimesindeki
her tepe X — S kiimesindeki en az bir tepeye komsudur. O halde (X — S) U (Z —
S) UV UY kiimesindeki tepeler ayni bilesendedir. Bu bilesen C olsun. U — S
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge P, ; yol ¢izgesine izomorftur.
n > 5oldugundan |U — S| > 9 ve | X — S| > 9olup U — S kiimesindeki bir tepeyi
X — S kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla C' bilesenindeki bir tepeye baglayan en
az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece, G, — S ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile

celigir.

(i) |SNY|=1olsun.

G, — S ¢izgesinde Z ve V kiimeleri hatasiz olup G, [V] etkilenmis alt¢izgesi Cs,,
cevresine izomorftur. Ayrica, GG, — S ¢izgesinde X — S kiimesindeki her tepenin V'
kiimesinde bir komgusu vardir ve Z kiimesindeki her tepenin X —S kiimesinde en az
bir komgusu vardir. Y — S kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge P,
yol ¢izgesine izomorf olup baglantilhidir. n > 5 ve |Y — S| > 4 oldugundan Y — S
kiimesindeki bir tepeyi Z kiimesindeki bir tepeye baglayan bir hatasiz ayrit vardir.
O halde, VU(Y —S)U(X —S5)UZ kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. U —S
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge P, yol ¢izgesine izomorftur.
n>5ve |SNU| = |SNX]| = 1oldugundan, U — S kiimesinde X — S kiimesindeki
bir tepeye komsu olan bir tepe vardir. Yani, U — S kiimesindeki bir tepeyi X — S
kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla C' bilesenindeki bir tepeye baglayan bir hatasiz
ayrit vardir. Buradan, G, — S ¢izgesinin baglantili oldugu goriiliir. Bu ise kabul ile

celigir.
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(iii) |SN V]| =1 olsun.

G, — S cizgesinde Z ve Y kiimeleri hatasiz olup ZUY kiimesi tarafindan etkilenmis
altcizge baglantilidir. Ayrica, GG, — S ¢izgesinde X — S kiimesindeki her tepenin
Z U'Y kiimesinde bir komsusu vardir. O halde, (Z UY') U (X — S) kiimesindeki
tiim tepeler aymi bilesendedir. Bu bilesen C olsun. «, 3,7 € {0,1,...,2n — 1}
olmak tizere S N U = {u,}, SNV = {vg} ve SN X = {z,} olsun.
U — S kiimesindeki tepeler ile etkilenmis altcizge P, yol ¢izgesine izomorftur.
Genelligi kaybetmeden « ¢ift tam say1 olsun. O halde u, tepesi ile x,; tepesi
komsudur. Eger z,41 € S ise, X — S kiimesindeki her tepe U — S kiimesindeki
bir tepeye komgu olup U — S kiimesindeki tiim tepeler C' bilesenine bagl olur.
Eger xo,41 ¢ S ise, X — S — {x,41} kiimesindeki her tepe U — S kiimesindeki
bir tepeye komsudur. z,., tepesinin ise hatasiz Z kiimesinde bir komsusu vardir.
Her iki durum i¢in U — S kiimesindeki tiim tepeler C' bilegenine bagli olur. V' — S
kiimesinde v tepesi diginda komsusu C' bileseninde olan mutlaka bir tepe vardir.

Dolayisiyla, G,, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

6) [SNV|=1ve|SNX|=1olsun.

|ISNZ| = 1yada|SNY| = 1 durumlan incelenmelidir. U kiimesi ile V'
kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan (5) durumdaki (i) ve (ii) i¢in

yapilan agiklamalar bu durumlar icin de gecerlidir.

M [SNY|=1ve|SNZ|=1olsun.

(i) |SNU|=1olsun.

G, — S cizgesinde X ve V kiimeleri hatasiz olup V' kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmig altcizge C,, cevresine izomorftur. X kiimesindeki her z; tepesi V'
kiimesindeki v; tepesine komsudur. G,, — S c¢izgesinde Z — S kiimesindeki her
tepenin X kiimesinde tam olarak iki komsusu vardir. Ayrica, U — S kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis altgizge P, 1 yol cizgesine izomorf olup U — S
kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir komsusu vardir. O halde V U (U — S) U
(Z — S) U X kiimesindeki tiim tepeler aymi bilesendedir. Yani, G,, — Y — S ¢izgesi

baglantilidir. G,, — S ¢izgesinde Y — S kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmig
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altgizge P, 1 yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. n > 5 oldugundan |Y — S| >
dve|Z—S| > 4olup |Ng,-s(Y—5)NZ| > 3 saglanir. Buradan Y —S kiimesindeki
bir tepeyi Z — S kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla G,, — Y — S cizgesindeki bir
tepeye baglayan en az bir hatasiz ayritin var oldugu goriiliir. Boylece, G, — S

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(i) |SNV|=1olsun.

U kiimesi ile V kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan (6)

durumdaki (i) i¢in yapilan aciklamalar bu durumlar i¢in de gecerlidir.

(iii) |S N X| =1 olsun.

G, — S cizgesinde U ve V kiimeleri hatasiz olup U ve V' kiimesindeki tepeler
tarafindan etkilenmis altcizgelerin her biri Cy,, cevresine izomorftur. G, — S
cizgesinde X — S kiimesindeki her tepenin hem U hem V' kiimesinde bir komsu
tepesi vardir. Ayrica, Z — S kiimesindeki her tepenin X — S kiimesinde en az bir
komgusu vardir. Dolayisiyla, (X — S)U(Z — S)UU UV kiimesindeki tiim tepeler
ayni bilesendedir. Yani, G,, — Y — S cizgesi baglantilidir. G, — S ¢izgesinde Y — S
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge P,,_; yol cizgesine izomorf olup
baglantilidir. n > 5 oldugundan Y — S kiimesindeki bir tepeyi Z — S kiimesindeki
bir tepeye dolayisiyla G,, — Y — S ¢izgesindeki bir tepeye baglayan bir hatasiz ayrit
vardir. Boylece, GG, — S cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

@) |[SNU|=1ve|SNV|=1olsun.

(i) [SNY|=1olsun.

G, — S ¢izgesinde X ve Z kuimeleri hatasizdir. G, — S ¢izgesinde U — S,
V —SveY — S kiimeleri tarafindan etkilenmis altcizgeler sirasiyla Py, 1, P, 1
ve P,_; yol cizgelerine izomorf olup baglantihdir. «,5 € {0,1,...,2n — 1}
ve v € {0,1,...,n — 1} olmak tizere SN U = {u,}, SNV = {vg} ve
SNY = {y,} olsun. Genelligi kaybetmeden « ¢ift tam say1 olsun. O halde,
G, cizgesinde u,, tepesi ile z, 1 tepesi komgudur. G,, — S ¢izgesinde X — {z,1}
kiimesindeki her tepenin U — S kiimesinde bir komsusu vardir. x,. tepesinin ise
hatasiz Z kiimesinde bir komsusu vardir. G,, cizgesinde vg tepesi ile x4 tepesi
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komsu oldugundan, G,, — S ¢izgesinde X — {z 3} kiimesindeki her z; tepesi V — S
kiimesinde v; tepesine komgudur. x g tepesinin ise hatasiz Z kiimesinde bir komsusu
vardir. Dolayisiyla, (U — S)U (V' —.S) U X U Z kiimesindeki tepeler ile etkilenmis
alt¢izge baglantilidir. Yani, G, — Y — S ¢izgesi baglantilidir. GG, — S ¢izgesinde Z
kiimesi hatasiz oldugundan Y — S kiimesindeki her tepenin Z kiimesinde dolayisiyla
G, — Y — S ¢izgesinde bir komsusu vardir. O halde, G,, — S ¢izgesi baglantilidir.

Bu ise kabul ile celisir.

(i) |SNZ| =1 olsun.

G, — S cizgesinde X ve Y kiimeleri hatasiz olup Y kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmisg altcizge C,, cevresine izomorftur. GG, — S ¢izgesinde U — S ve V — S
kiimelerinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizgelerin her biri P, _; yol ¢izgesine
izomorf olup baglantiidir. «,5 € {0,1,...,2n — 1} ve v € {0,1,...,n — 1}
olmak iizere SN U = {uy}, SNV = {vg} ve SN Z = {z,} olsun. Genelligi
kaybetmeden « ¢ift tam say1 olsun. G, ¢izgesinde u,, tepesi ile x,. 1 tepesi komsu
oldugundan, X — {x,,1} kiimesindeki her tepenin U — S kiimesinde bir komgusu
vardir. O halde, (U —S)U(X —{z,41}) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir.

Bu bilesen C olsun. X kiimesinde incelenmesi gereken tek tepe 1 tepesidir.

(a) Eger N, (24+1) = {ua, vs, 24} ise 2441 tepesi G, — S ¢izgesinde izole tepe
olur. Bu ise S kiimesinin siiper kesim kiime olmasiyla celisir.
(b) Eger N¢, (xat1) # {Ua, Vs, 2} 15€ | NG, (Tat+1) NS| < 2 olup .41 tepesinin
G, — S ¢izgesinde en az bir komsu tepesi vardir.
G, cizgesinde v tepesi ile x5 tepesi komsu oldugundan, G,, — S ¢izgesinde
X — {3} kiimesindeki her tepenin V' — S kiimesinde bir komsusu vardir.
e Eger 8 # a + 1lise, 2 tepesinin U — S kiimesinde, x4, tepesinin de
V' — S kiimesinde bir komsusu vardir. Dolayisiyla, (V' — S) U {441}
kiimesindeki tiim tepeler C' bilesenine bagli olur.
e Eger f = a+1ise, x5 yani z,41 tepesinin Z — .S kiimesinde bir komsusu
vardir. Yani, V' — S kiimesindeki tiim tepeler C' bilegenine bagli olur.
G, — S ¢izgesinde Z — S kiimesindeki her tepenin X kiimesinde tam olarak

iki ve Y kiimesinde bir komgusu oldugundan (Z — S) U Y kiimesindeki tiim

25



tepeler C' bilesenindedir. Boylece, GG, — S ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul

ile ¢elisir.

Tiim durumlar incelendiginde G,, — S ¢izgesini izole tepe birakmadan baglantisiz
yapmak icin ii¢ tepenin yeterli olamayacagi goriilir. Yani, «'(G,) > 4 elde edilir.
Ust smir icin S = {ug, ugn_1, 9, x1} alimirsa G,, — S ¢izgesi izole tepe icermeyen
baglantisiz bir ¢izge olur. Yani, <'(G,,) < 4 elde edilir. Alt ve iist sinirdan, n tek ve

n > 5 olmak iizere «'(G,,) = 4 elde edilir. O

G, ¢gizgesi 3-regiiler oldugundan n > 3 olmak iizere £(G,,) = 4 oldugu agiktir.
Teorem 1.0.1 yardim ile N'(G,) < £(G,) = 4 oldugu bilinmektedir. Ayrica, G,
cizgesi siiper ayrit baglantili oldugundan yani ' (G,,) > A(G,,) oldugundan agagidaki

sonug verilebilir.

Teorem 4.1.6 n tek ve n > 5 olmak iizere \'(G,,) = 4 esitligi saglanir.

4.2 Yap1 Baglantihilik ve Altyapr Baglantilihk
Bu bolimde H € {K, K1, K2, K3} olmak tizere Goldberg snark icin

H—yap1 baglantililik ve H-altyap1 baglantililik degerleri incelenmistir.

Oncelikle asagidaki yardimci teorem ile F  kiimesi G, ¢izgesinin
alt¢izgelerinden olugan bir kiime olmak iizere GG,, cizgesinden silindiginde G,, — F
cizgesini baglantili yapan F' kiimesinin G, c¢izgesinin hangi tepeler kiimesinin

elemanlarini igerdigi belirlenmistir.

Yardimci Teorem 4.2.1 n tek ve n > 3 olmak tizere F' kiimesi G,, ¢izgesinin
altcizgelerinden olusan bir kiime olsun. Eger V(F) CUUV yada V(F) CUUY ya
daV(F) CVUYiseG, — F ¢izgesi baglantilidir.

Ispat. n tek ve n > 3 olmak iizere F' kiimesi G,, cizgesinin altcizgelerinden olusan bir
kiime olsun. UUY ve V UY kiimelerinin kendi aralarinda yer degistirilebilir olduklar

dikkate alinirsa sadece asagidaki durumlari incelemek yeterlidir.

Durum 1. V(F) C U UV olsun.

(i) V(F)NU #Qve V(F)NV = () olsun.
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(i)

(iii)

G, — F cizgesinde X, Y, Z ve V kiimeleri hatasiz olup X UY U Z UV kiimesindeki
tepeler ile etkilenmig altgizge baglantihdir. G, — F' cizgesinde U — V (F)
kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir komsusu vardir. Dolayisiyla, geriye

kalan ¢izgenin tiim tepeleri ayn1 bilesendedir, yani GG, — F’ ¢izgesi baglantilidir.

V(F)NU =0 ve V(F)NV # ( olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan Durum (1)

(1) icin yapilan agiklamalar bu durum i¢in de gegerlidir.

V(F)YNU # 0 ve V(F)NV # () olsun.

G, — F c¢izgesinde X, Y ve Z kiimeleri hatasiz olup X U Y U Z kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis altgizge baglantilidir. G,, — F' ¢izgesinde U — V (F)
kiimesindeki her tepenin ve V' — V(F') kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir
komsusu vardir. X U Y U Z kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge
baglantili oldugundan geriye kalan ¢izgenin tiim tepeleri ayn1 bilegsendedir. Yani,

G, — F cizgesi baglantilidur.

Durum 2. V(F) C U UY olsun.

(i) V(IF)NU # 0ve V(F)NY = () olsun.

(ii)

(111)

Bu durumda V(F) NV = () oldugundan bu durum Durum (1) (i) ile aynidir.

V(F)NU =0 ve V(F)NY # ( olsun.

G, — F cizgesinde X, U, Z ve V kiimeleri hatasiz olup X U U U Z UV
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge baglantilidir. GG, — F' ¢izgesinde
Y — V/(F) kiimesindeki her tepenin Z kiimesinde komsu oldugu bir tepe vardir.
Dolayisiyla, geriye kalan cizgenin tiim tepeleri ayni bilesendedir, yani G,, — F

cizgesi baglantilidir.

V(F)NU # 0 ve V(F)NY # 0 olsun.

G, — F cizgesinde X, Z ve V kiimeleri hatasiz olup X U Z U V kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge baglantihdir. G,, — F ¢izgesinde U — V (F')

kiimesindeki her tepenin X kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica, Y — V(F)
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kiimesindeki her tepenin de Z kiimesinde bir komsu tepesi vardir. X U Z U V
kiimesindeki tepeler ile etkilenmis altcizge baglantili oldugundan geriye kalan

cizgenin tiim tepeleri ayn1 bilesendedir. Yani, GG, — F’ ¢izgesi baglantilidir. U

Teorem 4.1.3 yardimu ile n tek ve n > 3 olmak iizere x(G,,) = 3 ve herhangi
bir G g¢izgesi i¢in x(G; K1) = k°(G;K;) = k(G) oldugundan agagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2.2 n tek ve n > 3 olmak iizere k(Gp; K1) = k°(G,; K1) = 3 esitligi
saglanir.

4.2.1 K, ;-Yap1 Baglantihhk ve K ;—Altyap: Baglantihihk

Bu boliimde n tek ve n > 3 olmak iizere Goldberg snark G, igin K ;—altyapi

baglantililik ve K} ;—yap1 baglantililik degerleri incelenmistir.

Oncelikle n = 3 ve m € {1,2, 3} olmak iizere Goldberg snarkin K ,,—altyap1

baglantililik degeri i¢in bir alt sinir ispat edilmigtir.

Yardimci Teorem 4.2.3 n = 3 ve m € {1,2,3} olmak tizere x°(G,; K1 ,,) > 2
esitsizligi saglanir.

Ispat. Celiski elde etmek icin F cizgeler kiimesinin G cizgesinin bir elemanl bir
K n-altyapi-kesim kiimesi oldugu kabul edilsin. Bu durumda, F' ¢izgesi K,
cizgesinin baglantili bir altgizgesidir. Yani, [ ¢izgesinin K, K, K5 yada K3

cizgelerine izomorf oldugu durumlar incelenmelidir.

Teorem 4.1.3 ile GG, ¢izgesinin baglantililik sayisinin ii¢ oldugu bilinmektedir.
Bir altyapi-kesim kiime aym zamanda bir kesim-kiime oldugundan, |V (F)| > 3
olmalidir. O halde, F’ ¢izgesi K, ya da K ; ¢izgelerine izomorf olamaz. Bu nedenle,

F' ¢izgesinin K 5 ya da K 3 ¢izgesine izomorf oldugu durumu incelenmelidir.

F' cizgesinin merkez tepesi U, V, X, Y ya da Z kiimelerinde olabilir. U ile
V' kiimeleri kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan F' ¢izgesinin merkezinin
U kiimesinde olmasi ile V' kiimesinde olmas1 benzerdir. Bu nedenle, F' ¢izgesinin

merkezinin V' kiimesi digindaki durumlari incelemek yeterlidir.
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G5 — F gizgesinde U — V(F') ve V — V(F) kiimelerindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altcizgelerin her biri bir yol ¢izgeye izomorf olup baglantilidir. X — V' (F')

kiimesindeki her tepenin V' — V' (F') kiimesinde bir komsusu ve Z — V' (F') kiimesindeki

her tepenin ise X — V/(F') kiimesinde en az bir komsusu vardir. Bdoylece, (X —
V(F)U(V-=V(F))U(Z—V(F))kimesindeki tim tepeler ayn1 bilesendedir. n = 3
oldugundan |U—V (F)| > 3ve |X—V(F)| > 4 olur. Buise U—V (F) kiimesindeki bir

tepeyi X —V (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz bir ayritin mutlaka oldugunu

gosterir. Yani, G5 — Y — F’ cizgesi baglantilidir.

)

2)

F’ ¢izgesinin merkezi Y kiimesinde olsun.

Y —-V(F)=0yadalY —V(F)| =1olur. EgerY — V(F) =0ise Y — V(F)
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge bos cizgedir. O halde G5 — Y —
F cizgesi G3 — F' cizgesine izomorf olup G3 — F' cizgesi baglantilidir. Bu ise
F kiimesinin K ,,—altyapi-kesim kiime olmasi ile gelisir. Eger |Y — V(F)| =
1 ise Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge K ¢izgesine
izomorftur. Bu durumda |Z — V(F)| = 2 olup Y — V(F') kiimesindeki tepenin
Z — V(F) kiimesinde komsusu vardir. Boylece, Y — V(F') kiimesindeki tepeler
tarafindan etkilenmis altgizge G5 — Y — F' ¢izgesine hatasiz bir ayrit ile bagl olur.
Boylece, G5 — I’ ¢izgesi baglantilidir. Bu ise F' kiimesinin K ,,,—altyapi-kesim

kiime olmasi ile celisir.

F cizgesinin merkezi Y kiimesinde olmasin.

G5 — F cizgesinde Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge
ya Pj yol ¢izgesine izomorf ya da C'3 ¢izgesine izomorf bir ¢izgedir. Yani, Y —
V(F) kiimesinde en az iki tepe vardir. Ayrica, |Z — V(F)| > 2 ve Z — V(F)
kiimesindeki her tepenin Y — V' (F’) kiimesinde bir komsusu oldugundan Y — V' (F')
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge G's — Y — F’ ¢izgesine hatasiz en
az iki ayrit ile bagli olur. Boylece, G's — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise /' kiimesinin

K ,—altyapi-kesim kiime olmasz ile geligir.

Dolayisiyla G's — F’ ¢izgesini baglantisiz yapmak i¢in tek elemanl bir K ,,—alt yapi

kesim kiimenin yeterli olamayacagi goriiliir. Buradan, n = 3 ve m € {1, 2, 3} olmak
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tizere k*(Gp; Ky m) > 2 elde edilir. O

Asagidaki teorem ile n = 3 olmak iizere G, cizgesinin K, ;—altyapi

baglantililik ve /i ;—yap1 baglantililik degerleri ispat edilmigtir.

Teorem 4.2.4 n = 3 olmak iizere k(G,,; K11) = k°(Gp; K11) = 2 esitligi saglanir.

Ispat. G3 gizgesinin {yo,y1} ve {zo,74} tepeleri tarafindan etkilenmis K,
altcizgeleri sirasiyla Fy ve F, olsun. F' = {F}, F5} olmak iizere G3 — F ¢izgesinde
Yo tepesi izole tepe olup G5 — I ¢gizgesi baglantisizdir. Boylece, x(G3; K1) < 2 elde

edilir.

Herhangi bir G c¢izgesi ve H-yapi-kesim kiimesi i¢in <(G;H) >
k*(G; H) esitsizligi, Yardimer Teorem 4.2.3 ve ispatladiimiz tist sinir yardimiyla

2 > k(Gs; K11) > £°(Gs; K1) > 2 elde edilir. Buradan ispat tamamlanmug olur. [

Asagidaki yardimci teorem n tek ve n > 5 olmak iizere K —altyap:

baglantililik i¢in bir alt sinir vermektedir.

Yardimci Teorem 4.2.5 n tek ve n > 5 olmak iizere x°(G,,; K1) > 3 esitligi saglanir.

Ispat. ispati tamamlamak icin G,, ¢izgesinin iki elemanh bir K 11—altyapr kesim
kiimesinin olamayacagini gostermek yeterlidir. /' = {F}, F5} kiimesi, G,, ¢izgesinin
K, 1—altyap1 kesim kiimesi olsun. Teorem 4.1.3 ile x(G),) = 3 oldugundan |V (F')| > 3
olmalidir. Bu nedenle, F' kiimesinin elemanlarindan bir /; ; olmalidir. Genelligi
kaybetmeden I ¢izgesi K ; ¢izgesine izomorf olsun. O halde, incelenmesi gereken

iki durum vardir.
Durum 1. F5 =& K olsun.

Teorem 4.1.3 ile x(G,) = 3 ve Teorem 4.1.5 ile x'(G,) = 4 oldugundan

n tek ve n > 5 i¢in G, ¢izgesinin siiper baglantili oldugu bilinmektedir. Yani, G,
cizgesinin 3 elemanli her kesim kiimesi geriye izole tepe biraktig1 bilinmektedir. Fakat,
G, ¢izgesinin yapisi geregi (7, cizgesinin bir tepesinin tiim komgularini iceren bir

V(F') kiimesi olamaz. Dolayisiyla, bu durum miimkiin degildir.

Durum 2. 5 = K, ; olsun.
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Yardimcr Teorem 4.2.1 yardimiyla V(F) C UUV yada V(F) C UUY
yada V(F) C VUY ise G, — F ¢izgesinin baglantili oldugu bilinmektedir. Bu
ise F' kiimesinin K ;—altyapr kesim kiimesi olmasi ile gelisir. Bu nedenle asagidaki

durumlar incelenmelidir.
1) V(F1) NU # 0 olsun. Yani, V(F;) C U yada |V(F;) NU| = 1 olsun.

G, — F ¢izgesinde V — V(F') ve Y — V(F) kiimelerindeki tepeler tarafindan

etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir.

() V(Fy)NY =0 ve V(Fy) N Z = () olsun.

G, — F c¢izgesinde Z ve Y kiimeleri hatasizdir. Boylece, Z U Y kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmig alt¢izge baglantilidir. G,, — F ¢izgesinde X — V' (F')
kiimesindeki her tepenin Z kiimesinde bir komsusu vardir. O halde, (X — V (F))U
(ZUY) kiilmesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Ayrica, n > 5 oldugundan V' —
V(F') kiimesindeki bir tepeyi X — V'(F") kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir
hatasiz ayrit vardir. Geriye kalan ¢izgede V' — V (F') kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altcizge baglantili oldugundan, G,, — U — F’ ¢izgesi baglantilidur.

e V(F,)NU # () olsun.
G, — F g¢izgesinde U — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis
altcizge ya bir yol ¢izgeye izomorf olup baglantilidir ya da iki bilesene
sahip baglantisiz bir ¢izgedir. Geriye kalan ¢izgede U — V(F') kiimesindeki
her tepenin X — V/(F) kiimesinde bir komsusu oldugundan, U — V (F)
kiimesindeki her tepe hatasiz ayntlar ile G,, — U — F ¢izgesine bagh olur.

Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile celisir.

e V(F) NV # () olsun.
G, — F g¢izgesinde U — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis
altcizge bir yol cizgeye izomorf olup baglantihdir. n > 5 oldugundan
U -V (F) kimesinde X — V (F") kiimesindeki bir tepeye komsu olan en az bir
tepe vardir. Bu G,,[U — V (F')] etkilenmig baglantili alt¢izgenin G,, — U — F'
cizgesine en az bir hatasiz ayrit ile baglandigini gosterir. Dolayisiyla, G, — F

cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢eligir.
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() V(F2)NY # QyadaV(Fy) N Z # () olsun.

G, — F gizgesinde V kiimesi hatasiz olup X — V/(F) kiimesindeki her
tepenin V' kiimesinde bir komsusu vardir. Geriye kalan cizgede Z — V (F)
kiimesindeki her tepenin X — V/(F') kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece,
(X = V(F) UV U (Z - V(F)) kimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu
bilesen C olsun. V(F3) N U = () olup G,, — F ¢izgesinde U — V (F') kiimesindeki
tepeler tarafindan etkilenmis altcizge bir yol ¢izgeye izomorftur. n > 5 oldugundan
U — V(F) kimesinde X — V' (F’) kiimesindeki bir tepeye komsu olan en az bir tepe
vardir. Ayrica, n > 5 oldugundan |Y —V(F)| > 3ve |[Ng,_r(Y =V (F))NZ| >3
oldugundan Y — V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V (F’) kiimesindeki bir tepeye
baglayan en az ii¢ hatasiz ayrit vardir. Bu ise G,[U — V(F)] ve G,[Y — V(F)]
etkilenmig baglantil altgizgelerin her birinin C bilesenine en az bir hatasiz ayrit ile
baglandigim1 gosterir. Dolayisiyla, G, — F' cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile
celigir.

(2) V(F) NV #  olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan

V(F1) € U durumu V(Fy) C V durumu ile, |V (F;) N U| = 1 durumu ise

|[V(Fi) N V| = 1 durumu ile benzerdir. Bu nedenle, Durum 2 (1) i¢in yapilan

aciklamalar bu durum i¢in de gecerlidir.
B V(F)NU =0ve V(F)NV =0 olsun.

Fy ve F gizgelerinin ikisi K7 ¢izgesine izomorf oldugundan V (F3) N U # ()
yada V(F,) NV # () durumu sirastyla Durum 2 (1) ya da Durum 2 (2) durumundaki

elemanlar1 icermektedir. Bu nedenle, agsagidaki durumlari incelemek yeterlidir.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V(F') kiimelerindeki tepeler tarafindan
etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir.  Geriye kalan ¢izgede X — V/(F)
kiimesindeki her tepenin V' — V' (F) kiimesinde bir komsusu vardir. Ayrica, Z — V (F)
kiimesindeki her tepenin de X — V(F') kiimesinde bir komsusu vardir. O halde,
(V-V(F)U(X -V(F))U(Z—V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir.
Bu bilesen C olsun. n > 5 oldugundan, U — V' (F') kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F)
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kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Bu, U — V(F)
kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis baglantlili alt¢cizgenin C' bilesenine hatasiz

bir ayrit ile baglandigini gosterir. Boylece, G, — Y — F’ ¢izgesi baglantihidir.

i) V(Fi)NY # 0 ve V(Fy)NY # (0 olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F’) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge
ya bir yol cizgeye izomorf olup baglantilidir ya da iki bilesene sahip baglantisiz bir
cizgedir. Geriye kalan ¢izgede Y — V/(F') kiimesindeki her tepenin Z — V (F)
kiimesinde bir komgusu vardir. Boylece, Y — V(F') kiimesindeki her tepe bir
hatasiz ayritile G, — Y — F ¢izgesine baglanmig olur. Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi

baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

1) |[V(Fi)NnX|=1ve|V(F)NZ|=1olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V/(F) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis
altcizge bir yol cizgeye izomorf olup baglantilidir 7 > 5 oldugundan
Y —V(F)| > 3ve |Ng,-r(Y —V(F)) N Z| > 2 olur. Boylece, Y — V(F)
kiimesindeki bir tepeyi Z — V/(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az iki
hatasiz ayrit vardir. Boylece, Y — V' (F) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis
baglantili alt¢izge G,, — Y — F' cizgesine hatasiz ayritlar ile baglanmig olur.

Dolayisiyla, GG,, — F ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile celigir.

Tiim durumlar incelendiginde G,, — F' cizgesini baglantisiz yapmak i¢in iki elemanl
bir K ;—altyapi—kesim kiimenin yeterli olamayacag goriiliir. Buradan, n tek ve n > 5

olmak iizere x*(G,; K11) > 3 elde edilir. O

Asagidaki teorem ile n tek ve n > 5 olmak iizere (), ¢izgesinin K ;—yapi

baglantililik ve K ;—altyap1 baglantililik degerleri ispat edilmistir.

Teorem 4.2.6 n tek ve n > 5 olmak iizere x°*(Gp; K1 1) = k(Gy; K11) = 3 esitligi
saglanir.

Ispat. F\, I, ve Fj cizgeleri G,, cizgesinin sirasiyla {ug, u1}, {us,us}, {xs,vs}

tepeleri tarafindan etkilenmis altgizgeleri olsun. F}, F5 ve F3 ¢izgelerinin her birinin
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K 1 gizgesine izomorf oldugu agiktir. F' = {Fy, F, F3} olmak tizere us tepesi G, — F'
cizgesinde izole tepedir. Dolayisiyla, n tek ve n > 5 olmak iizere x(G,,; K1) < 3

elde edilir.

Yardimcr Teorem 4.2.5, k(G,; K11) > £°(Gp; K11) ve n > 5 olmak iizere
k(Gn; K11) < 3 esitsizlikleri ile 3 > k(G,; K11) > k°(Gn; K11) > 3 olup
k(G K11) = k°(G; K1 1) = 3 elde edilir. =

4.2.2 K, -Yap1 Baglantihlik ve K ,—Altyap1 Baglantihhk

Bu béliimde n tek ve n > 3 olmak iizere Goldberg snark G, igin K »—yap1

baglantililik ve K o—altyap1 baglantililik degerleri incelenmistir.

Oncelikle asagidaki teorem ile Yardimci Teorem 4.2.3 kullanilarak n =
3 olmak iizere (), ¢izgesinin K o—yap1 baglantililik ve K ,—altyapr baglantililik

degerleri elde edilmistir.

Teorem 4.2.7 n = 3 olmak iizere k(G,; K1) = k°(Gy; K12) = 2 esitligi saglanir.

Ispat. Gy cizgesinin {29, 70,51} ve {2, 24,25} tepeleri tarafindan etkilenmis
altcizgeler sirasiyla Fy ve I olsun. F' = {F}, F,} olmak iizere G5 — F' ¢izgesinde v
izole tepe olup G3 — F' ¢izgesi baglantisizdir. Boylece, x(G's; K1 2) < 2 elde edilir.

Herhangi bir G c¢izgesi ve H-yapi-kesim kiime i¢in x(G; H) > k*(G;H)
oldugu bilinmektedir. Yardimci Teorem 4.2.3 ve ispatladifimiz x(Gs; Ki2) < 2
esitsizligiile 2 > k(G3; K12) > k°(G3; K12) > 2olup k(Gs; K12) = k°(Gs; K12) =
2 elde edilir.

[

Asagidaki yardimci teorem ile n tek ve n > 5 olmak iizere G,, ¢izgesinin

K p—altyap: baglantililik degeri i¢in bir alt sinir ispat edilmistir.

Yardimc1 Teorem 4.2.8 n tek ve n > 5 olmak iizere x°(Gp; K12) > 3 esitsizligi
saglanir.

Ispat. Celiski elde etmek icin F' cizgeler kiimesinin G,, ¢izgesinin iki elemanl bir
K o—altyapi-kesim kiimesi oldugu kabul edilsin. F = {Fj, Fb} olsun. Eger F

kiimesinin elemanlarindan higbiri K o ¢izgesine izomorf degilse F' aym zamanda
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bir K ;—altyapi—kesim kiimedir. Yardimci Teorem 4.2.5 ile K ;— altyapi—kesim
kiimesinin en az ii¢ elemanli oldugu bilinmektedir. Bu ise /' kiimesinin iki elemanl
bir K o—altyapi—kesim kiime olmasi ile ¢elisir. O halde, F' kiimesinin elemanlarindan
biri Ko ¢izgesine izomorf olsun. Genelligi kaybetmeden F ¢izgesi K o ¢izgesine

izomorf olsun. O halde Fj cizgesi i¢in asagidaki durumlar incelenmelidir.
Durum 1. F5 = K olsun.
M V(F)NU #Qve V(F) NV =0 olsun.

Yardimei Teorem 4.2.1 ile |V (F;)NU| = 3iken V(Fy) C UyadaV(Fy) CV
yada V(Fy) C Y ise G, — F ¢izgesinin baglantili oldugu bilinmektedir. Bu ise F’
VF)NU| =3

kiimesinin K p—altyapi—kesim kiime olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle,

durumu i¢in sadece V (Fy) C X ve V(F,) C Z durumlarini incelemek yeterlidir.

(i) V(F;) C V olsun.

G, — F c¢izgesinde U — V(F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizge
baglantilt olup P, 1 ya da Ps, o yol ¢izgesine izomorftur. Ayrica, V — V(F)

kiimesinin tepeleri ile etkilenmis altcizge baglantili /,,_; yol ¢izgesine izomorftur.

e |V(Fi)NU| = 2olsun.
O halde, |V(F;) N X| = 1 oldugu aciktir. G, — F ¢izgesinde Y ve Z
kiimeleri hatasiz olup Y U Z kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altgizge
baglantihdir. G, — F ¢izgesinde X — V/(F') kiimesindeki her tepenin Z
kiimesinde bir komsusu vardir. O halde (Y U Z) U (X — V/(F)) kiimesindeki
tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. n > 5 oldugundan geriye
kalan ¢izgede her iki ucu V(F') kiimesinde olmayan en az bir (z;,v,) ayrti
mutlaka vardir. Buise V' — V/(F') kiimesindeki v; tepesinin C' bilesenindeki
x; tepesine hatasiz bir aynit ile bagh oldugunu gosterir. Ayrica, U — V(F)
kiimesindeki her tepenin de X — V(F') kiimesinde bir komsusu oldugundan

G, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

e |[V(Fi)NU| =1 olsun.
G, — F ¢izgesinde Y kiimesi hatasiz olup Z — V (F') kiimesindeki her tepenin
Y kiimesinde bir komsusu vardir. Ayrica, X — V (F') kiimesindeki her tepenin
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U — V(F) kiimesinde tam olarak bir komsusu vardir. Z — V' (F’) kiimesindeki
her tepenin de X — V' (F') kiimesinde en az bir komgusu oldugundan, Y U (Z —
V(F))U(X=V(F))U(U-V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir.
Bu bilesen C olsun. n > 5 oldugundan |V -V (F)| = | X -V(F)| =2n—1 >
9 olup G,,— F ¢izgesinde bir ucu V —V (F') kiimesinde diger ucuise X —V (F')
kiimesinde yani C bileseninde olan hatasiz bir ayrit vardir. Boylece, G,, — F

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(i) V(Fy) NV = () olsun.

G, — F ¢izgesinde V' kiimesi hatasiz oldugundan X — V(F') kiimesindeki her
tepenin V' kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece, V' U (X — V (F')) kiimesindeki

tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilegsen C' olsun.

e V(F,) C X olsun.
G, — F ¢izgesinde U —V (F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizge
baglantili olup bir yol ¢izgesine izomorftur. Ayrica, G,, — F cizgesinde YV
kiimesi hatasiz olup Z — V(F') kiimesindeki her tepenin Y kiimesinde komsu
oldugu bir tepe vardir. Boylece, Y U(Z —V (F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni
bilesendedir. n > 5 oldugundan X —V'(F') kiimesindeki en az bir tepenin hem
U —V(F) kimesinde hem de Z — V' (F') kiimesinde bir komsusu vardir. Yani,
X — V/(F) kiimesindeki bir tepeyi hem U — V (F') kiimesindeki bir tepeye
hem de Z — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz ayritlar vardir.
Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢gelisir.

o V(Fy;) CUyadaV(F;) CYyadaV(F,) C Z olsun.
G, —F ¢izgesinde Y —V (F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizge
baglantili olup ya P,,_; yada C,, ¢izgesine izomorftur. Z —V (F) ve U -V (F)
kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde dolayisiyla C' bileseninde en
az bir komgusu vardir. n > 5i¢in |Y — V(F)| > 4 ve |Z — V(F)| > 4 olup
|Ng,—r(Y — V(F))N Z| > 3 oldugundan her iki ucu da V' (F") kiimesinde
olmayan en az bir (z;, y;) ayrit1 vardir. Boylece, G,, — F ¢izgesi baglantilidir.

Bu ise kabul ile celisir.
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QR V(F)NV £Qve V(F)NU = ( olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan Durum

1 (1) icin yapilan agiklamalar bu durum i¢in de gegerlidir.
QV(F)NU=0veV(F,)NV =} olsun.

Yardimci Teorem 4.2.1ile |V (Fy)NY | = 3iken V(F,) CUyadaV(Fy) CV
yada V(F,) C Y ise GG, — F cizgesinin baglantili oldugu bilinmektedir. Bu ise F
kiimesinin K ,—altyapi—kesim kiime olmast ile ¢eligir. Bu nedenle |V (F;) NY| =3

durumu i¢in sadece V' (F,) C X ve V(Fy) C Z durumlarini incelemek yeterlidir.

) [V(Fi)NY|=2veV(F,) CYyadal|V(F;)NY|=1veV(F,) CY olsun.

[k durum igin |V (F}) N Z| = 1 ve |[V(F}) N X| = 1 oldugu, ikinci durum igin ise
|V (F1) N Z| = 1 oldugu agiktir. G,, — F ¢izgesinde U ve V' kiimeleri hatasiz olup
X —V(F) kiimesindeki her tepenin hem U hem de V' kiimesinde bir komsusu vardir.
O halde, U UV U (X — V(F)) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge
baglantilidir. Ayrica, Z — V (F') kiimesindeki her tepenin X — V' (F') kiimesinde en
az bir tane komgusu ve Y — V' (F') kiimesindeki her tepenin Z — V' (F’) kiimesinde

bir komsusu vardir. Boylece, GG, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

() V(F1))NY =0yadaV(F)NY # 0 ve V(Fy) € Y olsun.

U kiimesi ile V kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan V' (Fy) C U
ve V(F,) C V durumlarindan sadece V(F) C U durumu dikkate alinarak ispat

yapilmistir.

G, — F ¢izgesinde U — V(F), V — V(F) ve Y — V(F) kiimelerinin tepeleri
tarafindan etkilenmis altgizgelerin her biri baglantilidir. G, — F' cizgesinde
X — V(F) kiimesindeki her tepenin V' — V/(F) kiimesinde bir komgusu vardir.
Ayrica, Z — V(F') kiimesindeki her tepenin de X — V(F') kiimesinde en az bir
komsusu vardir. Buise (X —V/(F))U(V =V (F))U(Z -V (F)) kiimesinin tepeleri
tarafindan etkilenmis alt¢izgenin baglantili oldugunu gosterir. n > 5 oldugundan
Y = V(F)| > 2ve |Ng,-r(Y —V(F))N Z| > 1 olup geriye kalan ¢izgede her
iki ucu da V' (F') kiimesinde olmayan hatasiz en az bir (y;, z;) ayrit1 vardir. Benzer
sekilde, n > 5 oldugundan |U — V(F)| > 9 ve | X — V(F')| > 7 olup geriye kalan
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cizgede bir ucu U — V' (F') kiimesinde diger ucu X — V' (F’) kiimesinde olan hatasiz
bir ayrit vardir. Dolayisiyla, G, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

@ V(F)NU #Bve V(F) NV # (olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan
V(Fy) C U ve V(F,;) C V durumlarindan sadece V' (Fy) C U durumu dikkate

alinmugtir.

G, — F ¢izgesinde Y — V(') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altgizge
baglantili olup ya C), ¢evre ¢izgesine ya da P, _; yol cizgesine izomorftur. G, —
F ¢izgesinde V' — V (F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizge P»,, 1 yol

cizgesine izomorf olup baglantilidir.

(i) V(F3) C Y olsun.

G, — F c¢izgesinde U — V(F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizge
Py, yol cizgesine izomorf olup baglantilidir. Geriye kalan ¢izgede X — V (F)
kiimesindeki her tepenin hem U — V' (F') kiimesinde hem de V' — V' (F') kiimesinde
bir komsusu vardir. Ayrica, G, — F' ¢izgesinde Z kiimesi hatasiz olup Z
kiimesindeki her tepenin X — V' (F') kiimesinde en az bir komsusu vardir. Boylece,
(U=V(F)U(V-=V(F))U(X -V (F))UZ kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesende
olup G,, — Y — F ¢izgesi baglantihdir. G,, — F ¢izgesinde Y — V(F) kiimesindeki
her tepenin Z kiimesinde dolayistyla baglantili G,, — Y — F cizgesinde bir komgusu

vardir. O halde, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile celisir.

(i) V(Fz) € Y olsun.

G, — F c¢izgesinde Y kiimesi hatasiz olup Z — V/(F) kiimesindeki
her tepenin Y  kiimesinde bir komsusu  vardir. Boylece,
Gn[(Z — V(F)) UY] cizgesi baglantilidir. Ayrica, G,, — F ¢izgesinde X — V(F)
kiimesindeki her tepenin V' — V/(F) kiimesinde bir komsusu vardir. Bdylece,
Gu[(X = V(F)) U (V = V(F))] ¢izgesi baglantilidir. n > 5 oldugundan geriye
kalan ¢izgede bir ucu X — V' (F) kiimesinde diger ucu Z — V' (F’) kiimesinde olan
hatasiz bir ayrit mutlaka vardir. Boylece, G,,[(Z — V(F')) U Y] ¢izgesi hatasiz bir
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ayritile G,,[(X — V(F)) U (V — V(F))] ¢izgesine bagh olup G,, — U — F ¢izgesi

baglantilidir.

* V(Fy) C U olsun.

G, — F cizgesinde U — V(F') kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde
dolayisiyla baglantih GG,, — U — F’ ¢izgesinde bir komsusu vardir. O halde, G,, — F

cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

* V(F;) € XyadaV(Fy) C Z olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V(F) kiimesindeki her tepenin U — V/(F') kiimesinde bir
komsusu vardir. Boylece, G, — U — F ¢izgesi G,,[U — V(F)] ¢izgesine bagh olup
G, — F ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile celisir.

Durum 2. 5 = K ; olsun.
M V(F)NU #Ove V(F)NV =} olsun.

Yardimci Teorem 4.2.1 ile |V (F;)NU| = 3iken V(Fy) C UyadaV(Fy) CV
yada V(Fy) C Y ise G, — F ¢izgesinin baglantil oldugu bilinmektedir. Bu ise F’
kiimesinin /{; o—altyapi—kesim kiime olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle, |V (F;) NU| =3
durumu i¢in sadece V(Fy) € U, V(Fy) € V ve V(Fy) ¢ Y durumlarini incelemek

yeterlidir.

G, — F ¢izgesinde V — V(F) ve Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altcizgelerin her biri baglantilidir.

(i) V(Fo)NU # 0yadaV(Fy) NY # 0 olsun.
V(F)NV = D olup G,—F ¢izgesinde X —V (F') kiimesindeki her tepenin V —V (F')
kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica, G, — F ¢izgesinde Z — V (F) ve U — V(F)
kiimelerindeki her tepenin X — V' (F') kiimesinde en az bir komsusu vardir. Boylece,
(V-V(F)U(X -V (F))U(Z-V(F))U(U-V(F)) kiimesinin tiim tepeleri ayni
bilesende olup G, — Y — F ¢izgesi baglantilidir. n > 5 oldugundan |Y —V (F')| > 2
ve |Ng,—r(Y —V(F)) N Z| > 2 olur. Bu nedenle, G,, — F ¢izgesinde Y — V (F)
kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F') kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla G,, — Y — F
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(ii)

(i)

cizgesindeki bir tepeye baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka vardir. Boylece, G, — F’

cizgesi baglantilidir, bu ise kabul ile ¢elisir.

V(E)NU =0 ve V(Fy) N X # () olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V(F) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altgizge
baglantilidir. X —V (F') kiimesindeki her tepenin V —V ( F') kiimesinde bir komgusu
olup (V — V(F)) U (X — V(F)) kiimesinin tiim tepeleri ayn1 bilesendedir. Bu
bilesen C olsun. Ayrica, G,, — F cizgesinde Z — V (F') kiimesindeki her tepenin
de Y — V(F)) kiimesinde bir komgusu vardir. Boylece, (Y — V(F))U (Z — V(F))
kiimesinin tiim tepeleri ayn1 bilesende olup bu bilegsen C5 olsun. n > 5 oldugundan
Z — V/(F) kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en
az bir hatasiz ayrit vardir. Yani, C bileseni C', bilesenine en az bir hatasiz ayrit ile
bagli olur. Ayrica, GG, — F' ¢izgesinde U — V (F') kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F')
kiimesindeki bir tepeye yani C bilesenindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz
ayrit mutlaka vardir. Dolayisiyla, GG, — F' ¢izgesi baglantilidir, bu ise kabul ile

celigir.

V(F,) C V olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V (F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altgizge bir
yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. Yardimci Teorem 4.2.1 ile F} ¢izgesinin

sadece iki durumu incelenmelidir.

o |V(F1)NU|=1olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V(F') kitmesindeki her tepenin U — V' (F") kiimesinde
bir komsusu vardir. Ayrica, Z — V' (F’) kiimesindeki her tepenin de X — V' (F)
kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece, G, — (Y U V) — F ¢izgesi
baglantilidir. n > 5 oldugundan, geriye kalan ¢izgede V' — V' (F') kiimesindeki
bir tepeyi X — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka
vardir. Ayrica, G,, — F ¢izgesinde Y kiimesi hatasiz ve n > 5 oldugundan
|Z — V(F)| > 4 olup geriye kalan ¢izgede Z — V/(F') kiimesindeki her
tepenin Y kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece, G, [V — V(F)] ve G, [Y]

etkilenmis baglantili alt¢izgelerin her biri hatasiz aynitlarile G, — (Y UV ) — F
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cizgesine baglanmig olur. Dolayisiyla, GG,, — F' ¢izgesi baglantilidir, bu ise
kabul ile celisir.
e |V(F1)NU| = 2olsun.

G, — F c¢izgesinde Z — V(F) kiimesindeki her tepenin Y — V/(F)
kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica, X — V/(F) kimesindeki
her tepenin ise Z — V/(F') kiimesinde bir komgusu vardir. — Boylece
Y - V(F) U (Z—-V(F)) U (X — V(F)) kimesinin tiim tepeleri ayni
bilesende olur. n > 5 oldugundan, geriye kalan ¢izgede hem U — V' (F') hem
de V — V(F') kiimesindeki bir tepenin X — V (F') kiimesinde bir komsusu
mutlaka vardir. U — V(F) ve V — V/(F') kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmis altcizgelerin her biri baglantili oldugundan geriye kalan cizgenin
tiim tepeleri ayn1 bilesende olur. Boylece, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir, bu ise

kabul ile celisir.

QV(F)NV £Qve V(F)NU = ( olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan Durum
2 (1) i¢in yapilan aciklamalar bu durum i¢in de gecerlidir.
@ V(Fy)NU=0veV(F,)NV =0 olsun.

Yardime1r Teorem 4.2.1ile |V (F;)NY| = 3iken V(Fy) C UyadaV(Fy) CV
yada V(Fy) C Y ise G, — F ¢izgesinin baglantili oldugu bilinmektedir. Bu ise F’

kiimesinin [, o—altyapi—kesim kiime olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle, |V (F;) NY| =3

durumu i¢in sadece V(Fy) € U, V(Fy) € V ve V(F,) ¢ Y durumlari incelemek

yeterlidir.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan V' (F5)N
U # 0 ve V(F,) NV # () durumlarindan sadece V' (Fy) N U # () durumu dikkate

alinarak ispat yapilmasgtir.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantthdir. G, — F c¢izgesinde X — V/(F)
kiimesindeki her tepenin V' — V' (F') kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica, Z — V' (F)

kiimesindeki her tepenin de X — V' (F") kiimesinde en az bir komsusu vardir. Boylece,
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(X=V(F))U(V-=V(F))U(Z—-V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu
bilesen C olsun. Ayrica, U — V(F’) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge

G* olsun.

Q) V(F)NY #£0veV(Fy) € ZUY yadaV(F;)NY = olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge
bir yol ¢izgesine izomorf olup baglantihidir. n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2
ve |[Ng,-r(Y —V(F))NZ| > 1olup G,, — F ¢izgesinde Y — V' (F') kiimesindeki
bir tepeyi Z — V (F) kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla C bilesenindeki bir tepeye
baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka vardir. O halde GG,, — G* — F’ ¢izgesi baglantilidir.

() V(F1)NY #Qve V(Fy) C ZUY olsun.

n = 5 olmak tizere |V (F1) N Y| =3 ve |V (Fy) NY| = 2ise, G, — F ¢izgesinde
Y — V(F) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmig altgizge bos bir cizgedir. O
halde GG,, — F ¢izgesi G,, — G* — F' cizgesine izomorf olup baglantilidir. Diger
durumlarda G,, — F' ¢izgesinde Y — V' (F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis
altcizge ya bir yol cizgesine izomorf baglantili bir ¢izge ya da iki bilesene sahip
baglantisiz bir ¢izgedir. Geriye kalan ¢izgede Y — V(F’) kiimesindeki her tepenin
Z — V(F') kimesinde bir komsusu vardir. Bu ise Y — V/(F') kiimesindeki tim
tepelerin C' bilegenine bagl oldugu anlamina gelir. O halde G,, — G* — F ¢izgesi

baglantilidir.

G* cizgesi baglantili oldugundan her iki durum i¢in GG,, — F ¢izgesinin baglantili
oldugunu gostermek icin G* ¢izgesi ile G,, — G* — I’ ¢izgesini birbirine baglayan en
az bir hatasiz ayrit bulmak yeterlidir. n > 5 oldugundan G* ¢izgesinde bir u; tepesinin
X — V(F) kiimesinde komsu oldugu bir x; tepesi mutlaka vardir. Yani, G* ¢izgesi
(u;, x;) hatasiz ayrit1 ile G,, — G* — F’ ¢izgesine baglh olur. Boylece, G, — F' ¢izgesi

baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.
@ V(F)NU #Ove V(F) NV # (olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan V' ( F3)N
U # 0 ve V(F,) NV # () durumlarindan sadece V(F,) N U # () durumu dikkate
alinarak ispat yapilmstir.
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@

(ii)

V(Fy) NU # ( olsun.

G,—F ¢izgesinde Y ve Z kiimeleri hatasiz olup Y'UZ kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmis alt¢izge baglantilidir. Geriye kalan ¢izgede X — V (F) kiimesindeki her
tepenin hem V' — V(F') kiimesinde hem de Z — V(F') kiimesinde bir komgsusu
vardir. Boylece, G,, — U — F ¢izgesi baglantilidir. Geriye kalan ¢izgede U — V' (F)
kiimesindeki her tepenin X — V/(F') kiimesinde bir komsusu oldugundan G, [U —
V(F)] ¢izgesi G,, — U — F ¢izgesine bagl olur. Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi
baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

V(E)NU =0ve V(Fy) NV = () olsun.

G, — F ¢izgesinde V — V(F) ve Y — V(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmig alt¢izgelerin her biri baglantilidir. G, — F' ¢izgesinde X — V(F)
kiimesindeki her tepenin V' — V/(F') kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica,
Z — V(F) kiimesindeki her tepenin de X — V(F") kiimesinde en az bir komsusu
vardir. Boylece, (X —V(F))U(V —=V(F))U(Z —V(F)) kiimesindeki tiim tepeler
ayni bilegendedir. Bu bilesen C olsun. C' bilesenindeki X — V/(F') kiimesindeki
her tepenin U — V (F') kiimesinde bir komsu tepesi ve Z — V (F') kiimesindeki bir
tepeyi Y — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir.

Dolayisiyla, GG,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

Durum 3. F, = K, olsun.

M V(F)NU #0BveV(F)NV =0 olsun.

Yardimei Teorem 4.2.1 ile |V (F;)NU| = 3iken V(Fy) C UyadaV(Fy) CV

yada V(F,) C Y ise GG, — F cizgesinin baglantili oldugu bilinmektedir. Bu ise F

kiimesinin /; o—altyapi—kesim kiime olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle, |V (F;) NU| =3

durumu i¢in sadece V(Fy) € U, V(Fy) € V ve V(F,) € Y durumlari incelemek

yeterlidir.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F') ve V — V(F) kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmisg altcizgelerin her biri baglantilidir.

i) V(Fo)NU #0yada|V(Fy,)NU|=1ve |V(F) NV]=1olsun.
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(ii)

(iii)

G, — F ¢izgesinde X — V(F') kiimesindeki her tepenin V' — V' (F') kiimesinde tam
olarak bir komsusu, Z — V (F') kiimesindeki her tepenin ise Y — V/(F’) kiimesinde
tam olarak bir komsusu vardir. Boylece, (X — V/(F)) U (V — V(F')) kiimesindeki
tiim tepeler ayni bilegendedir. Bu bilesen C olsun. Benzer sekilde, (Y — V(F')) U
(Z -V (F)) kimesindeki tiim tepeler ayni1 bilesendedir. Bu bilesen C5 olsun. n > 5
oldugundan |Z — V(F')| > 3 olup Z — V(F) kiimesindeki bir tepeyi X — V (F)
kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka vardir. Boylece Cy ve Cy
bilesenleri hatasiz bir ayrit ile birbirine bagl olur. Geriye kalan ¢izgede U — V (F')
kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde tam olarak bir komsusu vardir.
Boylece, U — V' (F') kiimesindeki her tepeyi C; bilesenine baglayan hatasiz ayritlar
vardir. O halde, GG,, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

V(Fy)NU =0 ve |V(Fy)NV] <1 olsun.

G, — F ¢izgesinde X — V(F') kiimesindeki her tepenin V' — V' (F') kiimesinde tam
olarak bir komgusu, Z — V(F') kiimesindeki her tepenin de X — V'(F’) kiimesinde
en az bir komsusu vardir. Dolaysiyla, (X — V(F))U(V = V(F))U(Z — V(F))
kiimesindeki tiim tepeler ayni1 bilesendedir. Bu bilegen C olsun. G,, — F' ¢izgesinde
U — V(F) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge bir yol ¢izgeye
izomorf olup baglantilidir. Ayrica, n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2 ve
|INg,-r(Y — V(F)) N Z| > 1 oldugu aciktir. Boylece, U — V(F') kiimesindeki
bir tepeyi X — V/(F) kiimesindeki bir tepeye ve Y — V' (F') kiimesindeki bir tepeyi
Z — V(F) kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Yani,
U - V(F) ve Y — V(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan etkilenmis baglantili
alt¢izgelerin her biri hatasiz birer ayrit ile C bilesenine bagli olur. O halde, GG, — F'

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celigir.

V(Fy) NV # O ve |V(Fy)NV|# 1 olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge
bir yol ¢izgeye izomorf olup baglantlidir. G, — F' c¢izgesinde Z — V (F)
kiimesindeki her tepenin Y — V(F') kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece
(Z —V(F))U(Y — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen

C olsun.
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e |[V(Fi)NU|=1olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V(F') kiimesindeki her tepenin U — V' (F") kiimesinde
bir komgusu vardir. Boylece (X — V(F)) U (U — V(F)) kiimesindeki
tim tepeler ayni bilesendedir. Bu bilegsen C5 olsun. Ayrica, Z — V (F)
kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde bir komgusu vardir. Bu C}
bileseninin C5 bilesenine en az bir hatasiz ayrit ile bagh oldugu anlamina
gelir. n > 5 oldugundan geriye kalan ¢izgede V' — V(F') kiimesindeki bir
tepeyi X — V/(F') kiimesindeki bir tepeye dolayisiyla Cs bilesenindeki bir
tepeye baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka vardir. Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi

baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

e |V(F1)NU| # 1 olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V(F') kiimesindeki her tepenin Z — V' (F") kiimesinde
bir komsusu vardir. Buradan X —V (F") kiimesindeki her tepenin C bilesenine
bagli oldugu goriilir. Ayrica, n > 5 oldugundan U — V(F’) kiimesideki bir
tepeyi X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan bir ayrit ve V' — V' (F') bir
tepeyi X — V/(F’) kiimesindeki bir tepeye baglayan bir ayrit mutlaka vardir.
Boylece, V(Cy) U (U — V(F)) U (V = V(F))U (X — V(F)) kiimesindeki
tiim tepeler ayn1 bilesende olup G, — F’ ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile

celigir.

QR V(F)NV £Qve V(F)NU = ( olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan Durum
3 (1) i¢in yapilan agiklamalar bu durum icin de gecerlidir.
Q) |V(F)NU|=1ve|V(F))NV]|=1olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan
(V(F,)NU #Qve V(F) NV = () yada (V(Fo) NV # Qve V(FR)NU = )
durumundan sadece V (Fy) N U # () ve V(F,) NV = () durumu dikkate alinarak ispat

yapilmistir.

G, —F ¢izgesinde Y —V ( F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis alt¢izge

baglantilidir.
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(i) V(Fo)NU # 0 ve V(Fy) NV = () olsun.

G, — F ¢izgesinde V' — V(F) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge
Py, 1 yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. Geriye kalan ¢izgede Y kiimesi
hatasiz olup Z — V (F') kiimesindeki her tepenin Y kiimesinde bir komsusu vardir.
Boylece (Z — V(F')) UY kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Bu bilesen
Cy olsun. Ayrica, X — V/(F) kiimesindeki her tepenin V' — V(F') kiimesinde bir
komsusu vardir. Yani, (X — V(F)) U (V — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni
bilesendedir. Bu bilesen C5 olsun. n > 5 oldugundan geriye kalan ¢izgede X —
V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz
bir ayrit mutlaka vardir. Bu C; bileseninin C5 bilesenine en az bir hatasiz ayrit ile
bagli oldugu anlamina gelir. Ayrica, G,, — F' ¢izgesinde U — V' (F') kiimesindeki her
tepenin X —V'(F') kiimesinde bir komgusu oldugundan, G,,— F ¢izgesi baglantilidir.
Bu ise kabul ile celisir.

() V(Fo)NU =0 ve V(F,) NV = olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V(F') kiimelerindeki tepeler tarafindan
etkilenmis G,,[U — V(F)] ve G,,[V — V(F)] altgizgeleri baglantilidir. Geriye
kalan cizgede X — V/(F') kiimesindeki her tepenin V' — V(F) kiimesinde tam
olarak bir komgusu ve Z — V(F') kiimesindeki her tepenin X — V(') kiimesinde
en az bir komgusu vardir. Bu ise (X — V(F)) U (Z — V(F)) U (V — V(F))
kiimesindeki tiim tepelerin ayn1 bilesende oldugunu gosterir. Bu bilesen C' olsun.
Ayrica, G,[U =V (F)] ve G,[Y — V(F)] etkilenmis alt¢izgeleri baglantili ve n > 5
oldugundan, geriye kalan ¢izgede Y — V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V (F)
kiimesindeki bir tepeye baglayan ve U — V(F') kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F')
kiimesindeki bir tepeye baglayan birer hatasiz ayrit mutlaka vardir. Boylece,
GnlU — V(F)] ve G,[Y — V(F)] ¢izgeleri hatasiz ayritlar ile C' bilesenine bagl
olur. Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢gelisir.

(i) |V(F2)NU|=1ve|V(Fy,)NV]|=1olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V(F') kiimelerindeki tepeler tarafindan
etkilenmis G, [U —V (F)] ve G,,[V —V (F')] ¢izgeleri ya baglantili ya da iki bilegene
sahip baglantisiz birer ¢izgedir. Geriye kalan ¢izgede Z — V (F') kiimesindeki her
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tepenin Y — V(F') kiimesinde tam olarak bir komsusu ve X — V' (F') kiimesindeki
her tepenin Z — V(F) kiimesinde en az bir komgusu vardir. Yani (X — V(F)) U
(Z—-V(F))JU(Y =V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni1 bilesendedir. Bu bilesen C'
olsun. Ayrica, geriye kalan ¢izgede U — V' (F') kiimesindeki her tepenin X — V' (F)
kiimesinde ve V' — V/(F') kiimesindeki her tepenin X — V/(F) kiimesinde bir
komsusu oldugundan, G,,[U — V(F)] ve G,,[V — V(F)] ¢cizgelerindeki tiim tepeler
C bilegenine bagli olur. Dolayisiyla, GG,, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile
celigir.

@V(F)NU =0veV(F)NV =} olsun.

Yardimci Teorem 4.2.1ile |V (Fy)NY | =3iken V(F,) CUyadaV(Fy) CV
yada V(Fy) C Y ise G, — F ¢izgesinin baglantih oldugu bilinmektedir. Bu ise F’
kiimesinin /{; o—altyapi—kesim kiime olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle, |V (F;) Y| =3
durumu i¢in sadece V(Fy) € U, V(Fy) € V ve V(Fy) ¢ Y durumlarini incelemek

yeterlidir.

Ayrica, U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan
V(Fy) NU # () ve V(Fy) NV # () durumlarindan sadece V(F,) N U # () durumu

dikkate alinarak ispat yapilmistir.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantihidir. X — V/(F’) kiimesindeki her tepenin V' —
V(F') kiimesinde tam olarak bir ve Z — V' (F') kiimesindeki her tepenin de X — V' (F)
kiimesinde en az bir komsusu vardir. Dolayisiyla, (X — V(F))U(Z =V (F))U (V —

V(F')) kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Bu bilesen C' olsun.

D V(F)NY =0veV(E,) NV =0yada|V(F)NU| =1ve |[V(F)NV] =1
olsun.
G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge
baglantilidir. Ayrica, n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2, |[Ng,-r(Y — V(F)) N
Z| > 1, |U-=V(F)| > 7ve|X — V(F)| > 6 oldugu agiktir. Bu nedenle, geriye

kalan ¢izgede Y — V (F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V (F') kiimesindeki bir tepeye
ve U —V (F) kiimesindeki bir tepeyi de X — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan
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en az bir hatasiz ayrit vardir. O halde, G,, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile

celigir.

(i) V(F2)NY # 0 olsun.

G, — F ¢izgesinde U kiimesi hatasiz olup X — V(F') kiimesindeki her tepenin
U —V (F') kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece V' (C)U(U —V (F')) kiimesindeki

tiim tepeler ayni bilesendedir. Yani, G,, — Y — F’ ¢izgesi baglantilidir.

e V(F1)NY = () olsun.
G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis
altgizge baglantihidir. Ayrica, n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2 ve
|Ng,—r(Y =V (F))NZ| > Lolup Y —V (F) kiimesindeki bir tepeyi Z—V (F)
kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece,
GnlY — V(F)] etkilenmis altgizgesi en az bir hatasiz ayntile G, — Y — F
cizgesine bagh olur. O halde, GG,, — F ¢izgesi baglantihdir. Bu ise kabul ile
celigir.

e V(F)NY = () olsun.
n = 5olmak iizere |V (Fy)NY| = 3ve |V (F2)NY| = 2ise, G,,— F ¢izgesinde
Y —V/(F) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izge bos bir ¢izgedir. O
halde, G,, — F' ¢izgesi G,, — Y — F ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. Diger
durumlarda G,, — F ¢izgesinde Y — V/(F’) kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis altcizge ya bir yol cizgeye izomorf olup baglantilidir ya da iki
bilesene sahip baglantisiz bir ¢izgedir. Geriye kalan cizgede Y — V/(F)
kiimesindeki her tepenin (eger varsa) Z —V (F') kiimesinde bir komgusu vardir.
Boylece Y — V/(F') kiimesindeki tiim tepeler G,, — Y — F’ ¢izgesine bagli olur.
Dolayisiyla, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

Tiim durumlar incelendiginde G,, — F' ¢izgesini baglantisiz yapmak icin iki
elemanl bir K ,—altyapi—kesim kiimenin yeterli olamayacag goriiliir. Buradan, n tek

ve n > 5 olmak tizere x°(G,,; K7 2) > 3 elde edilir. O

Asagidaki teorem ile n > 5 olmak iizere G, ¢izgesinin K o—yap1 baglantililik
ve K o—altyap: baglantililik degerleri ispat edilmistir.
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Teorem 4.2.9 n tek ve n > 5 olmak iizere x°(G,,; K12) = k(Gy; K12) = 3 esitligi
saglanir.

Ispat. [, F, ve Fj cizgeleri G, cizgesinin sirasiyla {ug, uy, z1}, {us,us, us} ve
{x3,v3,v4} tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izgeleri olsun. F, I, ve Fj cizgelerinin
her birinin K 5 ¢izgesine izomorf oldugu agiktir. ' = {F}, Fy, F3} olmak iizere usy
tepesi G, — F' ¢izgesinde izole tepedir. Dolayisiyla, n > 5 olmak tizere x(Gp; K1 2) <
3 elde edilir.

Yardimcr Teorem 4.2.8, k(G,; K12) > £°(Gp; K12) ve n > 5 olmak iizere
kK(Gn; K12) < 3 esitsizlikleri ile 3 > k(G,; K12) > k°(Gn; K12) > 3 olup
K(G; K1) = k°(Gp; K12) = 3 elde edilir. =

4.2.3 K, 3-Yap1 Baglantihhk ve K ;—Altyap: Baglantihhk

Bu bdliimde n tek ve n > 3 olmak iizere Goldberg snark G,, igin K, 3—yap1

baglantililik ve K 3—altyapr baglantililik de8erleri incelenmigtir.

Oncelikle asagidaki iki teorem ile Yardimc1 Teorem 4.2.3 kullanilarak n = 3

icin G, ¢izgesinin K| 3—altyap1 baglantililik degeri ispat edilmistir.

Teorem 4.2.10 n = 3 olmak iizere x*(G; K1 3) = 2 esitsizligi saglanir.

Ispat. K, ¢izgesi K, 3 ¢izgesinin baglantili bir altgizgesi oldugundan x°(G,,; K 3) <
k*(Gp; Ky 2) esitsizligi saglanir.  Verilen esitsizlik ve Teorem 4.2.7 yardimiyla

k*(Gs; K13) < 2 elde edilir.

Yardimci Teorem 4.2.3 ile x°(G3; K13) > 2 oldugundan ispat tamamlanmig

olur. O]

Calismanin geri kalaninda n = 3 i¢in G, ¢izgesinin K 3—yap1 baglantililik
degeri ve n tek, n > 5 i¢in ise (), ¢izgesinin hem K 3—yap1 baglantililik hem de

K g—altyap1 baglantililik degeri incelenmistir.

Asagidaki yardimci teorem ile n tek ve n > 5 olmak iizere G, ¢izgesinin

K s—altyap: baglantililik degeri i¢in bir alt sinir elde edilmistir.

Yardimci Teorem 4.2.11 n tek ve x°(G,,; K7 3) > 3 esitsizligi saglanir.
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Ispat. Celiski elde etmek icin F' cizgeler kiimesinin G,, ¢izgesinin iki elemanl bir
K, s-altyapi—kesim kiimesi oldugu kabul edilsin. F = {Fj, F,} olsun. Eger F
kiimesinin elemanlarindan hicbiri K 3 ¢izgesine izomorf degilse F' aym1 zamanda
bir K p—altyapi—kesim kiimedir. Yardimci Teorem 4.2.8 ile n > 5 olmak lizere
G, ¢izgesinin K o—altyapi—kesim kiimesinin en az ii¢ elemanli oldugu bilinmektedir.
Bu ise F' kiimesinin iki elemanl bir K 3—altyapi—kesim kiime olmas ile gelisir. O
halde, F' kiimesinin elemanlarindan biri K 3 ¢izgesine izomorf olmalidir. Genelligi

kaybetmeden F; ¢izgesi K 3 ¢izgesine izomorf olsun.
Durum 1. F; = K olsun.
1) |[V(Fy) nU| = 3 olsun.

Bu durum i¢in |V (F7) N X| = 1 oldugu acgiktr. G, — F ¢izgesinde V — V (F)
ve Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizgelerin her biri sirasiyla

Py, 1 ve P,_1 yol ¢izgelerine izomorf olup baglantilidir.

(i) V(Fy) CUyadaV(F,;) CV olsun.

G, — F cizgesinde Z — V(F’) kiimesindeki her tepenin Y — V(F') kiimesinde,
X —V(F) kimesindeki her tepenin de Z— V' (F’) kiimesinde tam olarak bir komsusu
vardir. O halde (Y —V(F))U(Z -V (F))U(X — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler
ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. n > 5 oldugundan geriye kalan cizgede
V — V(F) kiimesindeki bir tepeyi X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan
en az bir hatasiz ayrnt mutlaka vardir. V' — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis alt¢izge baglantili oldugundan, bu altgizge C' bilesenine baglanmis olur.
Ayrica, U — V/(F') kiimesindeki her tepenin X — V/(F') kiimesinde bir komsusu
oldugundan, U — V' (F') kiimesindeki tiim tepeler de C' bilesenine baghdir. O halde,
G, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

(i) V(Fy) CY yadaV(Fy) C Z olsun.

G, — F cizgesinde V' kiimesi hatasiz oldugundan, X — V/(F') kiimesindeki

her tepenin V' — V/(F') kiimesinde tam olarak bir komsusu vardir. Z — V(F)

kiimesindeki her tepenin de X — V/(F) kiimesinde en az bir komsusu vardir. O

halde, (V — V(F)) U (X — V(F)) U (Z — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni
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(iii)

bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. n > 5 oldugundan Y — V/(F) kiimesindeki
bir tepeyi Z — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka
vardir. Boylece, G,,[Y — V(F)] etkilenmis baglantili alt¢izge bu hatasiz ayrit ile
C bilesenine baglanir. Ayrica, U — V(F') kiimesindeki her tepenin X — V(F)
kiimesinde bir komgusu oldugundan, U — V(F') kiimesindeki tiim tepeler C

bilesenine bagh olur. O halde, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

V(F2) C X olsun.

G, — F cizgesinde Z — V(F’) kiimesindeki her tepenin Y — V(F') kiimesinde,
X —V(F) kimesindeki her tepenin de Z— V' (F’) kiimesinde tam olarak bir komsusu
vardir. Dolayisiyla (Y — V(F)) U (Z — V(F)) U (X — V(F)) kiimesindeki tim
tepeler ayni1 bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. G, — F' cizgesinde V' kiimesi
hatasiz oldugundan X — V(F') kiimesindeki her tepenin V' — V(F') kiimesinde
tam olarak bir komsusu olup C bileseni ile V' — V (F') kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmis baglantili altgizge birbirine bagli olur. Geriye kalan ¢izgede U — V(F))
kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge P, 3 ¢izgesine izomorf olup,
n > 5 oldugundan U — V/(F') kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F’) kiimesindeki bir
tepeye baglayan dolayisiyla C' bilesenine baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir.

Boylece, GG, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile gelisir.

(2) [V(F1) N V] = 3 olsun.

UUX kiimesi ile VUX kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan,

Durum 1 (1) i¢in yapilan agiklamalar bu durum icin de gecerlidir.

3) |[V(Fy)NU| = 1 olsun. Yani,

V(F)NX| =1,

V(F)NZ| =1, |V(F)NU| =1,

|V (F1) NV| =1 olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan

V(Fy) C UveV(F,) C V durumlarindan sadece V' (F3) C U durumu dikkate alinarak

ispat yapilmustir.

G, — F ¢izgesinde V — V(F') ve Y — V(F) kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altcizgelerin her biri baglantilidir.

i) V(F))NX =0ve V(F) NV = 0 olsun.
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(ii)

G, — F ¢izgesinde X — V(F) kiimesindeki her tepenin V' — V(F') kiimesinde
tam olarak bir ve Z — V/(F') kiimesindeki her tepenin de X — V' (F') kiimesinde
tam olarak iki komsusu vardir. O halde, (V — V(F)) U (X — V(F)) U (Z —
V(F')) kiimesindeki tiim tepeler aymi bilesendedir. Bu bilegen C' olsun. n > 5
oldugundan Y — V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V(F’) kiimesindeki bir tepeye
yani C bilegenine baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Ayrica, GG, — F' ¢cizgesinde
U — V(F) kiimesindeki her tepenin X — V'(F) kiimesinde bir komsusu olup, U —
V(F') kiimesindeki tiim tepeler de C' bilesenine bagli olur. O halde, G,, — F’ ¢izgesi
baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

V(F;) € X olsun.

G, — F ¢izgesinde Z — V(F) kiimesindeki her tepenin Y — V/(F) kiimesinde,
X —V(F) kimesindeki her tepenin de V' —V (/") kiimesinde tam olarak bir komsusu
vardir. Boylece, (Z — V(F)) U (Y — V(F)) ve (X — V(F)) U (V — V(F))
kiimelerindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizgelerin her biri baglantilidir. Bu
cizgeler sirastyla C ve Cy olsun. G,, — F' ¢izgesinde Z — V(F') kiimesindeki her
tepenin X — V(F) kiimesinde en az bir komsusu oldugundan, C; ve C; cizgeleri
birbirine baglh olur. Yani, GG,, — U — F ¢izgesi baglantili olur. Geriye kalan cizgede
U — V(F) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altgizge P, yol ¢izgesine
izomorf olup U — V' (F') kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F') kiimesindeki bir tepeye
baglayan hatasiz bir ayrit mutlaka vardir. Boylece, GG,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu

ise kabul ile celisir.

@D V(F)NU=0veV(F)NV =} olsun.

U kiimesi ile V kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan

V(Fy) C U ve V(Fy) C V durumlar benzer olup sadece V (F,) C U durumu dikkate

almarak ispat yapilmistir.

G, — F ¢izgesinde V — V(F) ve U — V(F') kiimelerindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altgizgelerin her biri baglantihdir. X — V/(F') kiimesindeki her tepenin

V — V(F) kiimesinde tam olarak bir komsusu ve Z — V' (F’) kiimesindeki her tepenin
de X — V(F) kiimesinde en az bir komsusu vardir. O halde, (V — V(F)) U (X —

V(F))U(Z — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni1 bilesendedir. Bu bilesen C' olsun.

52



@

(ii)

V(F3) NY = olsun.

n > 5oldugundan |Y —V(F)| > 2ve |[Ng,-r(Y —V(F))NZ| > 1lolup G,, — F
cizgesinde Y — V/(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V (F') kiimesindeki bir tepeye
baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Benzer sekilde, n > 5 oldugundan U — V' (F")
kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F’) kiimesindeki bir tepeye baglayan hatasiz bir ayrit
mutlaka vardir. Geriye kalan ¢izgede Y — V(F') ve U — V(F') kiimelerinin tepeleri
tarafindan etkilenmis altgizgelerin her biri baglantili oldugundan, bu hatasiz ayritlar
ile U — V(F) ve Y — V(F) kiimesindeki tiim tepeler C' bilesenine bagl olur. O
halde, GG,, — F’ ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

V(F2) CY olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altgizge ya
bir yol cizgeye izomorf olup baglantihidir ya da iki bilesene sahip baglantisiz bir
cizgedir. Y — V(F)) kiimesindeki her tepenin Z — V' (F) kiimesinde dolayisiyla
C' bileseninde bir komsusu vardir. Ayrica, X — V/(F') kiimesindeki her tepenin
U — V(F) kimesinde bir komgusu vardir. G,, — F ¢izgesinde U kiimesi hatasiz
olup U kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis altcizge baglantili oldugundan, U
kiimesindeki her tepe C' bilesenine bagl olur. O halde, GG,, — F' ¢izgesi baglantilidir.
Bu ise kabul ile celisir.

Durum 2. 5 = K ; olsun.

1) |[V(Fy) nU| = 3 olsun.

G, — F ¢izgesinde V — V(F) ve Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altgizgelerin her biri baglantilidir.

() V(F,)NU # (@ yadaV(Fy) NV # () olsun.

G, — F ¢izgesinde Z — V (F') kiimesindeki her tepenin Y — V' (F’) kiimesinde tam
olarak bir, X — V(F') kiimesindeki her tepenin ise Z — V(F') kiimesinde en az
bir komgusu vardir. Ayrica, n > 5 oldugundan V' — V(F') kiimesindeki bir tepeyi
X — V(F) kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece,
Y -V(F)U(X-V(F)U(Z-V(F))u(V —V(F)) kiimesindeki tiim tepeler
ayni bilesendedir. Yani, G,, — U — F’ ¢izgesi baglantihidur.
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e V(F,)NU # () olsun.
G, — F gizgesinde U — V(F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis
altcizge ya bir yol cizgeye izomorf olup baglantilidir ya da iki bilesene sahip
baglantisiz bir ¢izgedir. U — V(F') kiimesindeki her tepenin X — V/(F)
kiimesinde bir komsusu oldugundan, U — V(F') kiimesindeki tiim tepeler
G, — U — F cizgesine bagl olur. O halde, GG, — F ¢izgesi baglantilidur.
Bu ise kabul ile celisir.

e V(F,) NV # () olsun.
G, — F ¢izgesinde U — V' (F’) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izge
Py, 3 yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. n > 5 oldugundan U — V' (F)
kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F’) kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir
hatasiz aynit vardir. Boylece, G,,[U — V' (F')] etkilenmis alt¢izgesi G,, —U — F'
cizgesine en az bir hatasiz ayrit ile bagli olur. Dolayisiyla, G,, — F' cizgesi

baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

() V(F,)NY # (O yadaV(Fy) N Z # () olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V/(F) kiimesindeki her tepenin V' — V/(F') kiimesinde
tam olarak bir, Z — V/(F) kiimesindeki her tepenin ise X — V(F') kiimesinde
en az bir komgusu vardir. Boylece, (V — V(F)) U (X — V(F)) U (Z — V(F))
kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Ayrica, n > 5 ve G, [U — V(F)] ve
G,|Y — V(F)] altgizgelerin her biri baglantili oldugundan, U — V' (F") kiimesindeki
bir tepeyi X — V(F') kiilmesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit ve
Y — V/(F) kiimesindeki bir tepeyi Z — V(F’) kiimesindeki bir tepeye baglayan
en az bir hatasiz ayrit vardir. Dolayisiyla, geriye kalan cizgedeki tiim tepeler aym

bilesende olup GG, — F’ ¢izgesi baglantihidir. Bu ise kabul ile celisir.

(2) [V(Fy) N V] = 3 olsun.

U U X kiimesi ile V' U X kiimesi ve U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda
yer degistirilebilir oldugundan Durum 2 (1) i¢in yapilan aciklamalar bu durum icin de

gecerlidir.

3) |[V(F1) nU| =1 olsun.
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U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan
V(Fy) C U durumu ile V(F,) C V durumu ve |V(F) NU| = |[V(F) N X| =1
durumu ile |V (Fy) N V| = |V(F3) N X| = 1 durumu benzerdir. Bu nedenle, bu

durumlardan sadece V' (F3) C U U X durumu dikkate alinarak ispat yapilmigtir.

G, — F ¢izgesinde V — V(F) ve Y — V(F') kiimelerindeki tepeler tarafindan

etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir.

G, — F ¢izgesinde X — V (F') kiimesindeki her tepenin V' — V' (F") kiimesinde
tam olarak bir, Z — V (F") kiimesindeki her tepenin de X — V' (F') kiimesinde en az bir
komgusu vardir. Ayrica, n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 3 ve |[Ng,-r(Y =V (F))N
Z| > 3 olup Y — V(F) kiimesindeki bir tepeyi Z — V(F') kiimesindeki bir tepeye
baglayan bir hatasiz ayrit vardir. Boylece, (V —V (F))U(X —=V(F))U(Z -V (F))U
(Y — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Yani, G,, — U — F ¢izgesi

baglantilidir.

(i) V(F)NU # 0 olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V' (F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge ya
bir yol ¢izgeye izomorftur ya da iki bilesene sahip baglantisiz bir ¢izgedir. Geriye
kalan ¢izgede U — V/(F') kiimesindeki her tepenin X — V' (F’) kiimesinde yani G, —
U — F ¢izgesinde bir komgusu vardir. O halde, GG, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise
kabul ile celisir.

(i) V(Fy) N U = ( olsun.

G, — F ¢izgesinde U — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge
Py, yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. X — V/(F') kiimesindeki her
tepenin U — V(F') kiimesinde tam olarak bir komgusu vardir. Boylece, U — V (F)
kiimesindeki tepeler ile etkilenmis alt¢izge hatasiz bir aynitile G,, —U — F' ¢izgesine

bagl olur. Dolayisiyla, G, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

@DV(F)NU=0veV(F)NV =} olsun.

Gn — F ¢izgesinde V — V(F) ve U — V(F') kiimelerindeki tepeler tarafindan

etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir.
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U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan

V(F,) € U durumu ile V(F,) C V durumu ve |V () NU| = [V(F2)NX| =1
durumu ile |V (Fy) N V| = |V(F3) N X| = 1 durumu benzerdir. Bu nedenle, bu

durumlardan sadece V' (F3) C U U X durumu dikkate alinarak ispat yapilmigtir.

G, — F ¢izgesinde X — V (F') kiimesindeki her tepenin V' — V' (F') kiimesinde

tam olarak bir, Z — V(F') kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde en az bir

komsusu vardir. Ayrica, G, —F ¢izgesinde U —V ( F’) kiimesindeki bir tepeyi X —V (F)

kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. O halde, (V — V(F))U
(X =V(F)U(Z—-V(F))U (U — V(F)) kiimesinin tiim tepeleri ayn1 bilesendedir.

Yani, G,, — Y — F ¢izgesi baglantilildir.

@

(ii)

V(Fy) NY # (0 olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altgizge
ya bir yol ¢izgeye izomorftur ya da iki bilesene sahip baglantisiz bir ¢izgedir.
Geriye kalan cizgede Y — V/(F') kiimesindeki her tepenin (eger varsa) Z — V(F)
kiimesinde yani G,, —U — F ¢izgesinde bir komgusu vardir. O halde, GG, — F' ¢izgesi
baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

V(Fy)NY = (0 olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesindeki tepeler ile etkilenmig altgizge bir yol
yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2
ve |[Ng,—r(Y — V(F)) N Z| > 1 oldugundan Y — V(F') kiimesindeki bir tepeyi
7 — V(F) kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece,
Y —V/(F) kiimesindeki tepeler ile etkilenmis alt¢izge hatasiz bir ayritile G,,—Y — F
cizgesine bagh olur. Dolayisiyla, GG, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile
celigir.

Durum 3. /5 = K, olsun.

(1) V(F)) NU # ( olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F’) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izge

baglantilidir.

56



@

(ii)

V(Fy)NU # B ve V(Fy) NV = () olsun.

G, — F ¢izgesinde V' — V(F') kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis G,,[V —
V(F)] alt¢izgesi baglantilidir. G,, — F ¢izgesinde X — V/(F') kiimesindeki her
tepenin V' — V(F') kiimesinde bir komgusu olup (X — V(F)) U (V — V(F))
kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C olsun. Ayrica, Z — V (F')
kiimesindeki her tepenin de Y — V' (F") kiimesinde bir komsusu olup (Y — V' (F')) U
(Z — V(F)) kimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen de C5 olsun.
X —V/(F) kimesindeki bir tepeyi Z — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az
bir hatasiz ayrit oldugundan, C'; ve (5 bilesenleri bu hatasiz ayrit ile birbirine bagh
olur. Yani, G,, — U — F ¢izgesi baglantilidir. Geriye kalan ¢izgede U — V(F)
kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde bir komsusu vardir. Boylece,
U — V(F) kimesindeki tiim tepeler G,, — U — F' ¢izgesine bagli olur. O halde,
G, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

V(Fy) NV # O ve V(F,) NU = () olsun.

Eger |V (Fy)NU| = 1lise U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir
oldugundan, bu durum V(F,) N U # 0 ve V(F3) NV = () durumu ile ayn1 olup
Durum 3 (1) (i) i¢in yapilan agiklamalar bu durum i¢in de gecerlidir. O halde
|V (F1) NU| = 3 olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F), V — V(F) ve U — V(F) kiimelerinin tepeleri
tarafindan etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantihidir. Z — V' (F') kiimesindeki her
tepenin Y —V (F') kiimesinde bir komsusu vardir. O halde, (Z—V (F))U(Y =V (F))
kiimesindeki tiim tepeler aym bilesendedir. Bu bilesen C; olsun. Incelenmesi

gereken iki alt durum vardir.

o |V(Fy)NV|=1olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V (F') kiimesindeki her tepenin V' — V' (F') kiimesinde
bir komgusu vardir. O halde, (X — V(F)) U (V — V(F)) kiimesindeki tim
tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen (5 olsun. Ayrica, geriye kalan cizgede
Z — V(F) kiimesindeki her tepenin X — V' (F') kiimesinde bir komsgusu olup
C4 ve (5 bilesenleri birbirine baglt olur. n > 5 oldugundan U — V(F)
kiimesindeki bir tepeyi X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az
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bir hatasiz ayrit vardir. Boylece, U — V/(F') kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmis baglantili alt¢izge hatasiz bir ayrit ile C5 bilesenine bagh olur. O

halde, GG,, — I’ cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

o |V(F,)NV|# 1 olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V (F') kiimesindeki her tepenin Z — V' (F') kiimesinde
bir komsusu vardir. O halde, X —V (F’) kiimesindeki tiim tepeler C bilegenine
baghdir. Boylece, G,, — (U U V) — F ¢izgesi baglantihdir. Ayrica U — V(F)
kiimesindeki bir tepeyi X — V/(F') kiimesindeki bir tepeye ve V — V(F)
kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F’) kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir
hatasiz ayrit vardir. V' — V(F') ve U — V/(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmis altcizgelerin her biri baglantili oldugundan, bu alt¢izgeler hatasiz
ayrtlar ile G,, — (U U V) — F ¢izgesine bagh olur. O halde, G,, — F ¢izgesi

baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(iii) V(Fo) NU # (@ ve V(Fy) NV # () olsun.

Eger |V (F;) NU| = 3 ise Durum 3 (1) (i) i¢in yapilan agiklamalar bu durum i¢in
de gegerlidir. O halde |V (Fy) N U| = 1 olsun. Bu durumda F; ve F5 ¢izgelerinin

tepelerinin ayni blokta olup olmamasina gore iki alt durum vardir.

e [ ve F; cizgelerinin tepeleri ayni blokta olsun.
Bu durumda G,[U — V(F)] ve G,[V — V(F')] etkilenmis alt¢izgelerinin her
biri Ps,_9 yol ¢izgesine izomorf olup baglantilidir. Boylece, Durum 3 (1) (1)

icin yapilan aciklamalar bu durum i¢in de gegerlidir.

e [ ve F; cizgelerinin tepeleri farkli blokta olsun.
a,f € {0,1,...,2n — 1} olmak iizere u, € V(F}) olsun. Genelligi
kaybetmeden « ¢ift tam say1 olsun. Boylece, V(F1) = {ua, Tat1,Vat1, 25}
olsun. G, — F g¢izgesinde Z — V' (F') kiimesindeki her tepenin Y — V(F)
kiimesinde, X — V(F) — {z,} kiimesindeki her tepenin de Z — V(F)
kiimesinde bir komgusu vardir. Ayrica, U — V(F) — {uq1} ve V = V(F) —
{v,} kiimelerindeki her tepenin X — V(F') — {z,} kiimesinde bir komsusu

vardir. Boylece, G,, — F' — {Z 4, Uas1, Vo } ¢izgesi baglantilidir. Geriye kalan
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cizgede z,, tepesi hem v, tepesine hem de u,. tepesine komsu oldugundan,

G, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

(iv) V(Fy)NU =0 ve V(F,) NV = () olsun.
G — F gizgesinde U — V(F), Y — V(F) ve V. — V(F) kiimelerindeki tepeler
tarafindan etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir. X — V' (F) kiimesindeki her
tepenin V — V' (F') kiimesinde bir, Z — V' (F') kiimesindeki her tepenin de X — V' (F')
kiimesinde en az bir komgusu vardir. O halde, (X — V(F))U(V — V(F))U (Z —
V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. n > 5
oldugundan |Y —V(F)| > 2ve |Ng,-r(Y —V(F))NZ| > 1 esitsizlikleri mevcut
olup Y — V (F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F’) kiimesindeki bir tepeye baglayan
en az bir hatasiz ayrit vardir. Ayrica, n > 5 oldugundan U — V' (F') kiimesindeki
bir tepeyi X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit
mutlaka vardir. Y — V(F') ve U — V(F') kiimelerinin tepeleri tarafindan etkilenmis
alt¢izgelerin her biri baglantili oldugundan, bu alt¢izgeler hatasiz birer ayrit ile C'

bilesenine bagl olur. O halde, GG,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(2) [V(Fy) N V] = 3 olsun.
U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan, bu

durum |V (F;) NU| = 3 durumu ile aynt olup Durum 3 (1) i¢in yapilan agiklamalar bu

durum i¢in de gecerlidir.
@ V(F)NU=0veV(F,)NV =0 olsun.

G, — F ¢izgesinde V — V(F') ve U — V(F’) kiimesindeki tepeler tarafindan

etkilenmis altcizgelerin her biri baglantilidir.

() V(Fy)NU # 0 olsun.
G, — F ¢izgesinde X — V(F) kiimesindeki her tepenin V' — V(F') kiimesinde
tam olarak bir, Z — V/(F') kiimesindeki her tepenin de X — V(F') kiimesinde
en az bir komsgusu vardir. O halde, (V — V(F)) U (X — V(F)) U (Z — V(F))
kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. n > 5 oldugundan
Y — V(F)| > 2 ve |Ng, (Y — V(F))N Z| > 1 esitsizlikleri mevcut olup
Y —V(F) kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az
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(ii)

(111)

bir hatasiz ayrit vardir. Ayrica, n > 5 oldugundan U — V' (F) kiimesindeki bir tepeyi
X — V(F) kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit mutlaka vardir.
Y —V(F) ve U —V(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izgelerin her
biri baglantili oldugundan, bu altcizgeler hatasiz birer ayrit ile C' bilesenine bagl

olur. O halde, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

V(Fy)NY # ) olsun.

G, — F ¢izgesinde X — V(F) kiimesindeki her tepenin V' — V(F') kiimesinde
tam olarak bir, Z — V(F') kiimesindeki her tepenin X — V(F') kiimesinde en az
bir ve Y — V/(F) kiimesindeki her tepenin Z — V(F') kiimesinde tam olarak bir
komsusu vardir. Boylece, (X —V(F))U(Z -V (F))U(Y =V (F))U(V =V (F))
kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Yani, G,, — U — F' ¢izgesi baglantilidir.
Ayrica, X — V/(F') kiimesindeki her tepenin U — V(F') kiimesinde bir komgusu
olup U — V(F) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis baglantili alt¢izge en az
bir hatasiz ayrit ile G,, — U — F' ¢izgesine baglanir. O halde, G,, — F' cizgesi
baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

V(Fy)NU =0ve V(F,)NY = () olsun.

G, — F ¢izgesinde X — V(F') kiimesindeki her tepenin U — V' (F') kiimesinde bir,
Z — V(F) kiimesindeki her tepenin de X — V(F") kiimesinde en az bir komsusu
vardir. O halde, (U —V/(F))U(X =V (F))U(Z —V(F)) kiimesindeki tiim tepeler
ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C olsun. n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2 ve
|Ng,,—r(Y —V(F))NZ| > 1 oldugu agiktir. Boylece, V' — V (F') kiimesindeki bir
tepeyi X — V/(F') kiimesindeki bir tepeye ve Y — V/(F') kiimesindeki bir tepeyi
de Z — V(F) kimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir.
Geriye kalan cizgede Y — V(F') ve V' — V(F) kiimelerinin tepeleri ile etkilenmig
altcizgelerin her biri baglantili oldugundan bu altcizgeler hatasiz birer ayrit ile C'

bilesenine bagl olur. O halde, G,, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

Durum 4. 5 = K 3 olsun.

(1) V(Fy)NU # 0 olsun. Yani, |V (F)NU| =3 yada|V(F;)NU| =1 olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F’) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izge
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baglantilidir.

(i) |V(Fy)NU| = 3 olsun.

G, — F ¢izgesinde Z — V (F’) kiimesindeki her tepenin Y — V(F') kiimesinde bir
komgusu vardir. O halde, (Y — V(F)) U (Z — V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni
bilesendedir. Bu bilesen C olsun. Ayrica, GG, — F ¢izgesinde V' — V' (F') kiimesinin
tepeleri ile etkilenmis alt¢izge baglantili olup X — V(F') kiimesindeki her tepenin
V — V(F) kiimesinde bir komsusu vardir. Dolayisiyla, (X — V(F))U(V =V (F))
kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen C5 olsun. n > 5 oldugundan
geriye kalan ¢izgede X — V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F") kiimesindeki bir
tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece, C; ve (5 bilesenleri bu
hatasiz ayrit ile birbirine bagli olur. Yani, GG,, — U — F’ ¢izgesi baglantllidir. G, — F’
cizgesinde U — V/(F') kiimesindeki her tepenin X — V'(F") kiimesinde bir komgusu
olup U — V(F') kiimesindeki tiim tepeler GG,, — U — F ¢izgesine bagl olur. O halde,
G, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(ii) |V (F2) N V] = 3 olsun.

(@) |V(Fy)NU| =3 olsun.
G, — F ¢izgesinde Z — V (F) kimesindeki her tepenin Y — V' (F’) kiimesinde,
X — V(F) kimesindeki her tepenin de Z — V (F) kiimesinde bir komsusu
vardir. O halde, (Y — V(F)) U (Z — V(F)) U (X — V(F)) kiimesindeki
tiim tepeler ayni1 bilesendedir. G,, — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V (F)
kiimelerinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izgelerin her biri P, 3 yol
cizgesine izomorf olup baglantilidir. n > 5 oldugundan geriye kalan ¢izgede
bu yol ¢izgelerin her ikisindeki en az bir tepenin X — V' (F') kiimesinde bir
komsusu vardir. Boylece, geriye kalan ¢izgedeki tiim tepeler ayni bilesende
olup GG,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(b) |V(Fy)NU| =1 olsun.
G, — F ¢izgesinde U kiimesi ile V kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir
oldugundan bu durum |V (Fy) NU| = 3 ve |V(Fy) NU| = 1 durumu ile
aynidir. Bu nedenle, Durum 4 (1) (i) i¢in yapilan agiklamalar bu durum icin
de gecerlidir.
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(111)

(iv)

V(Fy)NU =0ve V(F,) NV = olsun.

Gn — F gizgesinde V — V(F) ve U — V(F) kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis altgizgelerin her biri baglantihidir. X — V/(F) kiimesindeki her
tepenin V' — V/(F) kiimesinde bir komsusu, Z — V/(F') kiimesindeki her
tepenin de X — V/(F) kiimesinde en az bir komsusu vardi. O halde,
(V=V(F))U(X—=V(F))U(Z—-V(F)) kimesindeki tim tepeler ayn1 bilesendedir.
Bu bilegen C olsun. n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2 ve |Ng,_r(Y = V(F))N
Z)| > 1 oldugundan Y — V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F') kiimesindeki bir
tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Ayrica, n > 5 oldugundan U — V' (F')
kiimesindeki bir tepeyi de X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir
hatasiz ayrit mutlaka vardir. Y — V(F) ve U — V(F) kiimelerinin tepeleri ile
etkilenmis G,,[Y — V(F)] ve G,,[U — V (F)] altgizgeleri baglantili oldugundan bu
baglantili ¢izgeler hatasiz ayritlar ile C bilesenine bagh olur. O halde G,, — F

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

V(Fy)NU # B ve V(Fy) NV # () olsun.

[V(F)NU| =1, |[V(F)NV| =1, |[V(Fo)NX| = 1ve |[V(F2)NZ]| = 1 olur. F} ve
F; cizgelerinin ikisi de K 3 ¢izgesine izomorf oldugundan |V (F,)NU| = 3 durumu
Durum 4 (1) (i) durumundaki bir F' kiimesi ile aynidir. Bu nedenle, |V (F;)NU| =1
durumunu incelemek yeterlidir. Bu durumda |V (Fy) N U| =1, |V(F)NV| =1,
[V(Fi)NX|=1ve|V(F)NZ| =1olur

G, — F ¢izgesinde U — V(F) ve V — V(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmis altgizgelerden en az biri baglantili olsun. Genelligi kaybetmeden
V — V(F) kiimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izge baglantili olsun. Bu
durum Durum 4 (1) (i) durumu ile aynidir. Yani, G, — F’ ¢izgesi baglantilidir. Bu
ise kabul ile ¢elisir. O halde U — V' (F') ve V —V (F') kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmig altgizgelerin her ikisi de baglantisiz olsun. «, 5 € {0,1,...,2n — 1}
olmak iizere u, € V(F;) ve ug € V(F,) olsun. Genelligi kaybetmeden o < 3
olsun. G,, — F ¢izgesinde ug41, Uat2, - - -, Ug—1 tepeleri bir yol ¢izge iizerindedir.
Yani bu tepeler ayn1 bilesendedir. Bu bilesen ' olsun. Benzer sekilde, G,, — F'

cizgesinde ugy 1, Ug2, - . ., Ua—1 tepeleri bir yol ¢izge lizerindedir. Yani bu tepeler
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ayni bilesendedir. Bu bilesen C5 olsun.

(a) a ve [ tek tam say1 olsun.

&

G,, — F ¢izgesinde v,, V41, - - - , Ug—2 tepeleri bir yol ¢izge lizerindedir. Bu
tepelere karsilik gelen z,, o1, . . ., Tg—2 tepeleri sirasiyla vy, Vot1, - - ., Vg2
tepelerine komsudur. Boylece, vy, Vat1; - - -, Vg—2, Tas Tati, - - -, Ta—2 tepeleri

ayn1 bilesendedir. Bu bilesen D; olsun. Benzer sekilde, GG,, — F' ¢izgesinde

Vg, V41, - - - , Ua—2 tepeleri bir yol ¢izge tizerindedir. Bu tepelere kargilik gelen
T8, TB+41, - - -, La—2 tepelert sirasiyla vg, vy, ..., vq—2 tepelerine komsudur.
O halde, vg, vg11, ..., Va—2, T8, Tg41, - - - , Ta—2 tepeleri aym bilesendedir. Bu

bilesen D5 olsun.
C, bileseninden ug; o ve u,—; tepeleri ele alinsin. (' bilesenindeki ug,o
tepesi D, bilesenindeki xs,, tepesine, u,—; tepesi de D; bilesenindeki x,

tepesine komsudur (Bknz. Sekil 4.1).

Cy
Uag+1  Wa+2 U3  Up—2 Ug-1 U+l Ugy2 UB+3 Ua—2 Ug—1
21 b Y1
D, P 2
e e |
Ty 3-4 Tp-3 L3-2 41 o4 Ta-3 Ta-—2 1
I I I . Z”'Z»—I ynf‘l
R — Yn—1
Vo Vatl Up-4 Up-3 V32 Ug U3+l Vg—q4 Va-3 Va-2
G* G

Sekil 4.1 o ve (8 tek tam say1 oldugunda G,, — F’ cizgesi

(b) « ve 3 ¢ift tam say1 olsun.

G,, — F ¢izgesinde vqy2, Va3, - - -, Vg tepeleri bir yol ¢izge iizerindedir. Bu
tepelere karsilik gelen x,12, Zoy3, - . ., T tepeleri sirasiyla vo 12, Vo3, - - ., Vg
tepelerine komsudur. Boylece, vo+2, Va3, - - -, Ug, Tat2, Tats, - - - , T tepeleri

ayn1 bilesendedir. Bu bilesen D; olsun. Benzer sekilde, GG,, — F' ¢izgesinde
V42, Vg43, - - -, Uq tepeleri bir yol ¢izge tizerindedir. Bu tepelere kargilik gelen
342, Tp4s, - - -, T tepelert sirastyla vgio, vgys, . . ., U, tepelerine komsudur.
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D,

Boylece, vsy2, Vg43; - - ., Va, Ta42, L343, - - - , Lo tepeleri ayni bilesendedir. Bu
bilesen D5 olsun.

C, bileseninden ug;; ve u,—1 tepeleri ele alinsin. C' bilesenindeki ugy4
tepesi [; bilesenindeki xs tepesine, u,_; tepesi de D bilesenindeki o

tepesine komsudur (Bknz. Sekil 4.2).

Cl CQ
Ug+1  Wat2 Uey3  Ug—2  Ug—] UG+l U2 UB+3 Ua—2 Ua—1
*————0 - - P Yo
» N1
P Yo
1
Tat2 Lat3d T3L X Ty L34+2 L3+s |
I I Zn?»—-I UYn—2
) R Yn—1
Vat2 Vat+3 Up-2 Vg-1 U UB+2 UB+3 Va—2 Va-1 Ua
G* 4

(©

(d)

Sekil 4.2 o ve (3 ¢cift tam say1 oldugunda G, — F’ ¢izgesi

a tek ve (3 ¢ift tam say1 olsun.

G, — F c¢izgesinde vy, Va+1,- - ., vg tepeleri bir yol ¢gizge iizerindedir. Bu
tepelere karsilik gelen x,,%q41,...,2p tepeleri sirastyla v,,vq41,...,08
tepelerine komgudur. Boylece, vy, Vot1,---,08, Ta, Tat1,---, L3 tepeleri

ayn1 bilesendedir. Bu bilesen D; olsun. Benzer sekilde, GG,, — F' ¢izgesinde

V42, Vg43, - - -, Ug—2 tepeleri bir yol ¢izge lizerindedir. Bu tepelere kargilik
gelen 349, Tg43,...,Tq—2 tepeleri sirasiyla vgio, Vgys, . .., Va2 tepelerine
komsudur. Boylece, vsy2, V543, ..., Va—2, T+2, Ta43, - - . , Ta—2 tepeleri aym

bilesendedir. Bu bilesen D5 olsun.

C, bileseninden ug;s ve u,—1 tepeleri ele alinsin. C5 bilesenindeki ug, o
tepesi [, bilesenindeki xg, 3 tepesine, u,—1 tepesi de D; bilesenindeki x,

tepesine komsudur (Bknz. Sekil 4.3).

« gift ve /3 tek tam say1 olsun.
G, — F cizgesinde Vn42,Vq43,...,0Vp—2 tepeleri bir yol c¢izge
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Ch

D,

Dy

&

U+l  Uat2 Uat3  Up-2  Up-1 U1 Uprz UBE3 Ua—2 Ug-1

21 b U1

22 0—@
D2 | Y2
+3 Ta—4 La-3 Ta—2 |
4 ZnZQ—I Yn—2
— Yn—-1
Vo Va1l Up-2 Us-1 vg Us+2 U343 Ua-q4 Va-3 Va-2
G* G’

Sekil 4.3 o tek ve [ cift tam say1 oldugunda G, — F' ¢izgesi

tizerindedir. Bu tepelere karsihk gelen 442, %Taq3,...,%5-2
tepeleri sirastyla vo42, Va3, ...,08—2 tepelerine komsudur. Boylece,
Vat2, Vat3, - - - V-2, Tat2, Tats, - - -, Tg—2 tepeleri aym bilesendedir. Bu

bilesen D, olsun. Benzer sekilde, G, — F' ¢izgesinde vg, vg41, . . . , U, tepeleri

bir yol ¢izge iizerindedir. Bu tepelere karsihk gelen xg,241,...,%q
tepeleri  swrasiyla  vg,vg41,...,v, tepelerine komsudur. Boylece,
VB, V341, - - - s Uay T3, Ta4+1, - - -, Lo tepeleri aym bilesendedir.  Bu bilesen
D5 olsun.

(' bileseninden iki tane tepe ele alinsin. Bu tepeler ug_; ve 1442 olsun. C4
bilesenindeki ug_; tepesi D bilesenindeki z3 tepesine, w42 tepesi de D

bilesenindeki z 3 tepesine komsudur (Bknz. Sekil 4.4).

&

U+l  Uat2 Ua+3  Up—2  Ug-1 UB+1 Ut UBH3 Ua—2 Ug—1

*——o — - *———o —-0—0 ® Yo

Tas2 L4+3 Tp—4 Tp-3 Lp-2

I o I I I zn‘ZO—I Yn—2
— Yn—1

Va+2 Va+3 UB-4 Up-3 Vg 2 U3 V341 Va—2 Va-1 Vg

G* G

Sekil 4.4 o cift ve 3 tek tam say1 oldugunda GG,, — F’ ¢izgesi
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(a), (b) ve (c) durumlarinda C'5 bilesenini Dy ve D bilesenine baglayan hatasiz
ayritlar olup V' (D;) U V(D2) U V(Cy) kiimesindeki tiim tepeler ayn1 bilesendedir.
(' bileseni en az bir tepe igerdiginden ve U — V' (F") kiimesindeki her tepenin X —
V(F') kiimesinde bir komgusu oldugundan C bilesenindeki bir tepenin D; ya da
D, bileseninde bir komgusu vardir. (d) durumunda ise C'; bileseni hatasiz ayritlar ile
D, ve D, bilesenlerine bagli olup V' (D;)UV (D2)UV (C4) kiilmesindeki tiim tepeler
aym1 bilesendedir. C5 bilegeni en az bir tepe igerdiginden ve U — V' (F') kiimesindeki
her tepenin X — V(F') kiimesinde bir komsusu oldugundan C; bilesenindeki bir
tepenin D, ya da D bileseninde bir komsusu vardir. Dolayisiyla, tiim durumlarda
(U—-V(F)U(X =V (F))U(V —V(F)) kimesinin tepeleri tarafindan etkilenmis

altcizge baglantilidir. Bu ¢izge G* olsun.

G, — F ¢izgesinde Z — V (F') kiimesindeki her tepenin Y — V(F') kiimesinde
bir komsusu vardir. Yani, (Y — V(F)) U (Z — V(F')) kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmis altgizge baglantilidir. Bu ¢izge G olsun. Ayrica, Z — V' (F') kiimesindeki
her tepenin X — V/(F') kiimesinde en az bir komsusu oldugundan, G* ve G’
baglantili ¢izgelerini baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Dolayisiyla, G,, — F'

cizgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celisir.

(2) |V(F1) N V] = 3 olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan bu
durum |V (Fy) N U| = 3 durumu ile aynidir. Bu nedenle, Durum 4 (1) i¢in yapilan

aciklamalar bu durum i¢in de gecerlidir.
QV(F)NU=0veV(F,)NV =} olsun.

G, — F ¢izgesinde V — V(F) ve U — V(F') kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmig altgizgelerin her biri baglantihidir. X — V/(F') kiimesindeki her tepenin
V —V/(F') kiimesinde tam olarak bir, Z — V' ( F') kiimesindeki her tepenin de X — V' (F")
kiimesinde en az bir komsgusu vardir. O halde, (Z -V (F))U(X -V (F))U(V -V (F))
kiimesindeki tiim tepeler ayni bilegsendedir. n > 5 oldugundan U — V' (F") kiimesindeki
bir tepeyi X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit mutlaka

vardir. Boylece, G, — Y — F’ ¢izgesi baglantihidir.
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(i) V(F2)NU # 0 olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F’) kiimesindeki tepeler tarafindan etkilenmis altcizge
baglantilidir. n > 5 oldugundan |Y — V(F)| > 2ve |Ng, _p(Y =V(F)NZ)| > 1
oldugundan, Y — V(F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V (F') kiimesindeki bir tepeye
baglayan en az bir hatasiz ayrit vardir. Boylece Y — V/(F') kiimesindeki tepeler
tarafindan etkilenmis alt¢izge ile G;, — Y — F' ¢izgesi en az bir hatasiz ayrit ile

birbirine bagli olur. Boylece, G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

(i) |V(Fy)NV| =3 olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan bu durum
|V(F2) N U| = 3 durumu ile aynidir. Bu nedenle, Durum 4 (3) (i) i¢in yapilan

aciklamalar bu durum icin de gecerlidir.

(i) V(Fy)NU =0 ve V(Fy) NV = olsun.

G, — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesindeki her tepenin (eger varsa) Z — V (F)
kiimesinde bir komgusu vardir. Boylece, Y — V/(F') kiimesindeki her tepe
G, — Y — F c¢izgesine bagh olup G,, — F' ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile
celigir.

Tiim durumlar incelendiginde G,, — F' ¢izgesini baglantisiz yapmak i¢in iki elemanl
bir K; s—altyapi—kesim kiimenin yeterli olamayacag1 goriiliir. Buradan, n tek ve n > 5

olmak iizere x*(G,,; K1 3) > 3 elde edilir. O

Asagidaki yardimci teorem ile n tek, n > 3 olmak iizere G, ¢izgesinin

K 3—yap1 baglantililik degeri i¢in bir iist sinir elde edilmistir.

Yardimc1 Teorem 4.2.12 n tek, n > 3 olmak iizere k(G,; K;3) < 3 esitsizligi
saglanir.

Ispat. I, F, ve F cizgeleri G,, cizgesinin sirasiyla {u1, xo, 20,00}, {x2, 23, 21,91}

ve {us,uy,us, x5} tepeleri tarafindan etkilenmis altgizgeleri olsun. Fj, Fy ve Fj

cizgelerinin her birinin K 3 ¢izgesine izomorf oldugu aciktir. F' = {Fy, Fy, F3} olmak

lizere u, tepesi G,, — F' ¢izgesinde izole tepedir. Dolayisiyla, n tek ve n > 3 olmak

tizere k(G,,; K1 3) < 3 elde edilir. O
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Yardimcr Teorem 4.2.11, Yardimer Teorem 4.2.12 ve k(Gp; Ki3)
k% (Gp; Ky 3) esitsizligi ile n tek, n > 5 olmak iizere 3 > k(G,; Ki3)

ALY,

k°(Gp; K1 3) > 3 olup asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.13 n tek, n > 5 olmak iizere k°(G,; K13) = k(G,; K1 3) = 3 esitligi
saglanir.

Asagidaki teorem ile de n = 3 olmak iizere G, cizgesinin K, 3—yapi
baglantililik degeri ispat edilmistir. Bdylece, n tek, n > 3 olmak lizere tiim tek
n degerleri i¢in G, cizgesinin K s—yap1 baglantililik ve K, s—altyapr baglantililik

degerleri ispat edilmis olur.

Teorem 4.2.14 n = 3 olmak iizere x(G,; K1 3) = 3 esitligi saglanir.

Ispat. Yardimc1 Teorem 4.2.12 ile n = 3 olmak iizere #x(G,; K13) < 3 oldugu
bilinmektedir. Ispati tamamlamak igin % (Gs; K 3) > 3 oldugunu gostermek yeterlidir.
Herhangi bir G ¢izgesi ve H-yapi-kesim kiimesi i¢in x(G; H) > x*(G; H) oldugundan
Yardimci Teorem 4.2.3 yardimi ile x(G3;Ky3) > 2 elde edili. O halde, G
cizgesinin iki elemanli bir K 3—yapi-kesim kiimesinin olamayacagim gostermek
yeterlidir. Celigki elde etmek icin /" kiimesi ('3 ¢izgesinin K 3—yapi—kesim kiimesi
olsun. F' = {Fy, F»} olsun. F kiimesinin elemanlarinin her ikisinin de K 3 ¢izgesine

izomorf oldugu aciktir.

(1) V(F1) NU # 0 olsun.

(1) |V(Fy)NU| =3yada|V(Fy)NV|=3olsun.
Yardimci Teorem 4.2.11 ispatinda Durum 4 (1) (i) ve Durum 4 (1) (ii) i¢in yapilan
agiklamalar n = 3 oldugunda |V (F,) N U| = 3 yada |V (F;) N V| = 3 durumlar
icin de gecerlidir.

(i) V(Fy)NU =0ve V(Fy) NV = () olsun.

G5 — F ¢izgesinde V — V(F) ve U — V(F) kiimesindeki tepeler tarafindan
etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir. X — V' (F') kiimesindeki her tepenin
V-V (F) kiimesinde bir komsusu, Z—V (F') kiimesindeki her tepenin de X — V' (F)
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(iii)

kiimesinde en az bir komsusu vardir. O halde, (V — V(F))U (X — V(F))U(Z —
V(F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni bilesendedir. Bu bilesen C' olsun. Ayrica,
|Ng,—r(U — V(F)) N X)| > 1 oldugundan U — V(F) kiimesindeki bir tepeyi
de X — V(F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit mutlaka
vardir. U — V/(F) kiimesinin tepeleri ile etkilenmisg altgizge baglantili oldugundan
bu baglantili ¢izge hatasiz ayritlar ile C' bilesenine bagh olur. Yani, G3 — Y — F
cizgesi baglantilidir.

Eger |V(F,) NY| = 3 ise G5 — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesinin tepeleri ile
etkilenmis altcizge bos bir ¢izgedir. Bu durumda, G5 — F' ¢izgesi G3 — Y — F
cizgesine izomorf olup baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir.

Eger |V (Fy) NY| = 1ise, G3 — F ¢izgesinde Y — V(F') kiimesinin tepeleri ile
etkilenmis alt¢izge P» yol ¢izgesine izomorftur. Ayrica, |Ng,—r(Y =V (F))NZ)| >
1 oldugu agiktir. Yani, Y —V (F') kiimesindeki bir tepeyi Z — V' (F') kiimesindeki bir
tepeye baglayan en az bir hatasiz ayrit mutlaka vardir. Yani, Y — V(F) kiimesinin
tepeleri ile etkilenmis P, cizgesi G3 — Y — F' ¢izgesine en az bir hatasiz ayrit ile

bagl olur. Dolayisiyla, G5 — F’ ¢izgesi baglantilidir. Bu ise kabul ile celigir.

V(Fy)NU # B ve V(Fy) NV # () olsun.

Fy ve F; gizgelerinin ikisi de K 3 ¢izgesine izomorf oldugundan |V (F) NU| =3
V(F)NU| =1

durumu (1) (1) durumundaki bir F' kiimesi ile aynidir. Bu nedenle,

durumunu incelemek yeterlidir.

G3 — F ¢izgesinde U — V(F) ve V — V(F') kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmis alt¢izgelerden en az biri baglantili oldugunda, Yardimci Teorem 4.2.11

ispatinda Durum 4 (1) (iv) i¢in yapilan aciklamalar bu durum i¢in de gecerlidir.

G5 — F ¢izgesinde U — V(F') ve V — V(F) kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmig alt¢izgelerden her ikisi baglantisiz olsun. «, 5 € {0,1,...,5} olmak
izere u, € V(Fy) ve ug € V(F3) olsun. Geriye kalan ¢izgede U — V(F') ve
V — V(F') kiimelerinin tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izgelerden her ikisinin
baglantisiz olabilmesi i¢in « ve /3 tam sayilarinin ya her ikisi tek ya da her ikisi cift

tam say1 olmalidir. O halde, Yardimci Teorem 4.2.11 ispatinda Durum 4 (1) (iv)

ispatinin (c) ve (d) agiklamalart diginda yapilan tiim agiklamalar bu durum igin de
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gecerlidir.
(2) |V(Fy) N V| = 3 olsun.

U kiimesi ile V' kiimesi kendi aralarinda yer degistirilebilir oldugundan bu durum
|V(F1) N U| = 3 durumu ile aymidir. Bu nedenle, (1) durumu igin yapilan

aciklamalar bu durum i¢in de gecerlidir.
Q) V(F)NU =0 ve V(F)NV = () olsun.

Gs — F ¢izgesinde V — V(F) ve U — V(F') kiimelerinin tepeleri tarafindan
etkilenmis alt¢izgelerin her biri baglantilidir. X — V' (F') kiimesindeki her tepenin
V — V(F) kiimesinde tam olarak bir, Z — V(F') kiimesindeki her tepenin de
X — V(F) kiimesinde en az bir komgusu vardir. O halde, (Z — V(F)) U (X —
V(F))U(V =V (F)) kiimesindeki tiim tepeler ayni1 bilesendedir. Ayrica, U — V (F)
kiimesindeki bir tepeyi X — V' (F') kiimesindeki bir tepeye baglayan en az bir hatasiz

ayrit mutlaka vardir. Boylece, G3 — Y — F' ¢izgesi baglantilidir.

Eger |V (F1)NY| = 3ise G3— I ¢izgesinde Y —V (F') kiimesinin tepeleri tarafindan
etkilenmig altcizge bos bir ¢izgedir. Bu durumda, G5 — F' ¢izgesi G — Y — F
cizgesine izomorf olup baglantilidir. Bu ise kabul ile ¢elisir. O halde |V (F;)NY| =
1 olsun. Yardimci Teorem 4.2.11 ispatinda Durum 4 (3) i¢in yapilan ac¢iklamalar bu
durum i¢in de gecerlidir.

Tim durumlar incelendiginde Gs — F' cizgesini baglantisiz yapmak i¢in iki
elemanl bir /; 3—altyapi—kesim kiimenin yeterli olamayacag1 goriiliir. Buradan,

k°(Gs; K13) > 3 elde edilip ispat tamamlanir. O
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S. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda, 3-regiiler bir ¢izge sinifi olan Goldberg snark G, lizerinde

baglantililik, siiper baglantililik ve yap1 baglantililik degerleri incelenmistir.

Oncelikle G, ¢izgesinin baglantililik ve ayrit baglantililik degerlerinin n >
3 olmak iizere 3 oldugu gosterilmigtir. Ardindan, G,, ¢izgesinin siiper baglantililik
ve siliper ayrit baglantililik degerlerinin n = 3 iken 3 oldugu, n tek, n > 5 iken
4 oldugu ispat edilmistir. G,, ¢izgesinin baglantililik ve siiper baglantililik ile elde
edilen sonuglarindan yararlanarak n tek, n > 5 iken G, ¢izgesinin siiper baglantili ve
stiper ayrit baglantili oldugu, n = 3 iken G,, ¢izgesinin siiper baglantili olmadig1 ifade

edilmistir.

Ardindan F' kiimesi G,, cizgesinin altgizgelerinden olusan bir kiime olmak
izere G, ¢izgesinden silindiginde G,, — F' ¢izgesini baglantili yapan F' kiimesinin
G, cizgesinin hangi tepeler kiimesinin elemanlarini icerdigi ispat edilmistir. Elde
edilen bu sonu¢ G,, ¢izgesinin m € {1, 2,3} olmak iizere K ,,—yap1 baglantililik ve
K ,,—altyapr baglantililik degerlerinin ispatinda kullanilan oldukga yararli bir sonug

olmustur.

n = 3 olmak iizere (), cizgesinin K, -yapr baglantililik ve K ;—altyap:
baglantililik degerlerinin 2 oldugu, n tek, n > 5 olmak iizere G, ¢izgesinin K ;—yap1
baglantililik ve K ;—altyap: baglantililik degerlerinin 3 oldugu ispat edilmistir. G,
cizgesinin K o—yap1 baglantililik ve K o—altyapr baglantililik degerleri igin ise n = 3
iken k(G,; K12) = K*(Gp;Ki2) = 2 ve n tek, n > 5 iken k(G,; Ki2) =
k°(Gp; Ky 2) = 3 elde edilmistir.

Son olarak, n > 3 olmak iizere G, ¢izgesinin K 3—yap1 baglantililik ve
K, z—altyapr baglantililik degerleri incelenmistir. n = 3 oldugunda G, ¢izgesinin
K 3—yap1 baglantililik degerinin 3 oldugu ve K s—altyap: baglantililik degerinin ise
2 oldugu ispat edilmistir. n tek, n > 5 olmak tizere x(G,; K13) = k°(Gp; K13) = 3

olarak belirlenmisgtir.
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