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Bir ağ basit bağlantılı bir çizge olarak modellenmektedir. Ağ güvenirliği ve 

hataya dayanıklılık bir ağın performansını değerlendirmek için önemli ölçütlerdir.  

Ağın performans göstergelerinden biri bağlantılılık parametresidir. Ancak bu 

parametre, yalnızca tek bir tepenin hatasını dikkate alır ve tepenin tüm komşularının 

aynı anda arızalanacağını kabul eder. Bu nedenle, bir ağın yapı hatasını göz ardı eder. 

Bu eksikliklerden dolayı, süper bağlantılılık, yapı bağlantılılık ve altyapı bağlantılılık 

gibi çeşitli bağlantılılık parametreleri tanımlanmıştır. 

 Bir çizgeden silindiğinde çizgeyi bağlantısız ya da tek bir izole tepeye izomorf 

hale getiren minimum tepe sayısı (sırasıyla ayrıt sayısı) bağlantılılık (sırasıyla ayrıt 

bağlantılılık) sayısına karşılık gelirken, çizgeyi izole tepe içermeyen bağlantısız bir 

çizge haline getiren minimum tepe sayısı (sırasıyla ayrıt sayısı) ise süper bağlantılılık 

(sırasıyla süper ayrıt bağlantılılık) sayısına karşılık gelir.   

 𝐺 bağlantılı bir çizge ve 𝐻 çizgesi 𝐺 çizgesinin bir altçizgesi olsun. 𝐺 

çizgesinin  𝐻 − yapı bağlantılılığı (sırasıyla 𝐻 −altyapı bağlantılılığı)  𝐺 çizgesinden 

her bir elemanı 𝐻 ile (sırasıyla 𝐻 çizgesinin bağlantılı bir altçizgesi ile) izomorf olan 

altçizgelerin kümesinin tepeleri silindiğinde çizgeyi bağlantısız yapan minimum 

eleman sayısıdır. 

Bu tez çalışmasında, kübik bir çizge olan Goldberg snark üzerinde 

bağlantılılık, ayrıt bağlantılılık, süper bağlantılılık, süper ayrıt bağlantılılık, yapı 

bağlantılılık ve altyapı bağlantılılık parametreleri incelenmiştir.   

Anahtar Kelimeler: Çizge Teorisi, Bağlantılılık, Süper Bağlantılılık, Yapı 

Bağlantılılık, Altyapı Bağlantılılık, Goldberg Snark 
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A network is modeled as a simple connected graph. The reliability and fault 

tolerance of a network are important indicators for evaluating its performance. One of 

performance indicators of a network is the connectivity parameter. However, this 

parameter only considers the failure of a single vertex and assumes that all its 

neighbors fail simultaneously. Therefore, it ignores structural faults of a network. Due 

to these shortcomings, various connectivity parameters such as super connectivity, 

structure-connectivity, and substructure-connectivity have been defined. 

The connectivity (respectively, edge connectivity) is the minimum number of 

vertices (respectively, edges) to delete to make the graph disconnected or isomorphic 

to a single isolated vertex. The super connectivity (respectively, super edge 

connectivity) is the minimum number of vertices (respectively, edges) to delete to 

make the graph disconnected without isolated vertices.  

Let 𝐺 be a connected graph and 𝐻 be a subgraph of 𝐺. The 𝐻 −structure 

connectivity (respectively, 𝐻 −substructure connectivity) of 𝐺 is the minimum 

cardinality of a set of connected subgraphs in 𝐺, whose removal disconnects  𝐺 and 

each element in the set is isomorphic to 𝐻 (respectively, a connected subgraph of 𝐻). 

In this thesis, connectivity, edge connectivity, super connectivity, super edge 

connectivity, structure connectivity and substructure connectivity parameters are 

examined on the Goldberg snark, which is a cubic graph. connectivity. 

Keywords: Graph Theory, Connectivity, Super Connectivity, Structure Connectivity, 

Substructure Connectivity, Goldberg Snark 
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1. GİRİŞ

Bir ağ merkezleri çizgenin tepelerine, merkezler arasındaki ilişkileri de çizgenin

ayrıtlarına karşılık gelecek şekilde basit bağlantılı bir çizge olarak modellenmektedir.

Bir ağdaki temel problemlerden biri, veri akışının devamlılığının sağlanmasıdır. Diğer

bir deyişle, ağın merkezlerinde ya da merkezler arasındaki bağlantılarda meydana

gelebilecek olası hasarlardan sonra geriye kalan ağda herhangi iki merkez arasında

iletişimin devam edip etmeyeceği oldukça önemlidir. Ağın güvenirliği ve hataya

dayanıklılık bir ağın performansını değerlendirmek için önemli ölçütlerdir. Bu ve

benzeri problemlerin incelenmesi için çizgeler üzerinde bağlantılılık kavramı ortaya

atılmış, zaman içinde çeşitli versiyonları da incelenmiştir. Fakat bu parametre herhangi

bir tepenin bütün komşularının aynı anda arızalanacağını kabul etmektedir, bu nedenle

bu parametre birçok eksikliğe sahiptir. Bu dezavantajı telafi etmek için, 1983 yılında

Harary (Harary, 1983), kalan her bağlantılı bileşenin, arızalı tepelerin silinmesinden

sonra belirli bir özelliğe sahip olduğu koşullu bağlantılılık kavramını önermiştir.

G bağlantılı bir çizge ve P özelliği, çizgeler üzerinde tanımlı bir özellik olmak

üzere, koşullu bağlantılılık sayısı G çizgesinden silindiğinde kalan her bir bileşen

P özelliğine sahip olacak şekilde geriye kalan çizgeyi bağlantısız yapan minimum

tepe sayısı olarak tanımlanmıştır ve κ(G;P ) ile gösterilir. Bu tanımla, hasardan sonra

geriye kalan ağın her bir bileşeninin sahip olması gereken koşullar altında araştırmalar

yapılmaya başlanmıştır. Koşullu bağlantılılık parametrelerinden biri Fàbrega ve Fiol

tarafından önerilen g–ekstra bağlantılılıktır (Fàbrega & Fiol, 1996). Bir G çizgesini

bağlantısız hale getiren ve geriye kalan her bileşenin en az g + 1 tepeye sahip olduğu

bir tepe kesim kümesinin minimum eleman sayısı g–ekstra bağlantılılık sayısıdır.

Tanımdan 0-ekstra bağlantılılık klasik bağlantılılığa, 1-ekstra bağlantılılık ise süper

bağlantılılığa karşılık gelmektedir. Bağlantılılık ve süper bağlantılılık çeşitli çizge

sınıfı üzerinde çalışılmıştır (L. Lin, Xu, Zhou, & Hsieh, 2015; L. Guo, Su, Lin, &

Chen, 2018; Ekinci & Gauci, 2019a; Ekinci, 2022; Ekinci & Gauci, 2019b; Ghasemi,

2021).

Ancak, yukarıda bahsedilen bağlantılılık parametreleri sadece tek bir tepe

arızasının ağ üzerindeki etkisini göz önünde bulundurup o tepenin çevresindeki

tepelerin etkilerini ihmal ettiklerinden dolayı hala dezavantajlıdır. Ayrıca, büyük
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ölçekli ağlar ve alt ağların giderek daha fazla çipler üzerine inşa edilmesiyle birlikte,

çip üzerindeki herhangi bir tepenin arızalanması tüm çipin arızalı kabul edilebileceği

anlamına gelmektedir. Bu nedenle, yapısal arızaların dikkate alınması giderek daha

mümkün hale gelmektedir. Ağ hata toleransı parametrelerini optimize etmek için Lin

ve arkadaşları (C.-K. Lin, Zhang, Fan, & Wang, 2016), tek bir tepe arızasının etkilerine

odaklanmak yerine belirli yapıların arızalarının etkilerine dikkat eden yapı bağlantılılık

ve altyapı bağlantılılık kavramlarını ortaya atmışlardır.

G çizgesi V (G) tepeler kümesi ve E(G) ayrıtlar kümesine sahip yönsüz basit

çizge olsun. Eğer V (G) kümesindeki her tepe çifti arasında bir yol bulunuyorsa

G çizgesine bağlantılı çizge; aksi halde bağlantısız çizge denir. V (G) tepeler

kümesindeki u ve v tepeleri için eğer (u, v) ∈ E(G) ise u ve v tepelerine komşu

tepeler denir. G çizgesindeki bir v tepesinin açık komşuluğu V (G) tepeler kümesinde

v tepesine komşu olan tüm tepelerin oluşturduğu kümedir ve NG(v) ile gösterilir.

Benzer şekilde, S kümesi V (G) kümesinin bir alt kümesi olmak üzere S kümesinin

açık komşuluğu NG(S) ile gösterilir ve NG(S) = (∪v∈SNG(v))−S olarak tanımlanır.

Bir G çizgesinde bir v tepesinin derecesi v tepesine komşu olan tepelerin sayısıdır ve

degG(v) ile gösterilir. Bir G çizgesinin minimum tepe derecesi δ(G) ile gösterilir. Bir

G çizgesinde derecesi sıfır olan tepeye izole tepe denir. Eğer her v ∈ V (G) tepesi

için degG(v) = r ise G çizgesine r-regüler çizge denir. Bir e = (u, v) ∈ E(G)

ayrıtının derecesi degG(e) ile gösterilir ve degG(e) = degG(u) + degG(v) − 2 eşitliği

ile verilir. Bir G çizgesindeki minimum ayrıt derecesi ξ(G) ile gösterilir ve ξ(G) =

min{degG(e) : e ∈ E(G)} sağlanır.

Bir G çizgesinin H altçizgesi için V (H) ⊆ V (G) ve E(H) ⊆ E(G) sağlanır.

S kümesi V (G) tepeler kümesinin bir alt kümesi olmak üzere S kümesi tarafından

etkilenmiş altçizge tepeler kümesi S ve ayrıtlar kümesi ise S kümesindeki tepelere

bağlı olan ayrıtlardan oluşan bir altçizgedir ve G[S] ile gösterilir.

İki G ve H çizgesi için (u, v) ∈ E(G) ⇔ (f(u), f(v)) ∈ E(G) koşulunu

sağlayan birebir ve örten bir f : V (G) → V (H) fonksiyonu var ise G çizgesi H

çizgesine izomorftur denir ve G ∼= H ile gösterilir.

n ≥ 2 olmak üzere Pn = (v1, v2, ..., vn) yolu her i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}
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için (vi, vi+1) ∈ E(G) koşulunu sağlayan yani ardışık her iki tepesi komşu olan

birbirinden farklı v1, v2, ..., vn tepe dizisinden oluşmaktadır ve n tepeli yol çizge Pn

olarak adlandırılır. n tepeli çevre çizge Cn ise Pn = (v1, v2, . . . , vn) yolunun başlangıç

tepesi v1 ile bitiş tepesi olan vn tepesi komşu olan çizgedir. n + 1 tepeli yıldız çizge,

n tane 1 dereceli tepesi ve 1 dereceli tüm tepelere komşu olan bir merkez tepesi olan

çizgedir ve K1,n ile gösterilir.

Bir G çizgesinin her tepe çifti arasında daima bir yol varsa, G çizgesine

bağlantılı çizge; aksi halde bağlantısız çizge denir. G çizgesinin maksimal bağlantılı

altçizgesi bileşen olarak adlandırılır. Bu nedenle, bağlantısız bir çizge en az iki

bileşene sahiptir. Eğer bir bileşen ya da çizge ayrıta sahip değilse boş çizge olarak

adlandırılır.

Bir G çizgesinin kesim tepesi çizgeden silindiğinde çizgeyi bağlantısız yapan

bir tepedir. S ⊆ V (G) olsun. Bir G çizgesinden S kümesindeki tepeler silindiğinde

geriye kalan G− S çizgesi bağlantısız ya da tek bir izole tepe içeriyor ise S kümesine

kesim-küme denir. Eğer G−S çizgesi bağlantısız ve her bileşeni en az iki tepe içeriyor

ise S kümesine süper-kesim küme denir. G çizgesinin minimum elemanlı bir kesim

kümesinin eleman sayısı G çizgesinin bağlantılılık sayısını verir ve κ(G) ile gösterilir

(Boesch, 1986). Eğer κ(G) = δ(G) ise, G çizgesi maksimal bağlantılıdır denir. Benzer

şekilde, G çizgesinin minimum elemanlı bir süper kesim kümesinin eleman sayısı G

çizgesinin süper bağlantılılık sayısını verir ve κ′(G) ile gösterilir. Bir minimum süper

kesim küme aynı zamanda bir kesim küme olduğundan

κ(G) ≤ κ′(G)

eşitsizliği mevcuttur.

Bağlantılı bir G çizgesinin her S kesim kümesi G − S çizgesinde izole tepe

bırakırsa G çizgesine süper bağlantılı ya da kısaca süper-κ çizge denir. Buradan G

çizgesinin süper bağlantılı bir çizge ise κ′(G) > κ(G), aksi halde κ′(G) = κ(G)

olduğu açıktır.

T ⊆ E(G) olmak üzere G − T çizgesi bağlantısız ise T kümesine ayrıt

kesim-küme denir. Bir G çizgesinin minimum elemanlı ayrıt kesim kümesinin eleman

sayısı G çizgesinin ayrıt bağlantılılık sayısını verir ve λ(G) ile gösterilir. Bir G
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çizgesinin bağlantılılık, ayrıt bağlantılılık ve minimum tepe derecesi arasındaki ilişki

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G)

ile verilmiştir (Whitney, 1992). Eğer λ(G) = δ(G) ise, G çizgesi maksimal ayrıt

bağlantılıdır denir. Eğer G − T çizgesi bağlantısız ve her bileşeni en az iki tepe

içeriyor ise T kümesine süper ayrıt kesim küme denir. G çizgesinin minimum elemanlı

bir süper ayrıt kesim kümesinin eleman sayısı G çizgesinin süper ayrıt bağlantılılık

sayısını verir ve λ′(G) ile gösterilir. Bir minimum süper ayrıt kesim küme aynı

zamanda bir süper kesim küme olduğundan

λ(G) ≤ λ′(G)

eşitsizliği mevcuttur.

2010 yılında Zhou ve Feng (J.-X. Zhou & Feng, 2010) minimum 3 dereceye

sahip süper bağlantılı fakat süper ayrıt bağlantılı olmayan tek çizgenin 6 tepeli Ladder

çizge olduğunu ispatlamıştır. Bu nedenle, Gn çizgesi süper ayrıt bağlantılıdır. Yani,

λ′(Gn) > λ(Gn) olur.

Bir G çizgesinin bağlantılılık, ayrıt bağlantılılık ve minimum tepe derecesi

arasındaki ilişki 1988 yılında Esfahanian ve Hakimi tarafından aşağıdaki teorem ile

verilmiştir.

Teorem 1.0.1 (Esfahanian & Hakimi, 1988) G çizgesi en az 4 tepeli bağlantılı ve
yıldız çizgeye izomorf olmayan bir çizge ise

λ(G) ≤ λ′(G) ≤ ξ(G)

eşitsizliği sağlanır.

Bu tezde kübik bir çizge olan Goldberg snark çizgesinin bağlantılılık, süper

bağlantılılık ve yapı bağlantılılık parametreleri ele alınarak incelenmiştir. Bölüm 2’ de

Bölüm 2’de yapı ve altyapı bağlantılılık kavramları ile ilgili temel tanım ve teoremler

verilmiştir. Bölüm 3’te snarkların önemi, Goldberg snark tanımı ve özelliklerinden

bahsedilmiştir. Bölüm 4’ te ise tez boyunca elde edilen sonuçlara yer verilmiştir.
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2. YAPI BAĞLANTILILIK

H çizgesi, G çizgesinin bir altçizgesi olmak üzere G −H çizgesi G çizgesinin

V (G) − V (H) tepeleri tarafından etkilenmiş bir altçizgesidir. Her Fi çizgesi G

çizgesinin bağlantılı bir altçizgesine izomorf olacak şekilde F = {F1, . . . , Fn} olsun.

G−F çizgesi G çizgesinin V (G)−V (F1)− . . .−V (Fn) tepeleri tarafından etkilenmiş

bir altçizgesidir.

F kümesi G çizgesinin bağlantılı altçizgelerinin bir kümesi olsun. Eğer G−F

bağlantısız bir çizge ya da tek bir izole tepeye izomorf olan bir çizge ise F kümesine

G çizgesinin altçizge kesim–kümesi denir.

H çizgesi G çizgesinin bağlantılı bir altçizgesi olsun. Eğer F kümesi bir

altçizge kesim–kümesi ve F kümesinin her elamanı H çizgesine izomorf ise F

kümesine H-yapı kesim-küme denir. Minimum elemanlı bir H-yapı-kesim kümenin

eleman sayısı G çizgesinin H-yapı bağlantılılık sayısını verir ve κ(G;H) ile gösterilir.

Eğer F kümesi bir altçizge kesim–kümesi ve F kümesinin her elamanı

Hçizgesinin bağlantılı bir altçizgesine izomorf ise F kümesine H-altyapı kesim-küme

denir. Minimum elemanlı bir H-altyapı-kesim kümenin eleman sayısı G çizgesinin

H-altyapı bağlantılılık sayısını verir ve κs(G;H) ile gösterilir.

Tanımlardan, κ(G;H) ≥ κs(G;H) olduğu ve K1-yapı bağlantılılığın klasik

bağlantılılığa karşılık geldiği açıktır. Ayrıca, H-yapı-kesim ya da H-altyapı-kesim

kümesindeki altçizgeler ayrık olmak zorunda değildir. Şekil 2.1 ile H altçizgesi C4

olmak üzere H-yapı-kesim ve H-altyapı-kesim küme örneğine yer verilmiştir.

Şekil 2.1 H-yapı-kesim küme ve H-altyapı-kesim küme
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Çizgedeki bir tepe hatalı tepeler kümesinde değilse hatasız tepe denir. Eğer bir

(u, v) ayrıtının iki uç tepesi de hatasız ise bu ayrıta hatasız ayrıt denir.

Yol, çevre ve yıldız çizgeler tüm ağlarda var olan üç ortak yapıdır. Son

zamanlarda, yapı bağlantılılık üzerine yapılan araştırmaların çoğu bu üç yapıya

dayanmaktadır. Yapı ve altyapı bağlantılılık üzerine çalışılan bazı ağ yapıları:

Hiperküp Qn (C.-K. Lin et al., 2016), katlı küp FQn (Sabir & Meng, 2018),

k-ary-n-küp Qk
n (Lv, Fan, Hsu, & Lin, 2018), (n, k)-star Sn,k (C. Li, Lin, & Li, 2018),

kabarcık sıralama yıldız çizge BSn (Zhang & Wang, 2019), bükülmüş çizge (D. Li,

Hu, & Liu, 2019), çapraz küp CQn (Pan & Cheng, 2020), yıldız çizge Sn (C. Li,

Lin, & Li, 2020), hiperküp-benzeri ağlar HL (C.-K. Lin, Cheng, & Lipták, 2020),

düzenleme çizgesi An,k (Lei & Meng, 2020), alternatif grup çizgesi AGn (X. Li, Zhou,

Ren, & Guo, 2021), divide-and-swap küp (Q. Zhou, Zhou, Liu, & Liu, 2021), katlı

divide-and-swap küp (Türkmen, Çiftçi, & Ekinci, 2023), Hiyerarşik katlı küp (H. Guo,

Hao, Chang, & Kwon, 2024), yarım küp (Yang & Zhou, 2024), çift küp (Yang, Zhou,

& Zhang, 2024), değiştirilmiş hiperküp (Liu & Cheng, 2024).
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3. GOLDBERG SNARK

Bağlantılı bir çizgeden silindiğinde çizgeyi bağlantısız yapan tek bir ayrıta

köprü denir. Snark, kromatik indeksi 4 olan yani ayrıtları üç renkle boyanmayan

basit bağlantılı köprü içermeyen kübik bir çizgedir. 1880 yılında Tait (Tait, 1880),

Dört Renk varsayımının her düzlemsel köprü içermeyen kübik çizgenin kromatik

indeksinin 3 olduğu ifadesine eşdeğer olduğunu kanıtlamıştır. Bu eşdeğerlik ve dört

renk varsayımına karşıt örnek arayışı, snarkların tarihi önemini ve kromatik indeksi

4 olan kübik çizgelerin çalışılmasını motive etmiştir. Martin Gardner (Gardner,

1976), Lewis Carroll’un The Hunting of Snark adlı şiirinden yola çıkarak bu tür

çizgeleri bulmanın zor olduğunu ifade etmek için ayrıtları üç renkle boyanmayan kübik

çizgilere snark adını vermiştir. Bu çizgelerin önemi, snarkların iyi bilinen Tutte’nin

5-Akış Varsayımı (Tutte, 1954), 1-Faktörlü Çift Kapak Varsayımı ve Döngü Çift

Kapak Varsayımı gibi bazı varsayımların minimal karşıt örnekleri (Celmins, 1979)

olduğundan da kaynaklanmaktadır.

İlk ve en küçük snark 1898 yılında Pertersen (Holton & Sheehan, 1993)

tarafından keşfedilen, çizge teorisinde çeşitli çizge özellikleri için örnek ve karşı örnek

olarak yaygın olarak kullanılan Petersen çizgesidir. Yeni snarkların keşfinde önemli

bir atılım, sonsuz snark ailesi elde etmek için ilk yöntemi sunan Isaacs tarafından

yapılmıştır. Bu yöntem ile çiçek snark ve Blanusa-Descartes-Szekeres snark aileleri

(Isaacs, 1975) tanımlanmıştır. Isaacs’ın çalışmasını takiben, sonsuz snark aileleri

üretmek için yeni yöntemler geliştirilmiştir. 1981 yılında ise Goldberg (Goldberg,

1981) snarklar oluşturmak için bir yöntem tanımlamıştır. Goldberg, kromatik indeksi

4 ve maksimum derecesi 3 olan bir ayrıt-kritik çizge ailesi belirlemiştir. Bu ailedeki

en küçük çizge, bir Loupekine snarkının (Isaacs, 1976) altçizgesidir. 2007 yılında ise

twisted Goldberg snark tanımlanmıştır (Ghebleh, 2007).

Goldberg snarkları, temel bloklar olarak adlandırılan sabit altçizgelerden

oluşur. Bir temel Bi bloğu V (Bi) = {vij : 1 ⩽ j ⩽ 8} tepeler kümesi

ve E(Bi) = {vi1vi2, vi1vi6, vi2vi5, vi3vi4, vi3vi5, vi4vi6, vi5vi7, vi6vi7, vi7vi8} ayrıtlar kümesinden

oluşmaktadır (Bknz. Şekil 3.1 (a)). i ̸= j olmak üzere Bi ve Bj bloklarını bağlayan

Eij = {vi2v
j
1, v

i
4v

j
3, v

i
8v

j
8} kümesindeki ayrıtlar bağlantı ayrıtları olarak adlandırılır.
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Bağlantı çizgesi Li, tepeler kümesi V (Li) = V (Bi) ∪ V (Bi−1) ve ayrıtlar kümesi

E(Li) = E(Bi) ∪ E(Bi−1) ∪ E(i−1)i olan bir çizgedir (Bknz. Şekil 3.1 (b)).

Şekil 3.1 (a) Blok Bi (b) Bağlantı çizgesi Li

İlk Goldberg snark G3, B1, B2 ve B3 bloklarının birleşimi ve E12, E23, E31

ayrıtlar kümesindeki ayrıtların eklenmesi ile oluşturulur. Yani, G3 çizgesi V (G3) =

V (B1) ∪ V (B2) ∪ V (B3) tepeler kümesi ve E(G3) = E12 ∪ E23 ∪ E31 ayrıtlar

kümesine sahiptir (Bknz Şekil 3.2 (a)). Her n tek ve n ≥ 5 için Gn çizgesi

Gn−2 ve Ln çizgelerinden oluşur ve V (Gn) = V (Gn−2) ∪ V (Ln) tepeler kümesi ve

E(Gn) = (E(Gn−2)−E(n−2)1)∪E(Ln)∪E(n−2)(n−1)∪En1 ayrıtlar kümesine sahiptir

(Bknz Şekil 3.2 (b)).

Goldberg snark yapısı itibari ile {v11, v12, v21, v22, . . . , vn1 , vn2 } ve

{v13, v14, v23, v24, . . . , vn3 , vn4 } kümelerindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizgelerin

her biri 2n tepeli bir çevreye ve {v18, v28, . . . , vn8 } kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizge ise n tepeli bir çevre çizgeye izomorftur.

İspatlarımızda kolaylık sağlamak amacıyla V (Gn) tepeler kümesindeki tepe

isimleri değiştirilerek tepeler kümesi beş kümeye ayrılmıştır. Her i ≥ 1 için vi1 tepesi

yerine u2i−2 tepesi; vi2 tepesi yerine u2i−1 tepesi; vi3 tepesi yerine v2i−2 tepesi; vi4 tepesi

yerine v2i−1 tepesi; vi5 tepesi yerine x2i−2 tepesi; vi6 tepesi yerine x2i−1 tepesi; vi7 tepesi
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Şekil 3.2 (a) Goldberg snark G3 (b) Goldberg snark G5

yerine zi−1 tepesi ve vi8 tepesi yerine yi−1 tepesi alınmıştır. Böylece, Gn çizgesi

U = {ui | i ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1}}

V = {vi | i ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1}}

X = {xi | i ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1}}

Y = {yi | i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}

Z = {zi | i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}

olmak üzere U∪V ∪X∪Y ∪Z tepeler kümesine sahiptir. U ve V kümelerinin tepeleri

tarafından etkilenmiş altçizgelerin her birinin C2n çevre çizgesine ve Y kümesinin

tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgelerin her birinin Cn çevre çizgesine izomorf

olduğu açıktır.

Tez boyunca kullanılacak olan Gn çizgesinin tepeler kümesi dikkate alınarak

şekilsel olarak kolaylık sağlaması amacıyla Şekil 3.3 ve Şekil 3.4 ile Şekil 3.2’deki G3

ve G5 çizgelerinin izomorf çizgeleri verilmiştir.

Goldberg snark, çeşitli parametreler kullanılarak incelenmiştir. Bu

parametrelerden bazıları: Burge Fulkerson boyama (Hao, Niu, Wang, Zhang, & Zhang,

2009), sigma boyama (da Soledade Gonzaga & de Almeida, 2019), dairesel akış

sayısı (Lukot’ka, 2024), toplam kromatik sayı (Campos, Dantas, & de Mello, 2011),
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Şekil 3.3 Goldberg snark G3

Şekil 3.4 Goldberg snark G5

bağlantılı ve ağaç baskınlık (Zhao & Liu, 2016), dairesel kromatik indeks (Ghebleh,

2007), Roman baskınlık and bağımsız Roman baskınlık (Luiz, 2024), eşit toplam

kromatik sayı (Dantas et al., 2016).

Bu tez kapsamında, Goldberg snark ele alınarak bağlantılılık, süper

bağlantılılık ve H ∈ {K1, K1,1, K1,2, K1,3} olmak üzere H-yapı bağlantılılık ve

H-altyapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir.
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4. ELDE EDİLEN SONUÇLAR

4.1 Bağlantılılık ve Süper Bağlantılılık

Bu bölümde Goldberg snarklarda bağlantılılık ve süper bağlantılılık değerleri

incelenmiştir. Öncelikle aşağıdaki iki yardımcı teorem ile en fazla üç elemanlı bir S ⊂

V (Gn) tepeler kümesinin Gn çizgesinden silindiğinde geriye kalan çizgenin bağlantılı

olması için S kümesinin sağlaması gereken durumları incelenmiştir.

U kümesinin ve V kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgelerin her

biri 2n uzunluklu birer çevredir ve birbirleri ile yer değiştirebilir durumdadırlar. Bu

özellik, ispatlarda bazı durumların sadece U ya da sadece V kümesi ele alınarak

ispatlanabilir olmasını sağlamaktadır.

Yardımcı Teorem 4.1.1 n ≥ 3 için S ⊆ V (Gn) ve |S| ≤ 3 olsun. Eğer S ⊆ U ∪ V

ya da S ⊆ U ∪ Y ya da S ⊆ V ∪ Y ya da S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ∩ V ̸= ∅

ve S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ∩ X ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ⊆ X ise Gn − S çizgesi

bağlantılıdır.

İspat. S ⊆ V (Gn) ve |S| ≤ 3 olsun. S kümesi Gn çizgesinin S ⊆ U ∪ V ya da

S ⊆ U ∪ Y ya da S ⊆ V ∪ Y ya da S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ∩ V ̸= ∅ ve

S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ∩X ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ⊆ X olacak şekilde kesim kümesi

olsun. Goldberg çizgesi köprü içermeyen bir çizge olduğundan kesim tepe içermez.

Yani, Gn çizgesi 1 elemanlı kesim kümeye sahip olamaz. O halde, |S| ≥ 2 olur.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan S ⊆

U ∪ Y ve S ⊆ V ∪ Y durumlarından birini (S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅) ve (S ∩ V ̸= ∅

ve S ∩ Z ̸= ∅) durumlarından birini incelemek yeterlidir. Bu nedenle, incelenmesi

gereken beş durum vardır.

Durum 1. S ⊆ U ∪ V olsun.

O halde, X , Y ve Z kümeleri hatasız olup X ∪ Y ∪ Z kümesindeki tepeler ile

etkilenmiş altçizge bağlantılıdır.

(i) S kümesi U kümesinin ya da V kümesinin tepelerinden oluşsun.

Genelliği kaybetmeden, S kümesi U kümesinin tepelerinden oluşsun. O halde,
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V kümesi hatasızdır. Gn − S çizgesinde i ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} olmak üzere X

kümesindeki her xi tepesi V kümesindeki vi tepesine komşudur. Dolayısıyla, X ∪

Y ∪Z ∪ V kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Ayrıca, U − S kümesindeki

her tepenin X kümesinde bir komşusu vardır. X ∪ Y ∪Z ∪ V kümesindeki tepeler

ile etkilenmiş altçizge bağlantılı olduğundan Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise S

kümesinin kesim küme olması ile çelişir.

(ii) S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ V ̸= ∅ olsun.

|S| ya 2 ya da 3 olduğundan, U ya da V kümesinden biri S kümesinin tam olarak bir

tepesini içerir. Genelliği kaybetmeden t ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1} olmak üzere S ∩U =

{ut} olsun. Gn−S çizgesinde U −{ut} kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş

altçizge P2n−1 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır ve U − {ut} kümesindeki

her tepenin X kümesinde tam olarak bir komşu tepesi vardır. Böylece (X∪Y ∪Z)∪

(U−{ut}) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. Gn−S

çizgesinde V −S kümesindeki her tepenin X kümesinde bir komşusu olduğundan,

V −S kümesindeki her tepenin C bileşeninde bir komşusu vardır. O halde, Gn−S

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise S kümesinin kesim küme olması ile çelişir.

Durum 2. S ⊆ U ∪ Y olsun.

(i) S kümesi U kümesinin ya da Y kümesinin tepelerinden oluşsun.

Eğer S kümesi, sadece U kümesinin tepelerinden oluşursa Durum 1(i) ile aynıdır.

O halde, S kümesi sadece Y kümesinin tepelerinden oluşsun. Bu durumda, U , V ,

X ve Z kümeleri hatasız olup, U ∪ V ∪ X ∪ Z kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş Gn[U ∪V ∪X ∪Z] altçizgesi bağlantılıdır. Ayrıca, i ∈ {0, 1, . . . , n−1}

olmak üzere Y − S kümesindeki her yi tepesi Z kümesindeki zi tepesinde komşu

olduğundan, Y − S kümesindeki her tepenin Gn[U ∪ V ∪ X ∪ Z] çizgesinde bir

komşu tepesi olduğu anlamına gelir. Dolayısıyla, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu

ise kabul ile çelişir.

(ii) S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ Y ̸= ∅ olsun.

|S| = 2 ya da |S| = 3 olduğundan U ya da Y kümesinden biri S kümesinin tam

olarak bir tepesini içerir. İncelenmesi gereken iki durum vardır. Her iki durumda da
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X ∪ V ∪ Z kümesi hatasız olup bu kümedeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır.

• t ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} olmak üzere S ∩ U = {ut} olsun. Gn − S çizgesinde

U − {ut} kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine

izomorf olup bağlantılı ve U − {ut} kümesindeki her tepenin X kümesinde bir

komşusu vardır. Böylece (X ∪ V ∪ Z) ∪ (U − {ut}) kümesinin tüm tepeleri aynı

C bileşenindedir. Ayrıca, Gn − S çizgesinde Y − S kümesindeki her tepenin Z

kümesinde bir komşusu olduğundan, Y − S kümesindeki her tepeyi C bileşenine

bağlayan hatasız bir ayrıt vardır. Böylece, Gn − S çizgesi bağlantılı olup kabul ile

çelişir.

• k ∈ {0, 1, . . . , n−1} olmak üzere S∩Y = {yk} olsun. Gn−S çizgesinde Y −{yk}

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge Pn−1 yol çizgesine izomorf olup

bağlantılı ve Y − {yk} kümesindeki her tepenin Z kümesinde bir komşusu vardır.

Böylece, (X ∪ V ∪ Z) ∪ (Y − {yk}) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

Bu bileşen C olsun. Ayrıca, Gn − S çizgesinde U − S kümesindeki her tepenin X

kümesinde bir komşusu vardır. Yani U − S kümesindeki her tepenin C bileşeninde

bir komşusu vardır. O halde, Gn − S çizgesi bağlantılı olup kabul ile çelişir.

Durum 3. S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅ olsun.

Gn−S çizgesinde X , V ve Y kümeleri hatasızdır. Böylece, X∪V kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Y kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizge ise Cn çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. |S| = 2 ya da |S| = 3

olduğundan U ya da Z kümesinden biri S kümesinin tam olarak bir tepesini içerir. O

halde, incelenmesi gereken iki durum vardır.

t ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} olmak üzere S ∩ U = {ut} olsun. Gn − S çizgesinde

U − {ut} kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine

izomorf olup bağlantılıdır. U − {ut} kümesindeki her tepenin X kümesinde bir

komşusu olduğundan, (X∪V )∪(U−{ut}) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

Bu bileşen C1 olsun. Gn−S çizgesinde Z−S kümesindeki her tepenin Y kümesindeki

bir komşusu olduğundan, Y ∪ (Z − S) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu

13



bileşen C2 olsun. Gn −S çizgesinde Z −S kümesindeki her tepenin X kümesinde iki

tane komşusu vardır. Böylece, C1 ve C2 bileşenleri hatasız bir ayrıt ile birbirine bağlı

olur. Dolayısıyla, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

k ∈ {0, 1, . . . , n−1} olmak üzere S∩Z = {zk} olsun. Gn−S çizgesinde hem Z−{zk}

kümesindeki her tepenin hem de U − S kümesindeki her tepenin X kümesinde en az

bir komşusu vardır. Böylece, (X ∪ V ) ∪ (Z − {zk}) ∪ (U − S) kümesindeki tüm

tepeler aynı bileşendedir. Ayrıca, Gn−S çizgesindeki her zi ∈ Z−{zk} tepesi yi ∈ Y

tepesine komşu olduğundan, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

Durum 4. S ∩ Z ̸= ∅ ya da S ∩X ̸= ∅ olsun.

Gn − S çizgesinde U , V ve Y kümeleri hatasızdır. U , V ve Y kümeleri

tarafından etkilenmiş altçizge sırasıyla C2n, C2n ve Cn çizgelerine izomorf olup her

biri bağlantılıdır.

|S| = 2 ya da |S| = 3 olduğundan X ya da Z kümesinden biri S kümesinin

tam olarak bir tepesini içerir.

Gn − S çizgesinde U ve V kümeleri hatasız olduğundan, X − S kümesindeki

her tepenin hem U hem V kümesinde birer komşusu olup, U ∪V ∪ (X−S) kümesinin

tüm tepeleri aynı bileşendedir. Bu bileşen C1 olsun. Ayrıca, Gn − S çizgesinde Z − S

kümesindeki her tepenin Y kümesinde bir komşusu olup, Y ∪ (Z − S) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun.

(i) k ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1} olmak üzere S ∩X = {xk} olsun.

Gn − S çizgesinde Z − S kümesindeki her tepenin X − {xk} kümesinde en

az bir komşusu vardır. Dolayısıyla, C1 ve C2 bileşenleri hatasız ayrıtlar ile bağlı olup

Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(ii) k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} olmak üzere S ∩ Z = {zt} olsun.

Eğer |S ∩ X| = 1 ise Gn − S çizgesinde Z − {zt} kümesindeki her tepenin

X − S kümesinde en az bir komşusu vardır. Dolayısıyla, C1 ve C2 bileşenleri hatasız

ayrıtlar ile bağlı olup Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.
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|S ∩ X| = 2 olsun. i, j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} ve i ̸= j olmak üzere X ∩ S =

{xi, xj} olsun. Genelliği kaybetmeden zt tepesi B1 bloğunda olsun. Yani t = 0 olsun.

xi ve xj tepelerinin B1 bloğunda olup olmamasına göre üç alt durum vardır.

• xi, xj ∈ V (B1) olsun. O halde, Gn − S çizgesinde Z − {z0} kümesindeki her

tepenin X − S kümesinde tam olarak iki tane komşusu vardır. Dolayısıyla, C1 ve

C2 bileşenleri hatasız ayrıtlar ile bağlı olup Gn−S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul

ile çelişir.

• k ̸= 1 olmak üzere xi ∈ V (B1) ve xj ∈ V (Bk) ya da k, l ̸= 1 ve k ̸= l olmak

üzere xi ∈ V (Bk) ve xj ∈ V (Bl) olsun. O halde, Gn − S çizgesinde Z − {z0}

kümesindeki her tepenin X − S kümesinde en az bir komşusu vardır. Dolayısıyla,

C1 ve C2 bileşenleri hatasız ayrıtlar ile bağlı olup Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu

ise kabul ile çelişir.

• k ̸= 1 olmak üzere xi, xj ∈ V (Bk) olsun. O halde, Bk bloğunda Z−S kümesindeki

tepe zk−1 olup Z − {z0, zk−1} kümesindeki her tepenin X − S kümesinde tam

olarak iki tane komşusu vardır. Ayrıca Y kümesi hatasız olduğundan zk−1 tepesi

C2 bileşenindeki yk−1 tepesine komşu olup C1 ve C2 bileşenleri hatasız ayrıtlar ile

bağlıdır. Böylece, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

Durum 5. S ⊆ X olsun.

Gn−S çizgesinde U , V ve Z kümeleri hatasız olduğundan, X−S kümesindeki

her tepenin derecesinin üç olduğu açıktır. Yani, Gn−S çizgesinde X−S kümesindeki

her tepenin U , V ve Z kümelerinde birer komşusu olup (X−S)∪(U∪V ∪Z) kümesinin

tüm tepeleri aynı bileşendedir. Ayrıca, Y ve Z kümeleri hatasız olduğundan Gn − S

çizgesinde i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} olmak üzere her yi ∈ Y tepesi zi ∈ Z tepesine

komşudur. Böylece Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

Yardımcı Teorem 4.1.2 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere S ⊆ V (Gn) ve |S| ≤ 3 olsun.

Eğer S ⊆ Z ise Gn − S çizgesi bağlantılıdır.

İspat. n tek ve n ≥ 5 olmak üzere S ⊆ V (Gn) ve |S| ≤ 3 olsun. S kümesi Gn

çizgesinin S ⊆ Z olacak şekilde kesim kümesi olsun. Goldberg snark köprü içermeyen

15



bir çizge olduğundan kesim tepe içermez. Yani, Gn çizgesi 1 elemanlı kesim kümeye

sahip olamaz. O halde, |S| = 2 ya da |S| = 3 olur.

Gn −S çizgesinde U , V , X ve Y kümeleri hatasızdır. X kümesindeki her tepe

U ve V kümelerindeki birer tepeye komşudur. Böylece, Gn[U ∪ V ∪ X] etkilenmiş

altçizgesi bağlantılıdır. Ayrıca, Gn − S çizgesinde Y kümesi hatasız olduğundan, Y

kümesinin tepeleri ile etkilenmiş altçizge Cn çizgesine izomorf olup bağlantılıdır.

Gn çizgesinde |Z| = n ≥ 5 ve |S| ≤ 3 olduğundan |Z − S| ≥ 2 olup Z − S

kümesinde en az iki tepe vardır. Gn −S çizgesinde Z −S kümesindeki her tepenin X

kümesinde tam olarak iki komşusu ve Y kümesinde bir komşusu vardır. Dolayısıyla,

Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise S kümesinin kesim küme olması ile çelişir.

Teorem 4.1.3 ile n tek ve n ≥ 3 olmak üzere Gn çizgesinin maksimal bağlantılı

olduğu ve κ(Gn) = 3 olduğu ispat edilmiştir.

Teorem 4.1.3 n tek ve n ≥ 3 olmak üzere κ(Gn) = 3 eşitliği sağlanır.

İspat. Herhangi bir G çizgesi için κ(G) ≤ δ(G) olduğu bilinmektedir. Bu nedenle,

κ(Gn) ≤ δ(Gn) = 3 olup ispatı tamamlamak için κ(Gn) ≥ 3 olduğunu göstermek

yeterlidir. Gn çizgesi kesim tepe içermediğinden κ(Gn) ≥ 2 olur. O halde, Gn

çizgesinin iki elemanlı kesim kümeye sahip olmadığını göstermek yeterlidir.

S kümesi, Gn çizgesinin |S| = 2 olacak şekilde bir kesim kümesi olsun.

Yardımcı Teorem 4.1.1 ile n ≥ 3 olmak üzere S kümesi U ∪ V ya da U ∪ Y ya

da V ∪ Y kümelerinde yer alamaz ya da S kümesi için (S ∩ U ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅)

ya da (S ∩ V ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅) ya da (S ∩ X ̸= ∅ ve S ∩ Z ̸= ∅) ya da S ⊆ X

koşulları sağlanmaz; Yardımcı Teorem 4.1.2 ile n tek ve n ≥ 5 olmak üzere S kümesi

Z kümesinde yer alamaz. O halde, incelenmesi gereken dört durum vardır. Ayrıca,

U ve V kümeleri kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan |S ∩ U | = 1 ve

|S ∩ X| = 1 durumu ile |S ∩ V | = 1 ve |S ∩ X| = 1 durumundan birini incelemek

yeterlidir.

(1) |S ∩ U | = 1 ve |S ∩X| = 1 olsun.

Gn−S çizgesinde Z, V ve Y kümeleri hatasız olup Z∪Y kümesindeki tepeler

ile etkilenmiş altçizge ve V kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge bağlantılıdır.
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Gn − S çizgesinde X − S kümesindeki her tepenin hem V kümesinde hem de Z

kümesinde bir komşusu vardır. Yani, Gn − U − S çizgesi bağlantılıdır. α, β ∈

{0, 1, . . . , 2n − 1} olmak üzere S ∩ U = {uα} ve S ∩ X = {xβ} olsun. Gn − S

çizgesinde U − {uα} kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol

çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 3 olduğundan |U−{uα}| ≥ 5 olup U−{uα}

kümesindeki bir tepeyi X − {xβ} kümesindeki bir tepeye dolayısıyla Gn − U − S

çizgesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Dolayısıyla, Gn − S

çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(3) |S ∩X| = 1 ve |S ∩ Y | = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde U , Z ve V kümeleri hatasızdır. Gn[U ] ve Gn[V ] etkilenmiş

altçizgeleri bağlantılı C2n çevresine izomorftur. Gn−S çizgesinde X−S kümesindeki

her tepenin hem U hem de V kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca Z kümesindeki

her tepe de X − S kümesinde en az bir komşu tepeye sahiptir. Böylece, (X − S) ∪

U ∪ Z ∪ V kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. Gn − S

çizgesinde Y −S kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge Pn−1 yol çizgesine

izomorftur. Y − S kümesindeki her tepenin Z kümesinde dolayısıyla C bileşeninde

bir komşusu vardır. Böylece, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(4) |S ∩ Y | = 1 ve |S ∩ Z| = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde U , X ve V kümeleri hatasız olup U ∪X ∪ V kümesindeki

tepeler ile etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn−S çizgesinde Z −S kümesindeki her

tepenin X kümesinde tam olarak iki komşusu vardır. Bu durumda (U∪X∪V )∪(Z−S)

kümesinin tüm tepeleri aynı bileşendedir. Yani, Gn − Y − S çizgesi bağlantılıdır.

Y − S kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge Pn−1 yol çizgesine izomorf olup

bağlantılıdır. n ≥ 3 olduğundan |Y − S| ≥ 2 ve |NGn−S(Y − S) ∩ Z| ≥ 1 olup

Y − S kümesindeki bir tepeyi Z − S kümesindeki bir tepeye dolayısıyla Gn − Y − S

çizgesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, Gn−S çizgesi

bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(5) n = 3 için |S ∩ Z| = 2 olsun.

Gn−S çizgesinde U , X , V ve Y kümeleri hatasız olup U∪X∪V kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Ayrıca, Y kümesi tarafından
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etkilenmiş altçizge bağlantılı Cn çevresine izomorftur. n = 3 olduğundan |Z −S| = 1

olduğu açıktır. Genelliği kaybetmeden z0 ∈ Z − S olsun. Gn − S çizgesinde z0

tepesinin Y kümesinde y0 komşusu ve X kümesinde tam olarak iki tane komşusu

vardır. Dolayısıyla, (U ∪X ∪V )∪Y ∪ (Z−S) kümesinin tüm tepeleri aynı bileşende

olup Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

Dolayısıyla, Gn çizgesini bağlantısız yapmak için Gn çizgesinden iki tepe

silmenin yeterli olmadığı görülmüştür. Yani, κ(Gn) ≥ 3 elde edilip ispat

tamamlanmıştır.

Herhangi bir G çizgesi için

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G)

olduğu bilinmektedir. Teorem 4.1.3 yardımıyla ve Goldberg snark Gn çizgesi 3-regüler

bir çizge olup δ(Gn) = 3 olduğundan Gn çizgesinin maksimal ayrıt bağlantılı olduğu

ve ayrıt bağlantılılık sayısı aşağıdaki teorem ile verilebilir.

Teorem 4.1.4 n tek ve n ≥ 3 olmak üzere λ(Gn) = 3 eşitliği sağlanır.

Teorem 4.1.5 ile n tek ve n ≥ 5 olmak üzere Gn çizgesinin süper bağlantılı yani

süper-κ olduğu ve κ′(Gn) = 4 olduğu ispat edilmiştir. Bu teorem n = 3 olduğunda

sağlamamaktadır.

Herhangi bir G çizgesi için κ′(G) ≥ κ(G) olduğundan n = 3 için κ′(Gn) ≥ 3

elde edilir. S kümesi Gn çizgesinin tepeler kümesinin bir alt kümesi olmak üzere,

S = Z ise |S| = 3 olup Gn−S çizgesi bağlantısızdır, fakat izole tepe içermemektedir.

Böylece, n = 3 olduğunda κ′(Gn) ≤ 3 olup alt sınır ile κ′(Gn) = 3 elde edilir. Yani,

n = 3 olduğunda Gn çizgesi için κ elemana sahip bir süper kesim küme vardır. Yani,

Gn çizgesi n = 3 için süper bağlantılı değildir.

Teorem 4.1.5 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere κ′(Gn) = 4 eşitliği sağlanır.

İspat. Herhangi bir G çizgesi için κ′(G) ≥ κ(G) olduğundan, Teorem 4.1.3 ile

κ′(Gn) ≥ κ(Gn) = 3 elde edilir.

Alt sınırın ispatı için S ⊆ V (Gn) kümesi üç elemanlı bir tepeler kümesi ise

Gn − S çizgesinin ya bağlantılı ya da izole tepe içerdiğini göstermek yeterlidir.
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O halde, S üç elemanlı bir süper kesim küme olsun. Yani, Gn − S çizgesi bağlantısız

bir çizge ve hiçbir bileşeni izole tepe içermez. Yardımcı Teorem 4.1.1 ve Yardımcı

Teorem 4.1.2 ile n tek ve n ≥ 5 olmak üzere S kümesi U ∪Z ya da V ∪Z ya da X ∪Z

ya da U ∪ V ya da U ∪ Y ya da V ∪ Y kümelerinde yer alamaz.

(1) S ∩ U ̸= ∅, S ∩X ̸= ∅ ve |S ∩ (U ∪X)| = 3 olsun.

Gn − S çizgesinde V , Y ve Z kümeleri hatasız olup Gn[Z ∪ Y ] ve Gn[V ]

etkilenmiş altçizgeleri bağlantılıdır. Gn − S çizgesinde X − S kümesindeki her tepe

hem V kümesindeki hem de Z kümesindeki bir tepeye komşudur. O halde, (X −S)∪

(Y ∪ Z) ∪ V kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Yani, Gn − U − S çizgesi

bağlantılıdır.

• |S ∩ U | = 1 ve |S ∩X| = 2 olsun.

Gn − S çizgesinde U − S kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge P2n−1 yol

çizgesine izomorftur. n ≥ 5 olduğundan |U − S| ≥ 9 ve |X − S| ≥ 8 olup U − S

kümesindeki bir tepeyi X − S kümesindeki bir tepeye dolayısıyla Gn − U − S

çizgesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, Gn − S

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• |S ∩ U | = 2 ve |S ∩X| = 1 olsun.

α, β, γ ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} olmak üzere S ∩ U = {uα, uγ} ve S ∩ X = {xβ}

olsun. Genelliği kaybetmeden β çift tam sayı olsun. O halde xβ tepesi ile uβ+1

tepesi komşudur.

Eğer uβ+1 ∈ S ise, U − S kümesindeki her tepe X − S kümesindeki bir tepeye

komşu olup U − S kümesindeki her tepenin Gn −U − S çizgesinde komşu olduğu

bir tepe vardır. Yani, Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

uβ+1 /∈ S olsun. Eğer NGn(uβ+1)∩ (U ∪X) = {uα, uγ, xβ} ise Gn−S çizgesinde

uβ+1 tepesi izole tepe olur. Bu ise S kümesinin süper kesim küme olmasıyla çelişir.

Eğer NGn(uβ+1) ∩ (U ∪X) ̸= {uα, uγ, xβ} ise U − S − {uβ+1} kümesindeki her

tepenin X−S kümesinde komşu olduğu bir tepe vardır. Buradan (Y ∪Z)∪V ∪(X−

S) ∪ (U − S − {uβ+1}) kümesindeki tüm tepelerin aynı bileşende olduğu görülür.

O halde sadece uβ+1 tepesi incelenmelidir. NGn(uβ+1) ∩ (U ∪X) ̸= {uα, uγ, xβ}
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olduğundan uβ+1 tepesinin U − S kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde

Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(2) S ∩X ̸= ∅, S ∩ Y ̸= ∅ ve |S ∩ (X ∪ Y )| = 3 olsun.

Gn − S çizgesinde U , Z ve V kümeleri hatasızdır. Böylece, Gn[U ] ve Gn[V ]

etkilenmiş altçizgeleri C2n çevresine izomorftur.

• |S ∩X| = 1 ve |S ∩ Y | = 2 olsun.

Gn − S çizgesinde X − S kümesindeki her tepenin U , Z ve V kümelerinde bir

komşusu vardır. O halde (X − S) ∪ U ∪ Z ∪ V kümesinin tüm tepeleri aynı

bileşendedir. Yani, Gn−Y −S çizgesi bağlantılıdır. i ∈ {0, 1, ..., n−3} olmak üzere

Y − S kümesindeki her yi tepesi Z kümesinde zi tepesine komşudur. Dolayısıyla,

Y −S kümesindeki her tepeyi Gn−Y −S çizgesindeki bir tepeye bağlayan hatasız

bir ayrıt olup Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• |S ∩X| = 2 ve |S ∩ Y | = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde X − S kümesindeki her tepenin hem U hem V kümesinde bir

komşusu vardır. O halde (X−S)∪U ∪V kümesinin tüm tepeleri aynı bileşendedir.

Bu bileşen C1 olsun.

α, β ∈ {0, 1, . . . , 2n−1} ve γ ∈ {0, 1, . . . , n−1} olmak üzere S∩X = {xα, xβ} ve

S∩Y = {yγ} olsun. Eğer NGn(zγ)∩(X∪Y ) = {xα, xβ, yγ} ise Gn−S çizgesinde

zγ tepesi izole tepe olur, bu ise S kümesinin süper kesim küme olmasıyla çelişir.

NGn(zγ) ∩ (X ∪ Y ) ̸= {xα, xβ, yγ} olsun. Gn − S çizgesinde Y − S kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge Pn−1 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır.

Ayrıca Z −{zγ} kümesindeki her tepe Y −S kümesindeki bir tepeye komşudur. O

halde (Y −S)∪(Z−{zγ}) kümesinin tüm tepeleri aynı bileşendedir. Bu bileşen C2

olsun. NGn(zγ)∩(X∪Y ) ̸= {xα, xβ, yγ} olduğundan zγ tepesinin X−S kümesinde

dolayısıyla C1 bileşeninde en az bir komşu tepesi vardır. X − S kümesindeki her

tepe Z kümesinde en az bir tepeye komşu olduğundan C1 ve C2 bileşenleri en az

bir hatasız ayrıt ile birbirine bağlı olur. Dolayısıyla, Gn − S çizgesi bağlantılıdır,

bu ise kabul ile çelişir.
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(3) S ∩ V ̸= ∅, S ∩X ̸= ∅ ve |S ∩ (V ∪X)| = 3 olsun.

U ∪X ile V ∪X kümeleri kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan (1)

durumu için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(4) S ∩ Y ̸= ∅, S ∩ Z ̸= ∅ ve |S ∩ (Y ∪ Z)| = 3 olsun.

Gn − S çizgesinde U , V ve X kümeleri hatasız olup U ∪ V ∪X kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn − S çizgesinde Z − S

kümesindeki her tepenin X kümesinde en az bir komşusu olduğundan (U ∪ V ∪

X) ∪ (Z − S) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Yani,

Gn − Y − S çizgesi bağlantılıdır.

• |S ∩ Y | = 1 ve |S ∩ Z| = 2 olsun.

Gn − S çizgesinde Y − S kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge Pn−1

yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan |Y − S| ≥ 4 ve

|Z − S| ≥ 3 olduğu açıktır. Böylece Y ∩ S kümesindeki bir tepenin Z ∩ S

kümesindeki bir tepeye komşu olup olmama durumları incelendiğinde Y − S ve

Z − S kümelerinde birbirine komşu olan en az iki tepenin olduğu görülür. Yani,

Y −S kümesindeki bir tepeyi Z−S kümesindeki bir tepeye dolayısıyla Gn−Y −S

çizgesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, Gn − S

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• |S ∩ Y | = 2 ve |S ∩ Z| = 1 olsun.

α, β, γ ∈ {0, 1, . . . , n− 1} olmak üzere S ∩ Y = {yα, yβ} ve S ∩ Z = {zγ} olsun.

Eğer yγ ∈ S ise, Y − S kümesindeki her tepenin Z − S kümesinde dolayısıyla

Gn−Y−S çizgesinde bir komşu tepesi vardır. Böylece, Gn−S çizgesi bağlantılıdır,

bu ise kabul ile çelişir.

yγ /∈ S olsun. Eğer NGn(yγ) ∩ (Y ∪ Z) = {yα, yβ, zγ} ise yγ tepesi Gn − S

çizgesinde izole bir tepe olup S kümesinin süper kesim küme olması ile çelişir.

NGn(yγ) ∩ (Y ∪ Z) ̸= {yα, yβ, zγ} olsun. O halde, yγ tepesinin S kümesinde

olmayan en az bir komşusu vardır. Gn − S çizgesinde Y − S − {yγ} kümesindeki

her tepenin Z − S kümesinde dolayısıyla Gn − Y − S çizgesinde bir komşu tepesi

vardır. O halde, sadece yγ tepesi incelenmelidir. yγ tepesinin Gn − S çizgesinde
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en az bir komşu tepesi olduğundan, yγ tepesi de hatasız bir ayrıt ile Gn − Y − S

çizgesine bağlıdır. Dolayısıyla, Gn−S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(5) |S ∩ U | = 1 ve |S ∩X| = 1 olsun.

(i) |S ∩ Z| = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde V ve Y kümeleri hatasız olup Gn[V ] ve Gn[Y ] etkilenmiş

altçizgeleri sırasıyla bağlantılı C2n ve Cn çevresine izomorftur. Gn − S çizgesinde

Z − S kümesindeki her tepenin Y kümesinde bir komşusu vardır ve X − S

kümesindeki her tepenin V kümesinde komşusu vardır. Ayrıca Z − S kümesindeki

her tepe X − S kümesindeki en az bir tepeye komşudur. O halde (X − S) ∪ (Z −

S) ∪ V ∪ Y kümesindeki tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. U − S

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine izomorftur.

n ≥ 5 olduğundan |U −S| ≥ 9 ve |X −S| ≥ 9 olup U −S kümesindeki bir tepeyi

X − S kümesindeki bir tepeye dolayısıyla C bileşenindeki bir tepeye bağlayan en

az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

(ii) |S ∩ Y | = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde Z ve V kümeleri hatasız olup Gn[V ] etkilenmiş altçizgesi C2n

çevresine izomorftur. Ayrıca, Gn−S çizgesinde X−S kümesindeki her tepenin V

kümesinde bir komşusu vardır ve Z kümesindeki her tepenin X−S kümesinde en az

bir komşusu vardır. Y −S kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge Pn−1

yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 ve |Y − S| ≥ 4 olduğundan Y − S

kümesindeki bir tepeyi Z kümesindeki bir tepeye bağlayan bir hatasız ayrıt vardır.

O halde, V ∪(Y −S)∪(X−S)∪Z kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. U−S

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine izomorftur.

n ≥ 5 ve |S∩U | = |S∩X| = 1 olduğundan, U−S kümesinde X−S kümesindeki

bir tepeye komşu olan bir tepe vardır. Yani, U − S kümesindeki bir tepeyi X − S

kümesindeki bir tepeye dolayısıyla C bileşenindeki bir tepeye bağlayan bir hatasız

ayrıt vardır. Buradan, Gn − S çizgesinin bağlantılı olduğu görülür. Bu ise kabul ile

çelişir.
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(iii) |S ∩ V | = 1 olsun.

Gn−S çizgesinde Z ve Y kümeleri hatasız olup Z∪Y kümesi tarafından etkilenmiş

altçizge bağlantılıdır. Ayrıca, Gn − S çizgesinde X − S kümesindeki her tepenin

Z ∪ Y kümesinde bir komşusu vardır. O halde, (Z ∪ Y ) ∪ (X − S) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. α, β, γ ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}

olmak üzere S ∩ U = {uα}, S ∩ V = {vβ} ve S ∩ X = {xγ} olsun.

U − S kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine izomorftur.

Genelliği kaybetmeden α çift tam sayı olsun. O halde uα tepesi ile xα+1 tepesi

komşudur. Eğer xα+1 ∈ S ise, X − S kümesindeki her tepe U − S kümesindeki

bir tepeye komşu olup U − S kümesindeki tüm tepeler C bileşenine bağlı olur.

Eğer xα+1 /∈ S ise, X − S − {xα+1} kümesindeki her tepe U − S kümesindeki

bir tepeye komşudur. xα+1 tepesinin ise hatasız Z kümesinde bir komşusu vardır.

Her iki durum için U − S kümesindeki tüm tepeler C bileşenine bağlı olur. V − S

kümesinde vβ tepesi dışında komşusu C bileşeninde olan mutlaka bir tepe vardır.

Dolayısıyla, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(6) |S ∩ V | = 1 ve |S ∩X| = 1 olsun.

|S ∩ Z| = 1 ya da |S ∩ Y | = 1 durumları incelenmelidir. U kümesi ile V

kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan (5) durumdaki (i) ve (ii) için

yapılan açıklamalar bu durumlar için de geçerlidir.

(7) |S ∩ Y | = 1 ve |S ∩ Z| = 1 olsun.

(i) |S ∩ U | = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde X ve V kümeleri hatasız olup V kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizge C2n çevresine izomorftur. X kümesindeki her xi tepesi V

kümesindeki vi tepesine komşudur. Gn − S çizgesinde Z − S kümesindeki her

tepenin X kümesinde tam olarak iki komşusu vardır. Ayrıca, U − S kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine izomorf olup U − S

kümesindeki her tepenin X kümesinde bir komşusu vardır. O halde V ∪ (U − S)∪

(Z −S)∪X kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Yani, Gn −Y −S çizgesi

bağlantılıdır. Gn − S çizgesinde Y − S kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş
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altçizge Pn−1 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan |Y −S| ≥

4 ve |Z−S| ≥ 4 olup |NGn−S(Y−S)∩Z| ≥ 3 sağlanır. Buradan Y−S kümesindeki

bir tepeyi Z − S kümesindeki bir tepeye dolayısıyla Gn − Y − S çizgesindeki bir

tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıtın var olduğu görülür. Böylece, Gn − S

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) |S ∩ V | = 1 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan (6)

durumdaki (i) için yapılan açıklamalar bu durumlar için de geçerlidir.

(iii) |S ∩X| = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde U ve V kümeleri hatasız olup U ve V kümesindeki tepeler

tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri C2n çevresine izomorftur. Gn − S

çizgesinde X − S kümesindeki her tepenin hem U hem V kümesinde bir komşu

tepesi vardır. Ayrıca, Z − S kümesindeki her tepenin X − S kümesinde en az bir

komşusu vardır. Dolayısıyla, (X −S)∪ (Z −S)∪U ∪V kümesindeki tüm tepeler

aynı bileşendedir. Yani, Gn−Y −S çizgesi bağlantılıdır. Gn−S çizgesinde Y −S

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge Pn−1 yol çizgesine izomorf olup

bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan Y − S kümesindeki bir tepeyi Z − S kümesindeki

bir tepeye dolayısıyla Gn−Y −S çizgesindeki bir tepeye bağlayan bir hatasız ayrıt

vardır. Böylece, Gn − S çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(8) |S ∩ U | = 1 ve |S ∩ V | = 1 olsun.

(i) |S ∩ Y | = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde X ve Z kümeleri hatasızdır. Gn − S çizgesinde U − S,

V − S ve Y − S kümeleri tarafından etkilenmiş altçizgeler sırasıyla P2n−1, P2n−1

ve Pn−1 yol çizgelerine izomorf olup bağlantılıdır. α, β ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}

ve γ ∈ {0, 1, . . . , n − 1} olmak üzere S ∩ U = {uα}, S ∩ V = {vβ} ve

S ∩ Y = {yγ} olsun. Genelliği kaybetmeden α çift tam sayı olsun. O halde,

Gn çizgesinde uα tepesi ile xα+1 tepesi komşudur. Gn − S çizgesinde X − {xα+1}

kümesindeki her tepenin U − S kümesinde bir komşusu vardır. xα+1 tepesinin ise

hatasız Z kümesinde bir komşusu vardır. Gn çizgesinde vβ tepesi ile xβ tepesi
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komşu olduğundan, Gn−S çizgesinde X −{xβ} kümesindeki her xi tepesi V −S

kümesinde vi tepesine komşudur. xβ tepesinin ise hatasız Z kümesinde bir komşusu

vardır. Dolayısıyla, (U −S)∪ (V −S)∪X ∪Z kümesindeki tepeler ile etkilenmiş

altçizge bağlantılıdır. Yani, Gn − Y −S çizgesi bağlantılıdır. Gn −S çizgesinde Z

kümesi hatasız olduğundan Y−S kümesindeki her tepenin Z kümesinde dolayısıyla

Gn − Y − S çizgesinde bir komşusu vardır. O halde, Gn − S çizgesi bağlantılıdır.

Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) |S ∩ Z| = 1 olsun.

Gn − S çizgesinde X ve Y kümeleri hatasız olup Y kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizge Cn çevresine izomorftur. Gn − S çizgesinde U − S ve V − S

kümelerinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri P2n−1 yol çizgesine

izomorf olup bağlantılıdır. α, β ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} ve γ ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

olmak üzere S ∩ U = {uα}, S ∩ V = {vβ} ve S ∩ Z = {zγ} olsun. Genelliği

kaybetmeden α çift tam sayı olsun. Gn çizgesinde uα tepesi ile xα+1 tepesi komşu

olduğundan, X − {xα+1} kümesindeki her tepenin U − S kümesinde bir komşusu

vardır. O halde, (U−S)∪(X−{xα+1}) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

Bu bileşen C olsun. X kümesinde incelenmesi gereken tek tepe xα+1 tepesidir.

(a) Eğer NGn(xα+1) = {uα, vβ, zγ} ise xα+1 tepesi Gn − S çizgesinde izole tepe

olur. Bu ise S kümesinin süper kesim küme olmasıyla çelişir.

(b) Eğer NGn(xα+1) ̸= {uα, vβ, zγ} ise |NGn(xα+1)∩S| ≤ 2 olup xα+1 tepesinin

Gn − S çizgesinde en az bir komşu tepesi vardır.

Gn çizgesinde vβ tepesi ile xβ tepesi komşu olduğundan, Gn − S çizgesinde

X − {xβ} kümesindeki her tepenin V − S kümesinde bir komşusu vardır.

• Eğer β ̸= α + 1 ise, xβ tepesinin U − S kümesinde, xα+1 tepesinin de

V − S kümesinde bir komşusu vardır. Dolayısıyla, (V − S) ∪ {xα+1}

kümesindeki tüm tepeler C bileşenine bağlı olur.

• Eğer β = α+1 ise, xβ yani xα+1 tepesinin Z−S kümesinde bir komşusu

vardır. Yani, V − S kümesindeki tüm tepeler C bileşenine bağlı olur.

Gn − S çizgesinde Z − S kümesindeki her tepenin X kümesinde tam olarak

iki ve Y kümesinde bir komşusu olduğundan (Z − S) ∪ Y kümesindeki tüm
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tepeler C bileşenindedir. Böylece, Gn − S çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul

ile çelişir.

Tüm durumlar incelendiğinde Gn − S çizgesini izole tepe bırakmadan bağlantısız

yapmak için üç tepenin yeterli olamayacağı görülür. Yani, κ′(Gn) ≥ 4 elde edilir.

Üst sınır için S = {u2, u2n−1, x0, x1} alınırsa Gn − S çizgesi izole tepe içermeyen

bağlantısız bir çizge olur. Yani, κ′(Gn) ≤ 4 elde edilir. Alt ve üst sınırdan, n tek ve

n ≥ 5 olmak üzere κ′(Gn) = 4 elde edilir.

Gn çizgesi 3-regüler olduğundan n ≥ 3 olmak üzere ξ(Gn) = 4 olduğu açıktır.

Teorem 1.0.1 yardımı ile λ′(Gn) ≤ ξ(Gn) = 4 olduğu bilinmektedir. Ayrıca, Gn

çizgesi süper ayrıt bağlantılı olduğundan yani λ′(Gn) > λ(Gn) olduğundan aşağıdaki

sonuç verilebilir.

Teorem 4.1.6 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere λ′(Gn) = 4 eşitliği sağlanır.

4.2 Yapı Bağlantılılık ve Altyapı Bağlantılılık

Bu bölümde H ∈ {K1, K1,1, K1,2, K1,3} olmak üzere Goldberg snark için

H–yapı bağlantılılık ve H–altyapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir.

Öncelikle aşağıdaki yardımcı teorem ile F kümesi Gn çizgesinin

altçizgelerinden oluşan bir küme olmak üzere Gn çizgesinden silindiğinde Gn − F

çizgesini bağlantılı yapan F kümesinin Gn çizgesinin hangi tepeler kümesinin

elemanlarını içerdiği belirlenmiştir.

Yardımcı Teorem 4.2.1 n tek ve n ≥ 3 olmak üzere F kümesi Gn çizgesinin

altçizgelerinden oluşan bir küme olsun. Eğer V (F ) ⊆ U ∪ V ya da V (F ) ⊆ U ∪ Y ya

da V (F ) ⊆ V ∪ Y ise Gn − F çizgesi bağlantılıdır.

İspat. n tek ve n ≥ 3 olmak üzere F kümesi Gn çizgesinin altçizgelerinden oluşan bir

küme olsun. U ∪Y ve V ∪Y kümelerinin kendi aralarında yer değiştirilebilir oldukları

dikkate alınırsa sadece aşağıdaki durumları incelemek yeterlidir.

Durum 1. V (F ) ⊆ U ∪ V olsun.

(i) V (F ) ∩ U ̸= ∅ ve V (F ) ∩ V = ∅ olsun.
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Gn−F çizgesinde X , Y , Z ve V kümeleri hatasız olup X∪Y ∪Z∪V kümesindeki

tepeler ile etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde U − V (F )

kümesindeki her tepenin X kümesinde bir komşusu vardır. Dolayısıyla, geriye

kalan çizgenin tüm tepeleri aynı bileşendedir, yani Gn − F çizgesi bağlantılıdır.

(ii) V (F ) ∩ U = ∅ ve V (F ) ∩ V ̸= ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan Durum (1)

(i) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(iii) V (F ) ∩ U ̸= ∅ ve V (F ) ∩ V ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X , Y ve Z kümeleri hatasız olup X ∪ Y ∪ Z kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde U − V (F )

kümesindeki her tepenin ve V − V (F ) kümesindeki her tepenin X kümesinde bir

komşusu vardır. X ∪ Y ∪ Z kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılı olduğundan geriye kalan çizgenin tüm tepeleri aynı bileşendedir. Yani,

Gn − F çizgesi bağlantılıdır.

Durum 2. V (F ) ⊆ U ∪ Y olsun.

(i) V (F ) ∩ U ̸= ∅ ve V (F ) ∩ Y = ∅ olsun.

Bu durumda V (F ) ∩ V = ∅ olduğundan bu durum Durum (1) (i) ile aynıdır.

(ii) V (F ) ∩ U = ∅ ve V (F ) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X , U , Z ve V kümeleri hatasız olup X ∪ U ∪ Z ∪ V

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn−F çizgesinde

Y − V (F ) kümesindeki her tepenin Z kümesinde komşu olduğu bir tepe vardır.

Dolayısıyla, geriye kalan çizgenin tüm tepeleri aynı bileşendedir, yani Gn − F

çizgesi bağlantılıdır.

(iii) V (F ) ∩ U ̸= ∅ ve V (F ) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X , Z ve V kümeleri hatasız olup X ∪ Z ∪ V kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde U − V (F )

kümesindeki her tepenin X kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, Y − V (F )
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kümesindeki her tepenin de Z kümesinde bir komşu tepesi vardır. X ∪ Z ∪ V

kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge bağlantılı olduğundan geriye kalan

çizgenin tüm tepeleri aynı bileşendedir. Yani, Gn − F çizgesi bağlantılıdır.

Teorem 4.1.3 yardımı ile n tek ve n ≥ 3 olmak üzere κ(Gn) = 3 ve herhangi

bir G çizgesi için κ(G;K1) = κs(G;K1) = κ(G) olduğundan aşağıdaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2.2 n tek ve n ≥ 3 olmak üzere κ(Gn;K1) = κs(Gn;K1) = 3 eşitliği
sağlanır.

4.2.1 K1,1–Yapı Bağlantılılık ve K1,1–Altyapı Bağlantılılık

Bu bölümde n tek ve n ≥ 3 olmak üzere Goldberg snark Gn için K1,1–altyapı

bağlantılılık ve K1,1–yapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir.

Öncelikle n = 3 ve m ∈ {1, 2, 3} olmak üzere Goldberg snarkın K1,m–altyapı

bağlantılılık değeri için bir alt sınır ispat edilmiştir.

Yardımcı Teorem 4.2.3 n = 3 ve m ∈ {1, 2, 3} olmak üzere κs(Gn;K1,m) ≥ 2

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Çelişki elde etmek için F çizgeler kümesinin G3 çizgesinin bir elemanlı bir

K1,m-altyapı-kesim kümesi olduğu kabul edilsin. Bu durumda, F çizgesi K1,m

çizgesinin bağlantılı bir altçizgesidir. Yani, F çizgesinin K1, K1,1, K1,2 ya da K1,3

çizgelerine izomorf olduğu durumlar incelenmelidir.

Teorem 4.1.3 ile Gn çizgesinin bağlantılılık sayısının üç olduğu bilinmektedir.

Bir altyapı-kesim küme aynı zamanda bir kesim-küme olduğundan, |V (F )| ≥ 3

olmalıdır. O halde, F çizgesi K1 ya da K1,1 çizgelerine izomorf olamaz. Bu nedenle,

F çizgesinin K1,2 ya da K1,3 çizgesine izomorf olduğu durumu incelenmelidir.

F çizgesinin merkez tepesi U , V , X , Y ya da Z kümelerinde olabilir. U ile

V kümeleri kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan F çizgesinin merkezinin

U kümesinde olması ile V kümesinde olması benzerdir. Bu nedenle, F çizgesinin

merkezinin V kümesi dışındaki durumları incelemek yeterlidir.

28



G3 − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır. X − V (F )

kümesindeki her tepenin V −V (F ) kümesinde bir komşusu ve Z−V (F ) kümesindeki

her tepenin ise X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. Böylece, (X −

V (F ))∪ (V −V (F ))∪ (Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. n = 3

olduğundan |U−V (F )| ≥ 3 ve |X−V (F )| ≥ 4 olur. Bu ise U−V (F ) kümesindeki bir

tepeyi X−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız bir ayrıtın mutlaka olduğunu

gösterir. Yani, G3 − Y − F çizgesi bağlantılıdır.

(1) F çizgesinin merkezi Y kümesinde olsun.

Y − V (F ) = ∅ ya da |Y − V (F )| = 1 olur. Eğer Y − V (F ) = ∅ ise Y − V (F )

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge boş çizgedir. O halde G3 − Y −

F çizgesi G3 − F çizgesine izomorf olup G3 − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise

F kümesinin K1,m–altyapı-kesim küme olması ile çelişir. Eğer |Y − V (F )| =

1 ise Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge K1 çizgesine

izomorftur. Bu durumda |Z − V (F )| = 2 olup Y − V (F ) kümesindeki tepenin

Z − V (F ) kümesinde komşusu vardır. Böylece, Y − V (F ) kümesindeki tepeler

tarafından etkilenmiş altçizge G3 − Y − F çizgesine hatasız bir ayrıt ile bağlı olur.

Böylece, G3 − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise F kümesinin K1,m–altyapı-kesim

küme olması ile çelişir.

(2) F çizgesinin merkezi Y kümesinde olmasın.

G3 − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

ya P3 yol çizgesine izomorf ya da C3 çizgesine izomorf bir çizgedir. Yani, Y −

V (F ) kümesinde en az iki tepe vardır. Ayrıca, |Z − V (F )| ≥ 2 ve Z − V (F )

kümesindeki her tepenin Y −V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan Y −V (F )

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge G3−Y −F çizgesine hatasız en

az iki ayrıt ile bağlı olur. Böylece, G3−F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise F kümesinin

K1,m–altyapı-kesim küme olması ile çelişir.

Dolayısıyla G3 − F çizgesini bağlantısız yapmak için tek elemanlı bir K1,m–alt yapı

kesim kümenin yeterli olamayacağı görülür. Buradan, n = 3 ve m ∈ {1, 2, 3} olmak

29



üzere κs(Gn;K1,m) ≥ 2 elde edilir.

Aşağıdaki teorem ile n = 3 olmak üzere Gn çizgesinin K1,1–altyapı

bağlantılılık ve K1,1–yapı bağlantılılık değerleri ispat edilmiştir.

Teorem 4.2.4 n = 3 olmak üzere κ(Gn;K1,1) = κs(Gn;K1,1) = 2 eşitliği sağlanır.

İspat. G3 çizgesinin {y0, y1} ve {z2, x4} tepeleri tarafından etkilenmiş K1,1

altçizgeleri sırasıyla F1 ve F2 olsun. F = {F1, F2} olmak üzere G3 − F çizgesinde

y2 tepesi izole tepe olup G3 − F çizgesi bağlantısızdır. Böylece, κ(G3;K1,1) ≤ 2 elde

edilir.

Herhangi bir G çizgesi ve H-yapı-kesim kümesi için κ(G;H) ≥

κs(G;H) eşitsizliği, Yardımcı Teorem 4.2.3 ve ispatladığımız üst sınır yardımıyla

2 ≥ κ(G3;K1,1) ≥ κs(G3;K1,1) ≥ 2 elde edilir. Buradan ispat tamamlanmış olur.

Aşağıdaki yardımcı teorem n tek ve n ≥ 5 olmak üzere K1,1–altyapı

bağlantılılık için bir alt sınır vermektedir.

Yardımcı Teorem 4.2.5 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere κs(Gn;K1,1) ≥ 3 eşitliği sağlanır.

İspat. İspatı tamamlamak için Gn çizgesinin iki elemanlı bir K1,1–altyapı kesim

kümesinin olamayacağını göstermek yeterlidir. F = {F1, F2} kümesi, Gn çizgesinin

K1,1–altyapı kesim kümesi olsun. Teorem 4.1.3 ile κ(Gn) = 3 olduğundan |V (F )| ≥ 3

olmalıdır. Bu nedenle, F kümesinin elemanlarından bir K1,1 olmalıdır. Genelliği

kaybetmeden F1 çizgesi K1,1 çizgesine izomorf olsun. O halde, incelenmesi gereken

iki durum vardır.

Durum 1. F2
∼= K1 olsun.

Teorem 4.1.3 ile κ(Gn) = 3 ve Teorem 4.1.5 ile κ′(Gn) = 4 olduğundan

n tek ve n ≥ 5 için Gn çizgesinin süper bağlantılı olduğu bilinmektedir. Yani, Gn

çizgesinin 3 elemanlı her kesim kümesi geriye izole tepe bıraktığı bilinmektedir. Fakat,

Gn çizgesinin yapısı gereği Gn çizgesinin bir tepesinin tüm komşularını içeren bir

V (F ) kümesi olamaz. Dolayısıyla, bu durum mümkün değildir.

Durum 2. F2
∼= K1,1 olsun.
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Yardımcı Teorem 4.2.1 yardımıyla V (F ) ⊆ U ∪ V ya da V (F ) ⊆ U ∪ Y

ya da V (F ) ⊆ V ∪ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu

ise F kümesinin K1,1–altyapı kesim kümesi olması ile çelişir. Bu nedenle aşağıdaki

durumlar incelenmelidir.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ olsun. Yani, V (F1) ⊆ U ya da |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve Y − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩ Y = ∅ ve V (F2) ∩ Z = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Z ve Y kümeleri hatasızdır. Böylece, Z ∪ Y kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde X − V (F )

kümesindeki her tepenin Z kümesinde bir komşusu vardır. O halde, (X − V (F ))∪

(Z∪Y ) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan V −

V (F ) kümesindeki bir tepeyi X−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir

hatasız ayrıt vardır. Geriye kalan çizgede V −V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizge bağlantılı olduğundan, Gn − U − F çizgesi bağlantılıdır.

• V (F2) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş

altçizge ya bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır ya da iki bileşene

sahip bağlantısız bir çizgedir. Geriye kalan çizgede U − V (F ) kümesindeki

her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan, U − V (F )

kümesindeki her tepe hatasız ayrıtlar ile Gn − U − F çizgesine bağlı olur.

Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

• V (F2) ∩ V ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş

altçizge bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan

U−V (F ) kümesinde X−V (F ) kümesindeki bir tepeye komşu olan en az bir

tepe vardır. Bu Gn[U − V (F )] etkilenmiş bağlantılı altçizgenin Gn − U − F

çizgesine en az bir hatasız ayrıt ile bağlandığını gösterir. Dolayısıyla, Gn−F

çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.
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(ii) V (F2) ∩ Y ̸= ∅ ya da V (F2) ∩ Z ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V kümesi hatasız olup X − V (F ) kümesindeki her

tepenin V kümesinde bir komşusu vardır. Geriye kalan çizgede Z − V (F )

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece,

(X − V (F )) ∪ V ∪ (Z − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu

bileşen C olsun. V (F2) ∩ U = ∅ olup Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesindeki

tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bir yol çizgeye izomorftur. n ≥ 5 olduğundan

U −V (F ) kümesinde X−V (F ) kümesindeki bir tepeye komşu olan en az bir tepe

vardır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan |Y −V (F )| ≥ 3 ve |NGn−F (Y −V (F ))∩Z| ≥ 3

olduğundan Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye

bağlayan en az üç hatasız ayrıt vardır. Bu ise Gn[U − V (F )] ve Gn[Y − V (F )]

etkilenmiş bağlantılı altçizgelerin her birinin C bileşenine en az bir hatasız ayrıt ile

bağlandığını gösterir. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile

çelişir.

(2) V (F1) ∩ V ̸= ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F1) ⊆ U durumu V (F1) ⊆ V durumu ile, |V (F1) ∩ U | = 1 durumu ise

|V (F1) ∩ V | = 1 durumu ile benzerdir. Bu nedenle, Durum 2 (1) için yapılan

açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

F1 ve F2 çizgelerinin ikisi K1,1 çizgesine izomorf olduğundan V (F2) ∩ U ̸= ∅

ya da V (F2) ∩ V ̸= ∅ durumu sırasıyla Durum 2 (1) ya da Durum 2 (2) durumundaki

elemanları içermektedir. Bu nedenle, aşağıdaki durumları incelemek yeterlidir.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. Geriye kalan çizgede X − V (F )

kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, Z − V (F )

kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. O halde,

(V −V (F ))∪ (X −V (F ))∪ (Z −V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan, U − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F )
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kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Bu, U − V (F )

kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş bağlantlılı altçizgenin C bileşenine hatasız

bir ayrıt ile bağlandığını gösterir. Böylece, Gn − Y − F çizgesi bağlantılıdır.

(i) V (F1) ∩ Y ̸= ∅ ve V (F2) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

ya bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır ya da iki bileşene sahip bağlantısız bir

çizgedir. Geriye kalan çizgede Y − V (F ) kümesindeki her tepenin Z − V (F )

kümesinde bir komşusu vardır. Böylece, Y − V (F ) kümesindeki her tepe bir

hatasız ayrıt ile Gn−Y −F çizgesine bağlanmış olur. Dolayısıyla, Gn−F çizgesi

bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(ii) |V (F1) ∩X| = 1 ve |V (F1) ∩ Z| = 1 olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş

altçizge bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan

|Y − V (F )| ≥ 3 ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 2 olur. Böylece, Y − V (F )

kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az iki

hatasız ayrıt vardır. Böylece, Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş

bağlantılı altçizge Gn − Y − F çizgesine hatasız ayrıtlar ile bağlanmış olur.

Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

Tüm durumlar incelendiğinde Gn − F çizgesini bağlantısız yapmak için iki elemanlı

bir K1,1–altyapı–kesim kümenin yeterli olamayacağı görülür. Buradan, n tek ve n ≥ 5

olmak üzere κs(Gn;K1,1) ≥ 3 elde edilir.

Aşağıdaki teorem ile n tek ve n ≥ 5 olmak üzere Gn çizgesinin K1,1–yapı

bağlantılılık ve K1,1–altyapı bağlantılılık değerleri ispat edilmiştir.

Teorem 4.2.6 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere κs(Gn;K1,1) = κ(Gn;K1,1) = 3 eşitliği
sağlanır.

İspat. F1, F2 ve F3 çizgeleri Gn çizgesinin sırasıyla {u0, u1}, {u3, u4}, {x3, v3}

tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgeleri olsun. F1, F2 ve F3 çizgelerinin her birinin
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K1,1 çizgesine izomorf olduğu açıktır. F = {F1, F2, F3} olmak üzere u2 tepesi Gn−F

çizgesinde izole tepedir. Dolayısıyla, n tek ve n ≥ 5 olmak üzere κ(Gn;K1,1) ≤ 3

elde edilir.

Yardımcı Teorem 4.2.5, κ(Gn;K1,1) ≥ κs(Gn;K1,1) ve n ≥ 5 olmak üzere

κ(Gn;K1,1) ≤ 3 eşitsizlikleri ile 3 ≥ κ(Gn;K1,1) ≥ κs(Gn;K1,1) ≥ 3 olup

κ(Gn;K1,1) = κs(Gn;K1,1) = 3 elde edilir.

4.2.2 K1,2–Yapı Bağlantılılık ve K1,2–Altyapı Bağlantılılık

Bu bölümde n tek ve n ≥ 3 olmak üzere Goldberg snark Gn için K1,2–yapı

bağlantılılık ve K1,2–altyapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir.

Öncelikle aşağıdaki teorem ile Yardımcı Teorem 4.2.3 kullanılarak n =

3 olmak üzere Gn çizgesinin K1,2–yapı bağlantılılık ve K1,2–altyapı bağlantılılık

değerleri elde edilmiştir.

Teorem 4.2.7 n = 3 olmak üzere κ(Gn;K1,2) = κs(Gn;K1,2) = 2 eşitliği sağlanır.

İspat. G3 çizgesinin {z0, y0, y1} ve {z2, x4, x5} tepeleri tarafından etkilenmiş

altçizgeler sırasıyla F1 ve F2 olsun. F = {F1, F2} olmak üzere G3 − F çizgesinde y2

izole tepe olup G3 − F çizgesi bağlantısızdır. Böylece, κ(G3;K1,2) ≤ 2 elde edilir.

Herhangi bir G çizgesi ve H-yapı-kesim küme için κ(G;H) ≥ κs(G;H)

olduğu bilinmektedir. Yardımcı Teorem 4.2.3 ve ispatladığımız κ(G3;K1,2) ≤ 2

eşitsizliği ile 2 ≥ κ(G3;K1,2) ≥ κs(G3;K1,2) ≥ 2 olup κ(G3;K1,2) = κs(G3;K1,2) =

2 elde edilir.

Aşağıdaki yardımcı teorem ile n tek ve n ≥ 5 olmak üzere Gn çizgesinin

K1,2–altyapı bağlantılılık değeri için bir alt sınır ispat edilmiştir.

Yardımcı Teorem 4.2.8 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere κs(Gn;K1,2) ≥ 3 eşitsizliği
sağlanır.

İspat. Çelişki elde etmek için F çizgeler kümesinin Gn çizgesinin iki elemanlı bir

K1,2–altyapı–kesim kümesi olduğu kabul edilsin. F = {F1, F2} olsun. Eğer F

kümesinin elemanlarından hiçbiri K1,2 çizgesine izomorf değilse F aynı zamanda
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bir K1,1–altyapı–kesim kümedir. Yardımcı Teorem 4.2.5 ile K1,1– altyapı–kesim

kümesinin en az üç elemanlı olduğu bilinmektedir. Bu ise F kümesinin iki elemanlı

bir K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. O halde, F kümesinin elemanlarından

biri K1,2 çizgesine izomorf olsun. Genelliği kaybetmeden F1 çizgesi K1,2 çizgesine

izomorf olsun. O halde F2 çizgesi için aşağıdaki durumlar incelenmelidir.

Durum 1. F2
∼= K1 olsun.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.1 ile |V (F1)∩U | = 3 iken V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V

ya da V (F2) ⊆ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu ise F

kümesinin K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. Bu nedenle, |V (F1) ∩ U | = 3

durumu için sadece V (F2) ⊆ X ve V (F2) ⊆ Z durumlarını incelemek yeterlidir.

(i) V (F2) ⊆ V olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılı olup P2n−1 ya da P2n−2 yol çizgesine izomorftur. Ayrıca, V − V (F )

kümesinin tepeleri ile etkilenmiş altçizge bağlantılı P2n−1 yol çizgesine izomorftur.

• |V (F1) ∩ U | = 2 olsun.

O halde, |V (F1) ∩ X| = 1 olduğu açıktır. Gn − F çizgesinde Y ve Z

kümeleri hatasız olup Y ∪Z kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin Z

kümesinde bir komşusu vardır. O halde (Y ∪ Z) ∪ (X − V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan geriye

kalan çizgede her iki ucu V (F ) kümesinde olmayan en az bir (xi, vj) ayrıtı

mutlaka vardır. Bu ise V − V (F ) kümesindeki vj tepesinin C bileşenindeki

xi tepesine hatasız bir ayrıt ile bağlı olduğunu gösterir. Ayrıca, U − V (F )

kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan

Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.

Gn−F çizgesinde Y kümesi hatasız olup Z−V (F ) kümesindeki her tepenin

Y kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, X−V (F ) kümesindeki her tepenin

35



U −V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu vardır. Z−V (F ) kümesindeki

her tepenin de X−V (F ) kümesinde en az bir komşusu olduğundan, Y ∪(Z−

V (F ))∪(X−V (F ))∪(U−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan |V −V (F )| = |X−V (F )| = 2n−1 ≥

9 olup Gn−F çizgesinde bir ucu V −V (F ) kümesinde diğer ucu ise X−V (F )

kümesinde yani C bileşeninde olan hatasız bir ayrıt vardır. Böylece, Gn − F

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V kümesi hatasız olduğundan X − V (F ) kümesindeki her

tepenin V kümesinde bir komşusu vardır. Böylece, V ∪ (X − V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun.

• V (F2) ⊆ X olsun.

Gn−F çizgesinde U−V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılı olup bir yol çizgesine izomorftur. Ayrıca, Gn − F çizgesinde Y

kümesi hatasız olup Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y kümesinde komşu

olduğu bir tepe vardır. Böylece, Y ∪(Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı

bileşendedir. n ≥ 5 olduğundan X−V (F ) kümesindeki en az bir tepenin hem

U−V (F ) kümesinde hem de Z−V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Yani,

X − V (F ) kümesindeki bir tepeyi hem U − V (F ) kümesindeki bir tepeye

hem de Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız ayrıtlar vardır.

Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ Y ya da V (F2) ⊆ Z olsun.

Gn−F çizgesinde Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılı olup ya Pn−1 ya da Cn çizgesine izomorftur. Z−V (F ) ve U−V (F )

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde dolayısıyla C bileşeninde en

az bir komşusu vardır. n ≥ 5 için |Y − V (F )| ≥ 4 ve |Z − V (F )| ≥ 4 olup

|NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 3 olduğundan her iki ucu da V (F ) kümesinde

olmayan en az bir (zi, yi) ayrıtı vardır. Böylece, Gn − F çizgesi bağlantılıdır.

Bu ise kabul ile çelişir.
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(2) V (F1) ∩ V ̸= ∅ ve V (F1) ∩ U = ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan Durum

1 (1) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.1 ile |V (F1)∩Y | = 3 iken V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V

ya da V (F2) ⊆ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu ise F

kümesinin K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. Bu nedenle |V (F1) ∩ Y | = 3

durumu için sadece V (F2) ⊆ X ve V (F2) ⊆ Z durumlarını incelemek yeterlidir.

(i) |V (F1) ∩ Y | = 2 ve V (F2) ⊆ Y ya da |V (F1) ∩ Y | = 1 ve V (F2) ⊆ Y olsun.

İlk durum için |V (F1) ∩ Z| = 1 ve |V (F1) ∩X| = 1 olduğu, ikinci durum için ise

|V (F1) ∩ Z| = 1 olduğu açıktır. Gn − F çizgesinde U ve V kümeleri hatasız olup

X−V (F ) kümesindeki her tepenin hem U hem de V kümesinde bir komşusu vardır.

O halde, U ∪ V ∪ (X − V (F )) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır. Ayrıca, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde en

az bir tane komşusu ve Y − V (F ) kümesindeki her tepenin Z − V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. Böylece, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F1) ∩ Y = ∅ ya da V (F1) ∩ Y ̸= ∅ ve V (F2) ⊈ Y olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan V (F2) ⊆ U

ve V (F2) ⊆ V durumlarından sadece V (F2) ⊆ U durumu dikkate alınarak ispat

yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde U − V (F ), V − V (F ) ve Y − V (F ) kümelerinin tepeleri

tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde

X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır.

Ayrıca, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir

komşusu vardır. Bu ise (X−V (F ))∪(V −V (F ))∪(Z−V (F )) kümesinin tepeleri

tarafından etkilenmiş altçizgenin bağlantılı olduğunu gösterir. n ≥ 5 olduğundan

|Y − V (F )| ≥ 2 ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 1 olup geriye kalan çizgede her

iki ucu da V (F ) kümesinde olmayan hatasız en az bir (yi, zi) ayrıtı vardır. Benzer

şekilde, n ≥ 5 olduğundan |U − V (F )| ≥ 9 ve |X − V (F )| ≥ 7 olup geriye kalan
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çizgede bir ucu U −V (F ) kümesinde diğer ucu X −V (F ) kümesinde olan hatasız

bir ayrıt vardır. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(4) V (F1) ∩ U ̸= ∅ ve V (F1) ∩ V ̸= ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F2) ⊆ U ve V (F2) ⊆ V durumlarından sadece V (F2) ⊆ U durumu dikkate

alınmıştır.

Gn−F çizgesinde Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılı olup ya Cn çevre çizgesine ya da Pn−1 yol çizgesine izomorftur. Gn −

F çizgesinde V − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol

çizgesine izomorf olup bağlantılıdır.

(i) V (F2) ⊂ Y olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

P2n−1 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Geriye kalan çizgede X − V (F )

kümesindeki her tepenin hem U − V (F ) kümesinde hem de V − V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. Ayrıca, Gn − F çizgesinde Z kümesi hatasız olup Z

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. Böylece,

(U−V (F ))∪(V −V (F ))∪(X−V (F ))∪Z kümesindeki tüm tepeler aynı bileşende

olup Gn − Y −F çizgesi bağlantılıdır. Gn −F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki

her tepenin Z kümesinde dolayısıyla bağlantılı Gn−Y −F çizgesinde bir komşusu

vardır. O halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ⊈ Y olsun.

Gn − F çizgesinde Y kümesi hatasız olup Z − V (F ) kümesindeki

her tepenin Y kümesinde bir komşusu vardır. Böylece,

Gn[(Z − V (F )) ∪ Y ] çizgesi bağlantılıdır. Ayrıca, Gn − F çizgesinde X − V (F )

kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece,

Gn[(X − V (F )) ∪ (V − V (F ))] çizgesi bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan geriye

kalan çizgede bir ucu X − V (F ) kümesinde diğer ucu Z − V (F ) kümesinde olan

hatasız bir ayrıt mutlaka vardır. Böylece, Gn[(Z − V (F )) ∪ Y ] çizgesi hatasız bir
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ayrıt ile Gn[(X − V (F )) ∪ (V − V (F ))] çizgesine bağlı olup Gn − U − F çizgesi

bağlantılıdır.

• V (F2) ⊆ U olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde

dolayısıyla bağlantılı Gn −U −F çizgesinde bir komşusu vardır. O halde, Gn −F

çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

• V (F2) ⊆ X ya da V (F2) ⊆ Z olsun.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin U − V (F ) kümesinde bir

komşusu vardır. Böylece, Gn − U − F çizgesi Gn[U − V (F )] çizgesine bağlı olup

Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

Durum 2. F2
∼= K1,1 olsun.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.1 ile |V (F1)∩U | = 3 iken V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V

ya da V (F2) ⊆ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu ise F

kümesinin K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. Bu nedenle, |V (F1) ∩ U | = 3

durumu için sadece V (F2) ⊈ U , V (F2) ⊈ V ve V (F2) ⊈ Y durumlarını incelemek

yeterlidir.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ya da V (F2) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

V (F )∩V = ∅ olup Gn−F çizgesinde X−V (F ) kümesindeki her tepenin V−V (F )

kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, Gn−F çizgesinde Z−V (F ) ve U −V (F )

kümelerindeki her tepenin X−V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. Böylece,

(V −V (F ))∪(X−V (F ))∪(Z−V (F ))∪(U−V (F )) kümesinin tüm tepeleri aynı

bileşende olup Gn−Y −F çizgesi bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan |Y −V (F )| ≥ 2

ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 2 olur. Bu nedenle, Gn − F çizgesinde Y − V (F )

kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye dolayısıyla Gn − Y − F
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çizgesindeki bir tepeye bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka vardır. Böylece, Gn − F

çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩X ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır. X−V (F ) kümesindeki her tepenin V −V (F ) kümesinde bir komşusu

olup (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) kümesinin tüm tepeleri aynı bileşendedir. Bu

bileşen C1 olsun. Ayrıca, Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin

de Y − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece, (Y − V (F ))∪ (Z − V (F ))

kümesinin tüm tepeleri aynı bileşende olup bu bileşen C2 olsun. n ≥ 5 olduğundan

Z − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en

az bir hatasız ayrıt vardır. Yani, C1 bileşeni C2 bileşenine en az bir hatasız ayrıt ile

bağlı olur. Ayrıca, Gn−F çizgesinde U −V (F ) kümesindeki bir tepeyi X−V (F )

kümesindeki bir tepeye yani C1 bileşenindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız

ayrıt mutlaka vardır. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise kabul ile

çelişir.

(iii) V (F2) ⊂ V olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge bir

yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Yardımcı Teorem 4.2.1 ile F1 çizgesinin

sadece iki durumu incelenmelidir.

• |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.

Gn−F çizgesinde X−V (F ) kümesindeki her tepenin U −V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. Ayrıca, Z−V (F ) kümesindeki her tepenin de X−V (F )

kümesinde bir komşusu vardır. Böylece, Gn − (Y ∪ V ) − F çizgesi

bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan, geriye kalan çizgede V −V (F ) kümesindeki

bir tepeyi X−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka

vardır. Ayrıca, Gn − F çizgesinde Y kümesi hatasız ve n ≥ 5 olduğundan

|Z − V (F )| ≥ 4 olup geriye kalan çizgede Z − V (F ) kümesindeki her

tepenin Y kümesinde bir komşusu vardır. Böylece, Gn[V − V (F )] ve Gn[Y ]

etkilenmiş bağlantılı altçizgelerin her biri hatasız ayrıtlar ile Gn−(Y ∪V )−F
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çizgesine bağlanmış olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır, bu ise

kabul ile çelişir.

• |V (F1) ∩ U | = 2 olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F )

kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, X − V (F ) kümesindeki

her tepenin ise Z − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece

(Y − V (F )) ∪ (Z − V (F )) ∪ (X − V (F )) kümesinin tüm tepeleri aynı

bileşende olur. n ≥ 5 olduğundan, geriye kalan çizgede hem U − V (F ) hem

de V − V (F ) kümesindeki bir tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu

mutlaka vardır. U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılı olduğundan geriye kalan çizgenin

tüm tepeleri aynı bileşende olur. Böylece, Gn −F çizgesi bağlantılıdır, bu ise

kabul ile çelişir.

(2) V (F1) ∩ V ̸= ∅ ve V (F1) ∩ U = ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan Durum

2 (1) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.1 ile |V (F1)∩Y | = 3 iken V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V

ya da V (F2) ⊆ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu ise F

kümesinin K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. Bu nedenle, |V (F1) ∩ Y | = 3

durumu için sadece V (F2) ⊈ U , V (F2) ⊈ V ve V (F2) ⊈ Y durumlarını incelemek

yeterlidir.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan V (F2)∩

U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V ̸= ∅ durumlarından sadece V (F2) ∩ U ̸= ∅ durumu dikkate

alınarak ispat yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde X − V (F )

kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, Z − V (F )

kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. Böylece,
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(X−V (F ))∪(V −V (F ))∪(Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu

bileşen C olsun. Ayrıca, U −V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

G∗ olsun.

(i) V (F1) ∩ Y ̸= ∅ ve V (F2) ⊈ Z ∪ Y ya da V (F1) ∩ Y = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bir yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2

ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 1 olup Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki

bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye dolayısıyla C bileşenindeki bir tepeye

bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka vardır. O halde Gn−G∗−F çizgesi bağlantılıdır.

(ii) V (F1) ∩ Y ̸= ∅ ve V (F2) ⊆ Z ∪ Y olsun.

n = 5 olmak üzere |V (F1) ∩ Y | = 3 ve |V (F2) ∩ Y | = 2 ise, Gn − F çizgesinde

Y − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge boş bir çizgedir. O

halde Gn − F çizgesi Gn − G∗ − F çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Diğer

durumlarda Gn−F çizgesinde Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş

altçizge ya bir yol çizgesine izomorf bağlantılı bir çizge ya da iki bileşene sahip

bağlantısız bir çizgedir. Geriye kalan çizgede Y − V (F ) kümesindeki her tepenin

Z − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Bu ise Y − V (F ) kümesindeki tüm

tepelerin C bileşenine bağlı olduğu anlamına gelir. O halde Gn − G∗ − F çizgesi

bağlantılıdır.

G∗ çizgesi bağlantılı olduğundan her iki durum için Gn − F çizgesinin bağlantılı

olduğunu göstermek için G∗ çizgesi ile Gn − G∗ − F çizgesini birbirine bağlayan en

az bir hatasız ayrıt bulmak yeterlidir. n ≥ 5 olduğundan G∗ çizgesinde bir ui tepesinin

X − V (F ) kümesinde komşu olduğu bir xj tepesi mutlaka vardır. Yani, G∗ çizgesi

(ui, xj) hatasız ayrıtı ile Gn − G∗ − F çizgesine bağlı olur. Böylece, Gn − F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(4) V (F1) ∩ U ̸= ∅ ve V (F1) ∩ V ̸= ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan V (F2)∩

U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V ̸= ∅ durumlarından sadece V (F2) ∩ U ̸= ∅ durumu dikkate

alınarak ispat yapılmıştır.
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(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn−F çizgesinde Y ve Z kümeleri hatasız olup Y ∪Z kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Geriye kalan çizgede X − V (F ) kümesindeki her

tepenin hem V − V (F ) kümesinde hem de Z − V (F ) kümesinde bir komşusu

vardır. Böylece, Gn −U −F çizgesi bağlantılıdır. Geriye kalan çizgede U −V (F )

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan Gn[U −

V (F )] çizgesi Gn − U − F çizgesine bağlı olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve Y − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde X − V (F )

kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca,

Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu

vardır. Böylece, (X−V (F ))∪(V −V (F ))∪(Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler

aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. C bileşenindeki X − V (F ) kümesindeki

her tepenin U − V (F ) kümesinde bir komşu tepesi ve Z − V (F ) kümesindeki bir

tepeyi Y − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır.

Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

Durum 3. F2
∼= K1,2 olsun.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.1 ile |V (F1)∩U | = 3 iken V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V

ya da V (F2) ⊆ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu ise F

kümesinin K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. Bu nedenle, |V (F1) ∩ U | = 3

durumu için sadece V (F2) ⊈ U , V (F2) ⊈ V ve V (F2) ⊈ Y durumlarını incelemek

yeterlidir.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) ve V − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ya da |V (F2) ∩ U | = 1 ve |V (F2) ∩ V | = 1 olsun.
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Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde tam

olarak bir komşusu, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin ise Y − V (F ) kümesinde

tam olarak bir komşusu vardır. Böylece, (X − V (F )) ∪ (V − V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C1 olsun. Benzer şekilde, (Y − V (F )) ∪

(Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun. n ≥ 5

olduğundan |Z − V (F )| ≥ 3 olup Z − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F )

kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka vardır. Böylece C1 ve C2

bileşenleri hatasız bir ayrıt ile birbirine bağlı olur. Geriye kalan çizgede U − V (F )

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu vardır.

Böylece, U − V (F ) kümesindeki her tepeyi C1 bileşenine bağlayan hatasız ayrıtlar

vardır. O halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ U = ∅ ve |V (F2) ∩ V | ≤ 1 olsun.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde tam

olarak bir komşusu, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde

en az bir komşusu vardır. Dolayısıyla, (X − V (F )) ∪ (V − V (F )) ∪ (Z − V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. Gn−F çizgesinde

U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge bir yol çizgeye

izomorf olup bağlantılıdır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2 ve

|NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 1 olduğu açıktır. Böylece, U − V (F ) kümesindeki

bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye ve Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi

Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Yani,

U − V (F ) ve Y − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından etkilenmiş bağlantılı

altçizgelerin her biri hatasız birer ayrıt ile C bileşenine bağlı olur. O halde, Gn−F

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iii) V (F2) ∩ V ̸= ∅ ve |V (F2) ∩ V | ≠ 1 olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde Z − V (F )

kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece

(Z − V (F )) ∪ (Y − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen

C1 olsun.
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• |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.

Gn−F çizgesinde X−V (F ) kümesindeki her tepenin U −V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. Böylece (X − V (F )) ∪ (U − V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun. Ayrıca, Z − V (F )

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Bu C1

bileşeninin C2 bileşenine en az bir hatasız ayrıt ile bağlı olduğu anlamına

gelir. n ≥ 5 olduğundan geriye kalan çizgede V − V (F ) kümesindeki bir

tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye dolayısıyla C2 bileşenindeki bir

tepeye bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka vardır. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• |V (F1) ∩ U | ≠ 1 olsun.

Gn−F çizgesinde X−V (F ) kümesindeki her tepenin Z−V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. Buradan X−V (F ) kümesindeki her tepenin C1 bileşenine

bağlı olduğu görülür. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan U − V (F ) kümesideki bir

tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan bir ayrıt ve V − V (F ) bir

tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan bir ayrıt mutlaka vardır.

Böylece, V (C1) ∪ (U − V (F )) ∪ (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşende olup Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

(2) V (F1) ∩ V ̸= ∅ ve V (F1) ∩ U = ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan Durum

3 (1) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) |V (F1) ∩ U | = 1 ve |V (F1) ∩ V | = 1 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

(V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅) ya da (V (F2) ∩ V ̸= ∅ ve V (F2) ∩ U = ∅)

durumundan sadece V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ durumu dikkate alınarak ispat

yapılmıştır.

Gn−F çizgesinde Y−V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır.
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(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

P2n−1 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Geriye kalan çizgede Y kümesi

hatasız olup Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y kümesinde bir komşusu vardır.

Böylece (Z − V (F )) ∪ Y kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen

C1 olsun. Ayrıca, X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde bir

komşusu vardır. Yani, (X − V (F )) ∪ (V − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı

bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun. n ≥ 5 olduğundan geriye kalan çizgede X −

V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız

bir ayrıt mutlaka vardır. Bu C1 bileşeninin C2 bileşenine en az bir hatasız ayrıt ile

bağlı olduğu anlamına gelir. Ayrıca, Gn−F çizgesinde U−V (F ) kümesindeki her

tepenin X−V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan, Gn−F çizgesi bağlantılıdır.

Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş Gn[U − V (F )] ve Gn[V − V (F )] altçizgeleri bağlantılıdır. Geriye

kalan çizgede X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde tam

olarak bir komşusu ve Z − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde

en az bir komşusu vardır. Bu ise (X − V (F )) ∪ (Z − V (F )) ∪ (V − V (F ))

kümesindeki tüm tepelerin aynı bileşende olduğunu gösterir. Bu bileşen C olsun.

Ayrıca, Gn[U−V (F )] ve Gn[Y −V (F )] etkilenmiş altçizgeleri bağlantılı ve n ≥ 5

olduğundan, geriye kalan çizgede Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F )

kümesindeki bir tepeye bağlayan ve U − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F )

kümesindeki bir tepeye bağlayan birer hatasız ayrıt mutlaka vardır. Böylece,

Gn[U − V (F )] ve Gn[Y − V (F )] çizgeleri hatasız ayrıtlar ile C bileşenine bağlı

olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iii) |V (F2) ∩ U | = 1 ve |V (F2) ∩ V | = 1 olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş Gn[U−V (F )] ve Gn[V −V (F )] çizgeleri ya bağlantılı ya da iki bileşene

sahip bağlantısız birer çizgedir. Geriye kalan çizgede Z − V (F ) kümesindeki her
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tepenin Y − V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu ve X − V (F ) kümesindeki

her tepenin Z − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. Yani (X − V (F )) ∪

(Z−V (F ))∪(Y −V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C

olsun. Ayrıca, geriye kalan çizgede U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F )

kümesinde ve V − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir

komşusu olduğundan, Gn[U − V (F )] ve Gn[V − V (F )] çizgelerindeki tüm tepeler

C bileşenine bağlı olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

(4) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.1 ile |V (F1)∩Y | = 3 iken V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V

ya da V (F2) ⊆ Y ise Gn − F çizgesinin bağlantılı olduğu bilinmektedir. Bu ise F

kümesinin K1,2–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. Bu nedenle, |V (F1) ∩ Y | = 3

durumu için sadece V (F2) ⊈ U , V (F2) ⊈ V ve V (F2) ⊈ Y durumlarını incelemek

yeterlidir.

Ayrıca, U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V ̸= ∅ durumlarından sadece V (F2) ∩ U ̸= ∅ durumu

dikkate alınarak ispat yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X −V (F ) kümesindeki her tepenin V −

V (F ) kümesinde tam olarak bir ve Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F )

kümesinde en az bir komşusu vardır. Dolayısıyla, (X − V (F ))∪ (Z − V (F ))∪ (V −

V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun.

(i) V (F2) ∩ Y = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ ya da |V (F2) ∩ U | = 1 ve |V (F2) ∩ V | = 1

olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2, |NGn−F (Y − V (F )) ∩

Z| ≥ 1, |U − V (F )| ≥ 7 ve |X − V (F )| ≥ 6 olduğu açıktır. Bu nedenle, geriye

kalan çizgede Y −V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F ) kümesindeki bir tepeye

ve U−V (F ) kümesindeki bir tepeyi de X−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan
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en az bir hatasız ayrıt vardır. O halde, Gn−F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

(ii) V (F2) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U kümesi hatasız olup X − V (F ) kümesindeki her tepenin

U−V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece V (C)∪(U−V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Yani, Gn − Y − F çizgesi bağlantılıdır.

• V (F1) ∩ Y = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş

altçizge bağlantılıdır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2 ve

|NGn−F (Y −V (F ))∩Z| ≥ 1 olup Y −V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F )

kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece,

Gn[Y − V (F )] etkilenmiş altçizgesi en az bir hatasız ayrıt ile Gn − Y − F

çizgesine bağlı olur. O halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

• V (F1) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

n = 5 olmak üzere |V (F1)∩Y | = 3 ve |V (F2)∩Y | = 2 ise, Gn−F çizgesinde

Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge boş bir çizgedir. O

halde, Gn−F çizgesi Gn−Y −F çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Diğer

durumlarda Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizge ya bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır ya da iki

bileşene sahip bağlantısız bir çizgedir. Geriye kalan çizgede Y − V (F )

kümesindeki her tepenin (eğer varsa) Z−V (F ) kümesinde bir komşusu vardır.

Böylece Y −V (F ) kümesindeki tüm tepeler Gn−Y −F çizgesine bağlı olur.

Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

Tüm durumlar incelendiğinde Gn − F çizgesini bağlantısız yapmak için iki

elemanlı bir K1,2–altyapı–kesim kümenin yeterli olamayacağı görülür. Buradan, n tek

ve n ≥ 5 olmak üzere κs(Gn;K1,2) ≥ 3 elde edilir.

Aşağıdaki teorem ile n ≥ 5 olmak üzere Gn çizgesinin K1,2–yapı bağlantılılık

ve K1,2–altyapı bağlantılılık değerleri ispat edilmiştir.
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Teorem 4.2.9 n tek ve n ≥ 5 olmak üzere κs(Gn;K1,2) = κ(Gn;K1,2) = 3 eşitliği
sağlanır.

İspat. F1, F2 ve F3 çizgeleri Gn çizgesinin sırasıyla {u0, u1, x1}, {u3, u4, u5} ve

{x3, v3, v4} tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgeleri olsun. F1, F2 ve F3 çizgelerinin

her birinin K1,2 çizgesine izomorf olduğu açıktır. F = {F1, F2, F3} olmak üzere u2

tepesi Gn−F çizgesinde izole tepedir. Dolayısıyla, n ≥ 5 olmak üzere κ(Gn;K1,2) ≤

3 elde edilir.

Yardımcı Teorem 4.2.8, κ(Gn;K1,2) ≥ κs(Gn;K1,2) ve n ≥ 5 olmak üzere

κ(Gn;K1,2) ≤ 3 eşitsizlikleri ile 3 ≥ κ(Gn;K1,2) ≥ κs(Gn;K1,2) ≥ 3 olup

κ(Gn;K1,2) = κs(Gn;K1,2) = 3 elde edilir.

4.2.3 K1,3–Yapı Bağlantılılık ve K1,3–Altyapı Bağlantılılık

Bu bölümde n tek ve n ≥ 3 olmak üzere Goldberg snark Gn için K1,3–yapı

bağlantılılık ve K1,3–altyapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir.

Öncelikle aşağıdaki iki teorem ile Yardımcı Teorem 4.2.3 kullanılarak n = 3

için Gn çizgesinin K1,3–altyapı bağlantılılık değeri ispat edilmiştir.

Teorem 4.2.10 n = 3 olmak üzere κs(Gn;K1,3) = 2 eşitsizliği sağlanır.

İspat. K1,2 çizgesi K1,3 çizgesinin bağlantılı bir altçizgesi olduğundan κs(Gn;K1,3) ≤

κs(Gn;K1,2) eşitsizliği sağlanır. Verilen eşitsizlik ve Teorem 4.2.7 yardımıyla

κs(G3;K1,3) ≤ 2 elde edilir.

Yardımcı Teorem 4.2.3 ile κs(G3;K1,3) ≥ 2 olduğundan ispat tamamlanmış

olur.

Çalışmanın geri kalanında n = 3 için Gn çizgesinin K1,3–yapı bağlantılılık

değeri ve n tek, n ≥ 5 için ise Gn çizgesinin hem K1,3–yapı bağlantılılık hem de

K1,3–altyapı bağlantılılık değeri incelenmiştir.

Aşağıdaki yardımcı teorem ile n tek ve n ≥ 5 olmak üzere Gn çizgesinin

K1,3–altyapı bağlantılılık değeri için bir alt sınır elde edilmiştir.

Yardımcı Teorem 4.2.11 n tek ve κs(Gn;K1,3) ≥ 3 eşitsizliği sağlanır.
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İspat. Çelişki elde etmek için F çizgeler kümesinin Gn çizgesinin iki elemanlı bir

K1,3-altyapı–kesim kümesi olduğu kabul edilsin. F = {F1, F2} olsun. Eğer F

kümesinin elemanlarından hiçbiri K1,3 çizgesine izomorf değilse F aynı zamanda

bir K1,2–altyapı–kesim kümedir. Yardımcı Teorem 4.2.8 ile n ≥ 5 olmak üzere

Gn çizgesinin K1,2–altyapı–kesim kümesinin en az üç elemanlı olduğu bilinmektedir.

Bu ise F kümesinin iki elemanlı bir K1,3–altyapı–kesim küme olması ile çelişir. O

halde, F kümesinin elemanlarından biri K1,3 çizgesine izomorf olmalıdır. Genelliği

kaybetmeden F1 çizgesi K1,3 çizgesine izomorf olsun.

Durum 1. F2
∼= K1 olsun.

(1) |V (F1) ∩ U | = 3 olsun.

Bu durum için |V (F1)∩X| = 1 olduğu açıktır. Gn − F çizgesinde V − V (F )

ve Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri sırasıyla

P2n−1 ve Pn−1 yol çizgelerine izomorf olup bağlantılıdır.

(i) V (F2) ⊆ U ya da V (F2) ⊆ V olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde,

X−V (F ) kümesindeki her tepenin de Z−V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu

vardır. O halde (Y −V (F ))∪ (Z−V (F ))∪ (X−V (F )) kümesindeki tüm tepeler

aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan geriye kalan çizgede

V − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan

en az bir hatasız ayrıt mutlaka vardır. V − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizge bağlantılı olduğundan, bu altçizge C bileşenine bağlanmış olur.

Ayrıca, U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu

olduğundan, U −V (F ) kümesindeki tüm tepeler de C bileşenine bağlıdır. O halde,

Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ⊆ Y ya da V (F2) ⊆ Z olsun.

Gn − F çizgesinde V kümesi hatasız olduğundan, X − V (F ) kümesindeki

her tepenin V − V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu vardır. Z − V (F )

kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. O

halde, (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) ∪ (Z − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı
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bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan Y − V (F ) kümesindeki

bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka

vardır. Böylece, Gn[Y − V (F )] etkilenmiş bağlantılı altçizge bu hatasız ayrıt ile

C bileşenine bağlanır. Ayrıca, U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F )

kümesinde bir komşusu olduğundan, U − V (F ) kümesindeki tüm tepeler C

bileşenine bağlı olur. O halde, Gn −F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iii) V (F2) ⊆ X olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde,

X−V (F ) kümesindeki her tepenin de Z−V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu

vardır. Dolayısıyla (Y − V (F )) ∪ (Z − V (F )) ∪ (X − V (F )) kümesindeki tüm

tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. Gn − F çizgesinde V kümesi

hatasız olduğundan X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir komşusu olup C bileşeni ile V −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş bağlantılı altçizge birbirine bağlı olur. Geriye kalan çizgede U − V (F )

kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge P2n−3 çizgesine izomorf olup,

n ≥ 5 olduğundan U − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir

tepeye bağlayan dolayısıyla C bileşenine bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır.

Böylece, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(2) |V (F1) ∩ V | = 3 olsun.

U∪X kümesi ile V ∪X kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan,

Durum 1 (1) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) |V (F1)∩U | = 1 olsun. Yani, |V (F1)∩X| = 1, |V (F1)∩Z| = 1, |V (F1)∩U | = 1,

|V (F1) ∩ V | = 1 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F2) ⊂ U ve V (F2) ⊂ V durumlarından sadece V (F2) ⊂ U durumu dikkate alınarak

ispat yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩X = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.
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Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir ve Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde

tam olarak iki komşusu vardır. O halde, (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) ∪ (Z −

V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5

olduğundan Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye

yani C bileşenine bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Ayrıca, Gn−F çizgesinde

U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu olup, U −

V (F ) kümesindeki tüm tepeler de C bileşenine bağlı olur. O halde, Gn−F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ⊆ X olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde,

X−V (F ) kümesindeki her tepenin de V−V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu

vardır. Böylece, (Z − V (F )) ∪ (Y − V (F )) ve (X − V (F )) ∪ (V − V (F ))

kümelerindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. Bu

çizgeler sırasıyla C1 ve C2 olsun. Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her

tepenin X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu olduğundan, C1 ve C2 çizgeleri

birbirine bağlı olur. Yani, Gn−U −F çizgesi bağlantılı olur. Geriye kalan çizgede

U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge P2n−1 yol çizgesine

izomorf olup U − V (F ) kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye

bağlayan hatasız bir ayrıt mutlaka vardır. Böylece, Gn−F çizgesi bağlantılıdır. Bu

ise kabul ile çelişir.

(4) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F2) ⊂ U ve V (F2) ⊂ V durumları benzer olup sadece V (F2) ⊂ U durumu dikkate

alınarak ispat yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X − V (F ) kümesindeki her tepenin

V − V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu ve Z − V (F ) kümesindeki her tepenin

de X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde, (V − V (F )) ∪ (X −

V (F ))∪ (Z − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun.
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(i) V (F2) ∩ Y = ∅ olsun.

n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2 ve |NGn−F (Y − V (F ))∩Z| ≥ 1 olup Gn −F

çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye

bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Benzer şekilde, n ≥ 5 olduğundan U−V (F )

kümesindeki bir tepeyi X−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan hatasız bir ayrıt

mutlaka vardır. Geriye kalan çizgede Y − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri

tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılı olduğundan, bu hatasız ayrıtlar

ile U − V (F ) ve Y − V (F ) kümesindeki tüm tepeler C bileşenine bağlı olur. O

halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ⊆ Y olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge ya

bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır ya da iki bileşene sahip bağlantısız bir

çizgedir. Y − V (F ) kümesindeki her tepenin Z − V (F ) kümesinde dolayısıyla

C bileşeninde bir komşusu vardır. Ayrıca, X − V (F ) kümesindeki her tepenin

U − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Gn − F çizgesinde U kümesi hatasız

olup U kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılı olduğundan, U

kümesindeki her tepe C bileşenine bağlı olur. O halde, Gn−F çizgesi bağlantılıdır.

Bu ise kabul ile çelişir.

Durum 2. F2
∼= K1,1 olsun.

(1) |V (F1) ∩ U | = 3 olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ya da V (F2) ∩ V ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde tam

olarak bir, X − V (F ) kümesindeki her tepenin ise Z − V (F ) kümesinde en az

bir komşusu vardır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan V − V (F ) kümesindeki bir tepeyi

X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece,

(Y −V (F ))∪ (X −V (F ))∪ (Z −V (F ))∪ (V −V (F )) kümesindeki tüm tepeler

aynı bileşendedir. Yani, Gn − U − F çizgesi bağlantılıdır.
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• V (F2) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş

altçizge ya bir yol çizgeye izomorf olup bağlantılıdır ya da iki bileşene sahip

bağlantısız bir çizgedir. U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F )

kümesinde bir komşusu olduğundan, U − V (F ) kümesindeki tüm tepeler

Gn − U − F çizgesine bağlı olur. O halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır.

Bu ise kabul ile çelişir.

• V (F2) ∩ V ̸= ∅ olsun.

Gn−F çizgesinde U−V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

P2n−3 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan U − V (F )

kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir

hatasız ayrıt vardır. Böylece, Gn[U−V (F )] etkilenmiş altçizgesi Gn−U−F

çizgesine en az bir hatasız ayrıt ile bağlı olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ Y ̸= ∅ ya da V (F2) ∩ Z ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin ise X − V (F ) kümesinde

en az bir komşusu vardır. Böylece, (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) ∪ (Z − V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Ayrıca, n ≥ 5 ve Gn[U − V (F )] ve

Gn[Y −V (F )] altçizgelerin her biri bağlantılı olduğundan, U −V (F ) kümesindeki

bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt ve

Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan

en az bir hatasız ayrıt vardır. Dolayısıyla, geriye kalan çizgedeki tüm tepeler aynı

bileşende olup Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(2) |V (F1) ∩ V | = 3 olsun.

U ∪ X kümesi ile V ∪ X kümesi ve U kümesi ile V kümesi kendi aralarında

yer değiştirilebilir olduğundan Durum 2 (1) için yapılan açıklamalar bu durum için de

geçerlidir.

(3) |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.
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U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F2) ⊂ U durumu ile V (F2) ⊂ V durumu ve |V (F2) ∩ U | = |V (F2) ∩ X| = 1

durumu ile |V (F2) ∩ V | = |V (F2) ∩ X| = 1 durumu benzerdir. Bu nedenle, bu

durumlardan sadece V (F2) ⊂ U ∪X durumu dikkate alınarak ispat yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve Y − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir

komşusu vardır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 3 ve |NGn−F (Y − V (F ))∩

Z| ≥ 3 olup Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye

bağlayan bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, (V −V (F ))∪ (X−V (F ))∪ (Z−V (F ))∪

(Y − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Yani, Gn − U − F çizgesi

bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn−F çizgesinde U−V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge ya

bir yol çizgeye izomorftur ya da iki bileşene sahip bağlantısız bir çizgedir. Geriye

kalan çizgede U−V (F ) kümesindeki her tepenin X−V (F ) kümesinde yani Gn−

U −F çizgesinde bir komşusu vardır. O halde, Gn−F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise

kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ U = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

P2n−1 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. X − V (F ) kümesindeki her

tepenin U − V (F ) kümesinde tam olarak bir komşusu vardır. Böylece, U − V (F )

kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge hatasız bir ayrıt ile Gn−U−F çizgesine

bağlı olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(4) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümelerindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.
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U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan

V (F2) ⊂ U durumu ile V (F2) ⊂ V durumu ve |V (F2) ∩ U | = |V (F2) ∩ X| = 1

durumu ile |V (F2) ∩ V | = |V (F2) ∩ X| = 1 durumu benzerdir. Bu nedenle, bu

durumlardan sadece V (F2) ⊂ U ∪X durumu dikkate alınarak ispat yapılmıştır.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde en az bir

komşusu vardır. Ayrıca, Gn−F çizgesinde U−V (F ) kümesindeki bir tepeyi X−V (F )

kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. O halde, (V −V (F ))∪

(X − V (F )) ∪ (Z − V (F )) ∪ (U − V (F )) kümesinin tüm tepeleri aynı bileşendedir.

Yani, Gn − Y − F çizgesi bağlantılıldır.

(i) V (F2) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

ya bir yol çizgeye izomorftur ya da iki bileşene sahip bağlantısız bir çizgedir.

Geriye kalan çizgede Y − V (F ) kümesindeki her tepenin (eğer varsa) Z − V (F )

kümesinde yani Gn−U−F çizgesinde bir komşusu vardır. O halde, Gn−F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ Y = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge bir yol

yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2

ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 1 olduğundan Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi

Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece,

Y −V (F ) kümesindeki tepeler ile etkilenmiş altçizge hatasız bir ayrıt ile Gn−Y −F

çizgesine bağlı olur. Dolayısıyla, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

Durum 3. F2
∼= K1,2 olsun.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn−F çizgesinde Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır.
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(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş Gn[V −

V (F )] altçizgesi bağlantılıdır. Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her

tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu olup (X − V (F )) ∪ (V − V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C1 olsun. Ayrıca, Z−V (F )

kümesindeki her tepenin de Y −V (F ) kümesinde bir komşusu olup (Y −V (F ))∪

(Z − V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen de C2 olsun.

X−V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az

bir hatasız ayrıt olduğundan, C1 ve C2 bileşenleri bu hatasız ayrıt ile birbirine bağlı

olur. Yani, Gn − U − F çizgesi bağlantılıdır. Geriye kalan çizgede U − V (F )

kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Böylece,

U − V (F ) kümesindeki tüm tepeler Gn − U − F çizgesine bağlı olur. O halde,

Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ V ̸= ∅ ve V (F2) ∩ U = ∅ olsun.

Eğer |V (F1)∩U | = 1 ise U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir

olduğundan, bu durum V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ durumu ile aynı olup

Durum 3 (1) (i) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir. O halde

|V (F1) ∩ U | = 3 olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ), V − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri

tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. Z−V (F ) kümesindeki her

tepenin Y−V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. O halde, (Z−V (F ))∪(Y−V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C1 olsun. İncelenmesi

gereken iki alt durum vardır.

• |V (F2) ∩ V | = 1 olsun.

Gn−F çizgesinde X−V (F ) kümesindeki her tepenin V −V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. O halde, (X − V (F )) ∪ (V − V (F )) kümesindeki tüm

tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun. Ayrıca, geriye kalan çizgede

Z − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu olup

C1 ve C2 bileşenleri birbirine bağlı olur. n ≥ 5 olduğundan U − V (F )

kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az
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bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş bağlantılı altçizge hatasız bir ayrıt ile C2 bileşenine bağlı olur. O

halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

• |V (F2) ∩ V | ≠ 1 olsun.

Gn−F çizgesinde X−V (F ) kümesindeki her tepenin Z−V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. O halde, X−V (F ) kümesindeki tüm tepeler C1 bileşenine

bağlıdır. Böylece, Gn − (U ∪ V )− F çizgesi bağlantılıdır. Ayrıca U − V (F )

kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye ve V − V (F )

kümesindeki bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir

hatasız ayrıt vardır. V − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılı olduğundan, bu altçizgeler hatasız

ayrıtlar ile Gn − (U ∪ V )− F çizgesine bağlı olur. O halde, Gn − F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iii) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V ̸= ∅ olsun.

Eğer |V (F1) ∩ U | = 3 ise Durum 3 (1) (i) için yapılan açıklamalar bu durum için

de geçerlidir. O halde |V (F1) ∩ U | = 1 olsun. Bu durumda F1 ve F2 çizgelerinin

tepelerinin aynı blokta olup olmamasına göre iki alt durum vardır.

• F1 ve F2 çizgelerinin tepeleri aynı blokta olsun.

Bu durumda Gn[U − V (F )] ve Gn[V − V (F )] etkilenmiş altçizgelerinin her

biri P2n−2 yol çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Böylece, Durum 3 (1) (i)

için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

• F1 ve F2 çizgelerinin tepeleri farklı blokta olsun.

α, β ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} olmak üzere uα ∈ V (F1) olsun. Genelliği

kaybetmeden α çift tam sayı olsun. Böylece, V (F1) = {uα, xα+1, vα+1, zβ}

olsun. Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F )

kümesinde, X − V (F ) − {xα} kümesindeki her tepenin de Z − V (F )

kümesinde bir komşusu vardır. Ayrıca, U − V (F )− {uα+1} ve V − V (F )−

{vα} kümelerindeki her tepenin X − V (F ) − {xα} kümesinde bir komşusu

vardır. Böylece, Gn − F − {xα, uα+1, vα} çizgesi bağlantılıdır. Geriye kalan
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çizgede xα tepesi hem vα tepesine hem de uα+1 tepesine komşu olduğundan,

Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iv) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde U − V (F ), Y − V (F ) ve V − V (F ) kümelerindeki tepeler

tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X−V (F ) kümesindeki her

tepenin V −V (F ) kümesinde bir, Z−V (F ) kümesindeki her tepenin de X−V (F )

kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde, (X − V (F )) ∪ (V − V (F )) ∪ (Z −

V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5

olduğundan |Y −V (F )| ≥ 2 ve |NGn−F (Y −V (F ))∩Z| ≥ 1 eşitsizlikleri mevcut

olup Y −V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan

en az bir hatasız ayrıt vardır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan U − V (F ) kümesindeki

bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt

mutlaka vardır. Y − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından etkilenmiş

altçizgelerin her biri bağlantılı olduğundan, bu altçizgeler hatasız birer ayrıt ile C

bileşenine bağlı olur. O halde, Gn −F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(2) |V (F1) ∩ V | = 3 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan, bu

durum |V (F1)∩U | = 3 durumu ile aynı olup Durum 3 (1) için yapılan açıklamalar bu

durum için de geçerlidir.

(3) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır.

(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde

en az bir komşusu vardır. O halde, (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) ∪ (Z − V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan

|Y − V (F )| ≥ 2 ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩ Z| ≥ 1 eşitsizlikleri mevcut olup

Y −V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az
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bir hatasız ayrıt vardır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan U−V (F ) kümesindeki bir tepeyi

X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt mutlaka vardır.

Y −V (F ) ve U−V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgelerin her

biri bağlantılı olduğundan, bu altçizgeler hatasız birer ayrıt ile C bileşenine bağlı

olur. O halde, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) V (F2) ∩ Y ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin V − V (F ) kümesinde

tam olarak bir, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde en az

bir ve Y − V (F ) kümesindeki her tepenin Z − V (F ) kümesinde tam olarak bir

komşusu vardır. Böylece, (X−V (F ))∪ (Z−V (F ))∪ (Y −V (F ))∪ (V −V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Yani, Gn −U −F çizgesi bağlantılıdır.

Ayrıca, X − V (F ) kümesindeki her tepenin U − V (F ) kümesinde bir komşusu

olup U − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş bağlantılı altçizge en az

bir hatasız ayrıt ile Gn − U − F çizgesine bağlanır. O halde, Gn − F çizgesi

bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ Y = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde X − V (F ) kümesindeki her tepenin U − V (F ) kümesinde bir,

Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu

vardır. O halde, (U −V (F ))∪ (X−V (F ))∪ (Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler

aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2 ve

|NGn−F (Y − V (F ))∩Z| ≥ 1 olduğu açıktır. Böylece, V − V (F ) kümesindeki bir

tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye ve Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi

de Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır.

Geriye kalan çizgede Y − V (F ) ve V − V (F ) kümelerinin tepeleri ile etkilenmiş

altçizgelerin her biri bağlantılı olduğundan bu altçizgeler hatasız birer ayrıt ile C

bileşenine bağlı olur. O halde, Gn −F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

Durum 4. F2
∼= K1,3 olsun.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ olsun. Yani, |V (F1) ∩ U | = 3 ya da |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.

Gn−F çizgesinde Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge
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bağlantılıdır.

(i) |V (F2) ∩ U | = 3 olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde bir

komşusu vardır. O halde, (Y −V (F ))∪ (Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı

bileşendedir. Bu bileşen C1 olsun. Ayrıca, Gn−F çizgesinde V −V (F ) kümesinin

tepeleri ile etkilenmiş altçizge bağlantılı olup X − V (F ) kümesindeki her tepenin

V −V (F ) kümesinde bir komşusu vardır. Dolayısıyla, (X −V (F ))∪ (V −V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun. n ≥ 5 olduğundan

geriye kalan çizgede X −V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F ) kümesindeki bir

tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece, C1 ve C2 bileşenleri bu

hatasız ayrıt ile birbirine bağlı olur. Yani, Gn−U −F çizgesi bağlantılıdır. Gn−F

çizgesinde U − V (F ) kümesindeki her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu

olup U−V (F ) kümesindeki tüm tepeler Gn−U−F çizgesine bağlı olur. O halde,

Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) |V (F2) ∩ V | = 3 olsun.

(a) |V (F1) ∩ U | = 3 olsun.

Gn−F çizgesinde Z−V (F ) kümesindeki her tepenin Y −V (F ) kümesinde,

X − V (F ) kümesindeki her tepenin de Z − V (F ) kümesinde bir komşusu

vardır. O halde, (Y − V (F )) ∪ (Z − V (F )) ∪ (X − V (F )) kümesindeki

tüm tepeler aynı bileşendedir. Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F )

kümelerinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgelerin her biri P2n−3 yol

çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan geriye kalan çizgede

bu yol çizgelerin her ikisindeki en az bir tepenin X − V (F ) kümesinde bir

komşusu vardır. Böylece, geriye kalan çizgedeki tüm tepeler aynı bileşende

olup Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(b) |V (F1) ∩ U | = 1 olsun.

Gn−F çizgesinde U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir

olduğundan bu durum |V (F2) ∩ U | = 3 ve |V (F1) ∩ U | = 1 durumu ile

aynıdır. Bu nedenle, Durum 4 (1) (i) için yapılan açıklamalar bu durum için

de geçerlidir.
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(iii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X − V (F ) kümesindeki her

tepenin V − V (F ) kümesinde bir komşusu, Z − V (F ) kümesindeki her

tepenin de X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde,

(V −V (F ))∪(X−V (F ))∪(Z−V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

Bu bileşen C olsun. n ≥ 5 olduğundan |Y − V (F )| ≥ 2 ve |NGn−F (Y − V (F )) ∩

Z)| ≥ 1 olduğundan Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir

tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Ayrıca, n ≥ 5 olduğundan U −V (F )

kümesindeki bir tepeyi de X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir

hatasız ayrıt mutlaka vardır. Y − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri ile

etkilenmiş Gn[Y − V (F )] ve Gn[U − V (F )] altçizgeleri bağlantılı olduğundan bu

bağlantılı çizgeler hatasız ayrıtlar ile C bileşenine bağlı olur. O halde Gn − F

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iv) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V ̸= ∅ olsun.

|V (F2)∩U | = 1, |V (F2)∩V | = 1, |V (F2)∩X| = 1 ve |V (F2)∩Z| = 1 olur. F1 ve

F2 çizgelerinin ikisi de K1,3 çizgesine izomorf olduğundan |V (F1)∩U | = 3 durumu

Durum 4 (1) (i) durumundaki bir F kümesi ile aynıdır. Bu nedenle, |V (F1)∩U | = 1

durumunu incelemek yeterlidir. Bu durumda |V (F1) ∩ U | = 1, |V (F1) ∩ V | = 1,

|V (F1) ∩X| = 1 ve |V (F1) ∩ Z| = 1 olur.

Gn − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerden en az biri bağlantılı olsun. Genelliği kaybetmeden

V − V (F ) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizge bağlantılı olsun. Bu

durum Durum 4 (1) (i) durumu ile aynıdır. Yani, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu

ise kabul ile çelişir. O halde U−V (F ) ve V −V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her ikisi de bağlantısız olsun. α, β ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}

olmak üzere uα ∈ V (F1) ve uβ ∈ V (F2) olsun. Genelliği kaybetmeden α < β

olsun. Gn − F çizgesinde uα+1, uα+2, . . . , uβ−1 tepeleri bir yol çizge üzerindedir.

Yani bu tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C1 olsun. Benzer şekilde, Gn − F

çizgesinde uβ+1, uβ+2, . . . , uα−1 tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Yani bu tepeler
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aynı bileşendedir. Bu bileşen C2 olsun.

(a) α ve β tek tam sayı olsun.

Gn − F çizgesinde vα, vα+1, . . . , vβ−2 tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Bu

tepelere karşılık gelen xα, xα+1, . . . , xβ−2 tepeleri sırasıyla vα, vα+1, . . . , vβ−2

tepelerine komşudur. Böylece, vα, vα+1, . . . , vβ−2, xα, xα+1, . . . , xβ−2 tepeleri

aynı bileşendedir. Bu bileşen D1 olsun. Benzer şekilde, Gn − F çizgesinde

vβ, vβ+1, . . . , vα−2 tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Bu tepelere karşılık gelen

xβ, xβ+1, . . . , xα−2 tepeleri sırasıyla vβ, vβ+1, . . . , vα−2 tepelerine komşudur.

O halde, vβ, vβ+1, . . . , vα−2, xβ, xβ+1, . . . , xα−2 tepeleri aynı bileşendedir. Bu

bileşen D2 olsun.

C2 bileşeninden uβ+2 ve uα−1 tepeleri ele alınsın. C2 bileşenindeki uβ+2

tepesi D2 bileşenindeki xβ+1 tepesine, uα−1 tepesi de D1 bileşenindeki xα

tepesine komşudur (Bknz. Şekil 4.1).

Şekil 4.1 α ve β tek tam sayı olduğunda Gn − F çizgesi

(b) α ve β çift tam sayı olsun.

Gn − F çizgesinde vα+2, vα+3, . . . , vβ tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Bu

tepelere karşılık gelen xα+2, xα+3, . . . , xβ tepeleri sırasıyla vα+2, vα+3, . . . , vβ

tepelerine komşudur. Böylece, vα+2, vα+3, . . . , vβ, xα+2, xα+3, . . . , xβ tepeleri

aynı bileşendedir. Bu bileşen D1 olsun. Benzer şekilde, Gn − F çizgesinde

vβ+2, vβ+3, . . . , vα tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Bu tepelere karşılık gelen

xβ+2, xβ+3, . . . , xα tepeleri sırasıyla vβ+2, vβ+3, . . . , vα tepelerine komşudur.
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Böylece, vβ+2, vβ+3, . . . , vα, xβ+2, xβ+3, . . . , xα tepeleri aynı bileşendedir. Bu

bileşen D2 olsun.

C2 bileşeninden uβ+1 ve uα−1 tepeleri ele alınsın. C2 bileşenindeki uβ+1

tepesi D1 bileşenindeki xβ tepesine, uα−1 tepesi de D2 bileşenindeki xα−2

tepesine komşudur (Bknz. Şekil 4.2).

Şekil 4.2 α ve β çift tam sayı olduğunda Gn − F çizgesi

(c) α tek ve β çift tam sayı olsun.

Gn − F çizgesinde vα, vα+1, . . . , vβ tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Bu

tepelere karşılık gelen xα, xα+1, . . . , xβ tepeleri sırasıyla vα, vα+1, . . . , vβ

tepelerine komşudur. Böylece, vα, vα+1, . . . , vβ, xα, xα+1, . . . , xβ tepeleri

aynı bileşendedir. Bu bileşen D1 olsun. Benzer şekilde, Gn − F çizgesinde

vβ+2, vβ+3, . . . , vα−2 tepeleri bir yol çizge üzerindedir. Bu tepelere karşılık

gelen xβ+2, xβ+3, . . . , xα−2 tepeleri sırasıyla vβ+2, vβ+3, . . . , vα−2 tepelerine

komşudur. Böylece, vβ+2, vβ+3, . . . , vα−2, xβ+2, xβ+3, . . . , xα−2 tepeleri aynı

bileşendedir. Bu bileşen D2 olsun.

C2 bileşeninden uβ+2 ve uα−1 tepeleri ele alınsın. C2 bileşenindeki uβ+2

tepesi D2 bileşenindeki xβ+3 tepesine, uα−1 tepesi de D1 bileşenindeki xα

tepesine komşudur (Bknz. Şekil 4.3).

(d) α çift ve β tek tam sayı olsun.

Gn − F çizgesinde vα+2, vα+3, . . . , vβ−2 tepeleri bir yol çizge
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Şekil 4.3 α tek ve β çift tam sayı olduğunda Gn − F çizgesi

üzerindedir. Bu tepelere karşılık gelen xα+2, xα+3, . . . , xβ−2

tepeleri sırasıyla vα+2, vα+3, . . . , vβ−2 tepelerine komşudur. Böylece,

vα+2, vα+3, . . . , vβ−2, xα+2, xα+3, . . . , xβ−2 tepeleri aynı bileşendedir. Bu

bileşen D1 olsun. Benzer şekilde, Gn−F çizgesinde vβ, vβ+1, . . . , vα tepeleri

bir yol çizge üzerindedir. Bu tepelere karşılık gelen xβ, xβ+1, . . . , xα

tepeleri sırasıyla vβ, vβ+1, . . . , vα tepelerine komşudur. Böylece,

vβ, vβ+1, . . . , vα, xβ, xβ+1, . . . , xα tepeleri aynı bileşendedir. Bu bileşen

D2 olsun.

C1 bileşeninden iki tane tepe ele alınsın. Bu tepeler uβ−1 ve uα+2 olsun. C1

bileşenindeki uβ−1 tepesi D2 bileşenindeki xβ tepesine, uα+2 tepesi de D1

bileşenindeki xα+3 tepesine komşudur (Bknz. Şekil 4.4).

Şekil 4.4 α çift ve β tek tam sayı olduğunda Gn − F çizgesi
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(a), (b) ve (c) durumlarında C2 bileşenini D1 ve D2 bileşenine bağlayan hatasız

ayrıtlar olup V (D1) ∪ V (D2) ∪ V (C2) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir.

C1 bileşeni en az bir tepe içerdiğinden ve U − V (F ) kümesindeki her tepenin X −

V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan C1 bileşenindeki bir tepenin D1 ya da

D2 bileşeninde bir komşusu vardır. (d) durumunda ise C1 bileşeni hatasız ayrıtlar ile

D1 ve D2 bileşenlerine bağlı olup V (D1)∪V (D2)∪V (C1) kümesindeki tüm tepeler

aynı bileşendedir. C2 bileşeni en az bir tepe içerdiğinden ve U−V (F ) kümesindeki

her tepenin X − V (F ) kümesinde bir komşusu olduğundan C2 bileşenindeki bir

tepenin D1 ya da D2 bileşeninde bir komşusu vardır. Dolayısıyla, tüm durumlarda

(U −V (F ))∪ (X−V (F ))∪ (V −V (F )) kümesinin tepeleri tarafından etkilenmiş

altçizge bağlantılıdır. Bu çizge G∗ olsun.

Gn − F çizgesinde Z − V (F ) kümesindeki her tepenin Y − V (F ) kümesinde

bir komşusu vardır. Yani, (Y −V (F ))∪ (Z −V (F )) kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizge bağlantılıdır. Bu çizge G′ olsun. Ayrıca, Z−V (F ) kümesindeki

her tepenin X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu olduğundan, G∗ ve G′

bağlantılı çizgelerini bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Dolayısıyla, Gn − F

çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(2) |V (F1) ∩ V | = 3 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan bu

durum |V (F1) ∩ U | = 3 durumu ile aynıdır. Bu nedenle, Durum 4 (1) için yapılan

açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X − V (F ) kümesindeki her tepenin

V −V (F ) kümesinde tam olarak bir, Z−V (F ) kümesindeki her tepenin de X−V (F )

kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde, (Z−V (F ))∪(X−V (F ))∪(V −V (F ))

kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. n ≥ 5 olduğundan U−V (F ) kümesindeki

bir tepeyi X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt mutlaka

vardır. Böylece, Gn − Y − F çizgesi bağlantılıdır.
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(i) V (F2) ∩ U ̸= ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından etkilenmiş altçizge

bağlantılıdır. n ≥ 5 olduğundan |Y −V (F )| ≥ 2 ve |NGn−F (Y −V (F ))∩Z)| ≥ 1

olduğundan, Y − V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z − V (F ) kümesindeki bir tepeye

bağlayan en az bir hatasız ayrıt vardır. Böylece Y − V (F ) kümesindeki tepeler

tarafından etkilenmiş altçizge ile Gn − Y − F çizgesi en az bir hatasız ayrıt ile

birbirine bağlı olur. Böylece, Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(ii) |V (F2) ∩ V | = 3 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan bu durum

|V (F2) ∩ U | = 3 durumu ile aynıdır. Bu nedenle, Durum 4 (3) (i) için yapılan

açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(iii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

Gn − F çizgesinde Y − V (F ) kümesindeki her tepenin (eğer varsa) Z − V (F )

kümesinde bir komşusu vardır. Böylece, Y − V (F ) kümesindeki her tepe

Gn − Y − F çizgesine bağlı olup Gn − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile

çelişir.

Tüm durumlar incelendiğinde Gn − F çizgesini bağlantısız yapmak için iki elemanlı

bir K1,3–altyapı–kesim kümenin yeterli olamayacağı görülür. Buradan, n tek ve n ≥ 5

olmak üzere κs(Gn;K1,3) ≥ 3 elde edilir.

Aşağıdaki yardımcı teorem ile n tek, n ≥ 3 olmak üzere Gn çizgesinin

K1,3–yapı bağlantılılık değeri için bir üst sınır elde edilmiştir.

Yardımcı Teorem 4.2.12 n tek, n ≥ 3 olmak üzere κ(Gn;K1,3) ≤ 3 eşitsizliği
sağlanır.

İspat. F1, F2 ve F3 çizgeleri Gn çizgesinin sırasıyla {u1, x0, z0, v0}, {x2, x3, z1, y1}

ve {u3, u4, u5, x5} tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgeleri olsun. F1, F2 ve F3

çizgelerinin her birinin K1,3 çizgesine izomorf olduğu açıktır. F = {F1, F2, F3} olmak

üzere u2 tepesi Gn − F çizgesinde izole tepedir. Dolayısıyla, n tek ve n ≥ 3 olmak

üzere κ(Gn;K1,3) ≤ 3 elde edilir.
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Yardımcı Teorem 4.2.11, Yardımcı Teorem 4.2.12 ve κ(Gn;K1,3) ≥
κs(Gn;K1,3) eşitsizliği ile n tek, n ≥ 5 olmak üzere 3 ≥ κ(Gn;K1,3) ≥

κs(Gn;K1,3) ≥ 3 olup aşağıdaki sonuç elde edilir.

Teorem 4.2.13 n tek, n ≥ 5 olmak üzere κs(Gn;K1,3) = κ(Gn;K1,3) = 3 eşitliği
sağlanır.

Aşağıdaki teorem ile de n = 3 olmak üzere Gn çizgesinin K1,3–yapı

bağlantılılık değeri ispat edilmiştir. Böylece, n tek, n ≥ 3 olmak üzere tüm tek

n değerleri için Gn çizgesinin K1,3–yapı bağlantılılık ve K1,3–altyapı bağlantılılık

değerleri ispat edilmiş olur.

Teorem 4.2.14 n = 3 olmak üzere κ(Gn;K1,3) = 3 eşitliği sağlanır.

İspat. Yardımcı Teorem 4.2.12 ile n = 3 olmak üzere κ(Gn;K1,3) ≤ 3 olduğu

bilinmektedir. İspatı tamamlamak için κ(G3;K1,3) ≥ 3 olduğunu göstermek yeterlidir.

Herhangi bir G çizgesi ve H-yapı-kesim kümesi için κ(G;H) ≥ κs(G;H) olduğundan

Yardımcı Teorem 4.2.3 yardımı ile κ(G3;K1,3) ≥ 2 elde edilir. O halde, G3

çizgesinin iki elemanlı bir K1,3–yapı-kesim kümesinin olamayacağını göstermek

yeterlidir. Çelişki elde etmek için F kümesi G3 çizgesinin K1,3–yapı–kesim kümesi

olsun. F = {F1, F2} olsun. F kümesinin elemanlarının her ikisinin de K1,3 çizgesine

izomorf olduğu açıktır.

(1) V (F1) ∩ U ̸= ∅ olsun.

(i) |V (F2) ∩ U | = 3 ya da |V (F2) ∩ V | = 3 olsun.

Yardımcı Teorem 4.2.11 ispatında Durum 4 (1) (i) ve Durum 4 (1) (ii) için yapılan

açıklamalar n = 3 olduğunda |V (F2) ∩ U | = 3 ya da |V (F2) ∩ V | = 3 durumları

için de geçerlidir.

(ii) V (F2) ∩ U = ∅ ve V (F2) ∩ V = ∅ olsun.

G3 − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümesindeki tepeler tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X − V (F ) kümesindeki her tepenin

V −V (F ) kümesinde bir komşusu, Z−V (F ) kümesindeki her tepenin de X−V (F )
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kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde, (V − V (F )) ∪ (X − V (F )) ∪ (Z −

V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Bu bileşen C olsun. Ayrıca,

|NG3−F (U − V (F )) ∩ X)| ≥ 1 olduğundan U − V (F ) kümesindeki bir tepeyi

de X − V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt mutlaka

vardır. U − V (F ) kümesinin tepeleri ile etkilenmiş altçizge bağlantılı olduğundan

bu bağlantılı çizge hatasız ayrıtlar ile C bileşenine bağlı olur. Yani, G3 − Y − F

çizgesi bağlantılıdır.

Eğer |V (F2) ∩ Y | = 3 ise G3 − F çizgesinde Y − V (F ) kümesinin tepeleri ile

etkilenmiş altçizge boş bir çizgedir. Bu durumda, G3 − F çizgesi G3 − Y − F

çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

Eğer |V (F2) ∩ Y | = 1 ise, G3 − F çizgesinde Y − V (F ) kümesinin tepeleri ile

etkilenmiş altçizge P2 yol çizgesine izomorftur. Ayrıca, |NG3−F (Y −V (F ))∩Z)| ≥

1 olduğu açıktır. Yani, Y −V (F ) kümesindeki bir tepeyi Z−V (F ) kümesindeki bir

tepeye bağlayan en az bir hatasız ayrıt mutlaka vardır. Yani, Y − V (F ) kümesinin

tepeleri ile etkilenmiş P2 çizgesi G3 − Y − F çizgesine en az bir hatasız ayrıt ile

bağlı olur. Dolayısıyla, G3 − F çizgesi bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir.

(iii) V (F2) ∩ U ̸= ∅ ve V (F2) ∩ V ̸= ∅ olsun.

F1 ve F2 çizgelerinin ikisi de K1,3 çizgesine izomorf olduğundan |V (F1) ∩ U | = 3

durumu (1) (i) durumundaki bir F kümesi ile aynıdır. Bu nedenle, |V (F1)∩U | = 1

durumunu incelemek yeterlidir.

G3 − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerden en az biri bağlantılı olduğunda, Yardımcı Teorem 4.2.11

ispatında Durum 4 (1) (iv) için yapılan açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

G3 − F çizgesinde U − V (F ) ve V − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerden her ikisi bağlantısız olsun. α, β ∈ {0, 1, . . . , 5} olmak

üzere uα ∈ V (F1) ve uβ ∈ V (F2) olsun. Geriye kalan çizgede U − V (F ) ve

V − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından etkilenmiş altçizgelerden her ikisinin

bağlantısız olabilmesi için α ve β tam sayılarının ya her ikisi tek ya da her ikisi çift

tam sayı olmalıdır. O halde, Yardımcı Teorem 4.2.11 ispatında Durum 4 (1) (iv)

ispatının (c) ve (d) açıklamaları dışında yapılan tüm açıklamalar bu durum için de

69



geçerlidir.

(2) |V (F1) ∩ V | = 3 olsun.

U kümesi ile V kümesi kendi aralarında yer değiştirilebilir olduğundan bu durum

|V (F1) ∩ U | = 3 durumu ile aynıdır. Bu nedenle, (1) durumu için yapılan

açıklamalar bu durum için de geçerlidir.

(3) V (F1) ∩ U = ∅ ve V (F1) ∩ V = ∅ olsun.

G3 − F çizgesinde V − V (F ) ve U − V (F ) kümelerinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizgelerin her biri bağlantılıdır. X − V (F ) kümesindeki her tepenin

V − V (F ) kümesinde tam olarak bir, Z − V (F ) kümesindeki her tepenin de

X − V (F ) kümesinde en az bir komşusu vardır. O halde, (Z − V (F )) ∪ (X −

V (F ))∪(V −V (F )) kümesindeki tüm tepeler aynı bileşendedir. Ayrıca, U−V (F )

kümesindeki bir tepeyi X−V (F ) kümesindeki bir tepeye bağlayan en az bir hatasız

ayrıt mutlaka vardır. Böylece, G3 − Y − F çizgesi bağlantılıdır.

Eğer |V (F1)∩Y | = 3 ise G3−F çizgesinde Y −V (F ) kümesinin tepeleri tarafından

etkilenmiş altçizge boş bir çizgedir. Bu durumda, G3 − F çizgesi G3 − Y − F

çizgesine izomorf olup bağlantılıdır. Bu ise kabul ile çelişir. O halde |V (F1)∩Y | =

1 olsun. Yardımcı Teorem 4.2.11 ispatında Durum 4 (3) için yapılan açıklamalar bu

durum için de geçerlidir.

Tüm durumlar incelendiğinde G3 − F çizgesini bağlantısız yapmak için iki

elemanlı bir K1,3–altyapı–kesim kümenin yeterli olamayacağı görülür. Buradan,

κs(G3;K1,3) ≥ 3 elde edilip ispat tamamlanır.

70



5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalışmasında, 3-regüler bir çizge sınıfı olan Goldberg snark Gn üzerinde

bağlantılılık, süper bağlantılılık ve yapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir.

Öncelikle Gn çizgesinin bağlantılılık ve ayrıt bağlantılılık değerlerinin n ≥

3 olmak üzere 3 olduğu gösterilmiştir. Ardından, Gn çizgesinin süper bağlantılılık

ve süper ayrıt bağlantılılık değerlerinin n = 3 iken 3 olduğu, n tek, n ≥ 5 iken

4 olduğu ispat edilmiştir. Gn çizgesinin bağlantılılık ve süper bağlantılılık ile elde

edilen sonuçlarından yararlanarak n tek, n ≥ 5 iken Gn çizgesinin süper bağlantılı ve

süper ayrıt bağlantılı olduğu, n = 3 iken Gn çizgesinin süper bağlantılı olmadığı ifade

edilmiştir.

Ardından F kümesi Gn çizgesinin altçizgelerinden oluşan bir küme olmak

üzere Gn çizgesinden silindiğinde Gn − F çizgesini bağlantılı yapan F kümesinin

Gn çizgesinin hangi tepeler kümesinin elemanlarını içerdiği ispat edilmiştir. Elde

edilen bu sonuç Gn çizgesinin m ∈ {1, 2, 3} olmak üzere K1,m–yapı bağlantılılık ve

K1,m–altyapı bağlantılılık değerlerinin ispatında kullanılan oldukça yararlı bir sonuç

olmuştur.

n = 3 olmak üzere Gn çizgesinin K1,1–yapı bağlantılılık ve K1,1–altyapı

bağlantılılık değerlerinin 2 olduğu, n tek, n ≥ 5 olmak üzere Gn çizgesinin K1,1–yapı

bağlantılılık ve K1,1–altyapı bağlantılılık değerlerinin 3 olduğu ispat edilmiştir. Gn

çizgesinin K1,2–yapı bağlantılılık ve K1,2–altyapı bağlantılılık değerleri için ise n = 3

iken κ(Gn;K1,2) = κs(Gn;K1,2) = 2 ve n tek, n ≥ 5 iken κ(Gn;K1,2) =

κs(Gn;K1,2) = 3 elde edilmiştir.

Son olarak, n ≥ 3 olmak üzere Gn çizgesinin K1,3–yapı bağlantılılık ve

K1,3–altyapı bağlantılılık değerleri incelenmiştir. n = 3 olduğunda Gn çizgesinin

K1,3–yapı bağlantılılık değerinin 3 olduğu ve K1,3–altyapı bağlantılılık değerinin ise

2 olduğu ispat edilmiştir. n tek, n ≥ 5 olmak üzere κ(Gn;K1,3) = κs(Gn;K1,3) = 3

olarak belirlenmiştir.
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