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1. GIRIS

Giintimiizde matris teorisi, teorik matematik, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik
egitimi  ve elektrik mihendisligi gibi ¢esitli teknik alanlar icinde gerekli
matematiksel temel bilginin ayrilmaz bir pargasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19.
yiizy1l ortalarindan beri bilinmektedir. Bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858
yilinda zamaninda ¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of Matrices’ isimli
calismasinda matris cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. Daha sonralari
Fransiz Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler

tizerinde caligmiglardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore tarafindan
ortaya atilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir
sistematik calismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, onceki ¢aligmalardan
habersiz olarak, Penrose (1955) biraz farkli bir yoldan Moore tarafindan verilen
invers kavramini tekrar tanimlamigtir. Penrose ile ayn1 zamanlarda yasayan bilim
adamlarindan birisi olan Rao (1965) tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve
Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle bu
invers, Moore—Penrose inversten farklidir. Rao, daha sonraki ¢alismalarinda, lineer
denklemlerle ilgili problemlerinin ¢éziimiinde yeterli olacak ve Moore ve Penrose’
un vermis oldugu tanimdan daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers,
bir genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao
(1965) nun birgok c¢alismasinda yer almistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili
sistematik gelismeler ve onlarin gesitli uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices
and Its Applications (Wiley, 1971) adli kitapta verilmistir.

Y gozlemlerin nx1 mertebeli vektorii (rasgele vektor), X: nxp (n< p) mertebeli
bilinen sayilarin matrisi, § px1 mertebeli bilinmeyen parametrelerin vektori, € ise
nx1l, rasgele degiskenlerin gozlenebilir olmayan bir vektorii oyle ki E(g)=0,

Cov(e)=Y Y (Y-Y)?, olmak iizere bunlar arasinda,
Y=XfB+¢ (1.2)

bi¢iminde varsayilan baginttya bir lineer model veya lineer regresyon modeli denir.



Bu model pek ¢ok 6zel durumlara sahiptir. Bu durumlar, & rasgele vektoriiniin
dagilimina ve kovaryans matrisine; X katsayr matrisinin yapisina ve rankina baglidir.
Aksi belirtilmedikge, r(X)=p oldugunu kabul edecegiz, yani modelimizdeki X matrisi
tam siitun rankl1 bir matris olacaktir. € hata vektoriiniin dagilimi hakkinda asagidaki

tic durumu goz oniine alacagiz:
1. Durum: e~ N(0,a2I)
2. Durum: ¢ bilinmeyen bir dagilima sahiptir ve E(£)=0 Cov(&)= o2/ dur.
3. Durum: Cov(¢) = 62V, V bilinen pozitif definit bir matristir.

Birinci durumda her bir &; , 0 ortalamali bilinmeyen ¢? varyanshi normal

dagilima sahiptir ve g;, i=12,..,N ler bagimsizdir. Ikinci durumda, her bir &; nin

beklenen degeri sifir ise, & ler iliskisiz ve &; ler bilinmeyen ortak o2 varyansma

sahiptirler.

Birinci ve ikinci durumdaki varsayimlar altindaki modellere Gauss - Markov
modeli denir. ikinci durumdaki modellere ise bazen en kiiciik kareler modelleri denir.

Hata terimi normal dagilimli oldugunda modellere hipotez modelleri de denir.

Y = XB + € lineer modelinde Xg c¢arpimina modelin deterministik kismi, Y ve &
vektorlerine ise modelin stokastik kismi denir. Y vektori bagimli degisken, tepki
degiskeni, agiklanan degisken denen bir rastgele degisken ile ilgili gozlemlerin
vektoriidiir. X matrisine tasarim matrisi, aciklayict degiskenlerin matrisi, bagiml
degiskenlerin gdzlem matrisi gibi isimler verilmektedir. € vektoriine ise hata vektorii
denmektedir. Gergek diinyadaki olaylarin lineer model olarak modellenmesi
sirasinda Y, X, 8 ve € ¢ok degisik sekilde anlamlandirilmaktadir. Bazi modellerde Y

iiretim miktari, bazilarinda boy uzunlugu, bazilarinda bir ekonomik degisken olabilir.

€ Dogrusal hareket eden, £, hizi ile hareketine baslayan ve ivmesi f; olan bir

cismin zamana (t ye) bagl olarak aldigi yol miktar1 S, S =4, + f;t formiili ile

verilir. Boyle bir hareket yapan bir cismin hareket hizin1 ve ivmesini "belirlemek”
istedigimizi ve daha sonra belli bir zamanda aldig1 yol miktarin1 bilmek istedigimizi

diistinelim. Bizim sectigimiz belli ¢t;, i=1,2,..,N zamanlarinda yol uzunluklarini

gozlemlemeye kalkistigimizda oOlglimlerdeki hatalardan dolayr S;, 1=12,...,N



gozlemleri i¢in ;=4 + Byt; + &, 1=12,..,N gibi bir model diisiinmemiz uygun

goriinmektedir.
Sl 1 tl &
£
v=[%| x=|' B | e=|%| | ﬂ:{ﬂo}
B, ”
Sy Nx1 1 ty Nx2 ENInx1

gosterimleri altinda yukarida sdylenenler,
Y=X(+¢

lineer modeli olarak ifade edilmektedir. Bu modelde Y gozlem vektoriindeki
gozlemleri veren agiklayict (bagimli) degiskeni Y harfi, X matrisinin ikinci
stitunundaki gozlemler (bunlarin hatasiz olarak goézlendigini kabul ettik) ile ilgili

bagimsiz degiskeni X harfi ve hatay1 da ¢ harfi ile gosterirsek aralarindaki baginti,

Y=0+LX+e (1.2)
bigimindedir.

Ikinci bir 6rnek olarak, belli bir tiir elmadaki meyve suyu miktarmi elmanin
agirligina baglt olarak incelemeyi diisiinelim. Gergekte bir elmadaki meyve suyu
miktar1 sadece elmanin agirligina baglh degildir, ama agirlik ile meyve suyu arasinda
bir fonksiyonel bagintinin (bilinmeyen parametrelere gore lineer bir ifade olabilir)
varhigim1 kabul edip gozlemlerin bunu dogrulayip dogrulamadigini, gozlemlerden
¢ikip bir bagintinin bulunmasin1 ve bunlarin neticesinde agirliga bagl olarak meyve
suyu miktarin1 "belirlemeyi" (tahmin etmeyi) diisiinebiliriz. Bu 6rnekteki agiklayici
degisken olan elmanin agirligi ile agiklanan (bagimli) degisken olan elmadaki meyve

suyu miktar1 birer rasgele degiskendir. Agirligi X, meyve suyu miktarint Y ile

gosterirsek X ile Y degiskeninin bir ortak dagilimi s6z konusu olacaktir.
E(Y 1X = x)=g(x) ifadesine Y nin X iizerindeki regresyon denklemi dendigini ve X
ile Y degiskeninin ortak dagilimi normal oldugunda bunun, E(Y I X = x) =4, + f1x

bi¢iminde oldugunu hatirlatalim. Bu takdirde (X, Y) iki boyutlu rasgele degiskeninin

dagilimindan N birimlik 6rneklem, (X;,Y;) i=12,...,N olmak iizere,
V=B + B Xi+e&,1=12,.,N &~ N(O,O'ZI)

veya



Yl 1 X 1 &
Y, 1 X, £

s I I bt IR 5

Yulya 1 Xy Nx2 ENlNx1

gosterimi altinda,
Y =XB +¢&, e~N(0,02%),
modeline bir basit lineer regresyon modeli denir.

Lineer regresyon modelleri de Lineer Modeller ¢ergevesinde diisiiniilebilir. X
ile Y rasgele degiskenleri arasinda bir ortak dagilim diisiinmeden sadece Y bagimli

degisken ile ilgili gbzlemlere dayal olarak,
Y, =6+ X +¢,1=12,...,N (1.3)
biciminde bir ifade s6z konusu oldugunda modele basit lineer model denir.

Elmanin agirh@t X degiskeni ile elmadaki meyve suyu miktar1 Y degiskeninin
ortak dagilimi normal olmayabilir. Amacimiz X degiskeninin gozlenen degerine

bagli olarak Y degiskeninin gozlenen degerini 6n gérmek oldugunda,
Yi=f+B:X;+&,i=12,..,N

biciminde bir lineer model s6z konusudur. Bu durumda e hata terimi, birinci
ornekteki yol uzunlugunun 6lgiilmesi sirasindaki hataya benzer bir hatayr igermekle
birlikte, X degiskeninin belli bir degeri i¢in Y degiskenindeki rastgeleligi ve ayrica

model belirlemesindeki hatay da icermektedir.

Bir lineer modelde agiklayici degisken sayist birden ¢ok oldugunda bu
modele ¢oklu lineer model (multiple linear model) denir. Bir modelde bagimli
degisken birden ¢ok oldugunda modele ¢ok degiskenli model (multivariate model)

denir.

Sicaklik ile basincin, sertlik iizerindeki etkisinin fonksiyon bi¢iminde bir
bagint1 ile ifade edilip edilemeyecegi, bu bagintinin bi¢iminin ne olacagi veya
sicaklik ile basing degiskenlerinin sertligi ne derece etkileyip etkilemedigi gibi
sorunlar ilk olarak metaliirji biliminin sorunlaridir. Metaliirji biliminin kanunlarina
gore sicaklik ile basincin sertlik tizerindeki etkisi tam olarak belirlenmis olabilir,

bagint1 bi¢imsel olarak belirlenmis ancak icinde bilinmeyen katsayilar vardir veya
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aralarinda bir bagmti var ama ne oldugu belirlenmemis olabilir. Ilk durumda
istatistik¢inin yapacagi fazla bir sey kalmamistir. Belki belirlenmis olan modelin
gecerliliginin sinanmasinda yardime1 olabilir. Ikinci ve fiiglincii durumlarda
istatistik¢iye 6nemli gorevler diismektedir. Amag belirlendikten sonra (Ornegin bu
amag hangi sicaklik ve basingta malzemenin sertligi maksimum olmaktadir olabilir)
gbzlemlerin alinacagr en iyi deney tasariminin ve ardindan istatistiksel sonug

¢ikarimi yapilmast istatistik biliminin sorunudur.

Ikinci bir 6rnek olarak belli bir m 1sir tiiriiniin verimini incelemeyi diisiinelim.
Verim, toprak ve hava ile ilgili bircok tabiat sart1 yaninda sulama, giibreleme, topragi
isleme gibi baz1 etkenlere baglidir. Modelleme sirasinda, ¢ok karma sik olan gercek
diinyadaki iliskilerden bazilarimi ihmal ederek, verim (Y) igin toplam yagis miktari
(X1), sicaklik ortalamasi (bitkinin yetismesi boyunca her giin bir defa olgiileri
sicakliklarin ortalamasi (X,), giibre miktar1 (X;), bir metrekaredeki bitki sayisina
(X,) bagl olarak,

Yy =PBo+X1P1+ Xof2 + X3B5 + X4y + € (1.4)

gibi bir modelin gecerli oldugunu varsayalim. Gerek modelin gecerliliginin
sinanmasi, gerekse gegerli olacak bir modelde ag¢ iklayici degiskenlerin etkilerinin,
yani parametrelerin tahmin edilmesi amaciyla yapilacak aragtirmada veri toplama
sathas1 uygulamada pek kolay olmayacaktir. Modeldeki yagis miktar1 ve sicaklik
ortalamasi ile ilgili agiklayic1 degiskenler birer rasgele degiskendir, giibre miktari ile
ilgili agiklayict degisken bir deterministik degisken olarak goriilebilir. Aciklayici
degiskenlerin birer rasgele degisken olup olmamasina bakmaksizin, bundan sonra
aciklayici degiskenler ile ilgili X matrisini, gbzlem degerlerinin bir matrisi, yani

sabitlerin bir matrisi olarak diisiinecegiz.



2. GENEL BILGILER

2.1 Coklu Lineer Regresyon Modeli

Agiklanan degisken birden fazla aciklayici veya bagimsiz degiskene bagl
oldugunda, ¢oklu lineer regresyon modeli olarak adlandirilan regresyon problemi goz
Oniine alinacaktir. Bu model basit lineer regresyonu iki sekilde genellestirir. Bu
model E(y) ortalama fonksiyonunun birden fazla agiklayict degiskene baglanmasina
ve diiz dogrulardan ii¢ ya da daha fazlasina sahip olmasina izin verir, bununla

birlikte, 0 keyfi bigimler i¢in izin vermez.

y: Bi,B2, -, Br parametreleri vasitasiyla K sayida bagimsiz (veya agiklayici)
X1,X5, ..., Xj degiskenine bagli olan bagiml (veya agiklanan) degiskeni gostersin ve

bu durumu
y=X1p1 +Xofr + -+ Xy Pr t (2.1)

seklinde yazalim. Bdyle bir modele bir ¢oklu lineer regresyon modeli denir.
B1, B2, -, Px parametreleri sirastyla X1, X5, ..., X}, ile ilgili regresyon katsayilaridir ve
¢ gozlenen ve uydurulan lineer iliski arasindaki farki yansitan rasgele hata
bilesenidir. Boyle bir fark i¢in ¢esitli nedenler var olabilir, 6rnegin, modelde
icerilmeyen degiskenlerin ortak etkisi, modelde hesaba katilamayan rasgele faktorler
gibi.

Burada j-yinci f; regresyon katsayisinin j —yinci X; bagimsiz degiskeninde birim
bagina degisme igin y deki beklenen degismeyi gosterdigine dikkat edelim. E(e) = 0

0E(y)
axX;

kabul ederek, p; = yazilabilir.

Bir modele parametrelere gore lineer oldugunda lineer denecektir. Boyle bir durumda
OE(y
X

d .
= (veya esdeger olarak )), baska [ lara bagli olmamalidir. Ornegin,

0Bj j
1) ¥y = Bo + B1X bir lineer modeldir. Cilinkii bu model S, ve 8; e gore lineerdir.
i) y = Bo X% modeli
log y =log A, + B, log X
veya

y* :ﬂg+ﬂ1X*



olarak da yazilabilir yani, bu model f; ve B; parametrelerine gore lineerdir, ancak
y*=logy, X* = log X degiskenleri lineer olmadigindan dolayr bu model bir lineer
model degildir.

i) v =B+ B1X + B.X?%, Bo,B1 Ve B, parametrelerine gore lineerdir, fakat X

degiskenine gore lineer degildir. Bu nedenle, o bir lineer modeldir.

iv)y = o + %, parametrelere gore ve her iki degiskene gore lineer degildir. Bu
P2

nedenle, bu model lineer olmayan modeldir.

V) y = By + B1XP2, parametrelere gore ve her iki degiskene gore lineer degildir. Bu
nedenle, o bir lineer olmayan modeldir.

Vi) y =B+ B1X + B,X% + B3X3 modeli y = B, + X, + X, + f3X; olarak
yazilabilen bir kiibik polinominal modeldir ki bu S, 1, 52, 3 parametrelerine gore
lineerdir ve X; = X, X, = X%, X; = X3 degiskenlerine gore lineerdir. Bu nedenle o
bir lineer modeldir.

Ornek 2.1. Bir kisinin gelir ve egitimi iligkilidir. Ortalama olarak, egitimin
daha yiiksek diizeyinin daha yiiksek gelir saglayacagi beklenir. Bu nedenle, basit bir
regresyon modeli

gelir = o + fiegitim + ¢
olarak ifade edilebilir. B; in egitimdeki birim bagma degismeye gore gelirdeki
degismeyi ve bir egitimsiz kiginin bile bir gelir sahip olabildigi beklenildiginden, £,
egitim sifir oldugunda geliri yansitir. Dahasi bu model egitime bakilmaksizin, birgok
kisinin yaslandiklarinda gencliklerinden daha yiiksek gelire sahip olugunu ihmal
eder. Bu nedenle, B; egitimin marjinal etkisini abartacaktir. Eger yas ve egitim
pozitif olarak iliskilendirilirse, bu takdirde regresyon modeli egitimdeki bir artis ile
gelirdeki tim g6zlenen artis1 ilgilendirecektir. Bu nedenle daha iyi bir model,

gelir = By + piegitim + fryas + €
Olur. Cogu kez, gelirin erken yaslardan ziyade daha ge¢ kazanimda artmaya
meylettigi gozlenir. Boyle bir olabilirligi yerlestirmek igin, modeli

gelir = By + Biegitim + Byyas + Bzyas? + ¢

modeline genisletebiliriz. Bunun sebebi gergek yasam durumundaki regresyon

modellemesi i¢in nasil ilerledigimizdir. Bu nedenle aragtirmacinin kag tane bagiml



ve bagimsiz degiskeni ni¢in ve nasil segme kararini almadan once deneysel sartlart

ve olay1 goz Oniine almas1 gerekir.
2.1.1 Model Kurgusu

Bir deneme n kez yapilsin ve veri asagidaki gibi elde edilsin.

Gozlem y Xp Xz X
Numarasi tepkimesi aciklayict degiskenleri
1 A X11 X120t Xgg
2 Y, X21 X2 v Xk
n Yo Xn1 Xn2 Xnk
Modelin

Y =PBo+ B1Xs + B2 Xy + o+ BrXi + €
oldugunu kabul ederek, gozlemlerin n —lilerin ayn1 modele isleyecegi de kabul
edilir. Bu nedenle onlar
Y1 = Bo+ Prx11 + Poxiz + o+ Prxax + &
Y2 = Bo + Bixa1 + BaXop + o+ Brxop + &

Yn = Bo + Bixn1 + BaXna + -+ + BiXnk + €
bagintisini saglar. Bu n tane denklem

Y1 1 x11 x12 - x1\ /Po €1
Ya | _[1 X210 X2 o X || Ba 4| %2
Yn 1 Xn1 Xn2 °°° Xpk .Bk €n

olarak yazilabilir. Genel olarak, k sayida bagimsiz degiskene sahip model
y=Xp+e
olarak ifade edilebilir. Burada y = (y4, V2, -..,¥n)  inceleme degiskeni tizerinde n

sayida gozlemin bir n X 1 vektoriidiir.

X11 X120 Xk

X21 X2 v Xk
X = : : - :

Xn1 Xn2 7 Xnk



k sayida agiklayici degiskenin her birisi lizerinde n sayida gozlemin bir n X k
matrisidir. 8 = (B4, Bo, -, Bi)’ regresyon katsayilarinin bir Kx1 vektorii olup & =
(&4,&5, ...,&,)" ise rasgele hata bilesenlerinin veya hata teriminin bir nx1
vektoriidiir. Eger regresyon sabiti mevcut ise, X in birinci stitunu (1,1, ...,1)" olur.
Istatistiksel ¢ikarimlari ortaya koymak icin y = X + & modelinde baz1 varsayimlara
ihtiya¢ duyulur. Asagidaki varsayimlar yapilir:

()E(e) = 0.

(i) E(ee) = o?1,,.

(i) r(X) =k

(iv) X stokastik (rasgele) olmayan bir matristir.

(v) e ~ N(0,021,).

Bu varsayimlar regresyon katsayillarinin tahmin edicisinin istatistiksel
ozelliklerini incelemek igin kullanilir. Asagidaki varsayim 6zellikle tahmin edicilerin
biiylik 6rneklem 6zelliklerini incelemek i¢in gereklidir.
ot () =
mevcuttur ve stokastik olmayan ve tekil olmayan bir matristir (sonlu elemanli).
Aciklayic1 degiskenler bazi durumlarda stokastik de olabilir. Burada aksi ifade
edilmedikge X in stokastik olmadigim kabul edilecektir. ifade edilen varsayim
altinda regresyon katsay1 vektorii hakkindaki tahmin ve hipotezi testi problemleri goz

Ontlne alinacaktir.
2.1.2 Parametrelerin Tahmini

Regresyon katsay1 vektoriiniin tahmini i¢in bir genel yontem, uygun sekilde
secilen bir M fonksiyonu i¢in,

=1 M(ep) = Yoy M(y; — x31 81 — Xi2f2 — - — XucBic) (2.2)

ifadesini minimumlastirmaktir. M fonksiyonunun segiminin bazi 6rnekleri M(x) =

|x|, M(x) = x? veya daha genel olarak M(x) = |x|? seklindedir. Bu durumda

parametrelerin tahmini i¢in M (x) = x? ile ilgili olan en kiigiik kareler ydntemini ve

en ¢ok olabilirlik yontemini goz oniine alalim.



2.1.3 Alisilmus En Kiiciik Kareler Yontemi (OLS)

B tim £ vektorlerinin kiimesi olsun. Eger 6zel bir ek bilgi verilmez ise, B
kiimesi k —boyutlu reel 6klid uzayindadir. Amag ¢, sapmalarinin kareleri toplamini,

yani, verilen y ve X i¢in,
S(8)=X4 =& =(y-Xp) (y-Xp) 23)

ifadesini minimum yapan B den bir b'= (by, b, ..., b;) vektori bulmaktir. Bu
durumda S(B) bir reel degerli, konveks ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon iken,
bir minimum daima mevcut olacaktir. Bunun i¢in

S(B)=y'y+BXXB —2BX"y
yazilabilir. S(8) nin B ya gore diferansiyeli alinirsa

95(B)

Th 2X'XB —2X'y
92S(B) _ oy
o5 2X'X
yazilabilir. Bu durumda normal denklem
D=0 = XXb=XYy (2.4)

dir. Burada asagidaki sonug¢ kullanilmistir.
Sonug¢ 2.1. Eger f(z) = z'Az bir kuadratik form, z bir m x 1 tipinde vektor ve A

herhangi bir m X m tipinde simetrik matris ise, bu takdirde
2

p f(z) = 2Az
olacaktir. Bu durumda r(X) = k oldugu kabul edildiginden, bu durumda X'X pozitif
tanimlidir ve normal denklemin yegane ¢6ziimii

b=XX)"1xy
dir ki bu 8 nin alisilmis en kiigiik kareler (OLS) tahmin edici olarak adlandirilir.
X in tam rankli olmadigi durumda, (XX ) , XX in genellestirilmis inversi ve o
keyfi bir vektor olmak iizere;

b=(XX) Xy+[I-(XX) XX]|w
olacaktir. XX in (XX )7 genellestirilmis inversi asagidaki bagintilar1 saglar:

XX (XX) XX = XX

10



X (XX) XX =X
XX (XX) X=X’

dir.

Teorem 2.1.

A

(i) y=Xb; y nin deneysel tahmin edicisi olsun. Bu takdirde §; XXb= XYy nin
tim b ¢oziimleri i¢in ayn1 degere sahiptir.

(i) S(B); XXb=XY nin herhangi bir ¢6ziimii i¢in minimuma ular.

Ispat. (i) b paramatresi
b=(XX) Xy+[ 1 -(XX) XX |o
daki herhangi bir eleman olsun. Bu takdirde X (XX) XX =X oldugundan,
Xb =X (XX) Xy+X[1=(XX) XX |o=X (XX) Xy
olur ki bu @ ya bagl degildir. Bu ise, § nin XXb= X¥ nin her b ¢6ziimii i¢in ayn1

degere sahip oldugunu belirtir.

(if) Herhangi g igin,

S(B8)=[y-Xo+X(b-p5)] [y-Xo+X(b-p)]
=(y-Xb) (y-Xb)+(b-8) XX (b-p8)+2(b- ) X'(y—Xb)
=(y-Xb) (y=Xb)+(b-8) XX (b=5)  (XXb=XY kullanarak)
>(y—Xb) (y—Xb)=5(b)
=yy-2y'Xb+b'XXb
=yy—-b'XXb
=Yy-9yy
olduguna dikkat edelim.

Eger y= X +¢ modeli i¢in, ,@ tahmini £ nin herhangi bir tahmin edicisi

ise, bu takdirde uydurulan degerler y =X ﬁ’ olarak tanimlanir.

11



ﬁ’ =b olmasi durumunda,
§=Xb=X(XX)"Xy=Hy (25)

dir. Burada H =X (XX )_1 X' matrisi Sapka matrisi olarak adlandirilir. Bu sekilde

tanimlanan H matrisi simetriktir, idempotentdir (yani, HH = H dir) ve
iz(H) =iz X (X%)7 X" | =iz XX (x%)™ | =iz(1,) =k (2.6)

dir.

Inceleme (tepkime) degiskeninin gdzlenen ve uydurulmus degerleri arasindaki fark

tahmin edilen hata olarak adlandirilir. Bu durumda; H =1 —H olmak iizere,
e=y-y=Hy

olarak gosterilebilir. Burada kolayca goriilebilir ki H bir simetrik ve idempotent

matris olup,

iz(H) = iz(I,) —iz(H) = (n — k)
esitligi saglanir.
2.1.4 OLSE’nin Ozellikleri

(i) Tahmin Hatasi: b nin tahmin hatasi
b—B=(XX)" Xy-g=(XX)" X's 2.7)
seklindedir.

(i) Yan (Yanhlik - Bias): X in rasgele olmadigi kabul edildiginden ve E(&)=0

oldugundan,
E(b-8)=(XX)" XE(¢)=0 (2.8)

olacaktir. OLSE (alisilmis en kiicilik kareler tahmin edicisi) £ nin bir yansiz tahmin
edicisidir.

(iii) b nin kovaryans matrisi

12



Var(b)=c?(X'X)"
olacaktir.
(iv) b nin varyansi, b nin kovaryans matrisinin izidir, yani
K

Var (b) =iz[V (b)]= Y E (b, - ) = 3 Var (b))

i=1 i=1
dir.

2.1.5 o nin Tahmini

(2.9)

(2.10)

o, S(p) da gorinmediginden dolay1 en kiigiik kareler kriteri o yi tahmin

etmek i¢in kullanilamaz. E(eiz) =o? oldugundan o yi tahmin etmek icin € hata

tahminleri kullanilarak asagidaki yol izlenebilir:
e=y-y=Hy

olup tahmin edilen hata kareler toplamu,

SShata =zn:ei2 —ee=yHy=(XpB+s) H(XB+s)=cHe
i=1

(2.11)

olarak yazilabilir. Ote yandan &~ N (0,0‘2|) oldugundan, y~ N (X ﬂ,azl) dir.

Bunun sonucu olarak y'Hy ~ z*(n—k) elde edilir. Bu nedenle,

E[y'Hy|=(n-k)o’

veya

veya
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oldugu goriiliir. Burada MS_, === hata tahminine bagli ortalama kareler

hata n—-k
toplamidir. Bu nedenle, o nin yansiz tahmin edicisi 6°=MS,_, =s* (diyelim)
olur. Buradan § nin varyansinin
Var(§)=Var (Xb)= XVar(b)X '=c?X (X'X)" X '=c’H (2.12)

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Teorem 2.2. (Gauss — Markov Teoremi): Alisilmis en kiiglik kareler tahmin edicisi
(OLSE) g nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi (BLUE) dir.

Ispat.  nin OLSE si y nin bir lineer fonksiyonu olan
b=(XX)" XY

dir. a nin elemanlar keyfi sabitler olmak tizere, I’ lineer parametrik fonksiyonunun

b" =a'y keyfi lineer tahmin edicisini géz &niine alalim. Bu takdirde b” igin
E(b")=E(ay)=aXgp

yazilabilir ve bu nedenle,
E(b’)=aXp=I'B=aX=I

oldugunda, b” 1'4 nin yansiz tahmin edicisidir. Sadece lineer ve yansiz olan tahmin

edicileri g6z Oniine almak istedigimizden dolay1 kendimizi a'X =1" i¢in olan tahmin

edicilere sinirlayacagiz. Ayrica
Var(a'y)=a'Var(y)a=oc"aa

ve
Var(I'b) =1'Var (b)l =c%a’X (XX )" Xa

olacaktir. Ote yandan
Var(a'y)-Var(I'b)=c’ [a’a—a’X (XX )7l X ’a} =c’a'(I-H)a

esitligi gdz Oniine alinirsa (I -H ) bir pozitif — yar1 tanimli matris oldugundan
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Var(a'y)—Var(lI'b)>0

dir. Bu, eger b" herhangi bir lineer yansiz tahmin edici ise, bu takdirde onun
varyansinin b nin varyansindan daha kiigiik olmamasi1 gerektigini ortaya koyar.
Sonug olarak “en iyi b” nin lineer yansiz tahmin ediciler i¢inde etkin oldugu

gergegini isaret etmek iizere, b en iyi lineer yansiz tahmin edicidir.
2.2 En Cok Olabilirlik Tahmini
y = X f+& modelinde, hatalarin o sabit varyansi ile normal ve bagimsiz

olarak dagildiklari veya ¢~ N (O,GZI) olduklari kabul edilir. Bu durumda hatalar

i¢in normal yogunluk fonksiyonu

1

o\N2r

f(e)=

exp[—%gﬁ} i=12,...n (2.13)
20

olacaktir. Olabilirlik fonksiyonu &, ¢,,...,&, nin

L(ﬁ,az)zljf(gi)

1 1,
_(27[02)“/2 eXp_ 20_2 iz_llgij|
1 S (2.14)
:—(2;;52)”/2 exp _— = 55}
- e (- xp) (y-%p)
(Zﬂaz)n/z L 20°

olarak verilen ortak yogunlugudur. Ote yandan logaritma doniisiimii monoton bir
doniisiim oldugundan L(B,0”) fonksiyonu yerine InL(,0%) fonksiyonu da

maksimumlastirilabilir. Bu durumda

1

2
o

In L(ﬂ,az):—gln<2ﬁaz)—2 (y=XB) (y-X2) (2.15)

olacaktir.  ve & nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri (MLE) In L( S, 02) nin g

ve o’ ye gore birinci mertebeden tiirevlerini sifira esitleyerek asagidaki gibi elde
edilir:

15



onL(B.c®) 1

05 272X (Y=Xp)=0 (2.16a)
5|nL(ﬂ,02)_ n 1 ’
oo’ __20'2+2(O'2)2(y_XI8) (y=x5) (2.16b)

Bu durumda olabilirlik denklemleri
X'XB=X"y (2.17)

ve
azzé(y—Xﬁ)'(y—Xﬁ) (2.18)

ile verilir. Bu nedenle r(X )=k oldugundan, 8 ve o nin yegane en ¢ok olabilirlik

tahmin edicileri

B=(XX)"XY (2.19)
ve

R

& —n(y XB)'(y-XB) (2.20)

olarak elde edilir. Ayrica, bu degerlerin olabilirlik fonksiyonu maksimumlastirdigini

dogrulamak i¢in

2
AL VG0 O Y
op o

d%In L(ﬂ,az) n 1 ,
= ——(y-X -X
82(0-2)2 2(74 Uﬁ(y ﬁ) (y ﬂ)

&*InL(p,0°) 1
et o VT

ikinci mertebeden tiirevlerine bakmak gerekir. Bu nedenle In L( ﬂ,az) nin B ve o’

ye gore ikinci mertebeden tiirevlerinin Hessian matrisi
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&*InL(p,0®) &InL(B,0°)

0B’ opfoc? )t
o*InL(B,c*) & InL(p,0%) (221)
R az(az)z

seklindedir ki bu matris f=/ ve o®=67 oldugunda negatif tanimlidir. Bu da

olabilirlik fonksiyonunun bu degerlerde maksimumlastirildigini  garantiler.

Dolayisiyla MLE leri OLSE lerle karsilastirarak asagidaki ifadeler yazilabilir.

(i) p nin OLSE ve MLE si aynidir. Bu nedenle f# nin MLE si de S nin yansiz bir

tahmin edicisidir.

.. . . ., h-Kk . S .
(ii) o? nin OLSE si, 6° :Tsz olarak & nin MLE siyle ilgili olan s* dir. Bu
nedenle, ¢° nin MLE si o nin bir yanl tahmin edicisidir.

2.2.1 Tahmin Edicilerin Tutarhihg

(i) b nin Tutarlihg:: lim (%) = A nin stokastik olmayan ve tekil olmayan bir matris

n—oo

(sonlu elemanlara sahip) olarak mevcut oldugu varsayimi altinda,

-1
limV (b) = 6° |im1[ﬁj —o?limiAat=0 (2.22)

nN—oo n—oo n n n—oo n

elde edilir. Bu ise, OLSE nin kuadratik anlamda g ya yakinsadigini ifade eder. Bu
nedenle OLSE S mnin bir tutarli tahmin edicisidir. Bu durum en ¢ok olabilirlik
tahmin edicileri i¢in de dogrudur.

Ayni sonug olasiliga gore yakinsaklik kavramini kullanarak da gosterilebilir. Eger

herhangi bir 6 >0 i¢in

lim P

n—oo

én—e\zﬂ:o

ise én tahmin edicisi olasiliga gore @ ya yakinsar denir ve bu durum plim(én)z 0

olarak gosterilir. Buna gore OLSE nin Tutarliligs;

17



plim(&jzo
n

olacak sekilde,

pIim(&]zA*
n

nin mevcut; tekil olmayan ve stokastik olmayan matris oldugu daha zayif varsayimi

altinda elde edilebilir. Bu durumda

b-ﬁ:(xx)‘lx'g{ﬁj

n

-1
X'e

n

oldugundan,

plim(b— )= plim(%j plim( Xn'g

j: A0=0 (2.23)

yazilabilir. Bu nedenle, b tahmini g nin bir tutarli tahmin edicisi olacaktir. Ayni

durum MLE i¢in de dogrudur.

(ii) s* nin Tutarhligi: Simdi

iken, o nin bir tahmini olarak s? nin tutarliligina bakilabilir. Bunun i¢in %2?:1 8i2

den olusan &£'s/n nin o ortalamali, bagimsiz ve ayni tiir dagilmis rasgele

degiskenlerin bir dizisi olduguna dikkat edelim. Bu durumda Biiyiikk Sayilar

Kanununa gore

plim(ﬁj o’
n
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p“m{g'nx (an j‘l Xﬂ z(p”m s j{plim(%j_l}(

=Dp Iim(sz) = (1—0)'1[02 —0}

2
=0

yazilabilir. Bu nedenle, s’ istatistigi o nin bir tutarl tahmin edicisi olacaktir. Ayni

durum MLE i¢in de dogrudur.

2.2.2 Cramer — Rao Alt Sinir1

0=(B.0%) olsun. /& ve o* nin bilinmedigini kabul edelim. Eger E(é):@

ise, bu takdirde 0 i¢in Cramer — Rao alt sinir1

I (9) = —E{%}

. X'g
plim—

__E_alnL(,Bz,o-z)_ _E_alnL(ﬁ,zaz)__
op 0poc
- ootop & (0?)
e[-2%] _E{X’(v_-}ﬂ)}
O o
o x| [ xmv-xp)
o’ 20° o
_Xz( :
_ o
n
L 20"

matrisinin tersine esit ya da biiyiiktiir. Bu takdirde

19
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[1(0)]" = 26" (2.24)

matrisi # ve o’ nin Cramer—Rao alt siir matrisidir. Ote yandan B ve o nin
OLSE lerinin kovaryans matrisi
O'Z(XX)_l 0
os = 0 20 (2.25)
n—k

)y

2

dir ki bu Cramer—Rao nun sahip oldugu sinira sadece s° igin degil b nin kovaryansi

i¢in de ulagilir.
2.2.3 Standartlastirilmis Regresyon Katsayilari
Genel olarak, ﬂAJ— nin biyiikligi j-yinci X; aciklayict degiskeninin

Ol¢iimiiniin birimlerini yansittigindan, regresyon katsayilarini karsilastirmak oldukca

zordur. Ornegin, ¥ =5+ X, +1000X, uydurulmus modelinde, y litreler cinsinden,
X, litreler cinsinden ve X, mililitreler cinsinden dlgiiliir. Her ne kadar £, > f3, ise
de her iki agiklayici degiskenin etkisi aynidir. Diger degisken sabit tutuldugunda X,
ve X, nin herhangi birindeki bir litrelik degisim § da bir litrelik degisime sebep
olur.

Bazen, boyutsuz regresyon katsayilarimi iireten Olceklendirilmis agiklayict
degiskenler ve agiklanan degiskenle calismak yararhidir. Bu boyutsuz regresyon
katsayilar1  standartlagtirilmig  regresyon  katsayilar1  olarak  adlandirilir.
Standartlastirilmis regresyon katsayilar1 veren dl¢ekleme icin iki popiiler yaklasim

vardir. Bunlar asagidaki gibi verilebilir.

Birim Normal Olcekleme: Her bir agiklayici degisken ve aciklanan degisken

i¢in birim normal 6lgekleme kullanilabilir. Bu nedenle,

1 & =
=)

ve

20



e 1 Sy _yy
Sy - n—li:]_(yi y)

sirasiyla, j—Yyinci aciklayict degiskenin ve agiklanan degiskeninin Orneklem

varyanslari olmak iizere,

X — X . .
z.=—1 i=12..nj=12,...,k
h (2.26)

yi tamimlayalim. Olgeklendirilmis agiklayici degisken ve dlgeklendirilmis agiklanan
degiskeninin her biri sifir ortalamasina ve bir érneklem varyansina sahiptir, yani bu

yeni degiskenleri kullanarak model
Y, =12y Vol tet B tE, 1=12,..,0 (2.27)

olarak yazilabilir. Boylece merkezilestirilmis modelden regresyon sabiti terimi yok

edilir. Bu durumda » =(7,,7,,...,%)" nin en kiigiik kareler tahmini

y=(z2)"'zy (2.28)

olacaktir. Bu o6lgeklendirme bir normal rasgele degiskeni standartlastirmaya bir
benzerliktir, yani gozlem eksi onun ortalamasi onun standart sapmast ile boliiniir. Bu
nedenle, bu 6lgeklendirme bir normal 6lg¢eklendirme olarak adlandirilir.

Birim Uzunluk Ol¢eklendirmesi: Birim uzunluk 6l¢eklendirmesinde j—yinci
X aciklayicl degiskeni i¢in diizeltilmis kareler toplami

Si=2(%%, )2

i=1
ve genel kareler toplami

ST = SST :Z(yi _7)2

i=1

olmak tizere,

21



X. —X.

o, :%1 i=12,...,n j=12,....k

jj_ (2.29)
o_Yi—y
yi = 8832

yi tammlayalim. Bu 6lgeklendirmede, her bir yeni W, agiklayict degiskeni

n

o, =%Zi:la)ij =0 ortalamasina ve \/Zin:l(a)ij —®;)" =1 uzunluBuna sahiptir. Bu
durumda bu yeni degiskenler cinsinden regresyon modeli
¥, =80, + 8,0, +...+ 8@, +&,1=12,...,n (2.30)

seklindedir. Bunun sonucu olarak &=(4,,6,,...,6,)" regresyon katsayismmn en

kiiciik kareler tahmini
5=(WW) Wy’ (2.31)
olacaktir. Bu durumda, WW matrisi korelasyon matrisi formundadir, yani

_ Zzzl(xui _Z)(Xuj _ij) S

! (5:5,)" (5:5,)”

i~ jj i~ jj
seklindedir. X; ve X ; aciklayicr degiskenleri arasindaki basit korelasyon katsayisi

olmak iizere,

1 r12 r13 I’lk
r:LZ 1 r23 r-Zk

WW=|r, r, 1 - 1, (2.32)
r1k er r-3k 1

dir. Benzer sekilde, j-yinci X, acgiklayici deZiskeni ve y agiklanan degiskeni
arasindaki basit korelasyon katsayisi

_ zz:l(xuj —X )(yu -y) Sy
72

s

rjy -

(5,5

olmak iizere,
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W'Y = (1,00 )’ (2.33)

olacaktir. Ote yandan r; ver, lere X; lerrasgele degisken olmazsa bile korelasyon

katsayisi olarak bakmak gelenege uygundur.

Eger birim normal 6l¢eklendirme kullanilirsa, bu takdirde
Z'Z=(n-1)W'wW (2.34)

olacaktir. Bu nedenle birim normal 6lgeklendirmedeki regresyon katsayisinin tahmini
(7) ve uzunluk olgeklendirmesindeki regresyon katsayisinin tahmini (5' ) aynidir.
Bundan dolayi, hangi 6l¢eklendirmenin kullanildigi 6nemli degildir, bu nedenle
)9=5A dir. Boyle bir dlgeklendirmeden sonra elde edilen regresyon katsayilarina,

yani, 7 veya 5 ya standartlastirilmig regresyon katsayilari denir. Orijinal ve

standartlastirilmis regresyon katsayilari arasindaki iligki

ss.
bjza[ T] =12,k

Sii

ve
k
by =Y-D bX,
j=1

seklindedir. Burada b, regresyon sabitinin OLSE si ve b; ler egim parametrelerinin
OLSE leridir.
2.2.4 Sapma Biciminde Model

Coklu lineer regresyon modeli sapma bi¢iminde de ifade edilebilir. Bunun
i¢in ilk Once veri 6rneklem ortalamasindan sapmalara gore ifade edilir. Regresyon
parametrelerinin  tahmini iki adimda gergeklestirilir. Birinci adimda egim
parametreleri tahmin edilirken ikinci adimda ise regresyon sabiti tahmin edilir.

Sapma formunda ¢oklu lineer regresyon modeli asagidaki gibi ifade edilir:

A:I—%H' (2.35)
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olsun. Burada I = (1,1, ...,1)" bir nx1 vektoriidiir. Bu nedenle

11 ...
A:: SR Al . (2.36)

Y1
y:1 yi=1(1,1,...,1) 3{2 =1|'y (2.37)
ns n : n
Yn
ve
AY=y—1y=(%=Y. Y, =Voss Yo = Y)' (2.38)

dir. Bu nedenle herhangi bir siitun vektoriiniin A ile soldan ¢arpimi gézlemleri sapma

formunda gdsteren bir vektorii tiretir. Burada
1
Al=1-=1I=0 (2.39)
n

olup A nin simetrik ve idempotent olduguna dikkat edelim. Ote yandan

y=Xp+e
modelinde, g nin OLSE si

b=(XX)" XYy (2.40)
ve tahmin edilen hata vektori ise

e=y-Xb (2.41)
dir. Burada Ae=e olduguna dikkat edelim.

Eger nxk tipindeki X matrisi, X, =(11,...,1)" seklinde nx1 vektorii X,;

k—1tane X,, X,,... X, aciklayict degiskenin gézlemlerinin nx(k —1) matrisi olmak

lizere,
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X=[X, X;]

olarak pargalanir ve b:(bl,b;') OLSE si, B, sabit teriminin OLSE si, b, ve b,,

Bos s, B, ileilgili OLSE lerin bir (k—1)x1 vektorii olmak iizere, uygun olarak

pargalanirsa, bu takdirde

y= XD +X b +e (2.42)
yazilabilir. Bu ifade A ile soldan carpilirsa

Ay = AX,b + AX b, + Ae = AX b, +e (2.43)

elde edilir. Bu durumda bu son ifadeyi X' ile soldan garparak
X5 Ay = X; AX b, + X, 'e = X, AX b, (2.44)
bagntis1 elde edilir. Ote yandan A simetrik ve idempotent oldugundan,
(AX;)'(Ay)=(AX;)'(AX; )b, (2.45)

yazilabilir. Bu bagint1 y = X #+& modelindeki X'y = X 'Xb normal denklemleri ile

karsilastirilabilir. Boyle bir karsilagtirma asagidaki sonuglar1 verir:

) b; OLSE’nin bir alt vektorudur.

e Ay sapma vektorii formundaki agiklanan degisken vektoriidiir.

e AX, sapma formundaki agiklayici degisken matrisidir.

e Bu sapmalara gore bir normal denklem olup ¢6ziimii egim katsayilarin OLSE sini

* “\, L o\,
by =[ (AX;)(A%;) ] (AX;)(Ay) (2.46)
olarak verir. Regresyon sabitinin tahmini ikinci adimda asagidaki gibi elde edilir.

: 1,
Bunun i¢in y = Xb+e ifadesini =1’ ile soldan ¢arparak
n

1I’y:EI'Xb+£I'e
n n n
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_ _-|b
y=[1 X, X, X, ] 2 |+0
b,
:blzy_bziz_t%)zs_“-_bkik (2'47)

oldugu goriiliir. Simdi bu modele gore ¢esitli kareler toplamlarini agiklayabiliriz.

Genel kareler toplami (TSS) nin ifadesi daha dncekiyle ayn1 olup
TSS =y'Ay
ile verilir. Ote yandan Ay = AX;b, +e olup
y Ay =y AX;b, +y'e
=(Xb+e)'AX;b, +y'e
=(X,by + X3b; +€) AXb; +(X,b, + X3b; +e)'e
b AXE +e'e

(2.48)

oldugundan, TSS =SS +SS dir. Burada regresyona bagli kareler toplami

hata
SS,., =b; ' X;'AX;h, ve tahmin edilen hata kereler ortalamas: ise SS,., =e'e
olacaktr.

2.3 Hipotezin Test Edilmesi

Regresyon katsayilarini ilgilendiren hipotezin test edilmesiyle ilgili olarak

birka¢ énemli soru vardir. Ornegin,
1. Modelin genel yeterliligi (uygunlugu) nedir?

2. Hangi 6zel agiklayici degisken anlamli olarak goriintir?

Bu gibi sorular1 cevaplamak igin, genel ¢ergevede bir hipotezin, yani genel
lineer hipotezin testini ortaya koymak gerekir. Bu takdirde gesitli hipotez testleri
onun 6zel durumu olarak elde edilebilir. Bu nedenle, bir genel lineer hipotezin testini
irdeleyebiliriz.

H,:R/A =r igin Hipotezin Testi: Bu kisimda R bilinen elemanlarin bir jxk

matrisi ve r bilinen elemanlarin jx1 vektorii olmak tizere, f daki parametrelerin
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parametre uzaymin RS =r oldugu bir alt uzayinda ihtiva edilen bir genel lineer
hipotez g6z Oniine alinacaktir. Genel olarak, H,:Rf =r sifir hipotezi genel lineer
hipotez olarak adlandirilir ve bu durumda H, :RB #r alternatif (karsit) hipotezdir.
Burada r(R)=j, yani, tam rankli (tam satir rankl1) oldugununu ve hipotezde lineer
bagimlilik olmadigini kabul edelim. H,:RfZ =r nin bazi 6zel durumlart ve 6rnegi
asagidaki gibidir:

(i) H, : B =0 secelim. Burada 1, R de i—yinci konumda vuku bulur. Bu 6zel hipotez

X, nin lineer model tizerinde herhangi bir etkiye sahip olmadigini agiklar.
(iYH,: B, =p,veya H,: B,-B,=0, j=1,r=0,R=1[0,0,1,-1,0...,0] segelim.

(ii)Ho: ;= p, = veya Ho By = 5, =0, 5, = =0, j = 2,7 = (0,0)",

segelim.

(iv) Hy: B, +58,=2 ve J=1r=2,R=[0,0,1,5,0,...,0] secelim.

W) Hy: B =fy=...= . =0, I=k-1, r=(0,0,...0)’

010 -0
001 -0

R= : : oo, : :|:0(k—l)><1 : Ik—l:|
000 -1

(k—l)xk

Bu 6zel hipotez uyumun iyiligini agiklar. Ayn1 zamanda X,, X;,..., X, nm Yy nin

belirlenmesinde etkili olup olmadigim1 da test eder. Asil ilgimiz, agiklayici

degiskenlerin y deki degisimin onun ortalama deger etrafinda olup olmadigim
agiklamaya yardim edip etmedigini bilmektir. Bunun i¢in H,:RA =T igin olabilirlik

oran testini gelistirelim.
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2.3.1 Olabilirlik Oran Testi

Q tam parametrik uzay ve ® orneklem uzay1 olmak {izere, olabilirlik orani
test istatistigi
maxL(B,0°|y,X)  [(Q)

:maxL(ﬂ,az|y,X,Rﬂ:r): L (@) (2.49)

seklindedir. Bu durumda eger her iki olabilirlik maksimum yapilirsa, bu takdirde
kisitlanmamisin  degeri kisitlanmigin  degerinden daha kiigiik olamayacaktir. Bu

nedenle A>1 dir.

[k olarak, R=1, ve r=/,, yani =/, olmasi basit durumu igin, olabilirlik oran

testini ele alalim. Bu durumda once bu kiigiik model i¢in daha iyi ve ayrintili

incelemeyi verecek ve daha sonra bu durumu RS =r igin genellestirecegiz.

H,: B =/, icin olabilirlik oran testi: S kx1 vektori ile ilgili sifir hipotezi
H,:f =/, olsun. Burada f, arastirmaci tarafindan belirlenir. £, m elemanlari,

sifir dahil herhangi bir degeri alabilir. Ilgili alternatif (karsit) hipotez
H,: B+ 5

olacaktir. y= X +& modelinde, £ ~ N (O, 0'2|) oldugundan, y ~ N (X,B, ol ) dir.

Bu nedenle, tam parametre uzay1 ve drneklem uzay: sirasiyla
Q:{(B,0°): o< <0,0°>0,i=12,....k}

ve
w:{(ﬂ,62)1ﬂ=ﬂ0,62 >O}

olur. Q altinda kisitlanmis olabilirlik

L(B.c%|y,X)= 1 = exp[—%‘z(y—x,ﬁ)'(y—xm} (2.50)

(27r0'2)
dir. B ve 6°, B ve & nin olabilirlik fonksiyonunu maksimumlastiran degerler

olmak tizere,
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ve

oldugunda bu Q {izerinde maksimumlastirilir. Bu nedenle

L(Q)=maxL(B,c*|y,X)

1 ~ (y=xB8)(y-x4)

2(y-Xp)(y-X5)
S

n

(22) [ (y-XB) (y-XB) |
dir. @ altinda kisitlanmuis olabilirlik ise

ﬁexp{—%‘z(y—x,ﬁo)'(y—x%)}

(272’6

(o) =maxL(B,6°|y,X,B=p,)=

seklindedir. Bu durumda S, bilinmediginden, kisitlanmis olabilirlik fonksiyonu bir
~ 2 1 1
o, :H(y_ Xﬂo) (y_ Xﬂo)

optimum varyans tahmin edicisine sahiptir. Yani

n"? exp(—nj
((w)= 2 (2.51)

(25" (y=%8) (y-X13),

NS

dir. Bu durumda olabilirlik orani
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[ n"?exp(—n/2) }
(o) @) [(y-x)(y-xA)]

L(e) n"?exp(—n/2)
(27)[(y-XB) (y-%xA)]"

w—xarw—xgqm
(y=XB)(y-Xx5) (2.52)

_5_2 n/2 '
_| %% —(1 n/2
%) -0

olacaktir. Burada

_ (y_xﬂo)|(y_xﬁo)
By (X ) 5

dir. Bu durumda A nin ifadesindeki pay1 asagidaki gibi sadelestirebiliriz:

(Y=XB) (Y=XB) = (y=XB)+ X (B-5) | [(y-XB)+ X (B~ )]
=(y—xﬁ)'(y—xﬁ)+2y'[| X (XX) X '}x (B-5)+(B~5) XX (F~5,)
=(y=XB)(y=XB)+(B=1) X X (B~1,)

Bu nedenle,

(Y =XB) (y=XB)+(B-A) X' X (- 55)

. (%) (y-X)

s 3 (2.54)
L (B-a)yxx(5-5)
(y-XB)(y-%5)
veya buna denk olarak
e, _(B-5) X X(B-5,) 255

(y=xA)(y-xA)
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olacaktir. Burada 0< A4, <o dur. Bu durumda 4, n dagilimini bulmak i¢in A, da

icerilen kuadratik formlarin dagilimini asagidaki gibi yazabiliriz:

(y—Xﬁ)'(y—Xﬂ):é'é:y'[l —X (X' X)X '}y:(n—k)&2 (2.56)
dir.
Sonu¢ 2.2. Eger Z ~ N (O,azln) bir nx1 rasgele vektor ve A nxn tipinde p rankli

herhangi bir simetrik idempotent matris ise, bu takdirde%~)(2(p) dir. Eger B, q
rankli bagka bir nxn tipinde simetrik idempotent matris ise, bu takdirde

Zc% ~ ;(z(q) dur. Eger AB=0 ise, bu takdirde Z'AZ, Z'BZ den bagimsiz olarak

dagilir. Bu sonucu kullanarak

'Hy (n-k)é?
yazy:( 02) ~ 72 (n=k) (2.57)

elde edilir. Ayrica, eger H, dogru ise, = f3, dir ve A, daki pay elde edilir. Genel
olarak, A, daki pay1 yeniden yazarak, H, k rankl1 bir idempotent matris olmak iizere,
G- Y XX (B=B)=e"X (X 'X) X' X(X'X)" X"
(B=B)XX(B=B)=&"X (X' X)X X(X'X) X' (2.58)
=¢'He
oldugu goriiliir. Bu nedenle bu sonucu kullanarak,

He &' X'(X'X)'X's
ng: ( 62) ~ (k) (2.59)

sonucuna ulasilir. Ayrica, A, 1n paymndaki ¢'He ve paydasindaki £'He kuadratik
form matrislerinin ¢arpimi

=X 00X XX (XX ) X

=X (X' X)X =X (X X)) XX (X X)X =0
dir ve bu nedenle A, m pay ve paydasindaki 7° rasgele degiskenleri bagimsizdur.
;(2 rasgele degiskenlerinin her birini onlarin kendi serbestlik derecesine bolerek, H,

altinda
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(B=£) X X(p-5))

ké?

_(Y=XB) (y=XB)-(y-XB) (y-XA) F (k) 2.60)

ké?

elde edilir. Burada (y—Xgz,)'(y—X/,) nmn kisitlanmis hata kareler toplami ve
(y -Xp )( y—Xp ) nin ise kisitlanmamig hata kereler toplami oldugunu belirtelim.
Bu durumda A4, deki pay kisitlanmis ve kisitlanmamis hata kareler toplami arasindaki
fark olacaktir. Dolayisiyla A, >F,(k,n—k) oldugunda, kararimiz H;:S=f,

hipotezini « anlam diizeyinde reddetmektir. Burada F,(k,n—k), k ve n-—k

serbestlik dereceli merkezi F—dagilimi tizerindeki iist kritik noktalardir.
H,:RB=r igin olabilirlik oran testi: H,:f =/, i¢cin olabilirlik oran testinin
gelistirilmesinde kullanilan ayn1 mantik ve nedenler H,: RS =r igin olabilirlik oran

testini gelistirmek i¢in agsagidaki gibi genisletilebilir:
Q:{(ﬂ,az):—oo<ﬂi <0, 62>0, i =L2,...,k}
ve
a):{(ﬂ,o-z):—oo<,8i <o, RB=r,0° >O}
dir. f=(XX )7l X§ olsun. Bu takdirde
E(RB)=Rp

ve
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Var(R/?):E[R(ﬁ—ﬂ)(ﬁ—ﬂ)’ R'}:RV(/})R’:JZR(XX)IR'
dir. Bu durumda 2 ~ N [ﬂ,az (XX )’1} oldugundan,

RG~N[RA.0*R(XX) R,

RA-r=RE-RE=R(f-p)-~ N[O,O-ZR(XX)_lR'}

olacaktir. Ote yandan [R(X ‘X )7l RT'=QQ" olacak sekilde bir Q matrisi vardir ve

bu takdirde &=QR(b— )~ N(0,0°l,) dir. Bu nedenle, Hy:RA~r =0 altinda,

ge'_(RA-r)QQ'(RB-T)

dir, burada
1 B 1
X(XX) R R(XX )R] R(XX)™ X"

bir idempotent matristir. Onun serbestlik derecesi ile ilgili olan izi J dir. Aym

zamanda, H, hipotezinin dogru olup olmadigina bakmaksizin

g'é (y—X,B)'(y—X,B) _ y'I;I_y _ (n—kz)oﬂ'2 ~ 2 (n=K)
o o o o

dir. Bundan bagka, &'6 ve (,B—,B)'R'[R(X'X)_lR'TR(ﬁ—ﬂ) kuadratik form

matrislerinin ¢arpimi, her iki kuadratik formun bagimsiz oldugunu belirten, sifirdir.

Bu nedenle, olabilirlik orani test istatistigi,
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= P ~F(J,n-k)

dir. F,(J,n—k), J ve n—k serbestlik dereceli merkezi F dagilim iizerinde iist

kritik noktalar olmak tizere, A, >F,(J,n—k) oldugunda, kararimiz H, hipotezini
reddetmektir.
2.3.2 Regresyon Anlamhiliginin Testi (Varyans Analizi)

Eger R=[0 1,,], r=0 alirsak, bu takdirde H,:RB =r hipotezi asagidaki
stfir hipotezine indirgenir:

Hy: B, =py=...= B =0 (2.61)
Bu durumda alternatif (karsit) hipotez, en az bir j=2,3,...,k i¢in, H,: 3, #0 dir.
Bu hipotez y ve X,,X,,...,X, aciklayici degiskenlerinin herhangi bir kiimesi
arasinda bir lineer iligkinin var olup olmadigini belirler. Burada X, in modeldeki
regresyon sabiti terimine karsilik geldigine ve her i=1,2,...,n i¢in X, =1 olduguna
dikkat edelim. Bu, model uygunlugunun bir genis kapsamli testidir. Sifir hipotezinin
reddedilmesi X,, X,,..., X, arasindaki agiklayici degiskenlerin en az birinin modele

anlamli olarak katkida bulundugunu gosterir. Bu durum varyans analizi olarak

adlandirtlir. Burada & ~ N (0, 0'2|) oldugundan,

y~N(XB,0°1)
ve

b=(XX)" Xy~ N[ 0" (xX)"]
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olacaktir. Ayni zamanda,

6’2 — SShata :(y_y)l(y_y)
n-k n-k (2.62)
1 1 -1 1 — )
X)Xy Ry yryobxy
B —k " n-k  n-k

dir. (XX)AXFI =0 oldugundan b ve 6% bagimsiz olarak dagilir. y'Hy =¢'He
olup H bir idempotent matris oldugundan, SS,, ~ )((Zn_k) olacaktir, yani n—k

serbestlik dereceli merkezi ki—kare dagilimina sahiptir.
X, alt matrisi; X,, X,,..., X, agiklayici degiskenlerini igermek iizere, X matrisini
X :[Xl, X, ] olarak ve g, alt vektdrii; f,,/f,..., [, regresyon katsayilarini

icermek tizere S vektoriini, ﬂz[ﬂl, B ] olarak parcalayalim. Buna paralel

olarak y lere bagli genel kareler toplamini

SS; = YAy =SS, +5S (2.63)

hata

olarak pargalayabiliriz. Burada SS, =h, X; AX;b, regresyona bagl Kkareler

toplamidir ve tahmin edicilerin hata kareler toplami

SSiwa =(Y—Xb)'(y—Xb)=y'Hy =SS, —SS (2.64)

hata

ile verilir. Ayrica,

2 k-1 2
o 20

Sy _ {ﬂS’XS'AXZﬂSJ

yani, ﬂ;'X;'Ax;B;/Zaz merkezi olmama parametreli, merkezi olmayan y°

dagilimu,

ss (MJ

2 n-1 2
20
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yani, ﬂ;'XQ'Ax;B;/Zaz merkezi olmama parametreli, merkezi olmayan y°
dagilimdir. X,H =0 oldugundan, SS, ve SS,,, bagimsiz olarak dagilirlar. Bu

durumda regresyona bagl kareler ortalamasi

ve hata kereler ortalamasi

SS, .
Mshata = n _h It(
olacagindan
MS X AXC B
w _p | P2 AXep (2.65)
Mshata ' 20—

yazilabilir, yani (k-1,n—k) serbestlik dereceli ve pB,'X; AX,5, [25* merkezi

olmama parametreli bir merkezi olmayan F-dagilimma sahiptir. Bdylece

H,: B, = =...= B, hipotezi altinda,

MS reg

MS

- Fk—l,n—k
hata

dagilmistir. Bu durumda F>F,(k-1,n—k) oldugunda, a anlam dizeyinde

kararimiz H, hipotezini reddetmek olacaktir.

F—istatistiginin hesab1 asagidaki gibi verilen bir varyans analizi (ANOVA) tablosu

bi¢iminde 6zetlenebilir:
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Cizelge 2.1 ANOVA Tablosu

Degisimin | Kareler | Serbestlik Kareler
kaynagi toplam1 | dereceleri ortalamasi
Regresyon | SS k-1 MS,., =SS, /K -1 F
Hata SShata n- k Mshata = SShata/(n - k)
Toplam SS, n-1

H, hipotezinin reddedilmesi en azindan bir f,#0; (i=12,...,k) durumunun olasi

oldugunu gosterir.
2.3.3 Ayr1 Ayr1 Regresyon Katsayilar1 Uzerindeki Hipotezin Testi

Bu kisimda, eger varyans analizinde test reddedilir ise, sifir hipotezinin
reddedilmesi i¢in regresyon katsayilarinin hangisinin sorumlu oldugu/olduklar1 bagka
bir soru ortaya ¢ikar. Boyle regresyon katsayilarina karsilik gelen agiklayict
degiskenler model i¢in oldukca 6nemlidir. Boyle agiklayict degiskenleri eklemek
ayni1 zamanda uydurulan § degerlerinin varyansini da artirir, bu nedenle tepkimeyi
aciklamada sadece gercek degere sahip olan agiklayicilart eklemeye dikkat
edilmelidir. Onemli olmayan agiklayici1 degiskenleri eklemek modelin kullanisliligimi

azaltabilir ve hata kare ortalamasini artirabilir. H,: 3, #0 alternatif hipotezine karst
H, : B; =0 sifir hipotezini test etmek basit lineer regresyon modeli durumunda daha
evvel tartisgtlmisti. Bu durumda eger H, kabul edilir ise bu, X; aciklayici

degiskeninin modelden silinebilecegini ifade eder. Karsilik gelen test istatistigi, H,

altinda

dir. Burada B; nin b; OLSE sinin standart hatas1 C;; ye karsilik gelen (XX )71

in
b; ye karsilik gelen j-yinci kdsegen elemanini gostermek iizere, se(bj ) =,éC i
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dir. Eger |t| >t,,, ,, ise, @ anlam diizeyinde kararimiz H, hipotezini reddetmektir.

Ote yandan B ;;» modelde olan diger tiim agiklayici degiskenlere bagl oldugundan,

bunun sadece bir kismi test olduguna dikkat edilmelidir. Bu, diger agiklayici

degiskenler modelde verildiginde X, nin katkisinin bir testidir.

2.4 Giiven Arahg Tahmini

Coklu regresyon modelinde giiven araliklar1 ortaklasa olarak oldugu gibi tek
tek regresyon katsayilari ig¢in de insa edilebilir. Bu iki durumu asagidaki gibi goz

Ontine alabiliriz.

2.4.1 Bir Tek Regresyon Katsayis1 Uzerinde Giiven Aralig

y=XpB+& modelinde ¢ lerin N(O,GZ) siifindan bagimsiz ve 6zdes

olarak dagildigini kabul ederek,
y~N(Xp.0%1)
ve
b~N(p.0"(XX)")
yazilabilir. Bu nedenle, herhangi bir regresyon katsay1 tahmininin marjinal dagilima,
Cys (X X )_l in j—yinci kdsegen eleman1 olmak {izere,
b; ~ N( J’GZCJJ)
seklindedir. Bu nedenle,

6'2 — Sshata — yly_brxy
n—k n—-k

olmak tizere, H,, j=1,2,... altinda

:b{‘ﬂj
6°C

H

~t(n—k) (2.66)

i
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dir. Bu nedenle B, (j=12,...,k) i¢in 100(1-a)% giiven araligi asagidaki gibi

elde edilir:

~2 ~2 .
P bj _tﬁ,n—k'lo- ij Sﬂj Sbj +t3,n-k o ij}—l—a
2 2

Bu nedenle giiven aralig1

(bj —t é°C

& i

by +t, 6°C; J (2.67)

a k3
2' 2’

olarak elde edilir.

2.4.2 Regresyon Katsayilar1 Uzerinde Es Anh Giiven Araliklar

1-a olasilikla eszamanli olarak dogru olan bir giiven aralifi kiimesi
eszamanli veya ortak giiven araliklar1 olarak adlandirilir. Coklu regresyon modelinde

f i¢in ortak bir gliven bolgesi tanimlamak nispeten kolaydir.

(b-p)X'Xb-p) .
kMS kin-k

res

oldugundan

P[(b‘ﬂ)'x X0=h) Fa(k,n—k)}l—a
kMS

res

elde edilir. Bu nedenle g daki tim parametreler i¢in 100(1—a)% ortak giiven

araligy, eliptik bir bolgeyi tanimlayan

=) X XO=8) ¢ 1,n-k) (2.68)
kMS “

res

bi¢iminde yazilir.
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2. 5 Determinasyon Katsayisi (R?) ve Ayarlanmis R’

R; y ve X, X,,...,X, arasindaki c¢oklu korelasyon katsayisi olsun. Bu

takdirde ¢oklu korelasyonun karesi R* determinasyon katsayisi olarak adlandirilir.

R? nin degeri genel olarak 6rneklem regresyon dogrusunun gozlenen veriye ne kadar
iyi uydugunu belirler. Bu ayn1 zamanda modelin iyiliginin bir 6l¢iisii olarak da

uygulanir. Regresyon sabiti teriminin
Vi =B+ 5 Xi, + e Xs+. .+ B X U, 1=12,...n

olarak modelde mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde; SS tahmin edilen

hata

hatalara ait karelerin toplami; SS;, genel kareler toplam1 ve SS__, regresyona bagh

reg !

karelerin toplami1 olmak {iizere,

' SS
R2 -1- . ee =1— SShata — reg (269)
Y SS,  SS,

™
il
<
|
<

dir. R* modelin agiklayic1 giiciinii 6lger ki bu dolayisiyla modelin uyumunun
tyiligini yansitir. O ayn1 zamanda agiklayici degiskenin agiklayict gliciiniin ne kadar

oldugu anlaminda model uygunlugunu yansitir.

ee=y[1-X(xX)"x"]y=yHy

oldugundan,

n

Z(Yi _7)2 :an‘,yiz _nyz

i=1

!
H

dir. Burada 1 =(1,1...1) , y=(Y,, Y,.--- ¥, )' olmak iizere,

1< 1
vols, 1y 2.70
y N Ei:l Yi o y ( )
dir. Bu nedenle, A= —I(I’I)ﬁll' olmak iizere,
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2 (%-y) = y'y—n(%l'yyﬂj

i=1
1 ! 1 2
=yy-yl=ly
n
=yy-yI(I )71 I'y (2.71)
_ y'[l —I(I'I)’ll'Jy
=yAY
bi¢cimindedir. Bu nedenle,
R? :1_LI-_Iy
yAY
olarak yazilabilir. R* nin simirlar1 0 ve 1 dir, yani, 0 < R* <1 dir.

R?=0 olmas: modelin uyumunun zayif oldugunu gésterir. R* =1 olmasi
modelin en iyi uyumda oldugunu gosterir. R*=0.95, y deki degisimin 95% lik
kisminin R® tarafindan agiklandigim gdsterir. Basit bir sdyleyisle, model 95% iyidir.

Benzer sekilde, R*> nin 0 ve 1 arasindaki diger herhangi bir degeri uydurulan

modelin uygunlugunu gosterir.

Eger modele daha fazla aciklayic1 degisken eklenirse, bu takdirde R* degeri

artar. Degiskenlerin ilgisiz olmas1 durumunda, R’ yine artacak ve asir1 derecede

iyimser bir goriintii verecektir. Asiri derecede iyimser goriintiide bir diizeltme
amactyla R? veya adjR’ ile gosterilen ayarlanmis R?

R? :1—%:1—(:—:3@— R?) 2.72)

olarak tanimlanir. Bu durumda n—k ve n-1in SS,,, ve SS; nin dagilimlar ile
ilgili serbestlik dereceleri olduklarini1 daha sonra gorecegiz. Ayrica, e ve y nin ilgili
varyanslarinin yansiz tahmin edicilerine dayanan SS,/n-k ve SS./n-1
nicelikleri varyans analizinin kapsamindadir. Eger fazladan bir degisken 1-R? de
¢ok kiigiik bir azalmaya neden olursa n-1/n—k artis ile ayarlanmis R?

kiigiilecektir. Ayarlanmis R® nin baska bir smirlandirmasi onun negatif de

olabilmesidir. Ornegin, k =3, n=10, R* =0.16 alinirsa, bu takdirde
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§2=1—%x097=—a25<0

dir ki bu, yoruma sahip degildir. Bu durumda asagidaki sinirlandirmalar verilebilir.

1. Eger modelde sabit terim yok ise, bu takdirde R® tanimlanamaz. Boylesi

durumlarda R? negatif olabilir.

y=XpB+& modelinde, B mnin alisilmis en kigiik kareler tahmin edicisi

b= ( XX )_1 XY dir. Uydurulmus modeli, € tahmin edilen hata olmak {izere,

y=Xb+(y—Xb)=Xb+e

olarak gdz 6niine alalm. § = Xb uygun deger ve I:(l,l,...,l)' nx1 tipinde bir
vektor olmak iizere,

y—ly=Xb+e-ly=y+e-1y

olduguna dikkat edelim. TSS = Zn:(yi — 7)2 genel kareler toplamu
i=1
7SS =(y-19)'(y-17)=[(y-17)+e][(y-17)+e]
=(y-1y)'(y-1y)+e'e+2(y-1y)'e
=880y +SSua +2(Xb—-1y)'e
=SS,y + SSpe — 2Vl

hata

olarak elde edilir. Fisher—Cochran teoremi varyans analizinin kapsaminda

+a TN gergeklenmesini gerektirir ve iistelik R* nin tanimlanmasim

TSS = SS,,, +5S

gerektirir. TSS =SS +SS, ., nin gergeklenmesi i¢in I8 nin sifir olmasina, yani,

hata

sadece modelde sabit terim var oldugunda miimkiin olan l'e =1'(y — ) =0 olmasina,

gereksinim vardir. Bu iddiay1 asagidaki gibi gosterebiliriz. Ilk olarak, S, parametresi

b = i ol “4 olarak tahmin edilmek iizere,

|1'

:ﬂlxi +(C,'i, i=1,2,...n

42



sabit terimsiz basit lineer regresyon modelini gbz Oniline alalim. Bu takdirde genel

olarak,
le=3" &= (%—9)=2(¥—bXx)=0

dir. Benzer sekilde, bir y = X 8+ ¢ sabit terimsiz ¢oklu lineer regresyon modelinde
le=I"(y—9)=l'(XB+&-Xb)=—I'X (b= B)+I'¢ =0

oldugu bulunur. Sonra da, B, ve p, swasiyla by =yY-bX ve b =s /s,  olarak

n

tahmin edilir ve s, =" (%-%)(¥,-V), s, =2 (x-X)", x=1>" x ve
y=1>" Yy, olmak iizere, bir y, =/, + /A% +&, (i=12,...,n) sabit terimli basit

lineer regresyon modelini géz 6niine alinir. Bu durumda

I'e =

M-

& =i(yi _yi)

I
JiN

(Yi _bo_blxi)

bulunur. 3, ve g mn tahmini sirasiyla 3, = y —bx ve bz(XX)_l XY olmak tizere,

bir sabit terimine sahip bir
y=pl+Xp+e (2.73)
coklu lineer regresyon modelinde,

l'e=1'(y—9)
=|'(y—ﬁA’0—Xb)
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oldugunu goriiliir. Bu nedenle, Fisher—-Cochran teoreminin genel kareler toplaminin
iki ortogonal tiimleyene bdliinmesi, yani, regresyona bagli kareler toplami ve
hatalara bagli kareler toplamina boliinebilmesi anlaminda gergeklenmesi igin,

l'e=1"(y—9)=0 olmas: gerektigi ve bunun sadece sabit terim modelde mevcut

oldugunda miimkiin oldugu sonucuna varilir.

2. R? ug degerlere duyarhdir, bu nedenle saglamliktan yoksundur.

3. R®* modeldeki agiklayict degiskenlerin sayisindaki artis ile daima artar. Bu

6zelligin as1l mahsuru konuyla ilgili aciklayict degiskenler modele eklendiginde bile

R? nin yine arttigidir. Bu aslinda dogru olmayan daha iyi bir modelin elde edildigini

gosterir. Asagidaki iki modele sahip oldugumuz bir durumu géz 6niine alalim.
Vi =B+ B X, +. B X U, 1=12,...,n (2.74a)
log y; =71+ 7, X+ + 1 Xy +V, (2.74b)

Simdi sorumuz, hangi modelin daha iyi oldugudur. Birinci model igin bir se¢enek

olarak R? yi

N

2 _q_ zln (vi-9)°
Rl Zi 1(yi_y)2

El

ve ikinci model i¢in bir secenek R® i

> (logy;-log §;

R =1-
2 > (logy;-logy)?

olarak tamimlamaktir. Bdyle olunca da R’ ve R? kiyaslanabilir degildir. Eger hala
iki modelin kiyaslanmasina gerek duyulursa, R® yi tamimlamak igin daha iyi bir

oneri asagidaki gibi olabilir. ¥, =logy, olmak iizere,

3 Z?:l(y|77)2
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yazilabilir. Simdi, karsilagtirmada R’ ve R’ iki modelin uygunlugu hakkinda bir

fikir verebilir.
2.5.1 Varyans Analizi Testi ve Determinasyon Katsayisinin Tliskisi

p, in  bir sabit terim oldugunu kabul ederek, bu durumda

H,: B, =B, =...= B, =0ig¢in, varyans analizi testindeki F—istatistigi
MS n—k) SS - 2
E— reg _ ( ) reg :[n k) R : (2.75)
MS. (k-1)SS.. \k-1J1-R

dir. Burada R* determinasyon katsayisidir. Bu nedenle F ve R? yakindan iliskilidir.
R?=0 oldugunda F=0 dir. Simirda, R* =1 oldugunda F =0 dur. Bu nedenle F
ve R’ nin her ikisi direkt olarak farkli olur. Yani daha biiyiilk R*, daha biiyiik F

degerini belirtir. Bu nedenle varyans analizi altinda F testi tahmin edilen regresyonun
genel Oneminin bir Olgiisii olarak adlandirilir. Eger F hayli anlamli ise, bu H,

hipotezini reddedebilecegimizi ifade eder, yani y vektorii X vektorlerine lineer olarak

baglidir.
2.5.2 Inceleme Degiskeninin Degerlerinin Tahmini

Coklu regresyon modelinde tahmin iki goriinime sahiptir. Bunlardan
birincisi inceleme degiskeninin ortalamasinin veya ortalama tepkimenin tahmini,

ikincisi ise inceleme degiskeninin gergek degerinin tahminidir. y nin ortalamasinin

tahmininde E(y) i verilen bir X, =(Xy;, X, ..., Xy, )* de tahmin etmemiz gerekir. Bir

nokta tahmini olarak tahmin edici E(p)=x)8 olmak iizere
p=xbh=x(XX)" XYy

dir. Bu nedenle, p ifadesi E(\y) icin bir yansiz tahmin edicidir. Bunun varyans
Var(p)=E[p-E(y)][p-E(y)]=0"(XX) %

olacaktir. Bu takdirde

E(Y)=%B=E(YIX)
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ve
N , -1
Var (¥, ) =oxy (XX) " X,
olur. Dolayisiyla Xy, Xp,,--- X gibi 0zel bir noktada ortalama tepkime iizerindeki
giiven aralig1 asagidaki gibi bulunabilir:

Xo = (Xo1: Xgz1---1 %o )" yii tammlayahm. X, daki uygun deger ¥, =X dir. Bu
takdirde

ve

{ t, \/ xOSE(y|x <y0+ta \/ xo}zl—a
“n

l\)

dir. Xpp, Xgps+++s Xg Noktasinda ortalama tepkime iizerindeki 100(1-«)% giiven

aralig

[90 _tg,n_k \/&zxg, (XX) " %, Yo +t%‘n_k \/&ng, (XX) " % } (2.76)

olarak ifade edilir. y nin gergek degerinin tahmininde bir X, = (Xy,, Xgp,---, X, )' ey

yi tahmin etmemiz gerekir. Bir nokta tahmini olarak tahmin edici E(pf):x(',ﬁ

olmak iizere
Py =X

dir. Bu nedenle p; ;Y i¢in bir yansiz tahmin edicidir. Bunun varyans: ise
Var(p, )= E(( P, —y) (P - y)'): o [1+ xg (XX)™ XO}

olacaktir. Bu gelecek gozlem igin 100(1—«)% lik giiven aralig:

{pf _t‘;,nk\/&z[HX‘;(xx)l xo] p, +t nk\/&z[lerg(XX)lxoﬂ (2.77)

3
2
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olacaktir.
2.6 Lineer En Kiiciik Kareler

Lineer model regresyon problemlerinde temel tekniktir ve bunun i¢in en
onemli ara¢ en kiigiik kareler uyumudur. Burada, hata karelerinin bir toplamini veya
esdeger olarak hata karelerinin 6rneklem ortalamasini minimum yapariz. Beklenen
hata karesini minimum yapan regresyon fonksiyonunu bulmayla ilgilendigimizde,
lineer en kiiglik kareler dogal bir se¢imdir. Bu kisimda buna analiz, lineer cebir ve
geometrik agidan bakarak, lincer en kiigiik kareler tahmininin temel teorisi
incelenecektir. Ayni zamanda lineer en kii¢iik kareler i¢in bir dagilim teorisi ve lineer

regresyonun hesapsal gériiniimlerini de irdelenecektir.
2.6.1 En Kiiciik Kareler Tahminleri

Bu kisimda Y,,Y,,...,Y, gozlenen tepkime degerleri ve i=1...,n ve

J=1...,p i¢in z; agiklayicilar ile ige koyulalim ve

S(Boee )= To( W= X028 (2.77)

toplamimi minimum yapan fA,...,[, parametre degerlerini arayalim. Minimum

p
yapan degerler ﬁl,..., /?p ile gosterilir. S yi minimumlastirmak i¢in, onun her bir

ye gore kismi tiirevleri sifira esitlenir. Bu durum

0 : 2\ .
35S =23 (V=28 2 =0 i=1...p (2.78)
J

esitligini saglar. Daha sonra bunun gercekten minimum degeri verdigini maksimum
veya bir eyer noktasini vermedigini gosterecegiz. (2.78) deki p tane denklem normal
denklemler olarak bilinir. j—yinci 6zellik igin degerlerin Z :(le,...,znj)'e]R”
vektoriinli goz oniine alalim. (2.78) bagintis1 bu 6zellik vektoriiniin i— yinci elemant

&=y, —ZL Z; ﬁj sahip olan hata vektoriiniin sifirin bir nokta ¢arpimina sahip
oldugunu soyler.
Her bir 6zellik vektorii hatalarin (hata tahminlerinin) vektoriine ortogonaldir

(normaldir). Bu durum; (2.77) ve (2.78) bagintilarin1 matris notasyonuyla yazarken
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degerlidir. Bununla birlikte, (2.77) den (2.78) e gegis koordinatlar ile daha basittir ve

sonraki islemler vektor formunda daha kolaydir.

Y1 Ly Ly vt
y Ly Ly L
Y=|"2lvez=| " T . P
Ya Zy Ly an

ile tepkimeleri ve 6zellik degerlerini Y vektorii ve Z matrisi i¢inde gosterelim. Ayni

zamanda f =( Bl ,Bp) koyalim ve f, kareler toplamumn minimumlastiricisinm

gostersin. Son olarak, hatalarin n vektérii £=Y —Z 4 olsun. Simdi, (2.77) bagntisi
S(B)=(Y—-2p)'(Y —Zp) olarak yazilabilir ve (2.78) normal denklemlerini — 2 ile

boldiikten sonra

£'72=0 (2.79)
olur. Bu normal denklemler

Z7B=2N (2.80)
olarak da yazilabilir. Bu durumda eger Z'Z tersinir ise, bu takdirde

p=(22)" zv (2.81)

oldugu goriiliir. ik olarak, ZZ nin tersinir oldugunu kabul edecegiz ve daha sonra

tekil durumu g6z oOniine alacagiz. (2.81) bagintis1 lineer regresyonda “lineer”

sifatinin bagka bir anlatiminin altin1 ¢izer. Tahmin edilen ﬁ katsayilar1 onu
(Z'Z)le' matrisi ile Y yi garparak elde etmemiz anlaminda, Y nin sabit bir lineer

kombinasyonudur. z, = ¢(x,) 6zellikli herhangi bir yeni X, noktasinda Y nin tahmin

edilen degeri de Y ye gore lineerdir. Bu ise zy(ZZ )_1 ZY dir.

Simdi, A =(Z'Z)71 ZY nin gercekten minimumlastirict oldugunu, sadece

hata kareler toplaminin gradyentinin sifir oldugu bir nokta olmadigini ispatlayalim.

(2.77) gibi bir kareler toplaminin, bir maksimum yapan £ ya sahip olamadigi agik
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bir sekilde goriiliir. Ancak eyer (semer) noktalarina da bakmaliyiz ve boylece B nin

bir tek en kiiciik kareler tahmin edicisi oldugunu da gostermeliyiz.

B i¢in bir ifade daha evvel bulundugundan dolayr onun, A+(B-/) gibi bir

BeRP genelleyicisini ifade ederek ve sonra da S(B+(8—f)) yi acarak, dogru

oldugunu gosterelim. Bu ekleme ¢ikarma teknigi ekseriyetle hata karelerinin one

¢iktig1 problemlerde uygulanabilir.
Teorem 2.3. Z'Z tersinir olmak {izere Z nx p tipinde bir matris olsun ve Y bir nx1
vektor olsun. S(S)=(Y -Zp)'(Y —Z ) y1 tammlayalim ve B= (22 )_l Z'Y alalim.

Bu takdirde S(S)>$S (ﬁ’) olmasi B f3 oldugunda saglanur.

Ispat. Z'(Y —zﬁ):o oldugu bilinmektedir. Ayrica B RP de herhangi bir nokta

olsun ve = #— /3 alinsin. Bu takdirde

5(4)

(Y-2B)(¥-25)
(Y Zp- Zy) (Y—zﬁ—zy)
Y-25 )(Y Zﬂ) y'Z'(Y—ﬁ)—(Y—,@’)Zy+y'Z'Zy

s(ﬁ)w Z'Zy

olacaktir. Bu nedenle, S(B):S(,B)+||Zy||228(ﬁ) yazilabilir. A nm, S nin bir

minimumlagtiricist oldugu goriiliir. Teklik i¢in, y =0 ifadesinin Zy =0 oldugunu
belirttigi gosterilmelidir.  # 0 igin aksine olarak Zy =0 oldugunu farz edelim. Bu

takdirde y =0 i¢in ZZy =0 a sahip olmalyiz, fakat bu Z'Z nin tersinir oldugu

varsayimiyla  gelisir.  Bu  nedenle, eger Bzﬁ ise, bu takdirde

S (ﬁ) =S (ﬁ) + HZ (ﬁ—ﬁ)”z >0 olmak zorundadir. Bu ise ispati tamamlar.
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2.6.2 En Kiiciik Karelerin Geometrisi

-
-
—
--------
—
-
-

Sekil 2.1 En Kiigiik Karelerin Geometrisi
Sekil 2.1, lineer en kiiciik kareleri agiklamak icin bir sekli gosterir. y :(yl, e yn)' ,

R" deki bir nokta olarak temsil edilir.
M={Zp| R’} (2.82)

kurgusu R" nin p-boyutlu bir lineer alt kiimesidir. Z'Z nin tersinir oldugunu ve bu
nedenle Z nin p rankina sahip oldugunu kabul ettigimizden burada M uzay1 tam

olarak p boyutludur. Modelimiz altinda, E(Y)=2Z/e M dir. En kiigiik karelerin

ardindaki diisiince B y1 ve dolayisiyla y=27 ,B y1 M iginden y ye en yakin olan
nokta olarak bulmaktir. Bu nedenle, M yi bir dik dogruya iz diisiirerek y ye bu en
yakin noktayr bulmak amaglanir. Yani, £€=Yy—Yy hatasi M igindeki herhangi bir
dogruya dik olmalidir. Bu durumda (2.79) normal denklemlerinden, £'Z =0 oldugu
goriliir. Bu nedenle & her Zf e M noktasina dolayisiyla M deki her dogruya
diktir.

Herhangi bir ﬁeRp icin iic y,y ve Z,é noktasini kullanarak bir dik iicgen

olusturulabilir. £ =0 alarak ve Pisagor teoremini kullanarak

2

IvIF =Nl +]25

elde edilebilir. Z nin birinci slitunu 1 lerden olusuyor ise, bu takdirde

(V,--..¥)'=Z(Y.0,...,0) e M dir ve bu durumda Pisagor teoremi,
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n

Zn:(yi _7)2 = Z(yl _7)2 +iZ::(yi - 9)2 (2.83)

i1 i=1
oldugunu belirtir. (2.83) {in sol tarafina Y, lerin merkezilestirilmis kareler toplami

denir ve bu (n—1)xY, nin ortak varyansmm alisilms tahminidir. Bagnt:, karelerinin

toplamini iki kisma ayirir, ilki Y, uydurulmus degerlerinin hata Kkarelerinin
merkezilestirilen toplamidir. Ikincisi model hatalarinin karelerinin toplamidir. Eger Z

nin birinci siitunu 1 lerden ibaret ise, bu takdirde (1/ n)Z:?:1 Y. =V olacaktir. Yani,

Y=y dir. Bu durumda (2.83) deki iki terim ¥, uygun degerlerinin onlarin
ortalamasi civarindaki kareler toplamina ve hatalarin kareleri toplamina karsilik
gelir. Bu durum SS.,; =SS.; +SS..; olarak yazilabilir. Bu durummda Y deki

degisimin bazist model vasitasiyla agiklanir ve bazisi agiklanmadan geri kalir.

Aciklanan kisim,

_ SSeir —-1— SSges
SSror SSror

R2

ile gosterilir. R* niceligi determinasyon (belirleme) katsayisi olarak bilinir. Bu
durumda R?; Y nin Zp ile ne kadar iyi tahmin edildigini veya belirlendigini Slger.
Onun negatif olmayan R karekdkiine ¢oklu korelasyon katsayist denir. Dolayisiyla R

degeri Z de toplu olarak alinan p agiklayici ile Y nin ne kadar 1yi iliskili oldugunun

bir ol¢iistidiir. z, =(1, Xi)e R? olmak iizere, basit lineer regresyonun 6zel durumu

i¢in, R? degeri X ve y nin alisilagelen Pearson korelasyonunun karesidir. Ote yandan

(2.83) bagintist ANOVA ayrisiminin bir 6rnegidir.

2.6.3 En Kiiciik Karelerin Cebiri
En kiiciik kareler tahminlerini kullanarak, Y; ic¢in tahmin edilen deger,
9. =2/ dir. Bu durumda uygun degerlerin vektori §=Zf =2 (Z'Z)_lZ’Y olarak

yazilabilir. Yani, H =Z(Z'Z)7IZ' olmak tizere, ¥ =Hy dir. Burada H matrisi y

tizerine sapka koydugundan, Tukey H i¢in “sapka matrisi” sézciigiinii tiiretmistir.

Sapka matrisinin bazi basit Ozellikleri en kiiclik kareleri yorumlamada onemlidir.
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H?=HH vyazarak, H®> = H oldugunu goriiliir, yani H matrisi idempotenttir. Geriye
doniip bakildiginda H?=H elde etmemiz gerektigi geometrik olarak agiktir.
Herhangi y € R" i¢in, M nin iginde y ye en yakin nokta Hy dir. Hy &nceden M
de oldugundan, H (Hy)=Hy dir. Yani, herhangi bir y igin H”y =Hy ve bu nedenle
H?=H dir. Asikar olarak herhangi bir k>1 tam sayis1 icin H* =H dir. Ote
yandan, ZZ matrisi simetriktir ve bu nedenle (ZZ)ﬁl de simetriktir ve buradan H

matrisinin de simetrik oldugu goriliir. H gibi bir simetrik idempotent matrise bir dik

izdiisiim matrisi denir.

Teorem 2.4. H reel degerli, simetrik ve idempotent bir matris olsun. Bu takdirde H

nin 6zdegerlerinin tiimii ya 0 ya da 1 dir.

Ispat. x in H nin A o6zdegerli bir 6z vektorii oldugunu, bu nedenle, Hx=Ax
oldugunu farz edelim. H idempotent oldugundan, H’X = Hx = Ax dir. Ayn1 zamanda

H?x=H (Hx)=H (Ax) = A’x elde edilir. Bu nedenle, Ax=A?x dir. Ozvektdriin

tanmim1 X =0 olmasina izin vermez ve bu nedenle A° = A elde edilmelidir. Buna gére

A yaOyadaldir. i=1...,n i¢in P nin siitunlar1 H nin p, 6zvektorleri olmak iizere,

H =P'AP olsun. Bu takdirde, Teorem 2.2 ye gore, her bir A, 6zdegeri 0 veya 1

n

olmak iizere, H :Zi:lﬁ,l p;p; diir. Genelligi yitirmemek iizere, 0 lardan Once

gelmek tizere 1 ler i¢in diizenleme yapabiliriz. r sayida 1 oldugunu farz edelim. Bu
takdirde H :Zi:1 p.p/ yazilabilir. Burada kesin olarak r nin p ye esit olmasini

bekleriz ve bu gercekten saglanir. H nin 6zdegerleri toplami r dir, bu nedenle

iz(H)=r dir. Aym1 zamanda,
. . “15,\ -1\ .
|z(H):|z(Z(Z'Z) Z ):IZ(ZZ(ZZ) ):IZ(lp): p
yazilabilir. Bu nedenle, r=p ve p, ler karsilikli olarak ortogonal n sayida vektor
. p , e c e .. . .
olmak iizere, H :Zi:l p,p; yazilabilir. i—yinci gozlem i¢in tahmin, H,; sapka
matrisinin i—yinci satir1 olmak tizere, ¥; =H,y olarak yazlabilir. Bu durumda H
nin i-yinci satir basit olarak, z (zz)‘lz' olacaktir ve sapka matrisinin ij—yinci
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elemam H; = Z{(Z'Z)71 z; dir. Ote yandan H; =H oldugundan, y; nin ¥, ya
katkist y, nin ¥, ya katkisina esittir. Burada sapka matrisinin kdsegen elemanlari da

¢ok onemlidir. Bu durumda,
H, = zi’(Z'Z)_l Z, (2.84)

olarak ifade edilir. Simdi, & =Y, — ¥, hatalari (hata tahminleri) ile de ilgilenelim. Bu
durumda hatalarin tam vektorii £=y—§=(1—H)y olarak yazilabilir. Eger H bir
dik izdisiim matrisi ise, 1 —H de bir dik izdiigiim matrisidir. M= {Z plBe ]Rp}
model uzay1 Z nin siitunlarinin lineer kombinasyonlarinin kiimesidir. M nin tipik
elemani Z?:lﬂjz.j dir. Bu nedenle, M; C(Z) ile gosterilen Z nin siitun uzay:
olarak bilinen uzaydir. H sapka matrisi vektorleri C (Z) tizerine dik iz disiiriir.

Zv=0 olmak iizere, Z ye ortogonal vektorlerin kiimesi R" nin, Z nin sifir uzay

olarak bilinen bir lineer alt uzaydir. Bunu M veya null(Z) olarak yazabiliriz.
Siitun uzay1 ve sifir uzaylar1 ortogonal tiimleyenlerdir. Herhangi bir ve R", v, e M
ve v, e M" olmak iizere, V, +V, olarak bir tek sekilde yazilabilir. Sapka matrisine

dayanarak, v, = Hv ve v, =(1-H)v dir.

2.6.4 Dagihimsal Sonuglar

X ve Z nin bir rasgele olmayan matris ve Z nin tam ranka sahip oldugunu farz
etmeyi sirdirelim. En kiiglik kareler modeli Y =Zf+¢& bigimine sahiptir. Bu

takdirde
B=(2Z)"ZY =(22)(2Zp+¢)=p+(22) " Z'¢ (2.85)

olacaktir. (2.85) in sag yanindaki yegane rasgelelik & dan gelir. Bu ise 4 nmn

ortalama ve varyansinin X sabitine gore ¢alisilmasini kolaylastirir.

Lemma 2.1. Z matrisi rasgele olmamak tizere, eger Y =ZfB+¢&, Z'Z tersinir ve

E(&)=0 ise, bu takdirde
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E(B)=4 (2.86)
dir.
Ispat. Bu durumda E(ﬁ):ﬁ+(Z'Z)712'E(8):ﬁ elde edilir. Bu ise, ispati

tamamlar. & sifir ortalamaya sahip oldugu siirece, B en kiigiik kareler tahminleri S
i¢cin yansizdir. Lemma 2.1 hatalarin normal olarak dagilmis olduguna ihtiya¢ duymaz

ve var(e) hakkinda herhangi varsayim bile yapmaz. Bu nedenle B nin varyansinm

incelemek i¢in var(e) tizerinde varsayimlara ihtiyacimiz olacak, fakat onun

ortalamasi hakkinda varsayimlara ihtiyacimiz olmayacaktir.

Lemma 2.2. Z matrisi rasgele olmamak flizere, eger Y =Zf+¢, Z'Z tersinir ve
0<o’ <o igin, var(e)=o"l ise, bu takdirde

var(ﬁA’)z(Z'Z)_1 o? (2.87)
dir.
Ispat. (2.85) bagmtisini kullanarak,

var(B)=(22) " z'var (£)2(22)"

=(z22)"2'(c*1)2(22) " =(22) " 0 (2.88)

oldugu goriiliir.

Bir¢ok 6zel lineer model igin, (2.88) ifadesine bakacagiz ve yorumlayacagiz.
Simdilik, & un normal dagilip dagilmadigina veya onun O ortalamaya sahip olup

olmadigina bakmaksizin onun ger¢eklendigine dikkat edecegiz. Simdiye kadar p

nin tahmininin ortalama varyansmi inceledik. Bundan sonra dikkatimizi o® ye

verecegiz. o° yi tahmin etmek icin anahtar £ hata tahminleri vektoriidiir.

Lemma 2.3. Lemma 2.2 nin sartlar1 altinda, E(£'¢)=(n-p)o? dir. p<n i¢in
n ,A 2
s* =& > (Y 2B (2.89)
tahmini E(SZ) =0’ yisaglar.
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Ispat. £=(1-H)e oldugunu hatirlayalim. Bu nedenle,
E(£2)=E(&'(1-H)&)=iz((1-H)lo*)=(n-p)o’

yazilabilir. Sonug¢ olarak §° =g”é/(n—p) dir. Bu ise ispati tamamlar. Simdi

£~ N(O, 0'2|) olan giiglii varsayim eklentisini yapalim. Normal dagilan hatalar,

normal dagilan en kii¢lik kareler tahminlerini, uyumlarini ve hata tahminlerini ortaya
koyar.

Teorem 2.5. Z nin nxp tipinde reel degerli bir matris, Z'Z nin tersinir ve
c~N (O, O'2|) olmak iizere, modelin Y =Z 8+ & oldugunu farz edelim. Bu takdirde,

H=2(2Z)"Z' olmak iizere,

dagilimlarina sahiptir. Ayrica, & ; B danve y dan bagimsizdir.

Ispat. Bunun igin

vektoriinii goz Oniine alalim. Y tepkimesi bir ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir

ve bu nedenle, v de Syledir. Bundan dolayr £, § ve & tahminlerinin her biri ok

degiskenli normaldir. HZ =Z oldugundan, ﬁ, Yy ve & igin yukarida yazilan

ortalamalari saptayan v nin beklenen degeri

(zz)'z' B B
E(v)= H ZB=| Hzp |=|zp
I —H (1-H)zp 0
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A~

olarak elde edilir. Ote yandan Lemma 2.2 ye gdre, £ nin varyanst (ZZ) o

olacaktir. H simetrik ve idempotent oldugundan, ¥ nin varyansi
var(§)=Hvar(Y)H'=H (o’ )H =Ho”

dir. Ayni sekilde, £=(1-H)(ZB+¢)=(1-H)e ve bu nedenle, 1 -H simetrik ve

idempotent oldugundan, var(é)=(I1-H )(02I )(I -H )' =(1-H)o® yazlabilir. Béylece

gosterilen ti¢ dagilim saptandi, fakat iddia edilen bagimsizlik heniiz ispatlanmadi.

Bunu sona erdirmek igin,

kov($,8)=(22)"2'(1)(1-H)=(22) " (2 -HZ) 6 =0

oldugu ifade edilebilir, ¢linkii Z=HZ dir. Bu nedenle, ,3 ve ¢ iliskisizdir ve

buradan v bir normal dagilima sahip oldugundan dolay1 bagimsizdir. Benzer sekilde,
ikinci ve son bagimsizlik iddiasin1 saptayan

kov()“/,é): H (I —H)'O'2 :(H -HH ')02 =0
ifade edilebilir. Ote yandan Teorem 2.3 den sapka matrisi hakkinda bir sezgiye goz
atabiliriz. Oncelikle var(y,)=oc’H; oldugundan, H; >0 oldugunu belirtelim.
Ayrica var(é)=o”(1-H;) oldugundan, 1-H;>0 elde edilir. Bu nedenle,
i=1...,n i¢in 0<H, <1 oldugu gergeklenir.

Teorem 2.6. Teorem 25 in sartlarmi ve p<n oldugunu kabul edelim.

s° =n+pzi”:1(Yi —z;,é)z olsun. Bu takdirde

(n=p)s’ ~o’ x5 ) (2.90)
dir.

Ispat. ilk olarak,

(n-p)s’=(Y-2B)(Y-2B)=Y'(1-H)Y =&'(1-H)z
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oldugunu belirtelim. Bu durumda P ortogonal ve A =kdseg(4,,..., 4

,) olmak tizere,

I -H matrisi, |-H=PAP" olarak yazilabilir. 1-H=(1-H )2 oldugundan
4 {01} elde edili. #=P's~N(0,6°1) olsun. Bu takdirde, k; 4 =1 in saysi,

yani, k=iz(1-H) olmak iizere,
g (I -H)e=5'Aé~ "2,

dir. Bu nedenle,
k=n—iz(H):n—iz(Z(ZZ)flz'):n—iz((ZZ)flz'Z)zn—iz(lp):n—p

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

o =0 olsa bile (2.90) bagintisinin hala gegerli oldugu aciktir. Bu durumda s iyi

tanimli olmadigindan teorem ifadesi n=p ile kenar durumunu igerir. Cogu kez
dikkatimizi S nin bilesenlerinin 6zel bir lineer kombinasyonu {izerinde toplariz ve ¢

bir px1 satir vektorii olmak tizere, boyle bir kombinasyonu c¢f olarak yazariz. 1
J—yinci hanede olmak {izere, C:(O,...,O,l,O,...O) almak Cﬂzﬂj yi verir.
Ornegin, eger ¢f; =0 ise, bu takdirde j 6zelliginin Y yi tahmin etmemize yardim
edip etmedigi sorusunu sorariz. Daha genel olarak, 5, —f veya B, —20,+ [, gibi
parametre kombinasyonlari, ¢ nin bir mantikli se¢imini yaparak incelenebilir. € = z,
almak ozellik vektorii Z, a esit oldugunda Y nin beklenen degerini cf yapar ve
c=2;-12, almak bize Z, ve z, ozelliklerinde E(Y) arasindaki farki inceleme
imkanmm1  verir. BOyle herhangi bir ¢ vektori i¢in, Teorem 2.5
cf~N (cﬂ,c(ZZ)“lc'az) oldugunu belirtir. Genellikle o” yi bilmeyiz fakat onu
(2.89) dan s® vasitasiyla tahmin edebiliriz. Daha sonraki kisimlarda ¢/ nin dzel bir
Cf, degerini alip almadigini test edecegiz ve Teorem 2.7 yi kullanarak cf igin
giiven araliklarini olusturacagiz.

Teorem 2.7. Z nxp tipinde bir matris, ZZ tersinir ve >0 olmak iizere,

Y ~N (Z,B, o’ ) oldugunu  farz edelim B=(2'2)'2'Y ve
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s :ﬁp(Y -Z ﬁ)(Y -Z B) olsun. Bu takdirde sifirdan farkli herhangi bir ¢ 1x p

vektori igin,

(2.91)

dir.

Ispat. Bunun igin

o-(-on) o T

olsun. Bu takdirde, U ~ N(0,1) dir. V =s?/c® , bunedenle V ~ z2__ /(n—p) olsun.
(n-p)

Béylece U rasgele degiskeni £ nin bir fonksiyonudur ve V rasgele degiskeni é nin

bir fonksiyonudur. Bu nedenle, U ve V bagimsizdir. Sonug olarak, t dagiliminin

tanimindan,

(A ~ch)

cf—cp _JC(ZZ){C’G_ U L

S c(ZZ)_lc’ s/o W

(n-p)

yazilabilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.7 t testleri i¢in bir temel niteligindedir ve lineer modeller igin giiven
araliklar ile ilgilidir. Formiil, Cﬁ tahmininden varsayilan cf parametre degerini
cikarmak ve sonra da CB nin standart sapmasinin bir tahminiyle bolmektir. Bu
adimlar gectikten sonra bir t(n_p) dagilimli nicelikle kaliriz. Bu adimlar ¢esitli lineer

model kurgularinda tekrar tekrar kullanacagiz. Kimi zaman Teorem 2.7 yeteri kadar
giiclii degildir. f nin bir C rxp matrisinde disa vuran r sayida farkli lineer
kombinasyonuna sahip olabiliriz ve Cf =C/, olup olmadigini test etmeyi isteriz. C

nin r sayida satirin1 ayri ayri test edebiliriz, fakat onlarin timiinii ayn1 anda test
etmek oldukga farklidir ve bazi problemler bdyle bir es anli testi gerektirebilir.

Asagida verilen Teorem 2.8 Teorem 2.7 nin bir r boyutlu genellestirmesidir.
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Teorem 2.8. Z nxp tipinde bir matris, Z'Z tersinir ve o >0 olmak iizere,
Y ~ N(Z,B,azl) oldugunu farz edelim ve ﬁ:(ZZ)flz'Y olsun. Bu takdirde lineer

bagimsiz satirlara sahip rx p tipinde herhangi bir C matrisi i¢in

1,4 ', I =

((B-p)cle(zz)’e] C(ﬂ—ﬂ)/32~':r,n_p (2.92)
dir.
Ispat. U =C(,l3’—,8)/a olsun. Bu takdirde, Z=C(ZZ)71C’ tekil olmayan bir rxr

matris olmak iizere, U ~ N(0,X) ve bu nedenle, U "YU ~;((2r) dir. V =SZ/0'2 ve
bu nedenle V ~ 2 /(n—p) olsun. Bu durumda (2.92) nin sol yam
V/(n=p)~ xo_py /(n—p) ile bdliinen (I/r)U'S7U ~ zZ, /r dir. Ote yandan B s?
den bagimsiz oldugundan, bu iki y° degiskeni bagimsizdir. Teorem 2.6 y1
kullanmak i¢in, bir H, :Cf =C/, hipotezini formiilleyelim ve (2.92) nin sol yanina

B =p, koyalm. Eger sonu¢ F'.“ dan daha biiyik ¢ikar ise, bu durumda H,

p
hipotezini o diizeyinde reddederiz. Eger (2.92) de r = 1 koyar ve C yi ¢ olarak
yazarsak, bu takdirde ifade

s’c(Z2Z) ¢

ye sadelesir. Burada (2.91) bagintisin1 daha da iyilestirmek umulabilir. Aslinda,
sonuglar giiglii bir sekilde iligkilidirler. (2.92) nin sol yanindaki istatistik (2.91) in
sol yanindakinin karesidir. Dolayisiyla (2.92) nin sag yanindaki F

10 p dagilimi

(2.91) in sag yanindaki t( ) dagilimmin karesidir. Fark sadece (2.92) olmasa da

n-p
(2.91) in c3—c/ nm isaretini agik olarak hesaba katmasidir.
C matrisini olusturmak ve bunu Teorem 2.8 in i¢inde kullanmak biraz gariptir.

Uygulamada hipotezleri test etmek i¢in daha basit ve dogrudan bir yontem kullanilir.

£ nin bilesenlerinin verilen bir takim alt kiimesinin tiimiiniin sifir oldugu hipotezi

test etmek istedigimizi farz edelim. Bu takdirde Z; Z nin q<r tanesine sahip ve
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y € R sadece bu q sayida siitun igin katsayilari ihtiva etmek izere, E(Y )= Zy dur.

Tek yapmamiz gereken, ilk olarak Z ve sonra da Z iizerinde her iki bi¢imde
regresyon gidisatidir ve ortaya ¢ikan hata kareler toplamlarindan alt modelin bir

testini olusturabiliriz.

E(Y)=Zp ya tam model ve E(Y):Zy ya alt model diyelim. Bu durumda hata
kareler toplamlari, sirasiyla SS;,, ve SSg,; olacaktir. Tam model alt modelin

yapabilecegi herhangi bir modeli cogaltabildiginden, her zaman SSg,, <SSy,

esitsizligi saglanir. Ancak, eger alt model altinda karelerin toplami ¢ok artar ise, bu

takdirde o alt modele karsi bir delildir. Fazladan kareler toplami
SSexrra = SSeus — SSey, olur. Bu durumda SSiyipa/SSey.. tesadiifen olusamayacak

kadar biiyiik oldugunda, alt model reddedilir.

Teorem 2.9. Z nxp tipinde bir matris, ZZ tersinir ve o >0 olmak iizere,
Y ~N(Zp,6°1) oldugunu farz edelim. q< p olmak iizere, Z; Z nin bir nxq alt
matrisi olsun. Tam model A=(ZZ)'zY en kiigiik kareler tahminine ve
SSpuL = (Y -Z B)(Y -Z ﬁ’) hata kareler toplamina sahip olsun. Benzer sekilde, alt
model 7 :(Z~'Z~)712~’Y en kiigiik kareler tahminine ve SSg :(Y —Zj?)(Y —Z)?)
hata kareler toplamma sahip olsun. Eger bir y € R? icin alt model E(Y)=Zy

gergeklenir ise, bu takdirde

ﬁ(sssus - SSFULL ) - F (2.93)

1 p-q,n-p
n-p SS FULL

dir.
Ispat. H=2 (Z’Z)_1 Z've H=Z (Z~'Z~)_1 Z' sirasiyla, tam model ve alt model igin
sapka matrisleri olsun. Bu takdirde | —H simetrik ve idempotent oldugundan,

SSruL :Y,(I -H )Y - Gzzrzank(l—H)

yazilabilir. Ote yandan fazladan kareler toplami
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SSqys =SS =Y/ (1-H)Y =Y'(1-H)Y =Y'(H-H)Y

olarak yazilir. Ayrica H—H matrisi simetriktir. Herhangi bir Y eR" igin,
HHY = HY elde edilir. Ciinkii, HY ; Z nin siitun uzayinda, bu nedenle Z nin de

siitun uzayindadir. Béylece, HH =H ve transpoze ile HH =H dir. Bu nedenle,
(H-H)(H-H)=H-HH-HH+H =H -H

elde edilir. Sonu¢ olarak H—H matrisi de idempotenttir. Bu nedenle,

SSSUB—SSFULL~02;(fank( dir. H ve H-H matrisleri ortogonaldir. HY ve

H-H)
(I:I —H )Y nin bagimsiz olduklari, bu nedenle SS;;, tin SSy; —SS;,, den bagimsiz
oldugu goriiliir. Boylece

m(sssus = SSeuuL )

ark(1-H) SOFULL rnk(H-H ) rank(1-H)

oldugu gosterilmis olur. Ispati tamamlamak igin, Z tam p rankina sahip oldugunda H
nin de p rankina sahip olduguna dikkat edelim. Ayni zamanda Z , q rankina sahiptir
ve H da q ranklidir. 1-H ve H—H gibi simetrik ve idempotent matrislerinin

ranklart  izlerine esittir. Bu  durumda, iZ(I -H ) =n-iz ( H ) =n-p ve

iZ(H —H ) =iz(H )—iz(|:| ) =p—q olur. Boylece ispat tamamlanur.

Burada (2.93) bagintisina bir geometrik yorum verilebilir. &~ N(O,O'ZI) olmak

lizere, eger Y =Zy+¢ ise, bu takdirde Y yi Yous +Yru +Yres Olarak yazabiliriz.
Burada Yg,,, Z mn siitunlari tarafindan gerilen q boyutlu bir uzayda olup, Yg,
vektorii Z ya ortogonal fakat Z nin siitun uzaymndaki vektorlerin p—q boyutlu

uzaymnda ve Yps ise Z ye ortogonal vektorlerin n— p boyutlu uzayindadir. & gibi
bir kiiresel Gauss vektorii bu uzaylarin herhangi biri i¢in hicbir tercih gostermez.
Onun her bir uzaydaki izdiisiimiiniin norm karesi ortalamasi sadece o’ ile uzayin
boyutunun ¢arpimuidir. F testi, Y, e karsilik gelen boyutlarin izdiisiim paylarindan

daha fazlasmi elde edip etmedigini 6lger. Onemli bir 6zel durumda, tam model bir
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sabit terimi igerir ve alt model sadece sabit terime sahiptir. Bu takdirde,
SSque =2 (Vi - y)’ dir.  (293) bagntisindaki ~ ANOVA  ayrisimi
SSqus = SSeuL +SSkes € sahiptir. Bu durumda F testi R® yeteri derecede biiyiik
oldugunda tam modelin lehinde alt modeli reddeder.

2.6.5 Rasgele Aciklayicilar

Bu kisimda “rasgele X ve rasgele Y “ kurgulamasin1 géz oniine alacagiz. Bir

sartlanma argiiman1 her bir X, yi sabit nicelik sanki gozlenen X, degerine esitmis
gibi isleme sokabildigimizi sdyler ve bu takdirde bu analizin X, rasgele oldugunda
bile bir rasgele X analizinden daha iyi oldugunu hissettirir. Eger (X,,Y;) ozdes
bagimsiz dagilan ciftler ise, bu takdirde (Z;,Y;) ler de aymidir. Burada X =x
verildiginde Y nin beklenen degerine gereksinim duyacagiz. Buna w(x) diyelim.

Benzer sekilde, o(X) = var (Y|X = x) esitligini tamimlayalim. Bu durumda g nin
en kiigiik kareler degeri E((Yl—Zlﬂ)z) yi minimum yapan deger olacaktir. Burada

kolaylik olsun diye, 1=1 gozlemini segtik. En kiiciik kareler tiiretmesine benzer

yontemleri kullanarak, £ y1 tanimlayan bir bagint1 olarak, E (Z1 (Y,-Z,8 )) =0 elde
edilir. Bagka bir deyisle, normal denklemlerin bir kitle versiyonu elde edilir. Y; —Z/8
hatas1 onlarin ¢arpimu sifir beklenen degerine sahip olsun diye Z; ozellik vektoriine

ortogonaldir. Bilindigi tizere, E(Z,Z,) niin tersinir oldugu durumda

S=E(Z,2)) E(ZY,)

elde etmek igin, normal denklemleri tekrar diizenleyebiliriz. Bu durumda tekil

olmayan Z'Z igin, en kii¢iik kareler tahmin edicisi

. (1 n ,)11 n
ﬁ: _Zzizi _ZZiYi
L L

olarak yazilabilir. Bagka bir deyisle, en kii¢iik kareler tahmin edicisi £ igin pay ve

paydanin tahminlerini dikkate alarak elde edilir. Burada E(ﬁ) =E((Z2Z2)*'ZY) dir.

Ote yandan X rasgele oldugunda Z de rasgeledir. Carpimlarin beklenen degerleri
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genel olarak beklenen degerlerin karsilik gelen carpimlart olmadigindan, beklenen

deger E ((Z'Z)_l)x E(ZY) ye sadelesmez. Sadelesse bile, bir beklenen ters,
beklenenin tersi olmadigindan, E((Z'Z)_l) , E (lel')_l / n ye sadelesmez.

Simdi X,,...,X, {lizerinde bazi sartlar kosacagiz. y, X,...,X, leri temsil etsin.
tizerindeki sarta bagli olarak, Z ile birlikte, X, ve Z, sabittir. y {izerinde sart kosarak
ve sonra da sadece seklen galisarak, (X ) ifadesi E(Y | X = X;) i—yinci elemanina

sahip rasgele bir vektor olmak iizere,
E(f)= E(E(,B|X)): E((Z’Z)_lZ'E(Y |x))= E((Z’Z)_lz'y(x))

elde edilir. Simdiye kadar, x(x) fonksiyonunu lineer regresyon modeline

baglamadik. Bu durumu sabit X ve rasgele Y durumu ile karsilastirilabilir kilmak
i¢in, 4(x)=2'p oldugunu farz edelim. Burada z =¢(x) dir. Ayrica o*(x)=o? nin

de sabit oldugunu farz edelim. Bu varsayimlarin ilkinden
E(B)= E((zz)’1 Z'Zﬂ) (2.94)
yazilabilir. Bu durumda (2.94) bagintisi E( ,@): S ya olduk¢a yakindir. Eger Z'Z

nin tekil olma olasilig1 0 ise, bu takdirde istenildigi gibi E( ,3) = olacaktir. Z'Z

fazlaca yakin fakat pek tekil sayilmazsa bile, (2.94) bagintis1 yine de sorun ¢ikarmaz.

. 10 .
Ornegin, kiigiik €>0 i¢in Z'Z :[O j olsa dahi, bu takdirde (ZZ) ‘Z7B=p

£
olur. En biiyiik endise, bazen Z'Z nin tekil olabilmesi veya bir algoritmanin onu tekil

olarak igleme sokmasindan ziyade sayisal olarak tekile ¢ok yakin olmasidir. E(ZiZi')
tekil olmasa dahi Z'Z tekil olabilir. Ornegin, 1/2 olasilikla X =1 ve 1/2 olasilikla
X =0 oldugunu ve regresyonun ¢(X)=(1,X)" &zelliklerine sahip oldugunu farz
edelim. Bu takdirde 2" olasilikla her x, =1 dir ve Z'Z tekildir. x; lerin tiimii sifir

olabilse bile bir tekil ZZ nin boyle olasihgr 2" dir. Eger X, ler kesikli ve 6zdes

bagimsiz dagilimli iseler, Z'Z nin tekil olmasimnin sifir olmayan bir olasilig1 daima
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vardir. Bu takdirde £ degeri 1—2"" olasilikla mevcuttur ve 2" olasilikla mevcut
degildir. Bu olsaydi muhtemelen 6zellik 2 yi birakacak ve dolayli ya da agik bir
sekilde B =(Y,0)' yi kullanacaktik. Bu takdirde n ye gore iistel olarak kiiciik olan

bir yana sahip oluruz. Bazen nitelik olarak farkli bir sekilde davranan bir
algoritmaya sahip olmak bir sikinti olabilir, ancak kendi basina boylesine kiigiik bir

On yarg1 (yan) nadiren pratik 6neme sahip olacaktir.

Sonug olarak, lineer model ,u(x) ¢ uygun bir sekilde eslesir ve ZZ hig bir sekilde

tekil olmaz ise, bu takdirde rasgele X ve rasgele Y modeli i¢in yanlilik yoktur ya da
thmal edilebilirdir. Simdi ZZ nin tekilliginin olabilirliginin ihmal edilebilir

oldugunu farz edelim. Bu takdirde, her x i¢in var(Y|X =x)=0c" varsaydigimizi

akilda tutarak,
var(,@) :var(E(ﬁ|x))+ E(var(,élx))
=€ (ver(#1x)) (2.95)
~E((z2)"z'(cM)2(22)")
:E«zzyﬂaz

yazilabilir. Varyans “sabit X rasgele Y“ durumunda elde ettigimiz (Z'Z)_l o’
ifadesine benzerdir. Rasgele X durumundaki varyans (Z’Z)fl in beklenen degerini

kullanir, halbuki sabit durumda (Z'Z)_1 in gercek gozlenen degerine sahiptik. Daha

biiytik bir Z'Z matrisi bize sabit X durumunda £ nin daha dogru bir tahminini

verir. Sabit X kurgulamasinda ZZ kullanilir ve bu durumda onun alabildigi diger
degerlerden daha fazlasi hesaba katilir. Bu durumda sahip oldugumuz gercek
dogrulugu hesaba katmak, sahip olabilecegimiz dogruluk seviyelerini hesaba
katmaktan daha iyidir.
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2.6.6 Rank Kusurlu Ozellikler

Bazen ZZ terse sahip degildir, bu nedenle (ZZ)"Z'Y bir tahmin olarak

mevcut degildir. Eger Z nin siitunlarindan biri digerinin bir lineer kombinasyonu ise
bu durum ortaya cikacaktir. Aslina bakilirsa bu bir tekil ZZ matrisini ortaya

koyabilmenin yegane yontemidir.

Teorem 2.10. Eger ZZ tersinir degil ise, bu takdirde Z nin bir siitunu digerlerinin

bir lineer kombinasyonudur.

Ispat. Eger Z'Z tersinir degil ise, bu takdirde sifirdan farkli herhangi bir v e R” igin
Z'Zv=0 dir. Bu durumda v'Z'Zv=0 olacaktir. Ancak V'ZZv=|zv|" olup bu

nedenle Zv=0 dir. Simdi Vi, Vv nin sifir olmayan bir eleman1 olsun. Bu takdirde
Z, =Zk¢jz.ka/Vj dir.

Ozelliklerimizden ~birini  digerinin bir lineer kombinasyonu olarak
bulabildigimiz birden fazla yol vardir. Fahrenheit derecelerindeki sicakligi Celcius
olarak ol¢tiiglimiiz bir durumda C =1.8F +32 oldugunu hatirlayarak, eger aligildig
gibi model bir sabit terimi igerir ise Z de lineer bagimlilik bulacagiz. Benzer sekilde,
eger bir finansal model her bdlgenin satis disi oOzelliklerini ve tiim bolgeler
tizerindeki toplam satiglart da ortaya koyar ise, bu takdirde Z i¢indeki “toplam”
stitunu bolgeseller toplami olacaktir. Sonunda Z nin bir satinn 1,, ve 1. sirasiyla
erkek ve kadin deneklerin gdsterge fonksiyonlart olmak iizere ve noktalar: ilave

ozellikleri gostermek iizere, (1,1,1,...)" bigimini alabilir.

Bir tekil Z matrisi ekseriyetle regresyonu diizenlemede bir yanlis yaptigimizin
bir isaretidir. O durumda ZZ tersinir oluncaya kadar gereksiz Ozellikleri
uzaklastirmak ve ondan sonra tersinir durumu i¢in ydntemleri ve sonuglari
kullanmak suretiyle onu onarabiliriz. Geri kalan kisim, aslina bakilirsa bir tekil
diizenleme ile g¢alismay1 tercih edebildigimiz kurgulamalari tanimlar. Bir gereksiz
diizenekleme ile ¢aligmak ig¢in bir neden, simetridir. Bir—yonlii varyans analizi ile
ilgili boliimdeki 6rneklerde bunu gorecegiz. Baska bir neden ise bir organizmadaki
her gen i¢in bir, bir sirketin her miisterisi i¢in bir veya bir elektronik aragta saniyede

bir diyecegimiz ¢ok sayida regresyonu yapmayl planlayabilmemizdir. Bu
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regresyonlarin hepsi ayni degiskenler {izerinde olabilir, ancak bazisi onlarca verilen
veri kiimelerinin bir sonucu olarak tekil olabilir. Tekillik i¢in sorumlu olan daima

ayni degisken olmayabilir. Ayn1 zamanda, 6zellik ne olursa olsun, eger p>n Iise,
tersinir olmayan bir Z’Z matrisine sahip olmak ka¢inilmazdir. Fazladan 6zellikleri
uzaklastirmak i¢in her bir regresyona ayri ayri ince ayar yapilamaz, bu takdirde
regresyolart lineer bagimli veya lineer bagimsiz siitunlarla yapmak igin iyi bir
yonteme gereksinim vardir.

Tekil kurgulamada Mz{Z,B|,Be]Rp}, r<p olmak iizere, R" nin r-
boyutlu bir alt kiimesidir. Bu durumda p boyutlu bir B vektoriiyle indekslenen r—
boyutlu bir alt uzaya sahip oluruz. Bu nedenle, M deki her bir nokta igin £
etiketlerinin (isimlendirmelerinin) bir p—r boyutlu kiimesi vardir. Oregin, Z,, =1 ve
Z,=F ve Z,=C, nin i=1...,n veri noktalarinin Fahrenhait ve Celcius
derecelerindeki sicakliklar olduklarini farz edelim. Bu takdirde herhangi bir teR
i¢in

By + BF + B,C =(8,—32t)+(B,—18t)F +(5,+1)C,

dir. Eger Y, degeri S, + BF + B,C, ye yakin ise, bu takdirde t nin herhangi bir degeri
icin, (B,-32t)+ (5, -1.8t)F +(B,+1t)C. ye aym olgiide yakindir. Problem
¢ekindigimiz gibi, eksik rankli Z matrisi ile degil, Z'ZB=2Yy denklemine ¢éziimiin
var olmamasi ile ilgilidir. Bu durumda ¢oziimlerin sonsuz bir ailesi vardir ve bu aile

IR® nin bir lineer alt uzayidir. Boyle bir durumda makul bir yaklagim sadece en kisa

¢oziim vektoriinii segmektir. Yani, ZZ £ =2y kisitlamasi altinda £’ nin bir tek

minimumlastiricisim bulur ve ona A3 deriz.

ZZ7 tekil oldugunda, B mnin kendisi olmamakla birlikte bazt c/3 lineer
kombinasyonlarmnin (Z'Z ) B =2 normal denklemleriyle bir tek sekilde belirlendigi

bulunabilir. Eger g ile ilgili incelememizi c¢f nin biitiin lineer kombinasyonlari ile

siirlandirabilirsek, bu takdirde ZZ nin tekilligi o kadar zararli olmayacaktir.
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Geometrik olarak, M dey ye en yakin bir tek noktanin var olmasi gerektigi

agiktir. Bu nedenle, y=Z/ en kiigiik kareler sartlariyla belirlenir. Béylece her bir
y, :zi'ﬁ bileseninin de belirlendigi goriiliir. Diger bir deyisle, eger 6rneklenmis
ozellik vektorlerimizden biri i¢in ¢ =z, belirli ise, bu takdirde ¢4 da belirlenebilir. ¢
degeri z/ niin bir lineer kombinasyonu, yani Z tasarim matrisinin satirlarinin bir
lineer kombinasyonu ise, bu takdirde c# tammhdir. Béyle ¢ yi y€R" igin
c= Zin:l 7,2, =y'Z olarak yazabiliriz. Aslinda sadece tahmin edilebilir ¢4 bu bi¢imi

alir.
Tanmm 2.1. (Tahmin Edilebilirlik): Eger herhangi bir #eR" i¢in E(AY)=cA nmn
gerceklendigi tepkimelerin bir A'Y =zi":lﬂ,,Yi lineer kombinasyonu mevcut ise c¢f

lineer kombinasyonlari tahmin edilebilirdir denir. Tahmin edilebilirligin bu tanimu Y,
nin ¢/ igin yansiz olan bir lineer kombinasyonunu bulabildigimiz sarta baglar.

Bundan sonraki teorem ayni zamanda tanim olarak da kullanilabilen iki esdeger

ozelligi verir. Birincisi tahmin edilebilir ¢f linecer kombinasyonlarinin bir tek en

kiiciik kareler tahmin edicilerine sahip olmalaridir. Digeri ise tahmin edilebilir lineer
kombinasyonlarin Z tasarim matrisinin satirlarinin  bir lineer kombinasyonu

olmalaridir. Eger gergekten tahmin etmek istedigimiz herhangi bir ¢f var ise, veri

toplamak igin herhangi X, yi se¢iyor oldugumuzda onun tahmin edilebilir

oldugundan emin olabiliriz.

Teorem 2.11. Asagidaki ifadeler esdegerdir.
1. cp tahmin edilebilirdir.

2. Herhangi bir y eR" i¢in, ¢ =»'Z dir.

3. Eger 2Zf=2Y Ve 2Zj=2V ise, bu takdirde c3=cj olacaktir.

2.6.7 En Cok Olabilirlik ve Gauss Markov Teoremi

Bu kisimda en kiigiik kareleri segmek igin motivasyonlar veya gerekgeler
gdzden gegirilecektir. Ilki en ¢ok olabilirlik vasitasiyladir. Eger hatalarin normal

dagildiklar1 kabul edilirse, bu takdirde en kiigiik kareler f regresyon katsayisinin en
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cok olabilirlik tahmin edicisini ortaya koyar. En kiiciik kareleri kullanmak hatalari
normal kabul etmekle ayni degildir. En kiigiik kareleri kullanmaya sevk edebilen
bagka varsayimlar da vardir. & hata vektoriiniin sifir ortalama ve o?l varyans
matrisine sahip oldugu daha gili¢sliz varsayimi altinda, en kiigiik kareler tahmin
edicileri lineer yansiz tahmin edicilerin sinifi arasinda en kii¢iik varyansa sahiptir. Bu

optimallik Gauss Markov teoremi vasitasiyla hatasiz olarak yapilir.

,@ en kiiciik kareler tahminleri, bir normal dagilim modeli altinda # nin en
¢ok olabilirlik tahminleri olarak da elde edilebilir. Yani, S nimn, gbzlenen verinin
olasiligini maksimum yapan degerini arayacagiz ve onun en kiiclik kareler ile

buldugumuz ve izdiisiimler vasitasiyla inceledigimiz ﬁ nin aynist oldugunu

bulacagiz. o nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (MLE)
~2 13 > 2
& :EZ(yi -2 (2.96)
i=1

dir. Bu MLE yi elde etmek igin, sabit ve tam rankl1 Z i¢in Y ~ N (Z ied ) oldugunu

farz edelim. i=1,...,n i¢in Y; =Y, yi gozlemenin olasihig1 siiphesiz sifirdir ki bu

durum yararh degildir. Ancak gézlemlerimiz sadece sonlu duyarlilikta 6lgtilmiis ve
A >0 dlglim dogrulugu olmak tizere, Y; gozlemini y,-A<Y <y +A olayina karsilik
geliyor gibi yorumlayabiliriz. Aslinda A y1 bilemeyiz, fakat bu deger o ya kiyasla
kiiglik olmahidir. y etrafindaki kii¢iikk bir n boyutlu kutuda Y yi gozlemlemenin

olasilig1

. ) 1
Pr(lY, -y <A, 1<i< n):(zgz)%anexp(— >

dir. Herhangi bir 0 <o <o igin, (2.97) esitligini maksimum yapan /£ ayni zamanda

(y—Zﬁ)'(y—Zﬁ)j (2.97)

(y=ZpB)'(y—2p) kareler toplamim minimum yapan S dir. Bu nedenle MLE en

kii¢iik kareler tahminidir ve normal denklemleri ¢ozerek bulunabilir. Simdi o nin

MLE sini bulalim. (2.97) esitliginin sag yaninin logaritmasi

1

20°

—nIogA—glog(Zn)—nloga— (y—Z,B)'(y—Zﬁ) (2.98)
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dir. (2.98) ifadesini o ya gore diferansiyelleyerek

n
——+

L (y-2p) (y-zp) (2.99)

20°

bagintis1 elde edilir ki bunun sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2 1 !
o =H(y—Zﬁ)(y—Z,B) (2.100)

olmasidir. (2.100) denklemini ﬂ:,B icin ¢ozmek (2.96) dan &2 nin MLE sini verir.
Ayni zamanda log—olabilirligin o =6 noktasinda ikinci tiirevini de incelemek

gerekir. Bu deger -2n/o’ <0 dir ve bu nedenle (2.96) gercekten bir MLE dir ve bir
minimum degildir. Kesin olarak y =2 ,5’ oldugu durumda log olabilirlik dejeneredir.

Bu durumda S ve & i¢in MLE formiilleri hala yorumlanabilirdir. Bunlardan ilki

hatay1 sifir kilar ve ikincisi ise 0 a indirgenir.

En kiigiik kareler i¢in ikinci ger¢ekleme Gauss—Markov teoremi vasitasiyladir. Eger
her B igin E(A'Y)=cp gerceklenir ise, A'Y ye cf igin bir lineer yansiz tahmin
edicidir denir. ¢f nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisini minimum varyansa erisen

biri olarak tanimlayalim. Onun bir tek olmasi gerekmez. Gauss—Markov teoremi en

kiiciik karelerin, en iyi lineer yansiz tahmin edicileri verdigini ifade eder.

Teorem 2.12. (Gauss — Markov Teoremi) Z rasgele olmayan bir nx p matris, g R
de bir bilinmeyen nokta ve ¢, 0 ortalamali ve ¢l varyansh bir rasgele vektor olmak
tizere, Y =Z B +¢ olsun. cg tahmin edilebilir ve ﬁ’ bir en kiigiik kareler tahmini

olsun. Bu takdirde ¢/ ifadesi ¢ mn bir en iyi lineer yansiz tahminidir.

Ispat. Teoremi Z'Z nin tersinir oldugu tam rank durumu igin ispatlayalim. Cﬁ nin
yansiz ve lineer oldugunu onceden biliyoruz. E(AY)=cp ve bu nedenle 21'Z=c

oldugunu farz edelim. Bu takdirde

var(2Y)= var(c,5’+(1’Y —cﬁ))
— var(c,é)+var(M( —c,é)+2kov(c,8,%( —c,@)

yazilabilir. Ote yandan Z'A=c’ oldugundan,
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kov(cp,AY —cf)= kov(c(Z'Z)'1ZY,(/1’—C(ZZ)'1Z’)Y)
~c(zz)"z/(c")(2-2(22) ¢
=o*(c(zz) 2'a-c(z2) ¢
-0
olacaktir. Bu nedenle, var(1'Y) =var(cf)+var(1'Y —c/3) > var(c/3) oldugu gbriiliir
ki bu da teoremin ispatini tamamlar.

Eksik rankli Z matrisi igin, yani tam siitun rankli olmayan Z igin de benzer bir
ispat yapilabilir, ancak biraz daha fazla dikkat gerektirir. Sezgisel olarak, rank
eksikligi durumunda tahmin edilebilir fonksiyonlar i¢cin Gauss—Markov teoreminin
direnmesini bekleyebiliriz. Boyle durumlarda Z'Z tam rankli oluncaya dek Z nin
stitunlarini diisiirebilir, sonugta ortaya ¢ikan tam rank probleminde bir en iyi lineer
yansiz tahmin edici elde edebilir ve sonra da sadece gereksiz siitunlar

diistirdiigimiizden dolay diisiirdiiklerimizi eski yerine geri getirebiliriz.
Tanmm 2.2. Eger rank(A) A matrisini siitunlarin sayisina esit ise, A matrisi tam
stitun ranklidir denir.
Sonug¢ 2.3. C(A'/A)=C(A’) dir. Bu durumda A nin tam siitun rankli olmasi i¢in
gerek ve yeter sart A'A i¢ carpiminin tersinir olmasidir.
Ispat. Once C(A'A)cC(A) oldugunu gdsterelim. Eger, veC(AA) ise, bu
takdirde herhangi bir w igin v=(A"'A)w olacaktir. X= AW almmarak V= A'X oldugu
gorilir ki bu da veC(A") oldugunu ifade eder. Simdi de C(A’)c=C(AA)
oldugunu gosterelim. Bunun igin bir ve C(A’) segelim. Bu takdirde herhangi bir w
vektorii igin v=Aw yazilabilir. Simdi w' e K(A") ve w'eK (A’)L =C(A) olmak
tizere, W y1 W=W +W" olarak ayiralim. W', A nin sifir uzayinda oldugundan
v=AW" yazilir. Fakat herhangi bir x vektorii igin W'=AX olacagindan
v=AAx=VveC(AA) d.

Simdi normal denklemlere geri donelim ve ﬁLs en kiiciik kareler

tahminlerinin XX B = XY denklemini sagladigini hatirlayalim. C(XX)=C(X")
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oldugundan, ,@LS daima mevcut olmalidir. Bu durumda asagidaki durumlar s6z

konusudur.

1. Eger XX tersinir ise (yani, X tam rankl ise), bu takdirde /3, :(XX)f1 XY bir

tek en kiiciik kareler tahminidir.

2. Eger X tam rankli degil ise, sonsuz sayida ¢oziim vardir. Ornegin, eger S, bir en
kiiciik kareler tahmini ve k, X in sifir uzayinda ise (kK y1 sifirdan farkli olarak
secebiliriz), bu takdirde 3/ = B, +k baska bir en kiiciik kareler tahminidir, ¢iinkii

bu da normal denklemleri saglar.

2.6.8 Lineer Modellerde Belirlenebilirlik

Belirlenebilirlik, istatistiksel modellerde parametrelerin bir 6zelligidir. Asikar
olarak, veriden hangi parametrelerin tahmin edilebilir oldugunu ve olmadiginm
bilmek i¢in, belirlenebilirlik yararlidir. Belirlenebilirlik, bu belirlemeyi kilmaya

yardim eder.

Amag, parametreler ve istatistiksel modeller arasindaki eslestirmeyi
incelemektir. Boyle bir eslestirmenin birebir olup olmadigini bilmek isteriz. Bunun

nedenini anlamak i¢in, & nin bir parametre ve P(X,6) mmn bir istatistiksel model
(bir olasilik dagilimi) oldugunu farz edelim. Asikar olarak eger 6, =6, ise, bu
takdirde her x igin, P(x,6,)=P(x,8,)olacaktir. Bununla beraber, eger birkag
6, # 0, mevcut ise, fakat P(x,6,)=P(x,6,) ise, bu takdirde P(-,6,) e gore dagilan
veri P(-6,) ye gore dagilan veri ile ayn1 dagilima sahip olacaktir. Bu durumda,

gercek dagilimin parametresinin 6, veya 6, olup olmadigini veriden belirlemek
mimkiin olmaz. Bu takdirde, boyle modellerde, & parametresini tahmin etmek
daima miimkiin degildir.

Lineer modellerde £ nin belirlenebilir olmasi igin, u(B)=E(Y)=Xp
ortalama parametresinin £ nin bir birebir fonksiyonu olmas yeterlidir. Herhangi bir
simetrik pozitif-yar1 tammli X (/3 ya bagh olmayan) matrisi i¢in kov(&)=3 oldugu

siirece bu dogrudur.
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Tammm 2.3. (Lineer modellerde S nimn belirlenebilirligi): Eger, u(f,)=u(5,)
olacak sekilde Vf,, 3, icin bu esitlik S, =, oldugunda dogru ise, # parametresi
belirlenebilirdir. Buna gore eger X matrisi tam siitun rankli ise, S belirlenebilirdir.
Eger B, ve [, parametreleri icin X3 = Xf, esitligi saglanirsa, bu takdirde
X (B,—B,) =0 olacaktir ve bu nedenle, bu g, — B, € K(X) olmas: demektir. Ancak
X in tam rankli olmasi1 K(X)={0} oldugunu ifade eder. Bu nedenle, £ -/, =0,
yani B, = f, dir. Eger X tam rankli degil ise, bu takdirde g belirlenebilir degildir ve
k#0 olmak tizere keK(X) mevcuttur. Bir f parametresini secelim ve
B, =B +k alahm. Bu takdirde, Xpg,=X (B +k)=Xpg +Xk=Xp, dir fakat
B, # B, dir. Ote yandan S nim kendisi belirlenebilir olmayabilir iken, B nin
belirlenebilir olan fonksiyonlari mevcut olabilir.

Tanim 2.4. (S nin belirlenebilir fonksiyonlarr): Eger VA, B, icin u(f,)=u(5,)
oldugunda g(5,)=9(/,) olacak sekilde g (/) mevcut ise, bu takdirde g () ya f
nin bir belirlenebilir fonksiyonu denir.

Teorem 2.13. (S nim belirlenebilir fonksiyonlarinin tanimlanmasi): g( ﬂ) nin f
nin bir belirlenebilir fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart g nin sadece ,u( /3)

vasitasiyla f ya bagli olmasidir, yani,
9(8)=9-(u(B))=9-(Xp)
olacak sekilde bir g. fonksiyonunun var olmasidir.

Simdi belirlenebilirlik ve en kiiciik kareler tahmini arasindaki iliskiyi
inceleyelim. Eger X tam siitun rankli ise, yani XX tersinir ise ve ﬁ’LS =(XX)71 XY
belirlenebilir £ parametresinin yegane en kiiciik kareler tahmini ise bu takdirde
herhangi bir g fonksiyonu igin g ( ,E’LS) ifadesi g () nin bir tek en kiigiik kareler

tahminidir.
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Eger X tam siitun rankli degil ise, bir tek en kiiciik kareler tahmini

olmayacaktir ve biz bu durumda £ y1 tahmin etmek i¢in hangisini kullanmaliy1z?
Ayrica, p parametresi belirlenebilir degildir ve bu nedenle ﬁLs en kiigiik kareler
¢Oziimiiniin hangi parametrenin tahmini olacagi bile agik degildir. Bununla beraber,
eger B ve B2 iki en kiigiik kareler tahmini ise, bu takdirde X 8% = X 2 dir. Bu
nedenle, A nin belirlenebilir fonksiyonlar1 bir tek en kiiciik kareler ¢oziimlerine
sahiptir. Ciinkii, eger g(8)=g.(X ) ise, bu takdirde herhangi bir S, en kiiciik
kareler tahmini igin g( ﬁl_s): g*(X IBLS) fonksiyonu g () nin yegane en kiigiik
kareler tahminidir.

Ote yandan £ min lineer fonksiyonlar igin, yani, A agirliklarinin bir kiimesi icin,
g(B)=A'B fonksiyonlar i¢in bir karsit vardir. Eger A9 ve g2 apY =12 yi
saglayan iki en kiigiik kareler tahmini ise, bu takdirde p agirliklarinin herhangi bir
kiimesi i¢in 4= X'p olacaktir. Yani, g(f)=21"8=p'Xf=0.(Xp) yazlabilir ve

bu nedenle g ; B nin bir belirlenebilir lineer fonksiyonudur.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1 Kisitlanmus Lineer Modelde Tahminin Geometrisi ve Hipotez Test Etme:

Tam Rank Durumu

Lineer modellere geometrik yaklasimda, dikkatler gézlem uzay1 tizerine
odaklanir. Burada tahmin ve hipotez test etme herkesce bilinen vektdr uzayi

tekniklerini kullanarak yerine getirilebilir. Eger Y vektorii Q da uzandigi bilinen
E(Y) ortalama vektdriine sahip olan gozlemlerin bir nx1 vektorii ise, bu takdirde
ortalama vektorii; Y =P,Y ile tahmin edilir. Burada ©, n — boyutlu E" Oklid

uzaymnin ¢ — boyutlu bir alt uzayr ve P, da E" nin Q iizerine ortogonal
izdligiimudiir. Sifir hipotezleri, @ Q nin r — boyutlu bir alt uzayr olmak iizere,
E(Y)ew olarak ifade edilir. 7 nin, ® nin Q daki ortogonal tiimleyeni olmasina
izin vererek, o @® y =Q yazarsak (yani, ve yve We o i¢in, Vw=0 olacak sekilde,

7; Q nin bir g—r boyutlu alt uzayidir) bu durumda

HPyYH2 +(q—r)/HPQLY ‘2 +(n=q)=YPY +(q-r)/YP.Y +(n—q)

orani E(Y) € o sifir hipotezini test i¢in aligilmis orandir. Bununla beraber, eger 7

» nin herhangi bir alt uzay1 ve §; Q" nin herhangi bir alt uzayu ise,

ARDITAIRD

orani da sifir hipotezi dogru oldugunda bir merkezi F dagilimina sahiptir (burada b

ve d sirastyla 77 ve ¢ nin boyutlaridir). Burada ve E" igin, V||2 =V'v dir.

Klasik yaklasim (ki o tamamuyla cebirseldir) E(Y)= X/ parametrelenmis
modeli ile baglar. Bir ANOVA modelinde, § pekala hiicre ortalamalarinin vektorii

olabilir. Sifir hipotezleri, H,:H'S =0 olarak parametre vektoriine gore ifade edilir.
£ nin ﬁ’ tahmini g cinsinden bir kuadratik formu minimumlagtirarak hesaplanir ve

E(Y) ifadesi Y = X3 ile tahmin edilir. Sifir hipotezini test etmek igin pay kareler
~ R o ..
toplam1 3'H {H (X 'X) H} H'3 ile verilir,
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Kisitlanmis modelde, parametre vektoriiniin C'f# =0 sartini1 saglamasi istenir.
£ nin ﬁc tahminini hesaplamak i¢in g degiskenli kuadratik form C'S=0
kisitlamasina bagli olarak minimumlastirilir. Bu ise Lagrange carpanlari tekniginin

kullanimiyla basarilir. Ortalama vektorii Y, = X 3 ile tahmin edilir. Kisitlanmus
modelde H'f =0 hipotezini test etmek igin C ve H matrisleri yeni bir T =(C,H)
matrisini olusturmak i¢in eklenir. Bu test i¢in, pay kareler toplami

A

N 1t PR
SS(C,H):,B'[T{T'(X'X) T} T—c{c(x'x)"c} C'}ﬁ
(3.1)
olacaktir. Bu durumda sifir hipotezi dogru oldugunda, kisitlanmis modelde £ nin

ﬁC'H tahmini sanki kisitlanmis modeldeki S nin tahminiymis gibi hesaplanir.

T'f =0 altinda E(Y )= X/ olacaktir. Hesaplama formulii
- 'v -1 . R L I
B =[|—(x X) T{T (XX) T} T},B (3.2)

seklindedir. Boylece YAC’H =X ﬁC,H ifadesi sifir hipotezi dogru oldugunda kisitlanmis
modelde E(Y) yi tahmin eder. Eger C ve H sirasiyla qxt ve gxs tipinde matrisler
ise, bu takdirde T matrisi gx(t+s) tipinde olup T'(X 'X)ﬁlT , (t+s)x(t+5s)
matrisi (3.1) ve (3.2) de tersinir olmalidir.

Bu kisimda kisitlanmis model ile ilgili tiim cebirsel hesaplamalar1 geometrik
olarak ifade edecegiz. Bunun i¢in 6nce model ve ilgili hipotez parametrik olarak
C'f =0 ile kisitlanan E(Y)=Xp ve Hy:H'B=0 gibi ifade edilir ve sonra da
geometrik analiz i¢in gézlem uzayma doniistiiriiliir.

Geometrik yaklasim hem kisitlanmis hem de kisitlanmamis modellere

uygulanan tahmin ve hipotez test etme i¢in tutarli bir teoriyi temin eder. Lagrange

Carpanlart yontemi kisitlanmamis modelde kullanilmaz. Ayrica, geometrik

miilahazalar, (3.1) bagintistyla verilen ﬁ cinsinden ikisinin farkindan hesapsal

olarak daha etkin olan g, cinsinden bir tek kuadratik form olarak SS(C,H) igin
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daha dogal bir ifadeye gotiiriir, ¢iinkii bu kuadratik form, X 'X harig, sadece txt ve

Sx S matrislerinin terslerini igerir.

Tahminin teorisi ii¢ ardigik Y , \fc ve YAQH tahmininin herhangi birinin uygun

bir ortogonal izdiisiim vasitasiyla herhangi bir dnce gelenden elde edilebildigini
ortaya cikarir. Ayni sonug, izdlisiimlerin ortogonal olmamasi hari¢ olmak iizere,
parametre vektoriiniin tahmini i¢in gegerlidir. Alt1 tahminin (ortalama ve parametre

vektorlerinin) tiimiinii hesaplamak i¢in etkin bir hesaplama semas1 da verilir.

(3.3)

C'S=m=0ilekisitlanan E(Y)= X/
Hy H'B=h#0

durumu zorluk sunmaz. C ve H nin siitunlar1 lineer bagimsiz ise, bu takdirde
C'S=m ve H'B=h ortak bir ¢éziime sahiptir (Ger¢ekten, ortak ¢oziimlerin
kiimesi aslinda C ve H cinsinden karakterize edilebilen doniistiiriilmis bir alt

uzaydir) ve veri donistiiriilebilir, bu nedenle (3.3) ifadesi

C' =0 ile kisitlanan E(YN) = XB} (3.4)

H,:H'B=0
olarak yazilabilir.

Bu kisimda, Y; E(Y)= X/ ortalama vektoriine ve o”l kovaryans matrisine
sahip olan bir nx1 ¢ok degiskenli normal rasgele vektordiir. Burada X tam (siitun)
rankli bir nxq matris, S bir qx1 sabit vektor ve I, nxn birim matristir. Q; E" nin
X in siitunlarn tarafindan gerilen alt uzaymi gosterecektir. r+s<q olmak iizere,
gxt tipindeki kisitlama matrisi C ile gosterilecek ve qxs tipindeki hipotez matrisi
ise H ile gosterilecektir. C ve H nin siitunlar1 birlikte E' da t+s sayida lineer
bagimsiz vektorlerin bir kiimesini olusturur. P, sembolii, A {izerine ortogonal

izdiisiim ve Q, =1 —P, ise A" iizerine ortogonal izdiisiimii gdsterecektir. Burada A"

; A nin ortogonal tiimleyenidir. A nin E" veya E° nun bir alt uzayi olup olmamasina

bagli olarak | matrisi n veya q boyutlu birim matristir.
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3.1.1 Kasitlanmams Model

Eger E(Y)=Xp ise, bu takdirde E(Y) Q da uzanir. E(Y) nin GM
(Gauss-Markov) tahmini, P, :X(X'X)&X' matrisi E" nin Q iizerine ortogonal
izdiisiimii olmak iizere, Y =P.Y ile verilir. Ortalama vektorii bir kereye mahsus
tahmin edilmis oldugunda, ﬁz[}:(X'X)_lX'Y tahmini X A=Y vya tek bir
¢oziimii verir. 4 igin tanimlanan denklemlerde Y igin P.Y yi yerine koymak daha

fazla bilinen 5 =(X"'X )71 XY ; sonucunu Verir.

H'p =0 sifir hipotezini test etmek i¢in, y,, = X (X X )_l H olmak iizere, H'S =0
olmasi igin gerek ve yeter sartn y,,'E(Y)=0 olmasi olduguna dikkat edelim. o, ,
7y nin Q daki ortogonal tiimleyeni olsun, bu takdirde o, @ y,, =Q dir. Bu kisimda
7w hem X(X'X)"H matrisini ve hem de E" nin X(X'X) H nin siitunlar

tarafindan gerilen alt uzaymmi gostermek i¢in kullanilmistir. Eger ortalama

vektoriimiiz y,,"E(Y)=0 bagmtisini saglar ise, bu takdirde E(Y), @, iizerinde
uzanmalidir ve bu nedenle sifir hipotezi E(Y)e w,, olarak ifade edilebilir. PV(H),

7(H)=y, iizerine ortogonal izdiisim olmak iizere, sifir hipotezini test etmek igin

2
pay kareler toplam1 HP;/(H)Y H dir. Bu agagida verilmistir.

ot =¥ Py

)

:YIVH(7HI7H)717H'Y
1 1, L 1 (3.5)
=YX (X' X) T H{H (X X) T HE H (X)X

A —1 -1 A
= H{H (X' X) H| H'3
Q,; E" nin Q" iizerine ortogonal izdiisiimii olmak iizere, hata kareler toplami

SS (kisitlanmamus) = ||QQY||2 =Y'Q,Y ile verilir. Q, =1-P, oldugundan,

S (Kisttlanmamis) =Y {1 = X (XX )™ X '}Y
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bilinen formiili elde edilir.
3.1.2 Kisitlanms Model

Paramatre vektorii C'f =0 ile kisitlandiginda E(Y )= X/ ortalama vektorii

Ve =X (X 'X)_lC ye ortogonal olmalidir. Ciinkii C'f =0 olmas1 icin gerek ve
yeter sart y.'E(Y)=0 olmasidir. Q. yi y. nin Q daki ortogonal timleyeni (
7e ®Q. =Q olacak sekilde) olarak alarak C'f kisitlamasi E(Y) ortalama
vektoriiniin Q. de uzanmas: kisitlamasin getirir. Bu nedenle, Q(C)=Q. olmak

iizere, E(Y) nin GM tahmini Y, = P..Y seklindedir.

Eger C'f =0 ise, bu takdirde £ ; C nin siitunlarina ortogonal olmalidir, yani, g; C
nin E* daki ortogonal tiimleyeni olan C* de uzanmalidir. Bu nedenle y. ile C ve
Q. ile C* alt uzaylarinin dogal bir eslemesi vardir. Alt uzay ¢iftlerini baglamak igin

uygun doniisiimler asagidaki gibidir.
X(X'X) :Ca2pe: X'
X:Ct 20 (X'X) " X!

Burdick ve Ark. sirasiyla “en iyi tahmin kopriisii ve “en iyi uygun koprii” olarak

X(X'X)", X' ve X, (X'X)" X" ifadelerine basvurur. P,

a(c) yi hesaplamak i¢in

=P,

7(C) =y, olmak iizere, P,

(C) —P, ¢y Yazalm. Bu durumda

P, =X(X'X)" X"

ve
P},(C)ZVC(?/é?/c)_l?/é
] a3t 4
=X (xx)*e{c/(xx) e e (xx) "X
oldugundan,
Paie) = XAc (XX ) X (3.6)
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olacaktir, burada
| I
A =1-(xx)"clc(xx)"c} ¢ 3.7)

E" nun (XX)_lC boyunca C* iizerine (ortogonal olmayan) izdiisiimiidiir. Bundan
bdyle, (3.7) ifadesi ile tammlanan A, sembolii E* nun (X 'X)flC boyunca C*
iizerine izdiisiimiinii gosterecektir. Bir kez Y. = Poc)Y = XA (XX )7l XY

hesaplanmis oldugunda, S
Be =(XX) " XNe = A (XX) XY (3.8)

ile tahmin edilir. Bu durumda g =/, nin Xf#=Y, ye bir tek ¢oziim oldugu ve
S €C* oldugu kolayca gosterilebilir.

Q. nin, E" nin E(Y)eQ, &zelligine sahip olan alt uzay olmast i¢in gerek ve yeter
sartin asagidaki iki denklemin es anli olarak saglanmasi gerektigini hatirlayalim:

E(Y)=Xp ve C'8=0

Ik isimiz E(Y)eQ, ve H'S =0 olmasi igin gerek ve yeter sartin E(Y)ea,
olmast i¢in, (2; nin @ ,, alt uzaym bulmaktir. Bundan sonra a,, nin €. deki
I, ortogonal tiimleyenini olusturacagiz. Bu durumda kisitlanmis modelde
H ' =0 hipotezini test etmek i¢in pay ve payda kareler toplamlar, IT(C,H) =TI1. ,

olmak iizere, sirastyla YFyc )Y ve YQu Y ile verilir.

Sifir hipotezi kisitlanmis modelde dogru oldugunda, C'S=0 ve H'S=0
dir. Bu iki denklem, T =(C,H) olmak tzere, tek bir T'8 =0 denklemi olarak

yeniden yazilabilir. Ancak, T’'# =0 olmast icin gerek ve yeter sart,

V=X (XX)flT olmak iizere, 77E(Y)=0 olmasidir. Bu nedenle, sifir hipotezi
kisitlanmis modelde dogru oldugunda, E(Y)e e, olacaktir. Burada @, 77 nin

Q daki ortogonal tiimleyenidir, yani e ,, @®y; =Q dir. Bu nedenle I, yi, &y

79



nin Q. deki ortogonal tiimleyeni olarak alarak, dolayisiyla @, @I, =Q

alarak,

Pty = Poe) = Paen (3.9)
oldugu anlasilir. PQ(C) ve Pw(C,H) icin (3.9) da sirasiyla P, — Py(c) ve B,-P, yi yerine
koyarak

P = Bm =P

oldugu goriiliir.
YPn(c,H)Y icinde yerine koyuldugunda, PH(C,H) icin bu formil T artirilmis

matrisini ihtiva eder ve (3.1) bagintisin1 iiretir. Ote yandan Pn(c,H) icin H ve C

cinsinden ayr1 ayri ifade etmek i¢in

7/T:7/C+7/H:;/C®Q;f(c)7/H (3.10)
yazilabilir. Bu durumda (3.10) bagntist Q¢ =, ©Q, 7 oldugunu gosterir. Bu
nedenle,

ey =Q, 7 = XA (XX)™"H
yazilabilir ve dolayistyla A, (XX )_l H ve Il¢, arasinda dogal bir tekabiil vardr,
yani,

XA (XX) " H 2T, (XX)" X'
dir, burada her iki déniisiim birebir ve orten olmaktadir. A, (XX )71 H, C ye

ortogonal olmasina ragmen T de ihtiva edilmez ve bu nedenle T+ ye ortogonal

degildir. E" nin Il tizerine ortogonal izdiigiimii
' L
PH(C,H) = Qy(c)7H (7H Qy(c)}/H ) VH Q;,(C) (3.11)
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ile verilir. Ote yandan

71Qe) = H'(XX) " XQ 0 = H'(XX) " XX (XX)" XQ,,
=n PQQ;/(C) =7 PQ(C)

oldugundan (3.11) bagmntist
! -1 !
Pn(c,H) = PQ(C)7H (7/H PQ(C)yH ) Vw PQ(c) (3.12)
-1

= XA (XX ) H{HA (XX) " H} HA (XX) " X' (3.13)

olarak yeniden yazilabilir. Bu durumda test igin pay kareler toplami
! -1 !
YPH(C,H)Y = YPQ(C)7H (7H PQ(C)7H ) In PQ(C)Y
o' ' -1 - >
= BEH{HA (XX) " H} H'A,

(3.14)

ye esittir, burada
7/I’-|PQ(C)Y :7|,4YAC = H,(Xx)il X‘YAC = H’ﬂAc
gergegi kullanilmustir. Bu nedenle YB, . Y, f3 cinsinden bir kuadratik form olarak

yazilabilir, ki onun H {H A (XX)'H }_1 H' ¢ekirdegi sadece (XX hari¢) txt ve sxs

tipindeki matrislerinin terslerini ihtiva eder. (3.14) ve (3.5) ifadeleri arasindaki
benzerlige dikkat edelim. Bunlarin her ikisi de model i¢in parametre vektoriiniin

tahminine gore kuadratik formlardir. Bu durumda
2
SSEklsnlanmw = HQQ(C)YH :Y QQ(C)Y

yazilabilir. Ote yandan Q(C)l =7, ®Q" oldugundan,

2 2 )
SSEkzsztlanml,&' = HQQ(C)Y H = H Py(C)Y H + ||QQY ||
~YP, Y +SSE

(3.15)

kisttlanmamg

81



-1

olacaktir. Burada Y, .Y =YX (XX)”C{C'(XX)7C} C'(XX)" XY kuadratik

formunun E(Y)= X 8 kisitlanmamig modelinde, H,:C'S =0 hipotezini test etmek

i¢cin pay kareler toplami olmasi gerektigine dikkat edelim.

3.1.3 Sifir Hipotezi Dogru Oldugunda Kisitlanmis Modelde Tahmin
Bu kisimda, ortalama (gozlem) vektoriiniin tahmini, Y yi o(C,H) iizerine

izdiigiirerek elde edilecektir. Bunun igin @(C,H)®II(C,H)=Q(C) oldugundan,

P

o(C,H)

-P

a(c)

N Pn(c,H) (3.16)
yazilabilir. Bu durumda (3.6) ve (3.13) ifadelerini (3.16) da yerine koyarak,
P,(C,H)=X [I — A (XX) T H{HA (XX)" H}_l H’}AC(XX)l X'

elde edilir. Bu nedenle,

~

Vo = X [I — A (XX) T H{HA (XX)™ H}_lH’}A:(XX)lX’Y

sifir hipotezi dogru oldugunda kisitlanmis modelde ortalama vektoriinii tahmin eder
ve f. = (XX )71 XN, parametre vektdriinin tahminidir, burada g=4., nin
X B =Y, ninbir tek ¢dziimii olduguna ve few €T olduguna dikkat edelim.

3.1.4 Tahminler Arasinda iliskiler

Ortalama vektoriiniin tahminlerinin her biri daha 6nce hesaplananlardan elde

edilebilir. Ornegin,

ve
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oldugu da gosterilebilir. Benzer sonuglar parametre vektorii i¢in gegerlidir. Bununla

beraber, izdiisiimler ortogonal degildirler. Ornegin,

|
LN
>

=(XX XQ, )Y
:(Xx)il XQy(c)X:é

dir. Cebirsel olarak (XX )71 XQ,)X doniisiimiintin A; ye, yani, E* nun (XX )71C
boyunca C* iizerine izdiisiimiine esit olacag1 kolayca gosterilebilir. Ayrica,

,éc,H = (X X )_l X Qn(c,H)XBc
ve

,Bc,H = (X X )71 X Pm(c,H)X,B

yazilabilir. Ote yandan
- - _ -1
De.y =(XX) " X QX =1 A (XX) " H {HR(XX) 1H} HA,

déniisiimii A (XX )7l boyunca (XX )7l C+T" liizerine ortogonal olmayan bir
izdiisiimdiir. Halbuki (XX )™ X P, X ifadesi T =(C,H) olmak iizere (XX ) T
boyunca T+ iizerine ortogonal olmayan izdiisiimdiir.

Altt tahmini hesaplamak ig¢in etkin bir sema asagida ortaya konmustur.

Dewfe =Feufe olduguna dikkat edelim, burada A.f. =4, oldugundan,

Fow =1 = A (XX) " H{HA (XX) H}1 H' olacaktr,

l:,

X
(X)X A - X |
Yy —~"»p " »p—" > T

!(;'.ui

A X n
P I K'.H

Sekil 3.1 Tahminin Semasi
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C'S=m=0, HB=h=0 Durumu: Bu kisimda, (3.3) sisteminin (3.4) formunda

nasil yazilabildigini gosterelim. @, (). 7 Z =" ("2 =™) denkleminin herhangi

bir ¢oziimii olsun. Bu denklemin tim c¢ozimlerinin kiimesi asagidaki gibi

tanimlanabilir.

H'B=h (C'S =m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart fea,, +H" (am +CL) olmasidir.
Bu nedenle, S={p:C'B=mveH'S=h}=(q,+C")n(a,+H") yazlabilir. Bu
durumda S bos degildir. Gergekten, herhangi bir o, €S i¢in, S kiimesi
S=aq, +(Cl N Hi) olarak tanimlanabilir. B, S deki herhangi bir vektor olsun. Bu
takdirde C'3,=m ve H'f3, =h yazlabilir. f=p-p, ve Y =Y —X g, alarak (3.3)
bagintisi (3.4) seklini alir.

3.1.5. Ornekler

Bu kisimda bastan sona A faktorii li¢ diizeyli ve B faktorii iki diizeyli olmak

tizere iki faktorlii bir tasarimi goz Oniine alalim. Hiicre ortalamalar1 asagidaki gibidir.

Cizelge 3.1 Hiicre Ortalamalar1

B, B,
A | iy Ha,
A | o |
Ay |ty | e

2= (L0 Mgy By s By My s My )' , N; =1, ] kutucugundaki Y;, gézlemlerinin sayisi,

Yy = (Yo Y, ) o Y = (Vi Y Y2 Y2 Y3 Y ) Jy =1 lerin 1 siitun vektorii ve

ij ij17 1 Vijng

E(Y)=Xu olsun, burada

j, 0 0 0 0 O]
0O j, 0 0 0 O
X = o 0 j, 0 0 O
0 O Jo 0 O
0O 0 0 0 j, O
0 0 0 0 0 Jj,
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ve X de gorilinen her bir 0; 0 larin uygun boyuta sahip olan bir siitun vektoriidiir.

Tam Olarak Rasgelelestirilmis Tasarim (Kisitlanmamis Model): Bu

model i¢in hiicre ortalamalarinin vektorii

- !

ﬂz(XX)_l XY :(Y_11-’Y_12~""’Y32-)

ile tahmin edilir. Etkilesimin olmadiginin sifir hipotezi

H,_1—1—11 0 0
100 1 -1 -11

olmak iizere, H,:H'u=0 olarak yazilabilir. Pay kareler toplam: S parametre
vektorii i¢in £ koyarak, (3.5) bagintisin1 kullanarak hesaplanabilir.

Rasgelelestirilmis Blok Tasarim (Kisitlanmis Model): Bu modelde bir
rasgellelestirilmis blok tasariminda islem etkilesimi ile hi¢bir blok mevcut degildir.
Bu nedenle, kutucuk ortalamalari, C matrisi hemen bir onceki kisimdaki H matrisi

olmak tizere, C'yx =0 denklemiyle kisitlanir. Bu durumda X =1 oldugundan, (3.8)

bagmtis1 g niin tahmini olarak
i ={1-c(cc)’cly

yi verir. Genel olarak, (3.8) bagintisi tahminler olarak 6rnek (hiicre) ortalamalari gibi

basit ifadeleri vermez. Islem etkisi igin test etmek igin, her i,i’" i¢in H,: g = . sifir

hipotezini test edelim. Matris notasyonu ile H, hipotezi

= 11 -1-120 O
oo 1 1 -1 -
olmak iizere, H'x=0 olarak yazilabilir. (3.15) bagmntisi payda kareler toplami

olarak Y'C(C'C)flC'Y yi verir iken, (3.14) bagintisi test i¢in
A -1 - A
aH[Hfi-c(cey’efH | Hi

pay kareler toplamini verir.
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3.2 Coklu Lineer Regresyonda Lineer Kisitlamalar: Varyans Analizi

Bir Y = X+ ¢ c¢oklu lineer regresyonunu goz Oniine alalim ve S sayida bir

lineer denklem takimiyla verilen bir hipotezi test etmek istedigimizi farz edelim. A

bir sx p matris ve ¢ bir sx1 vektdr olmak {izere, bir matris formunda
H,:AB=cC

dir. s<p oldugunu ve A matrisinin s rankina sahip oldugunu kabul edecegiz.

Parametrelerin sadece bir lineer kombinasyonunu (s = 1 durumu) g6z Oniine
aldigimizda veya es anli olarak tiim parametreler hakkindaki hipotezi (s = p durumu)

test ettigimizde bu, daha once verilen iki tip hipotezi genellestirir. Bu genel hipotezi

test etmek igin dogal bir diisince AZ nm ¢ den ne kadar uzak oldugunu

karsilagtirmaktir ve bunu yapmak igin Aﬁ’ nin dagilimimi bulmamiz gerekir. Asikar

olarak, bu dagilim A ortalamali ve
D:=A(XX) A

olmak iizere,
EA(B-B)(B-B) A= Akov(B)AT =o?A(XTX) " A" =o?D

kovaryansli normal dagilimdir. D matrisi simetrik pozitif tanimli tersinir bir SxS

matristir ve bu nedenle, onun D"? karekokinii alabiliriz. D’J/ZA(ﬁ—,B) nin

kovaryans1 o’l olacaktir. Bu ise

= (A(B-8)) DUA(B- )~ 22

o

1 .
— D¥2A( 8-
Z[pA(p-5)
oldugunu belirtir. Buradan sifir hipotezi altinda, yani Af = c altinda,

%(Aﬁ—c)T D*(AB—c)~ 4 (3.17)

o

elde edilir. Bu durumda né?/o’ ~ 2+, olup ,é dan bagimsiz oldugundan,
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(3.18)

elde edilir. Bu ise H, hipotezini test etmek i¢in yeterlidir. Bununla beraber, gesitli
uygulamalarda, (3.17) nin farkli bir esdeger gosterimini kullanmak daha yararlidir.
Bu g nin H, daki kisitlamay1 saglayan ﬁA en ¢ok olabilirlik tahmini (MLE) ile

verilir. Bagka bir deyisle,

Iy —X ﬂ|2 — A =c kisitlamasi altinda mﬁin (3.19)

y1 ¢ozerek elde edilir.

Lemma 3.1. Eger ,@A (3.19) un ¢6ziimii ise, bu takdirde (3.17) nin sol yani

(3.20)

ye esittir.

Ispat. 1k olarak acik bir sekilde kisitlanmig ,@A MLE sini bulalim. Lagrange

carpanlar1 yontemi vasitasiyla, 4 bir Sx1 vektér olmak iizere, asagidaki iki

denklemli sistemi ¢6zmeliyiz:
0 2 T
AB =c, g(W - XA +(AB-c) 2)=0

Buradan ikinci denklem
2X'Y +2X'XB+A'A=0

seklindedir. Bu durumda g igin bunu ¢ozmek
5o (wTy Y T Lty ytiats_p Lty VAT
Br=(XTX) X Y—E(X X) A /1_,3—E(x X) A4
y1 Verir. ,BA nin lineer kisitlamay1 saglamasi gerektiginden,

c=AB, = Aﬁ’—%A(XTX)_l AT = Aﬁ—%Dﬂ
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elde edilir. Bunu 1 icin ¢ozersek 1 = 2D*1(Aﬁ’—c) elde edilir. Buradan
Br=B—(X"X)" A'D*(AB—c)

ve boylece
X (Bn—B)=-X (x™x)* A'D*(AB—c)

elde edilir. Ote yandan

=
=
<
>
J
~
=
=
~
>
Y
>
=
|
L

O
>
>
X
—
>
X
>
X
>
O
>
=
|
=

y1 hesaplamak i¢in, bu formiilii kullanabiliriz. Bunu (3.17) ile karsilastirirsak Lemma
3.1 in ispati tamamlanir. Bu durumda (3.18) ve Lemma 3.1 i kullanarak, H, sifir
hipotezi altinda

n-p

nsé2

~F (3.21)

X (ﬁAA_B)

elde edilir. Bu ¢oklu lineer regresyonun 6zel durumlari olan birgok farklt model
vardir ve bu model hakkindaki bir¢ok hipotez genel lineer kisitlamalar olarak
yazilabilir. Boyle bir modeli varyans analizinde bir—yonli planlamayr ayrintili bir

sekilde tanmimlayacagiz. Bu takdirde diisiincemiz ag¢ik olacagindan, ayrintilara

girmeksizin diger modellerin bir ¢iftini de ele alabiliriz. n,...,n, biiyiikliiklerine

sahip p sayida bagimsiz

YooYy ~ N(24,0°)

Ypl,...,anp ~ N(,up,az)
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orneklemlerinin uygun bir sekilde verildigini farz edelim. Ayrica tim dagilimlarin
varyansinin aynt oldugunu kabul edelim. Tim dagilimlarin ortalamalarinin esit

oldugu
Hyi=...=p,

hipotezini test etmek isteyelim. Bu problem aslinda bir ¢oklu regresyonun ve lineer

denklemler vasitasiyla verilen hipotezi test etmenin bir 6zel durumudur. k =1,..., p
ve i=1...,n i¢in, g, ~N (0, 02) olmak tizere, Y, =y +g, yazilabilir. n=n+---+n,

olmak tizere,

Y = (Yn’---’le"“’Ypl"“’anp)'
nx1 vektoriinii ve

=ty 1)

px1 parametre vektoriinii goz oniine alalim. Bu takdirde X

o O O -

gibi bir nx p matris olmak iizere tiim denklemleri
Y=Xu+e¢

matris formunda yazabiliriz. Bloklar n,,...,n satirlarma sahiptir. Ashinda X agiklayici

matris, gézlemin hangi gruba ait oldugu ile ilgili gostergelerden olusur.

10 0 -1
01 - 0 -1

A=l ,
00 - 1 -1

(p—1)>< p matrisi i¢in, H, hipotezi bir matris formunda Au =0 olarak yazilabilir. Bu

takdirde F dagilimina sahip olacak olan (3.21) deki istatistigi hesaplamamiz

p-Ln-p

gerekir. Herseyden Once,
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olacaktir. [ =(XT X )_1 XTY oldugundan, her bir i < p i¢in, i = lzm =Y, nin
n

i—yinci 6rneklemin ortalamasi oldugunu gérmek kolaydir. Ayni1 zamanda

5 =2 - Xuf =3 3 (Y, )

i=1 k=1

esitligi de elde edilir. Az =0 lineer kisitlamasi altinda ,[lA MLE sini bulmak igin,

sadece |Y - X,U|2 yi esit koordinatlara sahip =(zs,...24)" vektorleri lizerinden

minimumlastirmamiz gerekir. Ancak, £ =(g4,...44)" olmak tizere X 2 Nx1 boyutlu
bir vektor oldugundan,

N

izpl: (Vi —yl)z min

-1 k=L !

1 ‘ -
ifadesini minimumlastirmaliy1iz ve bu durumda 4 = —ZZYik =Y — 6rneklemlerin
i=1 k=1

genel (yekiin) ortalamasini elde ederiz. Bu nedenle,

fip—i=(Y Y,...Y =Y,)

ve

_n-p DUn(N-Y) 1 (3.22)
p 1 Z—lz —( ) o

yazilabilir. H, hipotezini test etmek i¢in, F (Ca , +oo) = olmak iizere, bir
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H,, F=<c,
S =
H,, F>c,

karar kuralini tammlayalim. (3.22) nin payindaki toplam her bir kitlenin Y, drneklem
ortalamalarinin Y genel ortalamasi etrafindaki toplam degisimini gosterir. Paydadaki
toplam Y, gdzlemlerinin onlarmn 6zel \f, orneklem ortalamalar1 etrafindaki toplam
degisimini gosterir. Test istatistiginin bu yorumu varyans analizi veya ANOVA adini

aciklar.

Simdi de iki—yonlii tasarimi gz Oniine alalim. Yine farkli gruplardan
orneklemlere sahip oldugumuzu, ancak simdi gruplarin iki faktdrle tanimlanan iki
kategoriye sahip olacagini farz edelim. Ornegin, eger farkli devletlerde fakat ayr
halk ve 0zel okullardaki SAT puanlarmi karsilastirmak istersek, bu takdirde iki

faktor — devlet ve okul tipi — vasitasiyla tanimlanan gruplara sahip olacagiz.
i=1...,a,j=1....,b ve k=1,..., n; icin verinin asagidaki modelini g6z 6niine alalim.
Yijk = My T &y

Yani, birinci faktoriin a sayida kategorisine, ikinci faktoriin b  sayida
kategorisine ve (i, j) grubunda n; sayida gozleme sahip oldugumuzu goz Oniine

alalim. Bu modelin bir—yonlit ANOVA dan higbir farki yoktur, sadece gruplar iki
parametreyle/faktorle indislenir, ancak parametrelerin tahmini bir—yonlii ANOVA
daki gibi gergeklestirilebilir. Bununla beraber, bu iki faktoriin etkileri hakkindaki
cesitli hipotezleri test etmek icin modeli asagidaki gibi esdeger bir bigimde yazmak
daha uygundur.

i = o+ B+ + &

Burada
a b b b
Zai zo’zﬂj =0,Z}/ij ZZVU =0
i=1 j=1 i=1 j=1

oldugu kabul edilir. Bu kisitlamalar tiim parametreleri orijinal 4; parametrelerinden

bir tek sekilde tanimlar. Burada 4 parametresine genel ortalama denir. ki faktoriin
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o; ve p; toplamsal 7 en genel etkilesim etkisinden ayirmamizin nedeni gesitli
hipotezleri bu parametrelere dayanarak formiillemek daha kolay olmasidir. Ornegin;
e Hy:a=...=a,=0 birinci faktdriin toplamsal etkisi Snemsizdir.
o H,:p =...=4 =0 ikinci faktoriin toplamsal etkisi onemsizdir.
e H,: her y,=0 — her iki faktdriin etkilesiminin etkisi anlamsizdir (6nemsizdir),

yani faktorlerin etkisi toplamsaldir.

Eger tiim gruplanin n;; biytklikleri esit ise, yani veri dengeli ise, “ANOVA

2” matlab fonksiyonu ANOVA nin iki yonlii tasarimini yapar. Eger gruplarin
biiyiikliikleri (boyutlart) farkli ise, “ANOVA N” yani, genel bir N-yonlit ANOVA y1
kullanmak gerekir. Verinin tim gruplan siirekli bir agiklayict degiskene sahip
oldugundaki durum ¢oklu regresyonun baska bir 6zel durumudur. Bu durumda model

i=1...,avek=1...,n igin,
Yik:a+ai+(ﬂ+ﬂi)xik+gik

olacaktir. Burada a sayida gruba ve i—yinci grupta N; sayida gozleme sahibiz. Bu

durumda parametreleri bir tek sekilde belirlemek igin

iai=o,iﬂi=o

oldugu kabul edilir.
3.3 Standart Lineer Modelde Hipotez Test Etme
3.3.1 Alsilmus En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi

K sayida X aciklayicilari iizerinde (herhangi bir sabit terimi igeren) N sayida
gozlem ve bir y tepkimesi var olsun. Burada X matrisinin N xK tipinde ve K
rankina sahip oldugunu kabul edelim. Bir sabit terim tiimii birlerden olusan bir

stitundur. Bu durumda model
y=Xp+e

seklindedir. Burada
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E(e)=0 ve Var(e)=E(e') =0l

dir. Bu durumda £ katsayilarinin ﬁOLS OLS tahmin edicisi

1

Pois =(XX) "Xy (3.23)

ile verilir. Sabit terim ile ilgili katsayiya regresyon sabiti denir.
J=X Bos

ve
e=y—Y=yY—Xfos

alalim. Bu durumda hatalarin (tahmin edilen hatalarin) e vektorii
Xe=0

esitligini saglar. Yani, e vektorii aciklayicilarin her bir siitun vektdriine ortogonaldir.

Eger regresyonda bir sabit terim varsa, bu takdirde tahmin edilen hatalarin toplami1

sifirdir, yani j'e=0 olacaktir. Burada j'=[11,...,1] dir, bu nedenle tahmin edilen

hata ortalamas1 & de sifirdir. Bazen katsayilarimiz hakkinda daha karmasik sifir
hipotezlerini gdz dniine almak gerekebilir. Ornegin, ekonomistler ¢ogu kez tahmin

edilen gelir paylasiminin bire esit olup olmadig; ile ilgilenirler.

0s”
Iiég I9

Sekil 3.2 OLS nin Geometrisi
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S vektori tizerinde q sayida lineer kisitlamanin konuldugu genel lineer hipotezi

basit bir sekilde
H,:a=Ap

olarak yazilabilir. Burada A bir qx K matristir ve a, qx1 siitun vektoérdiir. A nin g

rankina sahip oldugunu kabul edelim. Ornegin, 3 +---+ f =1 olan hipotez a =[1]

ve A=[1...1] i kullamr. Bu simdi imkansiz bir sekilde anlasilmaz goriinebilir,

ancak bunu ileride Kisim 3.3.3 te agiklayacagiz.

Teorem 3.1. Sifir hipotezi altinda

1 5 Y a,, 5
F —E(a—AﬂOLS) [AXX) " A |(a= Ay )
test istatistigi (g, N —K) serbestlik dereceli bir Snedecor F—dagilimina sahiptir. Bu

istatistiklere dayanan testlere F—testleri denir. R gibi bir¢ok yazilim paketleri,

regresyon igin F—istatistigini hesaplar. Eger bir sabit terime sahipsek o genellikle ilk
goziiken birdir, yani terminolojimizdeki X, dir. Regresyon i¢in F—istatistigi sabit

olmayan terimler iizerindeki tiim katsayilarin sifir oldugu sifir hipotezini, yani

Ho:f,=ps=-=5c =0

hipotezini test eder. Bu test igin F-istatistigi (K—1,N-K) serbestlik derecelerine
sahiptir ve sadece aciklayicilarin biri bir sabit terim ise bu testi kullanmay1 anlaml
kilar. Bu muhtemelen reddetmeyi istedigimiz bir hipotezdir, bu nedenle kii¢tik bir p—
degeri (veya biiyiik F—istatistigi) iyi bir seydir. Bunun 6nemli olmasinin nedeni, eger
X in siitunlari yaklasik olarak es dogrusal ise, /3, os Yl tahmin etmenin zor oldugu,

yani onun biiyiik bir standart hataya sahip olacagi ve bu nedenle, her birinin
istatistiksel olarak anlamli olabilmesi, ancak onlarin birlikte y yi gergek olarak

belirleyebilmesidir.
3.3.2 Lagrange Carpanlar1 Teoremi

Burada once genel lineer kisitlamanin testinin nig¢in bir F-testine veya

bagimsiz  y° rasgele degiskenlerinin oramna  dayandimldigmi  ve  bir
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minimumlastirma  probleminin  iizerinde kisitlamalarin  nasil  koyulacagini

tanimlamamiz gerektigini agiklayacagiz.
X; R" nin bir alt kiimesi olsun ve f,g,,...,0,:X = R fonksiyonlarinin siirekli
olduklarim kabul edelim. x7, g, (x)=0, i=1...,m altinda f nin bir i¢ kisitlannmus

yerel minimumlagtiricist olsun. f,g,,...,g, nin X da diferansiyellenebilir olduklarini

m

ve Vg, (X* ) oo VO, (X*) 1n lineer bagimsiz olduklarimi farz edelim. Bu takdirde

v (x)- 3 Vg (x)=0 (3.24)

olacak sekilde A ,..., A reel sayilart meveuttur.

L(x4)=f (x)—gﬂigi (%)

fonksiyonuna Langrange fonksiyonu denir ve (3.24) bir kisitlanmis ekstremum i¢in

birinci mertebe sartlarinin kiimesidir. f kuadratik oldugunda ve her bir ¢; lineer
oldugunda, bunun f nin kisitlanmis minimumlastiricisinin L(X,f) Lagrange
fonksiyonunun bir kisitlanmamis minimumlastiricist oldugu sonucunu verir.

3.3.3 Kisitlanmis Regresyon

Kisim 3.3.1 de, katsayilar iizerindeki bir lineer kisitlanmanin nasil test

edildigini belirtmistik. Bu kisimda onun nasil elde edildigi verilecektir.
y=Xp+e¢ (3.25)
modelinde, A gx K ve tam rankli (tam siitun rankli) olmak tizere, £ {izerindeki
H,:a=Ap

lineer kisitlanmasint test etmek i¢in ilk olarak hata kareler toplamini
minimumlastirmak suretiyle (3.25) i tahmin ederiz, bu bize alisilagelen tahminleri

verir, ancak onlar

bAu:(XX)ilev 9u=X6U’ eU:y-yU
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olarak isimlendirelim. Bundan sonra a= Ab kisitlamasini koyalim ve by, ve €,

hatalar kisitlanmis tahminlerini elde etmek i¢in, tahmin edilen hata kareler toplamini

(b ye gore) minimumlastiralim. Kisitlamalar altinda tahmin edilen hatalarin kareler

toplaminit minimum yapmak i¢in, y yi X in siitunlar1 tarafindan gerilen {Xb ‘be RK}
uzayma iz digiirmek yerine, {Xb ‘beR" ve Ab= a} lizerine iz distirmeliyiz.
Burada Y, noktasi yine X in siitunlarinimn bir lineer kombinasyonudur ve bu nedenle

e, kisitlanmamis hata vektorii Y, —Y, ye ortogonaldir, bu durumda Pisagor teoremi
bize
€ Ier -€, Ieu :(yu - yr) (yu - yr)

oldugunu séyler Bkz. Sekil 3.3. Ilk soru, b, icin formiilin ne oldugudur. Bunu

cevaplandirmak i¢in, A Lagrange c¢arpanlarmin bir g-Vvektorii olmak tizere, bu

minimumlastirma i¢in Lagrange’in
(y—Xb) (y—Xb)-2'(Ab-a)

olduguna dikkat edelim. Lagrange Carpanlari Teoremi kisitlanmig minimum igin
birinci mertebe sartinin Lagrange’in b ye gore kismi tiirevlerinin vektoriintin sifir

olmasi gerektigini, yani
—2XY+2XXb, — A2 =0 (3.26)

olmasi gerektigini ifade eder.
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Sekil 3.3 S, =1 Kisitlamas: Altinda Regresyon
Y,,Y,,Y: Y,y hipoteniislii bir dik iicgen olusturur. Bu ~ durumda  bu ifadeyi

A(XX )_l ile soldan carparak

“2A(XX) XY +2A(XX) T (XX)b, —A(XX) AL =0

:liJ :ABr =a

veya

A(XX)" AL =2(a— 4b,) (3.27)

elde edilir. Simdi A(XX)fl A’ niin tam rankli bir qxq matris oldugunu ve bu

nedenle onun bir terse sahip oldugunu iddia ediyoruz. Bu bize (3.27) bagmtisim A"

igin gzme imkant verir, bu nedenle
i =2 a(xx) 4| [a-ab,]
elde edilir. Ote yandan
XY+ XX, — A A(XX) A'T[a— AB, [=0

yi elde etmek i¢in bunu (3.26) esitliginde yerine koyalim. Bu durumda bu esitligi

(XX )_1 ile soldan carparak
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A~

—(XX) XY+ (XX)EXXB, —(XX) A’[A(XX)_lA'T[a—Ab |=0
5, 5,

oldugu ve boylece kisitlanmis tahmin edici i¢in formiiliin
b, =b, +(xX) " A[A(XX) A [a-AB,] (3.28)

oldugu goriiliir. Buradan akla gelecek bir diger soru tahmin edilen hata kareler

toplaminin ne oldugudur. Hakli olarak
er'er = (y_ XBr)I(y_Br)

dirve C=(XX)" A’[A( XX)" A']_l [a — Ab, } olmak iizere,

y=Xb, = y=Xb, - X (XX )" A| A(XX)™ A’T[a—ABU]=eU +XC

:eu

yazmak i¢in (3.28) bagintisin1 kullanabiliriz. Bu ise
e'e. =(e, + XC) (g, + XC) =g e, +2¢,/XC +(XC) (XC)

esitligini yazabilecegimizi ifade eder. Ancak, €, kisitlanmamis hata tahmini vektori

X in situnlarina ortogonal oldugundan, €,'X =0 vyazilir. Simdi bir c¢arpimin

~ 1
transpozesinin tranpozenin ters sirada ¢arpimi olduguna ve [A(XX) 1A’} ve

(XX )_1 in simetrik olduklarina dikkat ederek

(XC) (XC)
=[a- ABU]' [A(XX)™ A’T AKX XX (XX ) A AXX) A'T[a—ABU]
=[a- b, ] [A(Xx)? A’T[a— A, |

yazilabilir. Boylece

e'e, =e/e, +[a—Ab, | [A(XX) " A'] [a-Ab,] (3.29)

u
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olacaktir. Simdi A(XX)f1 A’ qxq matrisinin tam ranka sahip oldugunu gérmek

i¢in, herhangi bir b gq—Vvektorii i¢in,
A(XX)" Ab=0

oldugunu farz edelim. Bu durumda b =0 oldugunu gostermek istiyoruz. A tam ranka

sahip oldugundan, A'A ve (A' A)_1 de tam ranka sahip olacaktir. Bu nedenle
(XX)(AA)"AA(XX) Ab=Ab=0

esitligini elde etmek i¢in, yukardaki denklemi (XX )(A’A)_l A’ ile soldan ¢arpalim.
Bu durumda A tam q rankina sahip oldugundan bu, b =0 oldugunu gosterir. Bu ise

istenen sonugtur. H, hipotezinin bir testi,

alternatif hipotezine kars1 bir testi anlamina gelir. Bu durumda s’ =e,e, / (N — K)

nin varyansin yansiz tahmini oldugunu hatirlayarak, oran1 yeniden

[a=ABys || A X)T A'}_l[a—ABOLS]

1
' (N-K)s?

olarak yazabiliriz. Bu nedenle,

_ [a— b, J [ A(XX) A'T[a—ABu }/q
eu'eu/(N ~K)

test istatistigini olusturabiliriz. Eger a = A5u ise, yani eger sifir hipotezi dogru ise,

bu takdirde paym x°(q) olarak dagildigim gsterebiliriz. Payda ise o”*(n—k)
olarak dagilir ve paydanin paydan bagimsiz oldugu gosterilebilir. Bu nedenle, sifir
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hipotezi altinda, test istatistigi (q,n—k) serbestlik derecelerine sahip bir F-

dagilimina sahiptir. Eger F > F_ . 1se, sifir hipotezi reddedilmelidir.

a,q,n—

3.3.4 F—testine Kars1 T—testi

Simdi H,:B; #0 alternatif hipotezine karst H,: 4, =0 sifir hipotezini test

etmek i¢in yontemleri gordiik. Bir yontem

A

ﬂjOLS
S\J(XX)

-1
i

t=

test istatistigine dayanan t-testini kullanmaktir. Digeri onu e'B=0 lineer

kisitlamasi olarak test etmek ve bu durum i¢in

A A

_ ﬂjOLS [(X X );ﬂ_l ﬂjOLS

SZ

olan (Az el a=0, q :1) F—istatistigini kullanmaktir. F =t*> olduguna, bu nedenle

her iki testin (ayn1 @ anlam diizeyi ile) de bizi aym karara gotiirdiigiine dikkat

edelim.

Ote yandan bir tek BJOLS icin t-testi ve F—testi uyusur iken, bir ortak test ve
iki ayr1 test arasinda uyusma olmayabilir. Omegin, H, :( ,él, ﬁ’z) =(0,0) ortak sifir
hipotezini goz Oniine alalim. Eger ( ,Bl, /3’2) vektorii Sekil 3.4 te gosterilen elipsin
disinda uzanirsa bu o =0.05% diizeyinde reddedilecektir. A noktasi bdyle bir
noktadir, ancak B degildir. Simdi iki HJ: /4, =0 ve H/": 3, =0 hipotezini géz Gniine
alalim. Eger ( g ,5’2) diisey dogrular disinda uzanirsa ilki reddedilecek eger ( g /?2)

yatay dogrular disinda uzanir ise, ikincisi reddedilecektir. Bu nedenle, A ortak testi
basarisizliga ugratir fakat her iki ayr testi basariya ulastirirken B ortak testi basarili

fakat ayr1 ayri testlerin her birini basarisiz kilar.
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Sekil 3.4 Iki Ayr1 Teste Karsi Bir Ortak (Birlesik) Test
Bu gereksinim her zaman olmaz, ama bazen olabilir. Bu nedenle bir arastirmaci

olarak uygun testin ne olduguna karar vermeliyiz. Yeri gelmisken belirtelim ki,

1.0 0.8}

Sekil 3.4 ( ﬁAl, ,5’2) in sifir ortalamal1 ve {O 8 kovaryans matrisli iki degiskenli

normal dagilimli oldugu kabul edilerek ¢izilmistir. 0.8 lik korelasyon elipsin érnek

icin dogru boyut ve sekilde yapilmasinda 6nemlidir.

3.3.5 Coklu Korelasyon Katsayisi
y=Xb+e=Xb, +e=y+e
standart lineer modeli verildiginde, X& =0 iken

y'y:ﬁz)LSXXﬁOLS +e'e+2:éé)Ls Xe=yy+e'e (3.30)
-0

elde edilir. Bu durumda R ¢oklu korelasyon katsayisi, y'y nin regresyon tarafindan

“agiklanan kisminin” bir dl¢iisiidiir. Ozellikle,

1-R? =

1,

yy

veya
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yazilabilir. Bu durumda (3.30) esitliginin 6nemli sonuglarindan biri, y'y>e'e

olmas1 ve bu nedenle her zaman 0<R?<1 olmasi durumudur. R* nin geometrik

yorumu, onun y ve ¥ arasindaki acinin kosiniisii olmasidir. Bu durumda e vektorii

=X, yaortogonal oldugundan, 0, § vey noktalar1 R" de hipoteniisii 0y olan
bir dik tiggen olusturur. Bu nedenle R, onlar arasindaki aginin kosiniisii olan ||)7|| / ||y||

oramdir. Bu durumda bire yakin bir R sifira yakin bir agiya karsihk gelir. R?

niceligine genellikle sadece “R kare olarak” bagvurulur. Yeri gelmisken belirtelim ki,

bir regresyon i¢in R degeri hakkinda konusmak yerine R hakkinda konusmak cogu
zaman tercih edilir.

0"

IJ'32 €Tro

Sekil 3.5 R? nin Geometrik Yorumu
Sag—yan degiskenlerinin artan sayisinin sadece hatalarin karelerinin toplamini
azaltabilecegine, bu nedenle onun uyumun Ol¢ilisiinii cezalandirmak igin

istenebildigine dikkat edelim. Bunu yapmak i¢in bir yontem ayarlanmig (diizeltilmis)

R? dir. Ayarlanmis R?,

=\ wree N-1
(1-R*)= Ee’e = N_K(l—RZ)

veya

102



ﬁz_l_K + N_l R2
N-K N-K

ile tammlanir. Bu durumda ayarlannmis R* nin negatif olmas1 miimkiindiir. e'e yi
(y—¥)'(y—Y) verine nigin y'y ile boldiigiimiiz merak konusu olabilir. Theil [6,

s.164] bunun rotasyona basitlik i¢cin oldugunu iddia eder. Fakat eger regresyon
modeli bir sabit terimi igerirse (yani X in siitunlarimnin biri birlerin bir vektori ise), bu

takdirde ortalama hata (tahmin edilen hata ortalamasi) sifirdir ve bu nedenle,

e'e/ (N —K); o’ nin yansiz tahminidir. Ayrica, regresyon diizlemi, X &rneklem
ortalamalarinin vektérii olmak iizere, ¥ = X3, orneklem ortalamasi iginden geger.

Bu nedenle, eger sabit terim disiiriilirse ve tiim degiskenleri onlarin orneklem

ortalamasindan sapmalar olarak ifade edilirse, yine £ nin ayni tahmini elde edilir.
Ancak simdi ¢oklu korelasyonun ayarlanmis Kkatsayisi yansiz tahmin edilen

varyanslarin bir oramidir ve bazen ona determinasyon katsayis1 denir ve r? ile
gosterilir. Bu nedenledir ki bu determinasyon katsayisina y lerin Orneklem

varyansinin X ler tarafindan agiklanan kismidir demeyi anlamli kilar.

3.3.6 Lineer Modelde Tahmin Araliklar

Ekseriyetle X,,..., X, gozlemledigimiz degeri i¢in, Y nin degerlerini tahmin

etmek isteriz. x, = (X1 e xk) bagimsiz degiskenler i¢in bir vektor olsun. Modelimiz
Y. =X B +é.

olup bu nedenle,
. = X s

tahminini olusturur. Y. i¢in gliven araligi nedir? Sorusu akla gelebilir. Simdi
9. = Yo = XBos —X =5 =X fors = B)—&-

olacaktir. Bu nedenle,
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=Var( x( o —,B))+Var(g*)
=0 (X (XX) " x+1)
elde edilir. Boylece,
X Povs __}/* ~N (0’1) (3.31)

yazilabilir. Bu durumda s? =e’e/(N —K) ve

(N_a—f)sz -7*(N-K)

oldugunu hatirlayalim. Ayrica s° ve ﬁOLS bagimsiz &. orneklemden & dan bagimsiz

oldugundan bunun (3.31) oranindan bagimsiz olduguna dikkat edelim. Bu nedenle,

XL’@OLS_y*
JGZ(X;(XX)*ZX*H): hos =¥ y(n-k)
e (R

(o2

orani t(N —K) dagilimina sahiptir. Boylece Y. i bir 1—a giiven araligi

{y* —ta/Z,NKs\/(xL (XX) % +1).9. +ta/2,NKs\/(xl(Xx e +1)}

olarak ifade edilir.

3.3.7 Ol¢iim Hatasi

Xi,...n X, degiskenleri hatali oOlgiilirse, bu takdirde O6nceki sonuglarin

degistirilmesi gerekir. ﬁOLS nin tutarli ve yansiz oldugu sonucu artik dogru degildir.

Burada gozlenen X verisinin aslinda

X =X+V
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oldugunu farz edelim. Burada V ol¢iim hatalarinin bir matrisidir. Aslinda dogru

model
y=Xﬁ+g
veya
y=(X-V)B+e=Xp+(e-Vp)
oldugunda,
y=Xg+u (3.32)
modelini tahmin ederiz. (3.32) den elde edilen OLS tahmini
f=B+(X'X)" X' (e-V )
dir ve buradan beklenen deger
Ef=B+E(X'X) X'V

olacaktir. Bu problemi diizeltmenin bir yontemi, V hatalar1 ve ¢ ile iliskisiz olan ve

yardimc1 degiskenler denen Z rasgele degiskenlerinin bir vektoriinii bulmaktir. Bu
takdirde bunlar1 X y1 tahmin etmek i¢in kullanabiliriz, bundan sonra g y1 tahmin
etmek i¢in X ler kullanilabilir.
Model denklemlerine gore (modellere bakmak i¢in en anlasilir yol olan),
Yij=u+&;, 1=L..,n; j=1..,k (3.33)
yazilir. Burada k sayida faktor diizeyi vardir. Y tepkimesinin | diizeyinde n; tane
gbzlemine sahibiz ve Y;; tepkimenin | diizeyinde ( j=1...,k) i~yinci dl¢iimiidir.

n=n+---+n gozlemlerin toplam sayisi olsun. Burada ¢;; rasgele degiskenlerinin

bagimsiz olduklari, sifir ortalama ve o’ oOrtak varyansina sahip olduklari kabul

edilir. Bu nedenle, u; sadece tepkimenin j diizeyindeki beklenen degeridir. Analizin

amact g =(t4,..., 4 ) vektoriinii tahmin etmek ve onun ile ilgili hipotezleri test

etmektir. Bu durumda en yaygin hipotez
H,: tim g, ler esit degildir
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alternatifine kars1
Ho oty ==

sifir hipotezidir. Bu yapinin regresyon vasitasiyla ni¢in sifirlandirildigini gérmek

igin, y gdzlemlerinin vektdrlerini ve & hatalarmi istifleyelim, X, J— diizeyi igin

bir kukla degisken veya gosterge olsun ve bir X, nxk matrisini olusturalim ve

boylece (3.33) sistemini

_yll_ (1 0 0 -+ O] _‘9117
Y1 1 0 0 --- 0 &
y12 O 1 O O 812
: . . . . . /’Ll :
Yoo |=[0 1 0 o 0| "2]4] &y,

6 Hy
Yik 0 .-- 001 2
Yk 0 -0 0 1 Enk |

olarak tekrar yazalim. Bu model sabit terimsiz bir regresyon modelidir. Eger bir sabit
terim eklenseydi, o diger siitunlarin toplam1 olacakti, bu nedenle X 'X tekil olacakti.

Bu durumda X'X kosegeni lizerinde n; ler olan bir kdsegen matristir (ve bu

nedenle tekil degildir) ve tahmin edilen OLS katsayilar1 her bir diizey i¢in 6rneklem

ortalamalaridir. Bu durumda

% O .c.). cee 8 Zinilyil

n2 P n,

XX=| i e i |ve xy—| 2o
0 0 n > Ya |

olacaktir ve bu nedenle
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z Ami=1 711 y|l

n

M

. Vi
(XX) ' Xy=|"n,

Z| ly'k

k

dir. Bu kisimda (44,..., 4, ) katsay1 vektorii tizerindeki lineer kisitlamalar test etmek

icin bir F—istatistiginin nasil kullanildigin1 gérdiik. Burada durmamak i¢in bir neden,
geleneksel analizde F—istatistiginin daha anlasilir ve sezgisel oldugudur. Diger neden
ise ANOVA genellikle 6zel formatta sunulur, bu nedenle onu anlamak onemlidir.

Tarihsel acidan, geleneksel analiz gelistirilmis olabilir, ¢iinkii o hesapsal olarak OLS
den daha az yogundur. (X 'X)™ elde etmek igin genel matris tersi k sayida bolme
islemiyle yer degistirilir.
3.4 Eksik Rankhi Model

Onceki kisimlarda X in nx p boyutlu ve tam rankh oldugu, yani r(X)=p

varsayimi dahilinde
y=Xp+¢

lineer modelini g6z oniine aldik. Bu varsayim daha kolay bir analiz saglar, ¢iinkii tam

rankli bir X matrisi X X in tersinir oldugunu ifade eder ve bu nedenle
XXb=XYy

normal denklemi bir tek ¢6ziime sahiptir. Maalesef, tiim lineer modeller bu
kategoriye girmez. Eger Oyle olsaydi modeli analiz etmek icin baska teknikler

gelistirmek zorunda kalirdik.

Eksik rankli modelin yaygin bir 6rnegi sabit etkilerle tek—y6nlii siniflandirmadir. Bu
modelde, Ornekler farkli karakteristiklerle k bagimsiz Kitleden gelir. Biz bu

kitlelerdeki farkliliklar1 belirlemek isteriz. Ornegin;
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e Bir tip arastirmacisi ti¢ farkl tiirde agr1 kesicinin, eklem agrisin1 kesmedeki
etkisini karsilastirmak isteyebilir,

e Bir biyolog domates bitkilerini gelistirmek i¢in dort deneysel yaklasimin
etkilerini ¢alisabilir, veya

e Bir miihendis 6zel bir cografik bolgedeki bes biiylik komiir damarlarinin

icindeki siilfiir bilesenini arastirmak isteyebilir.

Genel olarak, kitleler k farkli uygulamanin benzer halk gruplarina uygulanmasinin
bir sonucu olarak ortaya ¢ikar. Bu model igin karsilik gelen her bir degiskeni hem

hangi kitleden alindigim1 hem de kitledeki dérneklem igindeki pozisyonunu belirtmek

i¢in iki indekse verecegiz. Kullandigimiz model, i=1,2,...,k ve j=1,2,...n igin
Yi =H+T g

dir. Burada; k, kitle/etki sayist ve n,, i—yinci Kitledeki 6rneklem sayisidir. Bu

model tam olarak bir lineer model gibi goriinmese de

alarak gayet basitce

Y 110 0 én
Yio 110 - 0 [u]| | e
: Do g :
Yo [=|1 0 1 o O |7, |+] €
Yoo 101 -0 : )
: Do R R :

| Yo | (1 0 0 - 1 | €k |

veya kisaca

y=Xp+¢
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formunda yazilabilir. Clinkii X in birinci siitunu, geri kalan siitunlarin toplamidir ve

stitunlar lineer bagimlidir, bu ylizden X tam rankli degildir.

Ornek 3.1. Katran kumundan ve atik sudan organik karbonu ¢ikarmak igin havali
yiizdiirme, kopiiklii ayristirma ve demir kloriir katilagsmasi gibi ti¢ farkli uygulama

metodu karsilastirilmasinda ¢ikarilan karbon miktarlar asagidaki gibidir:
HY KA DKK
346 388 26.7
351 390 26.7

353 401 270

Lineer model
[346] [1 1 0 O]
351 |11 0 0 &, |
353 (11 0 O [u] | &
388| [1 0 1 0] ¢
390|=(1 0 1 Of |z, |+ &x
4011 |1 0 1 0 Egp
267 |1 0 0 1] |7, 1
267| [1 0 0 1 Ein
270] [1 0 0 1] )
y = X B+ ¢

seklindendir. Onceden belirtildigi gibi, eksik rankli modeldeki biiyiik zorluk bu
durumda XX in tekil olmasidir. Bu normal denklemlerin bir tek ¢dziime sahip
olmayacagi anlamimna gelir. Aslinda bunu daha sonra gosterecegiz, simdi normal
denklemler sonsuz sayida ¢oziime sahiptir. Bununla birlikte, problem bundan daha
derine iner. Parametreleri tahmin edemememiz bir tarafa, parametrelerin kendileri

hicbir sabit degere sahip degildir. Bunu bir 6rnekte gosterelim.

Ornek 3.2. k =3 kitleli bir tek—yonlii siniflandirma modeline sahip oldugumuzu farz
edelim. Her bir kitleden karsilik gelen degiskenler u+7, etrafinda merkezilesmistir.

Simdi, bir calismadan
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u+7,=10

u+t,=12

u+7,=8
bulundugunu farz edelim. Bu durumda bizim parametrelerimiz #=10, 7, =0, 7, =2
ve 7, =—2 olabilirdi. Bununla beraber, 4=3,7,=7, 7,=9 ve 7, =5 de olabilirdi.

Aslinda g yii herhangi bir reel say1 segebiliriz ve yine de sistemi ifade edebiliriz. Bir
bakima eksik rankli modeli basit bir anlamla tam rankli bir modele ¢evirme olarak

ele alabiliriz. Doniistiirilmiis model iizerinde gelistirdigimiz tim sistemi

kullanabiliriz.

Ornek 3.3. k=3 kitle ile bir—yonlii sniflandirma modelini diisiinelim. Bunun igin

eksik rankli model i=1,2,3, j=12,...,n, i¢in
Vi =H+T g

dir. Bununla beraber, her bir kitlenin ortalamasini
M =U+T

olarak yazabiliriz. Oyleyse modeli karsilik gelen

00
00
.o u
X=|0 1 0|, p=|m,
010 y7A
0 0 1)
matrisleriyle
Yii = 4 + &

olarak yeniden bi¢imlendirebiliriz. Simdi X in siitunlarinin lineer bagimsiz oldugu

asikardir ve bdylece bu bir tam rankli modeldir. Basit matris hesaplamalari bize
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n 0 0 = 00
X'X=|0 n, 0 (X'X)'=/0 £ 0
0 0 n 0 0 &

ve

Zinil Yii Z.nil yli/ n
X'y= ZinilyZi ' b:(xlx)_lxlyz ZZlyZi/nz

Z:El Ysi Zril Ysi /n3

sonuclarini verir. Bu nedenle, Kkitlelerin her biri i¢in en kiigiik kareler tahminleri bu

kitleden alinan 6rneklemin ortalamalar1 anlamina gelir.

~_ 1 4
ﬂi_nigyij

Bu durumda t'g formundaki paramatrelerin lineer fonksiyonlari, t'b kullanilarak
tahmin edilir. Ornegin g4 — 1, fonksiyonu

1 N 1 Ny
_Zyli __Zyzi

N, o n, i

ile tahmin edilir. Hatalarin 0 ortalamali ve o varyansh normal dagilima sahip

oldugu standart varsayimi, tim Kitlelerin ortak bir o’ varyansmna (fakat farkl
ortalamalara) sahip oldugu baglaminda yorumlanir. Bu varyans i¢in standart tahmin

edici

 _YY-YX(XX) XY yty-y'Xb
n-p n-3

S

bi¢iminde ifade edilir. O halde
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2 Yul/ny
R PO PIATED WSS IS IRALS
2 Ya /s

yazilabilir. Bu ise s? bireysel popiilasyon varyans tahmin edicisi olmak iizere

(DS (n,-D)s (0 D))
(n,—1)+(n,-1)+(n, -1)

karma varyans olarak yazilabilir ve 6te yandan

o_ 1§
S = n _1;()’” Zym)

|kl

esitligine ulasilir. Genellikle eksik rankli bir modeli tam rankli bir modele yeniden
parametrelendirmek miimkiindiir. Bununla beraber, arzu edilen her zaman bu
degildir. Tek yonli simiflandirma modeli i¢in, yeniden parametrelendirilmis Kitle

ortalamasinin giizel bir yorumu vardir. Fakat bu her zaman miimkiin degildir.

Ornek 3.4. Faktorlerin her bir kombinasyonundan bir érnekle ve her bir faktoriin iki

diizeyiyle iki yonlii siniflandirma modelini (etkilesimsiz) goz 6niine alalim.
Yy =u+t+p+g, j=12.

Bu modeli daha genel olarak ileride galisacagiz. Bu model i¢in tasarim matrisi

A Y
= = O O

1
0
1
0

o O - -
. O +— O

bi¢imindedir. Birinci siitunun sonrasindaki iki siitunun toplami oldugu agiktir bundan

dolay1 X in ranki en ¢ok 4 olur. Bununla beraber, ikinci ve {igiincii siitunlarin toplami
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dordiincii ve besinci siitunlarin toplamina esittir ve boylece r(X)=3 tir. Bu ise

yorumlanabilirligi daha zor yapan iki parametreyi kaldirmak zorunda oldugumuz
anlamina gelir. Neyse ki, modelimizi yeniden parametrelendirmek zorunda degiliz,
eksik rankli modeller i¢in teori gelistirebiliriz. Teorimizin baslangi¢ noktasi (tahmin
edilebilecegi gibi) daha ¢ok lineer cebirdir. Bu kez kosullu terslerin kavramlarini

tanitacagiz.

Tammm 3.1. A nx p tipinde bir matris olsun. A® pxn matrisine A i¢in bir sartl ters

denmesi i¢in gerek ve yeter sart
AA"A=A
olmasidir. Dikkat ettigmiz ilk sey A nin tekil olmayan ve kare matris oldugudur. Su

halde A™ = A° dir. Bu yiizden sartli tersler, alisilmus terslerin kare olmayan ve tekil

matrisler i¢in bir genisletilmesidir.

Ornek 3.5.
2 4 2 0 1 O
A=|1 0 1|, A=|? -1 0
31 =2 0O 0 O

2 4 270 1 0|2 4 2
AAA=|1 0 -1|l¢ -1 0|1 0 -1
31 -2/0 0 0f]3 1 -2

olacaktir. Bundan dolay1 A, A i¢in sartli terstir. Ayrica

0 1 O
A=0 31
0O 0 O
alinirsa
2 4 211 0 -1 2 4 2
AAA=|1 0 1|0 1 1|=|1 0 -1|=A
31 -2|]|0 0 O 31 2



olarak da gosterilebilir. Buradan A, de A i¢in bir sarth terstir. Bundan yiizden sartli

tersler tek degildir. Bu A nin sarthi tersini konusma nedenimizdir. Elbette A tekil
degildir, o halde sarth ters essiz olarak alisilmig terstir. Bunu yukaridaki 6rnekte A
nin tekil oldugunu gostermek i¢in kullanabiliriz. Bir kare matrisin alisilmis tersinin
olmasi i¢in, o tekil olmama denen diger sartlar1 saglamalidir. Bununla beraber bu,

sartli terslerin bir durumu degildir.

Teorem 3.2. A, nx p matris olsun. Bu takdirde A nin sarth tersi vardir.

Ispat. A matrisi r rankli bir matris olsun. Bu takdirde A iizerinde

i

formuna indirgemek i¢in bir dizi elemanter satir ve siitun operasyonlar1 (carpma,
transpoz, ek) gerceklestirmek miimkiindiir. Eger satir ve siitun operasyonlarinin

matrisleri P ve Q (tekil olmayanlar) olarak ifade edilirse, 0 zaman
PAQ=B

yazilabilir. Simdi

8

pxn matrisini goz Oniine alalim. Burada 0’lar uygun sekilde boyutlandirilmistir.
BB'B =B oldugunu gérmek ¢ok zor degildir, bu yiizden B', B nin sarth tersidir.
Ote yandan P ve Q tekil olmadigindan, A=PBQ™" dir. O halde,
A(QB ' P) A=P'BQ'QB'PP'BQ™

=P'BB'BQ™*

=P'BQ'=A
yazilabilir. Bu nedenle QB'P matrisi A igin bir sartli terstir ve dolayisiyla A matrisi
bir sarth terse sahiptir.

Bu durumda bir sartli tersi nasil buluruz? sorusu akla gelebilir. Yukaridaki teorem bir

yol gosterir fakat bunun daha kolay bir yolu asagidaki algoritmadaki gibi verilebilir.
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1. Anm tekil olmayan ve r(A)xr(A) boyutlu bir M minériinii bulunur.

N

M™ ve (M‘l)' matrisleri bulunur.

A matrisinde M yerine (M 71)' yazilip diger girdiler sifirlala yer degistirilir.

w

4. Sonug¢ matrisinin transpozesi alinir.

Ornek 3.6. Yukaridaki ornekte verilen

matrisini g6z oniine alalim. Bu durumda r(A)=2 oldugu goriilebilir. Bu yiizden

o

2x 2 minorini alalim. Buradan

LA B

baslica

ve
0 2 0] [o 1 0
A=[1 -1 0|=[2 -1 0
0 0 0] |0 0 O

elde edilir. Bu onceki ornekteki A sartli tersidir, bu yiizden onun ise yaradigi
goriilmiis olur. Diger yandan, eger sol alt 2x2 mindrii alirsak devam eden islem bize

A, yi verir. Bu yiizden bu iglem sartl tersten fazlasini iiretebilir.

Sartli ters asagidaki Ozellikleri saglar. N> p>r olmak iizere; A matrisi r rankli

nx p tipinde bir matris olsun. Bu takdirde
e A°A ve AA® idempotenttir,
. r(AA°)=r(ACA)=r,
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. (H)=(aY.
o A=A(A'A)(A'A) ve A'=(A'A)(A'A) A,

e | —A°A idempotenttir.

o A(A'A)c A' tektir, simetriktir ve idempotenttir,

o r(A(AA)S A=,

e I-A(A A)C A’ tektir, simetriktir ve idempotenttir,

o r(1-A(AA) A)=n-r

dir. Gergekten 6rnegin,

[A(AA) A |'= Al (AA) A= A[(A'A) T A
=A(A'A) A
A(A'A) A'A(A'A) A'=[ A(A'A) A'A|(A'A) A
=A(A'AY A
oldugu agiktir. Simdi normal denklemleri gzme problemine donelim. Sistemi
kurdugumuza gore
X'Xb=X"y

normal denklemlerini ¢dzmeyi deneyebiliriz. Once bir ¢dziime sahip olduklarindan

emin olmaliy1z.

Teorem 3.3. Ax=g sisteminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart [A| g] nin

rankinin A nin rankina esit olmasidir.

Ispat. (<): r([A| g])zr(A) oldugunu farz edelim. Yani g yi eklemekle rankin

etkilenmedigini varsayalim. Bu durum g nin A nin siitunlarinin bir lineer

kombinasyonu oldugu anlamina gelmelidir. Bu nedenle

X8 +Xa, +-+Xa, =g
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olacak sekilde hepsi sifir olmayan X, X,,...,X, sabitleri vardir. Burada & ler A nin

I—yinci slitunudur. Fakat eger biz bunu matris notasyonuna gevirirsek

X:[X1 X, - Xp]'
olur ve bu durumda bu tam olarak Ax =g sistemidir. Bu nedenle sistem tutarlidir.
Teorem 3.4. y = X 8+ ¢ bir lineer model olsun. O halde

X'Xb=X"y
normal denklemleri tutarlidir.

Ispat. I’(X ‘X ) < I’([X XX y]) oldugu aciktir, ¢iinkii bir siitun eklemek lineer

bagimsiz siitun sayisini azaltamaz. Bununla birlikte Onceki rank o6zelliklerini

kullanarak

r([X X 1xy])=r(X[X1y])
r(X")=r(X'X)

IN

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle
r([X'X[X'y])=r(X'X)

dir ve dnceki teorem normal denklemlerin tutarli oldugunu gosterir. Su halde normal
denklemlerin bir ¢6ziime sahip oldugunu biliyoruz, dolayisiyla onu bulmak i¢in sartl

tersleri kullanalim.

Teorem 3.5. Ax=g bir tutarli sistem olsun. O halde A°, A nin sartli tersi olmak

iizere A°Qg sistem igin bir ¢oziimdiir.
Ispat. Ax =g oldugundan,
AA°g = AA°Ax=Ax=g
dir. Bu nedenle A°g sistemi ¢ozer. Bu teoremden goriiriiz ki

b=(X'X) X'y
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herhangi sarthi ters i¢in normal denklemleri ¢ézer. Bununla beraber, eksik rankli

modellerde farkli sartli tersler farkli ¢6ziimlere neden olabilir.

Ornek 3.7. Belli bir lineer model icin

2 11 14
X'X=/11 0|, X'y=|6
101

alabm. Bu durum potansiyel olarak, her bir smiftan bir ornekle iki—yo6nlii

simiflandirma modelinden kaynaklanabilir. Burada

110
X =
Lo

dir. O halde normal denklemler

b 14
b |=| 6
b

o

R RN

1
1
0

o T =

seklindedir. X'X in son siitunu ilk iki tanesinin toplami oldugundan, X 'X tam

rankli degildir. Bununla beraber, ilk iki siitun birbirinin kati olmadigindan,
: L - - , 21
r(X'X):2d|r. X'X in bir sarth tersini bulmak i¢in, tekil olmayan 11

mindriinii kullanarak algoritmay1 uygulayalim. Bu bize

1 -10
(X'X) =|-1 2
0

sartl tersini verir ve boylece

1 -1 0][14] [8
b=(X'X)' X'y=|-1 2 0}/ 6|=|-2
0 0 0J8] |0

10
elde edilir. Bununla beraber, L J minoriini kullanmak
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0 0O
(X'X)' =0 1 0
0 01
verir Ki bu da
0 0 0}{14 0
b=(0 1 6 |=|6
0 0 118 8

¢Oziimiinii verir. Bu ¢dziimlerin ikisi de normal denklemleri ¢ézer ve aymi Olgiide

gecerlidir. Bu eksik rankli modellerde bir problemdir.

Ornek 3.8. Ornek 3.1 i tekrar gz dniine alalim.

O O W w
o W o w
w O O Ww

olur ve boylece sartli ters

0000
. lotroo
(XX):oo%o

0001

seklinde alinabilir. Ayrica

303.3
105

" 11179
80.4

X'y

matrisini de hesaplayabiliriz. Sartl tersleri kullanmak bize normal denklemler i¢in
0
c 35
b=(X'X) X'y=
( ) y 39.3
26.8
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gibi bir ¢éziimii verir ama bu tek ¢oziim degildir. Aslinda, eger model eksik rankl

ise normal denklemler sonsuz sayida ¢dziime sahiptir.

Teorem 3.6. Ax=g bir tutarli sistem olsun. O halde z keyfi bir px1 vektor olmak

uzere
x=A'g+(1-AA)z
sistemi ¢ozer.
Ispat. A°g nin sistemi ¢6zdiigiinii biliyoruz ve bu nedenle
AX = A[A°g +(1- ACA)z]
= AN°g +(A— AAA)z
=g+(A-A)z=¢g
yazabiliriz. Normal denklemler i¢in bu
b= (X" X)X "y+[1-(X"X)" XX |2
formunda herhangi vektor de denklemi saglar anlamina gelir.

Ornek 3.9. Omek 3.7 de normal denklemlerin bir ¢dziimii [8 -2 0] idi. ilk

bulunan sartli tersi kullanarak

1 -10]211] 10 1
(X'X)'X'X=|-1 2 0[|1 1 0|=0 1 -1
0 0 01 01| |00 O

elde edilir. Ote yandan keyfi olarak z=[1 1 1]' vektoriinii alahm. Bu durumda

normal denklemlere diger bir ¢6ziim

8 1 00| (1 0 1|1 7
b=/-2|+/|0 1 0|-|0 1 -1||/1|=
0 0 0 1] |0 O 0|1 -1

olarak bulunabilir.
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Ornek 3.10. Ornek 3.1 de sartl1 invers, bize

0000

. 1100
(X'X)X'X =

1010

1001

oldugunu verir ve boylece normal denklemlere diger bir ¢dziim

0 1000][0000 1
35 0100/ |12100 34
“1393]"l0o 0 1 0| |1 01 ofl-1]7|383
268| |[0 0 0 1] |1 0 0 1) 0] |258

olarak alinabilir. Yukaridaki teoremin karsiti da dogrudur, yani sistemin biitiin

¢Oziimleri bu formda aciklanabilir.
Teorem 3.7. Ax=g tutarli bir sistem olsun ve X, sistemin herhangi ¢6ziimii olsun.
Bu durumda z = X, olmak iizere
X, =Ag+(1-A°A)z
dir.
Ispat. x, sistemin bir ¢oziimii oldugundan,
Ag+(1-AA)z=Ag+(1 - A°A)X,

= A°g + X, — A"Ax,
=A"g+x,—A'g =X,

yazilabilir. Normal denklemler i¢in bu ise herhangi bir (X 'X)C sartll tersi igin
herhangi bir ¢6ziimiin

b=(X"X)" X y+[1-(X"X)" XX |2
olarak ifade edilebilecegi anlamina gelir.

Ornek 3.11. Ornek 3.7 de ¢dziimii orijinal sarthi tersi kullanarak

b=[8 -2 0f
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seklinde bulmustuk. Fakat ayrica
b,=[0 6 8

¢Ozlimiinii ortaya koyan

(X'X), =

o O O
o — O
= O O

sarth tersini de dikkate aldik. Teoremi kullanarak, ilk ¢oziim, ikinci ¢dzim

bakimindan

b, = (XX ) Xy +(1=(X"X); XX )2
0] (f1 0 0] [o 0 o]f2 1 1]\ 8
~16|+/{0 1 0|-|0 1 0||1 1 of|-2
8] ([0 0 1] o0 1][1 0 1])j0O
0] [1 0 o][8] [8

—16|+|-1 0 0||-2|=|-2
8] |-1 0 0]l0] [0

olarak yazilabilir.

Simdi normal denklemleri nasil ¢6zecegimizi biliyoruz, dahasi onun i¢in tiim
¢oziimleri nasil bulacagimizi da biliyoruz. Fakat hangi ¢oztiimii istiyoruz? Hangisi en
Iyisi? Bu sorularin yaniti hepsinin ayni 6lgiide gecerli oldugudur. Fakat bu ise

parametreleri asla tahmin edemeyecegimiz anlamina gelir.

Bununla beraber en azindan keyfi olmayan bir sey var. O da tepkime degiskeni y nin
degeridir. Hangi parametrenin tahmin edilecegi fark etmez, Y asla degismeyecektir.
Aslinda, normal denklemler i¢in hangi ¢6ziimi kullandigimiz fark etmeksizin
parametrelerin daima ayni degerde tahmin edilebilecek lineer kombinasyonlari
vardir. Bu lineer kombinasyonlara tahmin edilebilir deriz. Tahmin edebilecegimiz
tizere, tahmin edilebilir kombinasyonlar bir nevi tepkime degiskeniyle
iligskilendirilebilir.

Tanmm 3.2. y = X 8+ ¢ bir lineer model olsun. Eger E[c'y]=t"/ olacak sekilde bir

¢ vektorii varsa, bir t'f fonksiyonuna tahmin edilebilirdir denir. Ona bakmanin

122



diger bir yolu bir t'S lineer yansiz tahmin edici olmasidir. Simdi, tahmin

edilebilirlik i¢in baz1 esdeger sartlara bakalim.

Teorem 3.8. & 0 ortalamali ve o°l varyansh olmak iizere, y= X S+¢ bir lineer
model olsun. O halde, t'f# nin tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X' Xz =t lineer sisteminin bir ¢dziimiiniin mevcut olmasidir.

Ispat. (<) z, X'Xz=t nin bir ¢éziimii olsun ve ¢ = Xz, koyalim. Buradan

E(C'Y)=E(z,'X'Y)=2,' X 'E(y) =2,' X "X B=t' 3
olup, t' g tahmin edilebilirdir.

Ornek 3.12. Iki-sinif 6rnegimizi gdz dniine alalim. Bu durumda

elde etmistik. Ote yandan S, — 3, parametrelerinin kombinasyonunu diisiinelim. Bu

t=[0 1 -1

olmak tizere t' S ya karsilik gelir. Simdi

2 1 1)z 0
11 0(z|=[1
10 1z |1

sistemi i¢in bir ¢6ziim ariyoruz. Basit bir diisiince gosterir ki ¢6ziim z, =0, z, =1,

Z, =1 dir ve bundan dolay1 S, — £, tahmin edilebilirdir.

Teorem 3.9. ¢ 0 ortalamali ve &l varyansh olmak iizere, y= X +¢ bir lineer

model olsun. O halde, t'/# nin tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ' X

in herhangi sartli tersi igin t'(X ' X)X 'X =t" olmasidur.
Ispat. (&) t'(X'X)*X'X =t' oldugunu farz edelim. Boylece
XX((X'X))'t=X"X(X"X)t=t
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yazilabilir. Bu ise (X 'X)‘t nin X'Xz=t sisteminin bir ¢6ziimii oldugu anlamina

gelir ve bu nedenle bir 6nceki teoremden t' S nin tahmin edilebilir oldugu goriiliir.

(:>) t'# nin tahmin edilebilir oldugunu farz edelim. Bir o6nceki teoremden,

X'Xz=t sisteminin bir ¢6ziimii vardir. Sarthi tersi kullanarak bir ¢oziimiin

z =(X"X)°t oldugunu biliyoruz. Diger bir deyisle,
X' X(X'X)t=t
dir ve yukaridaki gibi transpozlar alarak, t'(X ' X)X 'X =t"' oldugu gériiliir.

Ornek 3.13. Burada yine 6nceki 6rnegi goz dniine alalim. Bunun icin

1 -10
(X'X)=/-1 2 0
0 0

sarth tersini alalim ve t=[0 1 -1]' a karsilik gelen aym B —f, esitligini goz

ontine alalim. Bu takdirde

1 -1 0]2 11
t'(X'X)YX'X=[0 1 -1/-1 2 0||1 10
|0 0 01 01
10 1
=[0 1 -1j0 1 —1}
0 0 0
=[0 1 -1=t'

oldugu goriilir ve bu nedenle yine B —/f, nin tahmin edilebilir oldugu goriiliir.

Diger yandan t'f=f3, olacak sekilde t=[1 0 0] vektorini aldigimizi farz
edelim. O halde

1 -10]2 11
(XX X'X=[L 0 0]|]-1 2 0[[1 1 0
0 0 0J[1 01
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10 1
=[1 0 0]]0 1 -1
00 O

=[1 0 1]=t’
elde edilir, boylece f, tahmin edilebilir degildir.

Ornek 3.14. Karbon ayirma o6rnegine (Ornek 3.1) geri dénelim. Cesitli karbon

ayirma uygulamalarinin onemli Olglide farkli anlamlara geldigini gérmeye 1ilgi
duyuyoruz. Bunu test etmek i¢in, 7,—7, ve 7,—7,; niceliklerine bakalim. Eger

bunlarin ikisi de 0 ise, 0 zaman uygulamalar aynidir. Bu durumda

0000

. 1100
(X'X)X'X =

1010

1001

elde edilir ve katsay1 vektorleri

seklindedir. Buradan

t'(X'X)X'X=[0 1 -1 0] =[0 1 -1 0]

N =)
O O — O
o O O
O O O

olacaktir ve bundan dolay: t,' # =z, — 7, tahmin edilebilirdir. Ote yandan

£ (X'X)’X'X=[0 1 0 -] [0 1 0 -]

O Ok O
o b O O
R O O O
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olur ve bundan dolay1 t,' =17, —7, de tahmin edilebilirdir. Tahmin edilebilirlik
tanimin1 kullanarak hangi sarth tersi kullanirsak kullanalim tahmin edilebilir bir
nicelik i¢in ayni1 tahmini tiretecegimizi ispat edebiliriz. Bunu ilk olarak bir yardimci
lemma ifade edelim.

Lemma 3.2. ¢ 0 ortalamali ve &l varyansh olmak iizere, y= X +¢ bir lineer
model olsun. Herhangi bir t' 4 tahmin edilebilir fonksiyonu i¢in en iyi lineer yansiz

tahmin edici, z X' Xz =t sisteminin ¢6ziimii olmak {izere z'X 'y dir.

Teorem 3.10. (Bir Gauss-Markov Teoremi): & 0 ortalamali ve o°l varyansh olmak

tizere, y= X +¢ bir lineer model olsun. t'S nin tahmin edilebilir oldugunu farz
edelim. O halde, X'Xz =t sisteminin herhangi ¢6ziimii t'/ i¢in ayni tahmini verir.

Dahasi, bu tahmin b normal denklemlerin herhangi ¢oziimii olmak iizere t'b

seklindedir. Sonug olarak bu tahmin bir en iyi lineer yansiz tahmin edicidir.

Ispat. X'Xz=t sistemi igin z, ve z, olarak iki ¢dziime sahip oldugumuzu farz

edelim. Ayrica b,

X'Xb=X"y
normal denklemlerinin herhangi ¢6ziimii olsun. Bir 6nceki lemmadan, t'/£ nin en iyi
lineer yansiz tahmin edicisi

2,'X'y=12,"X"Xb=(X"Xz,)'b=t'b
olacaktir. Benzer olarak,

,'X'y=t'b=2,"X"y
yazilabilir. Bu, en iyi lineer yansiz tahmin edicinin tek ve t'b ye esit oldugunu
gosterir.

Ornek 3.15. iki—sinif 6rnegine yeniden bakalim. Daha énce B, —/, nin tahmin
edilebilir oldugunu gostermistik. Ayrica normal denklemlerin ¢éziimiiniin

/
H

b=[8 -2 0], b=[0 6 8§
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vektorlerini igerdigini de biliyoruz. Eger £, —/f, yi tahmin etmek istersek bu

durumda
8
t'b=[0 1 —1] 2|=-2
0

yi kullaniriz. Bununla beraber, Teorem 3.10 dan

0
thy=[0 1 -1]/6|=-2
8

yi de kullanabiliriz. Bu tahminin bir dncekiyle ayni olmasi bir rastlanti degildir.
Teorem gosterir ki, normal denklemlerin herhangi bir sartli ters kullanilarak elde
edilen herhangi bir ¢6ziimii, tam olarak ayni tahmini ortaya koyar. Diger bir deyisle,
tahmin edici tektir.

Ornek 3.16. Ornek 3.1 e bakalim. Daha 6nce 7, -7, Ve 7, —7, iin tahmin edilebilir

oldugunu gostermistik. Onlari sirastyla

t'b=[0 1 -1 0][0 35 39.3 26.8] =-4.3

ve

t,’b=[0 1 0 -1][0 35 39.3 26.8] =82

vasitasiyla tahmin edebiliriz. Gauss-Markov teoremi gosterir ki b yi hesaplamak
icin hangi sarth tersi kullanirsak kullanalim, bu tahminler hep aym kalacaktir.
Tahmin edilebilirligi tanimladigimiza goére hangi niceliklerin tahmin edilebilir
oldugunu ve hangilerinin olmadigin1 bilmek de isteriz. Kesinlikle tahmin edilebilir
olan ilk nicelikler y nin bilesenleridir ¢iinkii neticede bu tahmin edilebilirligi nasil

tanimladigimizdir.

Teorem 3.11. y= X B +¢& bir lineer model olsun. Bu takdirde, X # nin bilesenleri

tahmin edilebilirdir.
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Ispat. E[y]=X/ oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, tahmin edilebilir fonksiyonlari

elde etmek i¢in X 8 y1

vektorlerinin her biriyle ¢arpabiliriz. Fakat bunlar X £ nin bilesenleridir, bu ylizden

X £ nin bilesenleri tahmin edilebilirdir.

Ornek 3.17. Ornek 3.1 i gz 6niine alalim.

111111111 P
x|t 1000000 g
000111000 ,
000000111 7,

vektorlerine sahibiz. S parametre vektoriinii tahmin edemeyecegimizi daha 6nce
gostermistik. Bununla beraber, bu modeldeki etkinin ger¢ek miktarlar, {ig
uygulamadan tepkilerin ortalamasidir. Bunlar y¢+7,, u+7, ve u+t, seklindedir.
Bu durumda

,u+11:[1 10 O]ﬁ

,u+z'2=[1 01 O]ﬂ

,u+73:[1 0 0 1],3
oldugunu ve bunlarin her birinin X £ nin bilesenleri oldugunu gorebiliriz. Bu

nedenle, onlar tahmin edilebilirdir. Bunlart b normal denklemlerin herhangi ¢6ziimii

olmak tizere, S y1 b ile yer degistirerek tahmin edecegiz. Aslinda, herhangi bir k
ile bir siniflandirma modelinde x+7; her zaman tahmin edilebilirdir. X4 nm

elemanlarmin tahmin edilebilir oldugunu biliyoruz. Bundan baska eger tahmin
edilebilir nicelikleri lineer bir bigimde kombine edersek, sonu¢ tahmin edilebilir

olmalidir.

Teorem 3.12. t'B,t,' B,....1, ' B tahmin edilebilir fonksiyonlar olsun ve

z=al ' p+at, f+-+at’'p
alalim. Bu takdirde z tahmin edilebilirdir ve z igin en iyi lineer yansiz tahmin edici

128



at'b+at,'b+---+at.'b

dir.

Ispat. Tanimdan
z=(at +at, +--+at)' s

yazilabilir. Bu durumda tiim fonksiyonlar tahmin edilebilir oldugu i¢in,
(at, +ayt, +---+at ) (X' X) X'X
=at (X 'X) XX +at, (X X) X' X +-+at (X' X) X'X
=(at +at, +-+at)’

dir. Bu nedenle
z=(at, +at, +---+a,t)'b

tahmin edicisiyle z tahmin edilebilirdir. Birgok ¢alismadaki 6zel ilgi ¢eken sey, farkli
Kitleleri birbirine kars1 kiyaslamanin yoludur. Bu karsilagtirmalara sayisal bir deger
ermek icin Z:(:lai =0 olmak iizere ar,+a,7,+---+a,7, lineer kombinasyonlari
ortaya koyulur. Bu uygulama zitliklari, Kitleler arasindaki farkliliklarin daha iyi bir
tanimlamasini elde etmek amaciyla tiim tepkime ortalamalarinin etkilerini ortadan

kaldirir. Bir tek—yo6nlii siniflandirma modelinde, herhangi bir uygulama zitlig1 tahmin

edilebilirdir. Bunu, eger
L= +,7,+ -+ 7,

bir uygulama zitlig1 ise, bu takdirde

k
Z=) au+ar +a,r,+ o +ar,
i=1

=a, (u+7)+a,(u+7,)++a (u+7y)
nin, #+7; tahmin edilebilir fonksiyonlarinin bir lineer kombinasyonlar1 ve bu

yiizden kendi kendilerine tahmin edilebilir olduklarina dikkat ederek gosterecegiz.

Uygulama zithiklari arasindaki 6zel ilgi ¢eken sey bazi i# j i¢in 7; —7; formlarinin

zitliklaridir. Ciinkii
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T, -7, =(,u+ri)—(,u+z'j)

olup, bu i popiilasyonundaki tepkime ortalamasi ve j popiilasyonundaki tepkime
ortalamasi arasindaki farkliliktir. Eger i popiilasyonundan 6rneklem ortalamasi igin
Y, yazarsak, bu takdirde bu zithklari,
farkliliklara karsilik getirerek tahmin etmeyi beklerdik. Durumun gerceginde olan

gelistirmis oldugumuz teoriyi kullanarak gosterebiliriz. Bunu k=3 ve 7, -7, farki

icin yapalim. Bu durumda matrislerimiz

L Yan, i

Yi
Y12

yln1

Yau
Y2

Yon,

ySl
y32

oldugundan direk ¢arpim yaparak

elde edilir. Sartl ters algoritmasin1 X ' X in sag alt kosesinde uygulayarak

Zj:l Yij
Zj:l yZi

0

Y
(x%)' =
0

L Zj:1y3j

o

o O Al

Z;ZL Yi

0
0

1
ny
0

o O O

ETN

N
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elde etmek icin kullanabiliriz. Bu nedenle normal denklemlerin bir ¢6ziimii
b=(X"X)'X'y=[0 ¥ ¥, ¥]

seklindedir. Ote yandan 7,-7, yi [0 1 -1 0] olarak yazabiliriz ve bdylece

7, —7, nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi

[0 1 -1 O][O 71 72 73] = 71 - 72
olur. Eger diger herhangi bir sartli tersi alsaydik, ayni sonucu elde edecektik. Karbon
ayirma Orneginde 7, —7, Ve 7, —7, iin tahmin edilebilir oldugunu gosterdik. Bunlarin

ikisi de zitliklardir, bu yiizden tereddiit etmeden onlar tahmin edilebilirdir diyebiliriz.

Simdi eksik rankli modelde o yi tahmin etme problemine dénelim. Tam rankli

modelde & yi n érneklem biiyiikliigii, p parametrelerin sayis1 ve SS... hata kareler

Res

toplam: olmak iizere daha énce s*> =SS, /n—p ile tahmin ettik. Burada hata kareler

Res

toplami
SSre = (Y= Xb)'(y=Xb) = y | 1=X (X 'X)" X" ]y

dir. Simdi eksik rankli modeller i¢in karsilik gelen agiklamayr bulmak istiyoruz,
fakat burada agikca gorililyor ki (X 'X)fl mevcut olmadigindan o aynisi

olmayacaktir. Hata kareler toplamin1 halen

SSpes =(y—Xb)'(y—Xb)
olarak tanimlayalim. Burada b normal denklemlerin herhangi bir ¢6ziimidiir.
Onemli olan sey b degisebiliyorken Xb nin degismemesidir, ¢iinkii X # nimn

bilesenleri tahmin edilebilirdir. Bu nedenle SS, b nin se¢imine gore degismezdir.

Simdi, SS.. i¢in esdeger agiklama verebiliriz.

Res

Teorem 3.13. SS :y'[l —X(X'X)CX'}y dir.

Res
Ispat. b= (X ‘X )C X'y olsun ve X (X ‘X )C X'X =X oldugunu hatirlayalim. Bu
takdirde
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SSee =(y'—b'X")(y— Xb)
=y'y-2y'Xb+b'X'Xb
=Yy =2Y X (XX) Xy +y X (XX XX (X X)Xy
=y'y=2y' X(X'X) X'y+y' X (X'X) X'y

=y I=Xx (X X)Xy

olarak yazlabilir. Buradan o® igin bir tahmin ediciyi bulmak icin daha &nce
y y

gelistirilen kuadratik formlar teorisini kullanarak,

E[SSRQS]:E[y'(I —X(X'X)CX')yJ

=iz (1 =X (X X)X )o?+(XB) (1= X (X 'X) X)X

=iz (1 =X (X"X) X )0+ B'X X B= B XX (X'X) X "X B
=iz(1 =X (X"X) X o+ B'X ' X f= X "X B

=iz (1 =X (X"X) X )o”

oldugu goriliir. Ote yandan |—X(X'X) X' matrisinin simetrik ve idempotent
oldugu gosterilebilir ve boylece X in ranki r =r ( X ) olmak iizere,
E[SSpe]=r(1-X (X' X) X ")0” =(n=r)o?

dir. Bu bize asagidaki teoremi verir.

Teorem 3.14. X, r rankli ve &, 0 ortalamali ve oI varyansli olmak iizere

y=XB+¢ bir lineer model olsun. Bu takdirde &° icin bir yansiz tahmin edici

SSges /N—T bigimindedir.

Ornek 3.18. Karbon ayirma érnegine (Ornek 3.1) geri donelim. Uygun degerler
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1100 [ 35 ]
1100 35
1100 0 35
1010 39.3
35
Xb={1 0 1 0 =(39.3
39.3
1010 39.3
26.8
1001 26.8
1001 26.8
1 0 0 1 1 26.8 |
dir. Boylece hatalar
(346] [ 35 | [-0.4]

35.1| [ 35| | 0.1
35.3| | 35 | |03
38.8| [39.3| |-05
y—Xb=[39.0 |- 39.3|=| -0.3
40.1| [39.3| |08
26.7| |26.8| |-0.1
26.7| |26.8| |-0.1
27.0| |268] |02 |

dir. Bu ise SS.,, =(y—Xb)'(y—Xb)=1.3 anlamma gelir. Ote yandan X in rankinin

Res

3 oldugu kolayca gortilebilir ve boylece
s*=1.3/(9-3)=0.217
olarak hesaplanir.

Simdi de eksik rankli modelde aralik tahmini problemini ele alalim. Tam
rankli modelde, neyi tahmin edebilecegimizi tahmin etmistik. Siradaki adim,
tahminlerimiz igin giiven araliklarin1 denemek ve bulmaktir. Simdiye kadar ¢ hata
vektoriiniin normal dagildigini kabul etmemistik. Halbuki, giiven araliklarini bulmak

icin degiskenlerin dagilimlar1 hakkinda biraz fikre ihtiyacimiz vardir, boylece o
kabulii simdi yapacagiz. Tam rank modelde, bir normal degiskeni bir z?
degiskeniyle bolerek olusturulan bir t—dagilimi niceligi bularak giiven araliklarim

olusturduk. »* degiskeni n—p serbestlik derecesine sahip SS../c?® seklindeydi.

Res
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o’ terimi bilinmiyordu, fakat paydaki sifirlanmis baska bir o° terimi

hesaplayabilecegimiz bir seyler birakiyordu. Biiyiik olgiide ayni seyi eksik rankli

model i¢in yapabiliriz.

Teorem 3.15. &, 0 ortalamali ve o’l varyansh rasgele bir normal vektdr olmak

tizere y = X B+ ¢ bir lineer model olsun. Bu takdirde

(n-r)s® sS
0_2 B 0_2

Res

bir y* dagilimma ve n—r serbestlik derecesine sahiptir. Bu teoremin ispat1 tipki

tam rank model durumunda oldugu gibidir, bu yilizden onu tekrar etmeyecegiz. Bir
giiven aralig1 elde etmek igin adimlar tam rank durumundakine ¢ok benzerdir, fakat

iki kiiciik farklilik vardir. Ilk olarak, sadece tahmin edilebilir nicelikler icin giiven
araliklarini bulabiliriz. Ikincil olarak, (X 'X)_l tersini, (X 'X)c sarth ters ile yer

degistiririz. Diger biitin adimlar aymdir. Bu bize t dagilimini kullanarak, n—r

serbestlik dereceli t' S tahmin edilebilir nicelikleri i¢in
t'bEt,,syt'(X ' X)t

giiven araligini verir. Bu formiil tahmin edilebilir olmas1 kosuluyla 6zel parametreler

icin gliven araliklarini bulmak i¢in de kullanilabilir.

Ornek 3.19. Yine karbon ayirma 6rnegine (Ornek 3.1) dénelim. 7, —7, igin bir 95%

giiven araligl bulmak istedigimizi farz edelim. n—r =9-3=06 serbestlik derecesini

kullanarak
t=[0 1 -1 0], s?=0217, t,n, =245

elde edilir. Ayrica

0000
. lotroo
(XX):oo%o

0001

sarthi tersini kullanalim. Bu ise
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t'b£t,,syt'(X X )t

0 0 000
35 010 01

“[01 10 £2.45xJ0217x [0 1 -1 0] . °

[ Jl 303 g < Jo o1 o]
26.8 000 io

=-43+0.93= (—5.23, —3.37).

giiven araligini verir. Ozellikle 95% giiven araligiyla ilk karbon ayirma

uygulamasinin, ikincisi kadar etkili olmadig1 séylenebilir.

Ornek 3.20. Genel bir iic—yonlii siniflandirma modelinde 7, —7, zithgmin, ayr1 ayr

Y, — Y, kitle ortalamalarindaki fark ile tahmin edilebilecegi daha 6nce gosterilmisti.

Ayrica
0 0 0 O]
Y n% 0 0
=) (XX =g g L0
0 0 0 0 X+
oldugu goriiliir. Bundan dolay1
0 0 0 O]
0 + 0 0} 1 1 1
t'(X'X)t=[0 1 -1 0 X =—+—
( ) [ ]0 0 % 01l-1 n n
0 0 O n—13 0

elde edilir ve bu durumda giiven araligi

- = ,1 1
Y1_y2ita/zs n_1+n_2

olur. Eger X, , matrisi n<p rankma sahip ise, normal denklemlere tek bir B

p
¢Ozlimii yoktur. Bir ﬁ ¢Ozlimiinii bulmak i¢in {i¢ yontem ve Y ortogonal iz diistimii

vardir.

1. Bir (XX) genellestirilmis tersi kullanilir.
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2. Model, tam rankli modele indirgenir.

3. Tahmin edilebilirlik kisitlamalar1 koyulur.

Yontem 1. Bir (XX ) genellestirilmis tersini kullanalim.
Tamim 3.3. Eger AA A=A ve A"AA" = A" ise, A° bir yansimali g—terstir.

Lemma 3.3. f=(XX) XYifadesi XY =XXg normal denklemlerine bir

¢Ozimdiir.

Lemma 3.4. Y nin R(X) iizerine ortogonal izdiisimii, (XX) herhangi bir
genellestirilmis tersi igin, P = X (X X )7 X" olmak iizere, PY ile verilir.

Normal denklemleri

XY =XX2

=XX
= XX (XX) XX 3
= XX (XX) XXp
= XX (XX) XY (1 satirdan)

—_

olarak tekrar yazalim. Bu nedenle, ,é:(xx)*XY normal denklemlere bir

¢Ozlimdiir.

Lemma 3.5. Eger PXX =QXX  ise, bu takdirde PX'=QX" diir.
Ispat. Herhangi bir A matrisi i¢in eger AA'=0 ise bu takdirde A=0 dir.
(PX'=QX")(PX'=QX') =(PX'-QX")X (P-Q)
=(PXX -QXX)(P-Q) =0(P-Q) =0
dir ve bu nedenle PX'—=QX '=0 dir.

Teorem 3.16. Eger G ; X 'X in bir g-tersi ise, bu takdirde

1. G' de X'X in bir g-tersidir. Gergekten (X 'XG'X'X)'=X'XGX'X =X "X

dir. Buradan her iki tarafin tranpozesini alarak istenen sonug elde edilir.
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2. GXXG'; X'X in bir simetrik yansimali g—tersidir. Burada simetri aciktir. Ote

yandan GX'XG' ifadesinin X 'X matrisinin bir g—tersi oldugunu gostermek igin
XX (GXXG') XX =(XXGXX)GXX =(XX)GXX

elde edilir ki bu, yukaridaki (1) i kullanarak X 'X ¢ esittir. Bu nedenle X 'X in

GX'XG' niin bir g-tersi oldugunu gostermek igin,
GXXG'(XX)GXXG' = GXXG'(XXGXX )G

=GXXG'(XX)G' =G (XXGXX )G’
elde edilir ki bu, yine yukardaki (1) i kullanarak GX'XG' ye esittir.

3. (@) XXGX'=X"ve (b) XGXX =X dir. Gergekten XXGX'X =IXX dir ve bu
nedenle, XXGX'=I1X" Lemma 3.5 ten (a) gosterilmis olur. (b) yi ispatlamak igin,
(a) ve yukardaki (1) i birlestirelim. Buradan XXG'X'= X" diir. Simdi transpozesini

alarak ispat tamamlanabilir.

4. Diger herhangi bir H g-tersi i¢in, XGX'= XHX' diir. Gergekten (3) e gore,
XGX'X =X = XHXX dir. Lemma 3.5 i uygulamak sonucu verir.

5. XGX' simetriktir. Gergekten (XGX’)' = XG'X' diir. (1) den, G" de bir g-tersidir.

Bu nedenle, (4) e gore, XG'X'=XGX" diir.

X 'X in bir genellestirilmis tersini hesaplama problemini ele alalm. X; X den r

sayida lineer bagimsiz siitundan olugmak tizere, X =(X;, X,) olsun. Bu takdirde

X' X 1in bir genellestirilmis tersi

(XX} :((X;xl)‘l OJ

0 0

dir. Bu sonu¢ asagidaki lemmanin bir 6zel durumudur.

Lemma 3.6. W matrisi r ranka sahip olsun ve A matrisi tam r ranka sahip olmak

lizere,
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W {¢ o

olarak pargalanmis olsun. Bu takdirde W nun bir genellestirilmis tersi

-1
W- = A" 0
0 O
dir.

Ispat.
A B - A B A B
WW W = AT O = .
Cc b)jto o)\C D C CA'B
dir. Eger D=CA™'B ise, bu W ya esittir. Bu ni¢in dogru olmali? A matrisi r ranka

sahip oldugundan (W ile aynmi rankli oldugundan) dolayi, bu durum (B D)’ nin
herhangi bir siitunun, (A C)" nin situnlarinin lineer kombinasyonu olarak
yazilabildigini soyler. Yani herhangi bir F matrisi i¢in, (B D) =(A C)'F dir.
Ancak bu takdirde B= AF dir ve bu nedenle F = A™"B dir. Ote yandan D=CF
oldugundan D=CA™'B dir. Ayn1 zamanda R(X) fizerine izdiigiim matrisi igin,

daima
’ -1 !
P= Xl(Xlxl) X
yi kullanabildigimize de dikkat edelim. BSyle bir P matrisinin R(X,) {izerine bir
izdiisiim oldugunu ve ayni zamanda R(X;)=R(X) oldugunu biliyoruz.

Ornek 3.21. 2 gruplu bir — yonlii ANOVA:

Y 110 &y
Yo | (21 ol “] | &
= a, |+
21 1 &
; . T e ;
Y2n2 1 01 Ean,

dir. Bu durumda X in rank1 2 dir ve
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n n n,
XX=n n 0
n, 0 n,

dir. X; Xin ilk iki siitunu olsun. Bu takdirde

-1 1 =

(X/X )—1_ n.n _ 1 n.-n o n,
Y e on) mn-n?l-n, n ) |2 L4l
1 1 1 1 1 n, moon

dir ve boylece X 'X in bir genellestirilmis tersi

n'  -n' 0
(XX) =-n n*+n," 0
0 0 0

dir. Bu durumda normal denklemlerin bu genellestirilmis terse karsilik gelen IB

¢oziimi j=12,...,n olmak lizere,

TN D IR TR IR A Y,

B=|-n' nt+nt o0 DI T R

0 0 0 0
ZjYZj

olarak ifade edilir. Buradan Y y1 X 3 olarak hesaplarsak,

H
[N
. O
=<

|
|
S <] oeee o

H
o
N =
S<

elde edilir.

Lemma 3.7. rank(X)=r<p olsun ve (XX) matrisi (XX) in bir

genellestirilmis tersi olmak tizere P = X (X X )7 X" olsun. Bu takdirde,

(i) P ve | — P izdiisiim matrisleridir.
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(i) rank(1—-P)=iz(I-P)=n—r dir.
(i) PX = X dir.

ispat.

(i) Teorem 3.16 nin (5) kismina gore, P simetrik ve idempotentdir. G =(XX )7

olsun, bu nedenle P =XGX" diir. Bu takdirde Teorem 3.16 nin (3a) kismina gore
P? =(XGX")(XGX') = (XG)(XXGX") = XGX'

dir.

Bu nedenle, P simetrik ve idempotentdir ve bundan dolay1, bir izdiisiim matrisidir.

Bu takdirde | —P nin de simetrik ve idempotent oldugu kolayca goriiliir.

(ii) Izdiisiim matrisleri igin rank =iz oldugunu biliniyor.

(iii) Teorem 3.16 nin (3b) kismina gore, PX = XGXX = X dir.

Yontem 2. Modeli tam rankli modele indirgeyelim. X, matrisi X in r sayida lineer
bagimsiz siitunundan olugsun ve X, matrisi de geriye kalan siitunlardan olussun. Bu

takdirde X, in siitunlar1 X in stitun uzaymi gerdiginden, bir F i¢in, X, = X;F dir.

X =(Xy, X, )= (Xy, X,F) = X, (1.0, F)

rxr?

yazalim. Bu ise rank (K )=r ve rank(L ): I olmak iizere, X = KL ¢arpiminin

rxp
bir 6zel durumudur. Bu genel notasyonu kullanarak,
E[Y]=XB=KLB=Ka

yazilabilir. Bu nedenle, lineer modeli tam rankli bir modele yeniden parametrelemis

oluruz. K tam ranka sahip oldugundan, o nin en kiigiik kareler tahmini
a=(KK)'KY
ve

-1

Y=Ka=K(KK) KY
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olacaktir. Bu nedenle, P=K (K'K )71 K" alimir. Eger K = X, ise, bu bize daha 6nceki
P=X,(X;X,)" X/ ifadesini verir.

Ormnek 3.21 e gore X in iigiincii siitunu birinci siitun eksi ikinci siitundur. Bu nedenle

F=@ -1)' dir. Buradan

X =(X X F)=x[5 01
R (I R |

|
L

yazilabilir. & =L olmak tizere E(Y)= X =KLf =Kea dir. Buradan

a=(K'K) K'Y

_(” ”1}4 ZjY11+ZjY21 _[nzl -n;’ ]_1 Zlei+ZjY21 _[ Y, J
n n Zlej _ngl n£1+n£l Zlej Y_l__Z

Y=Xa=(Y,

=<
o<
o<
SN—

elde edilir.
Yontem 3. Tahmin edilebilirlik kisitlamasimi koyalim. g y1 bir tek sekilde
belirlemek, yani, herhangi bir Y e R(X) icin ﬁ’ nin bir tek oldugunu belirlemek i¢in
B tuzerine H,, B =0 bi¢iminde s=p—r sayida kisitlamayr koyalim. Bu takdirde,
X ,B =Y ve H ,@ =0 denklemlerini saglayan bir tek ,B vardir. GOriintii diizeni i¢in
“sapkalar1” diistirelim. Bunu

(Y 0)=(X H)B=Gp

olarak yeniden yazabiliriz. Hangi sartlar altinda amacimizi basariyla tamamlariz?
(Y O)' =G/ i¢in ne zaman bir tek ¢6ziim vardir? Bu sorunun cevabini bir sonraki

lemmada verecegiz.

Lemma 3.8. Bir tek ¢6ziimiin var olmasi igin gerek ve yeter sart G nin p ranka

sahip olmasi1 ve H nin satirlarinin X in satirlarindan lineer bagimsiz olmasidir.
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Ispat. Her Y e R(X) igin bir # ¢dziimii meveut olmast igin gerek ve yeter sart her

(Y 0)'eR(G) ve her ueR™ igin G'u=0=(Y O)u=0 olmasidir. Bu

durumda (Y 0)'=GF oldugundan, (GF) u=F'G'u=F'0=0 olacaktir. Bu ise

ool omrofy )

esitligine esdegerdir, yani
XUy, +Hu, =0=herY eR(X)icin, YU, =0

= her a igin, (Xa)'ux =0
= XUy =0 Xty +HU, =0 X, =0ve Hu, =0

dir. Bu tami tamina X in satirlarinin H nin satirlarindan lineer bagimsiz oldugunu

sOyler. Coziimiin bir tek olmasi igin gerek ve yeter sart G nin siitunlarinin lineer

bagimsiz olacagidir, yani rank (G)= p olacagidir.

Sonug 3.1. Bir tek ¢dziimiin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin p ranka ve

H nin s= p—r ranka sahip olmasidir. # y1 tahmin etmede bu yontemi kullanmak

icin Y =X y1ve HB =0 yi, yani
X'XB=X'Y ve H'HB=0
artirilmis normal denklemlerini ¢ozeriz. Bu esitlikler birlikte
(XX +HH)A=(G'G)s=XY
esitligini verir. Bu durumda ¢6ziim
f=(G'G)" XY
ile verilir ve dolayisiyla P =X (G'G )_1 X' olmak iizere,
Y =Xp3=PY

dir. Simdi Yontem 3 i 6rnek 3.21 e uygulayalim. Bu durumda
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Y7
HB=(011) & |=0

a,

n n/2 n/2
GG=|n/2 n2+1 1
n/2 1 n/2+1

n+4 1 1

4 4 4
(G'G)*lz _1 n+4 n-4
4 4n 4n
_1 n-4 n+4
4 4n 4n

Y.
f=(G'G)" XY = -Y,)

dir. # nin o, +a, =0 kisitlamasin sagladig1 agiktir. Yine,

A A —_

YZX[)’Z(YL e Y, Y, e Vz)
elde edilir.

Yontem 3%. Farkli olarak uygulanan belirlenebilirlik kisitlamalar1 koyalim. Bunun
icin, bes gruplu bir yonli ANOVA Orne8ini goz Oniine alalim. Burada
a,+a,+a;+a, +a; =0 kisitlamasmi kullandigimiza dikkat edelim. Bu ornekle

aciklayacak oldugumuz, bir tam—rankli modeli formiillemek igin, bu kisitlamayi
kullanabiliriz. Bu nedenle bu yontem, yontem 2 ve ydntem 3 arasinda

diistiniilmelidir. Bes grubun her birinden bir “tekrarlamay1” bes gézlemi goz Oniine
alalim. u,a,,a,,05,0, (ancak a, degil ) icin X tasarim matrisi bes siituna (altinci

stitun yok) sahip olacaktir. Yani
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11 0 0 O
1 0 1 0 O
X=/10 0 1 0
1 0 0 0 1
1 -1 -1 -1 -1

dir. Bes gruptan gozlem i¢in X in satinn oy = -, —a, —a, —, 1 kullanarak elde

edilir.

Eger X r < p ranka sahip ise, normal denklemlere bir tek ¢6ziim yoktur. Bir ﬁ

nxp !
¢oziimiinii ve Y ortogonal izdiisiimiinii bulmak icin ii¢ yola sahibiz:
1. Modeli tam rankli bir modele indirgeme.
2. Bir (X X )7 genellestirilmis tersini bulma.

3. Belirlenebilirlik (tahmin edilebilirlik) sinirlamalarini koyma.

Tam rankli modele indirgeme metodunu asagidaki gibi agiklayabiliriz. X,, X den r
sayida lineer bagimsiz siitunlardan olugsun ve X, geriye kalan siitunlardan ibaret

olsun. Bu takdirde X, = X,F dir, ¢linkii X, nin siitunlari, X, in siitunlarma lineer

bagimlidir. Bu nedenle

X =(Xy, X, )= (Xy, X,F) = X, (1,0, F)

rxr?

dir. rank (K )=r ve rank(erp):r olmak {izere, bu; X =KL nin bir ozel

durumudur. Bu durumda
E[Y]=XB=KLB=Ka

dir. K tam ranka sahip oldugundan, o nm en kigik kareler tahmini

a=(KK)"KY ve ortogonal izdiisim Y =Kd =K (KK) KY dir. Bu nedenle,
P=K(KK) K, yani P=X,(X/X,)" X; dir.

Ornek 3.22. (2 — gruplu bir — ydnlii ANOVA)
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Y 110 én
7
Y. 1 £
| o |+
&
21 a, :21
Yo, 101 Eon,

X, Xin ilk iki siitunundan olussun. Bu takdirde

101
XzXlOl_

ve

olmak tizere X = X, dir. Bu takdirde

d_(n nlj_l ZjY1j+ZjY2j _(nz_l —n,"* ]_l Zlei+ZjY21
n n Zlej —n2—1 n1—1+n2‘1 ijlj

Y,

(5%

dir ve bu nedenle, Y = X,a= (Yl,,...,Yl,,Yz_,...,Y_Z' )' olacaktir. Ote yandan

n n n,
XX=|n n O
n, 0 n,

yazilabilir. Eger X; matrisi X in ilk iki siitunundan olusur ise, bu takdirde

' -1 n nl B nz_l _nZ_1
( X, Xl) = = N |
nl nl —n2 nl + n2

dir ve X 'X in genellestirilmis tersi
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dir. Boylece normal denklemlere bir ¢6ziim

n -n’ 0 PIRTEDINA Y,
p=|-n" n+n 0 2 = %Y
0 0 0 >V, 0

dir ve dnceden oldugu gibi Y = X,@ = (Y_l.,---,Y_l.,Y_z.,---,Y_z. )' dir.

Bir (XX) genellestirilmis tersini bulmak igin X =(X,,X,) olsun. Burada X,

matrisi X in r sayida lineer bagimsiz siitundan olugsmaktadir. Bu takdirde X 'X in bir

genellestirilmis tersi

(XX) {(x;xl)‘l o)

0 0

dir. Dolayisiyla normal — denklemlerin  bir  ¢ozimii A3 =(XX) XY ve
Y=XA=X(XX) XY =PY dir. Burada P=X(XX) X' dir. Bunun aym

zamanda P = Xl(Xl’Xl)_l X! vyii verdigine de dikkat edelim. Bu sonug asagidaki

teoremin bir 6zel durumudur.

Teorem 3.17. A matrisi r ranka sahip olmak tizere, W, r ranka sahip olsun ve

w{e o

olarak pargalanmis olsun. Bu takdirde W un bir genellestirilmis tersi

-1
W- = A- 0
0 O
olarak ifade edilir.

B y1bir tek sekilde belirleyebilmek i¢in, yani herhangi bir 8 R(X) igin,
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XB=60ve HB=0

bagintilarin1 saglayan bir tek g var olacak sekilde, S iizerine s=p-r sayida

kisitlama koyalim. Bu durum

(e

olarak yazilabilir. Simdi ne zaman bir bir tek ¢6ziim vardir? sorusuna cevap

arayalim.

Teorem 3.18. Bir tek ¢oziimiin var olmasi igin gerek ve yeter sart G nin p ranka
sahip olmasi ve H nin p—r ranka sahip olup, satirlarinin X in satirlarindan lineer

bagimsiz olmasidir.

S y1 tahmin etmek i¢in Y =X ve HA =0 denklemlerini, yani XX 3=XY ve
HH A3 =0 denklemlerini veya (XX +HH)A=(G'G) S =XY denklemini ¢ozeriz.

Bu nedenle
f=(G'G) XY veY=XB=PY
dir. Burada P= X (G'G) " X' dir.
Ornek 3.23. (2 gruplu bir — yonlii ANOVA ya devam) o, +a, =0, yani
y7,
HB=(0,01) & |=0
a,

alalim ven, =n, =m oldugunu farz edelim. Bu takdirde

>
Il

(V.-.)
(. %)

nin normal denklemleri sagladig1 ve daha agik¢ast &, +a, =0 kisitlamasini sagladigi

= ,__‘-<|
N

Nl N
n
fily

gosterilebilir. Bu nedenle dnceden oldugu gibi
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V=Xp= (% VY Vs

elde edilir.
3.4.1 Eksik Rankh Modelleri Gorsellestirme

Dogrudas bagimsiz degiskenlerin problemi meshurdur. Bir regresyon
modelinde dogrudaslik (bagimsiz degiskenler arasinda bir lineer bagimlilik) var
oldugunda regresyon katsayilar1 i¢in bir tek ¢oziim yoktur. Coziimlerin bir tek
kiimesinden 3 ya da ¢Oziimlerin sonsuz bir sayisi var oldugundan bu regresyon
katsayilarinin belirlenmedigini sdyleriz. Rank eksikligi 1 oldugunda bu ¢6ziimlerden
birini elde etmek i¢in, bir yaygin strateji, regresyon katsayilari tizerine bir kisitlama
koymaktir. Ornegin, regresyon katsayilarmin ikisini esit olarak veya onlarin birinin
baska birinin iki kati kadar biiylik olarak yerlestirelim. Bu alisilageldik sekliyle
istatistiksel programlar1 kullanarak basarilabilir veya genellestirilmis terslerin
kullanimiyla veya veriyi yaratici yeniden kodlamayla yerine getirilebilir. Bu ¢aligma
dogrudaghg: dikkate alarak regresyon problemlerinin ¢éziimii i¢in yeni bir yontem
Oonermez. Bunun yerine linecer bagimlilik probleminin, (dogrudasligin) genel bir
geometrik goriinimii Onerilir. Boyle durumlarda regresyon denklemlerini ¢ozmeye
en uygun yaklasimin (kisitlanmig-regresyon) genellestirilmis terslerin geometrik
olarak nasil incelenebildigini gosterir. Kisitlanmis ¢oziimler bir veya daha fazla
kisitlamay1 birlestiren 6zel genellestirilmis tersleri yaratarak herhangi bir
genellestirilmis ters hem bir cebirsel hem de bir geometrik anlamda ¢oziimleri
sinirlar. Paket programlarin kullanicilart kisitlanmis ¢oziimleri elde etmek i¢in ne bu
geometriyi kullanacak ne de bu genellestirilmis tersleri kullanan arastirmaci olacak,
ancak bu geometri dogrudaslik problemini anlamada, bu kisitlanmis ¢6ziimlerin nasil
islediginde, bir ¢6ziimii belirlemek i¢in bircok kisitlamanin nasil gerekli oldugunda
ve bazi kisitlamalarin belirlenen ¢ézlimleri ni¢in iiretmediginde son derece yararlidir.
Genel geometrik bakis agis1 ayn1 zamanda bir kisitlanmig ¢oziimiin akla yatkinligini

kilan seyi yargilamada da yardimci olabilir.

Eksik rankli matrisler bagimsiz degiskenlerin biri veya daha fazlasinin
modeldeki diger bagimsiz degiskenlerin bir lineer fonksiyonu oldugunda ortaya

cikar. Bu tiir bagimliliklar aragtirma esnasinda dogal olarak (kendiliginden) ortaya
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cikabilir. Iki degisik 6rnek; yekiin (toplam) test puanin1 matematik kismi iizerindeki
puan artt s6zIlii kisim {izerindeki puandan olustugunda ve biri toplam puanin (TP),
yani, GPA {izerinde matematik puant (MP) ve sozlii puan1 (SP) yi incelemek
istediginde. Lineer bagimlilik SP+MP = TP dir. Egitim durumu (ED), mesleki durum
(MD) ve durum tutarsizhigr (DT) yi ayrma DT = MD — ED dir. Bu ornekler
cogaltilabilir. Bu senaryolarda, bagimsiz degiskenlerin her biri sonu¢ degiskeni
tizerinde bir etkiye sahip olabilir, ancak bu durumlarin tiimiinde bagimsiz degiskenler
lineer bagimlidir. Burada amacimiz, bagimsiz degiskenlerin matrisi eksik rankh
oldugunda (tam rankli olmadiginda) rank eksikligi probleminin basit bir geometrik
bakis agisint ve c¢oziimlerin genellestirilmis tersleri; kisitlanmig regresyonu

kullanarak nasil elde edildigini vermektir.

Kullanilan yontem belirlidir. Bir, iki, iic boyutlu basit uzaylarla ise baslanir.
Bundan sonra da bu yaklasimi dort veya daha fazla boyutlu durumlara genisletilir.
Bu geometriyi anlamak bir, iki, {i¢ boyutlu durumlarda bile biraz ¢aba gerektirir ve
asikar olarak, dort veya daha fazla boyutlarin geometrisine tagindigimizda daha fazla
caba gerektirir. Basitlestirmek i¢cin bundan bdyle okuyanlar i¢in bu en bilinen durum
oldugundan alisilmis en kiiciik kareler (OLS) regresyonu ile ilgili normal
denklemlerle ilgilenecegiz. En basit durum olan iki degiskenli durum ile
baslayacagiz. Her bir bagimsiz degisken degerlerinden bagimsiz degiskenin
ortalamasini ve bagimli degisken degerlerinden, bagimli degisken ortalamasim
cikaririz. Bu bizi standart degerlere gotiiriir ve bu durum regresyon sabiti sifir
oldugundan bize bu iki degisken arasinda sadece bir regresyon katsayisint goz dniine

alma imkani1 verir. Bu durumda sadece normal bir denklem vardir.

Bir bagimsiz degisken bir bagimli degisken durumunda regresyon katsayisini

bulmak i¢in gereken sadece iki nicelik vardir, bunlar bagimsiz degisken icin kareler

toplami Z x* ve bagiml ve bagimsiz degiskenler igin ¢arpimlarin toplami ny.

Bu iki degisken durumunda, bilinen b = Z Xy / Z x* ¢Oziimiinii veren bir

(X )b=2xy (3.34)

normal denklemi vardir. Matris cebirini kullanarak bu ayni denklemi XXb= XYy

olarak yazalim. Burada X bagimsiz degisken iizerindeki n sayida gozlemin
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sayllarinin  iizerindeki sapmalarin bir nx1 vektoridiir. Matris ¢arpimlarini

gerceklestirdigimizde bir tek denkleme, yani, (3.34) denklemine bakariz. Somutluk
igin, >~ x*ve Y xy i¢in degerlerini hesaplayip onlar1 (3.34) te yerine koyalim ve

D> x?2=4ve D xy=8 olsun.

Bu takdirde (3.34) denklemini 4b=8 olarak yazar ve bu nedenle, b=2
buluruz. Geometrik olarak ¢6ziim uzayi sadece bir boyuta sahiptir ve (3.34) denklemi
bize bir dogru tizerinde bir tek nokta i¢in ¢6ziim imkani verir. (3.34) denklemi, b

¢Oziimiiniin olas1 degerlerinin bir boyut {izerinde nerede oldugunu belirler.

Bu yontemi iki bagimsiz degisken durumuna genisletelim. Onlarin
ortalamalarin1 onlardan c¢ikartmak suretiyle yine degiskenleri merkezilestiririz,

bdylece degiskenlerin tiimii sapma sayr bi¢imindedir. Onlar1 bir veya iki ile
indisleyerek iki bagimsiz degisken arasindaki ayrim X, ve X, olarak ortaya konulur.

Bir cebirsel bakis agisindan ilgili nicelikler ZXf, ZXZZ, ZXlxz, ley,ZXZy

olacaktir. Coklu regresyon iceren tanitici metinlerden formiiller, bu nicelikleri
formiillerde yerine koyma ve iki regresyon katsayisi i¢in ¢ozme imkan1 verir. Matris

cebiri gosterimi X Xb= XY yi aym birakir, fakat bu durumda X matrisi iki siitun
(bagimsiz degiskenlerin her biri i¢in 1) ve n satir (gézlemlerin her biri i¢in 1) igerir.
b vektori birinci bagimsiz degisken bir (bl) ve ikinci bagimsiz degisken i¢in bir
(b,) olmak iizere iki elemana sahiptir. Kareler ve gapraz ¢arpimlar toplamlarini
kullanarak, matris formu agik bir sekilde asagidaki gibi yazilir.

£ BHE

(3.35) deki matris ¢arpimini yerine getirerek, (3.35) normal denklemi asagidaki gibi

yazilir

(fo)bl+(ZX1X2)b2 :ley
(zxixz)bl"'(zxzz)bz :szy

elde edilir. Bu normal denklemlerin her biri bir dogru i¢in denklemidir. Bir dogru

(3.36)

i¢in denklemin genel formu Ab, + Bb, =c seklindedir.

150



Yine [D X7, DXz, D XX, D XY, szy] kareler ve capraz ¢arpimlarin
toplamlar1 i¢in bazi uygun degerler hesaplanir ve bunlar (3.36) da yerine koyularak

gercek veriden ¢ikarilabilen

4b, +2b, =8

2b, —3h, =4 (3.37)

normal denklemler takimi tretilir. Simdi bu iki denklem sistemini 6rnegin 1.5b, —2
yi b i¢in birinci denklemde yerine koyarak ¢6zebiliriz ve b, =2 oldugunu buluruz,

bu takdirde b, yi bilerek b, igin ¢6ziimiin 1 e esit oldugunu kolayca gorebiliriz.

Geometrik olarak, ¢6ziim uzay1 b, i¢in bir ve b, i¢in bir olmak iizere iki

boyuta sahiptir. (3.37) deki normal denklemler dogrular i¢in denklemlerdir ve eger
bu iki dogru bu iki boyutlu ¢6ziim uzayindaki bir noktada kesisirse, bu nokta bu iki
denklem sistemine bir tek ¢6ziimii belirleyecektir. Bu, Sekil 3.6 da gosterilir. Yatay

eksen b, i¢in ¢oziimleri ve diisey eksen b, i¢in ¢oziimleri temsil eder. (3.37) deki
denklemlere dayanan iki dogru asagidaki tarzda insa edilir. Birinci denklemi

kullanarak, eger b, =0 ise bu takdirde b, =2 dir, bu nedenle dogru iizerindeki

noktalardan biri (2,0) dir. Ote yandan, eger b, =0 ise, bu takdirde b, =4 diir ve bu

birinci dogru tizerindeki bir ikinci nokta (0,4) diir ve bu iki nokta bize iki boyutlu

¢dziim uzayida bu birinci dogruyu ¢izme imkam verir. Ikinci dogru ayni tarzda insa
edilir, b, =0 alarak b, =—-2 buluruz, bu nedenle dogru iizerindeki bir nokta (—2,0)
dir. Eger b, =0 ise, bu takdirde b, =1.33 diir, bu durumda dogru iizerindeki bir
ikinci nokta (0,1.33) diir. Bu bize ikinci dogruyu insa etme imkanini verir. Bu iki
dogru (1,2) noktasinda, yani b =1 ve b, =2 de kesisir. Bu, iki bagimsiz degiskenli
normal denklemlere ¢ozlimiin geometrik goriinimidiir. O, ¢ofgu okuyucu igin
muhtemelen biliniyordur (yine farkli bir baglamdan) iki denklemin lineer olarak
bagli oldugu, 6rnegin

4pb +2b, =8

b, +1b, =4 (3.38)
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durumunu diisiinelim. ikinci denklem birinci denklemin 1/2 ile carpilmis seklidir.
Bu denklemlere bir tek ¢oziim yoktur. b (b =-.50b,+2) ikinci denklemler
degerini b, igin birinci denklemler degerine bedel olarak koydugumuzda ve b, igin
¢6zdugiimiizde b, herhangi bir degeri alabildiginden, pek bilgilendirici olmayan bir
sonucu, yani 0b, =0 sonucunu elde ederiz. Buradan b, nin belirlenmedigini s6yleriz.
Eger ikinci denklemden b, nin degerini (b, =—2b, +4) birinci denklemde yerine
koyarsak, Ob, =0 oldugunu goriiriiz. Geometrik olarak birinci denklemi 6nceki gibi
cizeriz ve Sekil 3.6 daki denklem 1 igin dogru ile sonuglandiririz.

Ikinci dogruyu ¢izdigimizde onun b, eksenini (0,4) de, b, eksenini (2,0) da kestigini
buluruz. Yani bu iki denklem igin dogrular ¢akisir. Bu denklemlere herhangi

¢oziimler bu dogru iizerinde yer alir. Ornegin, bu denklemlerin her ikisine bir ¢6ziim

(2,0) dir, ayn1 zamanda (0,4) ve (1,2) de ¢ozliimdiir.

h:
( 0,4}\

denk#1

(2.0\

Sekil 3.6 Lineer Bagimlilik Olmamak Uzere Bir Iki-Boyutlu Céziim Uzayinda Bir
Regresyon Coziimiiniin Geometrik Gorliniimii

Burada ¢6ziim 1 ve 2 denklemlerini temsil eden iki dogrunun kesistigi (1,2) dir. Bu
iki denkleme sonsuz sayida ¢6ziim vardir ve onlarin hepsi iki boyutlu bir uzaydaki bu
dogru tizerinde bulunur. Bu dogru i¢in denklemi yazmak i¢in bir aydinlatict yontem
“bir dogru icin vektor denklemi” gibidir. Yani dogru iizerindeki noktalardan biri art1
bir (k) skaleri garp1 “dogrunun dogrultusu” gibidir, yani
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A

bigimindedir. Coziimlerin bir dogrusunun geometrik ifadesi bize sadece b, ve b,

katsayilarinin belirlenmedigini sdylemez, ayn1 zamanda b, ve b, katsayilarinin

kombinasyonlarinin normal denklemleri ¢6zdiigiinii de sdyler. Bunun nasil isledigini
aciklamak i¢in daha 6nce (0,4) in dogru tizerinde oldugunu ve k=0 oldugunda
onun bir ¢6ziim oldugunu ve (1,2) nin bu dogru iizerinde oldugunu ve k=1
oldugunda onun i¢in bir ¢éziim oldugunu ve (2.0) in bu dogru iizerinde oldugunu ve
k=2 oldugunda onun igin bir ¢dziim oldugunu goéstermis oldugumuza dikkat
edelim. k i¢in diger degerleri segmek bu dogru tizerindeki diger degerler; yani iki
denklemli bu sisteme diger ¢dziimlerin herhangi birini {iretecektir. Onemle, her ne
kadar bu iki denklemin sonsuz ¢oklukta ¢oziimleri mevcut ise de yegane ¢oziimler bu
dogru iizerinde yer alir. Bu noktada sifir vektoriinii ortaya koymak uygundur. Sifir
vektor bir matris ile ¢arpildiginda sifirlarin bir vektoriinii ortaya koyan bir vektordiir.
Simdi normal denklemler ve XX iizerine odaklanalim. Bu baglamda sifir vektor,
sifir vektoriin elemanlarimin  timi  sifirflar olmamasi sartt altinda XX ile

carpildiginda sifirlarin bir vektoriinii tireten vektordiir. (3.38) igin XX matrisini

4 2 1 0
yazarak {2 J elde ederiz ve XX ile carpildiginda { 2} vektoriiniin {0}

vektoriinii irettigine dikkat edelim. Sifir vektdr (1,—2)' diir ve bunu v olarak

gosterelim. Bu, v nin bir skalerle carpim1 kadar tektir. (3.38) deki XX i¢in sadece
bir tane sifir vektor vardir, ¢iinkii yalniz bir lineer bagimlilik vardir (sadece iki
bagimsiz degisken ile ilgili birden daha fazla lineer bagimlilik var olamaz). Onlar
ayn1 dogrultuyu paylastigindan ¢6ziimlerin dogrusunun sifir vektore paralel olduguna
dikkat edelim. Sifir vektor —2 lik bir egimle (0,0) noktasindan gegen bir dogrudur.
Bagimsiz degiskenler arasinda lineer bagimliligin sebep oldugu ¢o6ziimleri ve
problemleri geometrik olarak gorsellestirmenin nispeten kolay oldugu son durum ii¢
bagimsiz degiskenin var oldugu durumdur. Kareler ve c¢apraz carpimlarinin

toplamlarinin matrisi matris formunda asagidadir.
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Y Yxx Y |[b] | 2%
ZX2X1 szz ZX2X3 b, |= szy (3.39)
szxi szxz er? bs Zx3y

Bu matris formiillemesine dayanan ii¢ normal denklemi,

(fo)bl+(ZX1X2)b2 +(ZX1X3)b3 :Zx1y
(Do%% )by +(Z xzz)b2 +(D0 %% )by =" %,y (3.40)
(ZX3X1)b1+(ZX3X2)b2 +(ZX§)b3 =Zx3y

olarak yazabiliriz. Bunlar b,b, ve b, igin ¢ozildiginde en kiigiik kareler

¢Ozlimlerini temin eden normal denklemlerdir. Geometrik olarak bu denklemlerin her

biri bir Ab, +Bb, +Ch, =d diizlemi i¢in denklemi temsil eder. Burada A, B, C ve d

reel sayilardir. Yine kareler ve capraz ¢arpimlarinin bu toplamlari i¢in baz1 uygun
sayilart verebiliriz (uygulamada, siiphesiz bunlar gézlemlerden elde edilir). Bu

durum veri i¢in ti¢ normal denklemi tretir. Bu denklemler

4b, +4b, +2b, =8
4b, +6b, +4b, =10 (3.41)
2b, +2b, +4b, =12

olarak ifade edilebilir. (3.37) deki iki sistemi ¢dozmek i¢in yaptigimiz gibi yerine
koyma metodunu kullanarak bu denklemleri ¢ozebiliriz veya matris cebirini

kullanabiliriz. Bu durumda sistemin ¢6ziim kiimesi b, =2.333, b, =-1.667 ve
b, =2.667 olacaktir. Bu ¢6ziim bu veri igin tek en kiigiik kareler ¢oziimiidiir. Simdi
¢6zliim uzayinin b igin bir, b, i¢in bir ve b, i¢in bir olmak iizere ii¢ boyuta sahip
olmasi hari¢, geometrik yorumumuzu &nceki gibi olusturabiliriz. U¢ denklemin her

biri bir diizlemi gosterir. Diizlemlerden birini insa etmek igin diizlemin b, ekseninin
kestigi yeri; yani b, ve b, in her iki ikisi sifira esit oldugunda b, in ne oldugunu
belirleyebiliriz. Cevap b, =2, yani bu diizlem tizerindeki (2,0,0) noktasidir. Benzer
sekilde birinci satirdaki denklem ile temsil edilen diizlem b, eksinini 2 de keser, bu

nedenle diizlem {izerindeki ikinci bir nokta (0,2,0) noktasidir. Son olarak diizlem b,
eksenini 4 de keser, bu nedenle diizlem {izerindeki baska bir nokta (0,0,4) noktasidir.
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Bu ii¢ nokta bu ii¢ boyutlu uzayda birinci denklem vasitasiyla temsil edilen diizlemi

belirler.

Ayni sekilde ti¢ ekseni kestigi (2.50,0,0), (0,1.667,0) ve (0,0,2.50) yerlerini
bularak ikinci satir denklemi igin diizlemi ve (6,0,0), (0,6,0), (0,0,3) yerlerini bularak
ticiincli satir diizlemini belirleyebiliriz. Bu diizlemlerin ikisi lineer bagiml
olmadigindan, onlar birbirlerini keser ve kesisim (ara kesit) bir dogruyu belirler.
Denklemlere ¢6ziim bu dogru iizerinde olmalidir. (3.41) deki tiglincii denklem ilk iki
diizleme lineer bagli degildir bu nedenle bu dogruyu bir noktada kesecek ve bu

nokta; bu ii¢ denklem sistemi igin bir tek ¢oOziimii belirleyecektir. Bu,

(2.333,-1.667,2.667) kesisim noktasi lineer cebir yontemini kullanarak elde edilen

¢Oziimiin aynist olacaktir. Dikkatli bir geometrici diizlemlerin kesisimlerini
kullanarak bu ¢6zlimii ortaya koyabilecektir. Siiphesiz biz geometrik bakis acisiyla
temin edilen goriiniim, yani sezgi ile ilgileniyoruz ve boyle geometrik yorumlamalari
bu sonuglar1 hesaplamak igin bir arag olarak tavsiye etmemeliyiz. Simdilik sadece ii¢
boyutlu uzayda bir dogru boyunca kesisen iki diizlemi (ii¢ boyutlu uzay bir oda
olarak hayal edilebilir) ve dogruyu kesen bagka bir diizlemi gorsellestirmemiz
gerekiyor. Bu kesisim noktasi bir {i¢ boyutlu uzayda sahsina miinhasir koordinatlar

temin eder ve bu nedenle parametre tahminleri igin bir tek ¢6zlimii verir.

Asagida da tgiincii satir denkleminin ilk satir denkleminin yarisi ile ikinci
satir denkleminin yarisinin toplamina esit oldugu bir lineer bagimlilig1 gosterelim.

4b, +4b, +2b, =8

4b, +6b, +4b, =10 (3.42)

4b, +5b, +3b, =9

Bu denklem sisteminin bir tek ¢6ziimii yoktur. Eger bu ii¢ denklemin ikisi
i¢in diizlemleri olustursaydik, bu durumda bu denklemlerin herhangi ikisi lineer
bagimli bir kiime olusturmadigindan, onlar bir dogru i¢inde kesiseceklerdi. Bu dogru
geriye kalan diizlem iizerinde olacaktir, bu nedenle bu dogru tizerindeki herhangi bir
¢Oziim bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii olacaktir. Bir tek ¢oziimiin var olmasi igin,
geriye kalan diizlem diger iki diizlemin kesisimiyle olusturulan dogruyu bir noktada
kesmis olmalidir. Ug veya daha fazla boyutlu bir uzaya bir dogru alisilageldik

sekliyle, bir dogru i¢in vektor denklemini kullanarak tamamlanir. Bu denklem bize
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dogru iizerindeki noktalarin tiimiiniin boyutlarin her biri iizerindeki koordinatlara
bagl oldugu yeri verir. (3.42) deki ilk iki denklem igin onlarin kesisiminin (ara

kesitinin) dogrusu dogru i¢in
@1 0+k@ -2 2

vektor denklemiyle tanimlanabilir. Ikinci iki diizlemin ara kesiti birinci ve iigiincii
diizlemlerin ara kesiti olan ayni dogruyla tanimlanabilir. Belirtildigi gibi, geriye
kalan diizlem (ara kesitte igerilmeyen, yani hesaba katilmayan diizlem) bize bir tek
¢Oziimii bulmaya yardim etmez, ¢iinkii bu diizlem ¢dziimlerin dogrusu ile bir tek
noktada kesigsmez. Dogru {izerindeki noktalarin tiimii geriye kalan diizlem iizerinde
yatar ve bu nedenle dogru ve diizlem i¢in bir tek kesisim (ara kesit) noktasi yoktur.
Birinci ve ii¢lincli denklemi veya ikinci ve ligiincii denklemi kullanabildigimizden ve
bu arakesitlerle olusturulan dogru ayni1 olmasi gerektiginden, bu durum anlamli olur.
Yani diizlemlerin hepsi onlarin yiizeyleri iizerinde uzanan bu dogruya sahiptir. Eger
geriye kalan denklemin diizlemi diger iki denkleme lineer olarak bagli olmasaydi
onun diizlemi ilk iki diizlem tarafindan saptanan dogruyu kesecekti. Kisitlanmis
regresyonda, geriye kalan diizlemi dogrultuya degistirmeye zorlariz ve bdylece

kisitlama altinda bir tek ¢oziim buluruz.

4 4 2| 1 0
4 6 4||-2|=|0
4 5 3| 2 0

oldugundan (3.42) igin sifir vektor (1, —2,2)' dir. Bu sifir vektor iki kesisen

diizlemle saptanan dogruya paraleldir. Kesisim dogrusu “¢dziimler dogrusu” olarak
adlandirtlir ¢iinkii bu dogru iizerindeki herhangi bir nokta rank eksikligi 1 olan
denklemlerin kiimesini ¢dzer. Siiphesiz bu ¢ozliimler lineer bagimsiz denklemler i¢in
elde edilen tek ¢oziimler degildir. Ug normal denklem ile lineer bagimliliga gére bir
veya birden fazla olabilirlik vardir. Bagimsiz degiskenlerin matrisi 2 kadar eksik
rankl1 olabilir, yani bu {i¢ denklemin ikisinin bir kiimesi lineer bagimsiz olmayabilir.
Bagka bir deyisle iki lineer bagimsiz sifir vektor var olabilir. Bu durum 2 kadar eksik
rankli olan bir XX matrisini iiretmek igin tasarlayarak segtigimiz veri i¢in (3.43)

teki normal denklemler ile vuku bulur.

156



4b, +4b, +2b, =8
2b +2b,+1b, =4 (3.43)
3b, +3b, +1.5b, =6

Bu diizlemlerin hig¢ birisi kesismez, onlarin her iicli bir digeri ile ¢akigsir.

Onlar aym iki boyutlu alt uzaya diiser. Ornegin, diizlemlerin her iigii b, eksenini
(2,0,0) da keser, ¢iinkii b, =0 ve b, =0 oldugunda denklemlerin her iigii i¢in b, =2
dir. Benzer sekilde, her ii¢ denklem i¢in diizlem b, eksenini (0,2,0) da ve b, eksenini

(0,0,4) de keser. Bu ii¢ diizlemin cakistig1 aciktir. Bu denklemlere ¢oziimler bu
“coziimler diizlemi” iizerinde herhangi bir yerde bulunabilir. Bu potansiyel
¢ozlimleri ¢oziimlerden herhangi biri (bu diizlem iizerindeki noktalar) art1 bir k
skaleri ¢arpt bu diizlemin dogrultularinin biri art1 bir S skaleri ¢arpt bu diizlemin

diger bir dogrultusu olarak yazabiliriz. Ornegin,

b, 2 0 1
b,|=|0|+k| 1|+s| O (3.44)
b, 0 -2 -2

seklinde yazabiliriz. Eger k=2 ve s=-1 segilirse bu diizlem tizerindeki nokta
(1,2,-2) olacaktir. Bu nokta bu diizlem tizerindeki herhangi bir noktanin yaptigi gibi
(3.43) igin bir ¢oziim olarak calisir. Beklenildigi gibi k ve s ile ¢arpilan iki vektor
(3.43) i¢in sifir vektorlerdir, yani

4 4 2 0 4 4 2717 [o
2 2 11 1|=|olwve|2 2 1| of=]0 (3.45)
3 3 15[-2| |0 3 3 15[ -2] |0

dir. Bu iki sifir vektor birbirine lineer bagimli degildir ve sifir vektorleri lireten diger
herhangi sifir vektorler de bu iki sifir vektore lineer baglidir. Bu durumda sifir uzayi

(0,0,0) orijininden gegen

0 0 1
O|+k| 1|+s| O (3.46)
0 -2 -2
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ile tanimlananan bir diizlemdir. Denklemlere ¢oziimler, ¢éziimlerin bir diizleminde
bulunur ve bu diizlem, bir diizlem olan sifir uzayina paraleldir. Toparlamak gerekirse

bu kisitmda
XXb=XYy

normal denklemleri irdelenecektir. Bu denklemlere herhangi bir ¢oziim lineer
bagimliliklar ve bu nedenle sonsuz sayida ¢oziimlerin var oldugu durumlarda bile,
bir en kii¢iik kareler ¢oziimiinii garanti eder. Coziimlerin herhangi biri bir en kiiglik
kareler ¢oztimii ortaya koyar. Bir lineer bagimlilik problemi bir ¢6ziimii

bulamadigimiz problem olmayip bir tek ¢oziimiin var olmadig1 problemdir.

Lineer bagimli olmayan iki degisken durumunda normal denklemler dogrular
icin iki denklemden olusur ve bu dogrular iki—boyutlu ¢6ziim uzayinda kesisir ve
denklemlere bir tek ¢oziimii verir. Ug bagimsiz degisken ile, iic normal denklem
vardir ve her biri bir diizlem i¢in denklemdir. Bu ti¢ diizlem denklemlere bir tek
¢Oziimii veren lic—boyutlu ¢6ziim uzayinda bir tek noktada kesisir. Bu sezgisel iki ve
tic boyutlu durumlarin otesine gecerek bir genelleme oldukg¢a basittir, fakat
terminoloji ve gorsellestirmeler daha zordur. Dort bagimsiz degisken ile dort normal
denklem vardir. Her biri ii¢—boyutlu bir hiperdiizlemi gosterir. Eger lineer
bagimliliklar yoksa bu dort tig—boyutlu diizlem dort-boyutlu ¢6ziim uzayindaki bir

noktada kesisir ve bir tek ¢ozlimii ortaya koyar.

Lineer bagimli iki degisken durumunda iki normal denklemi temsil eden iki
dogrunun cakistigini; onlarin kesismediklerini ve bu ¢akisan dogrular, yani,
“cozlimler dogrusu” lizerindeki herhangi bir ¢6ziimiin normal denklemleri ¢6zdigi
goriiliir. Ug normal denklemin diizlemleri gosterdigi, ii¢ bagimsiz degisken
durumunda, eger bagimsiz degiskenlerin matrisi 1 kadar eksik rankli ise, (iki lineer
bagimsiz denklemin bir kiimesi var ise) bu takdirde diizlemlerin ikisi {i¢ — boyutlu
¢Ozlim uzayindaki bir dogru i¢inde kesisir. Bununla beraber, geriye kalan diizlem bu
dogruyu bir tek noktada kesmez ve ¢oziimlerin dogrusu diizlem iizerinde yatar. Eger
matrisin ranki 2 kadar eksik ise iki lineer bagimsiz sifir vektér vardir ve her ii¢
diizlem cakisir. Bu c¢oziimler diizlemi tizerindeki herhangi bir nokta normal
denklemleri ¢ozer. Bir dort-boyutlu uzayda, bagimsiz degiskenlerin matrisi 1 kadar

eksik rankli oldugunda iic—boyutlu hiperdiizlemlerden {iigii bir dogru (¢oziimlerin
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dogrusu) icinde kesisir fakat geriye kalan iic—boyutlu diizlem ¢6ziimlerin dogrusunu
bir tek noktada kesmez. Bizim baglamimizda, (v) sifir vektorii hepsi sifirlardan
olusmayan bir vektdrdiir ve bu vektdr i¢in XXv=0 oldugu ifade edilebilir. Ote
yandan, bir matris 1 eksik rankli oldugunda boyle bir vektor vardir, matris 2 kadar
eksik rankli oldugunda bdyle iki lineer bagimsiz vektor vardir ve bu iki lineer
bagimsiz vektor bir diizlem olan bir sifir uzayni tanimlar. Bu sifir uzayi ¢éziimlerin
diizlemine paraleldir. Genellestirme vasitasiyla matris q kadar eksik rankli oldugunda
boyle ( sayida vektor vardir ve bu ( sayida lineer bagimsiz sifir vektor bir g-boyutlu
hiperdiizlem olan sifir uzaymni olusturur. Bu g boyutlu hiperdiizlem ¢dziimlerin g
boyutlu hiperdiizlemine paraleldir. Bu tip genellestirmeler bizim sonuglarimiz igin
tabani ortaya koyar. Kendall bu sonuglarin bazilari i¢in daha teknik bir taban1 ortaya

koymus, fakat tam siitun rank durumuna odaklanmustir.

Once tanimlanmig modeller, yani eksik rankli olmayan modeleleri géz oniine
alalm. iki bagimsiz degiskenli bir regresyon modeli tanimlanmis oldugunda, iki
boyutlu bir uzayda iki bagimsiz normal bir denklem (dogrular igin) vardir ve iki
dogru denklemlere bir tek ¢dziimii saglayan bir tek noktada kesisir. U¢ bagimsiz
normal denklemli diizlemler i¢in bir {i¢ — boyutlu uzayda diizlemlerin ikisi bir dogru
icinde kesisir ve geriye kalan diizlem bu dogruyu denklemlere bir tek ¢oziimi
saglayan bir tek noktada keser. Dort bagimsiz denkleme (ii¢ — boyutlu
hiperdiizlemler i¢in) sahip bir dort — boyutlu uzayda hiperdiizlemlerden ikisi bir
diizlemde kesisir, bir li¢lincii hiperdiizlem bu diizlemi bir dogru icinde keser ve
dordiincii hiperdiizlem bu dogruyu denklemlere bir tek ¢oziimii saglayan bir tek
noktada keser. m bagimsiz denkleme (her bir denklem bir (m — 1) boyutlu
hiperdiizlemi temsil eder) sahip bir m boyutlu uzayda m hiperdiizlem denklemlere bir

tek ¢ozlimii veren bir tek noktada kesisir.

Bagimsiz degiskenlerin matrisi tam siitun rankli (rank eksikligi yok)
oldugunda bagimsiz degiskenlerin her biri i¢in bir tek ¢oziimleri bulma; giivenilir
(regular) bir regresyon programini veya matris cebirini kullanarak daha basittir. Eger
secersek, regresyon katsayillarimin bir veya daha fazlasim1 simirlayabiliriz,
hiperdiizlemlerin bir veya daha fazlasini degistirerek modelin uyumunu biiyiik
olasilikla indirgemeliyiz, bu nedenle onlarin kesisimi belirlenen ¢oziimden ziyade

farkli bir noktadir. Bu durum bir en kiigiik kareler ¢éziimii olmayan bir ¢6ziimii
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yaratir. Sinirlamanin modelin uyumunun anlamli olarak indirgenip indirgenmedigini
gormek i¢in biri bunu yapabilir. Bununla beraber, buradaki odaklanmamiz sinirlama
ile tam belirlenmis olan modellere bir ¢6ziimii vermek i¢in kisitlamalarin kullanildig:

eksik rankli modellerin geometrisi lizerindedir.

Simdi bir eksik rankli modelleri g6z 6niine alalim. Tam siitun ranktan bir
eksik rank durumu yukarida atifta bulunulan deneysel oOrneklerin her birinde

acgiklanan durumdur.

Bir iki rankli {i¢ bagimsiz degiskenli durumda ¢oziimlerin iizerine diismesi
gereken dogruyu (normal denklemlerin ikisi bir dogru ftzerinde Kkesisir)
belirleyebiliriz. Buna ¢6ziimlerin dogrusu adini veririz; fakat geri kalan diizlem
(denklem) bu dogruyu kesmez (¢oziimlerin dogrusu bu diizlem iizerinde uzanir). Bu
durumda ¢6zlimiin iizerine diigmesi gereken dogruyu belirleyebiliriz, ancak bu dogru
tizerindeki noktayr degil. Bu ikileme kisitlanmis regresyon ¢oziimii diizlemin
dogrultusunu ¢oziimlerin {izerine diismesi gereken dogruyu kesecek sekilde
ayarlamaktir. Bunu yapmak igin bir yol bir 6zel kisitlamaya dayanan bir
genellestirilmis tersi kullanmaktir (3.37). Bu durum denklemlerin sistemine (o0
kisitlama altinda) bir ¢oziimi verir. Biri koydugu kisitlama hakkinda endise
duymaksizin herhangi bir uygun genellestirilmis tersi kullanabilir, fakat o kesin

surette bir kisitlama koyar.

[rdelemeyi daha somut yapmak igin, matris rankinm iki oldugu {i¢ denklemli
bir 6rnek verebiliriz. Bu degiskenler tizerindeki gézlemlerin degerlerinin her birinden
onlarin  ortalamalarint  ¢ikararak, bu analizdeki degiskenlerin  tiimiini
merkezilestiririz. Bunun nedeni bir lig—boyutlu uzayda ii¢ bagimsiz degiskenli
cozlimleri gorsellestirmemize izin vermesidir. Bunun yerine, regresyon sabiti i¢in X

matrisinde 1 lerin bir slitununu hesaba katabilirdik ve Ornegimizde sadece iki

bagimsiz degiskeni kullanabilirdik. Bu érnek igin asagidaki (XX )b=XYy normal

denklemlerini kullanalim.

56 42 987[b ] [350
42 44 86 || b, |=|300 (3.47)
98 86 184|/b,| |650
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XX matrisindeki lineer bagimlilik agiktir. Sifir vektor ( XX ile ¢arpildiginda
stfir vektorii tireten vektor) (1,1,-1) dir. Sifir vektoriin bu gosterimi bir skalerle
carpimda da tektir. Sekil 3.7 eksenlerin bilinmeyen regresyon katsayilarini temsil
ettigi bir tic — boyutlu uzayda bu problemi gosterir. b,b, ve b, i¢in eksenlerle
yaratilan li¢ boyutlu uzayda sifir vektorinii (1,1,-1) ve (0,0,0) noktalarindan uzayarak
gecen bir dogru olarak gosterebiliriz. Bu dogru en soldaki koyu nokta noktali
dogruyla gosterilir. En sagdaki koyu nokta noktali dogru ¢oziimlerin dogrusu olarak

etiketlenir ve kisitlanmig regresyona ¢ozlimleri lizerinde tagsimasi gereken dogrudur.
(3.47) deki veri igin ¢oziimlerin dogrusu b —b, diizlemini (4,3,0) da keser, ¢iinkii
b,=0, by=4 ve b,=3 her Gi¢ diizlem i¢in dogru ¢6ziimii verir. Benzer sekilde
¢6ztimlerin dogrusu b, —b, diizlemini (1,0,3) de keser. Bu noktalarin herhangi birini

bir (bc) ¢Oziimii gibi segerek ve k carpi (V) sifir vektoriinli ona ekleyerek, bir dogru

(b=h, +|(V) igin vektor denklemini kullanarak bu dogruyu tanimlayabiliriz:
(4,3,0)'+k(1,,-1)". Bu ise ¢oziimlerin dogrusu ve sifir vektoriiniin paralel
oldugunu, onlarin ayn1 dogrultuyu paylastigin1 garanti eder. Coziimler dogrusu ayni
zamanda (3.47) deki normal denklemler vasitasiyla tanimlanan diizlemlerden ikisinin
arakesitini de temsil eder. Geriye kalan normal denklem (diizlem) ¢dziimlerin
dogrusunu kesmez ¢linkii ¢6ziimler dogrusu onun iizerinde uzanir. Mesele ¢oziimler
dogrusu lizerindeki hangi ¢oziimleri sececegimizdir. Kisitlanmis regresyonu agik bir
sekilde veya herhangi bir genellestirilmis tersi kapali bir sekilde kullanarak onu
secebiliriz. Geriye kalan diizlemin dogrultusunu smirlayarak bir ¢6ziim elde edilir.
Genel olarak sinirlanan ¢6ziim diizlemi denklemlere bir ¢6ziimii veren bir noktada
¢oziimlerin dogrusunu keser. Eger diizlem c¢oziimlerin dogrusunun dogrultusunda
olarak smirlanirsa bu durumda dogruyu kesmeyeceginden, terimi genel olarak
kullaniriz. Ornegin, bu veri igin b =b, kisitlamasimi koymak diizlemin
konumlandirmasimi degistirmeyecek ve bir ¢éziim tiretmeyecektir. Diger taraftan

eger b, =—b, smirlamasin konulursa diger birgok kisitlamalar olacagi gibi b, =-b,,
b =b, veya 5b =b, bir ¢6ziim tiretecektir. Sekil 3.7 de 5b, =D, kisitlamasi altinda

kisitlanmig ¢6ziim diizlemini gosterelim. Bu diizlem b, —b, eksenine gére 0.5 lik bir
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egime (b, tizerindeki 1 lik bir artis b, lizerinde 0.5 lik bir artigla ilgili) sahiptir.
Kisitlanmig diizlem golgelenmistir ve ¢oziimlerin dogrusunu (2,1,2) de keser. Bu ise

5b, =b, kisitlamas: altinda ¢oziimdiir.

Cozum

(b,=2.0, b,=1.00, 55=2.00)

b,

Coziimlerin Dogrusu
(Ornegimizdeki Degerler)

sifir vektorii

(1,1,-1)

by

Sekil 3.7 Bir Lineer Bagimlilik ile U¢—Boyutlu Uzayda Kisitlanmis Regresyonun
Geometrik Goriinimii

Burada kisitlama 0.5b, =b, dir. Bu durumda sifir vektorii orijini keser ve

¢oziimler dogrusu sifir vektoriine paraleldir. Kisitlanmis ¢6ziim diizlemi ¢oziimler
dogrusunu (2.0, 1.0, 2.0) da keser. Bir dikkatli geometrici bu ii¢ boyutlu durumda bu
kisitlanmig regresyona grafiksel olarak bir ¢oziim bulabilir. Bu durumu ve daha
yiiksek boyutu igeren diger durumlar i¢in, Mazumdar ve Ark. (3.37) ozel
kisitlamalara karsilik gelen genellestirilmis tersleri nasil kullanabildigimizi gosterir.
Ornegin, Moore—Penrose terse karsilik gelen ¢oziim (1.67, 0.67, 2.33) tiir. Moore—
Penrose sifir vektore ortogonal olan kisitlanmis ¢Oziime karsilik  gelir.

(1.67,0.67,2.33)(1,1,-1)'=0 ve bir kisitlanmis regresyon programinda b =Db, —b,
kisitlamasini kullanarak veya Moore—Penrose tersi kullanarak, Mazumdar ve Ark.
(3.37) nin sistemini kullanarak yerine getirilebilir. Grafiksel olarak ilerleyerek,
kisitlanmig  diizlem (1,1, —1) sifir vektoriine ortogonal olmalidir ve ¢oziimler
dogrusunu (1.67, .67, 2.33) de kesmelidir.

Stiphesiz rank eksikliginin bir ve dort bagimsiz degigskeninin var oldugu
durum i¢in bir sekil ¢izmek daha zordur. Bu durumda dort tic—boyutlu diizlemi

gosteren dort denklem vardir. Coziimlerin dogrusu bu hiperdiizlemlerin iigliniin

arakesiti ile belirlenir ve normal denklemlere ¢oziimlerin birini buldugumuzda
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¢oztiimlerin dogrusunu b=Db, +kv olarak yazabiliriz. Coziimler dogrusu sifir

vektoriine paraleldir. Maalesef ¢oziimler dogrusu geriye kalan hiperdiizlemi kesmez.

Bir 6rnek olarak, asagidaki (XX )b= XYy

50 40 20 55][b | [-25
40 90 10 70|/b,| |-180
= (3.48)
20 10 80 55| b, 185
55 70 55 90||b,| |-10

normal denklemlerini kullanalim. Bu durumda (3.48) igin sifir vektor (1,1,1,—2) dir.

Smirlama b, =-b, oldugunda, ¢6ziim vektdrii (—1,-4,1,3)" olacaktir. Bu ¢dziim
vektorii  (3.48) de kesin olarak ¢alisir; Ornegin  birinci  satir  igin,
—1x50-4%x40+1x20+3x55=-25 dir. Benzer seckilde (3.48) in geriye kalan
satirlart i¢in de saglamir. Bu nedenle, ¢oziimler dogrusu (-1,-4,1,3)'+k(1,1,1,-2)'
olarak yazilabilir. Bu tam olarak ¢dziimler dogrusunu belirtir ve bir ihtimal bir dort—
boyutlu uzaydaki bir dogru olarak hayal edilebilir. Geriye kalan tig—boyutlu
hiperdiizlemi hayal etmek daha zordur. Ciinkii bu durum denklemlere bir ¢6ziim elde
etmek i¢in dort—boyutlu uzayda sinirlanan bu diizlemin konumlandirilmasidir. Lineer
bagimlilik ile normal denklemlerin biri ile temsil edilen bu tigc—boyutlu hiperdiizlem
¢oziimler dogrusunu (diger iic hiperdiizlem tarafindan belirlenen) kesmez. Bu
hiperdiizlemi c¢oziimler dogrusunu bir tek noktada kesmeye zorlamak icin bir

kisitlama kullanmaliyiz. Bu durumda, eger b =-b, kisitlamasmi kullanirsak,
kisitlanan hiperdiizlem b, —b, tizerinde —1 lik bir egime sahiptir. b, tizerinde 1 lik bir
artig, D, lizerinde —1 lik bir azalis ile ilgilidir (burada, hiperdiizlemin dort-boyutlu
¢oziim uzayindan (0,0,0,0) noktasindan karsidan karsiya (¢aprazlama) gegmesi
gerektigine dikkat edelim). Konumlandirmadaki bu degisim bu hiperdiizlemi
¢cozlimler dogrusunu bir tek noktada kesmeye sinirlar. Yine, ¢oziimler dogrusunu
kesmeyen bir hiperdiizlemi veren bir smirlama koyabiliriz. Bu durumda b, =D,
alabiliriz ve hiperdiizlem dogruyu kesmeyecektir. Bununla beraber, genel olarak
hemen hemen tiim kisitlamalar i¢in hiperdiizlem, c¢o6ziimlerin dogrusu ile

kesisecektir. Buradan, m boyuta genellestirme basittir. Bu durumda m sayida
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(m—1)—boyutlu hiperdiizlemi gosteren m denklem vardir. Coziimlerin dogrusu (m-

boyutlu uzayda bir dogru) bu hiperdiizlemin m—1 tanesinin arakesiti ile belirlenir.

Coziimler dogrusu igin onun vektor denklemi b, b, ve v her biri  m-elemana

(bilesene) sahip olmak lizere, b=b, +kv dir. Geriye kalan hiperdiizlem ¢oziimlerin
dogrusunu kesmez. Geriye kalan hiperdiizlem iizerine koyacagimiz tek kisitlama,
genel olarak m—boyutlu uzayda onu yeniden konumlandirir ve m sayida denklemin
sistemine bir ¢oziimii veren ¢oziimler dogrusunu bir tek noktada kesen kisitlanmis

hiperdiizlemi ortaya koyar.

Simdi de iki eksik ranklt modeller durumunu g6z 6niine alalim. X matrisi tam
stitun ranktan iki eksik rankli oldugunda bir tg—boyutlu uzaydaki ¢oziimii

gorsellestirmek yine miimkiindiir. Bunu yapmak i¢in yeni bir (X X)b=XY,

144 72 216|[b | [792
72 36 108 ||b, |=| 396 (3.49)
216 108 324|/b, | |1188

normal denklemler kiimesini uygulamaya koyalim. XX matrisindeki lineer

bagimliliklar agiktir. Bu durumda iki lineer bagimsiz sifir vektor vardir. Bunlar
(1L—-2,0) ve (1,1,—1) dir. Bu vektérler sifir uzaym tammlar ki bu durumda sifir
uzay1 bir diizlem (iki—boyutlu bir hiperdiizlem: bir diizlem) dir. Olast kisitlanmis

sonsuz ¢Ozlimlerin biri i¢in bir sefere mahsus c¢ozeriz. Bir diizlem i¢in vektor
denklemini kullanarak ¢oziimlerin diizlemini yazmak basit bir meseledir. Coziim
b=Db, +kv,+sv, olarak tanimlanan diizlem ftizerinde bulunmalidir. Burada b,
herhangi 6zel kisitlanmis ¢oziimlerdir, b olas1 ¢éziimlerin tiimiinii gosterir. k ve s
skalerlerdir ve v, ve v, iki bagimsiz sifir vektordiir. (Bu iki lineer bagimsiz sifir
vektorii gostermek i¢in bagka yontemler vardir, ancak diger tim yontemler bu iki
sifir vektore lineer baglidir). Bu durumda, {i¢c normal denklem vasitasiyla belirlenen
her {i¢ diizlemin biri digeriyle calisir ve ¢ozlimlerin diizlemini olusturur. Bu 2 kadar

rank eksikligi durumunda bir ¢6ziimii belirlemek i¢in iki kisitlama gerekir.

Kisitlamalardan birine iki diizlemden birinin  konumlandirilmasini

degistirmek olarak bakabiliriz, bu nedenle o genel olarak birinci kisitlama altinda bir
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dogruyu iireten diger iki diizlemin biri ile kesisir. Ikinci kisitlama ise genel olarak
cozlimlerin diizlemi ile kesisecek sekilde bu dogruyu konumlandirir. Terminolojinin
bir kadar eksik ranktan iki kadar eksik ranka hareket ettigimiz gibi olduguna dikkat
edelim. Onceki kisimdaki ¢oziimler dogrusu simdi ¢dziimlerin diizlemidir.
Coziimlerin diizlemi sifir uzayina paralel alt uzaydir (iki-boyutlu) ki onun tizerinde

¢oziim yatmalidir. Bu durumda (3.49) daki veri i¢in normal denklemlere bir ¢6ziim
(5.5,0,0) seklinde olup ¢6ziimler diizlemi (5.5,0,0)+k(1,-2,0)+s(1,1-1)" olarak

tanimlanabilir. Lineer kisitlamalar1 kullanan ¢6ziimlerin timi bu diizlemin {izerine
diisecektir. Dolayisiyla sorun da burasidir. Bu durumda kisitlanmis regresyon

kullanildiginda cevap ¢oziim iizerine koydugumuz kisitlamalara baglhdir.

Sekil 3.8 de karmasikliktan kaginmak igin, sifir uzayini (¢dziimlerin
diizlemine paralel olan ve (0,0,0) dan gegen bir diizlem) gosterilmedi. Coziimlerin
diizlemi Sekil 3.8 de gosterilir ve (5.5, 0, 0), (0,11,0) ve (0, 0, 3.67) noktalarindan
gecer. Bu noktalarin hepsi ¢oziimler diizlemi iizerinde yer alir ki bu, bu diizlem igin
vektor denklemi kullanarak dogrulanabilir. Bu durumda XX tam siitun ranktan iki

kadar eksik rankli oldugundan, ¢6ziim tizerine iki kisitlama koymaliyiz. Sekil 3.8 de
b, =b, ve b, =b, kisitlamalarini kullaniriz. Birlikte onlar ¢6ziimii eksenlerin her biri

ile esit agil1 olan (45 derecelik agilar1 olusturan) bir dogru iizerinde olmaya sinirlar.
Bu iki kisitlamay1 kullanarak ¢6ziim (1.833, 1.833, 1.833) olarak bulunur ki bu
(0,0,0) dan okun ¢oziimlerin diizlemini kestigi yer olarak Sekil 3.8 de gosterilir. Bu
¢ozlimiin (3.49) daki veri i¢in ¢alistigin1 géstermek kolaydir. Bu bir en kiigiik kareler
¢Oziimiinii verecektir, ancak bir dogruyu ¢6ziimlerin diizlemini kesmeye zorlayan iki
kisitlamanin farkli kombinasyonlarina dayanan diger ¢éziimlerin sonsuz bir sayis1 da

bir en kii¢iik kareler ¢oziimiinii verir.

2 kadar eksik rankli XX ile bir dort-boyutlu uzayda iki lineer bagimsiz sifir
vektor vardir ve bu durumda sifir uzay: bir diizlemdir. Normal denklemlerin her biri
tic boyutlu bir hiperdiizlemi temsil eder ve onlardan ikisi sifir uzayina paralel olan
coziimler diizlemini belirlemek i¢in kesisir. Geriye kalan iki ig—boyutlu hiperdiizlem
¢oziimler diizlemini olusturmak i¢in kesistirilen iki hiperdiizleme lineer bagimlidir.
Iki geri kalan diizlemin {izerine bir kisitlama koymak genel olarak onun diger geri

kalan hiperdiizlemle kesisimine gotirecek ve bir dizlemi (bir iki—boyutlu
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hiperdiizlemi) belirleyecektir. Bu diizlem c¢dziimlerin diizlemini kesmez. Ikinci
kisitlama bu diizlemin genel olarak ¢oziimlerin diizlemini bir tek noktada kesecek

olan dogrultusunu belirleyecektir.

bs
Cozim
(b;=1.833, b= 1.833, b;=1.833) "
I
3.67T
. Coziimlerin Diizlemi
1.831 (Omegimizdeki Degerler)

Sekil 3.8 Iki Lineer Bagimlilik Ile Ug-Boyutta Kisitlanmis Regresyonun Geometrik
Gorliintimiui

Burada, kisitlamalar b, =b, ve b, =D, tir. Coziimler uzay1 (¢6ziimler bu
uzay lizerine diismeli) sifir uzaymna (gosterilmedi) paraleldir. Kisitlanan ¢6ziim
dogrusu ¢oziimler diizlemini (1.833, 1.833, 1.833) noktasinda keser. Bir dort—boyutlu
uzayda iki diizlem genel olarak bir noktada kesisir. Neyse ki, hem sifir uzayr hem de
diizlemler olan ¢6ziim uzay1 onlar bir—dort boyutlu uzay i¢ine yerlestirilmis olsa bile

akla uygun bir sekilde sezgiseldir.
Boyutlarin sayisini artirdi§imiz zaman, ¢éztimler ayn1 geometrik kaliba uyar.
m sayida normal denklemin her biri (m —1) —boyutlu hiperdiizlemi temsil eder.

Sadece iki lineer bagimsiz sifir vektdor var oldugu siirece, c¢oziimlerin bir
b=Db, +kv,+sv, diizlemi var olacaktir. Coziimlerin bu diizlemi hiperdiizlemlerin
m—2 tanesinin (diizlemlerin ikisinden gayri hepsinin) kesisimi ile belirlenir. Geriye
kalan iki diizlem diger her biri digeri ile kesistirilen m—2 tane hiperdiizleme lineer

baglidir. Bu (m-1)—boyutlu hiperdiizlemleri her biri digeri ile kesisecek sekilde

sinirlamamiz gerekir. Kesisim bir (m—2)—b0yutlu hiperdiizlemi ortaya koyar ve
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ikinci kisitlama bu hiperdiizlemin dogrultusunu smirlamak icin kullanilir. Genel
olarak bu kisitlanmis (m—2)—boyutlu hiperdiizlem ve ¢oziimlerin iki-boyutlu

diizlemi m-boyutlu ¢dziim uzaymndaki bir noktada kesisecek ve bdylece konulan

kisitlamalar altinda denklem sistemin bir tek ¢6ztimiinii verecektir.

Genel durumda, eger bagimsiz degiskenlerin bir m siitunlu matrisine sahip
isek, m sayida normal denklem (her biri igin bir satir) vardir. Bu durumda her bir
denklem (m—1)—boyutlu bir hiperdiizlemi temsil eder. Eger m siitunlu matris d

kadar eksik rankli ise, bu takdirde sifir uzayr d-boyutludur ve c¢oziimlerin

hiperdiizlemi d-boyutludur. Bu durumda ¢6ztimiin hiperdiizlemi
b=Db, +kv, +sv, +---+qv,

vasitasiyla  temsil edilebilir.  Coéziimlerin  bu  d-boyutlu  hiperdiizlemi,
hiperdiizlemlerin m—d tanesinin kesigsimi ile belirlenir. Denklemlerin sistemini
¢ozmek igin, geriye kalan d tane hiperdiizlemler arasindaki kesigimi tiretmek igin bu

kisitlamalardan  d -1 tanesini kullamriz. Bu  kesisimler (m—d)—boyutlu

hiperdiizlemi ortaya koyar ve son kisitlama bu (m-—d)—boyutlu hiperdiizlemi
konumlandirir. Bu iki hiperdiizlem (¢oziimlerin d—boyutlu hiperdiizlemi ve kisitlanan
(m—d)—boyutlu hiperdiizlem), genel olarak, m-boyutlu ¢éziim uzaymda bir tek

noktada kesisir. Bu nedenle, onlar koyulan kisitlamalar altinda denklemlerin

sistemine bir tek ¢6ziim verir.

Bagimsiz degiskenlerin matrisi eksik siitun rankli oldugunda, bir normal
denklem sistemine bir ¢oziim bulmayr o6zel kisitlamalar koyarak ele aldik.
Vurgumuz, her bir satir bir (m-1)-boyutlu hiperdiizlemi gostermek iizere, normal
denklemlerin satirlarinda dayandirildi. Sifir uzay ile ayn1 boyuta sahip ve ona paralel
olan ¢oziimlerin hiperdiizlemini gorsellestirmeye yardim edecek sifir vektorlerini
kullandik. Coziimlerin d—boyutlu hiperdiizlemi normal denklemlerin satirlarinin her
biriyle temsil edilen (m—1)—boyutlu hiperdiizlemlerin m—d tanesinin arakesiti

(kesisimi) vasitasiyla yaratilir. Her ne kadar normal denklemlere ¢oziimlerin sonsuz

bir sayisi var ise de onlarin bu uzayda yattigin1 biliyoruz. Geriye kalan d tane
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(m —1)—b0yutlu hiperdiizlemin konumlandirilmasini uygun bir sekilde kisitlayarak,

normal denklemlere kisitlamalar altinda tek olan bir ¢6zlimii bulabiliriz.

Hesaplayarak kisitlamaya dayanan bir genellestirilmis ters yardimiyla bu
kisitlanmus ¢dziimleri bulabiliriz (3.37). Ozel bir kisitlama ile bir genellestirilmis
tersi kasith olarak iiretmedigimizde bile, herhangi bir genellestirilmis tersin bir
kisitlanmis ¢oziimii iirettigine dikkat etmek onemlidir. Bu anlamda, rank eksikligi
olan bu denklemleri ¢dzmek i¢in kullanilan genellestirilmis terslerin geometrisi
kisitlanmis regresyonda kullanildiginin aynisidir. Irdelememiz; normal denklemlerin
satirlar1 ve onlarin arakesitleri iizerine odaklanarak satir bakis acgisindan kisitlanmis

regresyonun geometrisi iizerine odaklanmuistir.

Bazi bakimlardan, bu bakis acist boyutlarin sayisi biiyiik oldugunda siitun
bakis agisindan daha zor olabilir, fakat bu satir bakis acisimi alarak kazandirilacak

geometrik sezgiler vardir.

Ozellikle bir ve iki kadar rank eksikligi durumlarinda ¢dziimler dogrusunu ve
cozlimler diizlemini diisiinmek sezgiseldir. Satir geometrisi, biiyiikk bir genisletme
icin, satir islemleri arasindaki kisitlanmamis kesisimlerin ¢oziimler hakkinda
bildigimiz, onun bu uzaya, yani sifir uzayina paralel uzaya diismesi gerektigini
ortaya koyar. Onlarin tiimiiniin her birinin digeriyle kesistigi (eger birden daha fazla
var ise) boyle bir yontemde kisitlamalar1 geriye kalan hiperdiizlemlerin diizenlenmesi
olarak diistinmek i¢in yararhidir. Bu kisitlanmis arakesitlerden (kesisimlerden)
(geriye kalan birden daha fazla hiperdiizlem var oldugunda) yaratilan hiperdiizlem
¢oziimlerin hiperdiizlemiyle kesisecek sekilde konumlandirilir. Bu kesigim
uygulanan kisitlamalar altinda normal denklemlere bir ¢oziimii tretir. Bunlar
genellestirilmis tersler kisitlanmis regresyon ¢alismasinin i¢ yiizliniin nasil oldugunu

anlatmaya yardimeidir.

Analizde ortaya koyulanin ne oldugunun i¢ yiizlinii anlamay1 kazanmamiza
yardim etmek i¢in bu geometri 6zel bir probleme nasil uygulanabilir? Bir en kiigiik
kareler ¢oziimiinii iretmek icin ekseriye kisitlanmig regresyon ve genellestirilmis
tersleri kullanarak ¢oziilen bir rank eksikliginin bir drnegi olarak Yas — Periyot —
Grup modelini kullanabiliriz. Geometri bu bir kadar rank eksikligi durumunda

problemin ne oldugunu ortaya koyar. Bagimsiz degiskenlerin biri hari¢ tiimiiniin bir
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kiimesi lineer bagimsizdir. Normal denklemlerin biri hari¢ hepsi i¢in, normal
denklemlerin kesisimi bir dogruyu, yani ¢éziimler dogrusunu olusturur. Geriye kalan
normal denklem bir hiperdiizlemle temsil edilebilir. Ancak bu hiperdiizlem ¢oziimler
dogrusunu bir noktada kesmez. Kisitlanmis regresyon ve genellestirilmis tersler bu
hiperdiizlemin konumlandirilmasint degistirir. Bu nedenledir ki 0, ¢oziimler

dogrusunu keser ve ¢oziimler dogrusu tizerindeki ¢éziimlerden birini ortaya koyar.

Bu ¢o6ziim bir en kiigiik kareler ¢6ziimiidiir. Bazen kisitlanmis regresyonda
koydugumuz bir kisitlama bir ¢6zlimii ortaya koyma bakimindan ¢alismaz. Kisitlama
lineer bagl hiperdiizlemin dogrultusunu degistirmediginden ve bu nedenle ¢oziimler
dogrusunu kesmediginden bu durum vuku bulur. Bu ¢6ziimiin kisitlamaya bagl
oldugunu hatirlamak 6nemlidir ve bdyle bir kisitlamay1 kullanan herhangi birine
teorisini ve asil miilahazalarin1 bu taban iizerinde yapmasini Oneririz. Coziimler
dogrusu veriden bildigimiz seydir. Bu dogruyu veriden belirleyebiliriz. Bununla
beraber, ¢ogu zaman onu gbz oniine almayiz. Bu dogru Yas — Periyot — Grup modeli
(3.35) igin diger teshis edilen karakteristikleri ve bu nedenle tahmin edilebilen

fonksiyonlar denilen karakteristikleri elde etmek i¢in bu dogru kullanilabilir.

Hiperdiizlemlerin arakesitini belirlemek igin alti yardimci nokta soz
konusudur. Bu kisimda m sayida bagimsiz degisken ve m sayida normal denklemle
ilgilenilir. Sunumun kolaylig1 i¢in degiskenleri sapma puani bigiminde olduklarini
varsayalim. m-boyutlu uzayda diger hiperdiizlemler ile kesigsme ile olusturulan
hiperdiizlemleri saptamada yardimci olabilen alti noktay1 asagidaki gibi verebiliriz.
[k bes nokta hiperdiizlemlerin tiimiiniin dogal olarak kesistigi lineer bagimliliklarin

olmadig1 durumlarla ilgilidir.

1. Bir m-boyutlu ¢dziim uzaymnda m sayida hiperdiizlem (normal denklemleri

temsil eden) vardir.

2. Normal denklemlerin her biri (m—1)—boyutlu bir hiperdiizlemi temsil eder.
3. Iki lineer bagimsiz (m—1)—boyutlu hiperdiizlemi gdsteren hiperdiizlemler

kesistiginde ~arakesit (m—2)—boyutlu bir hiperdiizlemdir. Normal

denklemlerin her birinin bir diizleme, yani bir (3 — 1) — boyutlu hiperdiizlemi
gosterdigi ve iki diizlemin arakesitinin bir dogru, yani bir (3 — 2) — boyutlu

hiperdiizlem oldugu uzay: diisiiniiniiz.
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4. Bir (m—p)—boyutlu hiperdiizlemin bir (m—s)—boyutlu hiperdiizlem ile
arakesiti bir (m —(p+ S)) —boyutlu bir hiperdiizlemdir. Bir dort-boyutlu
uzayda iki diizlemin, yani (4—2)—boyutlu hiperdiizlemlerin arakesiti bir
noktadur, yani bir (m—(2+2)) veya (4—4)—boyutlu hiperdiizlemdir.

5. Bir m—boyutlu ¢6ziim uzayinda p+S=m boyutlu hiperdiizlemler (eger onlar
kesisirler ise) bir noktada kesisir. Ornegin, p+s=m oldugunda (m-s)-
boyutlu bir hiperdiizlem, genel olarak (m-— p)—boyutlu bir hiperdiizlemi

keser. Lineer bagimli denklemler ile ilgili problemimiz onlar kesistirmek igin
kisitlanmadikca hiperdiizlemlerin tiimiiniin bir digeriyle kesismedigidir.

6. q kadar lineer eksiklik durumunda, hiperdiizlemlerin m-—q tanesi
m—(m—q)—boyutlu bir hiperdiizlemi yaratarak kesisir. Yani, kesisimlerle

yaratilan hiperdiizlem g-boyutludur ve sifir uzay: ile ayn1 boyuta sahiptir.
Eksik rank durumunda, geriye kalan g tane hiperdiizlemi her biri digerini

kesmek ve ¢0ziim uzaymi kesmek i¢in sinirlariz. Onlarin her biri digeri ile bir

(m—q)—boyutlu hiperdiizlemde kesisir. Yukaridaki bilgileri kullanarak, bu
iki diizlemin her biri digeriyle kesismek i¢in smirlandirildiginda sonug
[m—((m-q)+q)|-boyutlu bir hiperdiizlemdir. Yani, bir 0 — boyutlu
hiperdiizlem ya da bir noktadir. Bu; kisitlanmis regresyonun geometrik olarak
nasil ¢calistigin1 gérmek i¢in bir yontemdir.

3.5 Genel Lineer Modellerde Genellestirilmis Tersin Kullanilmasi

Bir matrisin genellestirilmis tersi olarak bilinen matematiksel kavram ilk
olarak 1920 de E.H Moore tarafindan ortaya konulmustur. Moore 1935 de

genellestirilmis tersin 6zelliklerinin ilk basilmis sistematik incelemesini vermistir.

Keyfi bir A matrisinin Moore—Penrose genellestirilmis tersi asagidaki denklemlerin

G = A" ¢0zlimii olarak Penrose tarafindan tanimlanmistir.
AGA=A (3.50)

GAG=G (3.51)
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(AG) = AG (3.52)

(GA) =GA (3.53)

Bu denklemlere esdeger olan iki denklemle keyfi bir matrisin genellestirilmis tersini
tanimlamak uygundur (Ackley, 1967). Bu denklemler (3.52) denklemini (3.51)
denkleminde ve (3.53) denklemini (3.50) denkleminde yerine koyarak olusturulabilir.

Bu denklemler sirasiyla

GG'A' =G (3.54)
ve

AAG' =A (3.55)
dir.

Genellestirilmis tersin, bu ¢aligmanin istatistiksel goriintimlerini kesfetmede yararl
olarak birka¢ 6zelligi vardir. Bu 6zellikler, uygun oldugunda, 6zelligin ayrintili bir

kesfinin bulunabildigi kaynak referanslar ile asagida ifade edilir.

Ozellik (1). Bu dort denklem ile belirlenen genellestirilmis ters tektir [Penrose (3)].
Ozellik (2). A™ = A dir [Penrose (3)].

Ozellik (3). A" = A" dir [Penrose (3)].

Ozellik (4). A" = AA” A" dir [Penrose (3)].

Ozellik (5). A*A, AA", | —A"A ve | — AA" nn her biri idempotentdir.

Ozellik  (6). rank(A*) =rank(A)= rank(A*A) = rank(AA*) = iz(A*A) dur.
[Penrose (3)].

Ozellik (7). (AB)+ =B"A" olmas:! i¢in gerek ve yeter sart A"A ve BB’ niin
degismeli ve A'A ve BB™ nin degismeli olmasidir [Greville (4)].

Ozellik (8). AXB=C nin X igin bir ¢dziime sahip olmas1 igin gerek ve yeter sart
AA'CB'B=C olmasidir. Bu durumda Z keyfi olmak iizere, genel ¢6ziim

X =A"CB"+Z—-A"AZBB" seklindedir [Penrose (3)].
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Ozellik (9). Eger A matrisi p rankli nx p tipinde bir matris ise, bu takdirde
(AA)" =(AA) dir.

Ispat: pxp, p rankli bir px p matris oldugundan, (A'A) bir terse (normal terse,
yani bildigimiz terse) sahiptir. Bu durumda (A’A)_1 in (A'A) min genellestirilmis
tersi icin verilen denklemleri sagladigi dogrulanabilir. Genellestirilmis ters tek
oldugundan, (A'A)" =(A'A)" dir.

Ozellik (10). Eger A matrisi p rankli nx p tipinde bir matris ise, bu takdirde
A"A=1 di.

Ispat: Eger A matrisi p rankl1 nx p tipinde matris ise, bu takdirde matris teorisinden,

A nin bir sol terse sahip oldugunu biliyoruz.

Tanimlanan denklemlerde yerine koyarak, A" nin sol ters olup olmadig
gosterilebilir. p rankli bir pxn matrisi igin, sag ters benzer sekilde, AA" =1 oldugu

sonucunu ortaya koyar.

Ozellik (11). Eger bir A matrisi tam rankli ise ve A=(A:A)) olacak sekilde

pargalanmuis ise, bu takdirde

+

A -AA[(1-AA)A T
[(1-An)A T
dir [Cline (5)]. Ozellikle eger, A'A, =0 ise, bu takdirde, A’A, :(AfAf'Ai')Az -0

oldugundan,

oldugu kolayca goriiliir.

3.5.1 Tahmin

E(e)=0 ve E(ee’)=0"l olmak iizere,
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Y =XpB+e

genel lineer istatistiksel model i¢in bazi varsayimlart yapma, bilinmeyen
parametrelerin vektoriinlin ve parametrelerin fonksiyonlarinin tahmini ig¢in bize bir
taban sunar. Bu niceliklerin tahmini gozlemler, yani Y ve bilinen sabitlerin matrisi,

yani X arasinda mevcut olan iligkilerin tahminine esdegerdir. Daha evvel gosterildigi

iizere, (Y =X £)'(Y =X ) y1 minimum yapmak igin en kiigiik karelerin kullanimi
XX B=XY

normal denklemlerini verir.

X in rankim dikkate almaksizin, (4) ve (8) ozellikleri bize, f nin en kiiciik kareler

tahmin edicisi i¢in,
B=(XX) XY+ 1=(XX) (XX)]|Z = XY +(1-X"X)Z

genel ¢oziimiinii verir. Burada, Z bir keyfi px1 vektoridiir.
Eger X tam rankli ise, bu takdirde (9) ve (10) 6zellikleri yardimiyla

f=XY =(XX)" XY
oldugu goriiliir. Bununla beraber, genel ¢6ziim rank(X)=r<p igin de
saglandigindan tam rank durumunu ayr1 tutmayacagiz.

En kiigiik kareler tahmini o nin bir tahminini dogrudan dogruya ortaya
koymaz. Bununla beraber, o nin tahminini 3 ya dayandirarak, o nin bir yansiz
tahmini

L (Y=XBY (Y=XB) vr(1-xx*)y

n—-r n-r

dir. Oncelikle ilgilenilen A3 tahmin edicisinin ortalama vektdrii ve varyans—

kovaryans matrisidir. Y nin X 8 ortalama vektdriine ve ol varyans—kovaryans

matrisine sahip oldugunu hatirlayarak,
E(ﬁ):E[X*Y+(|—X*X)Z]:X*Xﬁ+{|—X*X]z
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ve
Var ()= E[(X*Y ~XXB)(XY —X*Xﬂ)'}: E[X*ee'x“}:az(xx)+

dir. Genel olarak ,@ nin tek olmadig1 ve bir yansiz tahmin edici olmadig1 belirtilir.
Bununla beraber, eger S vektoriini keyfi Z vektorli olarak segersek ,@ tahmin
edicisi yansizdir. Eger hatalarin vektoriiniin dagilimini e ~ MVN (O, 02|) olarak

belirlersek, en ¢ok olabilirlik tahmini yonteminin kesinlikle £ nin en kii¢iik kareler

tahmini ile ayni sonuglara gotiirdiigii gosterilebilir.

V keyfi bir pozitif tammli matris olmak iizere, E(e)=0 ve E(ee')=oc"V

oldugunu kabul ederek, tahmin bir dereceye kadar genellestirilebilir. Bu daha genel

durumda, en kiigiik kareler tahmininden sistemlestirilen normal denklemler
B=(XV7X) XV +[| —(XV7X) (XV X )}z

¢ozlimlerine sahip olan,
(XVX)B=XVY

olacaktir. Bu durumda

E(ﬁ)z(XV1X)+(XVlX),B+[I —(xle)+(xv1x)}z

var( )| (4-(#)) (3 (7) |
- E[(xle)+ XV ee'V X (xle)*}
=(XVX) (XVX)(XVX) o =0 (XV X))
dir. Yukarida irdelenen dagilimsal durumlarm her birinde, eger rank(X)=r < p ise,

£ nin tahmin edicisi tek degildir. Eksik rank durumunda, £ nin elemanlarinin tiim
degerleri ile ilgili direkt ¢ikarim yapilamaz. Bununla beraber, tahmin edilebilir

fonksiyonlar denilen herhangi bir ¢6ziimde degismez nicelikler vardir. ,@ nin
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elemanlarinin, f'f ile gosterilen, bir lineer kombinasyonunu g6z oniine alalim. 'S

nin keyfi Z ye gore degismez olmasi icin gerek ve yeter sart
f1-X"X]=0

olmasidir. Eger X tam rankli ise, bu takdirde bu esitlik her bir f’ igin saglanir. Eksik
rank durumunda f’'=b’X bigimindeki tiim lincer kombinasyonlar bu ozellige

sahiptir, ¢linkii

FLI=X"X |=b[ X =XX*X]=0
dir. Ayrica, [I —X+X] in sifirligt r oldugundan, [I —X+X] in sifir uzayr i¢in
herhangi bir taban f'[l —X*X]zO denkleminin r sayida lineer bagimsiz

¢oziimlerinin bir kiimesidir. X in ranki r oldugundan ve b'X[I —X+X}:O

oldugundan, boyle f' vektorleri f'=b'X olarak yazilabilir. Bir linecer tahmin

edilebilir fonksiyonu bu degismezlik 6zelligine dayanarak tanimlayabiliriz, yani

parametrelerin bir f’f lineer fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasi igin gerek ve

yeter sart f '[I - XX ] =0 olmasidir.

Graybill(1) bir lineer tahmin edilebilir fonksiyonu, bilinmeyen parametrelerin

bir fonksiyonu olarak tanimlar ki onun ig¢in,
E(b’Y)zb’Xﬂz f'p
olacak sekilde bir b’ vektorii vardir.

Asikar olarak iki tanim esdegerdir. Graybill ayrica, lineer olarak tahmin edilebilir bir

fonksiyonunun
f'=rXX

denkleminin r i¢in bir ¢Oziiminin bulundugu parametrelerin bir lineer
kombinasyonuna esdeger oldugunu kanitlar. Bize en faydali olacak olan, tahmin

edilebilir fonksiyonun bu bigimidir.
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Graybill’in genellestirilmis ters formiillemesinde uygulanabilirligi ile gelistirdigi

sonuglardan {i¢ii asagida listenmistir.

(1) Tahmin edilebilir bir f’g fonksiyonunun en iyi lineer yansiz tahmin edicisi

fp=1'p
dir.

(2) Eger fonksiyonlarin her biri lineer olarak tahmin edilebilir ve f/, f,),..., f, ler
lineer olarak bagimsiz vektorler ise, bu takdirde f3, f,5,..., . fonksiyonlarina
lineer olarak tahmin edilebilir fonksiyonlar denir.

(3) Lineer olarak tahmin edilebilir fonksiyonlarin bir kiimesi, en ¢ok r tane
fonksiyonu igerir, burada r=rank (X )dir. Bir lineer olarak tahmin edilebilir F’'p

matris fonksiyonu, 1<m<r olmak iizere, m tane lineer olarak tahmin edilebilir
fonksiyonunun bir kiimesidir. f,8 lar bir lineer olarak tahmin edilebilir fonksiyonlar
olmak iizere, bir matris fonksiyonu

f/

f’
F’ﬂ: .2

(8)=(RXX)p

f
olarak gosterilebilir. Sik sik yararlanilacak olan bir sonug, bir tahmin edilebilir matris
fonksiyonunun tahmin edicisinin, keyfi Z matrisine gore degismedigidir ki bu F'J
nin her bir bileseninin bu 6zellige sahip oldugu gerceginden direkt olarak goriiliir.

e ~MVN (0, O'Zl) oldugu dagilimsal durumu goz Oniine alarak bir tahmin edilebilir

matris fonksiyonunun tahmin edicisi daima tektir ve bu nedenle tahmin edilebilir
fonksiyonlarla ilgili ¢ikarsamalar yapmada faydalidir. Bu durumda tahmin edicimizin

ortalama vektorii ve varyans—kovaryans matrisi sirasiyla,
E(F'[;): E(FX'Y)=RX'(XX*X)B=F'p

ve
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Var (F'4) = E[(F’X*Y ~F'B)(FX*Y —F’ﬁ)’}: E(F’X*ee'X*'F):azFF

dir.
3.5.2 Hipotezlerin Testleri

Simdi, F'S lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarin bir mx1 vektori
olmak iizere, F'S=C hipotezinin test edilmesini ele alacagiz. Eger F'S lineer

olarak bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarin bir kiimesi ve C bilinen sabitlerin

bir vektori ise, F'S=C ye bir lineer olarak tahmin edilebilir hipotez denir. Bu
kavrami agiklamak icin, £ nin {i¢ bileseninin esitligini test etmeyi istedigimizi, yani
Ho: B =5, = P
hipotezini test etmek i¢in istediginizi farz edelim. Eger,
fp=1 -1 0 0 --- 0)B
ve
f,6=1 1 -2 0 --- 0)p
lineer olarak tahmin edilebilir ise, bu takdirde

F'ﬂ=(f1’,fz’)'/3={ A }o

181 + :Bz - 2183

olmasi i¢in gerek ve yeter sart [, =/, =, olmasidir. Hipotezin lineer tahmin
edilebilir fonksiyonlarinin bagimsiz olmasii isteriz. Bunlarin herhangi birinin
bagimsiz olmamasi gereksiz olacaktir. Ornegin yukaridaki agiklamada

f;8=(0 1 -1 0 --- 0)B=0

B, ve B, iin esitligini test edecektir ki bu daha once f 8 ve f, vasitasiyla test

edilmektedir. Tam rank durumunda, lineer olarak tahmin edilebilir fonksiyonunun ve

tahmin edilebilir hipotezin bi¢iminin bir sonucu, f nin elemanlarinin ayri ayri ve
birlikte olarak tahmin edilebilir oldugudur. Bu durumda g =C hipotezi tahmin

edilebilirdir. Ayrica, S mnin elemanlarinin herhangi bir alt kiimesinin sabitlerin
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belirlenmis bir kiimesine esitligi px p birim matrisinin uygun satirlarin1 F" matrisi

olarak se¢cmek suretiyle test edilebilir.

Olabilirlik oran testi kriterinin gelistirilmesinde, sadece e~MVN (0,671)

oldugu normal teori ile ilgilenecegiz. Bu durumda, uygun olabilirlik fonksiyonu

x| ~1 ~XB) (Y =Xp)

f(e;,b’,az)=

dir. Bu durumda H,:F'S#C alternatif (karsit) hipotezine karsi H,:F'f=C
hipotezinin bir testini gelistirmek igin,

L(a)

L(9)

9:

olabilirlik oranini1 kullanacagiz. Burada L(f}) , kisitlanmamis olan, p+1 boyutlu Q

uzayinda, ( ﬂ,az) de icerilen parametrelere sahip olabilirlik fonksiyonunun

A

maksimum degeridir. Benzer sekilde L(®) ise H, ile kisitlanan parametre uzay:

olabilirlik fonksiyonunun maksimum degeridir. @ uzay1r p—m+1 boyutludur, ¢iinkii

S nin eleman arasindaki m sayida bagimsiz iliski i¢in degerler hipotez tarafindan
belirlenir. ® uzayinda parametrelerin maksimumlastirilan degerleri 8 ve &2 ile

belirtilir, halbuki Q uzayinda karsilik gelen degerleri 3 ve 6 ile gosterecegiz.

Kisitlanmig parametre uzayinda, f (e; ﬂ,az) yi F'=C kisitlamas: altinda &° ve

S ya gore maksimumlastirmayi isteriz.
#(e:p,0%)=log, | f(e:,0%)]

olsun.

o _(Y=XB)(Y=XB) n o
oo’ 26* 267

dir. Verilen herhangi bir # i¢in ¢ nin maksimumlastiran degeri
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5o _(Y=XB) (Y-Xp)

B n

dir. Olabilirlik fonksiyonunu inceleyerek, olabilirlik fonksiyonunun

(Y =X ) (Y =X )/n

2 ~2
O =0

olmak iizere, S ya gore maksimum degerinin (Y —X /3’)' (Y =X ) minimum
oldugunda vuku buldugu dikkate degerdir. Bununla beraber, F'f =C iliskisiyle S

y1 smirlamaliyiz. Bu takdirde hipotez kisitlamasi i¢inde olabilirlik fonksiyonunu

maksimumlastiran £ nin degerini bulma problemi
F'p=C

kisitlamasi altinda

min(Y = X 8) (Y - X 8)

kuadratik programi formiillenebilir. Amag¢ fonksiyonunun Lagrange fonksiyonunun
tirevleri 24" Lagrange c¢arpanlarmin uygun vektori olmak {izere, bir

minimumlastirma i¢in gerek ve yeter sartlar olan

W _ oYX 4+28XX —20°F' =0 (3.56)
op
oy
Y _Fp-C=0 3.57
Y _Fp (357)

dur. 1k olrak (3.56) denklemini AX*' ile 6nden ¢arparak
—~AY +F'S-AA'L=0

elde ederiz. (3.57) denkleminden F'f i¢in C yi yerine koyarak, A igin ¢6ziim
A=(AA) C-A"Y

dir. A nim bu degeri ile (3.56) denkleminin 2 igin ¢oziimii Q keyfi bir px1 vektor

olmak iizere,
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B=(XX) XA(ATACT-AY)+XX"XY +(1-X"X)Q (358)
= XTAC=X"ATAY + XY +(1-X"X)Q |

olur. Bu durumda
XY +2XX [X*A*C—X*A*AY + XY+ (1 —x*x)Q}
~2X | (AN) C=A"Y =0
ve
—XY +XA'C—XA'AY + X¥ - XA'C+XAA"Y =0
oldugundan, (3.56) denklemi S ve A ile saglanir. Ayn1 zamanda,
F'B=RXX [X*A*C—X*A*AY +XY (1 —x*x)Q}
= AA'C — AA"AY + AY
dir. Ote yandan A matrisi m rankli bir mxn matris oldugundan
AA" =
olur ve (3.57) denklemi saglamir. 3 genel terimini muhafaza eder iken olabilirlik
fonksiyonuna geri doniip 6° yi yerine koyarak,
, n"?exp[-n/2]

5o (27)"" {(Y - X/?)' \& Xﬁ)}

n/2

elde edilir. Kisitlanmamis parametre uzaymda o’ ve A nin maksimuma cikaran

degerlerini bulmak

B=XY+(1-X"X)Z
o (xB) (r-x4) >

B n

sonuclarini ortaya koyar. Burada Z keyfi bir px1 vektér ve 6°; o nin bir yanh

tahmin edicisidir. Olabilirlik fonksiyonunda bu sonuglari yerine yazmak
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L(f)_) maxf(e B.o ) "/Zexp[ n/2]

e

feo (27)" {(Y X ﬂ) (Y-x ﬁ)r

maksimum degerini verir. Bu takdirde B ve f sirasiyla, (3.58) ve (3.59)
denklemlerinde sunuldugu gibi olmak iizere, olabilirlik oran1

n/2

L) | (v-xp) (v -x)

dir. Test kriterimizi sekillendirmek igin, ilk olarak olabilirlik oraninin kuadratik
formlarin1 ki-kare rasgele degiskenleri bicimine getiririz. Bu takdirde kuadratik

formlarin  bagimsizigi gosterilecek ve merkezi olmayan bir F-istatistigi

saptanacaktir. Herhangi bir 3 igin,

!

(1B (4 XB)=( -5 [¢-x3)- (-] (xx (3 5)
dir. Bunun sonucu olarak, olabilirlik orani

-n/2

(3.60)

olarak yazilabilir. Simdi paydadaki orani inceleyelim. ﬁ ve [ i¢in ¢oziimleri

kullanarak,

(5-5) xx(8-7)

Y S XXTATC + XX TATAY — XX*Y)(XX*Y—XX+A*C+XX*A+AY—XX+Y)

(x
( ATAY — XX A+c)'(xx+A+AY —XX*A*C)
(AY

~C)(A"xx"A")(AY ~C)

oldugu goriiliir. Merkezi olmayan bir ki-kare rasgele degiskeninin tanimina gore,

eger Z ~MVN (u,V) ise, bu takdirde ZBZ ~ 4*(q,4) olmasi igin gerek ve yeter
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sart BV nin idempotent olmasidir. Burada q, BV nin rankidir ve A= /Bgu/2 dir.

Eger [( AT XX A ) / az}[Var (AY-C)] matrisi idempotent ise
(,3 —ﬁ), XX (ﬁ —ﬁ)/az merkezi olmayan bir Ki-kare dagilimina sahiptir.
Y ~MVN(XS,0°1) oldugundan, (AY —C)~MVN(AX 3—C,c°AA') ve

_ATXXTA

2
O

BV o AA

dir. Bu durumda A"XX'A'AA’ matrisinin idempotent olup olmadigin
belirlemeliyiz. R'’XX = AX olmak iizere,
ATXX (ATAA) = ATXX T (A) = ATXX T (XR)
oldugu aciktir. Bu nedenle,
A"XXTATAA = ATXR = A" A
yazilabilir. A", m rankli bir pxm matris oldugundan bir A*' sol tersine sahiptir ve
BV = A" XX A'AA = |
esitligi saglanir. Bu nedenle, BV idempotentdir ve m ranklidir. Boylece,

(AY —C)' (A+'XX+A+)(AY —C)/a2 nin m serbestlik dereceli ve

ﬂt=(|:'/3’—C)’(A+'xx+A+)(|:'ﬁ—C)/2a2
merkezi olmama parametreli merkezi olmayan bir Kki-kare dagilimina sahip oldugu
sonucuna variriz.
(Y —X[?)'(Y —Xﬁ) kuadratik formu Y'(1-XX*)Y ye esitti. Bu durumda
(I — XX*) matrisi  n—r  rankli bir idempotent matris oldugundan,

(Y -X /?)(Y - X ﬁ) , n—r serbestlik dereceli merkezi bir ki-kare dagilimina

sahiptir. Sonug olarak,
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y~ 1 (m,(F'ﬂ—c)' (A+'XX+A+)(F’,B—C)/202)
ve &~ y° (n —r) degiskeni olmak iizere, olabilirlik oranimiz
n/2

0= — (3.61)

dir.
Genel olarak, iki TDT ve TET kuadratik formunun bagimsiz olmasi igin

gerek ve yeter sart DVE =0 olmasidir. Burada T ~ MVN (,V) dir.

!

y=(5-5) xx(;@—ﬁ)/&:(v—xﬁ)' XX+(Y—X,5)/02
g:(v-xﬁ)'(v—xﬁ)/az=(Y—><B)'(| —xx+)(\(—xﬁ)/a2

Ozdeslikleri » ve & nin gosterimi ve bagimsizligl i¢cin uygun bi¢imlerdir. Bu

durumda

(v -x7)

(| XX+ XX*A*A)Y ~XX*AC
ve Y nin varyanst o°l oldugundan,

Var (Y =X B) =0 (1-XX "+ XX *A*A)(1 —xx*+xx+A+A)' =’ (1-XX"+A"A)

dir. Bu takdirde DVE ye karsilik gelen nicelik, kolayca dogrulanabilen

X’; (1-XX"+AA) "sz+ =0
& =)

o (o}

dir. Merkezi olmayan ki-kare degiskeninin serbestlik derecesine bdoliinen her bir
degiskene sahip olabilirlik oranimizin paydasindaki merkezi ki-kare degiskenine

oran1 mve n—r serbestlik dereceli ve
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2=(F'p-C) (A"XX"A")(F'p-C)

merkezi olmama parametreli merkezi olmayan bir F—dagilimimna sahiptir. 4 =0

olmasi ic¢in bir gerek ve yeter sart hipotezin dogru olmasi, yani F'f#-C=0
olmasidir. Bu durumda, serbestlik derecelerine boliinen kuadratik formlarin orani

y(n—r) (AY ~C) (A*XX*A")(AY —C)

§(m) (Y—XB)'(Y—XB)

m,n—r

F—dagilimina sahiptir. Hipotezin reddedilmesi olabilirlik oraninin kii¢iik degerlere

sahip olmasi ve [;/(n— I’)] / [é(m)] ye gore monoton azaliyor olmasi ile tutarlidir,

Fonr (@) @ anlam diizeyine karsilik gelen iist anlam noktasi olmak iizere, bu test

icin kritik bolge
700 e (@)
¢(m)

dir. Olabilirlik orani kriterimizin dogrulamasi olarak, onu tam rank durumunda iki tip
test i¢in ¢ogunlukla kullanilan kriterlerle karsilastiracagiz. f = B icin tam hipotez

testi kriterinin alisilmis bi¢imi, 6rnegin Graybill (1)

nop (Y =XB7) (X (xX) x)(Y =X )
P (Y = XXY) (Y = XX V)

> Fp,n—p (0{)

dir. Paydalarin ayn1 oldugu goriiliir. Bundan baska

!

(Y-x8) (x (XX)™ X')(Y “XB )= (Y =X A7) (XX) (XX)(Y =X 57)
=(X*Y =) (XX)(XTY-5)

dir. Bu nedenle test kriterleri tam rank hipotez testinde esdegerdirler. Diger p—s

sayida eleman belirlenmemis iken, f nin elemanlarindan s tanesinin bilinen sabitlere

esit oldugunu test etmek i¢in, Graybill(1)
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o (Y —xly;)'(x (XX)" ><'—x2(x2'x2)_1 xz'j(v ~X7;)

S (¥ =X ) (1 =X (XX) XYY =X

>F, o (a)

alt hipotez kriterini kullanir. Bu tam rank test amaciyla, genel lineer modelin

elemanlar1 (unsurlari)
X :(Xl’ Xz)’ ﬂ’:(%’?/z)

olacak sekilde pargalanmustir ve y, bilinen sabitlerin bir sx1 vektdrii olmak iizere,
hipotez y, =y, dir. Genellestirilmis ters formiillemesine gére bu hipotez C =y,
koyarak ve I, s boyutlu birim matris ve 0, sx(p—s) boyutlu sifir matris olmak
tizere, F'=[1 : 0] secerek test edilebilir. Bir basitlestirme olarak, sadece X, in X,

ye ortogonal oldugu, yani X;X,=0 oldugu tam rankli durumunu goéz oniine

alacagiz. F'= AX =[1 1 0] oldugundan,
AX, =1 ve AX, =0

yazmaliyiz. Kisim 3.6 daki (11) dzelligine gore, A= X, oldugu agiktir. Bu takdirde

hipotezimiz F'f =y, dir ve test kriteri

S (XY =) (XXX ) (XY =7

S (xif(exd

>F ., (a)

dir. Bu durumda yine paydalarin ayni oldugu goziikiir.

(Y =X%7) x(xx)‘lX'—xz(x;xz)‘lx;)(v—xlyl*)

(XX =X,X7)(Y - X77)

(
[

= (Y = X7 ) (XX ) (Y = X7
= (Y =Xy ) X{(XOXKX) Xy (Y = X7
= (XY = 77) (XIXXX,) (XY =7)
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oldugundan paylar da aynidir. Bu takdirde test kriterimizin alt hipotez testinin bu

6zel durumunda ¢ogunlukla kullanilan kritere denkligi agiktir.
Ornek 3.24. Y, =u+7,+e;, 1=123, j=12 olmak ilizere, tam olarak
rasgelelestirilmis tasarim modelini g6z Oniine alalim.
e~MVN(0,0°1)
olmak iizere,
Y=XB+e

istatistiksel modelimiz i¢in gerekli olan normallik varsayimlarinin savunulabilir

oldugunu farz edecegiz. Istatistiksel modelimizin gerekli unsurlari

(1] 11 0 0]

3 P 1100

2 7, 1010
Y = , B= X =

2 , 1010

8 7, 1001

10| 100 1

dir. X in rank1 r =3 tiir. Genellestirilmis tersi tanimlayan denklemlerin ¢6ziimiiyle

1 1 1 1 1 1
3 3 -1 -1 -1 -1

X* =18
¥ 43 3 214
1 -1 -1 -1 3 3

ve
6 2 2 2
. 2 22 -10 -10
(XX) =1/64

2 10 22 -10

2 -10 -10 22

dir. Bu tam rankli olmayan durumun bir 6rnegi oldugu i¢in tahmin tek degildir.

Tahmin edici
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26 2 -2 -2

A -10 -2 2 2

=XY+[1-X"X |Z2=1/8 +1/8
p [ ] Y -10 Y -2 2 2
46 -2 2 2

genel ¢ozlimiine sahiptir. ,B nin ortalama vektori

E(ﬁ): XX B+[1-X"X]Z

6u+2t,+2r,+2t,| [ 22,-22,-22,-2Z,
2u+67,—21, - 21, . —27,+272,+27,+27,
2u—2t,+67, 27, | |22, +2Z,+27,+2Z,
2u—21,—2r,+61, | |-22,+22,+2Z,+2Z,

~1/8

ve A nin varyans —kovaryans matrisi

31 1 1

1 11 -5 -5
1 5 11 -5
1 5 -5 11

Var(ﬂA):orz(XX)+ =o?/32

dir. Bundan baska, o nin yansiz tahmini

PO k. e

olur. Tam rankli olmayan durumda £ nin tahmin edicisi kendiliginden £ nin her bir

bileseni hakkinda bize herhangi bir seyi s6ylemez. Bununla beraber,

v [0 Y2 12 07
{o 12 12 —J’
o, (Y2 y2 —y2 -2 0o 0]
AzRX‘L/z y2 Y2 12 -1 —J
ve
, {0 1 1 o}
F'=AX =
01 1 -2
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olmak fizere, parametrelerin bir fonksiyonunun tahminini géz Oniine alalim. Bu

durumda F'g tahmin edilebilir matris fonksiyonunun tahmin edicisi

E(F’ﬁ)zF'ﬁ:( nTt j

7, +7,—-21,

ortalamali ve

Var(F'g)=oFF = = °
ar(Fh)=oFF=lg ¢

varyans—kovaryans matrisli

. 0
F'B=FX'Y =

tir. Cogunlukla tim 7, lerin yani islem etkilerinin esitligi test edilmek istenir. Bu

durumda karsilik gelen tahmin edilebilir hipotez

. 01 -120 T,—7T, 0
F'B= B= -
011 -2 T, +7,— 27, 0

dir. Bu tahmin edilebilir hipotez i¢in, A" niin genellestirilmis tersi

A (Y2 Y2 Y2 Y2 0 0
‘[1/6 ye 16 16 -3 —usj

olarak yazilir. Test istatistigi

=245

(n_rjz_(n_rj(AY_C) (A"xx"A")(AY ~C)
U (v xg)
tir. Ote yandan bu test icin kritik bolge (ret bolgesi)

(ﬂjl >F,,(.05)=9.55
m )& ’

tir. Bu nedenle, H, : 7, =, =7, hipotezini reddetmeliyiz.
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E(¢)=0 ve Var(e)=o’l, fakat X bir tam siitun ranka sahip olmamak, yani
rank(X )=k <p<n ve XX tekil olmak iizere
y=Xp+¢

modelini gbz Oniine alalim. Bu modelde S daki p tane parametre tek degildir. Bu

durumda en kiigiik kareler yaklagimi bizi
X'XB=X'"y
normal denklemlerine gotiiriir.

Teorem 3.19. Eger X, k< p<n rankli nx p matris ise, bu takdirde XX 3=XYy

denklemler sistemi tutarlidir.

Ispat. Sistemin tutarli olmasi igin gerek ve yeter sart
XX (XX)ﬁ Xy=XYy

olmasidir. Bu durumda XX (XX) X'=X" oldugundan sistem tutarlidir. Bdylece

ispat tamamlanir.

Normal denklemler tutarli oldugundan, bir ¢éziim /3 =(XX) Xy dir. Bir takim

genel sonuclar asagida verilir.

(1) ,B y nin bir lineer fonksiyonudur.
2) E(,@)=(XX)_ XE(y)=(XX) XX dirkibu, (XX) ye baghdir ve yanhdur.

(3) B tahmin edilebilir degildir. Bir lineer Ay fonksiyonunun g yi tahmin ettigini,
yani

p= E(Ay)= E(AXﬂ+A£)=AX,B
oldugunu farz edelim. Bu her g icin saglanmasi gerektifinden AX =1, olmalidur.

Ancak, rank (AX)<rank(X)<p dir ve bu nedenle AX =1 dir ve boyle bir A

mevcut degildir.
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Teorem 3.20. E(y)=Xg ve X matrisi k<p<n rankli nxp olmak iizere,

y=X/f+& modelinde A'pB lineer parametrik fonksiyonunun tahmin edilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin herhangi birinin saglanmasidir.

(i) A" X in satirlarinin bir lineer kombinasyonudur, yani a’X = A" olacak sekilde bir

a vektori mevcuttur.

(i) A" XX in satirlarinin bir lineer kombinasyonudur veya A XX in stitunlarinin
bir lineer kombinasyonudur, yani r'XX =A1" veya XXr=A1 olacak sekilde bir r

vektorli mevcuttur.

(iii) (XX)™ XX in herhangi bir simetrik genellestirilmis tersi olmak iizere, A'

XX(XX) A=4 veya A (XX) XX =1' olacak sekildedir.

Ispat. Sadece “yeter kismimi1” ispatlayacagiz.

(i) Eger, A'=a'X olacak sekilde bir a vektorii mevcut ise bu takdirde
E(@y)=aE(y)=aXp=1"p

dir.

(if) Eger XXr = A ya ¢oziim mevcut ise, bu takdirde a= Xr yi tanimlayarak
E(ay)=EXy)=rXE(y)=rXXpg=1p

elde ederiz.

(iii) Eger XX (XX) A =4 ise, bu takdirde (XX)A (ii) kismindaki XXr =A ya bir

¢oziimdir. Tersine olarak eger A'# tahmin edilebilir ise, bu takdirde XXr=A4

r=(XX) 1 seklinde bir ¢oziim vektdriine sahiptir. Bunu XXr=A1 da yerine

koymak XX (XX) 4 =2 oldugunu ortaya koyar. Bu da ispat1 tamamlar.

Boylece parametrelerin hangi fonksiyonlarinin tahmin edilebilir olduklarin1 gérmek

icin X inveya XX in satirlarinin lineer kombinasyonlarini inceleyebiliriz.
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Ornek 3.25.

o O - BB
R B O O
o r O BB

yi gbz Oniine alalim.

Ornegin, (3. Satir ) — (1. Satir), yani A'=(0,-110,0) oldugundan A'f=-¢;+a,

tahmin edilebilirdir. Ug lineer bagimsiz satir1 elde etmek i¢in, X in satirlarinin a’x
lineer kombinasyonlarini alalim. X in birbirini izleyen her bir satirindan birinci satirt

cikarip sonra da matrisin dérdiincii satirindan ikinci ve ticiincii satir1 ¢ikarilirsa

1 0 1 0
0 0 11
0 -11 0 0
0 0 0 0O

matrisi elde edilir. Boylece, A/f=u+o,+p, LE=6—-P ve Lf=a,-,

seklinde ii¢ lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyon elde edilir.

Teorem 3.20 (i) ve (ii) den @' ve r’ sirasiyla A'=a'X ve A'=r'XX esitliklerini

saglamak tizere, '# icin a'y ve r'’Xy tahmin edicilerine sahip olalim. A’ nin bir

{igiincii tahmin edicisi, # XX =Xy ye bir ¢oziim olmak iizere, 2’3 dur.

Teorem 3.21. E(y)=X/f ve X k< p<n ranka sahip nx p matris olmak iizere,
AB y=Xp+& modelinde g nin bir tahmin edilebilir fonksiyonu olsun. ﬁ
XX B=X$ normal denklemlerinin herhangi bir ¢éziimii olsun ve r de X’Xr =4 nin

herhangi bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde 2’3 ve r'XYy asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(i) EQD) =E(rXy)=2p.
(ii) A’ herhangi bir 3 veya herhangi bir rigin r'Xy ye esittir.

(iii) ﬂ,’ﬁ ve r'Xy ﬁ Ve r nin se¢imine gore degismez .
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ispat.

E(VB) = VE(B) = V(XX) XXp
oldugundan Teorem 3.20 (iii) den, 2'(XX) XX = 1" yazilabilir ve bu nedenle
E (/l'ﬁ) = 1B
olur. Teorem 3.20 (ii) ye gore
E(r'Xy)=r'XE(y)=r'XXpg=1p
dir.
(if) Teorem 3.20 (ii) ye gore eger A'S tahmin edilebilir ise, herhangi bir r igin
A'=r'XX dir. Budurumda XX 3= XYy normal denklemlerinin r' ile carpimi
XX B =r'XYy
yi verir. Ote yandan r'’XX =1’ oldugundan
/1’,5' =r'Xy
elde edilir.
(ilf) r'’XYy nin r nin se¢cimine gore degismez oldugunu gostermek igin, I, ve T,,
XXr, = XXr, =4 olacak sekilde verilmig olsun. Bu takdirde
EXXB=6XY ve pXXB=rXYy
dir. Ote yandan XX =r/;XX oldugundan, ;X¥ =r/X¥y elde edilir. Her birinin A'3
ya esit oldugu aciktir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.22. X k< p<n rankhh nx p matris ve kov(y)=oc’l olmak iizere, 1'8
y = X +¢& modelinde bir tahmin edilebilir fonksiyon olsun. r de XXr=A4 nin
herhangi bir ¢6ziimii olsun ve £; XX =XY nin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu

takdirde 4’3 veya r'X{ nin varyansi asagidaki 6zelliklere sahiptir.
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(i) var(r’Xy)=c’r'’XXr=c’r'a.
(if) var(A8) =02/ (XX) 4.
(iii) var(ﬂ'ﬁ’) tektir, yani r veya (X X )_ nin se¢imine gore degismezdir.
Ispat. (i) var(r'Xy)=rXkov(y)Xy=c’rXXr=c’r'a dur.
(i) var(2B)=Akov(B)A=c’A'(XX) XX(XX) A diw. Bu durumda
A'(XX) XX =2'oldugundan (ii) nin ispati tamamlanur.
(iii)) A (XX)Y A=r'(XX)(XX) (XX)r=r'(XX)r=r'2  oldugundan, sadece
A'(XX) A nm (XX) nin se¢imine gore degismez oldugunu gdstermek gerekir.
G, ve G,; XX iniki genellestirilmis tersi olsun . Bu takdirde
XG,X' = XG, X’
diir. Esitligin her iki yan1 a’X = A" olacak sekilde a ile garpilirsa
a'’XG Xa=a'XG,Xa
veya
4G4, = 4G4,
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.23. Eger A'f; X k< p<n rankli nx p matris olmak ilizere y=Xf+¢

modelinde bir tahmin edilebilir fonksiyon ise, bu takdirde '3 ve r’XYy tahmin

edicileri BLUE dir.
Ispat. Genelligi yitirmeksizin a'y =r'X{y+c'y yani, &’ =r'X'+c’, r' A’=r'XXnin

bir ¢oziimii olmak iizere, A'S; a'y ile gosterilen bir lineer tahmin edici olsun.
Yansizlik i¢in

AB=E(ay)=aXB=rXXL+cXB=(r'XX+c'X)p
elde etmeliyiz. Bu, her g i¢in ger¢eklenmelidir ve bu nedenle
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A'=r'XX+c'X
elde edilir. A'=r'XX oldugundan, ¢'X =0',

var(a'y)=a'kov(y)a=oc"a'a
=o?(r'X'+c')(rX +c)
=o? (MXXr+rXc+c'Xr+c'c)
= o’ (I'XXr+c'c)

oldugu goriiliir. Bu nedenle, var(a'y) yi minimumlastirmak i¢in, ¢ =0 yazarnz ki bu
durumda r'Xy BLUE dir. Boylece ispat tamamlanr.

Simdi & nin tahmin edicisini inceleyelim. Bu durumda & nin bir tahmin edicisi

g2 = S5E (3.62)
n—k

dir. Burada SSE:(y—X,B’)'(y—XB) dir. Bu durumda £, XXA3=Xy normal

denklemlerine bir ¢6ziimdiir ve k =rank (X ) dir.

Teorem 3.24. E(y)=Xp ve kov(y)=0?l olmak iizere y= XS+ eksik rankh

modeli i¢in (3.62) bagintisinda tanimlanan s° i¢in asagidaki dzellikler saglanir.
(i) E(s*)=
(i) s?, B min segimiyle veya (X X )_ genellestirilmis tersinin se¢imiyle degismez.

ispat. (i) SSE = y'[l SX(XX) X } y oldugundan,

E(SSE) =iz {[ 1- ) X (o)} +px [1-x (xx) X' |xp
:IZ{ - X( ’}(azl)}
2{lz(l

=(n-k)o?

elde edilir, burada k =rank (XX ) =rank(X) dir.

—
>
>
X

—
>
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(i) X (XX) X'; (XX) nin segimine gdre degismez.
3.5.3 Normal Model

y = X +¢ eksik rankli modeli i¢in,
y~N,(XB.0%1) veya £~ N, (0,0°1)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda normallik varsayimi altinda en ¢ok olabilirlik

tahmin edicilerini elde edebiliriz.

Teorem 3.25. X, k < p <n rankli nx p matris olmak tizere, eger y ~ N_ (Xﬂ,azl )

ise, bu takdirde B ve o’ icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri

A

ﬁ:(XX)_ XYy
# =2y (%)
dir.

Teorem 3.26. X k < p<n rankli nx p matris olmak {izere, eger y ~ N, (Xﬂ,azl)

ise bu takdirde B ve s® (yan igin diizeltilmis) en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri

asagidaki ozelliklere sahiptir.

(i) B~ N, ((XX) XXB,0°(XX) XX (XX) ) dir.

(i) (n—k)s*/o® ~ z*(n—k) dur.
(iii) ,@ ve s* bagimsizdur.

Ote yandan bir hipotez tahmin edilebilir fonksiyonlara gére ifade edilemedikge, onun

test edilemedigi gosterilebilir. Bu durum bizi asagidaki tanima gotiiriir.

Tamim 3.4. Eger bir hipotez tahmin edilebilir fonksiyonlara gore ifade edilebilir ise,

bu takdirde ona test edilebilir denecektir. Genel olarak, test edilebilir bir hipotez,

’

C:(C('l),c('z),...,c(’m)) , C(i)ﬂ:ti’ i=1,2,...,m
olmak tizere,
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H,:CB=t

olarak yazilabilir. Burada C nin tam satir ranka sahip oldugu, yani, rank(C)=m

oldugu ve C(’i) B nm her i igin tahmin edilebilir oldugu kabul edilir.

Teorem 3.27. X k < p<n rankli nx p matris olmak lizere, eger y ~ N, (Xﬂ,azl)
ise ve C, C/ m sayida lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarin bir kiimesi
olacak sekilde, m<k rankli mx p matrisve f=(XX) XY ise, bu takdirde

(i) C(XX) C’ tekil degildir ve (XX) nin segimine gdre degismez.

(i) CA~ N, (CB,0°C(XX) C') di.

(iii) 2=(CA) | C(XX) C'T (CB) / 26 olmak iizere;

A

ss;H/azz(cB)'[c(XX)C'T(Cﬂ)/a2 ~ 72(m,A)
dir.
(iv) SSE/0” =y I =X (XX) X'y /0" ~ 4*(n-K) d.
(v) SSH ve SSE bagimsizdir.
Ispat. (i)
Co=(Cyf = Cmb)
m sayida lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonun bir kiimesi oldugundan,

Teorem 3.20 (iii) ye gore, i=12,...,m icin, c(i)(XX)_ XX =c elde edilir. Bu

nedenle,
C(XX) XX =C (3.63)
yazilabilir. Ote yandan rank(AB) < rank(A) oldugundan,

rank(C) < rank(C(XX)™ X") <rank(C)
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elde edilir. Yani,
rank(C(XX) X)=m
dir. Bu durumda rank(A) = rank(AA") oldugundan,
rank (C)= rank(C(XX)_ X’)
= rank (C (XX ) XX (XX) C') (3.64)
= rank(C(XX )_C’)
elde edilir. Son esitlikte, C(XX) XX =C esitligini kullanalm. Bu nedenle
C(XX) C' tekil degildir. Ote yandan C(XX) C' niin degismezligi X (XX) X’

niin degismezliginden goriiliir.

(ii) Bu durumda
E(CA)=CE(B)=C(XX) XXz

dir. Boylece (3.63) e gore, E(cﬁ) —Cp elde edilir. Ayrica
kov(Cf3) = Ckov(B)C'=0°C(XX) XX (XX) C’

dir. Dolayisiyla (3.64) e gore, kov(cﬁ)=(;2c(x><)‘c' elde edilir. CA y nin bir

lineer fonksiyonu oldugundan, (ii) ispatlanmis olur.

(iii) (ii) kismina gore, kov(c ﬁ) = 5?C(XX) C’ dir. Buradan

a?(C(XX) CN'C(XX) C'/a? =1
olup istenen sonug goriiliir. (iv) ve (v) benzer sekilde ispatlanabilir.
Teorem 3.28. X k < p<n rankli nx p matris olmak iizere y ~ N, (X,B,O'ZI) ve C,
Cp ve S Teorem 3.27 de tamimlandigi gibi olsun. Bu takdirde eger H,:C£ =0
hipotezi dogru ise,

_SSH/m_ (CA)(C(XX)C)H(CA)/m
SSE/(n—k) SSE/(n—k)

~F(m,n=k)
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dir. Yeniden parametrelemede X, k< p<n rankli nxp matris olmak ftizere
y =X +¢& cksik rankli modelini Z, k rankli nxk matris ve y=Uf, g nm K

sayida bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarmin bir kiimesi olmak {izere,

y=Zy+¢& tam rankli modeline doniistiirebiliriz. Bu nedenle Zy =X olup ve

X =ZU olmak iizere,
Zy=2UB=Xp
yazilabilir. Ote yandan UU" tekil olmadigindan (rank (UU") =k ),
ZUU' = XU’
ve
Z =XU'(Uun™
olacaktir. Simdi Z tam —siitun rankli bir matristir (rank(Z)>rank(X)=k) ve bu
takdirde tam rankli model i¢in sonuglar burada uygulanabilir. Bu nedenle
y=22)"2y
SSE

1
' =——(y-Zp)(y-27)=—r
YNy =2y)=——

(en kiigiik kareler tahmin edicileri) elde edilir. Zy = X 8 oldugundan,
Zy=Xp

dir ve buradan
SSE=(y-XA)(y- XA =(y-Z7)(y-Z7)

olacaktir. Ayni1 zamanda herhangi bir A’ tahmin edilebilir fonksiyonu igin
A'p=aXp=aZy

ve buradan da
Ap=aZy

elde edilir, yani A’ nin tahmin edicisi yeniden parametrelemeyle degismezdir.
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Ornek 3.26. Vi = U+ T+ & i=12, j=1,2 modeli i¢cin yeniden parametreleme

teknigini agiklayalim. Matris formunda model

110 &,
y=XpB+e= 110 f |
10 1] Y| |y
10 1)\ leg,

olacaktir. X, 2 rankina sahip oldugundan iki lineer bagimsiz tahmin edilebilir

fonksiyon vardir. Bunlari birgok sekilde segebiliriz ki bunlardan birisi x+7; ve

u+1, dir. Bu nedenle

2 U+T, 110 a
7/: = = z’l :Uﬁ
7, U+T, 101

17

ve

o O -
= O O

dir. Zy = X g ve ZU = X oldugunu dogrulamak kolaydir.

Yan sartlar1 koyma teknigi, parametreler bir tek ve ayr1 ayri tahmin edilebilir
olacak sekilde bir tam rankli olmayan model iizerindeki lineer kisitlamalari temin
eder. Yan sartlar i¢in baska bir kullanim normal denklemleri basitlestirmek amaciyla

tahminler lizerine kisitlamalar koymaktir. Yan sartlarin, f nin tahmin edilemez

fonksiyonlar1 olmasina dikkat edelim.

X matrisi k < p rankli nx p tipinde bir matris oldugundan X in rankindaki
eksiklik p—k dir. Bu durumda tiim parametrelerin bir tek olmasi i¢in, ranktaki bu
eksikligi diizenleyen yan sartlar1 tanimlamaliyiz. Bu nedenle T, T £ tahmin edilebilir

olmayan fonksiyonlarin bir kiimesi olacak sekilde, p—k rankli bir (p—k)xp

matris olmak tizere, T f =0 yan sartlarin1 tanimlayabiliriz.
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Teorem 3.29. Eger X k<p<n rankli nxp tipinde bir matris olmak tizere,

y=XpB+¢ ise ve T de TS tahmin edilebilir olmayan fonksiyonlarin bir kiimesi

olacak sekilde, p—k rankli bir (p—k)x p matris ise, bu takdirde hem XX B=XYy
ve hem de T2 =0 denklemlerini saglayan bir tek 2 vektorii vardir.

Ispat. iki denklemi birlestirerek,

HRUZH

elde edilir. Bunedenle (X T)(X T)' p rankli px p matristir (yani, tekil degildir)

ve bu durumda

SHEIoE

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

Ornek 3.27. Vi =H+T+E; i=12, j=12 modelini géz Oniine alalim. Bu

durumda 7,+7, nin tahmin edilebilir olmadigi gosterilebilir. 7, +7, =0 yan sarti

(0,1,1) =0 olarak ifade edilebilir ve XX +T'T matrisi

4 2 2 0 4 2 2
XX+TT:220+1(011):231
2 0 2 1 2 1 3
olur. Bu takdirde,
. 2 -1 -1
(x><+TT)‘1=Z -1 2 0
-1 0 2

dir. Ayrica Xy =(y.,y,,Y, ) olmak iizere, y,,Y, =Y. ve ¥, =Y, /2 oldugundan,
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y.
B=(XX+TT) ' Xy=| ¥, -y

yz. -y
elde edilir.

Cizelge 3.2 Yeniden Parametrelenen Dengelenmis Modellerde H, : 7, =0 Hipotezini

Test Etmek Icin ANOVA
Degisimin Kaynagi s.d. Kareler Toplami F - Istatistigi
7, igin diizeltilmis | t SS(317,) =72y 7523y SS (7.17,)/t
7, den dolay1 SSE/(n—k)
Hata n—k SSE=yYy—-y'ZYy
Toplam n-1 SST = y'y —ny?

Simdi £, px1l ve X k< p<n rankli nx p matris olmak iizere, y=X g +¢& tam

rankli olmayan modelinde H,: /4 =---=f, hipotezini test etmeyle ilgilendigimizi
farz edelim. Eger H, test edilebilir ise,
ApBY (0
Ho:mm=| @ |=|:
xp) Lo
a egdeger olacak sekilde AfB,---,A4/f lineer bagimsiz tahmin edilebilir
fonksiyonlarinin bir kiimesini bulabiliriz. ~ k =rank (X ) olmak iizere, 483, --, 48

lineer bagimsiz ve tahmin edilebilir olacak sekilde

AP
Y.=| ¢
AP

y1 da bulmak miimkiindiir.

()
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olsun. Simdi Z =(Z,,Z,), 7, Ve 7, deki elemanlarm sayisi ile uyumlu olmak igin
pargalanmis olmak tizere, eksik ranklt modelden

Y=Zy+e=Ly +L,y,+¢

tam ranklt modeline yeniden parametreleme yapabiliriz. y=Zy +¢& bir tam rankl
model oldugundan, H,:y, =0 hipotezi tam rankli modeldeki gibi test edilebilir.
Test, Cizgelge 3.2 de ozetlenir. SS(y,|y,) i¢in serbestlik derecesinin, yani, t nin,

H, 1ifade etmek i¢in gereken lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarin sayisi

olduguna dikkat edelim.

Y

Yeniden parametreleme modelinde X 3=Z77 elde ettigimizden £, XXB=XYy

normal denklemine herhangi bir ¢6ziim olmak iizere,
BXy=77y
elde edilir. Benzer sekilde y=2Z,y, +¢&" a karsilik getirerek S =---= B, alarak elde

edilen bir y= X, +&" indirgenmis modelini elde edelim. Bu takdirde
By X5y =723y
dir.

Cizelge 3.3 Yeniden parametrelenen dengelenmis modellerde H, @7, =0 1test etmek
icin ANOVA

Degisimin Kaynag1 | s.d. Kareler Toplam1 F - Istatistigi

B, i¢in diizeltilmis t SS(B.18,)=B'XY~BX}y SS(B,1 8/t

B, den dolay SSE/(n—k)
Hata n—-k SSE = y'y— B'XY
Toplam n-1 SST = y'y —ny?

Bu takdirde test, Cizelge 3.3 teki gibi ifade edilebilir ki burada B'XYy, y=Xpg+¢
tam modelinden ve ﬁA’z'Xéy , Hy:B =---=p, hipoteziyle indirgenmis olan,
y = X, B, + & modelinden elde edilir.
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Simdi dengelenmis modellerde varyans analizi problemini géz Oniine alalim. Bu

durumda bir — yonlii dengelenmis model asagidaki gibi ifade edilebilir.

Yj=uto+g, 1=12,..k, j=12,...,n (3.65)

ij?
Eger a,,---,¢,, her biri n deneysel birime uygulanan k sayida islemin etkilerini
gosterirse, bu takdirde y; i-yinci isleme maruz kalan n birim arasinda j-yinci
islemin tepkimesidir (cevap degiskenidir). Model i¢in varsayimlar:

(1) Her i, j igin, E(s;)=0.

(2) Her i, j igin, var(z;) =0’

(3) Her (i, j) =(r.s) isin, kov(&;,&,)=0 dir.
(4) Bazen, g nin N (0, 0'2) olarak dagildig1 dagilim varsayimina sahibiz.

Bu modelde, ekseriyle i —yinci islem i¢in ortalamayi, yani, E(yij ) = 4 yi gbstermek

icin g yi kullaniriz. (1) varsayimini kullanarak, x4 = u+«; elde ederiz. Bu nedenle,

modeli
Vi =4 +&,1=12,...K j=12,...,n
biciminde yazabiliriz. Modelin bu bi¢iminde H,:zy =, =---= g, hipotezi ilgi

cekicidir. Bu durumda (3.65) baglantis1 genel bir k ve n ye genisletilerek, bir—yonlii

model matris formunda

i) (110 0 &
i 0 j ol @ |
5 - J : : A | * :2
Yi ] 00 J &
a,
veya
y=Xpf+¢
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olarak yazilabilir. Burada j ve 0 larm her biri nx1 boyutludur ve Yy, ve ¢ ler

sirastyla
Yiu &
yi _ y|2 ’ 5. — ng
yin gin

kn n n - n\(4 y.
n noO - 0|l Yi
n 0n - Of|la,|=|VY.

n 00 - njle Y.

bicimini alir. Burada y_,=zij y;; Ve yi.=zjyij dir. Bu durumda XX in bir

genellestirilmis tersi

0O 0 --- 0
0 n --- 0
(XX) =|. ]/ : (3.66)
ile verilir. Bu takdirde normal denkleme bir ¢6ziim
B=(XX)yXy=(0 ¥ - %) (367)

olarak elde edilir. (3.67) deki tahmin ediciler farkli (XX ) igin farklidur, fakat A4

A

£ nin se¢imine gore degismez kaldigindan, onlar tahmin edilebilir fonksiyonlarin

ayni tahminlerini verir. (3.67) deki B y1 kullanarak SSE yi asagidaki bicimde ifade
edebiliriz.

204



SSE = y'(1 = X (XX) X')y
=yy-B'XYy

n

Ziz Vii _gyi-yi-

i=1 j=1
2

:iZinj _ZL

i n

Bu nedenle, s?

o 1 : o~ W
S _k(n_1)|:2ijyii z i|

n

ile verilir.

Simdi de Hj:z =, =--=p, hipotezini goz oniine alalim. 4 =u+a,
iligkisini kullanarak hipotez H,:a, =a,=---=¢, olarak ifade edilebilir. Bu
durumdaH,:o—a, =, —a,=--=a,—a, =0 hipotezi test edilebilirdir. Basitlik

icin, k=4 olmak {izere test etme yoOntemini agiklayalim. Bu durumda,

B=(ma, 0, a;a,) oluphipotez H, ' o, = a, = a, = o, diir. Béylece hipotez

01-10 0
C=/01 0 -1 0 (3.68)
010 0 -1

olmak tizere, H, :Cf =0 olarak ifade edilebilen

o —a, 0
Hy:log—a, |=|0
o —-a, 0

bi¢iminde yazilabilir. (3.68) deki C matrisi tek degildir. Ornegin;

01-10 0
C,={0 0 1 -1 0
00 0 1 -1

de C yerine kullanilabilir. (3.68) deki C yi ve (3.66) daki (XX kullanarak,
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. 2 11
C(XX)_C'ZE 1 21 (3.69)
11 2
elde edilir. (3.69) un tersini bulmak i¢in onu
1 00 111
c(xx)‘c:% 01 0[+111 =%(I3+jajé)
0 01) 111
bigiminde yazalim. J,, 3x3 olmak iizere
-1l ~rp-1
(B+cc’)‘1:B‘1——B ce [i
1+cB™c
formiilii vasitasiyla
B 1 I—lj J'!I—l ( 1 j
C(XX)C'| =n|l,-22338 I=n||,—=] 3.70
[c(xx) c] [31“931].3 73 (3.70)
oldugu goriiliir. Ayrica j’ ve O, (A—C) olmak iizere,
. ho—h 00 .
C(XX) X'=—j; 0 —j 0 |=—A (3.71)

h 000 -

yazilabilir. Bu durumda (3.70) ve (3.71) i kullanarak,
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SsH =(C4) [C(XX)_C’Tcﬁ

-1

—yX(XX) cle(xx) ¢ c(xx) xy

(
1 1.)1
=y|I=ZAn|l,-=J, |=A
yn (343jn }y
1
n

—_\' 1 _Jn 3‘]n _‘Jn _‘]n
_y 4n _‘]n —.Jn 3'Jn _Jn y
i -J, -J, -J, 3J,
1
—yv| =B
Y_4n }y

4, 0 0 0 N N N
ile 0 4, 0 0| 21}J, J I, J,
4n n| O 0 43, O 4nJ, J, J, J,

0 0 0 4], RN TN IR

olduguna dikkat edelim. Dolayisiyla
SSH —Eiy’\] y _iy'J y
n — iYnJi 4n 4n
1&,. ., 1,
= 2V Y =Y i

1. 1,
_nizz‘,yi. 4nyu

elde edilir.
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Cizelge 3.4 Ug Paketleme Yontemi I¢in Askorbik Asit (C Vitamini) (Mg/100g)

A B c
1429 | 20.06 | 20.04
10.10 | 2064 |26.23
10.09 | 18.00 | 22.74
16.25 | 19.56 | 24.04
1509 | 1947 |23.37
16.61 | 19.07 | 25.02
10.63 | 1838 |23.27
Toplamlar (y,) | 12006 |135.18 | 16471

Ortalamalar (yl) 17.15 19.31 23.53

Ornek 3.28. (Askorbik Asit) Daniel (1974,5.196) tarafindan dondurulmus gidalari

paketlemenin {i¢ yontemi (A—C) karsilastirilmistir. Tepkime degiskeni askorbik

asittir. Veriler Cizelge 3.5 te verilmistir. H, : 24 = 1, = 4, hipotezini test etmek igin,

y?  419.95°

kn  (3)(7)

=8398.0001

3
% y2 = %[120.062 +135.18” +164.71° | = 8545.3457

ii y; =8600.3127

i j1
yi hesaplayalim.

Cizelge 3.5 Askorbik Asit Verisi I¢in Varyans Analizi

Kaynak | s.d. | Kareler Toplam1 | Ortalama Kare F
Yontem | 2 147.3456 73.6728 24.1256
Hata 18 54.9670 3.9537
Toplam | 20 202.312
Bu takdirde

3 2
SSH =%Z y? —% = 8545.3457 —8398.0001 = 147.3456

i=1

SSE = Z yi? - % Z y? =8600.3127 —8545.3457 = 54.9670
i i
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2

SST = Z Y2 — Y. _ 8600.3127 —8398.0001 = 202.3126

olup bu kareler toplamlar1 Cizelge 3.5 te gosterildigi gibi, bir F-testi elde etmek igin
kullanilabilir. F=24.1256 igin p-degeri 8.07x10° dir. Bu nedenle,
H, @ 1 = 1, = 1, hipotezi reddedilir.

Simdi iKi — yonlii dengelenmis model durumunu géz 6niine alalim. Bu durumda
Yy =uta+pBi+e,1=1...,a, j=1...,b

modeline sahip oldugumuz farz edelim. Bu model dengelenmis veri ile iki—faktorlii

modeldir. Burada A (« ig¢in) faktorii a sayida, B (/4 i¢in) faktorii b sayida diizeye
sahiptir. Her bir (i, j) kutucugunda sadece bir y; gozlemi vardir. Matris formunda

bu model, y = X S+ ¢ olarak yazilabilir. Burada
y:(Y11"--Y1b,y21"--’ Yopreees yal"“yab),’
B=(ay,...apfr ),

8=(gll,...l81[)’8211...,gzb’...’gal’...lgab)l

Mooy oy oy B By o Sy
11 0 - 0 1 O - O
11 0 - 0 O 21 -0
1 0 0 1
0 1 0
0 0 1 0
X = :
1 0 1 0 0 O 1
0 O 1 1 0
0 O 1 1 0
1 0 O 1 0 O 1

olup
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XX={b 00 - b 11 .1

dir. Burada (XX)_ genellestirilmis tersini bulmak kolay degildir. Bu nedenle
XX B=XYy normal denklemlerini ¢dzmek i¢in onun yerine, iki Z;ai =0 ve
z:;lﬂj =0 yan sartin1 koyabiliriz. Dolayisiyla

abu+bz a-+az B aby
b(u+a) Z B b(u+a,)

XXB=| b(u+a,) Zﬁ =|b(u+a,)
u+,81 Za a(y‘+ﬁ1)

/H'ﬁb Za a(ﬂ"‘ﬂb)
Xy:(ydy@---:yady41""’y~b),

olup, ¢oziim

a=y./(ab)=¥.

B =ity B )

dirr. Simdi Cizelge 3.3 teki ¢ergeveyi izleyerek, H,:oa, =---=a, hipotezini test

edelim. Bu durumda H,:o, =a,=a, hipotezi H;:oq-0a,=0 ve o —-a;=0
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olarak ifade edilebilir. Bu nedenle; eger, o, — &, ve o, —a, tahmin edilebilir ise, H,

hipotezi test edilebilirdir. Gozlemlerin her bir E (yij ) = p+a; + f; beklenen degeri

tahmin edilebilir ve (y+ai+ﬂj) lerin herhangi bir lineer kombinasyonu tahmin

edilebilir oldugundan, ¢, —a, ve a; —a, farklarinin her ikisi de tahmin edilebilirdir.

2. V=Y. ve D y; =Y. oldugundan,

Yi

S (.0 )= PXY = (s, G Brveens B )| Ve
Ya

Y

_ 7y+IZ::(y' _y~)yi'+Z::(y'j _y~)y~j

Y[ ) [y
_ab{;b ab}{,—z;a ab

ve SSE hata kareler toplami1

5 e Y (¥ V) (&Y Y
V—RB'XY= 2 _ 2. AT S Zd 7
YY=BXY =25~ g (Zb abj (Z abJ

i-1 = a

ile  verilir.  Cizelge 33 teki BX)y yi elde etmek igin,
Y =u+oa+pf+& =pu+ B +g; indirgenmis modelini  kullanalm.  Burada
a,=a,=a,=a Ve u Yyerine p+o almirsa indirgenmis model igin
X1X, /3, = X4y normal denklemleri

abii+af +af, =y

aji+af, =y,
aji+ aﬁz =Y,

olacaktir. Dolayisiyla ,él+ ,32:0 yan sarti kullanilarak, indirgenmis normal

denklemlerin ¢6ziimiiniin
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A

2=V, Bi=Yi~V, = B=Y,-V.

oldugu kolayca goriiliir. Boylece

3 Y 5 y? (&Y Y
SS (ks B) = BIXEY = Y. + BYate 4 BoYo = o+ 2=

=1

2

v
ab

S (e )= XY = Xy = > % -

yazilabilir. Test Cizelge 3.6 da Ozetlenmistir. H,:f =---= /4 icin test istatistigi
benzer sekilde elde edilebilir.
Cizelge 3.6 iki Yonlii Modeller igin ANOVA

Varyansin s.d. Kareler Toplami F istatistigi
Kaynag1
Ve p a-1 y: SS (| w B)/(a-1)
igin diizeltilen S(almp) Z—l b ab | SSE/(a-1)(b-1)
a dan dolay1
U ve a b-1 Y SS(B|u.a)/(b-1)
igin diizeltilen SS(Blma)=2. .5 55~ SSE/(a-1)(b-1)
£ dan dolay1
Hata (a-1)(b-1) SSE=yYy-f'XYy
Toplam ab-1 2
SST = Zij y§ _%
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4. SONUC ve ONERILER

Bu caligmada matris teorisi ve istatistikle ilgili olan bazi temel bilgiler
tanitilarak bunlarin lineer modellerde kullanimi ele alinmistir. Lineer modellerde
lineer kisitlamalar altinda ve herhangi bir kisitlama olmaksizin parametre tahmini
elde edilmistir. Ote yandan determinasyon katsayisi ve bunun varyans analizi
tizerindeki etkisi lizerinde durulmustur. Ayrica determinasyon katsayisinin farkli
geometrik yorumlari ifade edilmistir.

Lineer modellere geometrik bakis agis1  ile soyut kavramlarin
somutlagtirilmas1 hedeflenmistir. Bununla ilgili olarak oncelikle genis bir literatiir
taramasi yapilmis, bu konuda yazilan son makaleler ele alinarak mevcut gelismelere
yeni katkilar yapilmaya calisgilmistir. Elde edilen sonuglar 6rneklerle ve sekillerle
daha anlagilir hale getirilmeye galisilmigtir. Tam rank durumu ele alindiktan sonra bu
durum eksik rank durumuna genisletilerek, eksik rankli modellerdeki tahminler

tizerinde durulmustur.

Bu tezde ele alinan konularin tam rankli modellerde yapilan ¢alismalarin
eksik rank durumunda da yapilabilmesi konusunda arastirmacilara bir miktar da olsa

katki saglayacag diistiniilmektedir.

213



5. KAYNAKLAR

Ackley, FR. (1967). The use of the generalized Inverse in the General Linear
Statistical Model. Msc. Thesis, Naval Postgraduate School, Monterey,
California.

Bean D. (2013). Linear Models. Lecture03 - Fall 2013 Statistics 151(Linear Models
Lecture Three Derek Bean 05 September 2013 1 Linear Algebra Review
contd Result for matrix A rank(A | Course Hero-(Erisim tarihi:22.03.2021).

Blalock HM Jr (1967). Status inconsistency, social mobility, status integration and
structural effects. American Sociological Review 32: 790-801.

Cayley, A. (1858). A Memoir on The Theory of Matrices. Philosophical
Transactions of the Royal Society of London, 148, 17-37.

Cline, RE. (1964). Representations fort he Genaralized Inverse of a Partitioned
Matrix. Journal SIAM, 12, 588-600.

Duncan OD (1966). Methodological issues in the analysis of social mobility. In:
Smelser NJ and Lipset SM, editors. Social structure and mobility in economic
development. Chicago: Aldine, 51-97.

Graybill, FA (1961). An Introduction to Linear Statistical Models. Volume 1. New
York: McGrawHill Book Company, Inc.

Greville, TNE. (1966). Note on the Generalized Inverse of a Matrix Product. SIAM
Review, 8, 518-21.

Holford TR (2006) Approaches to fitting age-period-cohort models with unequal
intervals. Statistics in Medicine, 25, 977-993.

Kuang D., Nielsen, B Nielsen, J.P. (2008) Identification of the age-period-cohort
model and the extended chain ladder model. Biometrika, 95, 979-986.

Larsen RJ. & Marx. ML. (2012). The Standard Linear Model: Hypothesis Testing.
[PDF] OF TECHNOLOGY Ma 3 / 103 KC Border Introduction to
Probability and Statistics Winter 2015 Lecture 24 : The Standard Linear
Model : Hypothesis Testing | Semantic Scholar-(Erisim Tarihi:22.03.2021).

Mason KO, Mason WH, Winsborough HH Poole K (1973) Some methodological
issues in cohort analysis of archival data. American Sociological Review, 38,
242-258.

Mazumdar S, Li CC, Bryce GR (1980) Correspondence between a linear restriction
and a generalized inverse in linear model analysis. The American Statistician,
34, 103-105.

Moore & Eliakim M. (1935). General Analysis. Philadelphia: The American
Philosophical Society.

O’Brien RM. (2011) Constrained estimators and age-period-cohort models.
Sociological Methods & Research 40: 419-452.

O’Brien RM. (2011) Intrinsic estimators as constrained estimators in ageperiod-
cohort accounting models. Sociological Methods & Research, 40, 467— 470.

214


https://www.coursehero.com/file/10173852/Lecture03/
https://www.coursehero.com/file/10173852/Lecture03/
https://www.coursehero.com/file/10173852/Lecture03/
https://www.semanticscholar.org/paper/OF-TECHNOLOGY-Ma-3-%2F-103-KC-Border-Introduction-to-Marx/1e80735cf5fd4205e433f44f99dfc5ad615ba9c8
https://www.semanticscholar.org/paper/OF-TECHNOLOGY-Ma-3-%2F-103-KC-Border-Introduction-to-Marx/1e80735cf5fd4205e433f44f99dfc5ad615ba9c8
https://www.semanticscholar.org/paper/OF-TECHNOLOGY-Ma-3-%2F-103-KC-Border-Introduction-to-Marx/1e80735cf5fd4205e433f44f99dfc5ad615ba9c8

O’Brien RM. (2012) Visualizing Rank Deficient Models: A Row Equation Geometry
of Rank Deficient Matrices and Constrained-Regression. Plos One
7(6):€38923. doi:10.1371.

Owen A. (2011). Linear Least Squares. ch2.pdf (stanford.edu)-(Erisim
tarihi:22.03.2021).

Penrose, R. (1955). A Generalized Inverse for Matrices. Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society, 51, 406-13.

Rao, CR. (1965). On Discrete Distributions Arising out of Methods of
Ascertainment. Sankhya; The Ind.J. Statist, Series A, 27, 311-324

Shalabh S. (2020). Multiple Linear Regression Model. Microsoft Word - Chapter3-
Regression-MultipleLinearRegressionModel.doc (iitk.ac.in)-(Erisim
tarihi:22.03.2021).

Yang Y, Schulehoffer-Wohl S, Fu WJ, Land KC (2008) The intrinsic estimator for
age-period-cohort analysis: what it is and how to use it. American Journal of
Sociology, 113, 1697-1736.

215


https://statweb.stanford.edu/~owen/courses/305a/ch2.pdf
http://home.iitk.ac.in/~shalab/regression/Chapter3-Regression-MultipleLinearRegressionModel.pdf
http://home.iitk.ac.in/~shalab/regression/Chapter3-Regression-MultipleLinearRegressionModel.pdf

OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Ad1 Soyadi Hakan GEZGIN

Dogum Yeri Unye
Dogum Tarihi 18.10.1990

Uyrugu OT.C. O3 Diger:

Telefon 0544 827 27 20

E-Posta Adresi hakanngezgin@gmail.com

Universite
Fakiilte

Bolimii
Mezuniyet Y1ili
Yiiksek Lisans
Universite
Enstitii Ad1
Anabilim Dali
Programi
Mezuniyet Tarihi
Doktora
Universite
Enstitii Ad1
Anabilim Dali
Programi
Mezuniyet Tarihi
Yayinlar

Egitim Bilgileri
Lisans
Mustafa Kemal Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik
16.09.2020

Ordu Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Program Adi

23.05.2016

[1]Gezgin, H. , Yal¢in F. B. “Easy Correlation Tricks, Geometric View on Partial
Correlation and Correlation Between Two Random Events” , Icanas 2017 Antalya.

[2]Yalen F. B., Gezgin, H. * Equality Constrained Least Squares and Maximum Likelihood
Estimators in Classical Linear Regression Model” , Icanas 2017 Antalya.

[3] Gezgin H., Korkmaz M., “A Brief Overview on the Geometry of the Uncentered
Coefficient of Determination” Icmme 2018 Ordu.

216



mailto:hakanngezgin@gmail.com

