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OZET

(h,m) —PREINVEKS FONKSiYONLAR SINIFI VE BU SINIF ICIN BAZI
YENI HERMITE HADAMARD TiPi ESITSIZLIKLER

Mustafa KARADENIZ
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI, 2020
YUKSEK LiSANS, 40 SAYFA

TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

Bu yiiksek lisans tez calismasinda, (h, m) —preinveks fonksiyonlar sinifi ele
alinmistir. Bu siifin bazi cebirsel o6zellikleri incelenmistir. Ayrica, Hermite-
Hadamard Tipi Esizlikler yardimiyla bazi yeni esitsizlikler elde edilmigtir. Son
olarak ise tlirevinin mutlak degerinin bazi kuvvetleri bu siniftan olan fonksiyonlar
icin yeni teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: inveks kiime ve fonksiyon, Preinveks ve (h,m) —Preinveks
Fonksiyonlar, Hermite-Hadamard Tipi Esitsizlik.
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ABSTRACT

CLASS OF (h, m) —PREINVEX FUNCTIONS AND SOME NEW HERMITE-
HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR THIS CLASS

Mustafa KARADENIZ
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL SCIENCES

DEPARTMENTOF MATHEMATICS, 2020
MSC.THESIS, 40 PAGES

SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

In this dissertation, the class of (h,m) —preinvex functions has been
addressed. Some algebraic properties of this class have been studied. In addition,
some new inequalities have been obtained with the help of Hermite-Hadamard type
inequalities. Finally, New theorems have been expressed and proved for functions
with some powers of the absolute value of the derivative in this class.

Keywords: Invex set and function, Preinvex and (h, m) —Preinvex Functions,
Hermite-Hadamard Type Inequality.
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1. GIRIS

Elster ve Neshse [9] konveksel fonksiyonlar sinifini incelemislerdir, yani f : S C R* —

R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € S ve A € [0, 1] i¢in

fz) < AMf(@)+ (1 =M f(y) (1.0.1)

esitsizligini saglayan z € S noktalarini igeren fonksiyonlara konveksel denir. Eger S bir
konveks kiime ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f’nin konveksel oldugu
aciktir. Aslinda Elster ve Neshse konveksel matematiksel programlama i¢in optimal sart

altinda bir eyer(biikiim) noktasi elde etmiglerdir.

Hayaski ve Komiya [11] hem konveksel fonksiyonlar i¢in hem de bu fonksiyonlar i¢in
bir Gordan tipi teorem geligtirmisler. Ilaveten, konveksel programlar i¢in Lograngion

dualligini arastirmiglardir.

Hanson [12], her z,y € S C R igin

fl@) = flu) = [n(z,w)]"Vf(u) (1.0.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(x,u) vektor fonksiyona sahip f : S C
R — R diferansiyellenebilir fonksiyonlarini géz ontine almigtir. Burada ”V” sembolii
diverjansi gostermektedir. Bu tarz fonksiyonlar Craven [4] tarafindan inveks olarak isim-

lendirilmistir. Bu terim ise ”invariant convex” ifadesinden kisaltilmigtir.

Craven ve Glover [5], Ben-Israel ve Mond [2], ayrica Martin’ in [18] invex fonksiyonlar
siifiyla ilgili galigmalart meveuttur. Ben-Israel ve Mond [2], Hanson ve Mond [13] daha
genel olan yani, S iizerinde diferensiyellenebilen fonksiyonlarin, her z,u € S ve A € [0, 1]

icin
flu+n(@,w) < Af(x)+(1-A)f(u) (1.0.3)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyonunun varhgini ispat
etmisler ve diferensiyellenebilen fonksiyonlarin hem (1.0.2) yi hem de (1.0.3)i sagladigin:
gostermisglerdir.  Bu kosullar altinda (1.0.3) esitsizligini saglayan bu fonksiyonlara V.
Jeyakumar tarafindan ”pre-invex” ismi verilmisgtir. Ayrica, f: S C R™ — R bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, eger f’nin bilegenlerinin her biri, n-ya gore S lizerinde pre-inveks ise,

bu f’ye n’ya gore S iizeinde preinvekstir denir. Her z,u € S ve X € [0, 1] igin

u+ An(z,u) € S



olup, buradan preinveks fonksiyonlar konvekseldir.

Yukaridaki aciklamalardan da anlagilacag: tizere, invekslik ve preinveksligin nasil or-
taya ciktiginin 6zetini verdik. Simdi bu fonksiyon sinifinin "neden” ortaya ¢iktigi hakkinda
bilgi verelim. Konveksligin bu yeni genellestirmesi, optimizasyon problemleri, statik ve
dinamik problemleri, Pareto veya ¢oklu-amag¢ programlama problemleri vb. konularinin

daha iyi anlagilmasi ve ¢oziilmesi i¢in matematikciler tarafindan elde edilmistir.

Boylece, preinveks fonksiyonlar ile ilgili genel bilgilere sahip olduk. Dolayisiyla bu
yitksek lisans tez galismasinda, (h, m)-preinveks fonksiyonlar simifi ele alimmigtir. Bu
siifin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, Hermite-Hadamard Tipi Esizlikler
yardimiyla bazi yeni egitsizlikler elde edilmistir. Son olarak ise tiirevinin mutlak degerinin

baz1 kuvvetleri bu siniftan olan fonksiyonlar icin yeni teoremler ifade ve ispat edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel bilgiler verilmistir.

Tanim 2.0.1 (Acik kiime) [19] £ C R alt kiimesi verilsin. Eger, a € E ve Uy C E
olacak bicimde bir € > 0 sayis1 varsa a ya E’'nin bir i¢ noktasi denir. £ nin tiim ig
noktalarinin kiimesine £ nin ici denir ve E° ile gosterilir. Eger, EY = F ise I/ ye R de bir

acik kiime denir.

Tanim 2.0.2 (Fonksiyon) [19] f, A kiimesinden B kiimesine bir bagint1 olsun. Eger
f bagmtisi A kiimesinin her elemanini B kiimesinin yalniz bir elemanina egliyorsa f

bagintisina A dan B ye bir fonksiyon denir.
f:A—B

ile gosterilir. A kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi B kiimesine ise deger kiimesi
denir. Bu tamima gore f bagintisinin A dan B ye bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter
sart

)Vee A, Jye B, (x,y) € f

ii) Vo € A, Yy,z € B, [(z,y) € f ve (x,2) € f] = x = z olmasidir.

Tanmim 2.0.3 (Siireklilik) [19] f: S CR — R, 25 € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
| . — xo |< 6 iken her z € S igin | f(z) — f(xo) |< € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa

f, xo da stireklidir denir.

Tamim 2.0.4 (Ayni sirali fonksiyon) [33] I, R de bir aralik ve f, g : I — R iki fonksiyon

olsun. Bu durumda her z,y € [ i¢cin
[f(l“) - f(y)] [g(x) - g(y)} >0
esitsizligi saglaniyorsa f ve g fonksiyonlarina ayni sirali fonksiyon denir.

Tamim 2.0.5 (Konveks fonksiyon) 7, R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak

tizere her z,y € I ve a € [0, 1] igin,

flax+ (1= a)y) <af(z)+(1—a)f(y)

esitsizligini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.



Tamm 2.0.6 (Ikinci Anlamda s-Konveks fonksiyon) [3] Ry = [0,00), f : Ry — R
ve 0 < s <1lolsun. a, 8 # 0, a« + = 1 olmak tizere her z,y € R, i¢in

floax + By) < o’ f(z) + B°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Tkinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin smifi K,? ile gosterilir.

Tanim 2.0.7 (P-fonksiyon)[7] f : I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Her
z,y € I, a € [0,1] olmak iizere

flar + (1 —a)y) < f(x) + f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P-Konveks fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir.

Tanim 2.0.8 (Godunova-Levin fonksiyon)[10] f : I — R negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. Her z,y € I, « € (0,1) olmak iizere

MJF f()

flaw+(1—a)y) < T2 4 T

sartini saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya (1) sinifina aittir denir.

Tamim 2.0.9 (h-Konveks fonksiyon) [33] A # 0 ve h : J — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her z,y € I, o € (0, 1) igin,

flax+ (1 —a)y) < ha)f(z) +h(1 - a)f(y)

sartin1 saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir.

Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) C J dir.

Tamim 2.0.10 (m-Konveks fonksiyon)[30] f : [0,b] — R bir fonksiyon ve b > 0 olsun.
Her z,y € [0,b], m € [0,1] ve t € [0,1] i¢in

[tz 4+ (1 =t)y) < t(x) +m(l —1)f(y)
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m-konvekstir denir.

Tamim 2.0.11 ((h, m)-Konveks fonksiyon)[26] » : J C R — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her x,y € [0,b], m € [0,1] ve t € [0,1] olacak sekilde f : [0,8] — R

negatif olmayan f fonksiyonu

f(te + (1 =t)y) < h(t)f(x) +mh(l —1)f(y)

sartin saglamyorsa f fonksiyonuna (h, m)-konveks fonksiyon denir.



Tamm 2.0.12 (Inveks Kiime) F C R" ve n(-,-) : F x F — R" siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her z,y € F ve t € [0,1] igin

y+in(z,y) € F
ise F' ye n(-,-) ya gore inveks bir kiime denir.

Not 2.0.1 Her konveks kiime, n(y,z) = y — x doéniigiimiine gore inveks oldugu agiktir.

Fakat bunun tersi genelde dogru degildir, yani her inveks kiime konveks kiime olmayabilir.
Ornek 2.0.1 [1] S C R? bir kiime ve 7(-,-) : S x S — R? olsun. Bu durumda
s = ([-9.-2ufL8]) x ([-9,-2u[18])
n@w) = ) mle,w )

seklinde tanimlayalim. Burada

ry—wu, x>0, wu >0, Ty —up, w2 >0, wuy >0,
—9—u, 120, u <0 -9 — Uy, 29>0, uy <0
771(1‘,”): i 1 1 =Y, 1 =>Y 772(1‘,”): i 2 2 Y, 2 > Y,
1 Uy, xlgou ulzou 1 Uz, .CCQSO, u2207
T —u, 1<0, wu <0, To — Uz, w2 <0, wuy <0,

olarak segilirse S C R? konveks bir kiime olmayip, yukaridaki sekilde secilen 7(z, u)-ya

gore inveks bir kiimedir.

Tamm 2.0.13 (Preinveks Fonksiyon)[27] K C R" inveks bir kiime, f : K — R siirekli
bir fonksiyon olsun. Eger her z,y € K ve t € [0, 1] igin

fl@+tn(y,r) < (1—1t)f(x) +tf(y)

esitsizligi saglaniyorsa f ye n ya gore preinveks fonksiyon denir. Her konveks fonksiyon
n(y,z) = y — x fonksiyonuna gore preinveks fonksiyondur. Ancak bunun tersi dogru

degildir.

Ornek 2.0.2 [35] f(x) = —|x| fonksiyonu

r—y, y<0 ve <0
r—y, y>0 ve x>0
y—x, y>0 ve <0
y—x, y<0 ve x>0

n(r,y) =

fonksiyonuna gore preinveks olan fakat konveks olmayan bir fonksiyondur.



Tanim 2.0.14 ((C) kosulu)[?] F C R", n-ya gore bostan farkli bir inveks kiime olsun.
Bu durumda her x,y € F ve t € [0, 1] igin

(C) n(y,y +tn(x,y) = —tn(x,y)
n(x,y+in(z,y)) = (1—)n(r,y)

ise 1 doniigiimii (C') kosulunu saglar denir.
Not 2.0.2 Eger n, (C) kosulunu saglarsa, her =,y € F ve her t1,t, € [0,1] i¢in

1(y+ tnl@,y).y + il y)) = (= t)n(e, ) (2.0)
esitligi saglanir [20], [34].

Tanim 2.0.15 (h-Preinveks Fonksiyon)[24] K C R bir inveks kiime, f : K — R ve
h:[0,1] — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger her u,v € K, t € [0, 1] i¢in

flutn(v,u)) < h(1 =) f(u) + h(t)f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f ye n lizerinde bir h-preinveks fonksiyon denir.

Eger esitsizlik tersine gevrilirse f ye n tizerinde h-prekonkav fonksiyon denir.

Tamim 2.0.16 (m-Preinveks Fonksiyon)[17] K C [0, b*] bir inveks kiime ve f : [0,0*] —
R bir fonksiyon olsun. Eger her u,v € K, t € [0,1] ve m € (0,1] i¢in

v
lut (v, 0)) < (1= ) f(u) + mt ()
esitsizligi saglaniyorsa f ye n ya gore m-preinveks fonksiyon denir.

Tamm 2.0.17 (Integraller i¢in Holder Esitsizligi)[21] p > 1 ve i + % = 1 olsun.
f ve g, |a,b] arahginda tanimh reel degerli fonksiyonlar, | f |P ve | g |7 [a,b] arahginda

integrallenebilir fonksiyon ise

[ 1wl < ([ sepa) ([ o))’

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige Integraller icin Holder Esitsizligi denir.

Teorem 2.0.1 (Holder-Iscan Esitsizligi) [14] p > 1 ve % +% =1 olsun. f ve g, [a,b]
araliginda tanimh reel degerli fonksiyonlar, | f [P ve | g |7 [a, b] araliginda integrallenebilir

fonksiyon ise



b

|/ (x)g(x)|dx

a

bfa{ ( / <b—x>|f<x>|pd:c>p( / (b_mg(xﬂqu)q
+< / (x—a)|f(x)|”da:)p< / (x—a)|9(x)|qu> }

ﬁ{</ab(bx)f(x)pd:c);(/ab(b:c)g(:c)lq)q
+< / o) f(x),pdx> : ( / (o a)|9(93)|q> ;}
( A |f(x)|pdx> % ( A |g<x>|Q> !

esitsizlikleri dogrudur. Bu esitsizlige Holder-Iscan esitsizligi denir.

Q=

Tanim 2.0.18 (Power-Mean Esitsizligi)[21] ¢ > 1 olmak iizere | f| ve |g|?, [a, b] arahiginda

integrallenebilen reel degerli iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

[ g < ( / |f<x>|dx> ( / |f(x)||g(x)|qu>q

esitsizligine Power-Mean Esitsizligi denir.

Teorem 2.0.2 (Iyilestirilmis Power Mean Esitsizligi) [16] ¢ > 1 ve %%—% =1 olsun.

| fIP ve |g]%, [a, b] araliginda integrallenebilen reel degerli iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

1

{(/ (b—x)|f( )|dx> q(/ (b—x)|f(x)||g(x)|qu>q

/lf |dx < b—
( (v — a)lf( >|daz> q(/<x—a>|f<x>||g<x>|qu>q}



e b%{( / (b—x)|f(:v)ld:v> ( / (b—x>|f(:v>||g(:v)|qu>q
+< / <x—a>|f<x>|dx> < / (x—a)lf(x)Hg(x)lqu)q}
( / |f(:v>|d:v> ( / |g<x>|q>q.

esitsizliklerine Tyilestirilmis Power-Mean Esitsiligi denir.

IA

IA

Tamm 2.0.19 (Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi)[28]
I,R de bir aralik ve a < b,a,b € I olsun. Bu durumda herhangi bir konveks f : I — R

1(25) < s [ o< L0220

esitsizligi saglaniyorsa bu esitsizlige Hermite-Hadamard Esitsizligi denir.

fonksiyonu i¢in

Tamm 2.0.20 (Preinveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi)[25]
K° R de bir aralik ve a < a + n(b,a), a,b € K° olsun. Bu durumda f : K = [a,a +

n(b,a)] — (0,00) preinveks fonksiyonu igin

a a a+n(b,a) a
f<2+_n<b>> < L [T oyt < LOEIO)

2 n(b, a) 2
esitsizligi saglanmyorsa bu esitsizlige preinveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Integral

esitsizligi denir.

Teorem 2.0.3 [26] f : [0,00) — R de (h,m) konveks fonksiyon ve m € (0,1], t € [0, 1]
olsun. Eger 0 < a <b < oo ve f € Li[a,b] ise agagidaki esitsizlik saglanir.

f <a§b> < :Q) [ [+ mo]as
< () f(a)+mf(%)+mf(%)+m2f(%)] / Mo\t

2
Teorem 2.0.4 [26] f : [0,00) — R de (h,m) konveks fonksiyon ve m € (0,1], t € [0, 1]

olsun. Eger 0 < a < b < oo ve f € Li[a,b] ise agagidaki esitsizlik dogrudur.

1
b—a

/ab flr)dr < min{f(a) /01 h(t)dterf(%)/ol h(1 — t)dt,

f(b)/o h(t)dt+mf(%)/0 h(l—t)dt}.



Teorem 2.0.5 [26] f : [0,00) — R de (h,m) konveks fonksiyon ve m € (0,1], t € [0,1]
olsun. Eger 0 < a <b < oo ve f € Lq[a,b] ise asagidaki egitsizlik saglanr,

1
m—+1

1 mb 1 b
mh—a /. f(x)dx—i—b_ma /maf(:c)d:c]

< Mulh(t)dw/olh(l—t)dt].

Teorem 2.0.6 [22] [ : I — R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I,

m € [0,1] ve a < mb olsun. Eger |f’| (h,m) konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik

‘ 1 mbf(x)d:c—f<a +2mb>‘

mb—a) J,
/ ()t + / ih(1— t)dt].

Teorem 2.0.7 [22] f : [ — R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon. Burada

saglanir,

< (mb—a)(1f (@] +ml )]

"€ Li(la,mb]),a,b e I ,m € |0,1] ve a < mb olsun. Eger |f’| (h,m) konveks fonksiyon
1se
f(a) + f(mb) Lo

2 _mb—a,a

f(x)dx

bn —a

< (|f’(a)|+m|f’(b)|>[/é h(l—t)(Qt—l)dt+/ h(t)(2t—1)dt]

1
2

esitsizligi vardir.

Lemma 2.0.1 [22] f: I — R, I C R, I° tizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
a,be€ I, me€|0,1] ve a < mb olsun. Eger " € Li([a, mb]) ise

1 mb

a + mb
mb—a J, (x)d:c—f( 2 >

= (mb — a) [/2 tf'(ta+m(1 —t)b)dt + [l(t — 1) f'(ta+m(1 — t)b)dt]

0

esitligi dogrudur.

Lemma 2.0.2 [25] f : [ — (0,00) diferensiyellenebilen bir fonksiyon a < a + n(b,a) ve
[ € Li[a,a+ n(b,a)] olsun. Bu durumda

1 ~a+n(b,a) f(a) —+ f(CL + n(ba CL))
n(b, a) / fe) -

esitligi dogrudur.

. dz = "(bQ’ %) /0 (1—2t)f (a+ tn(b, a))dt

a



3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 (h,m)-Preinveks Fonksiyonlar ve Baz1 Cebirsel Ozellikleri

Biz bu kisimda literatiirde olmayan ve ilk defa burada tanimlayacagimiz “(h,m)-

Preinveks Fonksiyonlar” sinifini ineleyecegiz.
Tamim 3.1.1 [0,b*] C R, n-ya gore inveks bir kiime ve i : (0,1) C J — R negatif olmayan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [0, b*],b* > 0, m € (0,1] ve t € (0,1) i¢in

fe+tn(y,2)) < h(1 = 6)f(x) + mh(t) f(-)

esitsizligi saglanmiyorsa f ye n-ya gore (h, m)-preinveks fonksiyon denir.

Teorem 3.1.1 f ve g iki (h, m)-preinveks fonksiyon olsun. Bu durumda A > 0 igin Af
ve f 4 g de (h, m)—preinveks fonksiyondur.
Ispat. f ve g (h, m)-preinveks fonksiyon oldugundan,

f(x+tn(y,x)) < h(1=1)f(x) +mh(t) f(

g(z +tn(y,z)) < h(1 —t)g(x) + mh(t)g(

)
)

Sle3l=

yazabiliriz. Bu iki esitsizligi taraf tarafa toplarsak

f@ 4+ tny.2)) + gl +tn(y,2) < (L= 0)f () +mh(D)f () + (L = D)g(x) + mh(t)g(2)

(f+9)a+tny.x) < h(L=Df(2) +g@)] +mh(B)[f(2) +g()
= (L= +9)(@) + mh(t)(f +9) ().
elde edilir. Boylece iki (h, m)-preinveks fonksiyonun toplami da (h, m)-preinvekstir. Ben-

zer iglemler altinda f (h, m)-preinveks fonksiyon ve A > 0Oigin

f@ 4+ tny,2)) < h(L = O f (@) +mh(t) f(2)

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi A ile ¢carparsak

M(a+tny.2)) < ML= Df(@) +Amh(t)f(1))
= h(l = OA(f2) + mh(OA ()
= h(L =) (@) +mh(OAF(D).

elde edilir. Boylece bir (h, m)-preinveks fonksiyonunun A gibi bir sabit ile ¢arpuni da

(h, m)-preinvekstir.
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Teorem 3.1.2 f, g n tizerinde iki (h, m)-preinveks fonksiyon ve h negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Bu durumda eger f ve g ayn sirali fonksiyonlar ve h(1 —t) + mh(t) <1
ise 0 zaman fg de (h, m)-preinveks fonksiyondur.

Ispat. f ve g (h, m)-preinveks fonksiyon oldugundan,

)
)

f(x+tn(y,x)) < h(1 = 1) f(x) +mh(t) f(

g(z +tn(y,z)) < k(1 —t)g(x) + mh(t)g(

Sle3l=

yazabiliriz. Bu iki esitsizligi taraf tarafa garparsak

flo+t(y,a)g(e +tn(y,x) < [h(1—F (@) +mh(E)f (R~ Dglx) +mh(t)g(=-)]
(f)w+tn(y.2)) = h(1=8)f(@)gx) +mh()h(l - 1) f(2)g()

+mh(t)h(1 = t)f(L)g(x) + m?h*(0) f()g( )
< (1= Df(@)g(a) + m () (L)g()
+[mh(Oh(1 = 0] (@)g(5) + mh(h(1 = )] (T )g()]
Elde etmis oldugumuz esitsizlige ayn sirali fonksiyon 6zelligini kullanarak ,
(f)a+tny.2)) < W1 =1 f(@)gla) +m*h2 () f()g(2))
9() +mh(D)h(1 = 1) f(L)g()]

(
+[mh(Oh(1 — 1) f (z)g(
(
(

= h(1=)[h(1 =) + mh(®)] f(x)g(x)
+mh() (L = 1) + mh(t)] (- )g(+)
< h(1=)(fg)(@) + mh(D)(f9)(2).

elde edilir. Boylece iki (h, m)-preinveks fonksiyonun ¢arpimi da (h, m)-preinvekstir.

Teorem 3.1.3 hy ve hy [0,0*] C R arahig iizerinde tanimlanan negatif olmayan fonksiyon

olsun. Bu durumda her ¢ € (0, 1) i¢in
hi(t) < ha(t)

esitsizligi saglanir. Bu durumda f (hy, m)-preinveks fonksiyon ise f (hg, m)-preinveks

fonksiyonudur.
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Ispat. f (h1, m)-preinveks fonksiyonu oldugundan,

f@ 4+ tn(y,2)) < ha(1 = ) f () + mh (/)

yazabiliriz.Bu durumda her ¢ € (0,1) i¢in

flx+tn(y,z)) < h(l—1t)f(z)+mhi(t)f(
< ho(1 =) f(z) + mha(t) f(

)
)

Se3 =

elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun bir (hs, m) -preinveks fonksiyon oldugunu ispatlar.

Teorem 3.1.4 h negatif olmayan bir fonksiyon ve her ¢ € (0,1) igin
t < ht)

esitsizligi saglansin. Bu durumda, eger f, [0, b*] araligi tizerinde negatif olmayan bir m-
preinveks fonksiyon ise her z,y € [0,b*], m € (0,1] ve t € (0,1) i¢in f (h, m)-preinveks

fonksiyondur.

Ispat. f negatif olmayan bir m-preinveks fonksiyon oldugundan,
Y
Flat tnly, ) < (1= 0)f(x) +mif(L)
yazabiliriz. ¢ < h(t) olduguna gore

flttn(y.2) < (1=0f(@) +mtf()

< h(1 = 1)/ (@) + mh(H) f( )

elde edilir. Boylece f (h, m)-preinveks bir fonksiyondur. Dolasiyla ispat tamamlanir.

3.2 (h, m)-Preinveks Fonksiyonlar I¢in Genellestirmeler

Teorem 3.2.1 Her m € (0,1], t € [0,1] olmak iizere f : [0,+0c0) — R de bir (h, m)-
preinveks fonksiyon olsun. Eger 0 < a < a + n(b,a) ve f € Li[a,a + n(b, a)] ise agagidaki
esitsizlik dogrudur,

F <2a + Z(b, a)) < :(g’i)

VAN
>
—
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Ispat. Her z,y € [0, 4+00) ve t = % i¢in (h, m)-preinveks fonksiyon tanimindan,

JER) <o)y ()i

yazabiliriz. Eger z = a +tn(b,a) ve y = a+ (1 — t)n(b, a) segelim. Bu durumda agagidaki
esitsizlik dogrudur.

f(—Z“ + (b, “>) < h(%)f(a +tn(b, a)) + mh(%) f(ﬁ G “>).

2 m m

Ustteki esitsizligin [0, 1] araliginda t’ye gore integralini alirsak,

/Olf(2a++(b’a)>dt < h(%) :/Olf(a+tn(b,a))dt+m/olf<% (1 _t)'r/([;’;a))]

T ratn(ba) a+n(b,a)
) [ oo [

h(%) /a+77(b7a)

n(b, a)

f(x) +mf<%>]dx

esitsizligini elde ederiz. Bu ise bize (3.2.1) esitsizliginin sol tarafini verir. Simdi esitsizligin
sag tarafini yazalim. En son elde edilen esitsizlikte © = a+tn(b, a) yerine yazalim ve [0, 1]

araliginda t’ye gore integralini alalim.

h(%) /aa+a+n(b7a) [f(x) N mf(%>]dx

< maaxélfmwwmaa»+f(%+4ﬂ@iﬁﬂdx

m

< n(b,a)/0 (h(t)f(a) + mh(1—1)f ( ))

h(3) /aﬁﬁn(b’a) [f(x)+mf(%>]dx <

Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.1 (3.2.1) esitsizliginde m = 1 segilirse h-preinveks fonksiyonunun Hermite-

Hadamard Esitsizligi elde edilir [23], yani

1 2a + (b, a) 1 a+n(b,a) 1
%ﬁ( 2 )SRaaé fla)de < [f(a) + 50 | ho)ar
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Sonug 3.2.2 (3.2.1) esitsizliginde h(t) =t secilirse m-preinveks fonksiyonunun Hermite-

Hadamard Esitsizligi elde edilir[31], yani

) g 1 /a+n(b,a) flx)+mf (%) o

f<2a++](b’a) — n(b,a) 2
_ m+1!f<a>+f<b>+mf(%)+f(%)]
- 4 2 2 '

Sonug 3.2.3 (3.2.1) esitsizliginde h(t) =t ve m = 1 secilirse preinveks fonksiyonunun

Hermite-Hadamard Esitsizligi elde edilir [25], yani
2 1 a+?7(b,a)
f< a+n<b,a>> - )/ foyte < L 10

2 ~ n(b,a
Sonug 3.2.4 (3.2.1) esitsizliginde n(b,a) = b — a segilirse (h, m)- konveks fonksiyonun

Hermite-Hadamard Esitsizligi elde edilir [26], yani

f<a+b> < h<%) /ab[f(x)anf(%)]dx

2 b—a)
fa) +mf() +mfGe) + me(#)] / o)t

(3) ;

Sonug 3.2.5 (3.2.1) esitsizliginde h(t) = t ve n(b,a) = b — a segilirse m-konveks fonk-

siyonun Hermite-Hadamard Esitsizligi elde edilir [8], yani
b L S+ mf ()
/ et < / dx
2 b—a) J, 2

i+, () +f(%>].
2 2

m—+1
- 4

Sonug 3.2.6 (3.2.1) egitsizliginde m = 1 ve (b, a) = b—a segilirse h-konveks fonksiyonun

Hermite-Hadamard Esitsizligi elde edilir [29], yani

Qhé)f <a3b> <52 [ e < [s@+50)] [ nioa

Sonug 3.2.7 (3.2.1) esitsizliginde h(t) =t ,m = 1 ve n(b,a) = b — a segilirse konveks

fonksiyonun Hermite-Hadamard Esitsizligi elde edilir [28], yani,

f<a+b>< 1 /f(@dng(a);f(b).

2 “b—a
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Teorem 3.2.2 Her m € (0,1], t € [0,1] olmak iizere f : [0,+00) — R de bir (h,m)-
preinveks fonksiyon olsun. Eger 0 < a < a +n(b,a) ve f € Li[a,a + n(b, a)] ise agagidaki

esitsizlik saglanir,

1 /aa+n(b,a) flx)dzr < mz’n{f(a) /01 h(1 —t)dt +mf <%) /01 h(t)dt,

n(b, a)
() /1 h(1 — t)de + mf () /1 h(t)dt}. (3.2.2)

Ispat. f (h, m)-preinveks fonksiyon oldugundan,

Fla+ tn(b.a)) < h(1 ~ 1) f(a) + mh(t)f ()

m

ve

Fla+ (1= Dgfba)) < B(1 = D £0) + mh(t) ()

yazilir. Yukaridaki iki egitsizligin [0, 1] aralig1 tizerinde ¢’ ye gore integrali alinirsa

/Olf(a+tn(b,a))dt§ f(a) /01 h(l—t)dt+mf<%> /01 h(t)dt

ve

1 1 1
/ Fla+ (1= )b, a))dt < f(b)/ h(L—tydt +mf () / h(t)dt
0 0 m7s Jo
elde edilir. Son elde edilen iki egitsizligin sol taraflarinda x = a + tn(b, a) ve
y=a+ (1 —t)n(b,a) degisken degistirip t’ye gore integral alirsak

1 1 a+n(b,a)
/0 f(a+tn(b,a))dt:/0 f(a+(1—t)n(b,a))dt=@/ F(2)dx

buluruz. Elde edilen son esitligin sol taraflar1 birbirlerine esit olduklarindan

1 /aaﬂm(b,a) flx)dz < mz’n{f(a) /01 h(1 —t)dt + mf(%) /01 h(t)dt,

n(b, a)
() ./: h(1 — t)dt + mf(%) ./0'1 h(t)dt}

olup ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.8 (3.2.2) esitsizliginde h(t) = 1 segilirse

1
n(b, a)

a+n(b,a) a
[ e < mz’n{f(a)+mf(%),f(b)+mf(5)}

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 3.2.9 (3.2.2) esitsizliginde m = 1 segilirse agagidaki esitsizlik elde edilir,

1
n(b, a)

a+n(b,a) 1 1
/ flx)dx < min{f(a)/o h(l—t)dt—l—f(b)/o h(t)dt,

1 1
f(b)/ h(1 —t)dt+f(a)/ h(t)dt}.
0 0
Sonug 3.2.10 (3.2.2) esitsizliginde h(t) =t segilirse

1 et N ) +mfGr) | fO) +mf()
W/a flz)dzr < mm{ 5 + 5 }

esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.2.11 (3.2.2) esitsizliginde h(t) =t ve n(b,a) = b — a secilirse,

1 N H@+mfGy) | fO) +mf()
b—a)/a flz)dz < mm{ 5 + 5 },

esitsizligi [8]elde edilir.

Sonug 3.2.12 (3.2.2) egitsizliginde h(t) =t ve m = 1 segilirse preinveks fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi [25] elde edilir,
1 a+n(b,a) b
[ s < FOTI0)
n(b,a) J, 2

Sonug 3.2.13 (3.2.2) egitsizliginde h(t) = 1 ve m = 1 segilirse agagidaki esitsizlik elde

a a a+n(b,a)
f<2 L >> <o [ 1@ < [+ )],

edilir,

Sonug 3.2.14 (3.2.2) esitsizliginde m = 1 ve h(t) = t° segilirse,

o1 o[ 2a+n(b,a) 1 atn(be) f(a) + f(b)

esitsizligini elde ederiz [15].

Teorem 3.2.3 f : [0,00) — R bir (h, m)-preinveks fonksiyon, m € (0,1] ve t € [0, 1]
olsun. Eger a,b € [0,00),a < b, n(ma,b) # 0, n(mb,a) # 0
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a* = min{a,a + n(mb,a),b+ n(ma,b)}, b* = max{b,a + n(mb,a),b + n(ma,b)} ve f €
Lq[a*, b*] ise agagidaki esitsizlik dogrudur,
1

1 a+n(mb,a) 1 b+n(ma,b)
1| T a) /a f(x)dx + ma) /b f(z)dx

< M[/l h(t)dt+/0‘1 h(1 —t)dt]. (3.2.3)

J0

ispat. f (h,m)-preinveks fonksiyon oldugundan,

fla+tn(mb, a)) h(1 =) f(a) +mh(t)f(b)
fla+ (1 =t)n(mb,a)) < h(t)f(a)+mh(l—1)f(b)
fo+tn(ma,b)) < h(1—1)f(b) +mh(t)f(a)

IN

fo+ (1 —=t)n(ma,b)) < h(t)f() +mh(1—1)f(a)

yazabiliriz. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve [0, 1] aralig: iizerinde t’ye gore

integrali alinirsa,
/0 " Fa + t(mb, a))d + /0 ot (1 ty(mb,a))dt
+/01 F(b+ tn(ma, b))dt + /01 F(b+ (1 — tyn(ma, b))dt
< [m+1](f(a)+f(b)) [/01 h(l—t)dt+/01 h(t)dt].

elde edilir.Buradan, baz ifadeler agagidaki gibi durumlar: incelendiginde,

1 1 a+n(mb,a)
/0 fla+tn(mb,a))dt = /0 fla+ (1 —t)n(mb,a))dt = n(mlb ) / f(z)dx

ve

/Of(b+t77(ma,b))dt:/0 F(b+ (1— t)g(ma, b))dt — —— /b f(a)dz

U(m@a b) +n(ma,b)
esitlikleri bulunur.Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 3.2.15 (3.2.3) esitsizliginde h(t) = 1 secilirse, agagidaki esitsizlik elde edilir,

1
m—+1

1
n(mb, a

a+n(mb,a) b+n(ma,b)
e s f<x>dx] < fla)+70)
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Sonug 3.2.16 (3.2.3) esitsizliginde m = 1, secilirse, agagidaki esitsizlik elde edilir,

sa+n(b,a) b+n(a,b)
1[ [ e [ f<x>dx]
b

2| n(b,a) /, n(a,b)
b .1 .1
< [ */0) / h(#)dt + / h(1 — )t .
2 Jo Jo
Sonug 3.2.17 (3.2.3) esitsizliginde h(t) = 1 ve m = 1 segilirse preinveks fonksiyonun
Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi [25] elde edilir, yani ,
1 et fa) + f(b)
- dp < LY TTO)
wa ) fenest
Sonug 3.2.18 (3.2.3) esitsizliginde n(mb, a) = mb — a ve n(ma,b) = ma — b segilirse,

1 mb ma

! (x)dx +

m—+1

f(x)d:c]

mb—a J, ma—b J,

@+ 1| [ Lo
< 5 [/0 h(t)dt+/0 h(1 t)dt.]
esitsizligini elde ederiz [26].

Sonug 3.2.19 (3.2.3) esitsizliginde n(mb,a) = mb — a, n(ma,b) = ma —b, m = 1 ve
h(t) = t* segilirse,

w1 fatb I fla) + f(b)
2 f( > >§b_a/af<x>df”fs+—1-

esitsizligini elde ederiz [6].

3.3 Tirevinin Mutlak Degerinin Bazi Kuvvetleri (h, m)-Preinveks
Fonksiyonlar I¢in Baz1 Yeni Esitsizlikler

Simdi diferensiyellenebilen (h, m)-preinveks fonksiyonlar igin bazi yeni Hermite-Hadamard

tipi esitsizlikleri elde edelim.

Teorem 3.3.1 f: 1 — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 0 < a < a 4+ n(mb, a) sartim
saglayan her a,b € I, m € (0,1] ve f" € Ly[a,a + n(mb, a)] olsun. Eger |f’| bir (h, m)-
preinveks fonksiyon ise

1 a+n(mb,a) 2a + n(mb, a)) ‘
flayd — | =L
i/ (

n(mb, a 2

< n(mb,a)<|f’(a)|+m|f’(b)|> [/0 th(t)dt+/jth(1—t)dt.]
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esitsizligi dogrudur.

Ispat. Lemma 2.0.1 ve | f'| in (h, m)-preinveks oldugundan

2a + n(mb, a) 1 atn(mba)
‘f( . ) s [ @

n(mb, a

IN

n(mb, a) /02 [t||f (@ + tn(mb, a))|dt + [ [t — 1]|f(a + tn(mb, a))|dt]

IN

n(mb, a)| | £/(a)] /0 *th(1 — )t + mlf ()] /0 *th(t)dt

+|f’(a)|[ (1—t)h(1—t)dt+m|f’(b)|[ (1—t)h(t)dt]

/0 th(t)dt + /O th(l — t)dt]

IN

n(mb, a) <|f’(a) + mlf’(b)|>

yazabiliriz. Boylece ispatimiz tamamlanmig olur.

Sonug 3.3.1 Yukaridaki teoremimizde n(mb, a) = mb — a alirsak,

1 "mb a + mb
o [ e ()

/0 : th(t)dt + /0 : th(l — t)dt] .

Teorem 3.3.2 f : I — R [° iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. a <

< (mb—a)(If (@] +mlf®)])

esitsizligi [22] elde ederiz.

a + n(mb, a) sartin1 saglayan her a,b € I, m € (0,1] ve f € Li[a,a + n(mb, a)] igin, eger
| f'| bir (h, m)-preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik dogrudur,

f(a) + f(a+n(mb,a)) B 1 a+n(mb,a)
‘ 2 n(mb, a) / flz)dz

< M9 (17 (a)] +mlr o)) [ / - e D+ / h(net - 1>dt}3'3-1>

Ispat. Lemma 2.0.1 den asagidaki esitsizligini yazabiliriz,

f(a) + fla+n(mb,a)) 1 a-+n(mb,a)
2 ~ n(mb, a) /a f(x)dx

1
< 2R [y o o, o)
0
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|| (h, m)-preinveks oldugundan,
|f'(a + tn(mb,a))| < h(1 = t)[f'(a)| + mh(t)|f'(b)].
Bu esitsizligin her tarafimi [0, 1] araliginda t’ye gore integralini alirsak,
1 1
[ =i tmmbalar < [ 12 (0 = 01 @]+ mb@)] 0] )t
0 0
= [a—2(ra -0l @i+ maolr o))
1
+[(%—1mu1_mfmn+mmww@ﬁwt

2

elde ederiz. Ayrica

1

uﬁﬂ—%%ﬂ—mﬁztf@wdmwﬁ

ve
1 1
/ (1 =2t)h(t)dt = / (2t — 1)h(1 —t)dt
0 :
dogru olan esitlikleri kullanarak ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.3.2 (3.3.1) esitsizliginde n(mb, a) = mb — a alirsak,

fla)+fOmt) 1

2 mb—a J,

bm —a

< = Qﬂm+mu%m[A%a—mm—wﬁ+/%@@pqm4

1
2
esitsizligini [22] elde ederiz.

Teorem 3.3.3 [ : [0,+00) C R — R, [ {izerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
0 <a<a+nba) <ooigin f' € Lja,b] olsun. Eger her m € (0,1], t € [0,1] ve
q € [0,00) icin |f’|? [a,b] tizerinde bir (h, m)-preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik

dogrudur,

f(a) + f(a+n(b,a)) 1 atn(b,a)
‘ 2 (b, a) / J(w)da

Q|

”I(bé a)%(/o (|2t — £ (@) +m|1 - Qtllf’(%ﬂq)h(t)dt) :

P
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ispat. Lemma 2.0.2 ve Power-Mean esitsizligini uygulayarak,

a a a a+n(b,a)
‘f( )+ flatnba) 1 )/ Fa)da

2 ~nba

1

< ”’“;a)< / |1—2t|dt>p< / |1—Qtllf’(a+tn(b,a))lth>q

yazabiliriz. Iddaya gore |f'|7, (h,m)- preinveks fonksiyon oldugundan

| =2l meaprar < [ =2 [ =01+ mholr ]

b
= 1£@p [ =2 = demlr GO [ = 2o
= [ (=@ = 2wl Yy

yazabiliriz. Ayrica

1 1 1 1
/ |1—2t|dt:/ (1—2t)dt+/(2t—1)dt:—
0 0 i 2

2
ve

1 1
/|1—2t|h(1—t)dt:/ 2t — 1|h(t)dt
0 0

dogru olan esitlikleri kullanilarak ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.3 Yukaridaki esitsizlikte m = 1 alirsak,

fla) + fla+n(ba) 1 atn(b.a)
2 n(b, ) /a f(z)dx

< 100 “>i1< | (=l +11 - 2t||f’(b)|q)h(t)dt> ;

2p

esitsizligini [24] elde ederiz.

Teorem 3.3.4 [ : [0,+00) C R — R, [ {izerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
0 <a<a+nba) < ooigin f' € Ly]a,b] olsun. Eger her m € (0,1], t € [0,1] ve

q € [0,00) igin |f'|? [a, b] tizerinde bir (h, m)-preinveks fonksiyon ise

f(a)+ fla+n(ba)) 1 a-tr(b.a)
‘ 2 n(b, a) / f(@)de

1
q

< ”“’é”ﬁ{( | (e = ais@pr+ mia = s —2t||f’(%)|q)h(t)dt>

+< / ((1—t)|2t—1I|f(a)|q+mt|1—2t||f’(%)lq>h(t)dt>q}
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esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 2.0.2 ve iyile§tirilmi§ Power-Mean esitsizligini uygularak,

f(a> + f(CL + T](b7 a)) B 1 a+n(b,a)
‘ 2 n(b, a)/a flw)dz

< —"“;’a){( / (1—t)|1—2t|dt>p< / <1—t>|1—2t||f'<a+tn<b,a>>|wt>q

+ (ftu—zﬂdt)p</Olt|1—2t||f'(a+tn(b,a))|th>q}

yazabiliriz. |f'|?,[a,b] aralig1 tizerinde bir (h, m)-preinveks oldugundan,

[f'(a+1tn(b,a)|* < h(1=1)|f"(a)|" +mh()|f'(—)|

b
m
yazilir. Buradan

| a=on=2ir@rmpapra < [a—on—20[a -0l @r-+mae| o[

ve

[ =i mappa < [ -2 no = oty @+ mho]r o Ja

esitsizliklerini yazabiliriz. Ayrica

/1(1—t)|1—2t|h(1—t)dt - /1t|2t—1|h(t)dt

/1|1—2t|h(1—t)dt _ /1(1—t)|2t—1|h(t)dt

dogru olan esitlikleri kullanilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.5 [ : [0,+00) C R — R, [ {izerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
0<a<b<ooigin f' € L]a,b] olsun.Eger her m € (0,1], t € [0,1] ve g € [0,00) igin

|f'? a, b] tizerinde (h, m)-preinveks fonksiyon ise agagidaki esitsizlik dogrudur,

f(a) + fla+mn(ba)) 1 a1 (b,a)
2 a (b, a) /a f(z)dx

< 2t (2 " 1>> p [( | @i m - t>|f'<%>|q>h<t>dt> q

+( / ((1—t)|f’(a)|q+mt|f’(%)|q]h(t)dt>

Q=

l (3.3.2)
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ispat. Lemma 2.0.27 den agagidaki esitsizligi yazabiliriz,

fla)+ fla+n(ba) 1 ot
2 n(b,a) /a fle)dz

b 1

< 280 [ sl et
Jo

Simdi yukaridaki esitsizlige Holder-Iscan integral esitsizligini uygularsak,

2 n(b,a)

< @{(/01(1—75”1—%%)
+ (/ t|1—2t|pdt>p</0 t[h(l—t)|f’(a)|q+mh(t)|f’(%)|q]dt>q}

elde ederiz. Iddaya gore ||, (h,m)-preinveks fonksiyon oldugundan,

a a a a+n(b,a)
‘f()+f(+n(b,)) L[

S]

1
q

3=

( | a=oma-oirar +mh(t)|f’(%)lq]dt>

2 n(b, a)

< @{(/{) (1—t)|1—2t|pdt> (/0 (1—t)|f’(a+tn(b,a))|th>q
+ <[t|1—2t|f’dt>p(/1t|f’(a+tn(b, a))|th>q}

yazabiliriz. Ayrica

a a a a+n(b,a)
‘f()+f(+n(b>)) 1/ Fa)de

S]

3=

/1 th(t)dt = /1(1 _ (1 — t)dt

J0

ve . .
/ (I =t)h(t)dt = / th(l —t)dt
0 0
dogru olan egitlikleri en son elde edilen esitsizlikte yerine koyularak ispat tamamlanmig

olur.
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Sonug 3.3.4 (3.3.2) esitsizliginde m = 1 alirsak, agagidaki esitsizligi [32] elde ederiz,

2 n(b,a

n(b,a) 1
= 2 <2(p + 1))

+</0 ((1—t)lf’(a)lq+t|f’(b)|q]h(t)dt> ]

Sonug 3.3.5 (3.3.2) esitsizliginde h(t) = t alirsak, agagidaki esitsizligi elde ederiz.

a a7 a a+n(b,a)
‘ﬂ>+f<+ma>x_ 1)/ Fa)da

q

hSEE

[(/0 (t|f'(a)|*+ (1 — t)|f’(b)|q)h(t)dt>

1

2 n(b,a)

e

a a a a+n(b,a)
‘ﬂ)+f(+n& ) ]‘(/ F2)d

Q=

n(b, a)
2(p+ 1)%

u«@w+mu%%w]

<
B 2

Sonug 3.3.6 (3.3.2) egitsizliginde p = ¢ = 2, m = 1 ve ¢t = 5 alirsak,

2 n(b,a

< mga><§§)ha§)[<é<u«@ﬁ+¢f@»%h@ma

+<A<uwm%+unmﬂuwﬁ>],

a a a a+n(b,a)
V(%+ﬂ ta(ba) 1 %/ Fa)de

N|—=

Nl=

esitsizligini [32] elde ederiz.
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4. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak, bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda;

1. (h,m)-preinveks fonksiyonlar simfi ayrintili bir gekilde incelendi.

2. Bu smifin bazi cebirsel ozellikleri aragtirildi.

3. Hermite-Hadamard Tipi Esitsizlik yardimiyla baz1 yeni esitsizlikler elde edildi.

4. Literattirde var olan h ve m preinveks fonksiyonlar, bu sinif sayesinde genellestirildi.

5. Holder-Iscan ve Iyilestirilmis Power Mean Esitsizlikleri yardimiyla, literatiirde var

olan bir kag esitsizlik daha da kiiciiltiildii.

6. Son olarak ise tiirevinin mutlak degerinin bazi kuvvetleri bu simiftan olan fonksiy-

onlar icin yeni teoremler ifade ve ispat edildi
Bu tezden elde edilen sonuclar dogrultusundaki onerilerimiz,

1. Incelenen (h,m)-preinveks fonsiyonlar smifina benzer sekilde, literatiirde var olan

diger konvekslik cesitleri genellestirilebilir.

2. Holder-Iscan ve Iyilestirilmis Power Mean Esitsizlikleri yardimiyla, literatiirde var

olan diger esitsizlikler daha da kiiciiltiilebilir.
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