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OZET

BAZI LAKTASYON MODELLERININ PARAMETRELERININ BIYOLOJIK
ANLAMLI PARAMETRELERE DONUSTURULMESI UZERINE BIR
CALISMA

BUSRA GULCICEK
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 104 SAYFA
(TEZ DANISMANI: Doc. Dr. MEHMET KORKMAZ)

Siit hayvanlarinin dogum ile siit {iretimine baglayan ve siit iiretiminin
bitmesi ile sona eren doneme laktasyon adi verilir. Siit veriminin laktasyon
siiresince degisimini gosteren grafikler laktasyon egrisi olarak adlandirilir. Bu
egrilerde ortaya c¢ikan sekil dogrultusunda laktasyonu ifade eden matematiksel
modeller ortaya konmustur. Bu modellerde kullanilan laktasyon sabitleri
(a,b,c.d,f,k)dogrudan biyolojik olarak bir anlam ifade etmemektedirler.

Olusturulan laktasyon modellerinin birinci ve ikinci tiirevleri yardimi ile
Imax > Ymax » 4m gib1 biyolojik anlama sahip parametreler elde edilebilmektedir.

Biyolojik anlama sahip parametreler ile laktasyon sabitleri i¢in uygun esitlikler
elde edildikten sonra elde edilen esitliklerin laktasyon modellerinde yerine
yazilmasi sonucunda model denklemleri biyolojik anlamli parametrelere bagl
olarak yeniden diizenlenebilir. Bu calismada on bes adet laktasyon modeli
biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak ifade edilmeye c¢alisilmistir.
Laktasyon modellerinin biyolojik anlamli parametrelere bagl ifade edilebilmesi
i¢in yapilan tiim matematiksel islemler dort model i¢in anlatilmis ve kalan on bir
model i¢in tablolarla sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Biyolojik Anlamli Parametre, Laktasyon Egrisi, Laktasyon
Modelleri, Laktasyon Sabiti.
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ABSTRACT

A STUDY ON THE CONVERSION OF PARAMETERS OF SOME
LACTATION MODELS INTO BIOLOGICALLY MEANINGFUL
PARAMETERS

BUSRA GULCICEK
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 104 PAGES
(SUPERVISOR: Do¢. Dr. MEHMET KORKMAZ)

The period that begins milk production of dairy animals with birth and ends
with the end of milk production is called lactation. Graphs showing the change in milk
yield during lactation are called lactation curve. Mathematical models expressing
lactation in accordance with the shape appearing in these curves have been put
forward. The lactation constants (a,b,c,d,f,k) used in these models do not make
directly biological sense. With the help of the first and second derivatives of the
lactation models created, parameters with biological meaning such as

Imax > Ymax » 4m €an be obtained. After obtaining appropriate equations for parameters

with biological meaning and lactation constants, the model equations can be
rearranged depending on biologically significant parameters as a result of replacing
the obtained equations in lactation models. In this study, fifteen lactation models were
tried to be expressed depending on biologically significant parameters. All
mathematical operations performed to express lactation models depending on
biologically significant parameters were described for four models and presented with
tables for the remaining eleven models.

Keywords: Biologically Meaningful Parameter, Lactation Constant, Lactation Curve,
Lactation Models.
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1. GIRIS

Siit hayvanlarinda, buzagilama ile siit iiretmeye baslayip, kuruya ¢ikma olarak
adlandirilan siit tiretiminin durdugu doneme kadar ki gegen siireye laktasyon adi
verilmektedir. Dogumla baglayan siit verimi, belirli bir siire (2-6 hafta) tedricen artarak
maksimum diizeye ulasir. Bu iiretim diizeyi bir siire (ortalama bir ay) devam eder ve

daha sonra baslangictaki artistan daha diisiik bir hizla azalarak inegin kuruya ¢ikmasi

ile sona erer (Berberoglu, 2018; Giiler, 2020; Keskin vd., 2009).

Siit, hayvancilik sektorii i¢in 6nemli bir gelir kaynagi olurken, insanlar iginse
onemli bir besin kaynagidir. Insan niifusundaki artis diisiiniildiigiinde siit ve siit
tirlinlerinin tiiketiminin de artacagi goriilmektedir. Dolayisiyla siit hayvanindan ya da
ait oldugu siiriiden, bir laktasyon dénemi boyunca alinabilecek en fazla verim alinmak
istenir. Bu amagla siit hayvani yetistiriciligi yapan ¢iftliklerde, siirtideki hayvan sayisi
artirtlabilir ya da hayvan 1slah1 yontemi uygulanabilir. Bu tiir kararlarin dogru
olabilmesi i¢in, siiriinlin ve siirtideki her bir hayvanin laktasyon dénemi hakkinda
detayli bilgiye sahip olmak gerekir. Laktasyon doneminin en 1iyi sekilde
yorumlanabilmesi ve gelecege doniik kararlar verilebilmesi i¢in laktasyon egrisi

incelenebilir.

Laktasyon doneminde tiretilen siit miktarinin zamana baglh olarak grafik ile
gosterilmesine laktasyon egrisi denilmektedir. Standart bir laktasyon egrisinin sekli,
nispeten yiiksek bir oranda, {ist sinir liretimin elde edildigi noktaya kadar artan, daha
sonra siit liretiminin sonuna kadar daha yavas bir oranda azalan olarak tanimlanabilir

(Elahi Torshizi vd., 2011).

Laktasyon egrisine olan ilgi, onu tanimlamak veya tahmin etmek i¢in 6nerilen
cesitli matematiksel modellerle yansitilmaktadir. Bu modeller, basit bir biyolojik veya
ekonomik yoruma sahip olduklari i¢in takdir edilmekte ve kullanilmaktadir
(Bouallegue & M’Hamdi, 2020). Laktasyon egrilerini tanimlamak i¢in kullanilan
matematiksel modeller farkli bilgiler elde etmek i¢in kullanilmaktadir. Bunlar genel
olarak tamamlanmamis laktasyonlarda toplam siit verimini tahmin etmek igin, ¢evre
ve siirii yonetim faktorlerinden de modelleme ¢alismalart yapilirken kullanilir (Ali &

Schaeffer, 1987).



Laktasyon modelleri, bireysel bir hayvanin veya siiriiniin gelecekteki siit
veriminin tahmininde de kullanilabilir. Tahminde laktasyon egrisi kullanilirken amac,
altta yatan siit verimi modelini belirlemek amaciyla, ¢cevresel ve diger faktorlerin bir
sonucu olarak varyasyon varliginda minimum hata ile laktasyonun her giiniindeki
verimi tahmin etmektir. Bir laktasyon modelinin yararliliginin derecesi, biyolojik
laktasyon siirecini taklit etmede ne kadar basarili olduguna ve tiretimi etkileyebilecek

cevresel ve diger faktorlere ne kadar iyi uyum sagladigina baglidir (Olori vd., 1999).

Bir¢ok arastirmaci, laktasyon egrisini matematiksel olarak ifade edebilmek i¢in
caligmalarda bulunmustur. Yeni modeller iiretilmis ya da daha once iiretilen modelleri
inceleyerek diizenlemeler, eklemeler yapmislardir. Bu sayede laktasyon egrisini
tanimlayan ¢ok sayida matematiksel model ortaya ¢ikmistir. Bu modelleri parametre
sayllarma gore, fonksiyon cesidine gore ya da hangi siit hayvani i¢in ortaya
konulduguna gore bir¢ok farkli kategoriye ayirabiliriz. Modelleri olusturan
denklemlere odaklanacak olursak, denklemlerin {iistel ve dogrusal fonksiyonlar
kullanilarak tasarlandigi goriilmektedir. Bu nedenle, laktasyon modellerini iistel ve
dogrusal modeller olarak inceleyebiliriz. Ancak her modelde ortak olan amag,

laktasyon egrisini ve laktasyon donemini en iyi sekilde ifade edebilmektir.

Bu ¢alismada, daha 6nceden biiyiime modelleri i¢in “Bakteri biiyilime egrisinin
modellenmesi (Zwietering vd., 1990)” isimli makale ve “Bazi Sigmoidal Biiyiime
Modellerinin Biyolojik Anlamli Mekanik Modellere Doniistiiriilmesi (Oda, 2019)”
1simli tez de yapilmis olan orijinal denklemdeki her bir parametrenin biyolojik anlamli
parametrelere bagl birer esitligin elde edilmesi ve elde edilen orijinal denklemdeki
parametrelerin yerine yazilmasi ile modelleri ifade eden denklemlerin biyolojik
anlamli parametrelere bagli denklemlere doniistliriilmesi ¢aligmalar1 6rnek alinarak

ayni ¢alismalar bazi laktasyon modelleri i¢cin denenecektir.



2. LITERATUR OZETLERI
Laktasyon egrilerini tanimlamaya yonelik ilk calisma Brody ve arkadaglar

(1923) tarafindan iistel fonksiyonu kullanarak y=ae_Ct bi¢ciminde tanimladiklari

modeldir. Bu modeldeki bazi kisitlamalar nedeniyle Brody ve arkadaslar1 (1924) bir

ct

yil sonrasinda y =ae - — ae_bt bi¢ciminde yeni bir model ortaya koymuslardir.

Bu caligmalardan sonra Sikka (1950) tarafindan parabolik {istel olarak

—cf2
adlandirilan yeni bir model tanimlanmistir. Bu modelin fonksiyonu y =ae ct=+bt

bigimindedir.
Nelder (1966), laktasyon egrisini polinom yardimi ile modellemeye ¢alismig

t

ve modelin fonksiyonu y= biciminde ifade edilen ters (invers)

at2+bt+c

polinomiyal modeli tanimlamistir.

Bir yi1l sonra Wood (1967) tarafindan su anda laktasyon modelleri arasinda en

cok tercih edilen eksik gama fonksiyonunu tanimlandi. Wood (1967) modelinin

b

fonksiyonu y = at”e ¢ bigimindedir.

Dave (1971) laktasyonu tanimlamak i¢in y=a+bt— ct? biciminde ikinci

dereceden bir fonksiyon gelistirdi.

Sauvant ve Fehr (1975) dgiincii derece polinom yardimi ile

3

y=a+bt+ ct? +dt bi¢ciminde bir model gelistirdi.

Cobby ve Lee Du (1978) ilk tstel modelde degisiklikler yaparak

—ct
y=a—bt—ae ¢ biciminde bir model gelistirdiler.

Singh ve Gopal (1982) logaritma fonksiyonunu kullanarak ve birinci dereceden
ve ikinci dereceden olacak sekilde iki yeni model gelistirdiler. Modeller

y=a+bt+cln(t) biciminde ifade edilen logaritmik lineer model ve

2

y=a+bt+ct” +dIn(¢)biciminde ifade edilen kuadratik logaritmik modeldir.



Jenkins ve Ferrell (1984), Wood’un modelinin modifikasyonu ile y=ate_Ct

bicimindeki modeli tanimlamiglardir.
Wilmink (1987), Cobby ve Lee Du modelinden esinlenerek dogrusal bir model

gelistirdi. Modelin fonksiyonu y:a+be_kt

+ct bigimindedir.
Ali ve Schaeffer (1987), Singh ve Gopal’ 1n ikinci modeline ekleme yaparak
bes parametreli y=a+br+ct+ fln(i)+eln2(i) bigiminde ifade ettikleri modeli

gelistirdiler.

Guo ve Swalve (1995), Singh ve Gopal’ in ikinci modelinden esinlenerek
1

karisik logaritmik modeli; y = a +bt2 + ¢In(¢) bigiminde olusturdu.

Guo ve Swalve ile ayn1 yilda tanimlanan bir bagska model ise Cappio-Borlino

—ct
(1995) modelidir. Modelin fonksiyonu; y=a?¢  bigimindedir.



3. MATERYAL VE YONTEM
3.1 Laktasyon Modelleri

Laktasyon modelleri, siit liretiminin zaman igerisindeki degisimini gosteren
laktasyon egrilerini matematiksel olarak ifade eder. Sekil 3.1’ de gosterilen standart
laktasyon egrisi incelendiginde, laktasyon i¢in iic asamadan bahsedilebilir. Birinci
asamada, siit veriminin artarak maksimum seviyeye ulastigi, ikinci asamada siit
veriminin maksimum seviyede kaldigi, {liclincli ve son asamada ise slit veriminin
maksimum seviyeden laktasyonun sonuna kadar gecen siire boyunca azalma trendine
girdigi acikca goriliir. Laktasyon egrisinde bu bilgileri elde edebildigimiz gibi
laktasyon modellerinden de laktasyon donemi hakkinda bilgi edinebiliriz. Bu ylizden
modellerde kullanilan parametrelerin anlamlar1 6nemlidir. Ancak modellerde
kullanilmis olan a,b,c¢ gibi parametreler, laktasyon donemi hakkinda yorumda
bulunabilecegimiz biyolojik anlamlara sahip degillerdir. Laktasyon modellerinin

birinci ve ikinci tiirevleri yardimi ile biyolojik anlama sahip olmayan a,b,c gibi
parametreler, biyolojik olarak anlam ifade eden 'max,Ymax !> V> Hm gibi

parametrelere doniisiimleri saglanabilmektedir. Bu parametrelerin anlamlar1 su

sekildedir;

Imax - Sut veriminin en fazla oldugu zaman,
Ymax - €n fazla elde edilen siit miktari,

;0 sut iiretiminde azalma hizinin diistiigli an,

Vit azalma hizinin diistiigii andaki siit miktari,

My azalan fazin egimi.
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Sekil 3.1 Standart Laktasyon Egrisi (Macciotta vd., 2011)

Anlatilan doniisiime uygun olan laktasyon modelleri igerisinden doniisiim

asamalar1 anlatilacak olan laktasyon modelleri ¢izelge 3.1° de gosterilmistir.

Cizelge 3.1 Laktasyon modelleri

Laktasyon Modelinin Adi

Laktasyon Modelinin Denklemi

Eksik Gama Fonksiyonu

Parabolik Ustel Fonksiyonu

Uciincii Dereceden Polinomiyal Fonksiyon

y=dt3+ct2+bt+a

Kuadratik Logaritmik Model

y:a+bt+ct2 +dln(t)

Cizelge 3.1.1°de gosterilen modellerde;
y: siit verimini,

t: kontroliin yapildig: laktasyon giini,
e :matematiksel iis fonksiyonu

a,b,c,d parametreleri: laktasyon sabitleridir.



3.2. Yontem

Cizelge 3.1°de gosterilen laktasyon modellerindeki a, b, ¢, d parametrelerinin

t R ,t., v, arametreleri cinsinden yazilabilmesi ve her model icin
max’ “max’ i* Vi Fm P y ¢

yeniden diizenlenen a, b, ¢, d parametrelerinin model denklemlerinde yerine
yazilmasi ile olusacak olan biyolojik anlamli parametrelere sahip laktasyon
modellerinin elde edilmesi i¢in yapilan tiim gerekli islemler bilgisayar programi

kullanilarak yapilmistir.



4. LAKTASYON MODELLERININ DONUSUMLERI
4.1 Eksik Gama Fonksiyonunun Doniisiimii

Wood (1967) tarafindan tanimlanan eksik gama fonksiyonunun modelini ifade

eden denklem asagida (4.1.1) numarali denklem ile gosterilmistir.

y=atPe™! 4.1.1)

Eksik gama modelinin biyolojik anlamli parametreler ile yeniden diizenlenmis

halinin elde edilis asamalari i¢in gerekli islemlerin tiimii asagida sirasiyla

agiklanmustir. Oncelikli olarak laktasyonun ulastigi maksimum seviyeyi ( Ymax )Ve bu

bulabilmek i¢in (4.1.1) numarali denkleminin birinci

seviyeye ulagtigi glinii (tmax)

tiirevi hesaplanmalidir.

y' - Y = ‘g (tb_lb—tbc)

dt (4.1.2)
Birinci tiirev sifira esitlendiginde maksimum siit veriminin gergeklestigi giin;
dy _gct a(tb_lb—tb ) =0
dt
esitligi ¢coziildiigiinde;
b
. ; (4.1.3)

olarak bulunur. Bulunan lmax degeri (4.1.1) numarali denklemde yerine yazildiginda

siit veriminin ulastig1 en yiiksek seviye ( Ymax ) elde edilir.

c (4.1.4)

Laktasyonun {i¢iincii asamasinda gerc¢eklesen durumda, siit veriminin kuruya ¢ikmaya

kadar ki gegen siirede azalma trendine girmesi, azalma hizinin azaldigi ani yani

denklemin biikiim noktasinin zaman degerini (tl. )bulmak icin oncelikle ikinci tiirev

hesaplanmalidir.



n 2
y = dzy - ((bz —b)tb‘2 25 lpesibe? j ae ! (4.1.5)
dt

Ikinci tiirevin sifira esitlenmesi ile ¢, elde edilir.
"_d%y 2_,\b=2_ob-1, b2\ —ct
y ::((b —b)t =2t “hc+tc jae =0
dt?
esitligi ¢coziildiigiinde;

b+b b—b

2

C C

olacak sekilde iki adet eslenik ¢Oziim elde edilir. tl. degeri, laktasyon boyunca

hayvanin siit veriminin azalmaya basladigi an oldugu i¢in bir tane olmasi gerekir.
Yukarida verilen iki eslenik ¢6ziimden hangisinin anlaml1 hangisinin anlamsiz oldugu
aslinda parametrelerin tahmini ile netlesir. (4.1.1) numarali denklemdeki parametreler
ele alidiginda y siit verimini ifade ettigi i¢in pozitif bir deger almas1 gerektigi i¢in

a > 0olmalidir. tl. icin elde edilen kdkler géz oniine alindiginda ve (4.1.3) numarali
esitlikte verilen tmax esitligi incelendiginde b,c >0 olmalhdir. Aksi halde li
parametresi i¢in reel sayilarda bir deger elde edilemez. Yapilan 6rnek ¢alismalarda, tl.
degeri olarak, eslenik ¢oziimiin pozitif olaninin alinmasi gerektigi anlasilmis ve tl.
degerinin esitligi (4.1.6) numarali esitlikte verilmistir.

; :b+\/5

I ¢

(4.1.6)

Doniim noktast zamaninda elde edilen siit miktari ( yl.) icin tl. degerinin (4.1.1)

numarali denklemdeki degeri hesaplanir.

b
y.=(») b+\/_=a(b+*/5] b (4.1.7)

1 t= c
C

Azalan fazin egimini ( ,um) yani tl. ’ nin egimini bulmak i¢in tl. degeri birinci

tiirevde yerine yazilarak;



a{bﬂ/ﬁ}b bce(_b_\/g)

c

m _(gj(t_lﬁ\/z j: biJb

. {b+\/3 ]b ce(—b—*/g )

(4.1.8)

c

olarak elde edilir.

(4.1.1) numarali denklemde yer alan a,b,c parametrelerini biyolojik anlamh
parametreler cinsinden yazabilmek icin (4.1.3), (4.1.6) ve (4.1.8) numarali esitlikler

kullanilacaktir. (4.1.3), (4.1.6) ve (4.1.8) numarali esitlikleri incelendigi zaman, a,b,c

parametrelerinin tmax’ti ve 4 parametrelerine bagli bir ¢oziimiiniin elde

edilebilmesi i¢in, a,b,c parametrelerinin ayni anda ¢oziilmesi sonucunda elde edilen

esitlikler (4.1.9), (4.1.10) ve (4.1.11) numaral1 esitlikler ile verilmistir.

Mmti(ti_tmax)

g (4.1.9)
2 t.t
( ! max ] _ imax
f—t (t.—t )
i ‘max i ‘max
ti © tmax
; 2
bZLmaXJ (4.1.10)
i ~max
t
o=—TH8X @.1.11)
(ti_trnax)

Yukarida verilen esitlikler (4.1.1) numarali denklemde yerine yazildiktan ve
sadelestirme islemi yapildiktan sonra eksik gama modelinin biyolojik anlamhi
parametrelere gore diizenlenmis denklemi elde edilir. Elde edilen denklem asagida

(4.1.12) numaral esitlikte verilmistir.
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wot.(t,—t
y= i~ ) ; (4.1.12)
[ tmax ] _ llmax 2
t.—t
, I ‘max . (tz_tmax) ,
I max

4.2. Ustel Parabolik Modelin Déniisiim Asamalar

Sikka (1950) tarafindan tanimlanan iistel parabolik modelini ifade eden

denklem asagida (4.2.1) numarali denklem ile gosterilmistir.

2
y=ae 42.1)

Ustel parabolik modelinin biyolojik anlamli parametreler ile yeniden

diizenlenmis halinin elde edilisi asamalar1 asagida sirasiyla aciklanmistir.

Laktasyonun ulastigi maksimum seviyeyi ( ve bu seviyeye ulastigi

ymax)

gunt (tmax) bulabilmek i¢in (4.2.1) numarali denkleminin birinci tlirevi

hesaplanmalidir.
" d (—ct2 +bt)
y = A a(—2ct+b)e
dt (4.2.2)

Birinci tiirev sifira esitlendiginde maksimum siit veriminin gergeklestigi giin;

dl (—ct2 +bt)

dt

=a(-2ct+b)e =0

esitligi ¢coziildiigiinde;

b

t =
max )¢

(4.2.3)

olarak bulunur. Bulunan tmax degeri (4.2.1) numaral1 denklemde yerine yazildiginda

slit veriminin ulastig1 en yiiksek seviye Ymax elde edilir.
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L

= b =qelc
L (y)t:2 ae (4.2.4)
c

Laktasyonun ii¢lincii asamasinda gergeklesen durumda, siit veriminin kuruya

cikmaya kadar ki gecen siirede azalma trendine girmesi, azalma hizinin azaldigi anm

yani denklemin biikiim noktasinin zaman degerini (tl.) bulmak i¢in dncelikle ikinci

tiirev hesaplanmalidir.

y" = a4y =—2ace

dr?

2 (—ct2+bt) (—ct2 +bt)

+a(-2ct+b) e (4.2.5)

Ikinci tiirevin sifira esitlenmesi ile tl. elde edilir.

2
" 2 (—ct +bt)
y = <y =-2ace

dr?

2
) (—ct +bt)

+a(—2ct+b) e =0

esitligi ¢coziildiigiinde;

b+2¢ b—2¢

2c 2c

olacak sekilde iki adet eslenik ¢Oziim elde edilir. tl. degeri, laktasyon boyunca

hayvanin siit veriminin azalmaya basladigi an oldugu i¢in bir tane olmasi gerekir.

(4.2.1) numarali denklemdeki parametreler ele alidiginda y siit verimini ifade ettigi

igin pozitif bir deger almasi gerektigi i¢in @ >0 olmalidir. tl. icin elde edilen kokler
gdz Oniine alindiginda ve (4.2.3) numarali esitlikte verilen tmax esitligi
incelendiginde b,c >0 olmalidir. Aksi halde tl. parametresi icin reel sayilarda bir
deger elde edilemez. Yapilan 6rnek caligmalarda, tl. degeri olarak, eslenik ¢ozlimiin

pozitif olaninin alinmas1 gerektigi anlasilmis ve tl. degerinin esitligi (4.2.6) numarali

esitlikte verilmistir.
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; _b+\/z

i 2c

(4.2.6)

Doniim noktasinda elde edilen siit miktari ( yi) icin tl. degerinin (4.2.1) numaral
denklemdeki degeri hesaplanir.

(2b—(b+\/§c))(b+\/5 )

4c (4.2.7)

c

.= =ae
i y(t=b+\/3]

Azalan fazin egimini ( ,um) yani tl. > nin egimini bulmak i¢in tl. degeri birinci
tiirevde yerine yazilarak;
(26~(b++/2¢ ) |(B+42¢ )

4c

b= (‘Zj(tz - \/Z] =—a~[2ce (4.2.8)

2c

olarak elde edilir.

(4.2.1) numaral1 denklemde yer alan a,b,c parametrelerini biyolojik anlamli
parametreler cinsinden yazabilmek i¢in (4.2.3), (4.2.6) ve (4.2.8) numarali esitlikler

kullanilacaktir. (4.2.3), (4.2.6) ve (4.2.8) numarali esitlikleri incelendigi zaman, a,b,c

parametrelerinin tmax’ti ve u. parametrelerine bagli bir ¢oziimiiniin elde

edilebilmesi i¢in, a,b,c parametrelerinin ayni1 anda ¢oziilmesi sonucunda elde edilen

esitlikler (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11) numarali esitlikler ile verilmistir.

0= (1) (4.2.9)
ti(ti_ztmax)
2
R 2(ti _tmax)
b= tmaxz (4.2.10)
(tz _tmax)

13



1
(= (4.2.11)

2 (ti “'max )

Parabolik iistel modelinde a,b,c parametreleri yerine (4.2.9), (4.2.10) ve

(4.2.11) numarali esitlikler yazilirsa asagida (4.2.12) numaral esitlikte gosterilen
denklem elde edilir. Elde edilmis olan denklem parabolik iistel modelin biyolojik

anlaml parametrelere gére yeniden diizenlenmis bigimidir.

(113 )(2tmax =14

Z(tl. —t

>
Y=t tmax )@ max ) (4.2.12)

4.3. Uciincii Dereceden Polinomiyal Modelin Doniisiim Asamalar

Sauvant ve Fehr (1975) tarafindan tanimlanan {i¢iincii dereceden polinomiyal

modeli ifade eden denklem asagida (4.3.1) numarali denklem ile gosterilmistir.

3

y=at +bt2

+ct+d 4.3.1)
Bu denklem igerisinde yer alan a,b,c laktasyon sabitleri a >0 ve b,c <0 olarak
kabul edilmistir. Ugiincii dereceden polinomiyal modelinin biyolojik anlamli
parametreler ile yeniden diizenlenmis bi¢iminin elde edilis asamalar1 i¢in gerekli

islemlerin tiimii asagida sirasiyla aciklanmistir.

Oncelikli olarak laktasyonun ulastign maksimum seviyeyi ( ve bu

ymax)

seviyeye ulastig1 giini (t bulabilmek icin (4.3.1) numarali denkleminin birinci

max )

tiirevi hesaplanmalidir.

1

y :‘Z=3az2 1 2bt+c (4.3.2)

Birinci tiirev sifira esitlendiginde maksimum siit veriminin gerceklestigi giin

elde edilcektir.
y' 2@236112 +2bt+c=0
dt

esitligi ¢oziildiigiinde;

14



—b+V —3ac-|—b2 B b+ —3ac+b2

2

3a 3a

olacak sekilde iki adet eslenik ¢6ziim elde edilir. Yukarida verilen iki eslenik
¢Oziimden hangisinin anlamli hangisinin anlamsiz oldugu aslinda parametrelerin
tahmini ile netlesir. Laktasyon boyunca siit hayvani bir kez maksimum siit verimine

ulasabilecegi icin tmax parametresini pozitif reel sayr olacak sekilde bir degeri
olmalidir. a>0 ve b,c <0olarak kabul edildigi i¢in fax parametresinin esitligi

asagida (4.3.3) numaral esitligi ile verilmistir.

_ —b+\/—3ac+b2

max 3a

t

(4.3.3)

Bulunan tmax degeri (4.3.1) numarali denklemde yerine yazildiginda siit

veriminin ulastig1 en yiiksek seviye ( Ym ax) elde edilir.

y
max
. —-b+V —3ac+b2

3a
(4.3.4)
2
—b+\/—3ac+b2 —b+\/—3ac+b2 b —b+\/—3ac+b2 e lid
= e E— C
3a 3 3

Laktasyonun ii¢lincii asamasinda gergeklesen durumda, siit veriminin kuruya

ctkmaya kadar ki gecen siirede azalma trendine girmesi, azalma hizinin azaldigi anm

yani denklemin biikiim noktasinin zaman degerini (tl.) bulmak i¢in dncelikle ikinci
tiirev hesaplanmalidir.

n 2
3 =9V _6ars b (4.3.5)

dt?

Ikinci tiirevin sifira esitlenmesi ile tl. elde edilir.
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2

v :dzy:6at+2b=0
dt
esitligi ¢oziildiigiinde;
b
f=— 4.3.6
i~ "3, (4.3.6)

olarak bulunur.

Doniim noktasinda elde edilen siit miktar1 ( yl.) icin tl. degerinin (4.3.2)

numarali denklemdeki degeri hesaplanir.

y.=y =——F5—_—+d (4.3.7)

Azalan fazin egimini ( ,um) yani tl. ’ nin egimini bulmak i¢in li degeri birinci

tiirevde yerine yazilarak;

2
dy b
=|— =——+c
Mm ( df j{t:bJ 361
3a
(4.3.8) olarak elde edilir.
ti’tmax ve 4 parametrelerinin gosterildigi esitlikler incelendiginde bu ii¢

parametreninde a,b ve ¢ parametrelerine bagl olarak yazildig: goriiliir. Bu nedenle
a,b ve c¢ parametrelerinin biyolojik anlamli parametreler cinsinden esitinin elde
edilebilmesi i¢in bu ii¢ parametrenin beraber c¢oziilmesi ile elde edilir. a,b ve ¢

parametrelerinin ti’lm ve i parametreleri cinsinden esitinin elde edilmis olan

ax

esitlikleri (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.11) numaral esitlikler ile gosterilmistir.

a:—”—mz (4.3.9)
(tz_trnax)

peitm 5 (4.3.10)
(tz_trnax)
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_“mtmax(zti_tmax) (4.3.11)

(ti ~'max )2

CcC=

d parametresinin anlamli parametrelere bagl bir esitliginin elde edilebilmesi

igin y esitligi kullanilir. Oncelikli olarak d ve Y max parametresinin (4.3.4)

numarali esitlikte yer degistirmesi gerekir.

2
b\ =3ac+b? || | —b+V—=3ac+b> _b+\—3ac+b>
d-y - op| DNTatbT L 43.12)

max 3a 3 3

Yukarida elde edilen d parametresinin esitliginde a,b ve ¢ parametrelerinin
oldugu goriilmektedir. (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.11) numarali esitliklerde yer alan a,b
ve c¢ parametreleri (4.3.12) numarali esitlikte yerlerine yazilip sadelestirme yapildiktan

sonar d parametresinin ¢

max’y

,t. ve p  parametrelerine bagl olarak elde
max’ i m

edilen esitligi asagida (4.3.13) numarali esitlikte verilmistir.

2 3
{“m (ti (Zti _3tmax ) _Ztmax D
-1

3(ti “'max )

d=

(4.3.13)

Ugiincii dereceden polinomiyal modelin biyolojik anlaml1 parametrelere bagl
olarak ifade edilebilmesi i¢in (4.3.9), (4.3.10), (4.3.11) ve (4.3.13) numarali esitliklerin
(4.3.1) numarali esitlikte yerlerine yazilmasi gerekir. Son islemden sonra sadelestirme
islemi yapildiktan sonra (4.3.14) numaral esitlik ile {igiincii dereceden polinomiyal
modelin biyolojik anlamli parametrelere gore yeniden diizenlenmis bigimi

gosterilmistir.

2 2 3 3
“m(ti(zti_3tmax) —3tti(2tmax—t)+tmax(—2tmax+3t)—t j
y =
2 (4.3.14)
3(ti_tmax)

max

17



4.4. Kuadaratik Logaritmik Modelin Doniisiim Asamalari

Singh ve Gopal (1982) tarafindan tanimlanan kuadratik logaritmik modeli ifade

eden denklem asagida (4.4.1) numarali denklem ile gdsterilmistir.

y=a+bt+ct® +din(t) (4.4.1)

Kuadratik logaritmik modelinin biyolojik anlamli parametreler ile yeniden
diizenlenmis halinin elde edilis asamalari icin gerekli islemlerin tiimii asagida sirasiyla

aciklanmistir.

Laktasyonun ulastig1 maksimum seviyeyi ( ve bu seviyeye ulastig1 giinii

ymax)

(t max ) bulabilmek i¢in (4.4.1) numarali denkleminin birinci tiirevi hesaplanmalidir.

v ody d

== —ht2ct+— 4.4.2
Y= 5 (4.4.2)
Birinci tiirev sifira esitlendiginde maksimum siit veriminin gergeklestigi giin

elde edilcektir.

1

y :@:b+20t+i=0

dt t
esitligi ¢coziildiigiinde;
—b\b*—8cd  b+\b*-8cd
4c ’ 4c

olacak sekilde iki adet eslenik ¢oziim elde edilir. Yukarida verilen iki eslenik
¢oziimden hangisinin anlamli hangisinin anlamsiz oldugu aslinda parametrelerin

tahmini ile netlesir. Laktasyon boyunca siit hayvani bir kez maksimum siit verimine

ulasabilecegi i¢in lmax parametresini pozitif reel say1 olacak sekilde bir degeri

olmalidir. 5> 0,c <0 olarak kabul edildigi i¢in tmax parametresinin esitligi asagida

(4.4.3) numarali esitligi ile verilmistir.

b\ b2 —8cd
P L s (4.4.3)
max 4¢

18



Bulunan tmax degeri (4.4.1) numarali denklemde yerine yazildiginda siit

veriminin ulagtig1 en yiiksek seviye (

Vmax=V
T beb?-8cd

Ymax ) elde edilir.

t
4c
(4.4.4)

NV 2

b“—8cd —-3b | b+Nb“—8cd
( ‘ ]( ¢ ] b2 —8cd

=a+ +dIn| —————
16¢ 4c

Laktasyonun ii¢lincii asamasinda gergeklesen durumda, siit veriminin kuruya

cikmaya kadar ki gecen siirede azalma trendine girmesi, azalma hizinin azaldigi anm

yani denklemin biikiim noktasinin zaman degerini (tl.) bulmak i¢in dncelikle ikici

tiirev hesaplanmalidir.

" 2
y =AY g4 (4.4.5)
2

dt?
Ikinci tiirevin sifira esitlenmesi ile tl. elde edilir.
" 2
y = dzy =2c- ci =0
dt 4
esitligi ¢coziildligiinde;
N2cd  ~N2cd

2c _2c

b

olacak sekilde iki adet eslenik ¢oziim elde edilir. Yukarida verilen iki eslenik
¢Ozlimden hangisinin anlamli hangisinin anlamsiz oldugu aslinda parametrelerin

tahmini ile netlesir. li degeri, laktasyon boyunca hayvanin siit veriminin azalmaya
basladig1 an oldugu i¢in bir tane olmasi gerekir. Yapilan 6rnek ¢alismalarda, tl. degeri

olarak, eslenik ¢ozlimiin negatif olaninin alinmasi gerektigi anlasilmistir. 5> 0,¢ <0

olarak kabul edildiginde tl. degerinin esitligi (4.4.6) numarali esitlikte verilmistir.
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N2cd

t.=- 4.4.6
l e (4.4.6)

Doniim noktasinda elde edilen siit miktart ( yl.) icin tl. degerinin (4.4.1) numaral

denklemdeki degeri hesaplanir.

(4.4.7)

bN2cd d N2cd
yV.=y =a———+—_—+dn| -
i (t_ \/2cdj 2¢ 2

2c

2c

Azalan fazin egimini ( ,um) yani tl.’ nin egimini bulmak i¢in tl. degeri birinci

tiirevde yerine yazilarak;

2c

n —(‘Zj[t_ @j =b-22cd (4.4.8)

olarak elde edilir.

ti’tmax ve u parametrelerinin gosterildigi esitlikler incelendiginde bu {i¢

parametreninde b,cve d parametrelerine bagli olarak yazildigi goriiliir. Bu nedenle
b,cve d parametrelerinin biyolojik anlamli parametreler cinsinden esitinin elde
edilebilmesi i¢in bu i{i¢ parametrenin ortak ¢oziimi ile elde edilir. b,cve d

parametrelerinin tz"lmax ve 4 parametreleri cinsinden esitinin elde edilmis olan

esitlikleri (4.4.9), (4.4.10) ve (4.4.11) numaral esitlikler ile gosterilmistir.

[+
L+t n
p T 2’" (4.4.9)
(ti_tmax)
t
c=— FHm'max (4.4.10)
2(l‘i_tmax)
2
t t.
d = Hm'max . (4.4.11)
(tz _tmax)
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a parametresinin anlamli parametrelere bagli bir esitliginin elde edilebilmesi

icin esitligi kullanilir. Oncelikli olarak a ve Ymax parametresinin (4.4.4) numaral

esitlikte yer degistirmesi gerekir.

2 2
“bb?8cd | 3642 -8cd
a_( ¢ j{ c L | Vb sed

4c 4c

-y (44.12)

Yukarida elde edilen a parametresinin esitliginde b,c ve d parametreleinin

oldugu goriilmektedir. (4.4.9), (4.4.10) ve (4.4.11) numaralarla verilen esitlikler,

(4.4.12) numarali esitlikte yerlerine yazilip sadelestirme islemi yapildiginda a

parametresinin li’tmax’ Yax Y€ Ho parametrelerin bagh esitligi asagida (4.4.13)

numarali esitlikte verilmistir.

2
2n t_ _t:
m'max’i _ _
1n(tmax) Mmtmax(zti tmax

0= +y (4.4.13)

4 ( l‘l. —l‘maX )2 max

22)

Kuadratik logaritmik modelin biyolojik anlamli parametrelere bagl olarak
ifade edilebilmesi i¢in (4.4.9), (4.4.10), (4.4.11) ve (4.4.13) numarali esitliklerin
(4.4.1) numaral esitlikte yerlerine yazilmasi gerekir. (4.4.14) numarali esitlik ile
kuadratik logaritmik modelin biyolojik anlamli parametrelere gore yeniden

diizenlenmis bigimi gosterilmistir.

Wt 2
t m max i 2 2 2
In| -Max +2u (Zt—t )t 27—t ot
m max max 1 max

t
2
(t.—t )
i max

+ay  (4.4.14)

21



5. BULGULAR

Bu boliim igerisinde literatiir 6zetleri boliimiinde yer alan laktasyon modelleri

igerisinden, biyolojik anlamli parametrelere gore yeniden diizenlenme asamalari

anlatilmamis olan laktasyon modellerinin, ¢izelgeler halinde diizenlenme asamalari

anlatilacaktir. Ilk olarak biyolojik anlamli parametrelere yeniden diizenlenmesi

hedeflenen 11 model gizelge 5.1° de gosterilmistir.

Cizelge 5.1 Laktasyon Modelleri

LAKTASYON MODELLERI MODELLERIN DENKLEMLERI
Model 1 | Ustel fonksiyon (Brody ve ark., 1923) y = ae~c!
Model 2 | Ustel fonksiyon (Brody ve ark., 1924) —ct —bt
y =ae —ae
Model 3 | Ters (Invers) Polinomiyal Model ¢
y - @
(Nelder,1966) 12t bite
Model 4 | Dave,1971 2
y=—ct” +bt+a
Model 5 | Cobby ve Lee Du, 1978 _ct
y=a—-bt—ae
Model 6 | Logaritmik Lineer Model (Singh ve
Gopal,1982) a+bt+c ln(t)
Model 7 | Jenkins ve Ferrell, 1984 —ct
y = ate
Model 8 | Wilmink,1987 _kt
y=a+be + ct
Model 9 | Ali ve Schaeffer,1987 b (1) ( 1 j
y=a+bt+ct”"+dIn| - |+ fIn -
t t
Model Karigik Logaritmik Model (Guo ve A |
10 Swalve, 1995) a+bNt+cn (1)
Model Cappio-Borlino Modeli (Cappio- pe—ct
11 Borlino,1995) =at

Cizelge 5.1° de ki modellerin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla ¢izelge 5.2 ve

cizelge 5.3 de gosterilmistir.
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Cizelge 5.2 Laktasyon Modellerinin Birinci Tiirevleri

LAKTASYON MODELLERI MODEL DE_NKLEML_ERiNiN
BIRINCI TUREVLERI
Model 1 , —ct
y' = -—ace
Model 2 ¥y = —ace” < 4 abe_bt
Model 3 )
,  —at” +2bt+c
22
(at +bt + c)
Model 4 V' =-2ct+b
Model 5 V' = —b+ace™ !
Model 6 c
y=b+—
t
Model 7 , —ct —ct
y' =ae —atce
Model 8 V= —bke_kt e
Model 9
af
v =b+2ct————f
t ot
Model 10 b X c
Y= 4°
Wt ot
Model 11 be_Ct
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Cizelge 5.3 Laktasyon Modellerinin ikinci Tiirevleri

LAKTASYON MODEL DENKLEMLERININ iKiNCi TUREVLERI
MODELLERI
Model 1 ) 2 —ct
y =ac e
Model 2 ) 2 —ct 2 —bt
y'=ac"e T —ab"e
2
Model 3 . —6at-2b  2t(2at+b)
y="" 2t 3
(at +bt+c) (at +bt+c)
MOdel 4 yn _ —2C
Model 5 ) 2 —ct
y =-ac ¢
Model 6 , c
Y=
2
Model 7 . CogeeCt atcze—ct
Model 8 = bkze—kt
Model 9
Y d+2f
y'=2c+ >
t
Model 10 ) b ¢
V=T33 72
e
Model 11

Cizelge 5.2° de gosterilen modellerin birinci tiirevleri kullanilarak elde edilen

fmax V€ Ymax degerleri ¢izelge 5.4° de gosterilmistir.
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Cizelge 5.4 Laktasyon modellerinin tmax V€ Ymax degerleri

LAKTASYON | ¢, .+ Ve yua. degerleri
MODELLERI
Model 1 Coziim yok
Model 2 ( cj
In| —
b
tmax =———=
max b—c
c c
cln(gj bln(g)
Ymax = a€ b—c _g4e bc
Model 3 \/;
Imax =~
a
Jac
y -
max b \/;
al 2¢—
a
Model 4 b
'max = ?
b2
Ymax = t4a
Model 5 ( b )
In| —
ac
Imax =~
c
b
bln (j b
Ymax =4+ =L _—
c c
Model 6
'max
c
Ymax = a—c+cln(—j
b
Model 7 1
'max =
a
Ymax =
ce
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Cizelge 5.4 Laktasyon modellerinin tmax V€ Ymax degerleri (devami)

Model 8 11 c
t =——n| —
max X bk
+c 1-ln ¢
Ymax =d+ | 1Y 2on
max k bk
Model 9 W
Imax =~
4c
b? ?
(7 st 160 )57 st 167
¥y =a+
max 16¢
2f+d
+1n(—1)d > i
(b+\/b +8cd+16cf)
Model 10 2e\2
c
I'max :(bj
+2b CZ +cl (%jz
y =a —A cinf —
max b2 b
Model 11 fmax =2
b —cA
Ymax = at ©

Cizelge 5.4 de verilen esitlikler icerisinde model 11 i¢in verilen esitlikte yer

alan A parametresi cLambertW (j ifadesini temsil etmek i¢in kullanilmigtir.
C

Cizelge 5.3’ de modellerin ikinci tiirevleri kullanilarak tl. ve y, degerleri

cizelge 5.5° de gosterilmistir.
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Cizelge 5.5 Laktasyon Modellerinin t;ve y; Degerleri

LAKTASYON t; ve y,; degerleri
MODELLERI
Model 1 Coziim yok
Model 2 02
In| —
t. = b2
! b-c
2 2
C C
cln[bz] bln[bz]
y; = ae b-—c  _4e b-c
Model 3 1 1
4/§(c(b—FV—4ac+—b2)a)/§ c4%é
t. = +

2 2(c(b+\/—-4ac+b2)a)}g

2
1
4% [c(b+\/ —4ac+b2 ja]é %
B R c4/3
2a ' 1
2[c[b+\/ —4ac+b2 ja]é
| — V4
4A[c[b+ —4ac+b2 ja] %
+b( 5 + cd/3 }/)+c
a
2(c[b+\/ —4ac+b2 ja] 3

Model 4 Coziim yok
Model 5 Coziim yok
Model 6 Coziim yok
Model 7 2

t.=_

i

c
2ae_2
Yi =
c

Model 8 Coziim yok
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Cizelge 5.5 Laktasyon Modellerinin t;ve y; Degerleri (devami)

Model 9 o [2¢(d +2f)
i 2¢
b-2c(d +2f) d s
Vi 2¢ 2
2c ( 2¢ j
+dln| -———+ |+ fln| -——
( 1/—2c(d+2f)j d+2f
Model 10 (4cj2
02 4c
Model 11 ti=p
bel =P

Cizelge 5.3” de verilen tl. degerlerinin ¢izelge 5.2” de verilen modellerin birinci

tiirevlerinde ki karsilig1 olan K degerleri cizelge 5.6’ da gdsterilmistir.

Cizelge 5.6 Laktasyon Modellerinin ,, Degeri

LAKTASYON u, Degeri
MODELLERI
Model 1 Coziim yok
C C

2cln(5] me(BJ
Model 2 —ace b—c + abe b—c
Model 3 0
Model 4 Coziim yok
Model 5 Coziim yok
Model 6 Coziim yok
Model 7 _ae~2
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Cizelge 5.6 Laktasyon Modellerinin ,, Degeri (devami)

Model 8 Coziim yok
2dc +4 fc
b—-2c(d+2f)+ —m—
Model 9 ( ) —2c(d +2f)
b b
+ -
c 2 16¢
Model 10 S\ o
Model 11 _a(pbe_ap—l pe <P (ln ((0) Se— 1)

Cizelge 5.5 ve ¢izelge 5.6’ da model 11 i¢in verilen esitliklerde yer alan ¢
parametresi

7 7z z
(0=Root0f(_ 2202 22222 7 0 ghee-LTT T Jpce—L ppeC —1]

ifadesini temsil etmek i¢in kullanilmistir.
Cizelge 5.4, ¢izelge 5.5 ve ¢izelge 5.6’da ki biyolojik anlamli parametrelerin

esitlikleri kullanilarak her modelde ki a,b,c gibi parametrelerin biyolojik anlaml

parametrelere bagl esitlikleri ¢izelge 5.7’ de gosterilmistir.

Cizelge 5.7 a,b,c vb. Parametrelerin tmax , ymax’ti’ VM Parametreleri Cinsinden
Esiti

Laktasyon a,b,c vb. Parametrelerin ¢,,,..,y,, ax’ti’ YisHm

Modelleri Parametreler Cinsinden Esiti

Model 1 Coziim yok

Model 2 a,b,c parametrelerinin ¢o6ziimlerinde RoorOf ifadesi ve
LambertW fonksiyonu yer aldig1 i¢in elde edilen esitlikler buraya
eklenmemistir.
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Cizelge 5.7 a,b,c vb. Parametrelerin ¢ ,V ,t.,v.,u_Parametreleri Cinsinden
max’ " max’i’" i’ 'm

Esiti (devami)

Model 3 2
g max
5 a2 o0
Ymax (& =3;tmax +2fmax)
2 2
h 3 3 2 5 3
Ymax (& =3ttmax +2fmax)
4
o= 'max
5 a2 00
Ymax (4 =3ttmax +2fmax)
Model 4 Cozlim yok
Model 5 Coziim yok
Model 6 Cozliim yok
Model 7
|y 22 o, w21
(alacl)_( Hme ’l‘i]’(a2’c2) { P-me ’tmaXJ

(“3’63):(—eymax 1}(“4’04):(%& fzzj

b
Imax !max

Model 8 Coziim yok
Model 9 a = tanimsiz
2.2
b_“m(ti Hmax)
- 2
(100
I max
not
= m_max
2(ti ! max )
d=tanimsiz

f = tamimsiz

Model 10 a,b,c parametrelerinin ¢oziimlerinde RootOf ifadesi aldigi i¢in
elde edilen esitlikler buraya eklenmemistir
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Cizelge 5.7

a,b,c vb. Parametrelerin ¢ ,V ,t.
max’” max’ i

Esiti (devami)

Ay Parametreleri Cinsinden

Model 11 Vmax
a= l li~fmax
2 n(¢ i
In{fymax )[ln(tmax) B +210 (e} fmax—2 ln(tl-)]e (fmax fmax
. (In(4; ), In(fmax Jfmax )
e
2
L © In(fmax Jimax (n(#;)¢; =1 (fmax ) fmax )
- 2
(ln (ti ) t; =10 (fmax ) fmax )
_ 1
In (max ) !max
Cizelge 5.8 ; .y . v, Parametrelerine Gore Diizenlenmis Laktasyon

Modellerinin Denklemleri

Laktasyon Laktasyon modellerinin yeni denklemleri
Modelleri
Model 1 Coziim yok
Model 2 Coziim yok
2
_ max (& + 2tmax )(t; —tmax)

Model 3 t::lax +1(t —3tl-)trznax + ttl~3
Model 4 Coziim yok
Model 5 Cozlim yok
Model 6 Coziim yok
Model 7 _% ot

¥ = e upyte I (Vg =€ pyre X

<
ymaxte[ tmax] 2Ymax € l
Y3 = Vg =
"max l
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Cizelge 5.8 lm , ¥ 1., VioH Parametrelerine Gore Diizenlenmis Laktasyon

ax’” max’ i

Modellerinin Denklemleri (devami)
Model 8 Coziim yok
Model 9 Coziim yok

Model 10 Coziim yok

Model 11 B e
o Nfmax fmax [ In(fmax )2 t2ax +2I0(Emax Jtitmax —In(Z; )flz ]

2

(In(t; ;I (fmax Jimax )

y= Ymax!

5 ﬁtm
n(4
In(fmax )(ln(tl- J—In(fmax )tmax) e "/max fmax

2
. (In{t; J;=In{fmax Jimax )

Cizelge 5.1.1° de verilen modellerin biyolojik anlamli parametreler cinsinden
ifade edilebilmesi i¢in her modeli olusturan denklemin igerdigi laktasyon sabiti

(a,b,c,d, f,k) adeti kadar biyolojik anlamli parametreye ihtiya¢ vardir. Ciinkii

biyolojik anlamli parametrelere bagli denklemler yazilmak istendiginde Once
laktasyon sabitleri i¢in biyolojik anlamli parametrelere bagh esitlik elde edilir. Bu
esitligin elde edilebilmesi i¢in yeterli sayida biyolojik anlamli parametreye ihtiyag
duyulur. Cizelgelere bakildiginda her model i¢in yeterli sayida biyolojik anlamli

parametre elde edilememistir.

Bu boliimdeki tiim ¢izelgelere bakildigi zaman 11 modelin de, iki kez
tiirevlenebildigi goriiliir. Ancak birinci ve ikinci tireve bagh olarak elde edilen
biyolojik anlamli parametreler (tmax’ ymax’ti’ Vi ,um) 11 modelin hepsi i¢in elde
edilememistir. ¢ ve y parametreleri sadece model 1 icin elde edilememistir. 7.

max max i
ve y; parametreleri model 1, model 4, model 5, model 6 ve model 8 i¢in elde
edilememistir. tl_parametresi olmayan modellerde K, parametresi de elde edemeyiz.

Bu durumda K, parametresi model 1, model 4, model 5, model 6 ve model 8 i¢in

elde edilememistir.
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Model 1’ in orijinal denkleminde iki adet parametre, bu nedenle en az iki adet
biyolojik anlamli parametreye ihtiya¢ duyulur. Ancak modelin birinci ve ikinci

tiirevleri {iistel fonksiyon formunda oldugu i¢in higbir ¢ degeri i¢in sifir olmaz. Bu

durumda da tmax Ve 4 parametreleri elde edilemez. Bu iki parametreye bagli olarak

elde edilmesi gereken Ymax Vi m parametreleri de elde edilememis olacaktir.

Boylece model 1 igin biyolojik anlamli parametre elde edilememis olup model 1’ i

biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak ifade edilemez.

Model 2 i¢in en az ii¢ adet biyolojik anlamli parametreye ihtiya¢ vardir. Bu

model de birinci ve ikinci tiirevler elde edilmis olup bes adet biyolojik anlaml

parametre esitligi vardir.?

max*Vmax 5 Vit parametrelerini  esitliklerinin ticlii

kombinasyonlar1 ile yapilan ¢6ziimlerde laktasyon sabitleri (a,b,c) igin ¢bziim
bulunamamis ya da elde edilen ¢oziimler igerdikleri ifadeler (RootOf ) yiiziinden

kullanissizdir. RootOf terimi kullanilan bilgisayar programinda tek degiskenli terimin
koklerini ifade etmektedir. Bu ortaya bir belirsizlik ¢ikardigi i¢in model 2° de ki
laktasyon sabitleri (a,b,c)igin biyolojik anlamli parametreler bagl anlamli bir esitlik

elde edilemedigi i¢in model 2 biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak ifade

edilememistir.

Model 3’ {in orijinal denkleminde ii¢ adet parametre vardir ve her parametre
icin biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak bir esitlik elde edilmistir. Elde edilen
bu esitlikler ile model 3’ iin denklemi biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak

ifade edilmistir.

Model 4’ i olusturan denklemde ii¢ adet laktasyon sabiti vardir. Ancak bu

model i¢gin sadece ¢

max >V max parametreleri elde edilmistir. Model 4 iin ikici tiirevi

tparametresi icermedigi icin yani ikinci tiirevin reel sayiya esit olmasi nedeniyle t;
parametresi yoktur. t; parametresinin olmamasi Yoty parametrelerinin elde

edilememesine neden olmustur. Yeterli sayida biyolojik anlamli parametrenin elde
edilememesinden dolayr model 4 biyolojik anlamli parametrelere bagl olarak ifade

edilememistir.
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Model 5’ i olusturan denklemde {i¢ adet laktasyon sabiti vardir. Ancak bu

model i¢in sadece ¢

max >V max parametreleri elde edilmistir. Model 5’ in ikici tiirevi

istel fonksiyon formunda oldugu igin t; parametresi yoktur. t; parametresinin

olmamast Vst parametrelerinin elde edilememesine neden olmustur. Yeterli sayida

biyolojik anlamli parametrenin elde edilememesinden dolayr model 5 biyolojik

anlaml parametrelere bagli olarak ifade edilememistir.

Model 6 i¢in en az {i¢ adet biyolojik anlamli parametreye ihtiya¢ vardir. Bu

model i¢in ¢

max’Ymax parametreleri elde edilmistir. Ancak ikinci tiirevi olusturan

denklemden kaynakli olarak t; parametresi elde edilemez. t; parametresinin

olmamast Vst parametrelerinin elde edilememesine neden olmustur. Yeterli sayida

biyolojik anlamli parametrenin elde edilememesinden dolayr model 6 biyolojik

anlamli parametrelere bagl olarak ifade edilememistir.

Model 7° ye bakildiginda orijinal denklemde iki parametre ve yapilan islemler
sonucunda elde edilen bes biyolojik anlamli parametreye sahip oldugu goriliir. Bu
modelin orijinal denklemindeki iki parametre biyolojik anlamli parametreler cinsinden
ifade edilmek istendigi zaman her iki parametre i¢in de dort farkl esitlik ortaya ¢ikar.
Bu dort farkli esitlik model 7° nin orijinal denkleminde sirasiyla yazildiginda, ortaya
bu model i¢in dort tane biyolojik anlamli parametrelere bagli yeni denklem ortaya

cikar.

Model 8’ i olusturan denklemde dort adet laktasyon sabiti vardir. Ancak bu

model i¢in sadece ¢

max >V max parametreleri elde edilmistir. Model 8’ in ikici tiirevi

tistel fonksiyon formunda oldugu ig¢in t; parametresi yoktur. 2 parametresinin

olmamasi Yok, parametrelerinin elde edilememesine neden olmustur. Yeterli sayida

biyolojik anlamli parametrenin elde edilememesinden dolayr model 8 biyolojik

anlaml parametrelere bagli olarak ifade edilememistir.

Model 9’ un orijinal denkleminde bes adet parametre vardir ve her parametre

icin biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak bir esitlik elde edilememistir. b,c

parametreleri i¢in biyolojik anlmali parametrelere bagli bir esitlik elde edilmistir.
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Ancak a,d, f parametreleri i¢in elde edilen esitlikler tanimisizdir. Bundan dolayi

model 9 biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak yazilamaz.

Model 10 i¢in en az ii¢ adet biyolojik anlamli parametreye ihtiya¢ vardir. Bu

model de birinci ve ikinci tiirevler elde edilmis olup bes adet biyolojik anlamli

parametre esitligi vardir. !ax > Ymaxli>Yi

S, parametrelerini  esitliklerinin  iglii
kombinasyonlar1 ile yapilan ¢6ziimlerde laktasyon sabitleri (a,b,c) igin ¢6ziim
bulunamamis ya da elde edilen ¢oziimler igerdikleri ifadeler yiiziinden kullanigsizdir.
RootOf terimi  tek degiskenli terimin koklerini ifade etmektedir. LambertW
fonksiyonu karmasik sayilar i¢in ¢6ziim ifade eder. RootOf ve LambertW fonksiyonu
ortaya bir belirsizlik ¢ikardigi i¢in model 10° da ki laktasyon sabitleri (a,b,c)i¢in
biyolojik anlamli parametreler bagli anlamli bir esitlik elde edilemedigi i¢in model 10

biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak ifade edilememistir.

Model 11 incelendiginde, orijinal denkleminde ii¢ adet parametre ve yapilan
islemler sonucunda elde edilen bes biyolojik anlamli parametreye sahip oldugu

goriliir. Elde edilen biyolojik anlamli ifadelerin esitlikleri RootOf ve LambertW

fonksiyonunu  icermektedir. Ancak bu  parametrelerden t

[max Y max i
parametrelerinin ortak ¢6ziimii ile laktasyon sabitleri (a,b,c)igin elde edilen esitlikte
RootOf ve LambertW fonksiyonunu bulunmamaktadir. Bu nedenle model 11

biyolojik anlamli parametrelere bagli olarak ifade edilmistir.
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6. SONUC

Bu calismada laktasyon donemini matematiksel olarak ifade eden modellerden
on bes modelin denklemleri iizerinde durulmustur. Bu on bes model igerisinden eksik
gama fonksiyonu, parabolik iistel model, {i¢iincii dereceden polinomiyal modelin ve
kuadartik logaritmik modelin denklemlerinin biyolojik anlamli parametreler
cinsinden diizenlenmis bi¢imlerinin matematiksel olarak elde edilis asamalari
anlatilmistir. Kalan on bir model i¢in besinci boliimde yapilan matematiksel islemler
cizelgeler ile gosterilmis olup buradaki modellerin herbirinin biyolojik anlamli

parametreler cinsinden diizenlenemedigi goriilmiistiir.

Bu tezde incelenmis olan on bes model igerisinden sadece sekiz tane model

biyolojik anlamli parametrelere (tmax’ ymax’ti’ yl.,,um) bagli olarak ifade

edilebilmistir. Bu modeller; eksik gama fonksiyonu (Wood,1967), parabolik iistel
fonksiyonu (Sikka,1950), iiciincii dereceden polinamiyal model (Sauvant ve Fehr,
1975), kuadratik logaritmik model (Singh ve Gopal, 1982), ters (invers) polinomiyal
model (Nelder,1966), Jenkins ve Ferrellsau (1984), karisik logaritmik model (Guo ve
Swalve, 1995) ve Cappio-Borlino modelidir (1995).

Laktasyon modellerinin orijinal denklemlerine yapilan matematiksel islemler
sonucunda model denkleminin yazilisinda farkliliklar meydana gelir. Bu farkliligin

sebebi orijinal denklemdeki parametreler (a,b,c,d, f,k) yerine, bu parametreler i¢in

elde edilen biyolojik anlaml1 parametrelere (tmax’ ymax’ti’ Voo ym) bagl esitliklerin

yazilmasindan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle yeni elde edilen denklemler genelde
daha karisik ve uzun bir sekilde elde edilmislerdir. Biyolojik anlamli parametrelere

(Zmax’ ymax’ti’yi"um) bagl olarak ifaede edilen denklemlerde parametrelerin

sayisal degerlerinin tahmin edilebilirligi ¢ok daha kolaydir. Ciinkii bir laktasyon
stirecinde diizenli araliklarla (glin, hafta) kayit altina alinan siit miktarindan biyolojik

anlamli parametrelerin sayisal degerleri elde edilebilmektedir. Yani kayit altina alinan

bu siit miktar ile en fazla verimi ( ), en fazla verimin oldugu zamam(t

Y max max ) ’

slit veriminin azalma hizinin azaldig1 zamani (tl. ) ve bu zamandaki siit verimini ( yl.)

kolayca elde edilebilir. H parametresinin elde edilmesi i¢inse kayit altina alinan siit
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verilerinin grafik (laktasyon egrisi) ile gosterildiginde tl. nin bulundugu noktanin

egimi hesaplanmalidir. Elde edilen sayisal degerler biyolojik anlamli parametrelere

(tm ax>Vmax "l Vi ,um) gore diizenlenmis denklemlerde yerine yazilmasi sonucunda

bu denklemler zamana (t) bagh tek degiskene sahip bir denklem formatina

doniisiirler. Bu formata dontisen laktasyon modellerinin yorumlanmasi ve bir siit
hayvaninin laktasyonu hakkinda dogru bir fikre sahip olmak daha kolay bir hale gelmis

olacaktir.

Bu tezde yapilan ¢alismalar laktasyon modellerinin olusturan denklemlerdeki
parametrelerin biyolojik anlamli parametrelere doniistiiriilerek laktasyon modellerinin
denklemlerini diizenlemeye yonelik islemleri igerdigi i¢in bu tez teorik olup bu
caligma igerisinde herhangi bir sayisal veriye yer verilmemistir. Bundan sonraki
caligmalarda arastirmacilar, biyolojik anlamli parametreler ile ifade edilen modeller
icin sayisal veriler kullanarak anlamli parametreleri tahmin edebilir ve bunlar hakkinda

yorumlar yapabilirler.
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Ek: Bilgisayar Programi Goriintiileri

# y=laktasyon modelin denklemi

# z1= denklemin 1. tiirevi

# 2= denklemin 2. tiirevi

# tfmax]= maximum verimin zaman degeri

# yv[max]= maximum verim

# tfif= azalma izinmn diistiigii zaman degeri

# y[i]= azalma hizimn diistiigii anda ki verim degeri

#Y= laktasyon modelinin bivolojik anlamli parametrelere gire yeniden diizenlenmis bicimi

[>

| >

[>

L>

[>

>

| >

:> # mufmj= spesifik bityiime hiz1
[>

[>

| >

[> #4BOLUM COZUMU

:> restart :

;> #Eksik Gama Fonksivonu

> yi= a'.'bexp(fc-r)
yi=ale® [0))

>zl =diff (y. 1)

-ct
G —ﬂrbbte —afce™ 2
B simplifir(z1)
ea(FT - Fo) 3)
(> z2=diff (1, 1)
b2 -ct —-ct —et
— at;e _aﬁrbze _2afbbtce - @
=> simplifin(z2)
a ([ =d)f =2 BexPP)e® ©)
[> solve(z1, t)
= 6
: ©
> i[max] = %
b
max = ? (7)
L , .
> y[max]:= eval(a-t exp(-ct), 1= ?J
b\ -
ym==a[7J e’ ®
> sofve(z2, t)
9\
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i c
yli] = evai[a-rb-eXP(’C't)’Lf: ’ +cﬁ ]
b
o[

mufm] = eval[:L a= % ]

b
G[MJ b.ce’bi\/F

c

b+Jb

b
,a[b-'—cﬁJ (:eibi"/T

W, =
restart :

b
e a{f’%@} bee? VP
sove| | f[i]=———, mul[m]=

. b+

b
b+yb b :
—a[LELE ) et )= 2 | g

M'm ti (tii tmax) -
A= 2 e ¢ f "
rt o
max y i max i Zti ltl'n?l?("» mes
2—2tt +£ 22ttt 42
P i imax max e i NEn s t
; max
t
. S
-2t +2
i i max L
e “mtf(ti maX) b= — ©=
z te Co2- ’
max i max ['2 ? ti tmax tlzmx
P21 +7 221 £
imax max i imax  max
t € :
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&)

(10)

(11)

12)

(13)



43

F-2tt +7
1 1 max max
e Mm lti (tii max)
2 tr
max I max
2—2:tr +2 2-2tr +£
t 1 I max max 1 1 max max t
i max
.
=2 i
i 1 max max
f
= max
P—26t  +17
1 I max max
> Y= a-tb-exp(—c-t)
2 rot
max = max
22t +£ 22ttt +#£
i 1 max max 1 1 max max
Pr=i= um lti ('{i = tmax) !
2 tr
max _ I max
22ttt +2 2-2tr +£
t_! I max max e 1 I max max t
1 max
;> restart :
| > # Ustel Parabolik Modeli
> y:=aexp(bt— crz)
yi=a efr:lz + bt
> z1=diff (1)
sl=a(-2ct+b) et Th
[> z2=diff(z1. 1)
z2:=-2ace ”2+b£+a( 2e¢t+ 6)267”2“‘
> solve(z1, t)
b
2¢
i b
f = —_—
> f|max]| 2e
..
max 2e¢
I . B
> y[max]:= evnl(a-exp{b-t— cf),t— EJ
7
4c
=aqe

(14)

(5]

(16)

an

(18)

(19)

20

21



> solve(z2,t)

i £ N P
2ie

20 2 @2
> f[l] = b_+_ﬁ_—‘/__2
2¢
_bifIfT
VT 2 @3)
> y[i] = eval(a-exp(l,.f_ C';)’[:%]
brT )’ L b+ /7 f7)
yi =ae 4e 2c (24)
> mu[m] = eval[:], i= bLz‘/z_\/_c_J
= “’*ﬁv’?f 5. b(b+ ﬁﬁ)
m,=-ay2Jce % = @5)
=> restart :

bevEfE) | b+ TR)
> solve”pm—aﬁFE de 2e ,t;ﬂ t =25T ,{a, b,

! 2o * ‘max
c}]

no(t—¢t ¢
a=- m{(il_z:nax) ,b: max z,c: 1 : (26)
,M (tx' = Imax) 2 (ti — tmax)
200 —¢t 2
[ ‘max)
(<]
& a}um(r,—tmax) e g o 1

@n

44



> restart:

> f[max]:=

> 1= diff (1)

> solve(zl, )

> z2=diff (z1, t)

2
2 ( S tmax)
2 e
2(t—1 32 (5 )2
tl o fmax) & \i max) i max
_ ti (tx i rmax)
E [Ei = [max)2

e -/

> #Uciincii Dereceden Polinomival Modelin
> y= arf+bf+ct+d

y::af3+bl‘2+ct+d

l=3af+2bt+c

2:=6at+2b

b+ -3ac+ b bty -3ac+ b

3a ’ 3a

-b+ “3ac+ b

3a
max-

> y[max] = eval af +bf+ct+dt=

o (—b+,,ﬂ —3(1¢:+b2)3

b+ 3ac+ P

3a

3a

5(-b+ ) 3ac+b)

b+ 3actd J
e c(—b-f-‘f —3ac+b2)

2

max

+d

> solve(z2, 1)

27d

+

94

45

3a

@n

8

29)

30)

(31)

32)

(33)

(39)

33

(36)



=)

> y[i] = evai[aterbter el =

(3tf—6fl.tmax+3r2max)2 + 1

46

3a
WE 52 3a
_> m] == eval| =1 I=—i
[~ [‘ ’ 3a
2
hy=-gg te
_> restart .
> solve ti=fi mu[ m =*b—2+ctmax=m a, b, c
[1]=- 5 > mu[m] == 5~ +c, f[max] v (@ b,c)
e um e !ium e 'J'mlmax (leilmax)
Sff=snpr. aue )’ A—gee. g’ P—2tt +2
1 1 max max 1 1 max max 1 1 max max
> d:= JJ'm . . lium P 'J'mtmax (2Iiilmax) s
3 (=2 +3)’ A—2tr +£ A—2tt +7
I 1 max max 1 1 max max 1 I max max
Hin
a=-
3F—641  +37
1 I max max
b'f [i“m
T
1 1 max max
o Mo fnax (21‘! tmax)
P —
£F—2tt +72
1 I max max
3 2
S dgﬁ(*b%qf*306+b2) +_b(*b+wf*306+b2) +_c(*b+w/*306+bz)
27 o 94 3a
— y[max]
d = 12 = il
27”,,, t?_Ztitmax—'—lfnax
2 2
RYNTY. PV (7 N :
(3i_6titrnax+3max)(l_ztitmax-i—max) (éiztifmax+[fnax)

e
gum(fxz_ZIilmax—'—tfnax) '

37N

(38)

39)

(40)

1)



fi}lm
f—2tt +2

i max

3 1 s (24 o) s
. ) (3fi2_6tifmax+3frznax) (t12_21i1m3x+f12nax) ’ (éfzt].fmx*’ffﬂax)z
2
2 1
(31‘?_6titmax+3r3nax) i3 3(tl2_21itmax+f12mx) tmax(zti_rmax)
= J'Fi}‘j'm
t?*2t]f +t12nax
3 ufn tmax (2 tx = trnax} rlzurzn t2
. _(3€_6’ifmu+3frznax) (t12_21i1m3x+[12nax) ’ ([2721‘1‘ +[2 )2 (3l

— 6t _+3¢ s ™

i max max

=> simplifv(d)

1
3(1—1t 2 +2P'mtl3+(_6umtmax_3ymax)frz+(3“m (42)
( i max)
£ +6¢
max max
>
> restart:
2
>d'*; 2(t—r H7m+2 t3+ 6ur —3y
- 3 _ 2 ( max) IJ' ( “m max ymax) i
(r; tmax) i max
3urf 46 —-37 = g
+( lJ’m max+ tmaxymax) i maxyl ,2 2t +12 )’
1 max max
li l'lm o : s l'lm tmax f
F—2tt +2 ° ffzt: +f
1 1 max max 1 max max
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5)
d::% 72(txffmax)a hLZ +2um£+(76umtmﬂ73ymﬂx)l§
310 L

i (3 K, llznax +6 tmaxymax) tx =3 trznaxymax]

Hin
a—=-
3If—611 +3r
i i max max
B ti}lm
F—2tr +7
i i max max
S u'm rmax (21‘{_ tmax) (43)
F—2t1 +7
i i ‘max max
> arf +brf+et+d
umrB lt‘il'lmtz = “mtmax(ztiirnmx)t S 1 (44)

2 +
3 G w3 P20t _¥1 L2 bl I )2
1 I max max 1 max max 1 1 max max 1 max

2
/ Hon
-2 (ti_rmax)4 (t,—! )2 +2“mtf+(_GMmtmax_?’ymax)f?+(3u’mf12mx

+6 tmaxymax) ti -3 tlznaxymax]

=> simplifi( %)

2
;2 _2'(?1'_t11:137&)4 LZ +2“'mt13'+(_Gumtmax_3ymax)r:'2+(3um (45)
3 (li_rmax) (li_rmax)

£+ (=6 7Hy+ 6 V) tmax+3t2um) G (B By rfmx—umﬁ]

[> restart:

2
u
>Y¢;2{2(rifmax)4 —m2 +2Mm€+(76”mrmﬂxi3ylmx)t?
1) )
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+(3p.mr2 +(-61m,+ 6y

-
max 'max) Jfrnax"‘3"“”’7») li+(3t“'m73 7'""mr3

v
“max/ max

2
M

(5 )

2 +2um[?+(76}lmtmax73ymax)l§ (46)

+ (3].1mt23x+ (-6ep, + 6. )4 +3t2pm) e (Bl = B 2 —ur

m max i max

> reslart :
> #Kuadaratik Logaritmik Modeli

> y=a+bi+erf + dlog(t)

y=a+bt+cl+dln() “n
[> z1=diff (1)
:1:=b+2cf+? (43)
(> 2= diff (z1.1)
d
z2:=2¢c— — 49)
s
[> solve(z1, 1)
b+ Jb—8ed Bt b —8Bed -
4c i 4c

b+ b —8cd

> f[max] = prem

b+ B —8ed @i

f —

IezR 4c
- 27
> y[max]:=eval|a+ bt+ cr2+dlu(r),t=w~lli":c—m}
2
blb P —8ecd) (b4 P=38cd) b+ B —8cd
v i=a+ + +dln (52)
108K 4c l6¢c 4c
> sofve(z2, f)
J2 Jed J2 ifed
s (33)
2¢ 2¢
> 1[i] = y2Jed
2c
(o 2 ded (54)

i 2¢
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>m[x]—evai(a’+bf+ctz+d1n \/_ Cd]
y,:=a+b‘/_“d +dl[ﬁ"6d] (55)
i 2 Site
>mu[rrz]—eval[b+2cr+*t 2 Cd)
um:=b+ﬁ|/cd+M (56)
Jed
>resmrt
- 2_
> solve 7b+\]_1/cd+dcﬁ,t.:ﬁ Cd,t = Bkl & 8cd ,{b,c,
Jed 2c max dc

-
]

(tf*2fitm“+fimx)2 - (25_4titmax+2t12nax) (&_Ztitlnax—'—tlznax)

(e o Lo o iR &
t272ttm +2 7 Z(IffZIitmerlfnax)’ A
5 Jo= (t?—'_tfnax) Mo s ”mtmax  Fe “’mrmaxi
rz*zfrtmax+r12nax’ 2 (Eiztlrlﬂﬂ?(*»lfﬂﬂx) , Eiztifmax+lfnax
- (ﬁ+t2 )j.l.m
-2t +7
1 max max
I T
20—4tt  +28
I max max
lJ'mfn:\ax:’
d=-—"2"20%®t (58)
tz 2txfmax+112nax
>
2
>ﬂ=b(—b+,sz—8cd) . (-5+ /07 —8cd) N I SN Ty
4c 16 ¢ 4c
— y[max]
a=- : = (Tt ) (59)
4(t272!:tmax+’lznax)lmax l tz*z{llmax+tlznax
(vl Vi T
+ (2:2
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20k i

i i max

—d4rr 427 )]_ 1 [[_ (7 + Guax) B

2
(e 8 b st s
N iy @i Gt i) | O

s
i i m: max

(P26 +2.) (2040 t20,) (F 20t F) e

A4f1£1nax+2t12mx)]}] 7y1uax

> simplifi( %)

2 2
t
(o) | i) 2 gy
F—=u
a | (o) (0)
4 (tl_ tmax) tmax “'m max.
2 Y (tr+ melx)2 A4
o (t:2+t12nax) (x tmax} 2 <'>4}'erxt?n'mxr:zlu(z)+F‘l fl —d maxymax
(txitmax)
2 (4]J.mt?+ Stiyluax) tlznax_4t?rmaxymax+ ”’mr?

| > restart:

51



+ (4umf

+ap £ Lln2)+p

m max i

4
it 8 tiymax) éqaxi & txz tmaxymax i u'mi t:]

e (rf+r12nax) H'm
f—3rr +2
1 1 max max
C':* umrmax
3L —att 427
1 I max max

(61)

52



d:=- 61
lfiztilmax+t12mx ( )
_> a+b-t+c-t2+d~log(t)
; 2 =4 'J'm frznaxtlen (62)
4(ti7rmax) lr11:Lax
2 2
L o(t+t
—(E+r2 ) }2 A '“""2) +ap 2 FPIn2)+pn f —47F y
i max i max ( t,-_ tmax) m max i m max max- max
r+7 '
+ (41 F+8ey )xz —47r y +p b +L~M-*
mi i~ max/) ‘max i ‘max- max moi [?72tilmax+fnax
p‘m fmax tz “m tmax txz 1]1(.!‘)
B 2’:2_4titmax+2[rznax B 6_2!1tmax+rfnax
=> simplifi( %5)
2 2
L+
myt [ B SE s
) ( i max) (!l—f lmax)z i max ) "m
2 =4 “'m tlznax rxz In (63)
4 (ti_ tmax) 'tlnax }'Lm max
2 2
L+t
= flown T )2 Ho (% '"“"2) +a4p 2 Fln2)—4p ¢ Ala(r)
i max i max ( tif tmax m max i m max i
+”mrimx+(4tum74ymax)r?nax+(72{2um+4umt?+8[iymax)tlznax+4{?(zum
7ymax) tmax+}lmt?)
i )
>Tr= : 2 N l’Lm max
4(%7tmax) fmax




+ap 2o 2in2) —4p 2ofnn +w Lo+ (4o,

m max 1 m max

max max

; _ 2 _ A
_4}'max)[3 +( 2f2um+4u'mr?+8tiymax)t|2n3x+4r;(tpm ymax)t +Mmt1'

(63)
m \ i : 4
ot pap 2 A2y —4p £ L+ A+ (41,
4
_4ymax) txsnax+ (_thpm+4 Mmt?—i— Stiymax) trlnax+4t? (t“'m _ymax) tmax+ u’mti
[> #BULGULAR
=>
> resiart:
| > # Model I (iistel fonksiyon, Brody ve ark., 1923)
> y:=a-exp(-c¥)
y=ae™ (66)
[> =1 =diff (n.1)
zl=-ace " 67
> Z2=djff (zL1)
2=ade™ (68)

;> solve(z1, 1)
L> # t/max] degeri yoktur.
> solve(z2,1)

| > # t/i] degeri voktur.
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> restart :
> # Model 2 ( Brody ve ark., 1924)
=>
> y=a-exp(-ct) —aexp(-bi)
=Ct -bt
y=ae " —ae
> z1=diff (s, 1)
l=-ace“+tabe?

> 22=diff (z1, 1)

> solve(zl, 1)

> simplifi/( %)

> solve(z2,1)

> y[f] = eval(a e_”— ae—br’ t:t[j])

55

(69)

(70)

n

(72)

(73)

(74

3

(76)

an

(78)



simplify( %)

2) 2)
ch{bzl Erln[bZJ
yi::ae b—c¢c ae b—:e
c b
9.5 =g b—ic
5 -5
52
& 2
cln[#} b]n[bZ]
B, =-ace b= L ape b7°
b c

o(2)

b —

b

s ymax|=ae
y{max]

c
— == max]|=ae
c

b —

ln[
c

simplifi( %)
restart :
solve| |t[max]=
restart :
In
solve| |f[max]=
=
bz b—e
C:
restart .
solve| |f[max]=

b —

b

{a,b,c}

56

i) = h—c , {a. b, c}
b2 “B—ec
Jylil=a 53
G
,mu[m]= ab B
b—c

()

(80)

(81

(32



| Warning, solutions may have been lost
| >

>
| > restart:

b
> solve| |f[max]= bfc Jy[il=a (—2
C

b,c}

| Warning, solutions may have been lost
>

>

:> restart :
b -
In| — b2 b—c¢
> solve| |f[max]= 70,1n11[111]=a b [7]
b—c .
2
lu[%)
=——"> | {a, b, c}

b—c |
| Warning, solutions may have been lost
>

>
> restart:
| >
I b b
In ? b2 b—c¢c
> solve| |f{max]= S_c mu|[m|=a |b [c—z]
e b
b—e¢ b—c¢
b v’
=a||— =i ] — , {a, b, c}
c c

57
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2
Roatoj[(rfz) Bt o F _szy_ =k J e
m max ] m max

R

[ 2
00t0f| (e£) ' n t 4 Zefy —u ¢
\ m max i M max

} 2

-/

2
Roaroj[(rfz) [T + _szy =i
e m max

i mmax],l

( RaarOf[(e-Z)zu. r + 7Ze-Zyr —ur ])
e M max 1

RaorOf[ (e-z)z [T + Z
W e mmax
m

Ly —p 1
i

™ max

m max

)

Vi

RaorOf[ (e-z)z hor + Z
W e mmax
m

Ly —p 1
1

m max

,C =

J+l)

e

Rmr@f{(e—z)zu t 4+ zeZyp ¢ }
m max ] m max.

m

v \e
2 2 2b
( RDDI’OI((E—Z) {15 +7Z¢Zyr—j.l t ))
m max i M max
€ — 1
2 z
RootOf((pZ) Bt + Zety =& ]
m max i m max
p,le + 1
€=
Y
& z
Rmtoj{(bz) Bz + Tefy —Q. ¢
m max i m max
n, e g |
2 z
RootQ) (e_Z) i + Zefy —pn ¢t
e 9 m max i m max |
i
2 2
2 Rﬂﬂfolt(*’rz) Bt 4 Zefy—p ¢ ]
RDGIO]{(LZ) n ot + _Z&Zy_ —Kkr ] m max i m max
M max i ™ max
Rmtof{(ﬁz)zﬂ t 4 Zedy —p oy ]
e m max i mmax) _ |
T }JI N
- 2

2 2
RootO (:;Z) not 4 7Z¢Zyr— wor
2 Z m
Roarof((rrz) Lt + ZeZy—p ¢ ]c ‘max i max.
m max L] M max.

m max) _

RoatOf[(&Z)zu t + 7szyr =P iE ]
e m max 1 1

e

( Rootoj( (&Z)2 ;,Lm t =+
max

2

Z
Z = L
_efy‘_ uﬂ!max)) =]

2 zZ, _
K, (eRogtOj{(c_Z) W Hmtmax} + 1)

Vi
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e
ci=- (84
.Rz:n.n‘c?f[(e-z)2 um T i 7Z=_Zyr = |.Lm I ]

e yl

2 zZ,_
“m ( Routof((pz) I.Lmrmax+72¢ yi umtmax] . 1)

=> a-exp(-c-t) — a-exp(-b-1)

1
RoatOj((e_Z)zumt o 7Ze_zy =L J
e max 1

— |y, ®5)
m max
(-2 z 2
Raor{)f{ el + Ze=y —pn t ]
RoarOj((.:_Z)zu t + ZeZy —pu ¢ ]c " ma & e
m max i M max

RootOj((c_Z)zu t +7Z=_Zy77!1 t ]
& m max i mmax/ |

Roarojt(mz)zu t +_szy_7u t ]
< m max i Mmmax) 4 1);

[

m

Roatﬂf[(e_z)zp t SE 7Ze_zyr = J
e m max i m max y

1
= 2 %

Raarojt(pz)z}l t st _Z:;Zy_ izl ]
& m max i m max =3

2 §2

9 Rooij{(c—Z) BT +7Ze-Zyr—u. T J
RoarO_/((e-Z) wot + ZeZy —u ¢ ]e mimax 5 max
M max i M max

RootOj((c_Z)Zu t +7Z=_Zy77!1 t ]
e m max i mmax/ |

{Roorc)f[(e-z)zu r + 7Zc_zyr G L J ]
m max i M max
p.m e Al

.
e T
> vi= simplifyv( %)
Y= (86)

z B
1/(:1@:0/(@7 Wt + Zefy umrmax]
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il
RootOf[E-Zp 1+ + Zefy —pu 1
GD/[ !'meax e py;i Hmm \I

2Ruat0j(gfzu t + Zefy —p ¢ ]e ax)
m max 1 M max

Rootof(tzfzp. t +7szyr—|.t t ]
i m max i m max) _ |

e A

-RootOf[ ¢ Zp 1+ Zefy—p 1 ]
'{( Hmmax - }i !'meax

p.mr[l+:

¥
i

RaotO[(aZ_Zj,L t o+ Zefy —p ¢t ] l
e m max i m max +1)t

"lm
¥,
—e :
[>
>
| > restart:
2
P b b 1 :‘:]
o(5) ) ow) )
> solve f[i]:ﬁ,y[max]:ae b= _ge P70 ylil=ae tT°
b2
bln| —
%)
—aqe bc ,{a,b,c}
[>
| >
> resiart:
cln[é) bln[-cl?-]
b = T
> solve| |mu[m]= a T acc ,¥[max]=ae P L 1[1]
(bz]b—c (bz]b—c
"D, "D,
c c
2
lu[T]
=ﬁ ’{01576}
[>
>
| > restart :
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7cln(—i-j 7;;111[%]

b - =
> solve| |mu[m]= a I ac s y[max]=ae bmc _ge b€ y[i]
b2 b—c b2 b—c
¥ »
5] {5
—ae 27° —ge P7¢ ,{a, b, c}
>
>
| > restart:
c b
5 b2 ey b2 “b—e¢
> solve| |mu|m]= a PR GCC Vlil=a [m;) —{"7) L]
2\ b—c¢c 2\ b—c¢c 3 €
b b
c c
2
ln[—i—z—)
o s {a b, c}
2
a= |y @7

~Ma
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ZRGUIO/(*(tz)Z pfntzz + p2_22y? +2 Lzufn,? s !'Lfn

2 2 2 2
,2]2 :mo;[ (A A ke B R Gl Rk zf]

3 Js
t)

i

2 2 2 2
RootOf] - e t2 B—Z 22 Ze._Z t27 r2
e tj{ 5 My T yf+ Fm's H”H]m[(}zoa:oj{(Lz)zuirerc_Zzzy‘z

mi

( 22 zZ 22 z,2 2 ¢
w2 RouIOj(f(mz) ) !?+¢ _Zeye ot Ze W r?—u !2
raurzz-gis) /) (al O e S|
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AT
Rootof (e 2 W2 P+ o7 2P +2: 72 2 - 22 P
mi i mi mi) i

+In
2 |"mi
Raatojtf(&z)z}lzi;+&z_22y_2+2erzu2gfuz ;?] W :
!_thz . m i i m i mi)
m i

2 2 zZR2 z,2 2
RooiO/{—(pZ)u. g+;72}7+2¢j.t t;—l.t ;
(e Lk ) e Lt Roo[Of(—(pz)zp.it?+;27223;+2p2u3‘"t2—|.tr2n
i i i

Rootof| (e 2P 2 2+ oZ 2R 1 2o Zp2 2 )2 @J
E}J’.Jfﬂ e : R e T
i) mi mi
2
(A A2 i 2) i)

Roorof| (o242 R + o 2P+ 2672 2 — 42 2
\

: )2 2). 0= (Rower( (o712 2

Rootof (e ZP W2 2 4+ eZ 2212 L2 2 (2 2
+e—Zizzy?JrZB‘Zuif?*Hitlzjy,*llmli)e | e : Wi

leof{’(¢Z)2H2 12 A= &Z_Zzy? ot ZPprZ ;2 = HZ 12]
t R Vit \e " l mEeomy ) e= (
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v

2

ammq({eﬂzéf+f{ff+zfﬂiﬁf%fﬁ%%+ﬁg)

e

( Roorofi-(e—z)zuitf +eZ 2R+ 2e_zufnrf —22
e

restart :
# Model 3 (Ters(invser) Polinom Modeli, Nelder,1966)
t

yo=
af+bit+ec

!

y::*
af+bt+te

1= diff (. 1)

et 2 2 7D iZdEat s oua)
RucrOjL (e2) p,mt;_z+m e y;_l+2p ].Lml? pmtin _Hz t)/
mi

i

2
m”RootOf(f(e-z) ufnt2+e-2722y12+2e—z

1 __t(2at+b)

2(2at+h) 2¢(2at+b)’

af+bt+c  (af+br+e)

2ta

(at2+bt+c)2 (at2+bl+c)3

a a
f[max] == - ZC
. G Jac
max a
y[max] = eval(y, f={[max])
Jac

solve(z2, t)
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(at2+bt+c)2

(88)

89)

(90)

o1

2)

93)



13

#13(c(6+4ac+5)a) i cd!?
2a 2(c(b+,.‘ 74ac+bz)ﬂ)
741”(c(b+ l——4ac+b2)a)”37 c4?l3

+ 4(6(15+\/—4ac+bz)ﬂ)1{3
Iﬁ[@w(c(wm)a)l“ i

= (C2))]

L 2(c(b+m)”)”3]

2 ’

13

a3 (c(b+/~dac+8)a)

c4 I3
4a 4(c(p+/-2ac+8)a)
Iﬁ[mcmw)a)“ £ 1!3]
a 2(c(b+/-4ac+s*)a)

13

# (c(b+2actv)a) cel?

+

2a it aaen B a)
1/3
41“(c(b+ "——4(1c+b2)(1) I cazls -

e & 1{3

i 2a Z(C(ber)ﬂ)

=> simplify( %) |
1]3
x 22 acz) )”3 +2213(c(6+~4ac+#)a)
clb+. -4ac+bd" )a

1[3

> {[i] =

1]3

I 24a e
. S
> y[i] = eval a-r2+b-f+c’t
1/3
B o )
c\b+. -dac+b")a
= 2a
07
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13 [
yl::[( ( e | )1“ L R —4(1£‘+b2)a)1 BJ o7
clb+-d4ac+b*)a
1/3 3
[( ( 22 acz) )1’3+22“(c(b+\f —4ac+b2)a)1“J
i c\b+ -dac+b")a
4q
13 |
b{ i e lf3+2“3(<:(l;+ —4ac+bz)a)1 3]
S (c(b+1ﬂ —4ac+b2)a) o .
>
[> mu[m)] = eval(zl, t=t[max])
i 1 3 m(—zmﬂ? o8)
T
>
;> restart :
1[3
2 a'c2 E +22f3(c(b+‘( f4ac+b2)(1)”3
> solve| |t.= (C(b+ el )a) > > Vi~
: JG_;J_ ,,mx;\/? , {a, b, c}
ac
a(Zch)
(A-37
= max -;b= I[z(x 3 max) i (99)
ymax(f?73tilfnax+2lfnax) ("‘:373%[121]3,“"2[13‘1“)}}“1“
4
:ymax(t?_3fi max+2f?nax)]
[ - AURELN
> a:= e =
ymax (tx3 -3 li ltlznax +2 t?nax) (‘tz3 -3 li ltznax +2 ltfnax) ymax
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viv!

v IIv IIV |

v

v

max

T ymax(tf'i 3firlznax+ zf‘mx)
t (£ —37
P f: ( i 3 max)
('f:3 -3 t:' rlznax +2 tfnax) ymax
t4
c= X (100)

ymax(ﬁi3txfr2nax+ zfnax)

Y= = J
at+btt+e
txznaxtz fi([il73trznax)t
Y=t + (101)
ymax(r?73txtfnax+2{rgnax) (r?istitlznax+2[fnax)ymax
s
ylnax(r?_3fxr|2113x+ zrfnax)
simplifi( %)
tymax Ii + 2 Imax 7tmax i ti :
s (2 ) (1) oy
i +x(r—3r_)z2 +¢7
max max 1
restart .
# Model 4 (Dave, 1971)
y=a+bt+ e
yi=cl+hbi+a (103)
1= diff (3 1)
zZl==2ct+ 5 (104)
22:=diff (z1,1)
z2=2¢ (105)
sofve(z1, t)
b
e (106)
b
f[max] == - .
b
tmax e 2e (107)
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v IIv "V IIV IIv IIV IIv IIV IIV L]

v

[>
[>
[>
[>
[>
[>
>

>

y|max| := eval(y, f=t|max|)

ymax: 4c

solve(z2, 1)

# t[i] degeri yoktur.
# 2 parametre ile domilsiim saglanamaz.
solve(z2, 1)
restart :
# Model 5 (Cobby ve Lee Du, 1978)
y=a—bt—aexp(-c)
y=a—bt—ae®
1= diff (1 1)
l=-b+ace”
z2:=diff (z1, 1)
sy Fo 1o
z2=~gdce
solve(z1, t)
b
2
oy IARCIET).
c

y[max] = eval(y, t=t[max])

solve(z2, 1)
# tfi] degeri yoktur.
# 2 parametre ile donilgiim saglanamac.

restart .

# Model 6 (Logaritinik Lineer Model, Singh ve Gopal, 1982)

yi=a-+b-t+ c-log(r)

68

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)
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MW

IIv "V IIV IIv L)

v

v

y=a+bt+cln(r)

1= diff (1 1)
d=b+ <
t
22:=diff (z1,1)
c
2:=-—
r
sofve(z1, t)
gl
b
c
f[max] == - 3
B st
max = b
y[max] = eval(y, f=t[max])
c
Vi -—achrcln[fzJ

sofve(z2, t)
# t[i] degeri yoktur.
# 2 parametre ile doniigiim saglanamac.

restart :
# Model 7 (Jenkins ve Ferrell, 1984)

y = atexp(-c)
y=are

21 =diff (», 1)
zl=ae " —atce™

22 =diff (z1, 1)
2=-2ace " tatde™
sofve(z1, t)
c
1
f[max] == 73
= b
max = ¢

y[max] = eval(y, f=t[max])
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(115)

(116)

a1

(118)

119)

(120)

(121)

(122)

(123)

124)

(125)



sofve(z2, f)

y[i] = eval(y, t=1[i])

mu[m] == eval(z1, t=1t[i])

restart :
- 2
solverm:—ae 2, tl.:—-}, {a,
c
M 2
=y e = =
&2 ti

Y:=a-texp(-cf)

restart :

Solve( {um =-ae °, [ % ], {a, c}]

ymax —
=
c
2
! = —
i c
__ 2age?
Y, = 4
W, =-ge ?
c})
{ um
q= =S
e
Hon
a:=-—>;
)
2
g
L
1
a2
r,
],lmte :
Y v
872
Hn
== —
e72

70

(126)

127

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)



s yv.= atexp(-c)

| > restart:

ae
> so/ve[ {,Vmax: » Pax
ymax 1
L e e
t 15
max max
> Y=arexp(-ct)
| > restart:
ae !
> solve| {y . = 4=
2ymax 2
> a=——7 0=
e f tz

s yv:= a-t-exp(-c-t)

ymax 1
a= =] W
4
max T
ymax
="
e f
max
1
G = s
15
max
P [P
i
fe max
Y= ymax71
max
2
_(;' }a {(l’ C}J
i ymax c= 1
e—l t ’ L
i 1
ey ymax
g
i
2
ci=
L
1]

71

(135)

(136)

137

(138)

(139)

(140)

(141)



restart :
# Model 8 (Wilmink , 1987)

y=a+b-exp(-kt)+ct

y:=a+befh+ct
21 = diff (v, 1)

zl=-bke™*+¢
22=diff (z1, 1)

solve(z1, 1)

f[max] == -

y[max] = eval(y, f=t[max])

sofve(z2, f)

# tfif degeri yoktur. ikinci tiirev iistel fonksivon oldugu icin .
# 2 parametre ile domilsiim saglanamaz.

restart :

# Model 9 (Ali ve Schaffer, 1987)

yvi=a+bi+ o+ d-log[%] +f-log(%J
2
1 1
w:a+h+c?+ﬂ%7]+ﬂ%?J

1 =diff (». 1)
zl==b+2ct— E, 72*[
14 f
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(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)



:2::2c+£+ﬂ (151)

S
> solve(zl, 1)

b+ B +8cd+16cf b+ b +8cd+16¢cf

dc . 4c (as2)
2
> f[max] == - b+.b +fccd+lﬁcf
b+ b +8cd+16cS
max T (153)

=> y[max] := eval(y, f=f[max])
2

2 2,
. p(s+ /0P +8cd+ 16cf) . (6+ 02 +8cd+16¢cr) +d]n[ -

Yimax 4c 16¢

4c¢

16
- - ]Jrfln 3
b+ E+8cd+16¢cf (6+ B +8cd+16cf)

> solve(z2, 1)

J-2c(d+2f) " J-2¢c(d+2f)

L 2¢ ? 2¢ as5)
s BT O
> i[i] = T e
. i Beiatafy
Bl s i (156)
> yli] = evai(aJr bt+ c-tZer-log[%) +f-log{%}t=t[f])
r
by-2c(d+2f) d 2¢ 2¢
=g == = | - —————— In| - 157
e 2¢ 2 i ey ) e T 0
E mu[m)] = eval(zl, t=1[i])
wo=b—"Zc(d+2/) + 2dc + =7 (158)
i S2e(dHB2 ) J-2c(d+2f)
[>
| >
=> restart :
JF+8cdti6es JPt8cdt 16¢cs
" Soive”fm b+b +48;d+16cf’ym:ai p(s+ +4icd+16cf)
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2

" (6+ B +8cd+16cf) +d1n[— 4e¢ ]

liose b+ P +8cd+ 16cf
o 16 & Vi ,/-2c(2dc+zf) 7.2

(6+ 5 +8cd+16cs)
by -2c(dt2f) d il - 2 1l - 2.6
B 2 It { S YICEYy ]Jrfn( d+2f)’u’"
—b—J2c(dt2f) + 2d¢ g 4fc {a,b,c,d.f)
J2c@dray)  JZc@+2))

1 1 1 1 1
az—[zln[EJ ln[ - ] ”m‘f’max*“"[tz*J Ln[ZJ HM€£MX+2IH[EJ w i (159)

Lo

max

J P'm tl rlzﬂﬂx

721’1[%] um€+m(%) “mtlztmaxizln[é} umtxtfmx74ln[zll) umtmaxt?
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ln[ﬁl Jumflztlnﬂx+2uml?3umtmaxrlz+2uml2 ri“m’fnaxgztxzyz+2ﬁzyl

max i max
max

1 1
+4tz'fmaxyi_4titmaxymax_zfnaxyi—’—2t12naxymax]/[ln{?J f?-zm[?J titmax

IO PN (I C P by

ffm}f— (Zln[%)Hmfmaxf?ﬂln{;l*]umfmff*zumff+3umfm*f*2um

i
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[2

T
max i

umtfnax+2t?yi72t?ylmx74fitmaxyi+4

Tt
1 max

ymax+2r2 y.

—:?Jtitmaxﬂn[—:?]zierzln[—tl ]tf
et Jl,t +21u[—1 JF —m{
t 1 max t

max
1

)t o
]E+4ln[l] tt
t ] 7

2In| = | A v
< max 2 max - max
: [f]
1 1
xmaxyx 4111{ }tlzmxy:+2]n f2 lxzyx
m max
1 L
7 | W m[_f }flzmxyl+4ln[t— 2y
max max
+4In i) v ] P[m[L
ti max- max t2
i
+2In

], —Sln[L)Lt ¥y
d 17 max t I max- max
1 1

1

A—2mn| = |er

E | r
L 3—4111[“—1"”}:,1
' i ¢
max

) ,+4lu[i]t,r
5 I3 i max
i i
max) j'lmfmax 1
- 5=~ yd=|In| <5 | p
r—2t1 +7 o2t Hi) £
i i max max i i max max i
1 2
max_ln[ f2 J“’mfizrmax—'—zumt?_3um[1naxt;+2umtlznaxri_“'mtlsnax_
max

rfymelx & titmaxyi —4 t}t(naxylnax -2 tlznaxyf +2 12

1 1
—2In| < | £t

;

28y,+2
o] /(o[ 5)

_ +m{~)ﬂ +szim]ﬁ—4m(mhq

: i ‘max 22 max tmax i i

'S

tt

_ +2m{w¥J
i ‘max ¢

max

‘max

76

2
max- i max

ymaxJ



1 1
rfmxfln[ = ]tf+2ln[t27
max 11

_|_4]_n(tLJ tifluax—zlﬂ[li] ifnaxJ;f:: [2 ln[%] ll’m'tmaxfiz

i

3
tziz“mti+3Hmtmax[i272umt12naxti+“mtilax+ztizyiizl?y

*Zhl{L Wt

l‘i m max i max

I Rt e L P PR P LS E ST
r

i max max

tom{ = e —w[=—)2 —2m(~)A+am(L) e, —2m[=
r] i max IZ max tz' i t] i max fi
m

max

1 1
—41f oy tadrr vy 208 y—20 g ] 2{[]1[7]1'22]_11{}1‘!
I max-i 1 max- max max- [ max- max f 1 [2 1 max
1

1 1 1 1 1
_(2111[?}) ln[a;] um’?tmu_ZIn[a]lu[?‘_] u’mr?rmax+2hl(?iJ“m€'fmax
u

i e P L TS AL, P [

max

1 1 1 1
*zln[;lz;]Hmf+h[;;]ﬂmff£m*21ﬂ[;lz;]Hm%’fm*“'ﬂ{g)umﬁmxff
—ZIHLMR—ZIHLFJJ +4lnLrty —21nLr2y

ti m max 112 i max r{z i max+ max r!2 max- max
_4ln[ﬁ]f?yi+8h1[i]tl,tmaxyl—élln[i]ifnaxyi-i—llu[%],?yl
74ln[%]litmaxyi+21n(%]flznaxyi+4ln{rii]t?ymaxisln(rii]titmaxylmx

1 1 1 1
+4ln{z—)tiﬂymu]/[21n[?i]tz4]11{“[5][[ +21n(?!Jt2
+41n[L]ﬁ—sm[LJu +41n[i}f2 —znn[L]ﬁ

tmax : tmax e rmax ey rlzm :
+41H[L]” 721,1[ Jrz 74ln[thz+81n(L]tr 74111(1]

f i max t:' i tx i max ti
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7
e l'lm(:+max
+

£ 7

8
i i max max

l‘I'm tmax

DE—APE_F2L
1 I max max

1 m

1
_ZI?yi+2t-x'2ymax+4tirmaxyi_4!}tmaxymax_2tfnaxyi+2t12naxymax]/[ln[’Z]If

i

}rz +21n(—1 JF—Mn[—l Jr,t +2]n(—1 J
max fmax 1 t 1 max tmax
f

1 1 ! :
lfuaxfln[’;;")t?‘l»zln{;] tizmaxiln[g]tfuax?zln[?i]tf

1
F= [21n(—]pmtmt?—21n[7}umtmxt?—zpmzf+3umrm:?—zumrz t+u,  (160)

tfuax+ 2[?})1'7 2t?ymaxi4[itmaxyl+4txtmaxymax+2tfnaxyi7 zrlznaxymaxJ/

1 1 1 1 1
{zm[?} rf—41n{7fJ titmax+21n[?} tfmx-l—4ln(£Jt§—Sln[t—J .

i

1 1 1 1 1
+4ln[ tm]ﬁm—zln(gJzf+41u[g}zi:m—zln[EJ Fmax—un(t—i]

ﬁ+sln(i]u *4ln[lJIZ ]
1 fl 1 max t max

=> simplifi(a)

[(2111(%)%1“:% Bt- e ST L DR T (161)

rgyi] 11‘1[12;] i [_Zln[%]umrftmax—'— (_4Mmri+4yi) rr2nax+ (2},1’"[?—81‘[,}/‘!,) rmax

max

o dain] () -2 (uf ) -2u(1)) (L= g,
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1
”“[T

max

o))

i

> simplify(d)
1 1 um rxznax umtz
_m(r] }me?fmax+ln[?melfflmx+2 (AR {T + [_T +7, (162)

max

esaoren]) /o ry)
()l

=> simplifo( )
1 tz 1 f2 'J'mfnax J"l'm fj
Zhl(t—“)umtmﬂxi—,?.ln[;-)umrmaxi—Z(Il.—r.‘max) 2 T N + (163)

_ymax) tmax+t,.(u,,,f,-—y,-+ymax)]]/[2 ("i_’max)2 [m[%J _Zln(’%J
uf L)L)

max

| > restart :

[2]-"1[%J P'mtmax[i2+ (2umfi7 2};1') flznax+ (7“mf?+4li}"i) tmax+2umt?7 2

rzzyi] 1]1[ 71 ] + {72[11(1?] J"lm‘rzzfmz«\x<|> (74“mtx+4yi) tlznax+ (zumfistxyx) ltmax
1 M e
ZIH[ ti )] [ 2 rrznax-ymax

- |
23] P / (o[ ) -28(2]

1 1 o “m(’f“fmx) o
_ln[,z ]+2hl[rmaxn]’b_ F—2tt 47 T

'J'mtmax R 1 rZ 1 rl
_212—4IT —|—2f2 ’d'f ~In ’2_ Mmitmax—'_ln ? Mmitmax-'_z('fi
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l‘lmrf-mlx umti
_rmax) T—'_[_ 2 i ymax} I1nax+ff(pmff_yi+yluax) ] [(f
e (n{ 5|22 5 2 ) o
wr .
2 )ttt =2 1 ) [ B [

i max

o) 00| 0 [ 5] 202
a2

o [[Zln[%}”mfmx’f“L (2828 29) G (B, 0§+ 403,) 1 + 20,8 — 2

fﬁ]m[?ﬁ—] ( 2m[g]phf%ﬂ+( 4p r+4y)ﬂ + [Zn, Ffsrx)

_4%€+46%Jmfi;J—2[mﬂ%}—zm[%))p%gu_ﬁ ¥

max

i) o

}'Lm ([?+ tlznax)
F—=gae..tr

1 max max

b=

Mm tmax
&=

28 —41t 427
1 I max max

1 umtrzuax “mti
[ (iS5

d:

i

S TS| / (10 (o[ 5] -2( 1)
2] e 2))
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¢ .
fi= [Zln(%]pmtmaxtf—2ln[%J umrmxtf—z (ri—:max) [E.”’_;BE + {——“%l +y, (164)

i

)t o)) (20 (o] 203
o) (2]

> Y=a+ b-t+c-t2+d-log(%) +f'log[?J

1
Y= [[zm(}-}umz;mtf+ (21,5 2¥) £+ (—umrf+4tiyi) £ +2p -2

5=+ (25
4|.lmf:’+4t12le m[—LJ )

- )‘l (um ti+ Zymax) tm,ax_ t?ymax]]

il ......}....... +21 _._lu frie l'ln".v(—‘r_rfmax)[ o }'lmfmaxf2
ﬂ{xrznaxj n(rm"x]J] rf_ziﬁmx+rrzl1nx Zt?_4fitmax+2tfmx

“’m ti

7
i [[ln[%} n e+ m[%}umrfzmﬁz A [—“—mz‘"l“-"— + [— 2 +yi*y,m]

~ o) [“”"5‘“"" + [—f_;?w +y,-*ymax] tmaert‘.(umt‘.yiermx)}J ln[m};J]/
{Z(IItm)z{ln{—jf_—J21n{%}1n(~i]+2ln(ﬁ;’(]]}

[> simplifi( %)

{(21}1{1) umtf:mleu[fiJ TR (Bpr—Tp v ¥dy) S (—ﬁuerMm:f (166)

81
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max

+



74tiyi) fmax+2t?(}lmt7umfi+yi)] ln[%] it [ZE(?IZ—]“mtffmax

max

1
+21n[7]umrfrmax+ (~4m, 1+ 4m, 0 —4y,) £+ (Zfzpm—met?+8riyi) -
i

max

¢
_4f?(”mt—umtl.+yi)) ln[%) T [21[1[%] ”mtmaxr?+2 (t,-_flnax) [ ”’mzmax

T
5 [‘% +yi_y1nax] rmax+ti(u'mti_yi+ymax)]] ln(%) % {_2111[%] u'mr?tmax

m max P'mtx
4(Ii[max){ 2 +[T+yiynlax]tlnax+ti(umtiyi+ymax)}]

2) m max m i

In LJ
o(4)-2{u(2)- : (i (et st Yt (P 93 B

T4 ) fo = 26 (Hf F000)) [2 (™ o)’ (ln[l?] Hh{’%)
) L)

restart :
# Model 10 ( Karigik logaritmik model, Guo ve Swalve, 1995)

1
y=a+ bt* + c-log(t)
y=a+br+ch 167)

=1 = diff (1)
(168)

82



o= j_ & % (168)
20t
=> 2 =diff (z1, 1)
b c
:2:74“3]27? (169)
=> solve(z1, t)
4
bT (170)
i 2
4c
> i[max] = -—-I—JT
4
ol 7&3 am

> y[max] = eval(y, f=r[max])

2 2
ym::aerﬁ/%Hm(%] amn)

> solve(z2, 1)

16
b—; (173)
16 &
> 1[i] = z
16 &
hi=—s (174)

1
> y[i] = evai[aJr bt? + c-log(r),t=

) f[i]]
& 16 &
_Vi::a+bm/? +cln( 7 J a7s)

> mu[m] = eval(zl, t=1[i])

2
b 16 i b

2 16 ¢
32 ?
> restart .

4 ¢ 4 16 ¢
> sofve| {t[max]= . ,y[max]=a+ b4 | -b—z- +cln{ bé J,r[f]=—b—2—-— ,{a, b, c}

> restart:

n, = (176)

&3



2 2 2 2
> sm’ve[[I[max]—z—z,y[max]—a-i-bﬁ / % +c]n{4b—2}y[i]=a+b1f 16 | %
2
+cln( 12; H, {a, b,c}]

a=- m (2 Roouf)f(j2 L= 1L 02 Ra.onf(j2 - am

- 1) oyl ln(zm) v = ln(tmax) Vi ™ 2V (2) + 2,

max)’ b=
2 RooIOf(izz O } ‘ =
= =- ) . |a=

2—2In(2) R —
) m (2 ROOfOf(_Zz tmax =il ) tmax Vi 2 .ROO.R‘Of(_Z‘2 tmax = ) \/1_1’

max - max

o5 lﬂ(tmax) Yi— lu(tmax) Vmax — 2ymaxlﬂ(z) = 2J"max)"b:

2Roor0f(_22tmax— 1) (yi—ymx) Pl
-2—ZT(7) T =Rl (]
[>
| > resitart:
4e c 4 516
> solve I[max]=?,y[max]=a+bﬁ ? Jrc]n[?],mu[m]=—
p)
32 %

b2
+ -1"6”? ,{a, b, c}

{0= Y — 8 R00IOF(Z — 1 VW, [Toe + 40, 1 In(7,.), b =8 RootOf (_Z*

max

il )l-l ==k } a= = 42‘“‘““’" l]l(tmax) _ SROOIOf(_Zz— tmax) K, \ tmax

(178)

3 3
8 RoofOf(izz £ ’mx) . 41y
+y ab= 3 sie= 3
[>
=>
| > restart:
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47 J 16¢ 16¢
> solve r[max]:F,y[i]=a+b1f 16 ? +cln[?],l[i]= 5 ,{a, b, c}

> restart:
4c
> solve| |t|max]|= 5 ,mu[m]=

by 16
e e + .
b 2 16 ¢
32 ?

> restart:

2 16 ¢*

)= =5 |s (@ bic)

4 516 b 3
> solve| |f[max]= "*b%“,mu[m]: e A Y ik by 16 “"2"2“

2 16¢’
32 ';J;

{a=yi— 16Root0f(722—f ) 1y T T 4 L B, 10 (41 ),;f;zﬁ&fioot()f(j2 179)

max max max " m max

a1 M (40, )
- tmax) um, c=-4 tmax P-m}, B max. m3 max

oy g ROO?‘Of(_22 o tmax) l'lm v tmax + b= o ROOIOf( _22 B tmax) “'m - 4 [max l-lm ]

a=

3 Yo 3 - 3

| > restart :

2 2 2 2
> solve[[f[i]lz—;,y[max]aer\/T / % +cln[ 4; J,y[i]:aer‘/ 16 / %
2
+cln[ 12; ]], {a, b,c}}

[a -- m [2 RootOf(_thi oI R TES Roonf(_zz TR (180)

1 i
1 1
+ln[z)yi—ln[z)ymx—Zymxln(Z) +2ymax],b:

74Roor0f(_22ri—1)(y,-—ymax) T Ve H_
G

2—21n(2) A T
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1

T2(1+1n(2)) {”"‘”Of(j’f_ 1) Jiy,—2Root0f( Zt-1) [L 3,

i

I f
+1ﬂ(zl)yiiln(ZJymzxizymaxln(z) 72ymax)’b=

4R00{Of(722fi— 1) (yi_ymax) - yi_ymax
-3—31n(2) S
[>
>
> restart .

516 b : 4c
> solve| lmu[m]=—""—"— + m,y[max]:aer.\M % +cln[TC L 1[1]
2
2[5
b

2
0| (@b

»F

T
{(1 =y - 2RoatOf(7Z'2 =gl S+ ]n( Zl } b=4 Roozof(j — 1) m,e=-t um}, (181)
)
fp In| - . L
- il ) 2 RootOf (_7* 1) b, 1 e 4 RootOf (_Z' — 1) “’”,c
3 3 max 3
_ it
3
[>
>
> restart :

b /16 b 3 4
> solve| [mu[m]= ——— + ——,y[max|—a+ b4 —Z— +cln[—-£— Jylil=a

cz 16 ¢
32 ?
6

1
‘“m[“@’ofﬂwa B, —8HK,) 7+, (182)
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2(3n(2) =y, =y 002) +y ..
i [T H )

yiiymax +].ll yiiymax 2 b
8u, (In(2) — 1) | 81, (In2) — 1) | o e
Yi ™ Vinax

=8 RootOf ((8n(2) 1, = BI,) 2+ 3, =y ) Bpc= 5 1, la=

. [4RootOf((81n(2) W, 81,) Z-3y,

"6 (In(2) + 1)
yIn2)+y—y _In2)—y
+3y,m)umﬁﬁ/ OO s o, i
Mo
3(y— 3(y.—
Hm[m]ym[m]y 6 ],b
gp (In(2)+1) | B finfE) T4 | e
8 RootOf ((81n(2) 1, + 81, Z-3y+ 3 Ynax) P Y=Y
- 3 R e )
>
| >
> restart :

516 v | id 16 ¢
> solve| |lmu[m]=—""——+ ——.,y[i]=a+ Dby 16 C—Z +cln[ ; L 1[1]
2 16 ¢ b b
32 F
16

= b2 E] {(T, 67 C}

{a =y, — 4Root0f(722 = f,) o ﬁ +1p In(1),b=4 RootOf(722 - li) w.c=-t um}, {a (183)

1, 1n(1) uaootof(jz = 2) o ﬁ 4 RootOf(722 = z},) s
B3 3 "R 3 -
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> resitart:
> # Model 11 (Cappio —Borlino, 1995)

> yi= g e

i yi=afs (184)
> z1=diff (1)
ct
d=abs” [—bce‘”ln(n + bef ) (185)
=> simplify( %)
l})e_“ -1 -ct
-a be ™ (In(t)ct—1) (186)

> 2 =diff (z1, 1)

i Zct 2 - -ct -ct
2=af® I[—zf;ce’“Lu(t)Jr be{ J tate t{bcze’”ln(:)fﬂ’if be " s

=> sofve(zl, f)

1
e (188)
cLambeﬂW( o J
- 1
> f[max] = ST S
¢ LambertW( e )
o 1
tmax = 1 (189)
cLambertW( = ]
> y[max] = eval(y, f={[max])
1
1 - LmubertW[ % J
A = . (190)
c LambertW( = J
[> sofve(z2, t)
eRoozof(_zzbgle‘wZ‘? 22,227 372 3 gheeZ-cel 3geZypoeet ) 191)
> f[i]= eRaarGf(722 blecef 2 2L 2 Z 72 3 gheeZ—cef oo Zypecet )
tl- . eRootOf(722brr.z‘fcc‘z+ 2 Zy 32—27262 = 27Zbcp27 cel 2ceZ 4 be’ca_z— l) (192)
> y[i] = eval(a-£=P D 1=1])
y= (193)

a
b

zZ zZ z
(eRcotOj(_Zzbczs_ce‘ +t2.2, ‘_272_252,2_2}”&2—03— —2ceZ + peC 71))
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zZ zZ zZ
e,CEthOf(izzbczefce‘ +2.24 32727262 = 27Zbc'¢z* e _2cef 4 be C )

& i=pl

> mu[m] = eval(zl, t=1[i])
“'m =

(194)
a

(eRaorajtzzbcze’C*Z* 22,2252 2 gheeZcof 350 Zypeoc?

(=4 ,1))

z z z
,cekmsof(_zzbcze‘ce— +2Z422Z 72 2 gheeZ— 00t _peeZypecet )
c

b

z zZ 7
b ,CgRoorOj(izzbcchc“f t2Z42 7 722 ZheeZ 68 _2pe L4 pecet — ])
-bce

e

Z Z zZ
ln(eRoatOf(izzbczefce‘ +t2 2z, ¥7272£—27250p27CL —2ceZ+be® ))

Z V4 zZ
b ,CﬁRDG.EOj(_Zzbz.le_ce‘ +t2.24 5272_26272_Zbc¢2_c°‘ —2ceZypeee 1)
e

+
eRootOf(722 BRet€lH2 2 3T 32 g ghoeTeeel g o Ty ce . )
| > restart:
L >
> "lm =

simplify| a

z z z b
(eRmtOf(izzbcze_ce‘ T2 2422 72 2 ZhoeZ 0" _2cel 4 peC —1))

s z z
efceRDUfOf(,Zzche’“‘- t224 27 223 gheeZ " _nceZ 4 pecet )

z z z
P cRoatOj( Rhlece" 2 2, 27 723 zhee LT %" —2ce L4 beC )
-bce® - = B

Lo S|

z z z
ln(exaozof(_z%c?e‘w TL1Z 2 Z 72 2 ghoef—ce" 2ceZy peest 1))
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z zZ
) ,cgioa@f(izzbczefce‘ tz2 2z, ezfzizcz—Zizbcpzfce‘ —2ceZ+be®
e

Z_)
+

Z; zZ Z
e}?am’Of(_Zzl:/c"ze_cF T2Z42Z 72 2 ZheeZ " _2cef 4 peC

<Z_))
l_].m ]

(195)
=d

b
(eRoorOj(izzbcze’“‘fZ% 2ZL27 722 zbeeZ— ceZ_ 2eeZ + pece  — ]) )

z z
_ceRmzof(_z%cze‘w +22Z, 2232 3 ghoel—cef 5.0 Zypeee? )
c

b
Z z Z
,ceRoatOf(izzbczc’“‘— T2 2422 722 ZheeZ " —2ceZ 4 peCE —1)
e
z z
—RaorOf(izzbczefce‘ tz 2z, szfzé—hzbcpsze- —2ceZ 4 beC

)

4

2

(ln(examoj(_zzt,#ﬂ?z’f 2242732 3 gheeZ—cef 300Z peeel 1))

z
eRoorOf( 2pieC

e +2 242 Z 723 Zbee ce_ 2ce £+ b:’cc‘z— ]) e 1)
[>
| > restart:
>
IS Y
1
LambzrtW(-c—)
: I N 1§
> solve Imax— 1 2 Yoax =@ 1 R I:'
c LambertW( — J ¢ LambeﬂW[ — )
c c

z z z
:eRaurOJ(_Z%@e‘”f t2Z42Z 72 3 gheeZ—cel 30 Z poest )

s {a, b, c}
¥,
a= = rogrull (196)
i max
22 2 5 ln(t V¢
= max,/ max
]n(rmax) []n(rmax) max * 2lﬂ(tmax:' Iz'tmax i ]n(ri);‘ 3
o ]n[rmax)l txznax N 2ln(tmax2' ln(tx) 2‘i‘\:max g ln(ti)Z’xz
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t.
i

max 1 max 1

M (Pt 20 = B)

=> simplifi( %)

i> restart :
==
S S
e . [Eﬂm) ‘ma (m(;maxf .efn L [;max) A r?ln(ﬁz_))
> Yi=at (ln(rmax) rmax N ln(f!) ri)z

91

2 €=
]n(tmax)2 tlznax & hl(tmax) ln(tx’) ti tmﬂx + ln(ti)2 112 ln(tlnax rmax
i Y
5 g max — : b
i  max
In In 22 2In L ]n(rmax) rm::lx
(rmax) [ (Imax) max t [rmax) ri rmax7 i (ri)] ©
& ]n(tmax)z ,12nax B 21“()‘11137;) ]n[rz) [itmax * ln(ti)zf
ti
Inft t
— & (max} o (ln(tmax)2 r12nax +2 ]'ﬂ(tmax) t:' Imax B ff ]'n(tz)) g 1
(1) B~ 210(10) I8(1) 1 + In(1)* 7 I (fee) e
e ymax
T
2p2 2 2 ]n[rmax) {max
ln(rmax) [ln(rmax) max i 21“Umax) {irmax ¥ i ]“[t:)] :
e ln(rmax)zrrznax e ]n(rrnax) ln‘:rx) titmax £ ln(ti)z 12
r
s
Inz N\t
o Lma) max (I0(f) o T 210(0) £ = £ 1n(1,))
b=
]'n(tmax)2 tlznax -2 ]n(fmax) ln(ti) 2‘i tmax + ln(ti)2 t12
1
c=
L ln(tmax) max
(> ¥z a-poHoe
Y=af®"

B

(197)

(198)

(199)



=
1

M b (ln(r )29 SR (LT ,‘ﬂ(f-)}

max 1

(]n ‘ﬂlax) ';nax (rl ')

€

(200)
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