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OZET

EVOLUT EGRISINE AiT FRENET VE SABBAN CATILARINA GORE
SMARANDACHE EGRILERI

PINAR DEMIR
ORDU UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 98 SAYFA
(TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi SULEYMAN SENYURT)

Calismamiz bes boliim halinde diizenlendi. Giris boliimiinde ¢alismanin temel
amacina, yapilan c¢alismalara yer verildi ve konunun ele alinma nedenine tartigildi.
Materyal ve Yontem bdliimiinde oklid uzayi, evoliit egrileri, kiiresel Serret-Frenet
formiilleri ve Smarandache egrilerine ait temel kavramlar ve bunlara ait teoriler
ozetlendi. Uciincii boliimde ise bu ¢alismanin temel amaci olan 6klid uzayinda alinan
bir egrinin evoliit egrisinin Frenet catisina goére Smarandache egrileri tanimlanarak
tanimlanan her bir egrinin Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplandi. Daha sonra
evoliit egrisinin Frenet vektorlerinin olusturdugu kiiresel egrilerin Sabban catilar
tanimland1 ve bu ¢atilardan elde edilen Smarandache egrilerinin Sabban formiilleri ve
geodezik egrilikleri hesaplanarak esas egri ile aralarindaki iligki verildi. Elde edilen
Smarandache egrilerinin gorsel ifadeleri sekillerde verildi. Sonug ve dneriler dordiincii
boliimde, kullanilan kaynaklar besinci bolimde verildi.

Anahtar Kelimeler: evoliit egrisi, Sabban c¢atisi, Smarandache egrisi, geodezik
egrilik.



ABSTRACT

ON SMARANDACHE CURVES OF EVOLUT CURVE ACCORDING TO
FRENET AND SABBAN FRAMES

PINAR DEMIR
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 98 PAGES

(SUPERVISOR: Asst. Prof. Dr. SULEYMAN SENYURT)

Our work is organized in five parts. In the introduction, the main purpose of the
study, the studies carried out, and the reason for dealing with the subject are discussed.
In the Materials and Methods section, the basic concepts of Euclidean space, evolute
curves, spherical Serret-Frenet formulas and Smarandache curves and their theories
are summarized. In the third chapter, the Frenet vectors and curvatures of each defined
curve are calculated by defining the Smarandache curves according to the Frenet frame
of the evolute curve of a given curve taken in Euclidean space, which is the main
purpose of this study. Then, Sabban frame of the spherical curves formed by the Frenet
vectors of the evolute curve are defined and the Sabban formulas and geodesic
curvatures of the Smarandache curves obtained from these frame are calculated and
their relationship with the principal curve is given. The visual expressions of the
resulting Smarandache curves are given in the figures. Conclusion and
recommendations are given in the fourth section, and the sources used are given in the
fifth section.

Keywords: evolute curve, Sabban Frames, Smarandache curve, geodesic curvature.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride egriler iizerinde bir ¢ok calisma yapilmis ve
yapilmayada devam etmektedir. Bu calismalarda kullanilan egrilere ornek olarak
involiit-evoliit egrileri, Bertrand egri cifleri, Mannheim egri ciftleri, Salkowski ve
Anti-Salkowski egrileri verilebilir. S6z konusu egrilere ait temel kavramlara bir ¢cok
Diferansiyel Geometri kitaplarindan ulagilabilir. Bunlara 6rnek olarak [7, 12, 13]
kaynaklar1 verilebilir.(1999) yilinda yapilan bir calismada involiit-evoliit egrilerinin
Frenet catilar1 arasindaki bagintilar farkli bir yaklagimla elde edildi, involiit egrisi
icin tanimlanan kiiresel gosterge egrilerinin bazi geometrik ozellikleri bulundu ve
esas egriye bagl bazi sonuglar verildi [3].Benzer olarak Bertrand egri ¢iftinin Frenet
vektorlerinin ve bu vektorlere bagli birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi
tizerinde olusturduklar: kiiresel gosterge egrileri ve sabit pol egrisinin yay uzunluklari
E? OKlid uzayna ve S? birim kiiresine gore geodezik egrilikleri hesapland1 [15].
Bertrand egri ciftine benzer sekilde Mannheim egri ciftleri i¢in Oklid uzayinda,
Minkowski uzayinda, Dual ve Dual Lorentz uzayinda ¢esitli calismalar yapildi ve bazi
karakterizasyonlar incelenerek sonuglar elde edildi [9, 10, 11, 14]. Smarandache egrisi
ilk olarak (2008) yilinda tanimlanmis [23] daha sonra egriler iizerinde tanimlanan
Frenet catisi, Bishop catisi alternatif cati1 gibi farkli catilardan Smarandache egrileri
tiiretildi ve temel Ozellikleri incelendi.Bu calismalara [1, 2, 4, 5, 6, 16, 17, 18, 19,
23] kaynaklarindan ulasilabilir. Sabban catis1 tanimi ilk olarak 1990 yilinda verildi
[8] ve soz konusu egriler kullanilarak bir ¢ok calisma yapildi [21]. Benzer bir
calismada Salkowski egrisinin Frenet vektorlerinden elde edilen Smarandache egrileri

tanimlanarak her bir egrinin ayr1 ayr1 Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplandi [20].



Tezimizde ilk olarak bir egriye ait Evoliit egrisinin Frenet vektorleri tarafindan
olusturulan Smarandache egrilerinin egrilik ve torsiyonlar1 hesaplandi. Daha sonra bu
egrilikler esas egrinin egrilik ve torsiyonlar: cinsinden ifade edilerek konu ile ilgili
gerekli 6rnekler ve egrilerin gorsel ifadesi verildi. Ikinci olarak evoliit egrisisinin
Frenet vektorlerinin birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izerek olusturduklar kiiresel egrilere
ait Sabban catilar1 tanimlanarak kiiresel Sabban formiilleri hesaplandi. Devaminda
tanimlanan Sabban catilar1 konum vektorii olarak alimmis bu vektorler tarafindan
cizilen Smarandache egrilerinin tanimi yapilarak geodezik egrilikleri hesaplandi ve
sonrasinda esas egrinin Frenet vektorleri cinsinden ifadeleri verildi. Devaminda

konu ile ilgili 6rnekler verilip gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra sekillerle ifade

edilmistir.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1 OKklid Uzay1
Tezimizin bu kisminda ©klid uzayi, evoliit egrileri, kiiresel Serret-Frenet

formiilleri, Smarandache egrileri ile ilgili temel bilgilere yer verilmistir.

Tamim 2.1.1 B bos olmayan bir ciimle, V' de K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
f : B x B — V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa B ya V ile birlestirilmig

bir afin uzay denir:

i. By :Vp,q,r € Bigin f(p,q) + f(q,7) = f(p, 1),

ii. By:Vpe B, ¥Y¢ € Vigin f(p,q) =
olacak sekilde bir tek ¢ € B noktas1 mevcuttur.
Tanim 2.1.2 V, B ile birlesen bir afin uzay olsun.
():VxV =R

fonksiyonu asagida bulunan i., ii. ve iii. sartlar1 saglarsa bu fonksiyona i¢ carpim
fonksiyonu denir:

Vi I,meV,Vzx yeRigin

i. Bilineerlik aksiyomu;

<$k + yl,Z) = x(k:,z) + y<l’ Z>,

(k,xl +yz) = x(k, 1) + y(k, z),

ii. Simetri aksiyomu;

<k>l> = <Zv ]C),

iii. Pozitif tammmlilik (kararlilik) ;

(k, k) > 0,

|
=1

—~
-

ky=0< k=

W



Tanmim 2.1.3 R" Afin uzay olmak iizere, VZ,T" € R" igin

():R"XR" =R (Z,T) =)zt
=1

fonksiyonu i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima standart i¢ carpim veya Oklid i¢
carpim denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu R" vektor uzayi ile birlesen afin

uzayina n-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir.

Tamm 2.14 Z, T € E? i¢in

d:E*xE* =R

(Z ., T)—=dZT) =

fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu, d(Z,T) € R sayismma da Z ile T noktalari

arasindaki uzaklik denir.

Tamim 2.1.5 §: 1 C R — E", 5(s) = (51(s), B2($), - .., Bu(s)) diferensiyellenebilir
fonksiyona [E" de bir egri ,

_ 48

#s) = 5

dpi1(s) dPs(s) dBn(s)
ST )

s

vektoriine 5 egrisinin hiz vektorii, ||'(s)|| = 1 ise bu egri birim hizlidir denir [7].

Tanmm 2.1.6 5: [ C R — E" bir egri olsun. x,y € [ i¢in
Yy
s= [18]as

sayisina [3(z) ile 5(y) arasindaki yay uzunlugu denir.

Tanmm 2.1.7 ¢ : I C R — [E? tiirevlenebilir bir egri olsun. {¢’,¢", ("}
lineer bagimsiz ciimlesinden Gram-Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen

{T'(s), N(s), B(s)} ortonormal sistemine ( egrisinin ((s) noktasindaki Serret-Frenet

3-ayaklis1 denir.

Teorem 2.1.8 ( : [ C R — E? egrisinin ((s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist
{T'(s), N(s), B(s)} olsun.



a) s € [ yay parametresi ise
(

7(s) = ¢'(5)

1 "
N(s) = m( (s) (2.1.1)
B(s) =T(s) AN N(s)

\

b) s € I keyfi parametre ise

( 1 )
B TOTR
N(s)=B(s) NT(s) (2.1.2)
1 / 4
PO = e aaw ¢ @

dir [7].

Teorem 2.1.9 ( egrisi keyfi parametreye bagh ve Frenet vektorleri T, N, B ve k(s)
sayist egrinin egriligi ve 7(s),  egrisinin burulmasi olmak iizere;

B ||<<i>;(A)g<s>"|| o) = SEACE €T g

’ |3 ’ ’ 7”2
denklemleriyle verilir [7].

K(s)

| 1€(s) A Cls)l

Teorem 2.1.10 ¢ : I — E? birim hizh egrisinin Frenet gatis1 {T'(s), N(s), B(s)},
egriligikleri x(s) ve 7(s) olsun. Frenet vektorleri ile egriliklerin tiirev vektorleri

arasinda

N'(s) = —r(s)T(s) + 7(s)B(s) (2.1.4)

bagintist vardir [7].

Teorem 2.1.11 ( : [ — R? egrisinin Frenet vektor alanlart T'(s), N(s), B(s) ve bu
egrinin egrilik ve burulmasi (s) , 7(s) olsun. ||| = v olduguna gore

N(s) =v(—k(s)T(s)+71(s)B(s)) (2.1.5)




2.2 Oklid Uzayinda Bir Egrinin Evoliit Egrisi

Tanmm 2.2.1 ¢ : [ — E3 ve ¢* : [ — E? tiirevlenebilir iki egri olsun. ¢ egrisinin ¢(s)
noktasindaki teget vektorii ¢*(s) noktasindan gegiyor ve bu noktadaki (* egrisinin teget

vektoriine dik oluyorsa (* egrisine ( egrisinin bir evoliitii denir [13].
Bu tanima gore ¢ egrisinin teget vektorii 7' ve (* evoliit egrisinin teget vektorii 77, ile

gosterilirse (T'(s), T*(s)) = 0 bagmntisi vardur.

o}

Sekil 2.1 Bir egrinin Evoliit egrisi

Teorem 2.2.2 (* egrisi, ¢ egrisinin bir evoliitii olsun
c € R ve w(s)= / 7(s)ds
0
evoliit egrisinin denklemi
¢* =C(s) + p(s)N(s) — p(s) tan (ww(s) + c) B(s) (2.2.1)

dir. Burada p = & dir. w(s) + c agisi, C(S)C*(S; ile N (s) arasindaki a¢idir [13].

Ispat Evoliit egrisi tanimi dikkate alindiginda ¢* egrisi, ¢ egrisinin N ve B vektérlerinin

gerdigi diizleminde bulunur. Buna gore evoliit egrisi

¢"(s) = C(s) + Als) N(s) + p(s) B(s) (22.2)



seklinde yazilir Bu ifadenin tiirevi alinirsa
(¢*) =+ N(s) N+ A= 6T +7B) 4+ B+p( 7 N)
=(1=XR)T+N—-—p7) N+ (A7+4) B
olur. Evoliit egrisinin tanimindan (¢*',T) = 0, 1 — A k = 0 dir. Bu durumda
"=WN-pr) N+ (A7+4) B (2.2.3)

yazilir. 1 — \ k = 0 esitliginden A = % bulunur. Bu ise egrilik cemberinin yarigcapi idi.
Bu ifadeyi p demistik. Bu takdirde

A=p
bulunur. Evoliit egrisi tanimina gore (C *)/ vektorii (* — ¢ vektor alanina paraleldir.
(2.2.2) ve (2.2.3) esitlikleri goz oniine alinirsa

N—pr AT+
X

elde edilir. Burada A yerine p yazilirsa

T:uﬂ—wp_[
2+ p?

arctan ( — %)]/

ifadesine ulagilir. Oyleyse

/s T(u)du + ¢ = arctan ( — %) (2.2.4)
0

demektir. / S T(u)du = w(s) denilirse
0
w=—ptanw
ifadesi elde edilir. Sonug olarak bulunan ifadeler (2.2.2) yerine yazilirsa
¢"(s) = C(s) + p(s)N(s) — p(s) tan (w(s) + ) B(s)

elde edilir.

Teorem 2.2.3 ( egrisinin evoliitii (* egrisi olsun. (* egrisinin Frenet vektorleri
T*, N*, B* olsun. ( ve (* egrilerinin Frenet vektorleri arasinda

T*(s) = cosw N(s) —sinw B(s),
N*(s) = —T(s), (2.2.5)
B*(s) =sinw N + cosw B,

bagintilar1 vardir [13].



Ispat (* egrisinin Frenet vektorleri 7%, N*,B* olsun. (2.2.2) bagintisindan evoliit

egrisinin tiirevi alinir ve normu hesaplanirsa
(C*), =T+/p(s) N+ p( — kT + TB> — pw@'(1+tan®w) B — ptanw(r N)

= (p' + p7 tan w) (N — tan wB)

! t
= w(cosw N(s) —sin wB(s))

COsw

o + prtanw

1(¢) ) = (2.2.6)

COS W

olur. (2.1.2) bagintisindan 7™ Teget vektorii

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinir ve norm hesaplanirsa
(T*)/ = —w'sinwN +cosw(— kT +7B) — @ cosw B+sinwr N
=—Krcosw T
1(¢*) ||w*N* = —kcosw T (2.2.7)
olur. N* ve T vektorleri birim uzunlukta oldugundan
N*=-T veya N*=T
elde edilir. B* = 7™ A N* oldugundan
B*(s) = (cosw N(s) —sinw B(s)> A(=T)
=sinw N +cosw B

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.4 (* egrisi, birim hizli ¢ egrisinin bir evoliitii olsun. ¢* egrisinin egrilik
ve burulmasi * ve 7* olduguna gore bu iki egrinin egrilikleri arasinda

k3 cos® w — k3 sinw cos? w

K'(s) = T"(s) = (2.2.8)

KT sinw — k' cos o’ KT sinw — k' cos w

bagintilar1 vardir [13].



Ispat (2.1.3) bagintisinda x* egriligi

., HKCOoSw

K= ———
1(¢)

K COS T
o+ pTtanw

COS W

K3 cos® w

KT sinw — k' cosw

olur. B* = cosw N(s) — sinw B(s) ifadesinin tiirevi alinirsa

(B*)/ = w'cosz+sinw( — /iT—i—TB) —w'sinwB —cosw T N

= —ksinw T’
bulunur. N* = —7T" alindiginda
1(¢") |17 = —ksinw

olur. Buradan 7* egriligi

. —hksinw

TN = —
1(¢)
— sin cos w
p + prtanw

COsw

— k3 cos® wsinw

KT sinw — k' cos w

seklinde elde edilir.

Sonuc 2.2.5 (™ egrisi, birim hizl1 ¢ egrisinin bir evoliitii olsun. ¢* egrisinin egrilik ve
burulmasit k* ve 7* olduguna gore

*

T~ _tanw (2.2.9)
H*

dir [13].



2.3 Oklid Uzayinda Bulunan Smarandache Egrileri

Tanmm 2.3.1 Bir ¢ egrisinin Frenet vektorleri Konum vektorii olarak alindiginda bu
vektorlerden elde edilen regiiler bir v egrisine Smarandache egrisi denir[20].

Bu tanima gore birim hizli bir ¢ egrinin Frenet ii¢ 3-ayaklis1 {7', N, B} ile gosterilirse
bu vektorlerden elde edilen v Smarandache egrisi,
al + ON + cB

S VEivie @30

seklinde ifade edilebilir [16].

(2.3.1) bagimtisinda a, b, ¢ katsayilarinin secilisine gore elde edilen Smarandache

egrileri
4
"= %(T + N) T N-Smarandache egrisi,
Yo = %(N + B) N B-Smarandache egrisi,
(2.3.2)
Y3 = %(T + B) T B-Smarandache egrisi,
Ve = f(T + N + B) TN B-Smarandache egrisi
seklinde yazilir.

2.4 Kiiresel Serret-Frenet Formiilleri

¢ birim vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde cizdigi egrinin teget vektorii x ve
= ( A z ile gosterilirse {(,x,y} seklinde elde edilen catiya Sabban catist denir

(bknz. Sekil 2.2), [22].

Bu catiya gore Sabban formiilleri

2'(s) = —C(s) + Ky(s)y(s) (2.4.1)

Y'(s) = —rg(s)a(s)

\

seklinde verilir. Burada x, = (2',y) seklinde verilen geodezik egriliktir [21].
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Sekil 2.2 Sabban Catis1

¢ egrisinin Frenet gatis1 {7, N, B} olsun. (2.4.1) bagmtisindan 7" teget vektoriiniin
birim kiire yiizeyinde ¢izdigi egrinin teget vektorii 77 ve 7' A 17 = 15, olmak iizere

kiiresel Sabban formiilleri ve geodezik egriligi

(

T=T, T,=N, T,=B,
(T'=T, T)=-T+IT, T =-IT, (2.4.2)

-
Iig—n,

\

N aslinormaller vektoriiniin birim kiire ylizeyinde ¢izdigi egrinin teget vektorii Ny ve

N A Ny = N, olmak iizere kiiresel Sabban formiilleri ve geodezik egriligi

(

N =N, N;=—-coswl +sinwB, N;=sinwl + coswB,

I — r— _ @ = @ 243
N N17 Nl N+ HWIINQ’ N2 ||W||N17 ( )
g = T

\

B binormaller vektoriiniin birim kiire yiizeyinde ¢izdigi egrinin teget vektorii B; ve

B A By = B, olmak iizere kiiresel Sabban formiilleri ve geodezik egriligi

11



(

B=B, B,=-N, By=T,

{B' =B, B/'=-B+%B,, B)=-%D, (2.4.4)

seklinde tanimlanir [4, 6].

Tanmm 2.4.1 ¢ : I — S? birim hizh regiiler egrinin tegetler gostergesine ait Sabban
catis1 {7, 17, T>} olsun. Bu ¢atidan elde edilen Smarandache egrileri

A = % (T'+T1), TTi- Smarandache egrisi,

Ay = i2 (T'+ T»), TT»- Smarandache egrisi,

As = i2 (T1 + Tg), T,'T5- Smarandache egrisi,

Ay = ig (T + 17 + Tg), T'T1T5- Smarandache egrisi
seklinde verilir [4].

Teorem 2.4.2 ( : I — S? egrisinin teZetler gostergesinin Sabban ¢atisindan elde
edilen Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri,

1 T T
e AL+ =g+ 2)A3),
TEE DA
K?Z_K—FT’

K—T

1 T T
As
K3 = 2—1q — — o + ,
g <1+2<£)2)3( H1 = h2 143)

1 T
Ay
Kot = 2— —=1)eg — (1 + —)ea + (2 — —)e3),
¥ = T Va (Dt (2= D)

dir. Burada
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o= (5)'(2-7) —2(0)" +4()" -

seklinde birer katsayidir [4].

Tamm 2.4.3 ¢ : I — S? birim hizh regiiler egrinin aslinormaller gostergesine ait

Sabban ¢atist { N, N7, Ny} olsun. Bu ¢atidan elde edilen Smarandache egrileri

Ay = —2 (N + Nl), N N;- Smarandache egrisi,

Ag = LQ (N + NQ), N N,- Smarandache egrisi,

A, = % (N1 + N2), NiN,- Smarandache egrisi,

Ag = LS (N + Ny + N,), NN;N,- Smarandache egrisi

seklinde tanimlanir [4].

Teorem 2.4.4 ( : I — S? egrisinin aslinormaller gostergesinin Sabban catisindan

elde edilen Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri sirasiyla,

! /
A5 _ 1 w

Ao 4+ 2
= e )
As _ W + =’
N 11 [~
1 /
A7 _
Kyl = , f — T ply +
= T T T )
1 w’ w’
As _
K ( =D& = (14 )+ (2 —
"= Wy 2t T i
seklinde verilir. Burada
()\ . o o’ / o’ 2 2
= v () = ()™ — 2
o’ ptl / o 4 =’ 2
N = =i (o) — () —3(%p) -2
(=Yg (=) o
A3 = (7)" + (1) + 2()

/



seklinde birer katsayidir [4].

Tamm 2.4.5 (¢ : I — S? birim hizh regiiler egrinin binormaller gostergesine ait
Sabban ¢atis1 { B, By, B2} olsun. Bu catidan elde edilen Smarandache egrileri

1
Ag = — (B + B;), BB;- Smarandache egrisi
9 \/5( 1) 1 g
1
Ajg = —=(B + B3), BB;- Smarandache egrisi
10 \/5( 2) 2 g
1
Ay = —=(B1 + Bs), BiB>- Smarandache egrisi
V2
1
A= — (B + By + Bg), BB, B;- Smarandache egrisi

&

seklinde tanimlanir [4].

Teorem 2.4.6 ( : I — S? egrisinin binormaller gostergesinin Sabban catisindan elde
edilen Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri sirasiyla,

1 K K
do— = (2N 4+ X +2)
KRR EEE
KA10:T+,%’
g T—kK
1 K K
A
nw_ -
Ky (1+2<§)2)g( M1 Tﬂ2+ﬂ5),
1 5 P K
A
12:— 2 __1 . 1 n 2__
Ky (1+2<§)2)3( (T )61 — ( +7_)52+( 7)53)

seklinde verilir. Burada
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=228 4 ()" 2(2) = () —2(8) 30" -
pa = (2 =2(2)" = (£)’,

6= () @E-1+2() - (5) + 42 -2
e==(2)(+1)—2(2)" +2()" —4(3) +2(3) -2

(6= (5) (2= 2) —2(5) +4(2)" - 4(5)" +2(%),

seklinde birer katsayidir [4].
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3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu kisim caligmamizin orjinal kismim olusturmaktadir. Burada ilk olarak
herhangi bir egrinin Evoliit egrisine ait Frenet vektorlerinden elde edilen Smarandache
egrileri tammlanarak tanimlanan herbir egrinin Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi
ayr1 ayri hesaplandi. Daha sonra bu egrilerin esas egrinin Frenet elemanlar
cinsinden ifadeleri verildi. Son olarak Evoliit egrisinin Frenet vektorlerinin birim kiire
yiizeyi iizerinde cizdikleri kiiresel egrilere ait Sabban catilart ve Sabban formiilleri
ifade edildi. Sabban catilar1 kullanilarak Smarandache egrileri tanimlanip herbir
Smarandache egrisinin geodezik egrilikleri ayr1 ayr1 hesaplandi. Buna ilave olarak

geodezik egriliklerin esas egrinin egriliklerine bagl ifadeleri verildi.

3.1 Evoliit Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen Smarandache Egrileri
¢* egrisi birim hizli bir egri degildir. Ancak ¢alismamizda matematiksel

islemlerden kolaylik saglanmasi i¢in ¢* egrisini birim hizli hale doniistiiriilmiis sekliyle

islem yapild1 ve elde edilebilecek Smarandache egrilerinin bir gériiniimii Sekil 3.1 de

verildi.

Sekil 3.1 Evoliit egrisinin Frenet elemanlarindan olugan Smarandache egrileri
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Tamm 3.1.1 ¢ egrisinin evoliitii (* olsun. ¢* egrisinin teget ve aslinormal vektoriinden
elde edilen 7" N* - Smarandache egrisi

p1=—=(T"+N") (3.1.1)

Sl

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.2 7™ N* - Smarandache egrisinin T,, N3, ,Bp, Frenet vektorleri

Ts = T R (3.1.2)

(H*QT*(;—:)/ o (21%*2 + T*2)H*2)T*
_((2,{*2 + 7_*2)(1%*2 + 7_*2) + /{*27_*(;_:)’)]\[*
+(/§*T*<2/ﬁ3*2 + 7_*2) + 2/€*3<;—:)I)B*
Ns, = . (3.1.3)
(21{*2 +T*2)3</€*2 +T*2)

((21%*2 +7_*2)27_* + I{*2<2/{*2 +7_*2) (%) )

(3.1.4)

K* K*

(7_*(2/{*2 + 7_*2) + (ﬁ)’/{l&) T* + (T* )IK,*QN* + /{*(2/{*2 + T*Q)B*
Bﬁl -

\/(2/{*2 + 7-*2)20{*2 + 7-*2) + 2/1*2(;—:)/0{*2(%)/ + 7-*(2,{*2 + 7-*2))
(3.1.5)

seklinde verilir.

Ispat (3.1.1) ifadesinin birinci, ikinci ve iiciincii tiirevleri alinirsa

p1 =—=(—K"T"+K*N*+ 17 B"), (3.1.6)

Sl

" 1 / !/
/81 :E<<_H*2 . Ii* )T* + (K}* . Ii*2 o T*2>N* + (H*T* + T*,>B*), (317)
(Ii*?) + KJ*T*Q o 31‘1*,{*' . Ii*”)T*—’—
" ]. ’ / "
ﬁl — (_K*?) _ /{*7‘*2 — 3k*K* — 37T 4+ K* )N*+ (318)

! ! 1"
(_7_*3 - T*H*Z +2/€* T +:‘€*7'* +7_* )B*

17



olur.3;, (3, vektorel ¢arpim yapilir ve normlar hesaplanirsa

K

—FKJ* (2/{*2 + 7.*2) B*

(T*(2/$*2 + 7)) + (T—)/ 5*2> T + (;_:)//i”N* ) | G19)

By A By =%<

|
[ H:E\/%*? + 72, (3.1.10)

I !

’ ” 1 T* T*
155 70 = e ) g 2w 2 (D) e 4 70)

(3.1.11)
olur. (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9), (3.1.10), (3.1.11) ifadeleri (2.1.2) bagintisinda
yerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa (5, egrisinin Frenet vektorleri hesaplanmig

olur.

Sonuc 3.1.3 3; Smarandache egrisine ait Frenet vektorlerinin esas egrinin Frenet
elemanlar cinsinden ifadeleri;

—coswl — N

R ——
Pt V14 cos?w

(k3cosw(1 + cos’w)(kTtanw — Iil)—l + 7sinw)T

—(K3cos?w(1 + cos’*w) (kTtanw — f@l)il + 1sinwcosw)N — 7(1 + cos’w)B

kScos?w(1 + 0082w)3(/€7tanw - fi/)72 +272(1 + cos’*w)

+2r37sinweosw(1 + cos?w) (kTtanw — /<a/)_1

7T — TcoswN + </~@3008w(1 + cos’w)(kTtanw — Ii,)il + Tsinw> B
Bg, =

KScos2w (1 + cos’w)” (krtanw — H/)72 + 272

. 7 —1
+2r3sinwcoswT (1 + cos’w)(kTtanw — k)

seklinde verilir.
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ispat (3.1.2), (3.1.3), (3.1.5) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilarinda bulunan
kargiliklart yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 3; egrisinin esas egrinin

Frenet vektorleri ve egrilikleri cinsinden ifadesi bulunur.

Teorem 3.1.4 T N* - Smarandache egrisinin ~g, egriligi ve 73, torsiyonu

\/2(2/42*2 4 T*Q)Q(H*2 4 7_*2) 4 4(7_*'K;>k _ T*&*/)Q 4 47_*(2&*2 4 7_*2)(7*’&* _ T*H*/)

= @212 4 72) D) !
(3.1.12)
T*’(K*QT*Z 42674 — k¥ (2K 4 3t I{*/T*/(3T*2 — 6k*2)
—r* 2k 4 ) (2673 4 ) 4 3R (2(k ) — (7))
Tﬂl =

273 ((2w2 + 7°2)° (k*2 + 7%2) + 2(7%' % — T) 272652 + 72) (¥ kF — oK)
(3.1.13)

seklinde verilir.

ispat (2.1.3) bagintisinda (3.1.8), (3.1.9) (3.1.11) ve (3.1.10) ifadeleri yerine yazilir

ve gerekli islemler yapilirsa kg, ve 73, egrilikleri hesaplanmig olur.

Sonuc 3.1.5 T"N* - Smarandache egrisinin,egrilik ve torsiyonunun esas egrinin
Frenet elemanlari cinsinden kargsiliklari;

2k8cos?w(1 + cosQw)2 + 472 (kTtanw — k)

+4k3Tsinweosw(1 + cos?w) (krtanw — k)

, (3.1.14)

3
k3cosw(1 + cos?)?

3 2

’ ’
3(7!{3 cos wsinw(kT tanw — /i’)71> </{ cos?w (kT tanw — Ii/)il)

+ (1 + cos?w) (kT tanw — #')? — 3cos wsinw(kT tan @ — k)2

P 12 . /2
— (2 (n3c052w(n7 tanw — /1/)71) — <71€3 cos wsinw(kTtan w — /{’)71) )

"
3 ) k3cos?w (1 + cos?w) (kT tanw — k')

—(—H coswsinw(kTtanw — k')

1"
+ <H30052w(n’r tanw — n’)_1> k3 coswsinw (1 + cos?w) (k7 tanw — &)

6

Scost (1 + cos?

/
+(fm3coswsinw(m'tanwfn’)71> K @)

+(nscos2w(m— tanw — n’)fl)/nﬁ sin weos3w (1 4 cos?w)
75 = (3.1.15)

1 xScostw (1 + coszw)z(m‘ tanw — k') "2 + 272
27 2k5cos’w (

+2k37 coswsinw (1 + cos?w) (kT tanw — k)1

seklinde bulunur.
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ispat (3.1.12) ve (3.1.13) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilar1 yerine yazilir ve
gerekli hesaplamalar yapilirsa 3; egrisinin egrilik ve torsiyonunun esas egrinin Frenet

aparatlari cinsinden esitligi bulunur.

Tanim 3.1.6 ( egrisinin evoliiti ¢* olsun. (* egrisinin aslinormal ve binormal
vektoriinden elde edilen N*B* - Smarandache egrisi

By = —(N* + B") (3.1.16)

Sl

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.7 N*B* - Smarandache egrisinin 7},, N3, ,Bg, Frenet vektorleri

KX — X N* + * B*

T’BQ - ,/27-*2 + li*2

(3.1.17)

<2T*K*2(;—:)/ 4 7_*,{«(27_*2 4 H*2)>T*
4+ = (27_*2 + I{*Q)(T*Q + /-f*2) _ (;_:),K*:S) N*
4 = 7_*2(27_*2 4 I€*2) 4 (T_*>//€*3> B*
Ny = , (3.1.18)

(27*2_}_/{*2)3(7*2_{_/{*2)+2/{*3(ﬁ)/(27*2

+172) (m(;—i>' +(2r°2 + m?))

(27_*3 + T*H*2>T* + (T*/R* o T*R*/>N* + (R*S + 27'*2%& + T*/:‘i* o T*H*I>B*
Bgy =

\/(27.*2 + /-@*2)2(;@*27'*2) + 2,€*3(§)’ <,{*(:;)' + (272 + ﬁ*2)>
(3.1.19)

seklinde verilir.
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Ispat (3.1.16) ifadesinin birinci, ikinci ve tigiincii tiirevleri alimirsa

/ 1
= —H*T*—T*N*—FT*B*,
52 \/5( )
52” — L ((FL*T* _ H/)T* + (—/i*2 . 7_*2 N T*/)N* + (7_*’ _ T*Z)B*)
\/§ )
(KJ*3 + H*T*Q + 2’1*7_*/ + H*/T* . KJ*”>T*
" 1 ! ! 1
=— | +(7°+ K2 = 3k*R" = 377" — 1 )N*
52 \/5

4 = Ii*27'* . 7_*3 o 37_*7_*' 4 7_*”>B*
olur. B;, 5;’ vektorel ¢arpilir ve gerekli norm hesaplamasi yapilirsa

) . 1 (27_*3 + 7'*/{',*2)T* + (7—*//43* _ T*K*/)N*
Bo NB2 =35 , ,
+(/€*3 4 27_*25* 4 Tt ek )B*

, 1
182 || = 7 V K*2 42772

(3.1.20)

(3.1.21)

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

’ " 1 7—* 4 ,7_* /
180 781 = Sy ors et 7 2w (T (D) + 024 509)

(3.1.25)

olur. (3.1.20), (3.1.21), (3.1.23), (3.1.24), (3.1.25) ifadeleri (2.1.2) bagintisindan yerine

yazilirsa 35 egrisinin Frenet vektorleri bulunur.

Sonuc 3.1.8 (3, Smarandache egrisine ait Frenet vektorlerinin esas egrinin Frenet

elemanlar cinsinden ifadeleri

T —sinwl — N
& V1+ sin2o
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<I€3(1 + sin*w) — T(kTtanw — Iil)) T
+( Tsinw(krtanw — k') — K3sinw(1 + sin2w)> N

+| — 7(1 + sin*w)cos ™ (kTtanw — Iil>> B

Ng, = )
KScos (1 + sinw) (kTtant — K/)_Q + 27%(1 + sin’*w)
—27K%c0os?w (1 + sinw) (krtanw — k')

7T — 7sinwN + (/{300573(1 + sin’w)(kTtanw — k') — TCOSW) B

Bg, =

KkOcos’w(1 + Sm2w)2(m'tcmw — K/)_Q + 272
—27r3cos?w(1 + sin w)(krtanw — k')

seklinde verilir.

ispat (3.1.17), (3.1.18), (3.1.19) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilarinda bulunan
karsiliklar1 yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 85 egrisinin esas egrinin

Frenet vektorleri ve egrilikleri cinsinden ifadesi bulunur.

Teorem 3.1.9 N*B*— Smarandache Egrisinin kg, egrilgi ve 75, torsiyonu sirasiyla

/

\/ 2272 4 w2 (12 4 772) + A ) (m(%) + (272 4 m2)>

Y

3
2

KRB, =
2 (27-*2 + K/*Q)
(3.1.26)

—7* (2/{*7*3 + m*37*> + k¥ <27’*4 + m*27*2> — k¥ (67’*2 — 3/{*2>
—K* (27*3 + 11*27*> + 7 (2#@*7’*2 + /1*3) + 3r*T* ((/<;*’)2 — 2(7*')2>
e 273 ((27*2 + 1) (72 4 k%) + 2K (=) </~€*(;—:)/ + 27 + n*2>>
(3.1.27)

bagintistyla verilir.
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ispat (2.1.3) bagintisinda (3.1.22), (3.1.23), (3.1.24), (3.1.25) ifadeleri yerlerine

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa xg, egriligi ve 73, torsiyonu hesaplanmig olur.

Sonuc 3.1.10 N*B* - Smarandache egrisinin,egrilik ve torsiyonunun esas egrinin

Frenet elemanlari cinsinden kargsiliklari

265cos2w(1 + sin?w)’ + 472 (kTtanw — m')z

—41K3cos*w(1 + sin’w)(kTtanw — k)

Kgy, = - 3 )
k3cosw(1l + sin’w)?

(” sinweosw | 6 singmcosiew (1 + sin’w)
krtanw—k

n cos2tw
krtan—k

KSsinwcos w(l + sin*w)

K3 cos?w
krtanw—k

KTtanw—kK

\_/VV

('f i 3<3sm2w ~1)

m'tcmw K7
(

K cos e ) k3coswsinw(1 + sin*w)

(kTtanw — k')~

1"

(w) k*cos?w(1 + sin*w)

KTtanw—kK

(kTtanw — &)

A 2 A 2
2 3 s
( K3 cos?w ) 9 (—n smwcosw)
krtanw—k kTtanw—k

-1
(BSinwcosw(m-tanw - /1’)2)

TﬁQ -
_ kScos?w (1 + sin? 2 kTtant — K - + 272
V2 1m6cos2w ( A ) L
—27K3c0s*(1 + sin*w)(kTtanw — K )

seklinde bulunur.

ispat (3.1.26) ve (3.1.27) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilar1 yerine yazilir
ve gerekli islemler yapilirsa By egrisinin egrilik ve torsiyonunun esas egrinin Frenet

aparatlar1 cinsinden esitligi bulunur.
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Tamim 3.1.11 ¢ egrisinin Evoliitii (* olsun. ¢* egrisinin teget ve binormal vektoriinden
elde edilen 7™ B* - Smarandache egrisi

Py = —(T" + BY) (3.1.28)

Sl

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.12 7™ B* - Smarandache egrisinin 7T,, Ng, ,B3, Frenet vektorleri

Ty, =N, (3.1.29)

<2/€*2T* - KJ*3 o K*T*2) T* + <T*K}*2 4 7_*3 - 21%*7_*2) B*
Ng, = , (3.1.30)

3
\/(H*Q + 7-*2)3 _ 4[,4,*7-*(5*2 + 7-*2) ((/ﬂ?*z + 7-*2) _ H*T*)

<’7’*I{*2 + 7_*3 _ QK*T*2> T + <li*3 + /{*7’*2 _ 2,{*27_*) B*
Bg, = (3.1.31)

3
\/(K*Z + T*2)3 _ 4/1*7-*(%*2 + 7-*2) <<,€*2 + 7-*2) _ FL*T*)

seklinde verilir.

ispat (3.1.28) bagintisinin birinci, ikinci ve iiciincii tiirevleri alinirsa

|
=—|( k" =7 |N*, 3.1.32
B3 \/§< ) ( )
" 1 ! i
B = ((—w TR (5 TN (w7 T*2>B*), (3.133)
V2
" 1 ! / !
=— +| KT 4+ 257 T = 3777 | B”
W=l )

+< _ K:*3 + K*QT* + H*” o 7_*” o /‘i*T*2 + 7_*3) N*
(3.1.34)
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olur. 63/, ﬁgu vektorel carpilir ve gerekli norm hesaplamasi yapilirsa

/ " 1
B A8 =5 (702 4 77%) = 2T T o (w67 4 ) = 207 B )
(3.1.35)

, 1
185 || = E(H* —77), (3.1.36)

/ " 1

185 7 657l = 5\/ (52 + 772 — drre(52 4 772) ((w ey W)

(3.1.37)

olur. (3.1.32), (3.1.33), (3.1.35), (3.1.36), (3.1.37) ifadeleri (2.1.2) bagintisinda yerine

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 53 egrisinin Frenet vektorleri hesaplanmis olur.

Sonuc 3.1.13 3 Smarandache egrisine ait Frenet vektorlerinin esas egrinin Frenet
elemanlari cinsinden ifadeleri

< — sin2w — 1)N

B V1 + dcoswsinw (1 + coswsinw) ’

(1 + sinZw) B

B V/1+ dcoswsinw (1 + coswsinw)

Nﬁs

Bﬁs

seklinde verilir.

Ispat  (3.1.29), (3.1.30) ve (3.1.31) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilarinda
bulunan karsiliklar yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa (35 egrisinin esas egrinin

Frenet vektorleri ve egrilikleri cinsinden ifadeleri bulunur.

Teorem 3.1.14 7™ B*— Smarandache egrisinin xg, egriligi ve 73, torsiyonu

\/2(%*2 + 7-*2)3 _ SH*T*(H*2 + 7-*2) <(/€*2 + 7-*2) _ KJ*T*)

KJ,BS = (/{*—7’*)3 )

(3.1.38)
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!/ /
K <3/€*27'*2 + 7_*4 _ 31%*7_*3 _ K*3T*> 4o <3/€*27’*2 + H*4 o 37_*1%*3 _ 7'*3/'{*>

TBs =

\/Qfl <(/€*2 + ,7_*2)3 _ 4/‘6*’7’*(%*2 + 7_*2) ((/{*2 + 7—*2) _ ,{*7—*>>
(3.1.39)

seklinde verilir.

Ispat (2.1.3) bagintisinda (3.1.34), (3.1.35), (3.1.36) ve (3.1.37) ifadeleri yerine yazilir

ve gerekli hesaplamalar yapilirsa g, ve 73, egrilikleri hesaplanmus olur.

Sonuc 3.1.15 7" B* - Smarandache egrisinin, egrilik ve torsiyonunun esas egrinin
Frenet elemanlari cinsinden karsiliklar

\/2 + &costosinto <1 + coswsz’nw)

"{53 = 3 )
(cosw + smw)
(%) (sin?w(2cos?w + 1) + coswsinw(2sin*w + 1))
+ (%) (cos*w(2sin’*w + 1) + coswsinw(2cos?w + 1))
TBs = 6

kScos?w
V2(kTtant — K’

7 ( 1 + 4coswsinw + dcos?wsin’w )
(3.1.40)

ifadesiyle verilir.

ispat (3.1.38) ve (3.1.39) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilarinda bulunan
karsiliklar yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (3 egrisinin egrilik ve

torsiyonunun esas egrinin Frenet elemanlari cinsinden ifadeleri bulunur.

Tanmm 3.1.16 ( egrisinin Evoliitii ¢* olsun. (* egrisinin teget, aslinormal ve binormal
vektoriinden elde edilen 7" N* B* - Smarandache egrisi

1
= —(T*+ N*+ B* 3.1.41
Ba \/3( ) ( )

seklinde tanimlanir.
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Teorem 3.1.17 T N*B*— Smarandache egrisinin T},, N, ,B3, Frenet vektorleri

_—H*T* + (li* _T*)N* +T*B*

Ty, = , (3.1.42)
Pa \/2(1,{*2 + 7-*2 _ /{*7-*)
(2,1*(/{*2 +T*2 o I{*T*)(T* . Ii*) + (T_*) K*Q(QT* . K*))T*
K
_,_( . 2(I€*2 + 7_*2 . K*T*)(I{*Q + 7_*2) . (7__*) /{*2(/{* + T*)) N*
K
_'_(27_*(/{*2 + 7_*2 o R*T*)(Ii* o 7.*) + (7—_*) li*2<2/€* o T*>>B*
K
NB4 - I\ 2 ’
6/€*4<l€*2 4 7_*2 - K*T*) ((T_*) ) + 8(/‘1*2 + 7_*2 o R*T*)S(K)*Q 4 7_*2)
K
*2 *2 % _%\2 [ %3 *2 ok T /
+8(K* + 7" — K*T*) (K™ + K )(E)
(3.1.43)
(2%*27* — 2* 72 4 273 ¥ et — T*K*I)T* + (T*//f* — T*H*/>N*
+( — 272 4 2kF T2 4 267D 4 T R — T*FL*/)B*
Bﬁ4 = —
3k*4 ((T—*) ) + 4(K*? 4 72 — K}*T*)2(I€*2 + 7*2)
K
+4I€*2(:‘€*2 4 7_*2 . H*T*)(KJ* +T*)(T—*)
K
(3.1.44)
seklinde verilir.
ispat (3.1.41) ifadesinin birinci, ikinci ve iiclincii tiirevleri alinirsa
= —\| — K K —T T y -1
R
. 1 (—/ﬁ?* _ 5*2 T T*H*)T* + (-K,*Z 4 /‘i*/ _ 7_*/ o T*Q)N*
By = — ) , (3.1.46)
\/g +(KJ*T*—T*2+T* )B*
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(/1*3 — 3K*K* 4 27 K 4 TR /<;*7'*2>T

"

! 1 ! 14
+ —K*S — 3K*K* +T*/€*2—|—/€* +7_*3 — 3t —/4,*7—*2 — ¥ )N

&
|
5l

+ =73 =3 — R4 2R 4 kAT 4 7'*”> B
(3.1.47)

olur. 3,8, vektorel carpilir ve gerekli norm hesaplamasi yapilirsa

(2&*27'* —2k* 2 oS g e — T*K*/)T* + <T*/Ii* — T*Ii*/> N*

! " ].
Ba APy = 3 , ) ;
+< — 2% 27% 4 22 4 2k 4 T R — TR >B*
(3.1.48)
! 1 *2 *2 -5k
184 || =7 2( K*2 4 72 — grrx ) (3.1.49)
ENE

/ , 1 3/€*4 ((T*) > _|_4(’€*2 +7_*2 . H*T*)Q(I{*z +T*2)

1Bs ANBa || = 5 K L (3.1.50)

3
+4(/€*2 + 7_*2 _ H*T*)(T*H*Q + 7_*3)(%)
K

bulunur. (3.1.45), (3.1.46), (3.1.48), (3.1.49) ve (3.1.50) ifadeleri (2.1.2) bagintisindan

yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa /3, egrisinin Frenet vektorleri elde

edilmis olur.

Sonuc 3.1.18 [, Smarandache egrisine ait Frenet vektorlerinin esas egrinin Frenet
elemanlari cinsinden ifadeleri

—(cosw + sinw)T — N

Ts, = ,
Pa V2 + sin2w

( 2k3(cosw + cos*wsinw)(kTtanw — /<c/)_1 — 7(cosw — sinw) ) T
. —2r3(cosw + cos*wsinw)(sinw + cosw)
(kTtanw — K')

+ 7(cos*w — sin*w) > N

+ ( —T1cosw(sinw(2sinw + cosw)) + 7(2cosw + sinw) ) B
Ng, = |
8k8cos?w(1 3
672(1 + coswsinmw) + o w(1 + coswsinw)

f (kTtanwo — /-@/)2
8k37cosw(1 + coswsinw)(cosw — sindw)
(kTtanw — K)
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7T — 7(cosw + sinw)N

+(2x3cosw (1 + coswsinw)(kTtant — /ﬂ?l)_l + 7(sinw — cosw))B

3w — sindw)

/34 =
\/ N 4k8cos?w(1 4 coswsinw)?  4k3Tcosw(cos
. _

(krtanw — k') (kTtanw — k')

seklinde verilir.

ispat (3.1.42), (3.1.43), (3.1.44) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilarinda bulunan
kargiliklart yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 35 egrisinin esas egrinin Frenet

vektorleri ve egrilikleri cinsinden ifadeleri bulunur.

Teorem 3.1.19 T N*B*— Smarandache egrisinin g, egriligi ve 7, torsiyonu

I\ 2
9/£*4 ((T_*) ) + 12</{*2 + 7_*2 _ K*T*)2<Ii*2 + 7_*2)
K

/
*

+12(/€*3 + KJ*ZT*)(I{*Q +7_>k2 . H*T*)(T—*)
Kg, = — : (3.1.51)
2

(2(5*2 + T*Z _ FJ*T*))

/ﬁ?*/ o 2/{/*37_* 4 4/{*27_*2 . 4I€*T*3 + 27_*4> 4 T*/Fd*/ < - 65*2 4 67_*2)

! 1 ! I
+7'* (_ 4H*3T* + 4/1*27'*2 _ 2/{*7_*3 + 2/{*4) K (7_* PR >

2
47+ (2/{*3 + 2K*T*% — 2/@*27'*) + (/{*/> (6&*7’* — 37’*2>
2

« ! 2
3_%(3“0*4 ((T_*) ) +4(k*? 4+ 72 — /1*7'*)2(/1*2 + 72+

Tps =

K

« !

=)

4(l€*3 + H*QT*)(KJ*2 4 7_*2 . K*T*)(
(3.1.52)

seklinde verilir.

ispat (2.1.3) bagintisinda (3.1.47), (3.1.48), (3.1.49) ve (3.1.50) ifadeleri yerine

yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa <, ve 75, egrilikleri hesaplanmisg olur.
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Sonuc 3.1.20 7*N*B*— Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunun esas egrinin

Frenet elemanlar1 cinsinden karsiliklar

972 (krtanw — k') + 12k8cos*w (1 + coswsinw)? (krtanw — n/)_l

—12k37cosw(cos*w — sindw)

3
(/@300,9@\/2 (1 + coswsz’nw))

/ .
( K3cos’w ) 2k5cos?wsin®w (1 + cos’*w)

=
i)
iy

I

—
KTtanw — K +2k5cosPwsinm(1 + sin’*w)

! .
K coswsmw) 2k8costw(1 + sin’w)

RTlanw — K +2kCcosPwsinwm (1 + cos*w)

7

3
) 6(sin’ew — cos?w)(krtan — k')’

K3cos*w ) (—/-@ COSTTSINT

+

m'tcmw — K kTtanw — K’

) T(kTtanw — ﬁ')z

"

) 2k3cos?w (1 + coswsinw)(kTtanw — k)

/‘iCOSw

+

N 2
) — 3sinw(2cosw + sinw)(kTtanw — /<;/)2
kTtanw — K')

—KJ COSTTSING

+
kTtanw — K')

T8y =
. N—2
51 3k97%c0s%w + 4k cos w(1 + coswsinw)’ (kTtanw — k')
2
-1

o
<
(e
( Kk*coswsinw
g
§

A
) 3cosw(cosw + 2sinw ) (kTtanw — m')Q

—4k1cos’w(cosPw — sin’w)(kTtanw — k')

seklinde bulunur.

ispat (3.1.51) ve (3.1.52) ifadelerinin (2.2.5) ve (2.2.8) bagintilarinda bulunan
karsiliklar1 yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa (3, egrisinin egrilik ve

torsiyonunun esas egrinin Frenet elemanlar cinsinden ifadeleri bulunur.
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Ornek 3.1.21 3(s) = (scos(In(s)),ssin (In(s)),s) egrisinin Frenet vektorleri ve
egrilikleri

|3

- <\/§ (cos (In(s)) —sin(In(s))), (sin (In (s)) 4+ cos (In (s))), ?) 7

= ( \2[ (sin(In(s)) + cos (In(s))) ,\gﬁ (cos (In(s)) — sin (In (s))) ,0) ,
= ( \6[ (cos(In(s)) —sin(In(s))), — \éé (sin(In(s)) + cos (In(s))) ,\gé) ,
V2 1
K= T=

seklinde bulunur.Bu egrinin Frenet vektorlerinden olusan Smarandache egrileri (2.3)

bagintisina gore

1
_ =—(T+N
ﬁl esas \{i ( + ) )
BQfesas = = (N + B) )
V2 (3.1.53)
B3—esas = ? (T + B) )
—esas — = T+N+B

seklinde tanimlanir. 5 egrisinin Evoliitii (2.2.1) bagintisindan

scos(ln(s)) — 32—3 (sin (In (s)) + cos (In (s))) + @ tan (37) (cos (In (s)) — sin (In (s))),
B* =] ssin(In(s)) + 32—5 (cos (In(s)) —sin(In(s))) + % tan (31) (sin (In (s)) 4+ cos (In(s))),
s —+/3stan (33—1)

seklinde yazilir. 5* egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri

32 (sin (%) sin (In (5)) + 2 cos (In (s)) cos (4 ) + sin (In (s)) cos (%)) ,
= _@ (sin (3?) V3 cos (In(s)) + cos (In (s)) cos (331) — 2sin (In (s)) cos (3—;)) ,
¢ (sin (%) V3 = cos (%))

31



sin (33—1> V3 cos (In (s)) + cos (In (s)) cos (%) 2sin (In (s)) cos (%)

| A ()

o (1) Vi n ) + 200 0150 (2 4ot on (2)
(¢

[ P E e ) e

-6 (2\/5 (331) cos (%1) cos (In (s)) — 2cos? (%) cos (In (s)) — 4cos? (%) sin (In (s)) + 3sin (In (s)))

31 31 31
6¢2\/§sin (—) cos (—) + 2cos? (—) + 3
3 3 3 .

-6 (2\/§sin <33i) cos (%) sin (In (s)) 4 4cos? (%) cos (In (s)) — 2cos? (%1) sin (In (s)) — 3 cos (In (s)))

- 31 316\/2\/55:11 (3#;)005(331) 2eos? (i;) +3
V2 (2viear® () +osin () oo (5 ) +248)
6\/2\/§sin (%) cos (‘l;) 1 2c0s2 (3?1) +3
L y2sin (3) VBcos () + 2(cos (2))” + Beos (%)
6s
s () ( oAl ()4 (1) o (4) 20 1) )
e —3651n(3) )) —27\/§cos( )—27sm( )
31

(cos (4
183(8sm< F) (cos (4))'v3 = 8(cos ()" +12sin (3 mcos(%,))

+24 (cos ( )) +9

seklinde hesaplanir. Bu egrinin Frenet elemanlarinin olusturdugu Smarandache

egrileri (2.3.2) bagintisina gore

Blzﬁ(T*+N*)7

b Vf( ) (3.1.54)
63:7§<T*+B*>,

Bi= 5 (T + N* + BY)

seklinde tanimlanir. (3.1.53) ve (3.1.54) numarali bagintilarda bulunan Smarandache

egrilerinin grafikleri Sekil 3.2, Sekil 3.3, Sekil 3.4, Sekil 3.5 de verilmistir.
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(a) Bl—esas egl‘iSi (b) 61 egrisi
Sekil 3.2 Egrilerin teget ve aslinormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri

-08

-0.4

0.4

(a) P2_csas eBrisi (b) B egrisi
Sekil 3.3 Egrilerin aslinormal ve binormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri
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-0.05

nis

(a) BB—esas egl‘iSi (b) 63 egrisi
Sekil 3.4 Egrilerin teget ve binormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri

(a) Pa—csas eBrisi (b) B4 egrisi
Sekil 3.5 Egrilerin teget,aslinormal ve binormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri
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Ornek 3.1.22 3 = (\/ii cos (s), \/LE sin (s) , \%s) Helis egrisinin Frenet vektorleri ve
egrilikleri

seklindg bulunur. Bu egrinin Frenet vektorlerinden olugan Smarandache egrileri (2.3.2)

bagintisina gore

Bl—esas:%ﬁ(T—}_N)?

Boesas = == (N + B),

?2 esas \[( ) (3155)
BS—esas:%(T+B)7

B4—esas:%(T+N+B)

seklinde tanimlanir. /3 egrisinin Evoliitii (2.2.1) bagintisindan

( —gcos(s)—tan<fs+10) sin (s), —gsin(s)—i—tan (@s—i—l()) cos (s) L2, )

7= — tan (§5—|—10>

seklinde yazilir. 3* egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri

—sin (%s + 10) (sin (%s + 10) V/25sin (s) + 2 cos (s) cos (gs + 10))

2\/—0082 (?s + 10) +1

)

sin (?s + 10) (sin (@s + 10) V2 cos (s) — 2sin (s) cos (?s + 10))

T = , ,
2\/(30s2 (gs + 10) +1
ﬂ\l —cos? (ﬁs + 10) +1
2 2
N V/2sin (s) sin (?s + 10) —v/2 cos (s) sin (gs + 10) —sin (@s + 10) V2

2\/C082 (@s + 10) +1 2\/C082 (?s + 10) +1 2\/(?082 (@s + 10) +1
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— sin (@s + 10) (cos (%s + 10) /2 sin (s) sin (?5 + 10) + 2cos? (@s + 10) cos (s) — 2 cos (s))
2cos? (@s-&-lo) -2 ’
sin (gs + 10) (cos (@5 + 10) V2 cos (s) sin (@5 + 10) - 2(005 (@s + 10))2 sin (s) + 2 sin (.5))

2cos? (@5 + 10) —2

B*

. V2cos? <§s+10> ) V2 L (V2
k¥ = T =——cos” | —s+ 10

2\/—0052 (‘/753 + 10> +1

seklinde hesaplanir.Bu egrinin Frenet elemanlarinin olusturdugu Smarandache egrileri

(2.3.2) bagintisina gore

Bt =55 (T*+ N7),

6_("* Vf< ) (3.1.56)
53 :7§<T*+B*)>

B = 5 (T + N* + B)

seklinde tanimlanir. (3.1.55) ve (3.1.56) numarali bagintilarda bulunan Smarandache

egrilerinin grafikleri Sekil 3.6, Sekil 3.7, Sekil 3.8, Sekil 3.9 de verilmistir.

(@) B1_csqs eBrisi (b) B:" egrisi
Sekil 3.6 Egrilerin teget ve aslinormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri
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(@) Bo_cgqs eBrisi (b) Bo" egrisi
Sekil 3.7 Egrilerin aslinormal ve binormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri

(@) B3_csqs eBrisi (b) B3* egrisi
Sekil 3.8 Egrilerin teget ve binormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri
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(@) By_csqs eBrisi (b) Bs* egrisi

Sekil 3.9 Egrilerin teget, aslinormal ve binormal vektorlerinin toplamiyla elde edilen

Smarandache egrileri

3.2 Evoliit Egrilerine Ait Sabban Catisina Gore Smarandache Egrileri

Bu boliimde, ( egrisine ait (* evoliit egrisinin teget, aslinormal ve binormal
vektorlerinin birim kiire yiizeyinde c¢izdigi egrilerin Sabban catilar1 tanimlanarak
bu catilar konum vektorii olarak alindiginda olugan Smarandache egrileri incelendi.
Bulunan sonuglarin evoliit egrisinin Frenet aparatlar1 cinsinden ifadeleri verildi.
Cizilen kiiresel egrilerin Sabban catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik

egrilikleri (2.4.2), (2.4.3), (2.4.4) e gore benzer olarak sirasiyla
(T™*) tegetler gostergesi;

;

T =T T,*=N* T,y =B,

)

™ =T, TVV'=-T"+ZT" T"=-ZT, (3.2.1)

\K;g - <T1*/7T2*> = ;_1:7
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(N*) aslinormaller gostergesi ;

.
N*=N* N;* = —cosw*T* +sinw*B*, Ny* =sinw*T* + cosw*B*,

*x/ x/

w
W=l

N* = N;*, N;*¥' = —N*+ No*, Np*' = ———T%,

W]l

K)g = <T],\7*,N2*> w’

= W
(3.2.2)
B*) binormaller gostergesi;
g g

(

B*=DB* B{"=-N* By =T",
{B” =B*, B/"=-B"+%By", By =-%B" (3.23)

Rg = <Bl*/7 BQ*> - i_:?

\

seklinde bulunur. Bu gostergelere ait gorseller Sekil 3.10 da verilmistir.

(a) (b)
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(0

Sekil 3.10 7™, N*, B* gostergelerinin olusturdugu Smarandache egrileri

Tamm 3.2.1 ¢* : [ — S? egrisinin T™ vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atis1 {7, 71", T>*} olsun.

1
Bs = E(T* +17") (3.2.4)

ifadesiyle verilen, teget vektoriin ¢izdigi egriye 7*717 " -Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.2 [ egrisinin geodezik egriligi

1 * *
K5 = —5<T—)\1 vl 2)\3> (3.2.5)
2 IK;* IK;*

g9
(2+ ()
denklemiyle verilir. Burada
7_*2 7*\/ [ 7* 7_*2 7_*4 7\ [ r*
M==2-(5) + () (F) e =—2-3(5) - (F) - () (%)

ho=2(2) + (2) + (2

K* K

(3.2.6)
seklinde birer katsayidir.
Ispat (3.2.4) egrisinin s 35 yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsg 1 T*
T 5:—(—T* T —T*) 32.7
Bs ds \/5 + 11 + pe 2 ( )
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T S5 . .
bulunur. Bulunan esitligin normu alinirsa d—& ifadesi
s

e = oo (3

/ﬁ;*
seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (3.2.7) bagintisinda yerine yazilirsa T, (s) teget

vektorii
1 *
T,(s) = —( —T + Ty + T—*T2*> (3.2.8)
24 (1) "
KJ*
olur. (3.2.4) ve (3.2.8) ifadelerinden elde edilen 35 A T, vektorii
1 * *
Bs ATy () = —o (T—T - g 2T2*> (3.2.9)
T* 9 \K K
4+ 2(5)

biciminde yazilir. (3.2.1) bagintist (3.2.4), (3.2.8) ve (3.2.9) bagintilarinda yerine
yazilirsa

B egrisine ait Sabban ¢atisinin Evoliit egrisine bagli ifadesi

) = (174 ),

1 *
Th(s) = —( ~T* 4+ N* T—*B*), (3.2.10)
* KR
24 (=)
K*
1 * *
Bs A T () = ——— (7" = TN +2B")
T* 2 K K
4+ Z(H—)

seklinde olur. (3.2.8) ifadesinin tiirevi alinirsa

T, (s) = - (AlT* YT+ >\3T2*> 3.2.11)

olur.Burada A\, A\, A3

= -2- () E) () = -2-3(E) - (2)'- ()(3)
b =2(5) + (3)+ ()

seklinde birer katsayidir. Burada (3.2.1) yerine yazilirsa T (s) tiirev vektdriiniin

Evoliit egrisine bagh ifadesi

2
T, (s) = LZ </\1T* 4 WN* £ AgB*)

(2+(=))
seklinde olur. x> geodezik egriligi bulunur.
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Sonuc 3.2.3 (3.2.4) egrisinin geodezik egrili§inin esas egrinin Frenet aparatlar
cinsinden ifadesi

1 — _ _
kP = = ( —tanw\; — tanw, + 2)\3> (3.2.12)

g 5
<2 + tan? w) ?

denklemiyle verilir. Burada

(

A =—2— (tanw)2 + (tanw),(tanw),

Ay = —2 — 3(tanw)2 — (tanw)4 — (tanw)/(tanw), (3.2.13)

A3 = —2(tanw) — (tanw)3 — (tanw),

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.4) esitliginde sirasiyla (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan karsiliklar
yazilirsa (35 vektoriiniin esas egriye bagl ifadesi

Bs(s) = i(—TJrcosz—sian) (3.2.14)

V2

olur. (3.2.14) ifadesinin tiirevi alinirsa Tz (s)

1

Ty (s) = —
’ V2 +tan?w

seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

( — T — sec wN> (3.2.15)

(

AN =—-2— (tanw)2 + (tanw)/(tanw),

Ao = —2— 3(tanw)2 — (tanw)4 — (tanw),(tanw),

A3 = —2(tanw) — (tanw)3 — (tanw),

\

olmak iizere T} (s) tiirev vektorii

Y A COS T + \3sinw \/5
_ 2 1 3
Té5(3) = )\2\/_ T + ( >

(2—1— (tanw)2)2 (2+ (tanw)2>2
<X3 CoS T — A\p sin w>\/§
<2+ (tanw)2>2

olur. (3.2.14) ve (3.2.15) ifadeleri alinir ve gerekli iglemler yapilirsa 35 A Tz, vektorii

B

+

tanw sin w tanwsinw + 2 cosw

= T + — N ++ B
\/4+2tan2(w+c) V44 2tan® w \/4+ 2tan?(w + ¢)
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biciminde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan 555 geodezik egriligi

1 _ _ _
K> = 5 ( —tanw\; — tanwy + 2)\3>

<2 + (tanw)2) ’

olur.

Tamm 3.2.4 ¢* : [ — S? egrisinin T™ vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atis1 {7, 71", T>*} olsun.
1

Bs(s) = ﬁ(T* + Ty") (3.2.16)

ifadesiyle verilen, teget vektoriin ¢izdigi egriye 7*(75")-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.5 [ egrisinin geodezik egriligi
/156 S (3.2.17)
KR* — 1%

denklemiyle verilir.

Ispat (3.2.16) egrisinin s 3, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dSﬁ 1 T*
Ts. b = —(1——)T}* 3.2.18
Pe " ds \/5( /43*) ! ( )

gy ds . .
bulunur. Bulunan esitligin normu alinirsa % ifadesi

ds V2

seklinde bulunur. Bu ifade (3.2.18) bagintisinda yerine yazilirsa 7, (s) teget vektorii

dsﬁe . 1 7'*
(1-%)

Tse(s) =T4" (3.2.19)
olur. (3.2.16) ve (3.2.19) ifadelerinden elde edilen 3 A 13, vektorii

1
Bs A T (s) = E(—T* Ty (3.2.20)

biciminde yazilir.(3.2.1) bagintist (3.2.16), (3.2.19) ve (3.2.20) bagintilarinda yerine

yazilirsa g egrisine ait Sabban catisinin Evoliit egrisine bagl ifadesi

Bs(s) = %(T* + B,
The(s) = N7, (3.2.21)

By A Ty (s) = %(—T* + B
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sekline olur. (3.2.19) ifadesinin tiirevi alinirsa

2 *
(LT*)( ~ T+ 1) (3.2.22)
olur. Bu vektore (3.2.1) den kargiliklar yazilirsa T}, (s) tiirev vektori

V2
-5

seklinde bulunur. £ geodezik egriligi

TéG(s) =

T, (s) = (-7 +-B)

seklinde bulunur.

Sonuc 3.2.6 (3.2.16) egrisinin geodezik egrili§inin esas egrinin Frenet aparatlari

cinsinden ifadesi
Sin w — COS @

Po — 2= 77 3.2.23
g sin w + cos w ( )

denklemiyle verilir.

ispat (3.2.16) esitliginde sirasiyla (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan karsilig

yazilirsa g vektoriiniin esas egriye bagli ifadesi

Bs(s) = % <(sinw + cosw) N + (cosw — sinw) B> (3.2.24)

olur. (3.2.24) ifadesinin tiirevi alinirsa Tz, (s)
Tgo(s) = =T (3.2.25)

olur. (3.2.25) ifadesinin tiirevi alinirsa T}, (s)

T = N

sinw + cosw
bulunur. (3.2.24) ve (3.2.25) ifadeleri alinir ve gerekli islemler yapilirsa 55 A 1},

vektorii
1
Be N\ Tge(s) = E((sinw — cosw) N + (cosw—l—sinw) B)

biciminde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan /156 geodezik egriligi

Sin w — COS @
Hﬁﬁ

g

sin @ -+ cos @
seklinde elde edilir.
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Tamm 3.2.7 ¢* : [ — S? egrisinin T™ vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atis1 {7, 71", T>*} olsun.
1

Br(s) = 7 (Tl* + T;‘) (3.2.26)

ifadesiyle verilen, teget vektoriin ¢izdigi egriye 71" (7" )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.8 [3; egrisinin geodezik egriligi

KT = 1 5 (2;—:61 — &9+ 83)
2

T ()

denklemiyle verilir. Burada

=5 2(5) +25) (F), e=-1-3(2)-25) - (&)
=) —2(F) + (F)

seklinde birer katsayidir.

Ispat (3.2.26) egrisinin s 3, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsg 1 T* T*
T, L6 :—<—T*——T* —T*) 3227
Br ds \/5 = 1+ = 2 ( )

bulunur. Bulunan esitligin normu alinirsa

d5ﬂ7
ds

ifadesi

d857 1

1Y
is Vo +2()

seklinde bulunur. Bu ifade (3.2.27) bagintisinda yerine yazilirsa 7. ()

Ts.(s) = —( T - %Tl* n %B*) (3.2.28)

olur. (3.2.26) ve (3.2.28) ifadelerinden elde edilen 37 A T}, vektoril,

1 *
By AT (s) = —m <2T—*T* ~ T+ TQ*) (3.2.29)

T*)Q R
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biciminde yazilir.(3.2.1) bagintist (3.2.26), (3.2.28) ve (3.2.29) bagintilarinda yerine

yazilirsa 37 egrisine ait Sabban catisinin Evoliit egrisine bagl ifadesi

B = (V4 B).

1 * *
Ty (s) = —( S N T—B*), (3.2.30)
1+ 2(7—*)2 " "
K*
1 T* * * *
By A T (s) = —(2—*T ~ N*+B )
2+ 4(7—*)2 "
[K‘,*

seklinde olur. (3.2.28) ifadesinin tiirevi alinirsa
V2
(1+2(2)")

T (s) = . <51T* eV 4 63T2*) (3.2.31)

olur. Burada ey, €5, €3

=1 +2(E) +2(3) (R) e =-1-3(2) - 2(2) - (7)

K

(3.2.32)
seklinde birer katsayidir.Bu ifadeye (3.2.1) bagintisindan karsiliklar1 yazilirsa Té7(s)

vektoriiniin Evoliit egrisine bagh ifadesi
V2
(1+2(2))

seklinde olur. m§7 geodezik egriligi

Té7(3) = 5 (51T* + e N* + €3B*>

= ! 5 (27—151 — &9+ 53)
(1+202))" "

seklinde bulunur.

Sonuc 3.2.9 [regrisinin geodezik egriliginin esas egrinin Frenet aparatlari cinsinden
ifadesi

KT = (—2tanws; — & + &) (3.2.33)



denklemiyle verilir. Burada

(
g1 = tanw — tan® w + 2 tan’ w tan w,

gy = —1—3tan’w — 2tan* w + tan’ w, (3.2.34)

g3 = tan’w — 2tan* w — tan’ @

\

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.26) esitliginde (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan esitlikleri yerine

yazilirsa [3; vektoriiniin esas egriye bagli ifadesi

Ba(s) = %( _T4+sinwN +cosw B) (3.2.35)

olur. (3.2.35) ifadesinin tiirevi alinirsa T, (s)

tan w tan o sin w — cos w 2sinw

T(s) = m=——=Tt+— = N+ =———==25

1+ 2tan“w 1+ 2tan“w 1+ 2tan“w

(3.2.36)
olur. (3.2.36) bagintisinin tiirevi alinirsa

= Zi1cosw + Ezsinw V2 E3cosw — €1 Sinw V2

Tp,(s) = 22 2T+( 2) NJF( 2)

(1 + tan?2 w) (1 + tan?2 w) <1 + tan?2 w)

olur. Burada €, 25,23
.

g, = tanw — tan® w + 2 tan’ wtan w,

gy = —1 — 3tan’w — 2tan® w + tan’ w,

g3 = tan’w — 2tan* w — tan’ @
\

seklinde birer katsayidir. (3.2.35) ve (3.2.36) ifadeleri alimir ve gerekli islemler
yapilirsa 37 A T}, ifadesi

2 3v2sinw cosw V2 — 2vV2tanwsinw
B7 NTg,(s) = LT—F V2 N+( V2 B

V2 + 4tan® w V2 + 4tan® w V2 + 4tan® w

bulunur. /{57 geodezik egriligi

1
KT = . <2 — tan ws, — & + 53)

g 5
(1 + 2tan? w) ?

bulunur.

47



Tamm 3.2.10 ¢* : [ — S? egrisinin T* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atis1 {7, 71", T»*} olsun.

Bs(s) = i(T* + 1" + 1Y) (3.2.37)

V3

ifadesiyle verilen, teget vektoriin ¢izdigi egriye 77} " (75")-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.11 [y egrisinin geodezik egriligi

1 * * *
s = ———— (D)o (14 5) e+ (2- ) ) (3238)

)

denklemiyle verilir. Burada

or=-2+4(%) - (2) +2(5) + (2) 25 - 1)
Go=—2+2(2) —4(TZ) +2(%)’ —2(2) - () 1+ ) (239
|05 =2(%) —4(2)" +4(5)" —2(2) + ()2~ %)

seklinde birer katsayidir.

Ispat [ egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

15, _%< T+ (1= )1 + 1) (3.2.40)

dsp, \/ 2 ( T* T*\2
s _ 21T >
ds 3 -t ( K* )
olur. Bu ifade (3.2.40) bagintisinda yerine yazilirsa T, ()

1

-5 )

bulunur. (3.2.37) ve (3.2.41) ifadeleri aliir ve gerekli islemler yapilirsa g A T,

Th(s) = ( ~ T4 (1 %)Tl* + %TQ*) (3.2.41)

vektori,

* *

2((2%—1)T (1+ )T1 +(2——)T2)

58 A Tﬁs

—\/_\/1——+

(3.2.42)
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seklinde ifade edilir. (3.2.37), (3.2.41) ve (3.2.42) bagintilarinda (3.2.1) bagintisinda

bulunan kargiliklart yerine yazilirsa (g egrisine ait Sabban catisinin Evoliit egrisine

bagh ifadesi,
Bs(s) = ——(T* + N* + B,
S [E—
) V3
1 * *
Ts(s) ( T (1- )N T—*B*), (3.2.43)
(- 5+ ) c
K* K*
7_* 7_* * .
By A Ty (s (L -nr -+ v+ - 5B
oWV K K

—\/_\/1——+

seklinde bulunur. (3.2.41) ifadesinin tiirevi alinirsa

V3
1(1-5+(5)

olur. Burada ¢1, ¢o, ¢3

Do) = 2)2 (617" + 611" + 6aTy) (3.2.44)

o= -2+ 4(2) - () +2(2) + () (5 -,

K* K*

b= —2+2(%) —4(5) +2(5)" - 2(2) - (2) (1+ 5.
(05 =2(5) —4(2)" +4(5) - 2(5) + (B)' (2 - &)

(3.2.45)
seklinde birer katsayidir. Bu vektore (3.2.1) bagmtisinda bulunan karsiliklar1 yerine

yazilirsa Tj (s) vektoriiniin Evoliit egrisine bagl ifadesi

V3
-2+ ()

biciminde olur. ngs geodezik egriligi

Th(s) = (67" + 62N + 037

Bs _ 1 (27_*—1)¢1—(1+T—*)¢2+(2—T—*)¢3
g 4\/§<1 + ;_i + (Z_:)Q>2 < K* K* K* >

K

seklinde bulunur.
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Sonuc 3.2.12 35 egrisinin geodezik egriliginin esas egrinin Frenet aparatlari cinsinden

ifadesi
5 —(2tanw — 1)¢y — (1 — tan @), + (2tan @)y
Rg® = 5 (3.2.46)
4\/_<1 — tan @ + tan? )2
denklemiyle verilir. Burada
(
¢, = —2—4tanw — tan’ @ — 2tan’ w — tan’w(Ztanw — 1),
¢y =—2—2tanw — 4tan’ @ — tan® @ — 2 tan" @ + tan’' @' (1 — tan @),
b3 = —2tanw — 4tan’ w — 4 tan’ w — 2tan* w — tan’' @ (2 + tan @)
\
(3.2.47)

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.37) bagmtisinda (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan karsiliklar

yazilirsa g egrisinin esas egriye bagl ifadesi

1
Ps(s) = —| =T+ <cosw + sinw) N + (cosw — sinw) B (3.2.48)
V3
bulunur. (3.2.48) ifadesinin tiirevi alinirsa 7, (s)
t —1 t i —
Ty (s) = an o r, _tnwsinw —cosw

\/Q(I—tanw+tan2w) \/2(1—tanw—|—tan2w)

2sinw

B (3.2.49)

\/2(1 —tanw +tan2w)

seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

(

¢ =—2—4tanw — tan’ w — 2 tan’ w — tan’ w(2tanw — 1),
¢y =—2—2tanw — 4tan’ @ — tan® w — 2 tan* w, + tan’ @' (1 — tan w),
$3 = —2tanw — 4tan’ w — 4 tan® @ — 2 tan' @ — tan’ @ (2 + tan w)

\

olmak iizere T (s) tiirev vektorii

_52\/3 T4 (51 cosw + q_b3 sin w) \/g

2 2
4<l—tanw—|—tan2w> 4(1—tanw+tan2w>

B

((;53 coS w — ¢, sin w) V3
4

3
(1 — tan w + tan? w)
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bulunur. (3.2.48) ve (3.2.49) bagintilar1 alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 53 AT,

vektori

1+ tanw 4sinw — cos w — tan w sin w

PBs ATy (s) = T+ N

\/6<1—tanw+tan2w) \/6(1—tanw+tan2w)

2tanwsinw + 2 cosw

\/6<1 —tanw+tan2w)

bulunur.ffg8 geodezik egriligi

B

(1 —2tanw)e, + (tanw — 1)d, + (2 tan @)y

Bs _
:‘ig =

njo

4\/5(1 — tan @ + tan? w)

seklindedir.

Tamm 3.2.13 ¢* : [ — S? erisinin N* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atist { N*, N1*, No*} olsun.

Bo(s) = %(N* + Ny¥) (3.2.50)

ifadesiyle verilen egriye N*N;*-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.14 [y egrisinin /@59 geodezik egriligi

x/

1 w*’ w
Bo — — 2 2.51
K ot (e e+ 2) S
<2+ (mie7) )

denklemiyle verilir. Burada

;

™! 2 wo*! o’
xi=-2~ ()" + () (i),

wo*! 2 wo*! 4 wo*! wo*!
xa = =2 =3(557)" — () — () (n): (.22

| xs = 2(7) + (F)” + ()’

seklinde birer katsayidir.

Ispat [y egrisinin yay parametresine sg, gore tiirevi alinirsa

dSﬁ 1 w*'
T, L300 :—<—N* N
“ds Vs MR

NQ*) (3.2.53)
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Cqeue ds . .
bulunur. Bulunan esitligin normu hesaplanirsa d—ff’ ifadesi

vy ()

olur. Bulunan bu ifade (3.2.53) bagintisinda yerine yazilirsa T}, ()

T (s) = (= v+ M+ T ) (3.2.54)

w* |9
2+ (p)

olur. (3.2.54) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar,

olmak iizere T} (s) tiirev vektorii

\/5 * * *
Ty = s (AN e+ ) (3.2.55)

(2 + (Hgfv—t:Hf)

bulunur. (3.2.50) ve (3.2.54) ifadeleri alinir ve gerekli islemler yapilirsa 59 A T},

vektori,
1 o’ . w*! N .
( N N, +2N2> (3.2.56)
w* |9
449
\/ ()

Bo A Tpy(s) = -
” W
seklinde ifade edilir.(3.2.2) bagintis1 (3.2.50), (3.2.54), (3.2.55) ve (3.2.56)

bagintilarinda yerine yazilirsa 3y egrisine ait Sabban catisinin ve T} tiirev vektoriiniin

Evoliit egrisine bagli ifadesi

Po(s) =—=(—cosw T + N* +sinw”B"),

G-

T (5) :w*' sinw* — ||IW*|| cos w* o Il A
V2I[WH12 + (w*)? V2IIWH|]2 + (=)

@ cosw* + ||W*|| sinw* _,

V2I[WH2 + ()2

i
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x/

~ w cosw* + 2|W¥| sinw*,_, @

Bo Ny (s) = - '
’ VAIW2 + 2(w)? VA2 + 2(w)?
2||W*|| cos w* — w*' sin w* B
VA2 + 2(w)? ’
gy IRt —pcon) YR

(2|[W*]2 + (@)2)? (2I[W*][2 + (w+)2)?
IV IVR(esin®” + coswxa)
2W[2 + (w*)2)

olur. x° geodezik egriligi

1 w*’ w*’
Bo __ < _
Ky = X1 " X2+2X3>
e [ A

(W]

biciminde olur.

Sonuc 3.2.15 3, egrisinin geodezik egriliginin esas egrinin Frenet aparatlari cinsinden

ifadesi
1 o
AR —( — X1+ 10X + 2X3> (3.2.57)
(2+77)
denklemiyle verilir. Burada
_ wY  kr’sinw — KT cosw
= W= K3 cos? w ’

Xi=-2=0+n0nX2=-2=30" —n' =0,z =2+ +1  (3.2.58)

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.50) bagintisina (3.2.2), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan karsiliklar

yazilirsa 3¢ vektoriiniin esas egrinin Frenet aparatlari cinsinden ifadesi

Bo(5) = %( T B) (3.2.59)

olur. (3.2.59) bagintisinin tiirevi alinirsa Tz, (s) vektorii

1

Ty (s) = \/THZ
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seklinde bulunur. Burada

x/

w kT2 sinw — K/'T cos w
= = 3.2.61
1 ||W~| K3 cos? w ( )

seklinde katsayidir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar
Xi= 2= +0nX2=-2=-30"—n' =0/, Xa =2+’ +1f

olmak iizere T (s) tiirev vektorii

V2 _ _ _
m(—)ﬁT_XzN"‘XsB)

seklindedir. (3.2.59) ve (3.2.60) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

Tég(s) =

By N T, vektorii

Bo N\ Ty (5) = ~nT+yN+2B)

1
\/4—{—2772<

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan /@59 geodezik egriligi

1 _ _ _
kP = —————(— Xy + 10X + 2X3)
(2+m)"

bi¢ciminde olur.

Tamm 3.2.16 ¢* : I — S? egrisinin N* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atist { N*, N1*, No*} olsun.

Bro(s) = %(N* + No¥) (3.2.62)

seklinde ifade edilen egriye N*(Ny*)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.17 [, egrisinin geodezik egriligi

Bio _ HW*” + w*’

| 3.2.63
W (3269

seklinde verilir.
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Ispat (3o egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi almirsa

*/

dsﬂm . 1 w

Ty, 200 — (1= Z N, 3.2.64
Y A T I (3:2.69)

o d . )
bulunur. (3.2.64) bagintisinin normu alinirsa % ifadesi

x/

dsg,, 1 w )

&~ BT

bulunur. Bulunan esitlik (3.2.64) bagintisinda yerine yazilirsa T, (s) vektorii

Ty, (s) = Ny* (3.2.65)

seklinde bulunur. (3.2.65) bagintisinin tiirevi alinirsa T (s) tiirev vektorii

V2 w*’
T ()= —"  (— N+ TNy (3.2.66)
B p— * 2
o) = =y i)

olur. (3.2.62) ve (3.2.65) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 519 A T3,
vektorii

1
Bro A T, (s) = %( — N* + Ny*) (3.2.67)

olur. (3.2.2) bagntist (3.2.62), (3.2.65), (3.2.66) ve (3.2.67) bagintilarinda yerine
yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa (3o egrisine ait Sabban catisimin ve 77 = tiirev

vektoriiniin Evoliit egrisine bagh ifadesi

1
Bro(s) = E(sinw*T* + N* + cosw”B"),

Ts,,(s) = —cosw™T™ + sinw” B”,
1
Bro A Ty (s) = E(Sin w'T* — N* + cosw”B"),
Vs V2 WHlv2 */ *V 2
T () = Zosmm V2 IWVR L mcos VR
[ e L e L

seklinde ifade edilir. liglo geodezik egriligi

o I+
2

seklindedir.

Sonuc 3.2.18 (3, egrisinin geodezik egriliginin esas egrinin Frenet aparatlari
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cinsinden ifadesi

147
Bo — — ~ 1 3.2.68
K T ( )

denklemiyle verilir. Burada

kT2 sinw — K/'T cos w

f]’] =
K3 cos?

seklinde katsayidir.

ispat (3.2.62) bagitisinda (3.2.2), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan karsiliklar

yerine yazilirsa 1o vektoriiniin esas egrinin Frenet aparatlarina bagl ifadesi

Buo(s) = %( —T+ B) (3.2.69)

bulunur. (3.2.69) bagintisinin tiirevi alinirsa 7, (s) teget vektorii
Ts,(s) = —N (3.2.70)

bulunur. (3.2.69) ve (3.2.70) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 310 AT},

vektori
1
Bro A Tp,e(s) = /2 <T + B)
seklinde ifade edilir. (3.2.70) ifadesinin tiirevi alinirsa Téw tiirev vektorii

kT2 sinw — K/T cos w

f]’] =
K3 cos?

olmak tizere

V2
biciminde elde edilir. /@510 geodezik egriligi

140

Bro —
K:g 1_77

olur.

Tamm 3.2.19 (* : [ — S? egrisinin N* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atist { N*, N1*, No*} olsun.

1
Bu(s) = ﬁ(l\h* + No) (3.2.71)

seklinde ifade edilen, teget vektoriiniin ¢izdigi egriye N;*(/N2")-Smarandache egrisi
denir.
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Teorem 3.2.20 [;; egrisinin geodezik egriligi

o = » 2(1 - )2>g <2||§/*||51 — G+ 0y) (3.2.72)
T

denklemiyle verilir. Burada

;

&1 = i +2(5)” + 205 ().
e2 = —1=3(5)” —2(5) " — (%
\53 - <II%*II) o (IIW*||) ( )

seklinde birer katsayidir.

) (3.2.73)

Ispat [3;; egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsg 1 w* w*
Tﬁ 11:_ _N*_—N1*+—N2>k
"ods \/5( W] W= )
olur. (3.2.13) bagintisinin normu alinirsa ds dﬁ 1L jfadesi

dsga,, 1 w* 2
- )
s va\

bulunur ve bu ifade (3.2.13) bagintisinda yerine yazilirsa T, (s) vektorii

1 x/ x/
Tp,, (s) = N*— 2 N+ w—Nf) (3.2.74)

\/1+2( - >2< W= W=

W=l
olur. (3.2.74) bagintisinin tiirevi alinirsa

V2
(1 +2(72 )2>

\
bulunur. Burada €4, €9, €3

Té11<8) = 2 (51N* +eaNi* + 53N2*> (3.2.75)

(

= o + 2+ 2 (),
wo*! 2 ™! 4 wo*!
52:_1_3(W) —2(g%)" = ()
wo*! 2 wo*! 4 w*!
es =~ () —2(p) " + (ey)’

seklinde birer katsayidir.(3.2.71) ve (3.2.74) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar

\

yapilirsa 811 A Tj,, vektorii

1 */
W ATy (s) = “ _N* — N+ Ny (3.2.76)
Br1 ATp,, 2
R W]
+4( 1)
W=
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seklinde ifade edilir.(3.2.2) bagintisinda bulunan esitlikler (3.2.71), (3.2.74), (3.2.75)
ve (3.2.76) bagiularinda yerine yazilirsa 31, egrisine ait Sabban gatisimin ve T} | tiirev

vektoriiniin Evoliit egrisine bagh ifadesi

1
Br1(s) :E <(sin w* — cosw")T* + (sinw” + cos w*)B*),

@*'(sin @w* + cos @w*) W

\/W*2 + 2(w*’)2 \/W*2 + 2(w*’)2

T, (s)

w*'(cos w* — sin w*)

VI £ 2(e)?

B*

Y

cos w* + sin w* 2t

* *

= -
V2AW]2 + 4(=)? V2IW? + A(w)?

B AN Tp,, (s)

cos w* — sin w*

_l’_
V2IW2 + 4(=)?

*

, (S)_||W*||4\/§(€3Sinw*—Egcosw*)T*+ e | W) *V2
w (12 + 2(=+)2)° (2 + 2(=)2)°

N*

|[W*||*V/2(e2 sin w* + 5 cos ™)

B*
(W12 + 2()2)?

olulmg11 geodezik egriligi

Kgﬁu _ 1 — (2”;/;1”81 — &9 +83>
(1 +2(5) )

seklinde bulunur.

Sonuc 3.2.21 [3;; egrisinin geodezik egrili§inin esas egrinin Frenet aparatlarina bagh

ifadesi

1
RO = ——— (2081 — &2 + E3) (3.2.77)

(1+2n?)

o
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denklemiyle verilir. Burada

KkT?sinw — K/'T cos

7]:

Y

K3 cos?
— 3 P 2 4 /=~ 9 4 '
Er=n+2n°+20n,é=—-1-3n"—-2n" —n,&3=—n"—2n"+n (3.2.78)

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.71) bagintisinda (3.2.2), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintisinda bulunan karsiliklart

yerine yazilirsa 31; vektoriiniin esas egrinin Frenet aparatlarina bagh ifadesi

Bui(s) = ( - N+ B) (3.2.79)

1
V2
olur. (3.2.79) bagintisinin tiirevi alinirsa

kT2 sinw — K/T cos w

’]’] g
K3 cos?

olmak iizere Tj,, (s) teget vektorii

(T YN 47 B) (3.2.80)

1
Ts . (8) = ———
ﬁu( ) 1+2772

bulunur. (3.2.80) bagintisinin tiirevi alinirsa
V2
2
(1 + 2772)

bulunur. Burada g, €5, €5 ifadeleri

Ts, (s) = (—ElT—EQN—{—EgB)

4 7

Gi=n+2’ +20n G =—-1-3* 20" — 0, &5 =—n" = 20" + 1

seklinde birer katsayidir.(3.2.79) ve (3.2.80) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar

yapilirsa 311 A T}, vektorii

Biy A Ty, () = (-2nT+N+B)

1
V2 + 4n?
bulunur.x"* geodezik egriligi

KO = ;(27;51 — 8y + E3)

(1 + 2772)

N

seklinde ifade edilir.
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Tamm 3.2.22 (* : [ — S? erisinin N* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atist { N*, N1*, No*} olsun.
1
—(N* 4+ N" + No¥) (3.2.81)

512(8) = \/§

seklinde ifade edilen vektoriin ¢izdigi egriye N*N;*(Ny*)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.23 [, egrlslnin geodezik egriligi

22— Dp+ (—1—Z)pe+ (2— Z)ps
5512_( i ~ ot - ||)W*/ ( —w ) (3.2.82)
/2 (1- (o))
W] ]

denklemiyle verilir. Burada

(

— ()" + 20 + () @y — 1),

B 205 - 2R

— (5=) (1 + 5=)
wo* 4 */ / ZU*/
Lrs = 2(57) = 4(n) " + 4G — 205 + () (2 — )
(3.2.83)
seklinde birer katsayidir.
Ispat 3, egrisinin s 31, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsg 1 w* w*
TB 12 _ _( _N* 4 (1— Nl* + —NQ*) (3.2.84)
“ds = VB U= )™
olur. Bu esitligin normu alinirsa % ifadesi
dsga 2 ( w*! w* |2
12 — - 1 _ + >
s \/ 3\ e ()
bulunur. Bu ifade (3.2.84) bagintisinda yerine yazilirsa 7., (s) vektorii
1 w* . w* .
Tp,y(s) = (-3 + (= N+ Ty
2(1 J— N - )2> W W=
W[ W]
(3.2.85)

biciminde olur.(3.2.85) bagintisinin tiirevi alinirsa katsayilar,

! =X\ 2 =\ w
p1 = _2+4(||W*||) - (||W*||) +2(|W*|I) + (IIW*H) (2”""*” Y

o) — 4G F2Fe) - 2(5%)!

(

p2=—2+2(




olmak iizere T} , (s) tiirev vektorii

V3
wo*! wo*! 2
4<1 - 1 + () )

bulunur. (3.2.81) ve (3.2.85) ifadeleri alinir gerekli hesaplamalar yapilirsa 312 A Tj,,

Th,(s) = 5 (0IN* + paNy* + p3Ny) (3.2.86)

ifadesi,

!

YN+ (2 — =

i) V2"

Pra A Tp,,(s) = (3.2.87)

(277 — L+ o
x/
V6 =y’
v * ey
seklinde ifade edilir.(3.2.2) bagintisinda bulunan esitlikler (3.2.81), (3.2.85), (3.2.86)

ve (3.2.87) bagintilarinda bulunan karsiliklart yerine yazilirsa (15 egrisine ait Sabban

catisinin ve T . vektoriiniin Evoliit egrisinin Frenet aparatlari cinsinden ifadesi,

1
B12(s) =—= ((sinw* —cosw™)T* + N* + (sinw” + cos w*)B*),
V3
T ( ) w*/Sinw* B (”W*” B w*l) cos w” T* ||W*|| *
B12\8) = -
V2(IW*2 = W@ + 2(=*)?) V2(IW#2 — W@ + 2(w*)?)
w* cosw* + (|[W*|| — =*) sinw*
V2(IWH2 = W@ + 2(w*)?)
srs AT (s) = CIW I )sine” + (W2 + ) cos” ., 2w — W v
VW =12 — 6 W*[|e’ + 6(w+")? VI =(12 = 6wl + 6(")2
L @IWl = =) cosw® — (W[l + = )sine”
VBIW= 112 = 61w =l + 6(e")2 ’
IW*[|*v/3(ps sinw* — pzcosw”) prlW* V3 .
612(8): %]|2 ST— *122T *(|2 K ||k */22N
a([W 12 = W[l + (@*)?) A([We 2 — Wl + (w+)2)

[W*||*V3(p2 sinw* + p3 cos w*)
p)
A(IW=)12 = W=l + (=*)?)

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan /{512 geodezik egriligi

e _ 2~ Vet (1= piep)ee + (2= pip)es
g - \/_ w*l ( w*/ )2 g
w2 (1~ + )
W] ]

seklinde bulunur.
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Sonuc 3.2.24 (3,5 egrisinin geodezik egriliinin esas egrinin Frenet aparatlarina bagh
ifadesi
g 2 5 oo
42(1 —n+ )2

denklemiyle verilir. Burada

kT2 sinw — KT cos w

77 o
K3 cos?

olmak iizere
pr = —=2+4n —4n” +20° + 21/ (2n — 1),

Py = =2+ 20 —4n° + 20* — 2" — 0/ (1 + ), (3.2.89)

D3 =21 — 40> +4n° = 20" + 1/ (2 — )
\

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.81) bagintisinda (3.2.2), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarinda bulunan esitlikler

yerine yazilirsa 31; vektoriiniin esas egriye baglh ifadesi

Ba(s) = %( _T-N+ B) (3.2.90)

olur. (3.2.90) bagintisinin tiirevi alinirsa

KkT?sinw — K/'T cos

’]’] prnd
K3 cos?

olmak iizere Tj,,(s) teget vektorii
1
Ty, (s) = (T+ (n— 1)N+nB> (3.2.91)
2(1=n+n?)

bulunur. (3.2.91) bagintisinin tiirevi alinirsa katsayilar

(

pr = —2+4n — 40’ +2n° + 20/ (2n — 1),

NP2 = —2+2n—4n* +2n° —2n* — 1/ (1 + 1),

D3 = 21 — 40> +4n° = 20" +- 1/ (2 — )
\
olmak iizere T () tiirev vektorii

V3 o _
Th,,(s) = 5 (—plT—pzN+psB>
4(1=n+n?)

62




bulunur. (3.2.90) ve (3.2.91) ifadeleri alinir ve bu ifadelerle gerekli iglemler yapilirsa

512 A T512 vektori

(1—2n) T (1+n) N4 (2—n)

B
\/6 — 61 + 6n? v/ 6 — 61+ 67?2 \/ 6 — 61+ 67?2

yazilir. x> geodezik egriligi

Bra AN Tp,(s) =

B2 _ (2n—1)p; — (L+1)py + (2 —1)ps
g

- 5
4\/§<1—?7+772>2

biciminde olur.

Tamm 3.2.25 ¢* : [ — S? egrisinin B* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdii egriye ait
Sabban ¢atis1 { B*, B1*, By" }olsun.

Bis(s) = %(B* + B1") (3.2.92)

seklinde ifade edilen vektoriin ¢izdigi egriye B* B;*-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.26 [;3 egrisinin geodezik egriligi

* *

1
(—ﬁ* wp — —H* wa + 2w3) (3.2.93)
T

2+ ()
denklemleriyle verilir. Burada

K*\2 X\ (k* K*\2 k*\4 N\ (K

m=—2-(5) +(5)(5)=m=-2-3(%) - (%) - (%) (%)

ma=2(5) + (5)+ (5)

T T*

kP —

(3.2.94)
seklinde birer katsayidir.
Ispat (3,3 egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dSﬁ 1 K*
T, 2= —(-B"+ B "+ —By) 3.2.95
P13 ds \/5( + 1+7_* 2) ( )
olur. (3.2.95) bagintisinin normu alinirsa % ifadesi
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bulunur. Bulunan ifade (3.2.95) bagintusnda yerine yazilirsa T, (s) vektorii

1 K*
Th5(s) = —K*(—B* + B+ ;Bg*) (3.2.96)
24 (=)

7—*

seklinde bulunur. (3.2.96) bagintisinin tiirevi alinirsa katsayilar,

o= 2= ()" () () m = -2 3(5)" - (£)' - (£)/(5)

== 2(5) + (5)°+ (5)

T

olmak iizere T} _(s) tiirev vektorii

T}, (s) = ————=(@mB" + @B + @3B,") (3.2.97)

(2 (£)7)
dir. (3.2.92) ve (3.2.96) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 313 A Tj,,

ifadesi,
K

1 * *
(“p— "B+ 2By (3.2.98)

,/4+2(:—:)2 " "

olur. (3.2.3) bagintisinda bulunan esitlikler (3.2.92), (3.2.96), (3.2.97) ve (3.2.98)

ﬁ13 A Tﬁ13 -

bagintilarinda bulunan kargiliklarina yazilirsa 33egrisine ait Sabban ¢atisinin ve Tj

tirev vektoriiniin Evoliit egrisine bagh ifadesi,

Bis(s) = %( ~N 4B

1 I{* * * *
Tp(s) = ———=(5T" = N" = B')
/f* 2\T
2+ (%)
T
1 * *
513 A T513 (5) = <2T* + K_*N* + i*B*>
4+ 2(;)

seklinde ifade edilir. 11513 geodezik egriligi

KOs = —( (1*)2)5 (I:_:w1 - :_IWQ + 2w3)
24 ()%

olur.
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Sonuc 3.2.27 f3;3 egrisinin geodezik egriliginin esas egrisinin Frenet aparatlarina bagh
ifadesi

1
Kgls — - < — cot @ + cot wimy + 2@) (3.2.99)

(2+ (cot=)?)’

olur. Burada

r
@, = —2 — cot? @ + (cot @)’ cot w,
Wy = —2 — 3cot? @ — cot? @ — (cot @)’ cot w, (3.2.100)
3 = —2cot w — cot’ w — 2(cot @)’

\

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.92) bagintisinda (3.2.3), (3.2.2) ve (3.2.3) bagmtilarinda bulunan
karsiliklar1 yerine yazilirsa (313 vektoriiniin esas egrinin Frenet elemanlarina bagh
ifadesi

Buis(s) = %(T—i—sinw]\fjtcost) (3.2.101)

olur. (3.2.101) bagintisinin tiirevi alinirsa 7, (s) vektori

1
V2 + cot’ w

bulunur. (3.2.102) bagintisinin tiirevi alinirsa katsayilar

Ty, (s) = (T ~csew N) (3.2.102)

(

w1 = —2 — cot? w + cot’ w cot w,
Ty = —2 — 3cot? w — cot* w — cot/ wcot w,
T3 = —2cot w — cot} w — 2cot’ w

N
olmak iizere T} _(s) tiirev vektorii
w2\/§ (53 cos w + T sin w) V2

Tl;m(s) - 2 T+ 2
(1 + 2 cot? w) (1 + 2cot? w)

N

(51 cosS w — w3 sin w) V2

+ B

3
(1 + 2 cot? w)
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olur. (3.2.101) ve (3.2.102) ifadeleri alinir ve gerekli islemler yapilirsa 313 A Tj,,

vektori

—cotw CoS W 2sin w + cot w cos w

613/\T513 = T+

V24 4dcot’w V24 4cot’w V2 +4cot’?w

seklinde yazﬂlr./igli" geodezik egriligi

1
/<L§13 = = < — cot ww; + cot wwy + 253>

(2 + (cotw)2> ’

bulunur.

Tamm 3.2.28 ¢* : [ — S? egrisinin B* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait

Sabban ¢atis1 { B*, B1*, By" }olsun.

1 * *
514(S> = E(B + BQ )

(3.2.103)

seklinde ifade edilen vektoriin ¢izdigi egriye B*(Bs")-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.29 B*(By*)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi
KB — (T* + 'K”'*)
g (7-* _ /ﬂ'/*)

denklemiyle verilir.

Ispat (3,4 egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi alimirsa

dsp 1 K
Ts,—2 = —(1 - —)B*
B14 dS \/5( T*) 1
bulunur. (3.2.105) bagintisinin normu alinirsa dsd% ifadesi

dS'BM—Ll n)

ds V2 ( T*

olur. Bulunan ifade(3.2.105) bagintisinda yerine yazilirsa 7}, (s) vektorii

T514 (S) = By
bulunur. (3.2.106) bagintisinin tiirevi almirsa T (s) vektorii

RO v2

1-%)
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(3.2.104)

(3.2.105)

(3.2.106)

(3.2.107)



bulunur. (3.2.103) ve (3.2.106) ifadeleri alinir ve gerekli islemler yapilirsa 514 A T3,
vektort,

1
Bra ANTp,,(s) = E(_B* + By*) (3.2.108)

bulunur. (3.2.3) bagintisinda bulunan esitlikler (3.2.103), (3.2.106), (3.2.107) ve
(3.2.108) bagintilarinda bulunan kargiliklar1 yerine yazilirsa (14 egrisine ait Sabban

catisinin ve Ty  tiirev vektoriiniin Evoliit egrisine bagl ifadesi,

1 * *
Bra(s) = E(T + B),

T514(S) = _N*7

614 /\Tﬂm(s) = _<T* - B*)v

Tém(s) = <—\/§m*)(/€_*T* B B*)

T

olur. /1514 geodezik egriligi
b — (T, B AT, >:(
kg B1a2 M14 B14 -

bulunur.

Sonuc 3.2.30 (34 egrisinin geodezik egrili§inin esas egrinin Frenet aparatlarina bagh

ifadesi
3 1 —cotw
14 = -

3.2.109
g 1+ cotw ( )

K

denklemiyle verilir.

ispat (3.2.103) bagintisinda (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarinda bulunan ifadeler

yerine yazilirsa 14 vektoriiniin esas egriye baglh ifadesi

1
Buals) = — <sinw+cosw> N+ (cosw—sinw) B (3.2.110)
V2
olur. (3.2.110) ifadesinin tiirevi alinirsa 7}, (s) vektorii
Ts, (5) =T (3.2.111)

esitligiyle bulunur. Tekrar tiirev alinirsa T ,(s) tiirev vektorii

2
T (s) = — V2 N
(1 + cot w) sin w
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olur. (3.2.110) ve (3.2.111) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 314 A T}, ,

vektori

PraANTp,(s) = % <<cosw — sinw> N — (cosw —|—Sinw) B)

biciminde yazilir. ngl“ geodezik egriligi

1 —cotw

RBM _
g 1+ cotw

bulunur.

Tamm 3.2.31 ¢*: I — S? egrisinin B* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban ¢atis1 { B*, B1*, By" }olsun.

1
Pis(s) = ﬁ(Bl* + By") (3.2.112)

seklinde ifade edilen vektoriin ¢izdigi egriye B,*(By*)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.32 [3;; egrisinin geodezik egriligi
1

Bis _
ffg =

5 (21{; Uy — Py + ws) (3.2.113)
%\ 2 2 T

denklemiyle verilir. Burada

(3.2.114)
seklinde birer katsayidir.
Ispat 35 egrisinin s 3,5 yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsg 1 K K
Ts,—— =—(—B"— —By"+ —By" 3.2.115
B1s ds \/5( 7 1+ T+ 2 ) ( )

bulunur. (3.2.115) bagintisinin normu alinirsa % ifadesi

dsg,, 1 K*\ 2
)
ds V2 =

68




olur. Bulunan ifade (3.2.115) bagintisinda yerine yazilirsa 7, (s) vektorii

1 K . K,
T5,,(s) = ——=(—B" — FBl + FBQ ) (3.2.116)

1+2(j—:)2

olur. (3.2.116) bagintisinin tiirevi alinirsa katsayilar

U= 2(5)  H2(5) () e = —1-3(5) - 2(5) - (£)

s = ()" —2(5) + (=)
(32.117)

olmak iizere Téls tiirev vektorii
V2
(1+2(2)")

bulunur. (3.2.112) ve (3.2.116) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

Tj,,(s) = (W1 B* + 1y By + b3 By”) (3.2.118)

Bis A T, vektord,
Bis A Tp,.(s) = ;ﬁ*(z’;—:B* — Bi* + ByY) (3.2.119)
2+ 4(;)2
seklinde ifade edilir. (3.2.3) bagintisinda bulunan esitlikler (3.2.112), (3.2.116),
(3.2.118) ve (3.2.119) bagintilarinda yerine yazilirsa (15 egrisine ait Sabban catisinin

ve T} _ tiirev vektoriiniin Evoliit egrisine bagl ifadesi,

Bis(s) = %(T* - N*);

1 * *
Tﬁ15 (S> = _<H_*T* + %N* — B*>,

H*)Q T

*

(T* + N* + QR—B*),
7—*

=
*

_)2

*

(4T = vaN* + 1 B")

olur. /@515 geodezik egriligi

%5“’ = —1 2 (QH—I% — s +¢3)
1+2(%)) 7

N

olur.
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Sonuc 3.2.33 3,5 egrisinin geodezik egriliinin esas egriye baglh ifadesi
1 - —
K1 = _ ( — 2cotwip, — Py + ¢3) (3.2.120)
(1 + 2 cot? w) ’

denklemiyle verilir. Burada
(

—_ /
), = —cotw—cot3w+2<cotw) cot @,

_ /
Yy = —1—3cot?w — 2cott w + <cot w) (3.2.121)

. !/
1y = —cot?’w — 2cott w — <cotw>

\

seklinde birer katsayidir.

ispat (3.2.112) bagintisinda (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarinda bulunan esitlikler

yerine yazilirsa (15 vektoriiniin esas egriye baglh ifadesi

1 .
Bus(s) = E(T+coswzv - smwB) (3.2.122)
seklinde yazilir. (3.2.122) bagmtisinin tiirevi alinirsa T, (s) vektorii
t
Tpo(s) = ——n@ p_ T N (3.2.123)

V14 2cot’w V14 2cot’w

bulunur. (3.2.123) bagintisinin tiirevi alinirsa katsayilar
(

/
Y, = —cotw—cot3w+2(cotw> cot w,

J— /
y = —1—3cot’w — 2cot? w + (Cotw)

J— !/
g = —cot?’w — 2cott w — (cotw)
\

olmak iizere T _(s) tiirev vektorii

_ — 5
Va2 <¢3 cos w + 1), sin w)\/_
Tféw (8) - 2 2 N
<2 + cot? w) (2 + cot? w)
<E1 cos @ — 1P sin w) V2
+ 5 B
(2 + cot? w)
olur. (3.2.122) ve (3.2.123) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 515 A T,
vektorii
1 CcoS @
615/\T515<S):_ T—

N
V2 +4cot’w V2 +4cot’w

cscw + cot w cos w
V24 4dcot’w
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olur. Iig’Bm geodezik egriligi

1 _
Kng — g<—200tw7ﬁ1—¢2+¢3>
<1 + 2cot? w)

seklinde elde edilir.

Tamim 3.2.34 ¢* : I — S? egrisinin B* vektoriiniin kiire yiizeyinde ¢izdigi egriye ait
Sabban c¢atis1 { B*, B1*, By" }olsun.

1
Bie(s) = E(B* + By* + By") (3.2.124)

seklinde ifade edilen vektoriin ¢izdigi egriye B*B;"(By")-Smarandache egrisi denir.

Teorem 3.2.35 [ egrisinin geodezik egriligi
1 K* K" K
Ry = 3 ((2;—1)6— (1+=)G+ (2—;)@) (3.2.125)
+2(1- =+ (%))’

7-*

denklemiyle verilir. Burada

(

|R

= -2+ A(E) - () +2(5) + ()25 - )
G=-2+2(5) - 4(2) 4 2(5) - 2(5) - (£) (14 )

(6= 2(5) 45 +4(5)" - 2(5) + () (- %)

|E

(3.2.126)
seklinde birer katsayidir.
Ispat 3,6 egrisinin s 86 YAy parametresine gore tiirevi alinirsa
7, Boe _ 1 ( B+ (1 R*)B*JrK*B*) (3.2.127)
P ds T /3 /T T TR o

. . ds . .
olur ve bu ifadenin normu alinirsa —¢ ifadesi

%_\/Z<_f~”~_’* H_*Z)
ds 31 T*+(T*)

bulunur. Bulunan ifade (3.2.127) bagintisinda yerine yazilirsa T}, (s) vektori

T/816 (S) =

( B+ (1-5yB “—*Bg*) (3.2.128)
T T
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esitligiyle elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar
(
G=-2+4(5) = ()" +2(5) + () (2= - 1)

= -2+ 2(5) —4(5) +2(5) - 2(5) - (5) (14 5)

T*

(6= 2(8) - 4(E) +4() —2(2)" + (£) 2 - )

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
V3
-5+ (5))

biciminde bulunur. (3.2.124) ve (3.2.128) ifadeleri alinir ve gerekli iglemler yapilirsa

5 ((B* + GB" + 3By") (3.2.129)

516 VAN T/jm vektorii
-1 B + (2 — E)By*
(2% — DB )BT+ 2 F)B (3.2.130)

Bis N Tpy6(s) =
\/_\/1——+ ’

seklinde yazilir. (3.2.3) bagintisinda bulunan esitlikler (3.2.124), (3.2.128), (3.2.129)

ve (3.2.130) bagintilarinda bulunan kargiliklar1 yerine yazilirsa 314 egrisine ait Sabban

catisinin ve T vektoriiniin Evoliit egrisine bagl ifadesi,

Bre = %(T N*+ B")
1 * *
T — (5 -(-5N - B,
O
7—* 7—*
1 * * *
Bug A Ty —( ST+ (L+ SN+ (25 - 1B )
Vo= Z 4 ()’
T T
\/§ * * *
To = 5 (GT" ~ N + (B
1=+ ()
olur. ¢ geodezik egriligi
1 K* K* K*
,{516 — /1* H* ) %((2F—1)<1— (1+;)C2+ (2-;){3)
4 2(1 _EE )
Va(1-T 4 ()

biciminde olur.

Sonuc 3.2.36 (3¢ egrisinin geodezik egrili§inin esas egrinin Frenet aparatlarina baglh
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ifadesi

<1 — 2cotw)Z1 + <Cotw — 1>Z2 + (2 +cotw)23

5
2

KO = (3.2.131)

4\/5(1 + cot w + cot? w)

seklinde verilir. Burada

!/
¢(;=—-2—4cotw — cot? @ — 2cot’ w + (Cotw) (QCotw—i- 1)

— /
(o =—2—2cotw —4cot?w — cot® w — 2 cot? @ + (Cotw) (1 — cotw)

/
(3=—2cotw —4cot?’w — 4cot3w — 2cott w — (cotw) (2 + cot @)

(3.2.132)
seklinde birer katsayidir.

5

ispat (3.2.124) bagntisinda (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) bagimntilarinda bulunan
kargiliklart yerine yazilirsa 314 vektoriiniin esas egrinin Frenet aparatlarina bagh

ifadesi

Bie(s) = % <T + (sinw + cos w) N + (cosw — sinw) B) (3.2.133)

seklinde olur. (3.2.133) bagintisinin tiirevi alinirsa T, (s) vektorii

1+ cotw cot wcosw + sinw

TBlG(S) = T — B
\/2<1+cotw+cot2w> \/2<1+cotw+cot2w>

biciminde bulunur. (3.2.24) bagmtisinin tiirevi alinirsa katsayilar

;

— /
¢(; =—2—4cotw — cot? @ — 2 cot® w + (cotw) (2cotw +1)

_ . /
(o =—2—2cotw —4cot’w — cot® w — 2 cot? w + (cotw) (1 —cotw)

— !/
(3 =—2cotw —4cot?w —4cot} w — 2cot? w — (Cotw> (2 + cotw)

\

olmak iizere T} (s) tiirev vektorii

G2 - <Z3cosw—l—zlsinw)\/§N

T[/?w (8) = 2 2
4(1 — cot w cot? w) 4(1 — cot w cot? w)

(Zl CcoSw — 23 sin w) V2

+ B

3
4 <1 — cot w cot? w)
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biciminde olur. (3.2.133) ve (3.2.24) ifadeleri alinir ve gerekli hesaplamlar yapilirsa

516 AN Tgw vektori

cotw + 1 CcSc w

,816 A\ T516<S) = T+ N
V6 + 6 cot o + 6 cot? V6 + 6 cot o + 6 cot?
2s8inw — 2cosw — 2 cot w cos w

\/6+600tw+600t2w

olur. Iigw geodezik egriligi

(1 — 2cotw)Z1 + (cotw— 1)ZQ+ <2+cotw>f3
/45516 —

4\/5(1 + cot @ + cot? w)

njot

biciminde bulunur.

Ornek 3.2.37 Ornek (3.1.21) da verilen 3 egrisinin kiiresel gostergelerine ait Sabban
vektorleri

- (1/2 VA (in (10 (5) + c0s (10 (5)))_ |, V2 (c05 (In (5)) —sin (n () ’0) |
V(cos (In () + (sin (In(s)))> 1/ (cos (In (s)))* + (sin (In (s)))?
Ty = (—\gé (cos (In(s)) —sin(In(s))), —\ég (sin (In (s)) + cos (In (s))), ?) ,

(xfmw<mm<@m fwm<m+mw<mpg
2\/ (cos (In (s)))* + (sin (In (s)))? 2\/ (cos (In (s)))* + (sin (In (s)))?

N2 :(07071)7

ﬂ@mmm+mmmm VA (eos(n(s) —sin(n (),
2\/ (cos (In (s)))* + (sin (In (s)))? 2\/ (cos (In (s)))? + (sin (In (s)))?

(sin(In(s)) + cos(In(s))), \/g)

|3

By = (? (cos (In(s)) —sin (In(s))), 3
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seklinde bulunur. 7'- tegetler gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

ﬁi’)fesas = \/Li (T + Tl) )
—esas — - T + T )
e vi (Lt D) (3.2.134)
B?—esas = % (T + TQ) y
ﬁBfesas =L (T + Tl + TQ)
N-aslinormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri
59fesas = \/Li (N + Nl) 5
—esas — - N1+ N. s
Pro V2 (N ) (3.2.135)
511—65(15 - 75 (N + NQ) )
/312—65(15 = \/Lg (N + Nl + NZ)
B-binormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri
ﬁlS—esas = \/Li (B + Bl) )
—esas — L B, +B ,
= vi (Bt Bo) (3.2.136)
615—esas - % (B + B2> )
ﬁlG—esaS =1 (B + Bl + B2>

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde 3* Evoliit egrisinin Sabban vektorleri

V3sin (%) cos (In (s)) + cos (In (s)) cos ( 31) — 2sin (In (s)) cos (331)
\/(c0s2 (In(s)) + sin? (In(s))) (2\/331n (&) cos (3}) + 3sin? (3}) + 5eos? (%))

V/3sin (%) sin (In (s)) 4+ 2 cos (In (s)) cos (%) + sin (In (s)) cos (?1)
\/(0052 (In (s)) + sin? (In (s))) (2\/§sm (33—1) cos (31) + 3sin? (%) + 5cos? (%))

,0

V6 2+/3sin (51) cos (53—1) cos (In (s)) — 2(cos (5—31))2 cos (In (s))
3112 .:
—4(cos (%)) sin (In (s)) + 3sin (In (s))

6\/2sm 37 3cos )+2(Cos (‘%))2—1—3

T, = —\/6( 2v/3sin (3}) cos (&) sin (In (s)) 4 4(cos (%))2cos(ln(s)) )

—2(cos (331))2 sin (In (s)) — 3 cos (In (s))

6\/25111 V3 cos 31)+2(cos(31)) +3

w

(2 (cos (
6\/2 sm

1))?V3 + 6sin () cos (3F) +3V3)

1 V3 cos 31)+2(cos (3—31)) +3

¥

o.‘w
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— (\/gsin (3—31) sin

(In(s)) 4+ 2cos (In(s)) cos (%) + sin (In (s)) cos (3—31))

\/(c052 (In (s)) + sin? (In

’
31

(s))) (2v/3sin (8) cos (&) + 3sin? (8L) + 5eos? (%

)

Nl* = (sm (37) V3 cos (In (s)) 4 cos (In (s)) cos (37) — 2sin (In (s)) cos (351)>
\/(0052 (In (s)) + sin? (In (s))) (2\/55111 (%) cos (%) + 3sin? (%) + 5cos? (%))
0
NQ* = (0707 1) )

31
3
31
3

2+/3sin (In (s)) sin (

s (3L
005(3

— 3 cos (In(s))

)

31

) + 4 cos (In (s)) cos? (T

)

)
< —2sin (In (s)) cos? ( )
¢(78¢35m () cos® (3L) +2

*
Bl (—2\/5(:05 (In (s)) sin (g) cos(

31

3

31

31 +21)’

) — 4 sin (In (s)) cos? (%) + 3 sin (In (s)))

Ocos4 ( ) — 24cos? (

)

31
3

331) + 2 cos (In (s)) cos? (

\/(78\/§sin(

31

16\fcos (?) cos (In
—6+/3cos> (%) cos (In
—18 sin (In (s)) cos (—

|

1

3

)C083 (%) + 20cos? (3—31) — 24cos? (%) + 21)

(s)) + 8v/3cos* (%) sin (In (s)) + 24cos® (331) sin (%) sin (In (s))
(s)) + 6+/3cos? (ﬂ) sin (In (s)) — 18 cos (%) sin (%) cos (In (s))
)Qll’l (—) — 9v/3sin (In (s))

31

6\/78\/§cosd (
8fcos (

V2 +6\fcos 331

+18 sin (In (s)) cos ( )

By*

/-\w

)sin (3) + 8cos* (31) — 120082 (3) +

) cos (In (s)
) cos (In (s)) + 6v/3cos? (—) sin (In (s)) — 18 cos (

31
3

31

T) + 2cos? (%) +3Y

|

\/2\/§sin( )cos(
31

5 ) sin (In (s)) 4 24cos? (31) sin

3 3
92)in

) — 16+/3cos* ( 31) cos (In (s))

3
31
3

] )cos (In (s))

 (
(

sin (—) — 9v3cos (In (s))

6\/78\/§C053 (ﬂ) sin (31> + 8cost (31) — 12cos? (%) +9\/2\/§51n (%) cos (%) + 2cos? (%) +31
\/5(8\/30054 (%) — 24cos? (Q) sin (Tl) — 12\/§c0s2 (%) \f)

6\/—8\/§c053 (%) sin (%) + 8cost (%) — 12cos? ( 5

)=o)V () o

% + 2(cos (%))2 +3

seklinde bulunur.7™ tegetler gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

Be
b
Bs

= (T +TY),

—(T*+T;

VfE T; (3.2.137)
L _|_ *

V2

T (T + 17 +T3),
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N* aslinormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

B = %(N*"‘N*)
Bio = —= (N* + N3),

V2 (3.2.138)
fr1 = % (N{ 4+ N3),
Bia = L= (N*+ Ny + N3),
B* binormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

ﬁ13 = \/Ai (B* +BT) )
Pra= 75 ) (3.2.139)
P15 = \/Li (BY + B3) ,

6= (B +Bj + By),

seklinde tanimlanir. Tanimlanan bu egrilere ait sekiller asagida verilmistir.

(a) Bs — esas egrisi (b) B35 egrisi

Sekil 3.11 § ve §* egrilerinin tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

Bs — esas ve P5- Smarandache egrileri
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(a) Bg — esas egrisi (b) Bg egrisi

Sekil 3.12 5 ve §* egrilerinin tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

Bs — esas ve Pg- Smarandache egrileri

(a) B7 — esas egrisi (b) B7 egrisi

Sekil 3.13 5 ve §* egrilerinin tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

b7 — esas ve B7- Smarandache egrileri
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(a) Bs — esas egrisi (b) Bs egrisi

Sekil 3.14 5 ve §* egrilerinin tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

Bs — esas ve Pg- Smarandache egrileri

(a) B9 — esas egrisi (b) By egrisi

Sekil 3.15 5 ve [* egrilerinin aslinormaller gostergesinin Sabban catisindan elde

edilen [y — esas ve By9- Smarandache egrileri
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0.6

(@) Bro — esas egrisi (b) Bio erisi

Sekil 3.16 5 ve [* egrilerinin aslinormaller gostergesinin Sabban catisindan elde

edilen (19 — esas ve [1p- Smarandache egrileri

0.7+

(a) [11 — esas egrisi (b) [11 egrisi

Sekil 3.17 § ve [* egrilerinin aslinormaller gostergesinin Sabban catisindan elde

edilen i, — esas ve 31;- Smarandache egrileri
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-0.8
-0.4

04

LIS

(a) P12 — esas egrisi (b) Buy edrisi

Sekil 3.18 5 ve [* egrilerinin aslinormaller gostergesinin Sabban catisindan elde

edilen (15 — esas ve [B12- Smarandache egrileri

-08

-0.4

0.4

(a) [13 — esas egrisi (b) [13 egrisi

Sekil 3.19 5 ve 8 egrilerinin binormaller gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

13 — esas ve 13- Smarandache egrileri
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(a) P14 — esas egrisi (b) Byy edrisi

Sekil 3.20 5 ve S egrilerinin binormaller gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

14 — esas ve [B14- Smarandache egrileri

(a) B15 — esas egrisi (b) (15 egrisi

Sekil 3.21 5 ve 8 egrilerinin binormaller gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

b5 — esas ve [B15- Smarandache egrileri

82



(a) B — esas egrisi (b) By egrisi

Sekil 3.22 [ ve §* egrilerinin binormaller gostergesinin Sabban catisindan elde edilen

16 — esas ve [P16- Smarandache egrileri

Ornek 3.2.38 Ornek (3.1.22) verilen 3 egrisinin kiiresel gostergelerine ait Sabban
vektorleri

Ty = (—cos(s),—sin(s),0),

T, = (ﬁ sin (s), —\/75 cos (s) \/7§> :
(
(
(

By = <—ﬁ sin (s) , %2 cos (s) ﬁ)

12

seklinde bulunur.7'- tegetler gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

BE)*esas - \/Lﬁ <T + Tl) ’

B, =L (T+TY),

?6 esas \/i( 1 2) (32140)
B?—esas - \/Li (T + T2) ’

BSfesas - \/Lg (T + 11 + T2>
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N-aslinormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

3976‘%3 = \/Lﬁ (N + Nl) )
Blofesas = \/Lﬁ (Nl + NQ) )

o } (3.2.141)
ﬁll—esas = V2 (N + N2) )
Bl?—esas = \/Lg (N + N1+ NQ)
B-binormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri
3137680,8 = \/Li (B + Bl) )
B = L (Bi+B,),
€14—esas \15 ( 1 2) (32142)
/615—65615 = V2 (B + BQ) )
Blﬁ—esas = \/Lg (B + B+ BQ)
seklinde tamimlanir. Benzer sekilde (* Evoliit egrisinin Sabban vektorleri

T(s) = ~®_ 110 olmak iizere

V2

(1 — cos? (Y(s)))? (sin (s) sin® (Y(s))) (1 — cos? (Y(s)))~
2

(W

D=

2cos® (Y (s)) (1 4+ sin (T(s))) + sin® (T(s)) (1 + cos (T(s)))

)
+cos? (Y(s)) sin? (Y(s)) + 2cos® (Y(s)) (1 — 2sin? (Y(s))) +
sin? (Y(s)) (1 — 2cos? (Y(s))) — 40082 (Y(s))

( (s))

(1 — cos? (Y (s ))) (cos (s)sin® ) (1 — cos? )))_
)

=

e — | [ 208t (XY(9) (1 -+ sin? (Y(s)) +sin® (T(s)) (1 + cos? (Y(s)))
+cos? (T(s)) sin? (Y(s)) + 2cos? (Y(s)) (1 — 2sin? (Y (s))) +
sin? (T(s)) (1 — 2c0s? (T(s))) — 4cos2 (T(s))
—sin® (Y(s)) 1
2cos! (T(s)) (1 + sin? (Y(s))) +sin < () (1 + cos <T<s>>) 2
( +cos* (T(s)) sin? (Y(s)) 4 2cos? (Y(s)) (1 — 2sin® (Y (s))) +
sin? (Y(s)) (1 — 2cos? (Y(s))) — 4cos® (Y(s))

T — \/75 (—\/§COS (s)sin (Y(s)) + sin (s) cos (T(s))) ,
—\/75 (\/§ sin (s) sin (Y(s)) + cos (s) cos (T(s))) , */75 cos (T(s))

(—v/2sin? (Y(s)) sin (s) , v2sin® (Y (s)) cos (s) , —v/2sin® (T(s)))
2co0s? (Y(s)) — 1 ’

Ny* =
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+sin (s) sin! (Y (s)) cos (T(s))

—V/2cos (s)sin® (Y (s)) cos? (s) (T(s)) (cos2 (s)(Y(s)) —2)

+sin (s) cos (Y(s)) sin” (Y (s)) (COS2 (5) (Y(s)) — sin? (s) (T(s))) ,

Fsin® (T (s)) cos (s) cos (T(s)) (cos (T(s)) — 1)

—V/Zsin (s) sin® (Y(s)) cos? (s) (T(s)) (cos? (s) (Y(s)) + 1)
+cos (s) cos® (T(s)) sin” (Y(s)) (cos? (s) (Y(s)) + 1)
—cos® (s) (T(s))sin” (s) (T(s)),

+sin!! (T(s)) cos (Y(s)) — sin? (T(s)) cos (Y(s)) (1 — cos (Y(s)))

. cos (s) cos* (Y (s)) 4+ 2 cos (s) cos? (Y(s)) + cos (s)
—cos (Y(s)) sin? (T(s))
( +cos (Y (s)) sin® (Y (s)) cos (s)
+v/2cos (s) cos® (Y(s)) (- 2cos? (Y (s)) + sin? (Y(s)))
+v/2cos (s) cos (Y(s)) (cos (Y(s)) —sin? (Y(s)))

+2sin (s) cos? (T(s))sin (Y(s)) (1 — sin (Y(s))),

+ cos (T(s)) sin? (Y(s)) sin (s) V2 (7(:054 (Y(s)) — 2cos? (T(s)) + 1)
tcos? (T(s)) sin® (Y (s)) cos (s)

cos® (Y (s)) + 2cos? (Y (s)) + cos? (T(s)) sin? (Y (s))
+cos (s) V2 ) o ,
+cos? (T(s)) — sin® (Y(s))

—sin® (Y (s)) cos (T(s)) (F cos (Y(s)) + 2 cos (T(s)))

+3cos® (Y (s)) sin (s) v/2 — 4cos® (Y(s)) cos (s) sin (T(s))
—3cos* (T(s))sin (s) v/2 4 2cos® (Y (s)) cos (s) sin (Y(s))
+2+v/2sin (s) cos? (Y (s))

—2cos! (Y (s)) sin (5) v/2 + 2cos™ (Y(s)) cos (s) sin (Y (s))

)

2cos? (Y(s)) sin’ (Y (s))
cos® (Y(s)) cos () V2 — V2 cos (s) cos? (Y (s))
+2cos (Y (s)) sin () sin (T(s)) — 3cos® (T(s)) cos (s) V2
—4cos” (T (s)) sin (s) sin (T(s))
+3cos? (T(s)) cos (5) v/2 + 2cos? (Y(s)) sin (s) sin (Y(s))

2cos? (Y (s)) sin® (Y (s))

V2 (cos® (T (s)) — 3cos (Y(s)) + 3cos® (Y(s)) — 1)
sin® (Y (s))
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seklinde bulunur. Burada I" ve A ifadeleri

12cos'? (T (s)

)
) F 16c0s™® (T(s)) sin® (T(s))
) F 20cos” (Y (s)) sin* (X (s)
$))sin? (Y(s)) F 4cos’ (T(s)) sin? (X (s))
+2c0s' (X (s)) sin® (T (s)) — 2cos° (X(s)) sin® (Y (s))
—8cos® (T(s)) sin® (Y(s)) + cos’ (T(s)) sin® (X(s))

+12c0s% (Y (s)) sin? (T (s)) + cos® (Y (s)) sin® (T(s))

+4cos® (Y(s

+16c0s'” (T

—8cos? (T(s)) sin® (Y(s)) + 2cos? (Y (s)) sin (T(s))

) )
—4cos’ (T(S))Sln (T(s)) + cos* (Y (s)) sin® (Y (s))
(s)) si )

seklinde birer sayidir.
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— 8cos® (Y(s)) + 2cos® (Y (s)) + 2cos? (Y(s)) sin? (Y(s))
—12cos’ ( (s )sm (T(5)) + 4cos'® (Y (s)) sin? (Y(s)) + 10cos® (T(s)) sin® (T(s))

— 8cos'? (Y (s))

— 4c0s'% (T(s)) sin? (Y (s)) + 6cos® (T(s)) sin? (Y (s))
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T Tegetler gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri

B - % ( + 13" ) )
55 = 75 (0" + T2,
) f (3.2.143)
5 - T (T + T2 ) 5
=L ( + 1" 4+ 1T5")
N* aslinormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri
Bs = o5 (N* + Nv),
N+ NyY) |
Blo = 55 (W17 + 1) (3.2.144)
511 :_(N*+N2 )
512— (N*""Nl +N2)
B* binormaller gostergesinden elde edilen Smarandache egrileri
By = \% B*+ By"),
** — L B * + B ,
Pia =5 (B ByY) (3.2.145)

(
(

Bis = \/Lﬁ (B* + By"),
(

Bro= %

seklinde tanimlanir. Tanimlanan bu egrilere ait sekiller asagida verilmistir.

() PBs5—csas eBrisi (b) B2 egrisi

Sekil 3.23 3 ve 3* tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen  35_csqs Ve

f3%- Smarandache egrileri

87



(a) Bﬁ—esas egl'iSi (b) Bg egrisi
Sekil 3.24 3 ve (3* tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen  Fg_csqs Ve

3¢~ Smarandache egrileri

(@) Br—csas eBrisi (b) B2 egrisi

Sekil 3.25 3 ve 3* tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen  37_c.qs Ve

[32- Smarandache egrileri
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(@) Bs—csas egrisi (b) f; egrisi

Sekil 3.26 5 ve 3* tegetler gostergesinin Sabban catisindan elde edilen  Bg_sqs Ve

[3%- Smarandache egrileri

]—_ _
1 04—
057 0.2+
U—-_ 0
05 -0.2+
] 0.4
1 d
-0.8 -0.8
0.8 J0.6 0.6
04 0.4
) -0.2
I 0
0.2 0.2
04 0.4

0.6 0.6

o) - L) _* - o o

(@) Bo—csas eBrisi (b) [3; egrisi

Sekil 3.27 B ve B* aslinormal gostergesinin Sabban catisindan elde edilen Bo—esas

ve ;- Smarandache egrileri
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1.6

(@) B10—esas €Brisi (b) B}, egrisi
Sekil 3.28 3 ve 3* aslinormal gostergesinin Sabban catisindan elde edilen 310 csas

ve [37,- Smarandache egrileri

(@) Bi1—csas eBrisi (b) f;, egrisi

Sekil 3.29 3 ve 3* aslinormal gostergesinin Sabban catisindan elde edilen 311 _csas

ve f3};- Smarandache egrileri
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(@) Pr2—csas eBrisi (b) 57, egrisi

Sekil 3.30 5 ve 3* aslinormal gostergesinin Sabban catisindan elde edilen B9 csas

ve (75- Smarandache egrileri

0.6

(@) Bi3—coas eBrisi (b) f3; egrisi

Sekil 3.31 3 ve 3* binormal gostergesinin Sabban catisindan elde edilen  313_csas

ve {5~ Smarandache egrileri
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1

-1
(a) Bl4—esa5 egl'iSi (b) BT4 egrisi
Sekil 3.32 3 ve 3* binormal gostergesinin Sabban ¢atisindan elde edilen 314 csas

ve [31,- Smarandache egrileri

(@) Bi5—csas eBrisi (b) B, egrisi
Sekil 3.33 3 ve 3* binormal gostergesinin Sabban catisindan elde edilen 35— csas

ve [3{5- Smarandache egrileri
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(@) Bi6—esas egrisi (b) Bi¢ egrisi

Sekil 3.34 5 ve 3* binormal gostergesinin Sabban ¢atisindan elde edilen  Bi6_csas

ve [1s- Smarandache egrileri
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada ilk olarak bir egrinin evoliit egrisinin Frenet vektorlerinin olusturdugu

Smarandache egrileri bulundu ve bulunan her bir egrinin Frenet vektorleri ve egrilikleri

ayr1 ayr1 hesaplanarak esas egrinin Frenet aparatlar1 cinsinden ifade edildi.lkinci

olarak evoliit egrisinin Frenet vektorlerinin birim kiire iizerinde c¢izdikleri kiiresel

gosterge egrilerine ait Sabban catilart olusturuldu ve bu catilardan Smarandache

egrileri tanimland1 ve her bir egrinin geodezik egrilikleri ayr1 ayr1 hesaplandi.Elde

edilen bulgular esas egrinin Frenet aparatlari cinsinden ifade edildi. Bu c¢alismanin

benzerleri olarak;

i.

ii.

il.

iv.

Successor egrileri, Viviani egrisi, Adjoint egrisi gibi 6zel egrilerin evoliit
egrileri tanimlanabilir bu egrilerden Smarandache egrileri olusturulup geometrik
ozellikleri incelenebilir. Elde edilen ozellikler esas egri ile iligkilendirilerek

aralarindaki bagint1 bulunabilir.

Yukarida verilen her bir egrinin evoliit egrisine ait Frenet vektorlerinin
olusturdugu kiiresel gosterge egrilerinin  Sabban catilar1  tamimlanarak
Smarandache egrileri olusturulabilir. Bu egrilerin Sabban formiilleri, geodezik

egrilikleri hesaplanabilir ve esas egri ile iligkileri aragtirilabilir.

S0z konusu egrilerin vektorel momentleri tanimlanabilir, elde edilen egrilerden
Smarandache egrileri olusturulup geometrik 6zellikler hesaplanabilir ve esas
egri ile iligkilendirilebilirDaha sonra bu egrilerin evoliitleri tanimlanarak
vektorel momentleri ifade edilebilir ve Smarandache egrileri olusturularak Frenet
formiilleri ve egrilikleri ayr1 ayr1 hesaplanabilir.Elde edilen egrilerden Slant helis,
Dairesel helis, Bertrand egri ¢ifti ve Mannheim egri cifti olan egriler olup olmadig:

arastirilabilir.

S6z konusu egriler kullanilarak evoliit egrilerinin, involiit egrilerinin ve daha
geneli olarak baglantili egrilerden regle yiizeyler tanimlanabilir ve elde edilen
yiizeylerin baz1 geometrik 6zellikleri incelenebilir.(Minimal yiizey olma durumu
gibi, acilabilir yiizey olma durumu gibi, yiizeyin kapali olmas1 durumunda integral

invaryantlarinin arastirilmasi gibi 6zelliklere bakilabilir.)
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v. Catilar degistirilerek; Bishop catisi, Alternatif ¢ati, Modifiye cati gibi catilar

kullanilarak s6z konusu caligmalar tekrar yapilabilir.

vi. Benzer calismalar Minkowski uzayi, Dual uzayi, Lorentz uzayi, Kuaterniyon

uzay1 gibi uzaylarda da yapilabilir.
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