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Bu tez calismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde
calismanin amacindan bahsedilerek bir giris verilmistir. ikinci boliimde ¢alismamizda
gerekli olacak temel tamimlar, teoremler ve genel bilgiler ifade edilmistir. Ugiincii
boliimde genel lineer model ve onun kisitlamali modelleri altinda parametre fonksiyonlarinin
alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin edicisi
(BLUE) gozoniine alinmistir. Ayrica genel model altindaki tahmin ediciler ile onun
kisitlamali modeli altindaki tahmin edicilerin esit olmasi i¢in bazi1 gerek ve yeter sartlar
arastirtlmistir. Dordiincli boliimde sonug ve oneriler verilmistir. Besinci boliimde ise
tezde yararlanilan kaynaklar listelenmistir.
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ABSTRACT

ON EQUALITIES OF ESTIMATIONS OF PARAMETRIC FUNCTIONS
UNDER THE GENERAL LINEAR MODEL AND ITS RESTRICTED
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This thesis is organized in five parts. In the first chapter, an introduction is
given by mentioning the purpose of the study. In the second part, the basic definitions,
theorems and general information that will be required in our study are expressed. In
the third section, the ordinary least squares estimator (OLSE), the best linear unbiased
estimator (BLUE) of parametric functions under a general linear model and its
restricted models are considered. Also, some necessary and sufficient conditions are
investigated for equalities of estimators of parametric functions under a general linear
model and of estimations of parametric functions under its restricted models. In the
fourth chapter, conclusions and recommendations are given. In the fifth chapter, the
sources used in the thesis are listed.
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1. GIRIS

Matrisler ve matris inversleri iizerine insa edilen lineer modeler ve ¢esitli
uygulamalar1 bugiin teorik matematik, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik ve elektrik
miithendisligi gibi pek ¢ok teknik alanda olduk¢a 6nemli hale gelmistir. Matris hesab1
ise uzun yillardan beri bilinmekte ve kullanilmaktadir. Matris kavrami ilk kez ingiliz
matematik¢i Sylvester tarafindan 1850 yilinda kullanmustir. 1853 yilinda yine bir
ingiliz bilgini olan Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin
bazi Ozelliklerinden faydalanmis ama matris ismini heniiz kullanmamustir. Bir diger
ingiliz matematik¢i Cayley ise 1858 yilinda zamaninda meshur olan ‘Memorie on the
Theory of Matrices’ isimli ¢alismasinda matris cebirinin temel esaslarini ortaya
koymustur. Daha sonra Fransiz Laguerre ve FIman Frobenius matrislerle ilgili bazi
yeni kavramlar ve teoremler tizerinde ¢alismalar yapmislardir.

Singtiler bir matrisin inversi fikri ise ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Ancak ta ki 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir
sistematik c¢alismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda ise, dnceki yillarda yapilan
caligmalardan tamamen bagimsiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz daha farkli bir
yoldan Moore tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile
asag1 yukar1 ayni zamanlarda yasayan bilim adamlarindan Rao (1965) tarafindan
tanimlanan ve gelistirilen Pseuda invers ise Moore ve Penrose tarafindan verilen
kisitlamalarin tiimiinii saglamamaktadir. Rao, daha sonraki g¢aligmalarinda lineer
denklemlerle ilgili problemlerinin ¢dziimiinde yeterli olan ve Moore ve Penrose’ un
vermis oldugu tanimdan daha da zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers,
bir genellestirilmis invers (g-invers) olarak adlandirilmis ve bunun ¢esitli uygulamalari
Rao (1965)’ nun ¢esitli calismalarinda yer almistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili
onemli gelismeler ve bunlarin uygulamalari 1971 yilinda basilan Generalized Inverse
of Matrices and Its Applications isimli kitapta verilmistir.

Matris denildiginde ilke akla gelen bir matrisin ranki ve inversi kavramlaridir.
Matris ranki ile ilgili bilinen bir ger¢ek sudur: Ayn1 mertebeden iki A ve B matrisinin
benzer olmasi, yani UAV = B olacak sekilde iki tersinir U ve V matrisinin mevcut
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart A ve B matrislerinin ranklarinin esit olmasidir. Bir

matrisin slitunlarmin ya da satirlarinin dogrusal bagimsizligini belirlemek i¢in en basit



yontem, verilen matrisin elementer matris islemler yardimiyla satir veya siitun eselon
formlara indirgenmesidir. Herhangi bir matris ifadesi i¢in, bu ifade ile ilgili ¢esitli rank
esitlikleri kurulabilir ve bu rank esitliklerinden yararlanilarak verilen ifadenin bazi
temel ozellikleri ortaya konulabilir. Pek ¢ok rank formiilleri ise ¢esitli blok matrisler
ve elementer blok matris islemleri yardimiyla tiiretilebilir. Bu formiillerden en sik
kullanilanlar1 ve bu tez de de sik sik bagvurulacak olan bazi rank esitlikleri asagida

siralanmustir:

o [1A I, 0 |, —AB 0
I. I =r =r ,
BI | |01 -BA 0o 1
[, 1 -ABT 1,0 0 1 —AB
n. r =r =r ,
B 0 0 B-BAB| |[B 0

- rA AB_rA 0 _rA—ABAO
' BA B| |0 B-BAB| 0 B|

Son zamanlarda yapilan calismalarda blok matrisler ve elementer blok matris islemleri
kullanilarak pekg¢ok yeni ve 6nemli rank esitlikleri verilmis ve bu rank esitliklerinden

bircok 6nemli sonug tiiretilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi1 dnemli tanimlar

ve teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Tammm 2.1 K keyfi bir cisim olsun. K cismi iizerinde n bilinmeyenli m tane lineer

denklemden olusan bir lineer denklem sistemi

>ax;=b,1<i<m
=1

., 1<i<m ler bilinen

seklinde tanimlanir. Burada, x;, 1= j=n ler bilinmeyenler, &;

J

katsayilar ve b; ler ise reel sayilardir. Bu denklem sistemi daha acik olarak

A, X+ a,X, + A%+, +a,X, =b
A, X, + Ay X, + 8y X+ +a,,X, =D,

veya matris formunda

A, X+ 8,X, + AXg F e +a, X, X, b,
Ay X+ 8y X, + Aa Xy F e +a,,X X, b,

olarak yazilir (Hacisalihoglu,1977).

Tamm 2.2
I. K cisim olsun. m,n € N ve 1<i<m,1< j<nolmak iizere biitiin (i, j) siral
ikililerin kiimesi A = N X N ile gosterilsin.
fiA-K, (ij)—> f(i,j)=a
fonksiyonu tanimlansin. Bu takdirde a; e K olacak sekilde segilen m.n tane elemanin

olusturdugu bir tabloya K cismi iizerinde tanimli m = n tipinde matris denir. Eger
K = R, yani reel sayilar kiimesi olarak alinirsa bu takdirde matrise bir reel matris, K =
C, yani kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa bu takdirde matrise bir kompleks

matris ad1 verilir (Branson R., 1999). Bu durumda



(2.1)

matrisi kisaca A = I:aij]mxn seklinde gosterilir. Burada a, eleman1 A matrisinin i —

yinci satir ve j —yinci siitununa karsilik gelen elemanidir. K cismi lizerinde segilen

biitiin A= a; ]mxn matrislerin kiimesi K™*™ veya K[™* ile gosterilir.

ii. A=[a;| ~ve B=[b;] aym boyutlu iki matris olsun. Eger her bir (i, j) icin
a; =b; ise A ve B matrislerine birbirine esittir denir ve A = B ile gosterilir.

iii. A=[a; | matrisinin her bir a; elemant sifir ise, bu takdirde A matrisine bir sifir

matris denir ve A = 0 ile gosterilir.

iv. A=[gq ]mxn ve B=|b, ]mxn ayni boyutlu matrisler olmak lizere A+ B matrisi

Am1 +bmi A2+ b . AQn + bn

seklinde tanimlanir.

V. K cismi ilizerinde k € K bir skaler say1 olmak iizere kA € K;* matrisi

ka,, ka,,.... ka,,
ka,, ka,,.... ka,,

mn

seklinde tanimlanir.

Vi.A = [aij]mxpve B :[b”.]pxn olmak iizere A ve B matrislerinin ¢arpimi

(a11b11+...+a1pbp1) (a11b1n+...+a1pbpn)
A.B =

(am1b11+. . +ampbp1) ™ (am1b1n+. Lt arnpbpn)
bigiminde tanimlanir. Agikca goriilecegi lizere ¢arpimin tanimli olabilmesi i¢in
birinci matrisin siitun sayist ile ikinci matrisin satir sayisi esit olmalidir. Bu sartlar

altinda carpim matrisi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Tanim 2.3

i. Bir A=[a;;] __ matrisinde eger m=n ise bu durumda A matrisine bir kare
Jmxn

matris denir. Bu durumda A matrisindeki a,;, a,,.......... a,, elemanlarina da bu

matrisin kosegen (esas kosegen) elemanlari denir.
ii. Kosegen elemanlar1 1 ve diger tiim elemanlar1 O olan bir kare matrise birim matris

denir ve birim matris 1 seklinde gosterilir.
iii. A = [al- j]mxnmatrisinde ayn1 numarali satir ve siitunlarin yer degistirilmesi ile elde

edilen AT = [afi]nxm matrisine A matrisinin transpozu denir. Bu durumda uygun

boyuttan matrisler igin (A + B)T =A" +B" ve (A.B)T =BT AT esitlikleri saglanir.

iv. A bir kare matris olmak iizere A" = A ise, Amatrisine simetrik matris ad1 verilir.

Teorem 2.1 A, B ve C bir K cismi {izerinde tanimli mxn boyutlu matrisleri ve
k,,k, € K skaler sayis1 i¢in asagidaki esitlikler saglanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
I. (A+B)+C=A+(B+C)
ii. A+0=0
iii. A+(-A)=0
iv. A+B=B+A
V. k(A+B)=kA+k,A
vi.  (k,+k,) A=k A+k,A
vii.  (kk,) A=k, (k,)A
viii. 1A=Ave 0A=0
Tamm 2.4 xq,x,,...,x, € R™? vektorleri i¢in Y]=; a;x; = 0 olacak sekilde hepsi
birden sifir olmayan aq,a,,...,a, skaler sayilar1 bulunuyorsa xq,x,,...,x,

vektorlerine lineer bagimlidir, aksi halde lineer bagimsizdir denir (Hacisalihoglu H.H.,
1977).

Tamim 2.5 A matrisi mxn boyutlu ve a,, a,, ..., a, siitunlarina sahip olan bir matris
olsun. x" = (xq,x5,...,x,)vektori i¢in Ax = x;a; + x,a,+... +x,a, ifadesi A
matrisinin siitunlarinin bir lineer kombinasyonunu gosterir. Bu durumda A matrisinin

stitunlarmin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen biitiin vektorlerin



olusturdugu kiimeye A matrisinin siitun uzayi veya ranj uzayi denir ve R(A) ile

gosterilir. ;R(A), A matrisinin siitunlar tarafindan gerilir ve siitun uzay1
R(A) = {y € R™*L:y = Ax,x € R"*1}
ile ifade edilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.6 A matrisinin a,, a,, ..., a, satirlar tarafindan iiretilen R™*?! in alt uzayima

A matrisinin satir uzayr denir. A matrisinin satir uzay1 R(A’) olarak gosterilir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.2 A matrisi mxn boyutlu ve C matrisi, A matrisinin satir indirgenmis
eselon bicimi olsun. A matrisinin satir uzayi ile C matrisinin satir uzayi aynidir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.7 Bir matrisinin siitun uzayinin boyutuna matrisin siitun ranki ve satir
uzayinin boyutuna da matrisin satir ranki denir. Bir A matrisinin satir indirgenmis

eselon bigimindeki sifirdan farkli satirlarin sayisina ise matrisin ranki denir ve r(A)

ile gosterilir (Hacisalithoglu H.H., 1977).
Teorem 2.3 A matrisi mxn boyutlu matris olsun. A matrisinin satir ranki, stitun

rankina esittir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.4 Uygun boyutlu A, B ve C matrisleri i¢in asagidaki ifadeler dogrudur
(Hacisalihoglu H.H., 1977):

i. R(A:B)=R(A)+%R(B),

i, R(AB)c=R(A),

. R(AA)=R(A),

iv. 9R(C)c=R(A)< C matrisi AB bi¢imindedir.

V. boy(R(A))=r(A),

vi.  AeR™" icin r(A)<min{m,n},

vii.  Bir matrisin bazi satir ya da siitunlarinin silinmesiyle elde edilen alt matrisin

ranki, orjjinal matrisin rankini gegemez,

vii.  7(4) = r(4") = r(4'4) = r(44").



Teorem 2.5 A ve A, tersi olan matrisler ise, bu durumda herhangi bir A, matrisi i¢in

A, AA,, AA ve AAA, matrisleri ayni ranka sahiptir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.8 Eger P> =P olacak sekilde bir P matrisi varsa P matrisine idempotent
matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.9 A matrisinin sifir uzay1
N(A) = {x €e R 4x = 0} € R™!
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Eger AB =1 ise, B matrisine A matrisinin sag inversi denir ve bu invers B®
ile gosterilir. A matrisine ise B matrisinin sol inversi denir ve bu invers A™" ile
gosterilir. A matrisinin sag inversi ancak A matrisi tam satir rankli oldugu zaman
mevcut olacaktir. Benzer sekilde B matrisinin sol inversi B matrisi tam siitun rankli
oldugunda mevcut olacaktir. Buna gore sag invers veya sol invers tek olmayabilir. A €
R™*™ {icgensel matris olmak lizere, rank sartlar1 gosterir ki, m>n oldugunda sag
invers olmayabilir ve m < n oldugunda da sol invers mevcut olmayabilir. Bu nedenle
her iki inversin de mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart A matrisinin bir kare matris
ve tam rankli olmasidir. Bu durumda matrisin sag inversi ile sol inversi birbirine esit
olacaktir ve bu matrise, nonsingiiler A matrisinin inversi denir ve A™ ile gosterilir.
O halde A matrisinin mevcut ve tek olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisi
nonsingiiler olmasidir. Bu durumda AA™! = A7*A4 = I dir. Eger A ve B matrislerinin

her ikisi de nonsingiiler ve ayn1 boyutlu ise (AB)™! = B~1A~1 olacaktir.

Herhangi bir A matrisi i¢in ABA = A ise bu takdirde B matrisine A matrisinin
bir genellestirilmis inversi denir ve A matrisinin genellestirilmis inversi A~ seklinde
gosterilir. Ote yandan eger A € R™™ ise bu takdirde A~ € R™™ olacaktir. Bu
durumda her matrisin en az bir genellestirilmis tersi mevcuttur denilebilir. Ayn1 sekilde
herhangi bir simetrik matrisin en az bir simetrik genellestirilmis tersi mevcut olacaktir.
Ancak genel olarak, bir A matrisinin A~ genellestirilmis inversi tek degildir. A~
matrisinin tek olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin nonsingiiler olmasidir ve
bu durumda A~ = A~! olacaktir. Herhangi bir A matrisi i¢in,

. ABA=A
ii. BAB=B



iii. (AB) =AB
iv. (BA) =BA
kosullarini saglayan, B matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi (inversi) denir ve

A* ile gosterilir. Bu durumda bir matrisin Moore-Penrose inversi tektir. Eger A matrisi

tersi alinabilir bir matris ise bu durumda A" = A™ dir.
Teorem 2.6 A,B ve C uygun boyutlu matrisler olmak iizere asagidaki ifadeler
dogrudur (Hacisalihoglu H.H., 1977).
i (A) =A
ii. AA" ve A"A idempotenttir.
ii. r(A)=r(A")=r(AA")=r(A"A),
V. AAA = A= ATAA Ve A(AT) AT = A = AT(AT) A,
V. A=0A"=0,AB=0<B'A"=0veA'B=0< AB=0,
vi. T(A)=r(AA)=r(AA)<r(A),
vii. BA'C, A matrisinin genellestirilmis tersinin se¢imine gore degismez kalir
ancak ve ancak R(B") = R(A') ve R(C)<=R(A) dir.

viii. A"A ve AA™ matrislerinin her ikisi de idempotent matrislerdir. Eger A
matrisi simetrik ve idempotent matris ise bu takdirde |- A matrisi de

simetrik ve idempotent bir matris olacaktir.
Tamm 2.10 A= (g;) matrisi nxn boyutlu bir kare matris olmak tizere A matrisinin
determinanti |A| ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
i. n=1 i¢in |A| =a,,,
ii. n=2icin |Al=a,a,, —a,,8,,
iii. n>2 i¢in
Al = a111411| = @izl Az ]+ + (D agy | A, = Z?zl(_l)lﬂau | A1l

dir, burada A;, (1i). mindrdiir.



Teorem 2.7 A matrisi kdsegen elemanlart a,,,.......,a,, olan nxn boyutlu matris

n

olmak tizere, A matrisi iist iiggensel veya alt tiggensel ya da kdsegen bir matris ise bu

durumda |A = a,,a,,........ a,, olacaktir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Sonug 2.1

1
A=

i. Amatrisi tersinir bir matris olmak tizere |A| = dir.

ii. | birim matris olmak tizere |I| = 1 dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.8 A ve B ayni mertebeden kare matrisler olmak iizere |AB|=|A||B| dir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.11 y = (y;) € R™?1 vektorii ve simetrik A = (aij) € R™™ matrisi igin,

Q(y)=yAy= ZZ y,y;a; ifadesine, y, elemanlarinin bir kuadratik formu ve A

i=1 j=1
matrisine de bu kuadratik formun matrisi denir. Bu durumda y’Ay kuadratik formu,

simetrik bir A matrisi tarafindan karakterize edilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Boyle bir matris i¢in asagidakiler sdylenebilir.
i. Eger Vy =0 igin y'Ay >0 ise A pozitif tanimhdir.
ii. Eger Vy #0 igin y'Ay <0 ise A negatif tanimlidir.
iii. Eger Vy i¢in y'Ay >0 ise A nonnegatif tanimlhidir.

Sonug 2.2 Eger f(z) = z'Az bir kuadratik form, z bir m x 1 tipinde vektor ve A

matrisi m X m tipinde herhangi bir simetrik matris ise, bu takdirde
a
a—zf(z) = 2Az

olacaktir.

Teorem 2.9 A matrisinin nonnegatif tanimli ve r rankli bir matris olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart A= RR’ olacak sekilde rrankli bir R matrisinin mevcut olmasidir
(Hacisalihoglu H.H., 1977).



3. GENEL LINEER MODEL VE KISITLAMALI MODELDE TAHMIN

3.1 Lineer Modelin Olusumu
Y gozlemlerin nx1 mertebeli bir vektorii (rasgele vektor), X n X p (n < p)

mertebeli bir bilinen katsayr matrisi, # px 1 mertebeli bir bilinmeyen parametre
vektdrii ve E(&)=0, Cov(e) =X olmak iizere ¢ nx1 tipinde rasgele degiskenlerin
gozlenebilir olmayan bir vektorii olsun. Bu durumda bu degiskenler arasinda
Y=X[+¢
bi¢iminde varsayilan bir bagintiya bir lineer model veya lineer regresyon modeli denir.
Bu model bazi 6zel durumlara sahiptir. Bu 6zel durumlar, ¢ rasgele vektoriiniin
dagilimina ve kovaryans matrisine ya da X matrisinin yapisina ve rankina bagli olarak
ortaya ¢ikar. Aksi belirtilmedikge, r(X) = p oldugunu kabul edilecektir, baska bir
deyisle modelimizdeki X katsay1 matrisi tam siitun rankli bir matris olacaktir, ¢ hata
vektoriiniin dagilimi hakkinda ise ti¢ durum goz oniine alinabilir:
1. Durum: € ~ N(0, ¢%1)

2. Durum: ¢ bilinmeyen bir dagilima sahip olup E (&)=0 ve Cov(¢)= o’l dur.
3. Durum: Cov (&) = o™V dir, burada V bilinen pozitif definit bir matristir.

Birinci durumda her bir & rasgele degiskeni O ortalamali, bilinmeyen o varyansh

normal dagilima sahip olup ¢;,i = 1,2,3,...,N, ler kendi aralarinda bagimsizdir.

Ikinci durumda, her bir & nin beklenen degeri sifir ise, & ler iliskisiz ve ¢ ler

bilinmeyen ortak o* varyansina sahiptirler. Birinci ve {igiincii durumdaki varsayimlar
altindaki modele bir Gauss-Markov modeli denir. Ikinci durumdaki modele ise bazen
en kiigiik kareler modeli ad1 verilir. Ayrica eger hata terimi bir normal dagilima sahip

ise bu durumda modellere hipotez modelleri de denilmektedir.

Y = XS +¢ lineer modelinde X £ vektoriine modelin deterministik kismi, Y

ve ¢ vektorlerine ise modelin stokastik kismi1 ad1 verilir. Y vektorii bagimli degisken,
tepki degiskeni veya acgiklanan degisken adi verilen bir rastgele degisken ile ilgili
gozlemler vektoridir. X matrisine tasarim matrisi, agiklayici degiskenlerin matrisi,

bagimli degiskenlerin gézlem matrisi gibi isimler verilmektedir, & vektoriine ise hata
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vektorii  denilmektedir. Gergek yasamda olaylarin lineer modeller yardimiyla
modellenmesi ¢alismalarinda Y, X , 8 ve ¢ degiskenleri degisik sekillerde anlamlan-
dirilmaktadir. Ornegin baz1 modellerde Y iiretim miktar1, bazilarinda boy uzunlugu,

bazilarinda agirlik ve bazilarinda da bir ekonomik degisken olabilir.

p, hizi ile hareketine baslayan S, ivmesiyle dogrusal hareket eden bir cismin
zamana bagli olarak aldig1 yol S = 4, + £,t formiilii ile verilebilir. Bu sekilde hareket
eden bir cismin hizin1 ve ivmesini bilmek ve daha sonra belli bir zamanda aldig1 yol
miktarmi belirlemek istedigimizi farzedelim. Bu durumda keyfi olarak segtigimiz
t;,i=12,...,N, zamanlarinda yol uzunluklarin1 goézlemlemeye kalkistigimizda
Ol¢iimlerde yapilacak olan hatalardan dolayr S;,i=1,2,...N, gozlemleri i¢in

S, = [, + Bt + & gibi bir model diisinmemiz daha uygun gériinmektedir. Bu durumda

S, t, &

Y = S, X = 14, o= & ' ﬂ:{ﬁo}
: Do : B .
SN Nx1 1 tN Nx2 EN Ina

gosterimleri altinda yukarida belirtilenler,

Y=XpB+¢
seklinde bir lineer model olarak ifade edilmektedir. Bu modelde eger Y gbzlem
vektoriindeki gozlemleri veren agiklayici ya da bagimli degiskeni Y harfi, X
matrisinin ikinci stitunundaki gézlemler ile ilgili bagimsiz degiskeni X harfi ve hatay1

da ¢ harfi ile gosterirsek bu degiskenler arasindaki baginti

Y:ﬁo‘l‘ﬁlX‘l‘g

olarak da ifade edilebilir.

Bir diger ornek olarak, belli bir cins meyvedeki meyve suyu miktarmi bu
meyvenin agirhigma bagl olarak incelemek istedigimiz varsayalim. Gergekte bir
meyvedeki meyve suyu miktar1 sadece meyvenin agirligina bagl degildir, ama agirlik
ile meyvedeki meyve su miktari arasinda bir fonksiyonel bagintinin varligin1 kabul
ederek, gozlemlerin bunu dogrulayip dogrulamadigini, gézlemlerden ¢ikarilan bir
bagintinin bulunmasini ve bunlarin neticesinde de agirliga bagh olarak meyvedeki

meyve su miktarini tahmin etmek isteyebiliriz.
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Bu ornekte agiklayici degisken olan meyvenin agirligi ve agiklanan degisken
olan meyve suyu miktara birer rasgele degisken olacaktir. Bu durumda eger agirligi

X ile ve meyve suyu miktarini da Y ile gosterirsek X ve Y degiskenlerinin bir ortak

dagilim1 s6z konusu olacaktir. Bu durumda E(Y X = X) =g(x) ifadesine Y nin X

tizerindeki bir regresyon denklemi denildigini ve X ve Y degiskenlerinin ortak

dagiliminin normal dagilim olmasi1 durumunda bunun
E(Y[X =x)=9(x) =B, +Bx

seklinde verildigini hatirlatalim. Bu takdirde ( X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin

ortak dagilimindan N birimlik 6rneklem, (X;,Y;) ,i = 1,2,..., N, olmak iizere

Yi=Bo+BXite,i=12,...,N, g ~(0,02I)

veya
Y, 1 X, P
vo| | x|t K] ,ﬁzm
: Do : B,
N _INx1 1 XN Nx2 En Nx1

matris gosterimleri altinda

Y=Xp[+¢,
modeline basit lineer regresyon modeli adi verilir. Ote yandan X ve Y rasgele
degiskenleri arasinda bir ortak dagilim diisiiniilmeden sadece Y bagimli degiskeni ile

ilgili gozlemlere dayali olarak,

Y.=6,+ X +e,1=12,....,N,

bigiminde bir ifade s6z konusu oldugunda ise modele basit lineer model denir.

Ote yandan meyvenin agirligi olan X degiskeni ile meyvedeki meyve suyu
miktart olan Y degiskeninin ortak dagilimi normal dagilim olmayabilir. Bizim
buradaki amacimiz X degiskeninin gézlenen degerlerine bagli olarak Y degiskeninin

gozlenen degerini tahmin etmek olduguna gore
Y =6 +BX +g,1=12,...,N,

bi¢iminde bir lineer modeli ele almak ¢ok daha uygun olacaktir. Bu durumda ¢ hata

terimi, birinci 6rnekteki yol uzunlugunun 6l¢iilmesi sirasinda olusan hataya benzer bir
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hata icermekle birlikte, X degiskeninin belli bir degeri i¢in Y degiskenindeki

rastgeleligi ve ayrica modelin belirlemesindeki hatay1 da igerecektir.

Bir lineer modelde eger agiklayic1 degisken sayisi birden fazla ise bu modele
bir ¢oklu lineer model (multiple linear model) denir. Bir lineer modelde eger bagimli
degisken sayisi birden ¢ok ise bu durumda da modele bir¢cok degiskenli model
(multivariate model) ad: verilir. Sicaklik ve basincin, sertlik tizerindeki etkisinin bir
fonksiyon bi¢imindeki bir baginti ile ifade edilip edilemeyecegi, bu bagintinin
bi¢iminin ne olacagi veya sicaklik ile basing degiskenlerinin sertligi ne derece de
etkileyip etkilemedigi gibi sorunlar ilk olarak metaliirji biliminin sorunlari gibi
gozikmektedir. Metaliirji biliminin kanunlarina gore sicaklik ve basincin sertlik
tizerindeki etkisi tam olarak belirlenmis olabilir veya bagmti bicimsel olarak
belirlenmis ancak iginde bilinmeyen katsayilar mevcut ya da aralarinda bir bagint1 var
ama ne oldugu belirlenmemis olabilir. Ik durumda istatistik¢inin yapacag: fazla bir
sey kalmamugstir. Belki de sadece belirlenmis olan modelin gegerliliginin sinanmasinda
yardimer olabilir. Ikinci ve iigiincii durumlarda ise istatistik¢iye onemli gérevler
diismektedir. Amag belirlendikten sonra, dérnegin bu amag¢ hangi sicaklik ve basing
altinda malzemenin sertligi maksimum seviyede olmaktadir seklinde olabilir,
gozlemlerin alinacagi en uygun deney tasariminin secilmesi ve daha sonra bir

istatistiksel sonug ¢ikariminin yapilmasi istatistik biliminin 6nemli bir sorunudur.

Bir diger 6rnek olarak belirli bir sebze tiiriiniin verimini incelemek istedigimizi
varsayalim. Siiphesiz verim, toprak ve hava ile ilgili birgok tabiat 6zelliginin yaninda
sulama, giibreleme, topragi isleme gibi baz1 dis etkenlere de baglidir. Bu nedenle

modelleme sirasinda, ¢ok karmasik olan gergek hayattaki iliskilerden bazilarini ihmal

ederek, verim miktar1 (Y ) igin, toplam yagis miktar: (Xl) _sicaklik ortalamast (X,),

giibre miktar1 (X;) ve birim metrekaredeki bitki sayis1 (X,) degiskenlerine bagh

olarak,

Y =8+ XB+XB,+ X5+ X, B+

bi¢iminde bir modelin gegerli oldugu varsayilacaktir. Bu durumda gerek model
gecerliliginin stnanmasi1 ve gerekse gecerli bir modelde acgiklayici degiskenlerin

etkilerinin yani parametrelerin tahmin edilmesi amaciyla yapilacak aragtirmada veri
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toplama islemi uygulamada pek de kolay olmayacaktir. Bu durumda modeldeki yagis
miktar1 ve sicaklik ortalamasi ile ilgili aciklayict degiskenler birer rasgele degisken
olmasina ragmen giibre miktari ile ilgili agiklayic1 degisken bir deterministik degisken
olarak goriilebilir. Bu nedenle agiklayici degiskenlerin birer rasgele degisken olup
olmamasina bakilmaksizin, bundan sonra agiklayici degiskenler ile ilgili X matrisini
gozlem degerlerinin bir matrisi veya baska bir deyisle sabitlerin bir matrisi olarak

disiinmek daha makul olacaktir.

3.2 Basit Lineer Modellerde Parametre Tahmini

Simdi bir denemenin n kez tekrarlandigini ve asagidaki verinin elde edildigini

varsayalim.
Gozlem y X1 X " Xp ‘
Numarast tepkimesi aciklayici degiskenleri
1 Y1 X11 X12 vt Xyp
2 y2 x2 1 x22 eee xzp
n
yn Xn1 Xp2 ot xnp

Bu durumda modelin
Y =PBo+ B X1+ B Xo+ o+ Xyt €

oldugunu kabul edersek ve gozlemlerin n- lilerinin ayn1 modele isleyecegi de kabul
edilirse bu durumda onlar arasinda
Y1 = Bo + Bix11 + Baxiz + o+ Bpxip + &

Y2 = Bo + B1xz1 + Paxay + 0+ 3px2p + &

Yn = Bo + Bixn1 + BaXpz + - + ﬁpxnp + &,

seklinde bir baginti saglanir. Bu takdirde bu n tane denklemden olusan sistem matris

formunda

Y1 1 x1 X2 Xp|[f, &
V2| _ 1 %1 X2 0 Xpp||B2 + &
Yn 1 xp1 Xpp o Xppllp &n
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olarak yazilabilir. Genel olarak, p sayida bagimsiz degiskene sahip basit lineer model
y=Xf+¢

olarak ifade edilebilir. Burada y = (y4,y2, ...,¥n)' inceleme degiskeni lizerinde n

sayida gozlemden olusan n X 1 tipinde bir vektordiir.

X11 X120t Xip

X21 X22 t Xop
X = . . . .

Xn1 Xn2 0 Xpp

p sayida aciklayict degiskenin her birisi lizerinde n sayida gozlemin bir n X p
matrisidir. § = ([31,[32, ...,ﬁp)' regresyon katsayilarinin bir p X 1 vektorii olup &€ =
(£4,&, ..., &,)" ise rasgele hata bilesenlerinin veya hata teriminin nx1 tipinde bir
vektoriidiir. Eger regresyon sabiti mevcut ise, X in birinci stitunu (1,1, ...,1)" olur.
Istatistiksel sonuglar1 ortaya koymak icin y = X + & modelinde bazi ilave
varsayimlara ihtiya¢ duyulur. Bu varsayimlar regresyon katsayilart ig¢in tahmin

edicinin istatistiksel 6zelliklerini vermek i¢in kullanilir ve agsagidaki gibi siralanabilir:
(i) E(e)=0.
(i) E(ee") = a?l,.
(i r(X) =p
(iv) X stokastik (rasgele) olmayan bir matristir.
(v) &~ N(0,0%1L,).

Regresyon katsay1 vektoriinlin tahmini i¢in bir genel yontem, uygun sekilde

secilen bir M fonksiyonu igin,

?=1 M(g;) = ?:1 M(J’i — X1y — Xizf2 — - — xip.Bp)
ifadesini minimumlagtirmaktir. Boyle bir M fonksiyonunun se¢iminin bazi drnekleri
M(x) = |x|, M(x) = x*> veya daha genel olarak M(x) = |x|? seklindedir. Bu
durumda parametrelerin tahmini i¢in M(x) = x? ile ilgili olan en kiiciik kareler
yontemi g6z Oniine alinacaktir. Tim £ vektorlerinin kiimesini B ile gosterelim. Eger
ozel bir ek bilgi verilmezse, B kiimesi k —boyutlu reel oklid uzayinda olacaktir.

Amacimiz ¢, hatalarinin karelerinin toplamini, yani, verilen y ve X igin,
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n

S(p)=2 e =ce=(y-XB) (y-Xp)

i=1

ifadesini minimum yapan B de bir b’ = (b4, b,, ..., by, ) vektdrii bulmaktir. Bu takdirde

S(B) reel degerli, konveks ve tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunda, bir minimum

daima mevcut olacaktir. Bunun ig¢in
S(B)=y'y+BXXB—2BX'y

yazilir ve S(B) nin f ya gore tiirevleri alinirsa Sonug 2.2 ye gore

SB) _ Hyivp _ oy
5 =2X'XB — 2X'y
92S(B) _ oy
o = 2X'X

yazilabilir. Bu durumda normal denklemimiz

95(B)
B

seklindedir. Ote yandan 7(X) = p oldugu kabul edildiginden dolay1 XX matris pozitif

=0 =XXB=XYy

taniml1 olur, ki bu durumda normal denklemin yegane ¢6ziimii
B=XX)"XYy
dir ki bu B nin alisilmis en kiiglik kareler tahmin edicisi (OLSE) olarak adlandirilir.

X matrisinin tam rankli olmadigi durumda ise, (X'X)~ matrisi X'X matrisinin bir

genellestirilmis inversi ve @ keyfi bir vektor olmak iizere
B=XX)Xy+[I-XX) XXw
olacaktir.

X matrisinin tam siitun rankli oldugu kabulii altinda bilinen bir V pozitif

definit matrisi igin E (¢) =0 ve Cov(e) = o2V olarak dikkate alindiginda elde edilen

normal denklemlere karsilik gelen XV X g =XV ™y normal denkleminin yegane

¢Oziimii olan
B=(XVIx) xvly

tahmini genellestirilmis en kiiciik kareler edicisi olarak adlandirilir.
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Teorem 3.1
i. ¥ =Xp; y vektoriiniin deneysel tahmin edicisi olsun. Bu takdirde § ; X'Xp8 = X'y
nin tiim S ¢oziimleri i¢in ayn1 degere sahip olacaktir.
ii. S(A); X'XB = X'y nin herhangi bir ¢6ziimil i¢in minimuma ulasir (Rao, 1973).
Ispat.i. b paramatresi
b=(XX) XY+ 1-(XX) XX |o
daki herhangi bir eleman olsun. Bu takdirde X (XX) XX =X oldugundan,
Xb=X (XX ) XY+X[1=(XX) XX |o=X (XX) XY
olur ki bu ifade @ ya bagl degildir. Buise, § nin X’Xb = XY nin her b ¢6ziimii i¢in
ayn1 degere sahip olacagini gosterir.
iii. Herhangi g i¢in,
SB)=ly—-Xb+X(b-PI'ly —Xb+X(b-p)]
=@ —-Xb)'(y—-Xb)+ (b —-p)X'X(b—-pB)+2(b—p)X'(y—Xb)
=@ —-Xb)'(y—Xb)+ (b -p)X'X(b—-p)
= (y —Xb)'(y — Xb) = S(b)
=y'y—2y'Xb+b'X'Xb
=y'y—b'X'Xb
=y'y—y'y
olduguna dikkat edilmelidir.

Eger y = X 8+ ¢ modeli i¢in, 8 tahmini 4 nin herhangi bir tahmin edicisi ise,
bu takdirde uydurulan degerler § =X ,3 olarak tanimlanir. Bu durumda g asagidaki
ozellikleri saglar.

(i) # mn tahmin hatas

A b N—1 foN-1

B-B=(XX) Xy-Bp=(XX) Xe
seklindedir.

(ii) Yanlilik: X in rasgele olmadig1 kabul edildiginden ve E (&)= 0oldugundan,

E(B—B)=XX)"'X'E(e) =0
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olacaktir. Yani alisilmis en kii¢iik kareler tahmin edicisi aslinda B nin bir yansiz

tahmin edicisi olacaktir.

(i) # min kovaryans matrisi Var(f) = a2(X'X) ™! olacaktur.

Teorem 3.2 (Gauss — Markov Teoremi) Alisilmis en kiiglik kareler tahmin edicisi

ayni zamanda £ nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisidir (Rao, 1973).

Ispat. g nin OLSE si y nin bir lineer fonksiyonu olan
b=(XX)" Xy
olsun. Ayrica a nin elemanlar1 keyfi sabitler olmak iizere, |’ lineer parametrik
fonksiyonunun bir b™ = a'y keyfi lineer tahmin edicisini g6z niine alalim. Bu takdirde
E(b")=E(ay)=aXp
yazilabilir ve bu nedenle
E(b’)=aXp=I'B=aX =I'
oldugunda, b” ayn1 zamanda |'# icin bir yansiz tahmin edicidir. Biz ¢alismalarimizda

sadece lineer ve yansiz olan tahmin edicileri ele almak istedigimizden kendimizi
a'X =" i¢in olan tahmin edicilere sinirlayabiliriz. Ote yandan
Var(a'y)=a'Var(y)a=oc"aa
ve
Var (I'b) =1'Var (b)l = c%a’X (XX )" X4
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu durumda
Var(a'y) —Var('b) = o%[a’'a — a’X(X'X)"1X'a]
=o0%a’'(I — H)a
esitligi gbz oniine alinirsa (I -H ) matrisi bir pozitif yar1 tanimli matris oldugundan
Var(a'y)-Var(l'b)>0
dir. Bu durum, eger b™ herhangi bir lineer yansiz tahmin edici ise, bu takdirde
varyansinin b nin varyansindan daha kii¢iik olmamasi gerektigini ortaya koyar. Sonug

olarak “en iyi b” sifatt bnin lineer yansiz tahmin ediciler arasinda etkin oldugu

belirtmek tizere, b en iyi lineer yansiz tahmin edicidir.
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3.3 Genel Lineer Model Altinda Parametre Tahmini

Genel lineer modeller altinda degisik tahmin edicilerin karakterize edilmesinde

matris rank metotlarinin kullanilmasi olduk¢a 6nem arzetmektedir.
y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) = a2V, (3.1)

genel lineer modelinin verildigini varsayalim, burada X € R™*? keyfi rankl bir
bilinenler matrisi, y € R™*! gdzlenebilir bir rasgele vektor, f € RP*! bilinmeyen
parametre vektorii, V € R™" bilinen keyfi rankli non-negatif definit matris ve o2

bilinmeyen bir pozitif parametredir. (3.1) modeli genellikle
M = {y,XB,c%V} (3.2)

seklinde gosterilir. Burada (3.1) modelinin tutarli oldugu yani bir ¢dziime sahip oldugu

varsayilacaktir. Bunun i¢in 1 olasilikla
y € R[X, V] (3.3)

olmalidir. Eger V matrisi singiiler bir matris ise (3.1) modeline singiiler lineer model
veya singliler Gauss-Markov modeli de denir. g ve X parametrelerinin (3.2) ile
verilen genel lineer modeli altindaki OLSE ve BLUE tahmin edicileri asagidaki gibi

verilebilir:

I. [ parametresinin (3.2) genel lineer modeli altindaki OLSE tahmin edicisi

~

B = argmin(y — XB)'(y — XB) (3.4)

dir. Bu durumda X nin (3.2) genel lineer modeli altindaki OLSE tahmin edicisi ise
OLSEy,(XB) =XB = X.OLSEy(B) = X.f3

olacaktir.
ii. XB nin (3.2) genel lineer modeli altindaki BLUE tahmin edicisi, BLUE(Xp) ile
gbsterilir, bir Gy lineer tahmin edicisi olarak tanimlanir. Oyle ki E(Gy) = X8 ve Xp
nin (3.2) modeli altindaki diger herhangi bir yansiz lineer tahmin edicisi Ly ise bu
takdirde Cov(Ly)- Cov(Gy) farki nonnegatif definittir.

P,, Q4 ve F, matrisleri sirasiyla
PA:AA+,QA:I_PA:I_AA+Ve FA:I_PA/:I_A+A
ortoganal izdiisiimlerini gostersin.
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(3.4) bagntist ile ilgili normal denklem X'Xf=X"y seklinde olup bu denklemin

¢Oziimii asagidaki iyi bilinen sonugtur.

Lemma 3.1 (3.2) modeli altinda 5 ve X5 parametrelerinin OLSE tahmin edicileri v €

RP*1 keyfi bir vektor olmak iizere asagidaki gibidir:
OLSEy(B) = X' X)* X'y +(I — X*XX)v =XTy + Fyv (3.5)
OLSE(XB) = XOLSEy(B) = XXTy = Py y. (3.6)

Ote yandan (3.2) modeli altinda Xf parametresinin BLUE tahmin edicisi
asagidaki lemma da verilmistir (Rao, 1973).

Lemma 3.2 Bir Gy tahmin edicisinin (3.2) modeli altinda X nin bir BLUE tahmin

edicisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart G matrisinin
GIX, VEx] =[X,0] (37)
lineer matris denklemini saglamasidir (Marsaglia ve Styan, 1974).

Bu denklem tutarlidir, bagka bir deyisle, R([X,0]) < R([X,VEx]), veya buna denk

olarak,
[X ,0][ X, VEx]*[X,VEX]=[X,0]

esitligi gerceklenir. Bu durumda (3.7) denkleminin genel ¢6ziimii, Py, ile gosterilir,

U € R™" keyfi olmak lizere

Py =[X,01[X, VEx]"+UE[xvE,, (3.8)
ve X nin BLUE tahmin edicisi

BLUEw(XB)=Pxyvy (3.9)

seklindedir. Ayrica {Px v} ve {BLUE)(Xf)} ile sirastyla tiim Py, ve BLUEy (Xp)

tahmin edicilerinin ailesini gosterelim.

Lineer modellerle ilgili caligmalarda (3.2) modelindeki X matrisinin tam siitun
rankli matris ve V kovaryans matrisinin de pozitif definit matris oldugu durum en sik
rastlanilan durumdur. Bu durumda, (3.2) modeli altinda, § ve XS parametrelerinin

OLSE ve BLUE tahmin edicileri asagidaki standart formda tek tiirlii olarak yazilabilir:

OLSEy(B) = (X'X)™ X'y, OLSEy,(XB) = X(X'X)"1X'y, (3.10)
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BLUEy(B) = (X'V1X)"1X'V~1y, BLUEy,(XB) = X(X'V™1X)"1X'V~1y. (3.11)
Burada (3.2) altinda 8 ve Xf igin verilen bu tahmin edicilerin dérdii de yansizdir.

Eger X = [X;,X,] blok pargalanmig matrisindeki X; ve X, alt matrisleri
ortogonal ise, baska bir deyisle X;X, = 0 ise, bu takdirde (3.10) ifadesindeki
(X'X)"1X've X(X'X)~1X' matrisleri sirasiyla

(XIX)—1X/ — (X{X1)_1X{:|
(X3X2)71X;
ve
X(X'X)_lX' = Xl(Xlle)_lel + Xz(X’2X2)_1X,2 (312)

olarak yazilabilir. Buna paralel olarak (3.10) daki OLSE,(8) ve OLSE(Xf) tahmin

edicileri de sirastyla

_ [XiX) T X1y [ OLSEw(B)
0L5Eu) =[G iy onses) (3.13)
ve
OLSEy(XB) = X1 (X1 X)) 7' X1y + X, (X3X,) ' X3y (3.14)

olarak yazilabilir.

Ote yandan eger X = [X;, X,] blok parcali matrisindeki X; ve X, alt matrisleri
V~1- orthogonal, yani X;V~1X, = 0 ise, bu takdirde (3.11) deki (X’V-1x)"t x’v1!
ve X(X'V~1X)71 X’V 1 matrisleri sirasiyla

X:v-1x)"1x/v-1
1 1

XV=1x)Tt XVt =
&V=H XV =1X,) X

(3.15)
ve
XXV XV = X, (XVTIX)TIXIV T 4 X, (X VX)XV T (3.16)

seklinde pargalanabilir. Buna paralel olarak (3.11) ifadesinde verilen BLUE,(B) ve
BLUE)(XB) tahmin edicileri sirasiyla

BLUEy(B) =

XV1x)" XV y] [BLUEMl(ﬁl) (3.17)

XV 1X) I XV y BLUEMZ(,BZ

ve
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BLUE,(XB) = X, (XY™ X) " X{V 1y +X,(XaV =1 X,) "X 1y

seklinde ayristirilabilir.
(3.17) ve (3.18) ifadelerinin sag taraflarindaki gésterim
KV TIXV Tty ve XXV X)XV Yy
tahmin edicilerinin (3.3) modeli altinda S; ve X;B;, i =1,2 parametrelerinin BLUE
tahmin edicilerinin sembolik gosterimi anlamindadir, bununla birlikte bu tahmin

ediciler (3.1) modeli altinda B; ve X;f3;, i =1,2 parametrelerinin BLUE tahmin edicileri

olamaz.

Kolaylikla gosterilebilir ki (3.13), (3.14), (3.17) ve (3.18) esitliklerinde verilen
ayrigimlar, ortogonallik varsayimlari altinda OLSE,(f), OLSEy(XB), BLUEy,(B) ve
BLUEy(XB) tahmin edicilerinin hesaplanmasma doniistiiriilebilir. Ayrica bu
ayrisgimlar bu tahmin edicilerin gesitli istatistiksel 6zelliklerinin tiiretilmesinde de
kullanilabilir. Ornegin, (3.13), (3.14), (3.17) ve (3.18) ifadelerinde verilen OLSEy,(B),
OLSEy,(Xif;), BLUEy,(B;) ve BLUEy,(X;B;) tahmin edicileri X;X, =0 veya
X;V~1X, =0,i=1,2 varsayimlan altinda B; ve X;B; icin yansiz tahmin edicilerdir.
OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin bu ayrisimi dikkate alinarak, (3.2) ifadesinde
verilen M genel lineer model altinda da OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin muhtemel

ifadelerini g6zoniine almak ilging olacaktir.

(3.6) ve (3.9) de verilen Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler i¢eren
OLSEy(XB) ve BLUE(Xf) tahmin edicilerini g6zoniine alalm. (3.13), (3.14), (3.17)
ve (3.18) ifadelerinin (3.6) ve (3.9) daki tahmin ediciler i¢in kullanilmasi bazi kritik
matris islemleri icerecektir. Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren degisik
matris ifadelerini sadelestirmek i¢in Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren
bir dizi degisik rank formiillerine ihtiya¢c duyulmaktadir. Parcali matrisler igin

asagidaki rank formiilleri Marsaglia & Styan (1974) tarafindan verilmistir.

Lemma 3.3 AcR™", BeR™, CeR" ve D € R™* matrisleri verilmis olsun. Bu
takdirde

i. r[A,B]=r(A)+r(EsB) =r(B)+r(EzA),
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r(A) + r(CFy) =r(C) + r(AF,) ,

=
—~
a
—
Il

i, 7 (fC‘ ’(3)) = r(B) + r(C) + r(EzAF,) ,
iv r(‘g g) =r(4) + r(C(I)~“A D _EACiJrB) ,

v. Eger R(B) € R(A) ve R(C") < R(A") ise bu takdirde

A B\ _ ot
r(C D) = 1(A) + r(D — CA*B)
esitlikleri vardir. Ozel olarak

Vi. 7[A,B] =7(4) & E.B =0 < R(B) € R(A),

vii. r(‘g) —7(4) & CF, = 0 = R(C) € R(A),

viii. 7 (‘C1 g) — r(4) & R(B) S R(4), R(C') S R(A') ve D = CA*B

iX. r(‘é1 g) =r(B)+r(C) & BU,; + U,C = A lineer matris denklemi U, ve
U, i¢in ¢ozilebilirdir.

ifadeleri yazilabilir. Diger taraftan

r(B—AA'B)2r(B)+r(AA'B)=r(B)-r(A'B) (3.19)
oldugu kolaylikala gosterilebilir. Bu nedenle

r[AB]>r(A)+r(B)-r(A'B) (3.20)
esitsizligi yazilabilir. Ustelik

R(B) C R(A) © AA*B =B

o r[A,B] = r(4),

R(A) =R(A)
ve

R(B1) = R(Bz) = r[Ay1, B1] = r[Az, B,]

ifadeleri de verilebilir (Marsaglia ve Styan, 1974).
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Lemma 3.4 AeR™" matrisi verilmis olsun ve Z,Z,,Z; € R™™ matrisleri A
matrisinin dig inversleri, yani Z;AZ; = Z;, i = 1,2,3, olsun. Ayrica R(Z;) € R(Z;) ve
R(Z;) € R(Z}) igermelerinin saglandigi varsayilsin. Bu takdirde

T(Zl - ZZ - Z3) = T'(Zl) - r(Zz) - T'(Z3) + T'(ZzAZ3) + T(Z3AZZ) (321)
esitligi saglanir (Rao, 1973).

Ispat: Elementer blok matris islemleri altinda bir matrisin rankinin degismedigini

daha once ifade emistik. Bu nedenle elementer blok matris islemleri uygulanirsa

-z, 0 0 Z -z, 0 0 0
10z 0z jo0 7z o0 0
0 0 2z, 2| |0 0 z 0
Zz, 7, Z, O 0 0 0 Z,-7,-Z,
=r(Z2,-2,-7,)+r(Z,)+r(Z,)+r(Z;) (3.22a)

esitliginin yazilabilecegi kolaylikla gosterilebilir. Diger taraftan Lemma 3.4 de verilen

sartlar altinda elementer matris blok matris islemleri ile

-z, 0 0 Z 0 ZAZ, Z,AZ, Z,
Jo z0 z|_ oz 0 Z
0 0 2z, z,| |0 0 z, Z,
z, z, Z, O 'z, 0 0 0
[0 0 0 z,
|0 0 -Z,AZ, 0
o -z.,AzZ, 0 0
'z, 0 0 0
=2r(Z,)+r(Z,AZ,)+r(Z,AZ,) (3.22h)

esitlikleri yazilabilir. Buradan (3.22a) ve (3.22b) esitlikleri birlestirilirse istenilen

sonug elde edilir.

Lemma 3.6 AcR™, BeR™* ve C e R* matrisleri verilmis olsun. Bu durumda

maxr(A—BZC):min{r[A,B],r(éj}, (3.23)

ZeRW?
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. A A B
minr(A-BZC)=r[AB]+r| _|-r (3.24)
ZeRM C cC o0
esitlikleri saglanir. Bir 6zel durum olarak

A
BZC = A tutarhdir & I‘[A, B] = I‘(B) ve r(cj =r(C) (3.25)

ifadesi yazilabilir (Rao, 1973).

3.4 Genel Lineer Modelde Parametre Fonksiyonlarinin Tahminlerinin Esitligi

Bu kisimda genel lineer model altinda parametre fonksiyonlarinin tahmini
incelenecektir. Bunun icin, X € R™ P keyfi rankl1 bir bilinenler matrisi, y € R™*!
gozlenebilir bir rasgele vektor, f € RP*! bilinmeyen parametre vektorii, V € R™"
keyfi rankli non-negatif definit bilinen bir matris ve o2 bilinmeyen bir pozitif

parametre olmak tizere
y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) = a2V,
genel lineer modelinin verildigini varsayilsin ve bu model kisaca

My = (v, XB, 0%V} (3.26)
seklinde gosterilsin. Bu model altinda K € R¥*? olmak iizere K8 seklindeki bir lineer

parametrik fonksiyonun tahminini géz Oniine alinacaktir.

Tamim 3.1 Eger E(Ly + ¢) = KB yani LXB + ¢ = K[ olacak sekilde bir L matrisi ve
¢ vektorii bulunabilirse KB parametre vektoriine (3.26) modeli altinda tahmin
edilebilir denir. Bu durumda Ly + c lineer tahmin edicisi Kf i¢in yansiz lineer tahmin

edicidir denir.

Benzer sekilde eger E(Ly) = Kf yani LX = Kp olacak sekilde bir L matrisi
bulunabilirse Kf parametre vektoriine (3.26) modeli altinda homojen olarak tahmin
edilebilir denir. Bu durumda Ly lineer tahmin edicisi Kf igin bir homojen olarak

yansiz lineer tahmin edicidir denir (Tian ve Ark., 2008).

Lemma 3.5 (3.26) da verilen modelin tutarli oldugunu varsayalim ve L;y +c¢; Ve
L,y + ¢, lineer tahmin edicileri Kf i¢in yansiz lineer tahmin ediciler olsun, yani

E(Lyy + ¢;) = E(L,y + ¢;) = Kp olsun. Bu takdirde L,y + ¢; = L,y + ¢, tahmin
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edicilerinin 1 olasilikla esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L,V = L,V esitliginin

saglanmasidir (Tian, 2010).

Verilen bir K parametre vektori igin onun tahmin edilebilirligi ile ilgili olarak
iki problem hemen akla gelir. Birincisi K (homojen olarak) tahmin edilebilir olmasi
¢in gerek ve yeter sartlarin belirlenmesi. Ikincisi ise eger K (homojen olarak) tahmin
edilebilir ise E(Ly + ¢) = Kf (veya E(Ly) = KB ) olacak sekildeki L matrisi ve ¢
vektoriinlin genel ifadelerinin verilmesi. Eger f parametre vektorii serbest degisken
olarak alinirsa LXf = Kf esitligi LX = K ve ¢ = 0 olmasina denk olacaktir. Bu ise
KB nin tahmin edilebilir olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin R(K') € R(X') oldugu
anlamina gelir. Bu durumda L matrisinin genel ifadesi U keyfi bir matris olmak tizere

L=KX"+U({—-XX") ile verilir.

Teorem 3.3 (3.26) da verilen modelin tutarli oldugunu yani y € R(X:V) oldugunu
farz edelim. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir:
a. Ly + c lineer tahmin edicisi K i¢in yansiz lineer tahmin edicidir.

b. L,K vec matrisleri i¢in

T(Kj(LX ](; i):r(X:V)

rank esitligi saglanir.
Cc. L,K vec matrisleri i¢in
R([LX —K:0]") c R([X:V]) ve [LX — K:0][X:V]*y=¢
durumlari saglanir.
d. L,K vec matrisleri i¢in
LIX:0] (I — [X:V]*[X:V]) = [K:0] U — [X:V]T[X:V])
ve
[LX — K:0][X:V]*y =c

esitlikleri saglanir (Isotalo ve Puntanen, 2009).

Daha 6nce de ifade edildigi gibi bir Gy lineer istatistiginin K tahmin edilebilir
parametre fonksiyonu igin bir en iyi lineer yansiz tahmin edici, yani BLUE, olmasi
icin cov(Gy) kovaryans matrisinin bir minimum olmasi gereklidir. Bu durumda Gy
lineer istatistiginin K tahmin edilebilir parametre fonksiyonu i¢in bir en iyi lineer

yansiz tahmin edici olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul G matrisinin
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G(X:VXL) = (K:0) (3.27)

matris denklemini saglamasi gerektigini hatirlayalim (bakiniz, e.g., Rao, 1973, p.282).
Ayrica Kf nin BLUE si ig¢in agik gosterimler (3.27) esitliginden elde edilebilir.
Ornegin U matrisi R(W) = R(X: V) olacak sekilde keyfi bir matris olmak {izere eger
W =V + XUX' ise, bu takdirde K nin BLUE si

BLUEy,(KB) = KB = K(X'W~X)"X'W~y (3.28)
seklinde yazilabilir. Buna karsilik olarak Kf nin OLSE si

OLSEy,(KB) = KB =KB=KX'X)"X'y (3.29)

seklinde yazilabilir, burada § vektorii X'Xf = X'y normal denklemini saglayan keyfi
bir vektordiir. KB tahmin edilebilir ve KB (X'X)”™ nin segiminden bagimsiz
oldugundan OLSE,, p (Kp) ifadesini

KB =KXty

olarak da yazabiliriz. Ayrica Kf tahmini V kovaryans matrisinden bagimsiz
oldugundan BLUE ye bir alternatif olarak pek ¢ok sekilde ifade edilebilir. Bu nedenle
BLUE,, p (KB) nin OLSEy, p (KP) ye esit olmasi igin V kovaryans matrisinin yapilarini

g0zoniine almak ilging olacaktir. X beklenen deger vektoriiniin BLUE, p (XB) ve
OLSEy p (XB) tahmin edicilerinin esitligi ile ilgilili teratiirde ¢esitli ¢aligmalar
yapilmistir (bkz. Puntanen and Styan, 1989). Bu hususta ilk yeter sart Anderson (1948)

tarafindan verilmistir fakat bu alanda esas biiyiik atilim Rao (1967) ve Zyskind(1967)
tarafindan yapilmstir. Rao (1967) BL UEwm, (XB) ve OLSEy, (XB) tahmin edicilerinin

esit olmasi igin gerek ve yeter sart olarak V' kovaryans matrisinin, a € R, © ve Q

simetrik matrisler, V' nonnegatif definit olmak tizere V nin yapisinin
V =a?l + XeX’ + Xtax)’ (3.30)

seklinde oldugunu ifade etmistir. Daha sonra Rao (1968) bu sartin yine A ve A simetrik

matrisler, V' nonnegatif definit olmak {izere V nin yapisinin
V = XAX' + XtAXY) (3.31)

ifadesine denk oldugunu gdstermistir.
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Bununla beraber verilen tahmin edilebilir K parametre fonksiyonunun BLUEy, (KPB)
ve OLSEMB(Kﬁ) larinin esitligi konusu ¢ok az calisilmistir. Eger BLUEMB(Xﬁ) ve
OLSEMﬁ(Xﬁ) tahmin edicileri esit bu takdirde BLUEMB(K,B) ve OLSEMﬁ(Kﬁ) tahmin
edicilerinin de esit olacagini belirtelim. Ancak BLUE), p (KB) ve OLSEy, p (KpB) tahmin
edicileri esit oldugu halde BLUE), B(X B) ve OLSEMﬁ(Xﬁ) tahmin edicilerinin esit
olmadig1 durumlar da olabilir. Rao ve Mitra (1971b) BLUEMﬁ(Kﬁ’) ve OLSEMB(Kﬁ)
tahmin edicileri esit olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin a € R, Z,Q ve I' simetrik
matrisler, KT'(X1)' = 0, V nonnegative definit olmak iizere V nin yapisinin

V =a?l + XZX' + XX + Xr(XH)' + Xr'x’ (3.32)
seklinde oldugunu ifade etmistir. Daha sonra Grof3 ve Ark. (2001) BLUEy, p (KpB) ve
OLSEy, p (KB) tahmin edicilerinin esit olabilmesi igin bazi gerek ve yeter sartlar
vermislerdir 6yle ki ¥ € Ry, 5, £ = Pc®P; + QxPQyx, C =X(X'X)"K'K(X'X)"X'

ve ® € R, ,, bir nonnegatif definit matris olmak iizere V nin yapisinin

V = [SY2 + (Py — POY][EY2 + (P — Py’ (3.33)
seklinde oldugunu ifade etmistir. Bununla beraber (3.33) verilen yap1 (3.32) de
verilenden ¢ok daha karmasiktir.

Bu kissmda BLUE), p (KB) ve OLSEy p (KB) tahmin edicilerinin esit olmasi i¢in
bazi diger sartlar ve V nin ¢esitli yapilar1 ele alinacaktir. Elde edilecek sonuglarimiz
orjinal modelin yeniden 6zel bir parametrizasyonunun 6zellikleri iizerine kurulmustur.

Mg = {y,XB,0?V} modelini yeniden gdzoniine alahm ve X, matrisi de
R(X) = R(X,) olacak sekilde keyfi bir matris olsun. Bu takdirde X = X,A olacak
sekilde bir A matrisi mevcuttur. Ayricay = Af olarak alinirsa, bu takdirde

M]/ = {y,X*V; O-ZV} (334)

modelinin Mg = {y, XB,0°V} modeline denk oldugu sdylenir ve Mg modelinin

yeniden parametrelestirlmis modeli olarak adlandirilir. Yeniden parametrelestirlmis

model Mz modeline BLUEy ,(XB) = BLUEj, (X.y) anlaminda denktir.
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KB, K € R*?, parametrik fonksiyonu My = {y, X8, 02V} modeli tahmin
edilebilir olsun. B € RP*! oldugundan B parametre vektoriinii y = (y1,y3)’ olmak
lizere asagidaki gibi parcgalayabiliriz:

B =(K:KDy =Ky +Ky,.
Bu durumda R(X) = R(X(K:K*)) oldugundan M,z modeli
M, = {y,X(K:K")y,0?V} = {y, XKy, + XK*y,, 0%V} (3.35)
yeniden parametrelendirilmis modeline denk olacaktir. M,, daki model matrisini
X, = (X1 X0.) = (XK: XKL (3.36)

ile gosterelim. Ayrica (XK: XK*) model matrisi R(XK) N R(XKL) = {0} siitun uzay
ozelligini de saglasin. Bu nedenle M, modeli altinda hem XKy, ve hem de XK Ly,
parametrik fonksiyonlar: tahmin edilebilir fonksiyonlardir. M, modeli Mz modeline
denk oldugundan Mg altindaki BLUE ve OLSE lerin esitligi M,, modeli altindaki

BLUE ve OLSE lerin esitligi ile iligkili olacaktir. Asagidaki lemma bu siniflandirmay1

vernmektedir.

Lemma 3.7 Kp parametrik fonksiyonu Mz = {y, X, a2V} modeli tahmin edilebilir
ve M, ={y, XKy, + XK'y,,0%V} yeniden parametrelendirilmis modeli verilmis

olsun. Bu takdirde
BLUEy ,(KB) = OLSEy,(KB) & BLUEy, (KB) = OLSEy (KB) (3.37)

olacaktir (Isotalo ve Puntanen, 2009).
Ispat. BLUEy ,(K3) = OLSEy,(KB) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

K'X*(X:VKY) = (K': 0) (3.38)

esitliginin saglanmasidir. Py = Py ve X+ = X;* oddugunu ve dolayisiyla AX = K’

olacak sekilde bir A matrisinin mevcut oldugunu belirtelim. (3.38) esitligi soldan ve

1
sagdan sirasiyla (K")* ve (Ig KO (I)) matrisleriyle carpilirsa
(K)*K'X*(XK: XKL VKLY) = (K")*K'K: 0: 0) (3.39)
(K')*A Py (XK: XK*+:VK*) = (K:0:0) (3.39b)
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(K:0)X}Y(XK:XK+:VKL) = (K:0:0) (3.39¢)
esitlikleri elde edilir. Buradaki (3.39c) esitligi BLUE My(K y1) = OLSE MV(K Y1)

oldugunu gosterir. Tersi durum ise (3.39¢) esitligini soldan ve sagdan sirasiyla K’ ve

Kt 0
<(K Hy* 0) carptiktan sonra benzer sekilde gosterilebilir. Bu da ispati tamamlar.
0 I

Marsaglia ve Styan (1974) tarafindan verilen rank kurallari ve
r(Qxxr XK = 1(K) (3.40)
rank esitligi géz Oniine alinirsa
QxxrXKa = Qyx1XKb = Ka = Kb (3.41)
olacagi goriiliir. Bu nedenle kolayca gosterilebilir ki BLUE My(K v1) = OLSE M, (Ky1)
esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
BLUEy, (Qxx+XKy1) = OLSEw, (Qyg+XKy1) (3.42)
esitliginin yani
Qg XK: )X (XK: XKL: VK1) = (Qgg1XK:0:0) (3.43)
esitliginin saglanmasidir. Ayrica Qyp1XS = (Qyx1XK:0) oldugundan ve Py dik
izdlislimii Py, = PQXK L xk T Pxg1 seklinde pargalanabileceginden
(QurrXK:0)X = Qype (PQXKJ-XK + Pyxt)
= PQXKJ-XK = PQXKJ_XKQXKJ. (3.44)
elde edilir ve boylece (3.43) esitliginin

PQXKLXK(QXKLXK:XKL:VKL) = (Qxg1XK:0:0) (3.45)

esitligine denk oldugu goriiliir. Boylece (3.45) esitligi ve Lemma 3.6 dikkate alinarak

asagidaki temel teorem verilebilir.

Teorem 3.4 K parametrik fonksiyonu Mz = {y, Xp, a2V} modeli tahmin edilebilir
ve M, ={y,XKy; + XK 1y,,0%V} yeniden parametrelendirilmis modeli verilmis

olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir:
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QD

. BLUEy ,(KB) = OLSEy,(KB),
b. BLUEy, (KB) = OLSEy, (KB),
C. K'X'QyeeVXt =0,

d. R(VQyxrXK) € R(X)

A, A ve T" keyfi matrisler, V' nonnegative definit olmak tizere V' matrisi

@

V = XAX' + X*A(XL) 4+ XKAT(XY) + XA/ (XKL
olarak yazilabilir.
f. a € R, X, QveT keyfi matrisler, V nonnegative definit olmak iizere IV matrisi
V = a?l + XZX' + XLQ(XL) + XKAT(XL) + XA (XKL
olarak yazilabilir.

g. © ve A keyfi matrisler, V' nonnegative definit olmak tizere Qy 1V Qy kL
Qs VQxxt = Qupr XKOK'X Qyger + XHARXD)'
olarak yazilabilir (Isotalo ve Puntanen, 2009).

Ispat. a., b., ve c. siklarmin denkligi (3.45) esitligi ve Lemma 3.6 dan kolaylikla
goriilebilir. Ote yandan c. ve d. nin denkligi ise agiktir. V matrisi nin yapilarii

ispatlamak i¢in X,, = Qx,. X1 = Qxg1XK alalim ve V kovaryans matrisi de V = LL’
olarak yazalim. Bu durumda R(X;.: X,.:X*) =R, olacagindan L = X,.A; +
X, A, + X*A; olacak sekilde A = (A;: A,: A3) matrisi mevcut olup

V=X, A AKX, + X5, AA0%5, + XTA AR (XY
+ Xl*AlAIZXé* + Xl*AlAé(Xl)’ + XZ*AZA;X{*
+ X5, A, A5 (XYY + XA ALX], + XYAZALX),

esitligini saglar. Bu takdirde c. sikki saglanir, yani X;,VX* = 0 olmasi icin gerek ve
yeter kosul X, X,.,4;A5(XY)'X* = 0 olmasidir ki bu da X;,4;45(X%)’ = 0 esitligine
denktir. Boylece B = (A1: 4,) olmak lizere

V= (X1.:X2.)BB' (X1.: X5.)" + Xt A3A5(XY)

+ X5, A, A5 (XY + X1A3A45X), (3.46)
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yazilabilir. Ote yandan iR()?l* : XZ*) = R(X) oldugundan ()?1* : XZ*) = XC olacak
sekilde bir € matrisi mevcuttur ve dolayisiyla V kovaryans matrisi A = CBB'C’,

A = A3A5 ve T = A,A5 olmak lizere
V = XAX' + XtAXY) + XKAT(XY)' + XAV (XK' (3.47)
formuna sahiptir. Ayrica Py + P,1 = [ esitligi saglandigindan (3.47) esitligi
T=A—-a*(X'X)"veQ =A—-a?[(X))'X]”
olmak iizere
V =a?l + XZX' + XX + XKAT(XL)' + XA (XKL’ (3.48)
olarak ifade edilebilir. Ote yandan Qy, X;. = Xj.ve Qx, Xii = X{ oldugundan
(3.46) soldan ve sagdan Q,, = Qxy. ile arpilirsa® = BB’ ve A = A3A; olmak iizere
Qx,.VQx,. = X1.0X], + X*AXY)' (3.49)
elde edilir. Eger bu esitlik saglanirsa
X1.Qx,.V Qx, X* = XL VX*
= X1.[X..0X], + X*AXYH Xt =0 (3.50)
oldugu goriiliir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Ornek 3.1 Verilen bir tahmin edilebilir parametrik fonksiyonun OLSE tahmin
edicisinin BLUE tahmin edicisine esit oldugu ancak Xf beklenti vektoriiniin OLSE
tahmin edicisinin BLUE tahmin edicisine esit olmadig1 bir 6rnek verelim. Bunun i¢in

y=XB+Zy+¢

modelini g6zoniine alalim, burada X ve Z matrisleri 8 = (81,82, 83), v = (v, v2)",

E(y) =0, cov(y) = w?l,, cov(y,e) = 0 ve cov(e) = a?ly olmak iizere

100 1 0
100 1 0
1o 10 {1 0
X=1lo 10| Y %=|0 1
0 0 1 0 1
00 1 0 1

olarak verilmis olsun (Isolata ve Puntanen, 2009). Bu durumda
cov(y) = cov(Zy + &) = w?ZZ' + 6%l =V
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alinirsa yukaridaki model bir genel Gauss-Markov modeli olarak
M= {y,XB,V}

seklinde ifade edilebilir. Fakat keyfi bilinen bir a sabiti i¢in w? = g?a olmadikca
BLUEy(XPB) gergek olarak elde edilemez. Ciinkii V kovaryans matrisi w? ve o2

bilinmeyen parametrelerine baglidir. Ayrica
X'VXt=w2X'ZZ'X*+ + 0
oldugundan OLSE),(XpB) tahmin edicisi w? ve o2 herhangi verilen degerleri icin

BLUE);(Xp) ile gakismayacaktir. Bununla beraber k' = % (1,1,1)" olmak tizere

1 '
p=5B1+B+Ps)=kB
ortalamasinin tahmini géz 6niine alinirsa bu takdirde
OLSEy (k') = BLUE,, (k'f)

esitligi verilen her w2 ve o2 degeri i¢in saglanir. Bunu gostermek igin k* matrisinin

herhangi bir se¢imi
1 1/2
kt = <—1 1 /2)
0 -1

olarak alinirsa, bu takdirde / = (1,1,1) € R3 olmak iizere

SXkk'X' + (Pyyr + Qx)ZZ' (P + Q)

1 ! 1 ! 1 ! 1 7
_ EU EU s 5]] - E”

1 ! 1 ! 1 ! 1 !

EU EU - EU EU
_ (]] "0 )

o Jy

oldugu goriiliir. Boylece V kovaryans matrisi
"0

=w?ZZ' + 0%l = 2(” ) 2]

V=w +o°lg=w 0 J + 0l

= ZXKK'X' + (Pyir + Qx)ZZ' (Pyjes + Q) + 02
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= XIX' + QxQQx + Xk'TQx + QxI'(Xk1)' + o2l
seklinde yazilabir, burada

3 = 2wlkk' + w2kt (Xk)' ZZ (X)) k(XKL
ve

O =77"ve T = w2kt (Xk1)'ZZ'
dir. Boylece Teorem 3.4 iin f. sikki dikkate alinirsa bu son esitlikten verilen her
w? ve o? degeriigin k' parametresinin OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin esitligi
onaylanmis olur.
3.5 Genel Lineer Model ve Kisitlamali Modelleri Altinda Tahminlerin Esitligi

Bu kisimda genel lineer model ve onun kisitlamali modelleri altinda parameter
fonksiyonlarimin tahminlerinin esitlik durumlari incelenecektir. Bunun igin, X € R™*P
keyfi rankl1 bir bilinenler matrisi, y € R™*! gézlenebilir bir rasgele vektor, f € RP*1
bilinmeyen parametre vektord, V € R™™ bilinen keyfi rankli non-negatif definit

matris ve o2 bilinmeyen bir pozitif parameter olmak iizere
y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) = a2V, (3.51)
genel lineer modelinin verildigini varsayalim.

Ayrica bilinmeyen 8 parametre vektori tizerine A € R™ P bilinenler matrisi

ve b € R™*1 bilinenler vektorii olmak iizere tutarl bir
AB =b (3.52)

lineer matris denklemi formunda ekstra bir bilginin verildigini varsayalim. Bu tip
kisitlamalar Grnegin parametre vektorii hakkindaki lineer hipotez testlerinin
incelenmesinde karsimiza cikabilir. (3.52) ile birlikte (3.51) modeline bir kisitlamali

model veya esitlik kisitlamali model ad1 verilir.
(3.52) modeli ve buna karsilik gelen kisitlamali model genellikle
M = Mg = {y,XB,0*V} (3.53)

M, = {y,XB | AB = b, a2V} (3.54)
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kapali formlarinda gosterilir. Kisitlamali lineer modeler 6zellikle istatistikte oldukca
sik kullanilir. Bununla beraber (3.54) modeli altinda f parametre vektoriiniin tahmin
edilmesi (3.53) modeli altinda f parametre vektoriiniin tahmin edilmesinden ¢ok daha
karmagiktir. Genel lineer modellerin incelenmesinde (3.54) modeli genellikle cesitli
doniistimler yardimiyle agik bir kisitlamali modele doniistiiriilebili. Bu husustaki en
popiiler dontisiimler Lagrange ¢arpanlart ve (3.52) deki denkleme bir ¢oziim olacak

sekilde yeniden parametrelestirme yapmaktir.

r(X) = p ve r(A) = m olmasi1 durumunda (3.54) modeli altinda f parametre

vektoriiniin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi(OLSE)
OLSEy (B) = X'X)7' X'y + (X' X)HAX'X)T'A'I"HAX'X)™' X'y — b)
seklinde verilir (bkz. Amemiya, 1985).

Bu kisimda K € R*¥*P olmak iizere verilen bir tahmin edilebilir K8 parametre
fonksiyonunun (3.53) ve (3.54) de verilen genel lineer modeller altindaki tahmin
edicileri arasindaki iliski incelenecektir. Ozellikle bu tahmin edicilerin birbirine denk
olabilmesi i¢in bazi belirleyici sartlar ele alinacaktir. Daha 6nce de ifade edildigi gibi,
eger r(X) < p, yani, model matrisi eksik rankli ise, bu durumda g parametre
vektoriiniin ve K parametre fonksiyonunun OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin ifade

edilmesinde genellestirilmis inversler isin i¢ine girecektir.

K € R¥*P olmak iizere verilen bir KB parametre fonksiyonunun (3.53) ve
(3.54) de verilen genel lineer modeller altinda tahmin edilebilir olmast i¢in daha 6nce
de ifade edildigi gibi E(Ly + c) = Kp olacak sekilde L ve ¢ matrisleri bulunmalidir.
Bu durumda (3.53) de verilen genel lineer model altinda K parametre fonksiyonunun
tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(K') € R(X') olmasidir. Benzer
sekilde (3.54) de verilen genel lineer model altinda K[ parametre fonksiyonunun
tahmin edilebilir olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul R(K') € R(X": A") olmasidir.
Buradan kolayca goriilebilir ki K parametre fonksiyonu (3.53) lineer modeli altinda
tahmin edilebilir ise (3.54) lineer modeli altinda da tahmin edilebilir olacaktir. Kf3
parametre fonksiyonunun (3.53) ve (3.54) de verilen genel lineer modeller altindaki
OLSE ve BLUE tahmin edicileri farkl kriterlere gore tanimlandigindan bunlarin ayni

olmalar1 gerekmez. Bu nedenle Kf parametre fonksiyonunun OLSE ve BLUE tahmin
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edicilerini karsilastirmak ve 6zel olarak bunlarin esit olmalar1 i¢in baz1 gerek ve yeter

sartlar vermek oldukca onemlidir.
(3.52) tutarli matris denkleminin genel ¢oziimii u keyfi vektorii i¢in
B =A*b+ Fu (3.55)

seklinde olacaktir. Burada F;, =1 — P, =1 — A*A dir. Bu durumda eger B nin bu
degeri (3.51) modelinde yerine yazlirsa, bu takdirde z =y — XA*b olmak iizere

yeniden parametrelestirilmis
z=Xu+e¢ (3.56)

lineer modeli elde edilir. Bu nedenle (3.54) modeli altindaki tahminler (3.56) dan
tiretilebilir. KB parametre fonksiyonunun (3.53) ve (3.54) de verilen genel lineer

modeller altindaki OLSE tahminleri asagidaki lemma da verilmistir.

Lemma 3.8
a. M modeli (3.53) deki gibi verilmis olsun ve Kf parametre fonksiyonunun (3.53)
modeli altinda tahmin edilebilir oldugunu varsayalim. Bu takdirde M modeli altinda

KB parametre fonksiyonunun OLSE tahmin edicisi
OLSEy,(KB) = KX*y (3.57)
seklinde tek tiirlii olarak yazilabilir.

b. M, modeli (3.54) deki gibi verilmis olsun ve K parametre fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olsun. Bu takdirde M, modeli altinda K[ parametre

fonksiyonunun OLSE tahmin edicisi K, = KF, ve X, = XF, olmak lizere
OLSEy, (KB) = (KA* — KuX, " XA )b + KX, Fy (3.58)
seklinde tek tiirlii olarak yazilabilir (Tian, 2010).

Ispat. a. sikkinin ispat1 daha dnceden verilmisti. AX = B matris denkleminin tutarl
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul biliyoruz ki AA*B = B olmasidir. Bu durumda
denklemin genel ¢6ziimii C keyfi bir matris olmak {izere X = A*B + F,C parametrik
formunda yazilabilir. Ozel olarak AX = 0 denkleminin nonnegative tanimli genel

¢oziimii ise X = F,CC'F, olarak verilebilir. Ote yandan (3.56) daki u parametre
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vektoriiniin OLSE tahmin edicisi v keyfi bir vektor olmak tlizere i@l = X,

olarak yazilabilir. Bu ifade (3.55) de yerine yazilirsa
OLSEy, (B) = A*b + FyX, "z + FyFx ,u
= (A" — F, X, " XAY)b + F, X, "y + FyFy ,u
oldugu goriiliir. Bu ise Lemmanin ispatin1 tamamlar.

Lemma 3.9 M modeli (3.53) deki gibi verilmis olsun ve K parametre fonksiyonu
(3.53) modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Bu takdirde M modeli altinda Kf

parametre fonksiyonunun BLUE tahmin edicisi

BLUEy(KB) = Pg.xsy (3.59)
seklinde yazilabilir, burada Py.x.»

G(X:VEy) = (K:0) (3.60)

matris denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Bu durumda (3.60) in genel ¢ozimii U matrisi

keyfi olmak iizere
Py.xs = (K:0)(X:VEx)"™ + UE(x.vE,) (3.61)
parametrik formunda yazilabilir. Ayrica
a. r(X:VEy) =r(X:V) ve R(X:VEy) = R(X:V) dir.
b. Py.xsV carpimi Py.x.5V = (K:0)(X: VEx)*V olarak tek tiirlii yazilabilir.

Bu durumda (3.59) ifadesine ilaveten BLUE;(Kf8) nin iyi bilinen bir gosterimi olarak

U matrisi keyfi simetrikbir matris ve

r(T) =r(X:V), T =V + XUX'
olmak iizere

BLUEy(KB) = KX'T*X)*X'T*y (3.62)
seklinde yazilabilir (Tian, 2010).

Lemma 3.10 M, modeli (3.54) deki gibi verilmis olsun ve Kf parametre fonksiyonu
bu model altinda tahmin edilebilir olsun. Bu takdirde M,. modeli altinda K8 parametre

fonksiyonunun BLUE tahmin edicisi K, = KF, ve X, = XF, ve

37



Pigxaz = (Ka:0)(Xa: VEx,) " + UBy g, |
olmak iizere
BLUEy, (KB) = (I — Py .x,5)XA™b + Py .x, 57 (3.63)
seklinde yazilabilir bu durumda
r(Xa:VEx,) = r(Xa:V) ve R(X4:VEx,) = R(Xp: V)
olup Pk ,.x,:zV ¢arpimi
Py ixyzV = (Ky:0)(X4: VEy,) 'V
seklinde tek tiirlii yazilir (Tian, 2010).

Ispat. Lemma 3.9 dan (3.56) modeli altinda K,u parameter vektriiniin BLUE tahmin
edicisinin BLUEy(Kyu) = Pk ,.x,.xZ seklinde oldugu kolayca goriiliir. Bu ifade (3.55)
esitliginde yerine yazilirsa (3.63) de istenildigi gibi

BLUEy, (KB) = KA*b+ BLUEy, (K4w)
= KA+b + PKA:XA:Z(y - XA+b)
oldugu goriiliir ve boylece de ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.8, Lemma 3.9 ve lemma 3.10 da OLSE ve BLUE tahmin edicileri
icin verilen ifadelerden kolaylikla goriilebilir ki OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin
esitliginin karakterize edilmesi i¢in matrisler ve genellestirilmis inverslerini igieren
matris denklemlerinin esitliginin karakterize edilmesi gerekmektedir. Bunula ilgili
olarak daha once verilen rank esitlikleri uygulanarak Kf parametre fonksiyonunun
(3.53) ve (3.54) de verilen genel lineer modeller altindaki OLSE ve BLUE tahminleri

ile ilgili asagidaki alt1 esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilebilir.
i. OLSEy(KB) = BLUEy(KP),
ii. OLSEy(KB) = OLSEy (KB) ,
iii. OLSEy(KB) = BLUEy (KPB),
iv. OLSEy (KB) = BLUEy(KB),

V. OLSEy (KB) = BLUEy, (Kp),
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Vi. BLUEy(KB) = BLUEy, (KPB).

Simdi bunlarla ilgili olarak asagidaki alt1 teoremi verebiliriz.

Teorem 3.5 M modeli (3.53) deki gibi verilsin ve K8 parametre fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak tizere OLSE,;(KB) ve BLUE,,(Kf) tahmin edicileri
sirasiyla (3.57) ve (3.59) ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

a.

b.

OLSEy(KB) = BLUEy(KPB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
K,X ve X matrisleri igcin KX*ZEy = 0 matris denklemi saglanur.

RI(KX*V)'] € R(X) dir.

R [X"(/)EX] c R [XI'(X] dir.

XV XXl ey xix , .

/ —r[XV — 2r(X) dir.

r )é 2 r[X 0 r Ir
m[’g]gm[ﬁ? g]dir.

Ex (VX: 0)F(y1yry = 0 dir.
XU; + U,(X'X:K") = (VX:0) matris denklemi U, ve U, i¢in ¢o6ziilebilirdir.

V matrisi bir € matrisi i¢gin V = (I —J'J)CC'(I —]']) olarak pargalanabilir,
burada J = KX* — (K: 0)(X:VEx)™ dir (Tian, 2010).

Ispat. OLSE,;(KB) ve BLUE,,(Kf) tahmin edicileri (3.53) deki model altinda K3

parametre fonksiyonu i¢in yansiz tahmin edicilerdir. Bu nedenle Lemma 3.7 ye gore 1

olasilikla OLSE\,(KB) = BLUE);(Kf) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

KX*V = (K:0)(X: VEx)*V

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda

r(KX*V — (K: 0)(X: VEx)*V)

=r(K(X'X)*X'V — (K: 0)(X: VEx)*V)

o aon (5 8 ) O
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[x'x 0 X'V
=r| 0 —-(X:VEx) V |—-7rX)—-—r(X:VEy)
| K (K:0) 0

X'Xx —-X'X 0 X'V
=7r|0 X -VEy V|-rX)-rX:V)
K 0 0 0
X'X 0 XVEy 0
=r{o —-X 0 Vv|[-rX)-rX:V)
| K 0 0 0

_[X'X XVEx] _
—r_K 0 ] r(X)
_[VX 0 X7]_
_r.X'X K’ 0] 2r(X)

= T'(EX(VX: O)F(X'X:K')

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi sifira esitlenerek d., e., f. ve g. siklarinin saglandigi
goriiliir. g. ve h. siklarmin denkligi ise agik bir sekilde goriilebilir. Ayrica (3.57)
esitligini (3.60) da yerine yazarak ve KX*X = K nin KXTVE, = 0 matris denklemini
sagladig1 dolayisiyla c. de istenildigi gibi R[(KX*TV)'] € R(X) oldugu elde edilir. Ote
yandan KX*V = (K:0)(X: VEx)*V denkleminin ¢dziimii i. sikkinin ¢dziimiiniin elde
edildigini gosterir.

Teorem 3.6 M modeli (3.53) deki gibi verilsin ve K parametre fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak iizere OLSE)y(Kf) ve OLSE)y_(KB) tahmin edicileri
sirasiyla (3.57) ve (3.58) ifadelerinde verildikleri gibi olsun.

1. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
a. OLSEy(KP) = OLSEy (Kp) esitligi 1 olasilikla saglanr.
X'X X'XF, X'V

FX'X 0 0
K 0 0

b. r =r(XF,) + r(X) dir.

X'X  X'XF,

. N=
¢ (FAX’X 0

) olmak tlzere

R [X(;V] c R(V), R [’é] c R(N) ve (K: 0)N* [X(;V] —0
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durumlar1 saglanir.
d. V matrisi keyfi bir C matrisi i¢in V = F,CC'F; olarak parcalanabilir, burada
] =KXt —K,X," dir.
2.V matrisi pzitif definit oldugunda OLSEy(KB) = OLSEy (KB) olabilmesi igin

gerek ve yeter kosul R(K") € R(X'XF,) olmasidir (Tian, 2010).

Ispat. M modeli (3.53) deki gibi verilsin. Bu takdirde OLSE,,(KB) ve OLSEy, (KPB)
tahmin edicileri Kf parametre fonksiyonunun yansiz tahmin edilcileri oldugundan 1

olasilikla OLSEy (KB) = OLSE), (Kp) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
KXV = K,X,*V esitligi saglanmalidir. Bu durumda

r(KX*V — K, X,"V)

= r(K(X'X)*X'V — KE,(F,X'XF))* (XF,)'V)

=7 l(K: Fy) (X(’,X FAX(')XFA>+ ((X);A\;Vﬂ

X'X 0 X'V
=r| 0 (XE)'XE, (XF)'V|-r(X)-r(XE)
K KF, 0
X'X 0 X'V
=1 |—(XF)'X —(XF)'XF, 0 |—71(X)—7r(XE,)
K KF, 0

X'X XXE, XV
FEXX 0 0
K 0 0

=r —r(X) —r(XF,)

elde edilir. Esitligin sag tarafi sifira esitlenerek a. ve b. siklarinin denkligi goriiliir. b.
ve c. siklarinin denkligi ise acik bir sekilde goriilebilir. Ote yandan KX*V = K, X,*V
denkleminin ¢6ziimii d. sikkinin ¢6ziimiin elde edildigini gosterir. Ayrica 2. deki sonug

ise 1. den direct olarak goriilebilir.

Teorem 3.7 M modeli (3.53) deki gibi verilsin ve K parametre fonksiyonu bu model

altinda tahmin edilebilir olmak {izere OLSEy(Kp) ve BLUE) (Kp) tahmin edicileri

sirastyla (3.57) ve (3.63) ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler birbirine denktir (Tian, 2010):
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a. OLSEy (KB) = BLUEy, (KB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

Vrx 0 X ¥
b.rl 0 0 A =r[A]+r(X)dir.
XX K 0

C. F(X:A)’ (V(f( 8) E(X'X;Kr) = 0 esitligi saglanir.

d. [ﬁ] Us + U,(X'X:K') = [ng 8] denklemi U, ve U, igin ¢oziilebilirdir,

Ispat. M modeli (3.53) deki gibi verilsin. Bu takdirde OLSEy(KB) ve BLUEy, (KB)

tahmin edicilerinin her ikisi de K parametre fonksiyonu i¢in yansizdir. Bu nedenle

OLSEy(KB) = BLUEy, (KB)

esitliginin 1 olasilikla saglanabilmesi igin gerek ve yeter kosul KXV = Py, .x, sV

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda

T(KX+V - PKA:XA:ZV )

= r(K(X'X)*X'V = (KF,: 0)(XFy: VEy, ) V)

=r l(K: (KF4:0) (X()X —(XFEy :OVEXFA)) (XII/V)I

X'X 0 X'V
=r| 0 —(XFs:VExp,) V |—rX)—r(XFy:VExg,)
K KF, 0
X'X —X'XF, 0 X'V
=r| 0 —XFy, —VExp, V [=1r(X)—rXF;:V)
K 0 0 0
X'X 0  X'VExs, 0
=r| 0 —XF, 0 v]|—1rX) —r(XF;: V)
| K 0 0 0
_[xx X VEXFA] 0
| K 0

_[xx K 07]_ B
=7y OXFA] r(XF,) —r(X)
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0 X
0 A

VX
=7r| 0
‘X K 0

—-r (X) —r(X)

A

elde edilir. Sag taraf sifira esitlenirse a. ve b. nin denkliginin saglandigi goriiliir. b. ile

c. veb. ile d. nin denkligi de daha 6nceki verilen lemmalardan kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.8 M modeli (3.53) deki gibi verilsin ve K parametre fonksiyonu bu model

altinda tahmin edilebilir olmak {izere OLSE), (Kf) ve BLUE),(Kp) tahmin edicileri

sirasiyla (3.58) ve (3.59) ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler birbirine denktir (Tian, 2010):

a. OLSEy (KB) = BLUEy,(KB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

[X'Xx 0 XVo A
|X X 0V o0
b.rlk 0 0 0 0

lo AOOOJ
0 0 X' 0 0

| =r [fﬂ +r(X:V)+rX) +r(A) dir.

Ispat. M modeli (3.53) deki gibi verilsin. Bu takdirde OLSEy (KfB) ve BLUEy (KpB)

tahmin edicileri K8 parametre fonksiyonu i¢in yansiz tahmin edicilerdir. Bu nedenle

OLSEy, (KB) = BLUEy(Kp) esitliginin 1 olasilikla saglanmasi igin gerek ve yeter

kosul K X,"V = Py.x.5V esitliginin saglanmasidir. Bu durumda

T(KAXA+V — PrxsV )

= r(KFy(FaX'XF,)* (Fy)'V — (K: 0)(X: VEx)*V)

[(XF,)'XF,
=r 0
KF,

[(XFy)'XF,
XF,
0

XF, —X
L0 K

=r [(KFA: (K:0)) ((XFA3,XFA

0
—(X:VEy)
(K:0)

0 0

—X —VEy
K 0

0
0
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“eviy) (C5)]

(XFy)'V]
\Y —r(XF,) —r(X:VEy)
0

(XFy)'V]
%4 —r(XFy)) —r(X:V)
0

[0 (XF)'X (XF)'VEx 0

vl —r(XEy) —r(X:V)
0



0 XX XV o Vv
X X o0V oo X
=rlo K 00 0 —r(A)—r(X:V)—r(X)—T(A)
4 0 0 0 0
00 X 00

elde edilir. Bu durumda eger sag taraf sifira esitlenirse a. ve b. siklarinin denkliginin

saglandig1 goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.9 M modeli (3.53) deki gibi verilsin ve K8 parametre fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak tizere BLUEy (Kf) ve BLUE), (Kf) tahmin edicileri

sirastyla (3.59) ve (3.63) ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir (Tian, 2010):

a. BLUEy(KB) = BLUEy, (Kp) esitligi 1 olasilikla saglanr.

vV oo X
b.r[0 0 A4 =r[fﬂ+r(X:V)dir.
X K 0
0 vox
c. RlO|cSR|0 A| dir.
K' 0

Ispat. M modeli (3.53) deki gibi verilsin. Bu takdirde BLUEy, (KB) ve BLUEy(KB)

tahmin edicilerinin her ikisi de Kf parametre fonksiyonu i¢in yansizdir. Bu nedenle
BLUEy, (KB) = BLUEy(KpB)
esitliginin 1 olasilikla saglanmasi igin gerek ve yeter sart
Pg.xsV = PKA:XA:):V
esitliginin saglanmasidir. Bu durumda
r(Pr.xsV — PKA:XA:ZV)

= r(((K: 0)(X: VEx)*V — (KFy: 0) (XFy: VEyp,)*V)

[ (X:VEy) 0 Y

=r _((K: 0): (KFy: 0))( 0 —(XF,: VEXFA)) (V)l
[((X:VEy) 0 \%

=r 0 —(XF4:VExp,) V|—1(XFy:VExp,)—r(X:VEx)
| (K:0) (KF4:0) 0
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—r(XEg: V) —r(X:V)

—r(XEg: V) —r(X:V)

X VEy —XE4 0 v
=r| 0 0 —XFyu —VExp,V
K 0 0 0 o0l
X VEy O VExp, 0]
=r[0 0 -XF, 0 Vv
K 0 0 0 ol
=r X VExr, —rX:V)
K 0
X K 0
=[5 % XFA] — r(XE,) — (X: V)
[0 X' K
=r|X0 V 0 —r(ﬁ)—r(X:V)
L4 0 0

elde edilir. Bu durumda esitligin sag tarafi sifira esitlenirse a.

denkliginin saglandig1 goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.10 M modeli (3.53) deki gibi verilsin ve K parametre fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak iizere OLSE,, (Kf) ve BLUE), (Kp) tahmin edicileri
sirasiyla (3.58) ve (3.63) ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler birbirine denktir (Tian, 2010):

a. OLSEy (Kf) = BLUEy, (KB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

[ VXE, 0 XF, )

X'X 0K X

VX X 0 O X .
c.r =2r + r(4) dir.

A 00 O [A] )

L0 A 0 O

d. XFAUl + U2 (FAX’XFA: FAK,) = (VXFA 0) denkleml Ul ve UZ l(;ln gOZuleblllr

Ispat. M modeli (3.53) deki gibi verilsin. Bu takdirde OLSE,, (KB) ve BLUEy, (Kf)

tahmin edicilerinin her ikisi de K8 parametre fonksiyonu i¢in yansizdir. Bu nedenle

OLSEy, (KB) = BLUEy (KB)

esitliginin 1 olasilikla saglanabilmesi icin gerek ve yeter sart

KaXa"V = (Ku: 0)(X4: Ex )V
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esitliginin saglanmasidir. Bu durumda
T(KaXa™V — (Kp: 0)(Xa: Ex,)*V)

= r[(KF,y(FyX'XF)* (XE,)'V — (KFy: 0) (XFp: VEyg,)*V]

_ ckps oy (FaX XFa 0 T (XEYY
_rI(KFA.(KFA.0)< 0 —(XFA:VEXFA)) ()
F X' XF, 0 E X'V
=r| O —(XFg:VExr,) V| —r(XFx:VExe,) — 7(XFy)
KFA (KFAO) 0
_ [ VXE, XE, 0
~ " EXx'XE, 0 FAK’] — 2r(XFa)
VX X 0 0
_xx o koA (x\_
=r* 0% o |-2r()-r@
Lo 40 0

elde edilir. Sag taraf sifira esitlenirse a. b. ve c. siklarinin denkliginin saglandig
goriiliir. Ote yandan b. ve d. siklarmin denkligi ise kolaylikla gosterilebilir ve bdylece

ispat tamamlanmis olur.

3.6 X Ortalama Vektoriiniin OLSE ve BLUE Tahminlerinin Esitligi

Lemma 3.8, Lemma 3.9 ve Lemma 3.10 kullanilarak (3.53) ve (3.54) de verilen
modelleri altinda Xf ortalama vektoriiniin OLSE ve BLUE tahmin edicileri asagidaki

gibi tiiretilebilir:

OLSEy(XB) = Pyy, (3.64)
OLSEy, (XB) = Exp, XA*b + Py, (3.65)
BLUEy(XB) = Py, (3.66)
BLUEy, (XB) = (I — Pyp,.)XA™b + Pyp .5, (3.67)

burada U; ve U, matrisleri keyfi olmak iizere Py.5 Ve Pxp .5 izdiisiimleri

PX:Z = (X O)(X VEx)+ + U1VE(X:V)

+
Pyp,s = (XFs: 0)(XFy:VExr,) + UiVExr, v
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seklinde olacaktir. Bu kissmda OLSE ve BLUE tahmin edicileri i¢in (3.64)-(3.67)
esitliklerinde verilen ifadelerin denkligi i¢in Teorem 3.5 — Teorem 3.10 a paralel

olarak asagidaki teoremler verilecektir.

Teorem 3.11 OLSE,(XB) ve BLUE,(XB) tahmin edicileri sirasiyla (3.64) ve (3.66)
ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

a. OLSEy(XPB) = BLUEy(XP) esitligi 1 olasilikla saglanir.
b. R[VX] € R(X) dir.
C. PyV =VPydir.
d. V kovaryans matrisi U; ve U, uygun mertebeden matrisler olmak iizere
V =XU,U,'X"+ ExU,U,'Ey (3.68)
formunda ifade edilebilir (Tian, 2010).

Bir genel lineer model altinda OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin denkligi oldukca
onemlidir. Bu nedenle 6zellikle bu tahmin edicilerin denklgi lizerine pek ¢ok ¢alisma
mevcuttur. Istatistiksel literatiirde formunda verilen bir kovaryans matrisine Rao

Kovaryans yapis1 ad1 verilir.

Teorem 3.12 OLSEy (XB) ve OLSE)y, (Xp) tahmin edicileri sirasiyla (3.64) ve (3.65)

ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

a. OLSEy(XB) = OLSEy (XB) esitligi 1 olasilikla saglanr.
X'V X' X\

b. ER[ 0 ]QSR( A )dlr.

c. RX'V]<cRX'XE,) dir.

d. EX’XFAX,V = O dir

e. V kovaryans matrisi G = Ex,xr,ve H uygun mertebeden matrisler olmak

tizere V = F;HH'F,; formunda ifade edilebilir (Tian, 2010).

Teorem 3.13 OLSEy (Xf) VveBLUE), (Xp) tahmin edicileri sirasiyla (3.64) ve (3.67)

ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

a. OLSEy(XPB) = BLUEy (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanir.
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b. 0[] e (%) dir.

c. R[VX] S R(XE,) dir.

d. Exp,VX = 0dir (Tian, 2010).
Teorem 3.14 OLSEy,_(Xf) ve BLUE),(X) tahmin edicileri sirasiyla (3.65) ve (3.66)
ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktirler:

a. OLSEy (XPB) = BLUEy(Xp) esitligi 1 olasilikla saglanir.

VX X

b. r(X V)zr(X)+r(X:V)—r(X) ve r(A 0

0 p ) =7X) +7(4) d.
c. r(Exp,V)=r(ExV) ve ExVXF, = 0 dir (Tian, 2010).

Teorem 3.15 OLSEy, (Xp) ve BLUE), (X) tahmin edicileri sirasiyla (3.65) ve (3.67)

ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktirler:
a. OLSEy (XPB) = BLUEy (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanir.
b. R[VXF,] € R(XE,) dir.

VX X N
r( 0 A) = r(A) +7(X: A) — r(X) dir.
4 0

o

d. VXF, = XF,V dir.

@

IV kovaryans matrisi U; ve U, uygun mertebeden matrisler olmak {izere
V = XFAU1U1,FAX, + EXFAUZUZIEXFA
formunda ifade edilebilir (Tian, 2010).

Teorem 3.16 BLUEy, (Xf) ve BLUE), (X[) tahmin edicileri sirastyla (3.66) ve (3.67)

ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktirler:

a. BLUEy(XP) = BLUEy, (XPB) esitligi 1 olasilikla saglanr.

b. r (ﬁ I(;) =r (ﬁ) +r(X:A) —r(X) dir.
c. r(Exr,V)=r(ExV) dir (Tian, 2010).

Yukarida verilen teoremlerden asagidaki sonuclarin saglandigi tiiretilebilir:
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Sonug 3.1 OLSEy (XpB), OLSEy, (XB), BLUEy (XB) ve BLUE,, (Xf) tahmin edicileri
(3.64)-(3.67) esitliklerinde verildikleri gibi olsunlar ve ayrica R(A")NR(X') = {0}

oldugunu varsayalim. Bu takdirde
a. OLSEy(XB) = OLSEy, (XP) esitligi saglanir.
b. BLUEy(XB) = BLUEy (Xp) esitligi saglanir (Tian, 2010).

Sonu¢ 3.2 OLSEy(XB), OLSEy (XB), BLUEy(XB) ve BLUEy (XB) tahmin
edicilerinin (3.64) - (3.67) esitliklerinde verildikleri gibi olsun ve ayrica R(X) € R(V)

oldugunu varsayalim. Bu takdirde
a. OLSEy(XB) = OLSEy (XPB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
< BLUEy(XB) = BLUEy, (XP) esitligi 1 olasilikla saglanir.
= RADNRX') = {0} esitligi saglanir.
b. OLSEy(XB) = BLUEy (XP) esitligi 1 olasilikla saglanr.
= RADNRKX') = {0} ve R(VX) < R(X) saglanir (Tian, 2010).

Sonu¢ 3.3 OLSEy(XB), OLSEy, (XB), BLUEy(Xf) ve BLUEy, (Xf) tahmin edicileri
(3.64)-(3.67) esitliklerinde verildikleri gibi olsunlar ve ayrica r(X) = p oldugunu

varsayalim. Bu takdirde
a. OLSEy(XB) = OLSEy (XP) esitligi 1 olasilikla saglanr.
& AX1V = 0 esitligi saglanir.
b. OLSEy(XB) = BLUEy, (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanir.
& AXTV =0 ve R(VX) € R(X) ifadeleri saglanir.
C. BLUEy(XP) = BLUEy (XP) esitligi 1 olasilikla saglanir.

= R((A:0)") € R((X:V)") saglanir (Tian, 2010).

3.7 B Parametre Vektoriiniin OLSE ve BLUE Tahminlerinin Esitligi

r(X) =p ve K = I, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (3.53) ve (3.54)

esitliklerinde verilen modeller altinda 8 parametre vektoriiniin OLSE ve BLUE tahmin

edicileri agagidaki gibi tiiretilebilir:
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OLSEy,(B) = X*y, (3.69)

OLSEMT(XB) = (A+ - FA(XFA)+XA+b + FA(XFA)+y, (370)
BLUEM(Xﬁ) = PIp:X:Eyi (371)
BLUEy (XB) = (I, — Pr,.xr,:5)XA*b + P .xr, 5V, (3.72)

dir, burada U; ve U, matrisleri keyfi olmak {izere Pp, x5 V€ Pp,.xp ,:x izdistimleri
P .xs = (Iy: 0)(X:VER)* + U, VE(x.y)

+
PFA:XFA:Z = (Fy: O)(XFA: VEXFA) + UIVE(XFA:V)
seklinde olacaktir. Ayrica r(X) = p ve r(V) = n oldugunu varsayalim. Bu durumda

Teorem 3.5 — Teorem 3.10 dan asagidaki sonuglar tiiretilebilir.

Teorem 3.17 OLSEy(B), OLSEy, (B), BLUEy(B) ve BLUE) (f) tahmin edicileri
(3.69) - (3.72) ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu durumda

a. OLSEy(B) = BLUEy(B) & R(VX) € R(X) dur.

b. OLSEy(B) = OLSEy (B) & R(X)NR(A") = {0} dur.
C. OLSEy(B) = BLUEy (B) & R(VXF,) € R(XF,) dir.
d. OLSEy (B) = BLUEy(B) & R(VXF,) € R(XF,) dir.
e. BLUEy (B) = BLUEy(B) < A =0 du.

f. OLSEy (B) = BLUEy (B) & R(VXF,) € R(XF,) dir (Tian, 2010).

3.8 Tahmin Ediciler Arasindaki Uzaklik i¢cin Bir Simr

Bu kisimda genel lineer model ve bazi kisitlamali modelleri altinda parametre
fonksiyonlarinin tahminleri arasindaki Oklid uzaklig: igin bir smir elde edilecektir.
Bunun igin, X € R™? keyfi rankl bir bilinenler matrisi, y € R™! gozlenebilir bir
rasgele vektor, B € RP*! bilinmeyen parametre vektorii, V € R™™ keyfi rankl1 bilinen

bir non-negatif definit matris ve a2 bilinmeyen bir pozitif parametre olmak {izere

y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) = a?V,
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genel lineer modelinin verildigini varsayalim. Ayrica bilinmeyen [ parametre vektorii
lizerine A € R™*P bilinenler matrisi ve b € R™*! bilinenler vektorii olmak iizere
tutarli bir AB = b lineer matris denklemi formunda ekstra bir bilginin verildigini

varsayalim. Bu ekstra bilgi ile birlikte
M = Mg = {y,XB,0?V} (3.74)
M, ={y,XB | AB = b,0*V} (3.75)
modellerini gozoniine alalim. Nonnegatif definit bir A matrisi i¢in A'/? matrisi

(aY 2)2 = A olacak sekildeki bir matrisi gdstersin. Ayrica verilen bir a vektérii icin a
vektoriiniin 6klid normunu ||a|| ile gdsterelim. Daha 6nce belirtildigi gibi K € R¥*?
olmak tizere K = Kf parametre fonksiyonu (3.74) modeli altinda tahmin edilebilir
olsun yani, R(K") € R(X") olsun.

Bu kisimdaki amacimiz K = BLUE,,(KB) ve K, = BLUEy (Kf) tahmin
edicileri arasindaki 6klid uzakligini sinirlandirmaktir. Tahmin ediciler arasindaki 6klid
uzaklig1 sinirlandirmak 6zellikle jeodezik verilerin incelenmesinde kullanilmaktadir.
M genel lineer modelinde istatistiksel ilerleme i¢in invers pargalt matris metodunun
bir uygulamasi olarak G;, G; ve G, matrisleri asagidaki esitlikler saglanacak sekilde

verilmis olsun:

X'G,(X:V) =0, VG,X =0, (V —VG,V)Qy =0 (3.76)
XG5 (X:VQy) = (X:0) (3.77)
XGy X' =V =VQx(QxVQx)™QxV (3.78)

yani ((G{:Gé)': (G3:—G‘{)') parcali matrisi ((V:X)’: (X’:O)') matrisinin  bir
genellestirilmis inversi olsun (Bkz. Rao, 1971, 1972). Bu takdirde M genel lineer
modelinde

K = KGyy, cov(X) = 0?’KG,K' ve SSE = y'Gyy

yazilabilir. A;f8 = b; kisitlamast M genel lineer modelinde Af = b kisitlamalarinin
tahmin edilebilir bir pargasi olsun, yani R(A]) = R(ADNRX') ve b, =A,A7b
olsun. Bu durumda A;fB = b, kisitlamas1 L =1 — Ay4,, Ay = A(I — X~ X) olmak
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tizere LAS = Lb olarak yazilabilir. Ciinkii R((A"(AX)1H)1) = RADNRX") esitligi

dikkate alinirsa A; = LA oldugu goriiliir. Simdi agsagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.11 M, = {y,XB | AB = b,a?V} kisitlamali modelinin tutarli olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart M modelinin tutarli olmasi, yani y € R(X:V) dirve S = A;G,A]
ve Q; = A;G3y M modeli altinda Q; = A, nin BLUE tahmin edicisi olmak iizere

Q1 — by € R(S) (3.79)
dir (Pordzik, 2012).
Eger M, modeli tutarli ise bu takdirde ve C = KG,A] olmak lizere
K, =K —CS™(Q; — by) ve cov(XK,) = cov(K) —a2CS™C' (3.80)
olacaktir. Ayrica eger SSE, ve SSE sirasiyla M,, ve M modelleri altinda hata kareleri
toplamlar ise bu takdirde

SSE, = SSE + (0, — b;)'S™(0Q; — by) (3.81)

olacaktir. Ayrica M, modeli altinda K nin tahmini ile ilgilenildiginde baslangic
kisitlamalarina bazi ilave doniistimler uygulanabilir. Yani A, = b, kisitlamas1 Af =
b kisitlamasinin K = K[ ya gore esasli kismi olarak adlandirilir. M, modeli altinda

lineer kisitlamalarin donistiiriilmesiyle ilgili olarak Baksalary ve Pordzik (1992)
{yv,XB | DAB = Db,c?V}

alt kisitlamali modeli altinda K nin BLUE tahmin edicisinin M,- modeli altinda K nin
BLUE tahmin edicisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun R(C’) € R(SB')
oldugunu gostermislerdir. Burada B matrisi

R(AB) =R(D'AHNRX")

olacak sekilde bir matristir. Bu nedenle Af = b nin K ya gore bir esas kismi
denildiginde yukaridaki kosulu saglayan DA = Db kisitlamalarinin bir minimal

kiimesi anlasilir ve B matrisi
R(C") = R(SB") (3.82)

olacak sekilde bir matris olmak lizere DA, 8 = Db, seklinde yazilabilir. Burada CS™

matrisi B matrisinin bir gosterimi olarak secilebilir.
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Teorem 3.18 K ve K, tahmin edicileri X = K8 parametre fonlsiyonunun sirastyla
M = Mg = {y,XB,0*V}ve M, ={y,XB | AB = b,c*V} modelleri altindaki BLUE
tahmin edicileri olsun. Bu takdirde

IR — 7||* < A(SSE; — SSE) (3.83)

dir, burada A degeri 0 2[cov(K) — cov(X,)] matrisinin en biiyiik 6zdegeri SSE
ve SSE; swasiyla M = Mg = {y,XB,0°V} ve M; ={y,XB|DA,B = Db,,0*V}
modelleri altindaki hata kareleri toplami1 olmak tizere DA;8 = Db, ise A = b nin KX

ya gore kisitlaniglarinin bir esas kismidir (Pordzik, 2012).
Ispat. Lemma3.11den K — X, = CS~(Q; — b;) € R(CS™C") ve dolayisiyla
. — 12 . 2 L e~ 2
| = 7" < [lces=enr2|| llcs=cn2(cs~¢)CS™(Qr = by
elde edilir. Spektral norm tanimi ve ifadenin S matrisinin g-inversinin herhangi bir
secimine gore degismez olacagi dikkate alinirsa bu esitsizlik A degeri CS™C' =
o2 [cov(j@ ) — cov(j(\r)] matrisinin en biiylik 6z degeri olmak {izere
- — 112 — , —
|7 = Z||” <A@ = b)) (S)Y?P (11261 (STYV2(Q1 = by)
olarak yazilabilir. Ayrica (3.81) deki sonu¢ M; modeline uyarlandiginda B matrisi
(3.82) deki gibi olmak tizere
SSE; = SSE + (Q; — b;)'B'(BSB")"B(Q; — b,) (3.84)
elde edilir. Bu durumda M, modelinin tutarliligindan
SS*(Q1 — b1)=(Q1 — by)
ve bu nedenle de
SSE; = SSE = (Q1 — b1)' (S*)Y?P (g+y1/2¢/(SH)?(Q1 — by) (3.85)
oldugu gortliir. Boylece (3.82) ifadesi ile saglanan P gtyir2cr = Pgeyr/agp esitligi
kullanilirsa ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki ispata gore SSE; ifadesi A = b nin bir esas kisminin segimine
gore degismezdir ve bu esas kisitlamalat daha 6nce de belirtildigi gibi CS™( A,f —

b,) = 0 ile gosterilebilir. Burada iki durum verilebilir:
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(i) (3.83) deki smirin sifir olmast i¢in gerek ve yeter kosul K nm K igin M,
modeli altinda BLUE tahmin edici olmasidir. Bu durumun ispat1 igin S, ile M,

kisitlamali modelinin tutarli oldugu y vektdrlerinin kiimesini gosterelim. Bu takdirde
{(’21 —by:y € ST} = R(S) (3.86)

elde edilir. Bu esitlik ve (3.85) dikkate alinirsa SSE; = SSE olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun BS = 0 oldugu goriiliir. Bu son esitlik ise C = 0 olmas1 anlamina gelir ki, bu
ise her y € S, i¢in K = XK, olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Diger taraftan 1 = 0
ve C = 0 1 denkligi agiktir.

(if) SSE; ve SSE hata kareleri toplamlarinin ¢akigsmasi igin gerek ve yeter sart tim
tahmin edilebilir kisitlamalarin M, kisitlamali modelindeki K tahminine gore esash

olmasidir. Bunun i¢in 6ncelikle (3.81) ve (3.84) esitliklerine gore
SSE, — SSE; = (Q, — b1)'(S™ — B'(BSB")"B)(Q, — b,) (3.87)

esitligi yazilabilir. Ayrica (3.86) ya gore her y € S, i¢in Q; — b; = Sa olacak sekilde
en az bir a vektorii meveut olup (3.87) esitliginin sag tarafi a’ SY2Qg1/2, S %a
olarak yazilabilir. Bu ise SSE, > SSE; oldugunu gosterir. Burada esitligin
saglanabilmesi igin gerek ve yeter kosul r(S) = r(SB") olmasidir. (3.82) den kolayca
goriilebilirki SSE, = SSE; olmasi igin gerek ve yeter sart r(S) = r(C) olmasidir ki
buda A, — b, in AB — b nin K tahminine gore esasli kismi oldugu anlamina gelir.

Bu durum y nin beklenen degerinin yani K = X in tahmin edilmesinde ilging olacaktir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda (3.53) modeli altindaki K8 parametre vektoriiniin aligilmis

en kii¢iik kareler ve en iyi lineer yansiz tahmin edicilerinin ve (3.54) modeli altindaki

alisilmis en kiigiik kareler (OLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin edicilerinin (BLUE)

ifadeleri elde edilip bu tahmin edicilerin birbirine esit olmasi i¢in baz1 gerek ve yeter

sartlar verilmistir. Bu sartlar altinda

i.

il.

jii.

iv.

(3.53) ve (3.54) modelleri altinda K parametre vektoriiniin agirlikli en kiigiik
kareler tahmin edicileri (OLSE) verilerek alisilmis en kiiclik kareler tahmin
edicileri ile agirlikli en kiiciik kareler tahmin edicileri (OLSE) arasindaki iliskiler
ya da en 1yi lineer yansiz tahmin ediciler (BLUE) ile agirlikli en kiicilik kareler
tahmin edicileri (OLSE) arasindaki iliskiler incelenebilir. Bu c¢alismada elde
edilen sonuclarin ayrica daha genel durumlara da uygulanabilirligi beklenebilir.
Pargali lineer modeller altinda agirlikli en kiigiik kareler (OLSE) tahmin

edicilerinin toplam ayrisimlar: arastirilabilir.

i. durumunda Kf parametre vektori icin yapilan incelemeler 6zel durumlar

olarak Xf3 beklenen deger vektorii ve f parametresi i¢in de ayrica arastirilabilir.

M = {y,X,B; + X,B,,0%V} parcali genel linecer modeli ile bu modelden
tiiretilen M; = {y, X;B;, 02V}, i = 1,2, seklindeki iki kii¢iik alt modelleri i¢in

OLSEy (X181 + X2B;) = OLSEy, (X181) + OLSEy, (X,f5,),
BLUEy (X1f1 + X32) = OLSEy, (X1B1) + OLSEy,(X25,),
OLSEy (X181 + X2B8;) = BLUEy, (X151) + BLUEy, (X,5,),

veE

BLUEy (X181 + X2,) = BLUEy, (X181) + BLUEy,(X2f5;)

toplam ayrigimlarinin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar arastirilabilir.

Calismada elde edilen sonuglarin uygulanabilecegi bir veri grubu bulunarak

teorik olarak elde edilen bulgularin uygulamasi yapilabilir.

Teorik olarak elde edilen sonuglar gesitli algoritmalar hazirlayarak bilgisayar

ortaminda daha kusursuz ve daha ¢abuk bir sekilde elde edilebilir.
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