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OZET

POZITiF OLMAYAN EGRI UZAYLARINDA KONVEKSLIK VE
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIGI

Mustafa GULECYUZ
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI, 40 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI ERDAL UNLUYOL

Bu tezde, pozitif olmayan egri uzaylarinda Hermite-Hadamard Esitsizligi
incelenmistir. Bunun igin ilk olarak global pozitif olmayan egri uzayr (NPC)
tanitilmustir. Ikinci olarak, bu uzayda Hermite-Hadamard esitsizligi ifade ve ispat
edilip, tictincli olarak bu uzayda esitsizlikler elde edilmistir. Son olarak ise bir ka¢
uygulama verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Metrik uzay, Global pozitif
olmayan egri uzay1.
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ABSTRACT

CONVEX AND HERMITE-HADAMARD INEQUALITY IN NON POSITIVE
CURVE SPACE
MUSTAFA GULECYUZ
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS

MASTER THESIS, 40 PAGES

SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. ERDAL UNLUYOL

In this thesis, It is researched the Hermite-Hadamard inequality in the non
positive curvature space (NPC). For that, firstly we defined the non positive
curvature spaces. Secondly, we proved the Hermite-Hadamard inequality in this
space, then thirdly, we obtained some inequalities. Finally, we gave a few
applications.

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Metric space, global non positive
curvature space.
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1. GIRIS VE LITERATUR TARAMASI

Konveks fonksiyonlar matematigin bir ¢ok alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir.
Ozellikle optimizasyon problemlerinde kullamlmaktadir ciinkii acik bir kiime iizerinde
tanuml bir konveks fonksiyonun bir tane minumumu vardir. Ayrica uygun sartlar altinda
sonsuz boyutlu uzaylarda tanimlanan konveks fonksiyonlar da bu tarz ozelliklere sahiptir.

Ozel olarak eger f, I = la, b] tizerinde tammli bir konveks fonksiyon ise, bu durumda

f<a+b) - fla) + f(b) (1.0.1)

2 2

esitsizligi saglanir. Konveks fonksiyonlarin esitsizliklerle ilgili bu 6zelligini verdikten sonra
literatiirde iyi bilinen Hermite-Hadamard esitsizliginde de bahsedebiliriz.  Aslhinda bu

esitsizligi (1.0.1) in biraz daha genellegtirilmesidir.

Porzitif olmayan egri uzaylari ile ilgili calismalar ilk olarak Hadamard’in makaleleriyle
baglar ve Cartan’in galigmalari ile devam eder fakat iist egri sinirli metrik uzaylarin teorisi
Alexandrou ve Buseman’m [24], [25], [29] ¢aligmalariyla kurulmustur ve ” Pozitif Olmayan
Egri Uzayi(Non-Positive Curvature Space-NPC)”, bir (NN, d) metrik uzayindaki yeteri
kadar kiiciik geodezik ticgenlerin en azindan bu tiggene karsilik gelen Oklid {i¢geni kadar
birbirine benzer oldugunu sdylemektedir. Bagka bir ifade ile eger bir (N, d) metrik uzay:
Bruhat ve Tits [28] in CN. esitsizligini saglarsa, bu durumda keyfi z € X ve v € X
geodezik pargast icin

iL(v)Q < 5(d(@,%)* +d(z,m)*) - d(z,73)”

2

DO |

egitsizligini saglar. Bu ise bize v nin x e yeterince yakin oldugunu gosterir. Burada L()

~ nin uzunlugunu ifade eder.

Pozitif olmayan egri uzaylar1 i¢in yapilan bu kisa 6zetten sonra, simdi bu tezde neler

yapildigini aciklayalim.

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda, konveks fonksiyonlarin esitsizliklerle 6nemli bir bagi
olan Hermite-Hadamard esitsizligini pozitif olmayan egri uzaylarinda incelenmis ve bazi
genellemelere gidilmistir. Daha sonra bazi teoremler ve lemmalar ispatlanmigtir. Bunu
yaparken de literatiirde var olan bu alandaki kaynaklar énce kronolojik siraya gore tasnif

edilmis ve daha sonra konu biitiinliigiine gore aciklanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tamm 2.0.1 X # () bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger

M1) Her z,y € X i¢in d(z,y) =0 < x =y,

M2) Her x € X igin d(z,z) > 0,

M3) Her x,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x),

M4) Her z,y,z € X i¢in d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise

"metrik uzay” denir. Bazen kisaca X = (X, d) seklinde de metrik uzay gosterilebilir.

Tanim 2.0.2 X bir metrik uzay olsun. Keyfi a,b € R,a < b igin
v a, b = X

seklinde tanmimlanan siirekli dontigiime X metrik uzayida bir yol denir. y(a) = x, v(b) =y

ise, bu durumda z ve y, v nin ug¢ noktalaridir. v, x ve y noktalarini birlestirir.

Tanim 2.0.3 Bir [a, b] kompakt araligim alt boliintiisti, a ve b’yi igeren [a, b]'nin bir sonlu
o-alt kiimesidir. Eger n = card(o) ise n’ye o alt boliintiistiniin uzunlugu denir. o’nin
clemanina bu alt boliintiintin bir kosesi(tepesi) denir. Eger o, (n + 1) uzunlugunun alt
bolintiisii ise bu durumda

a=ty<t1 <..<t,=b

seklinde artan bir sirada koseleri olan (¢;); = 0,n sonlu bir dizisini elde ederiz. Sonug
olarak

cr:(tl),Z:O,_n

gosteriminin anlami, o bir alt boliintii olmak tizere ¢;’ler o’'nin koseleridir. Onlar artan bir
sekilde siralidir ve onlar ikili olarak ayriktir. Ayrica gereksiz hatirlatmalardan kacinmak

icin gerekli yerlerde a < b olarak kabul edilecektir.

Tanmim 2.0.4 X bir metrik uzay ve 7 : [a,b] — X bir yol olsun. Bu durumda
n—1
Lx(y) = L(y) =sup_|y(t:) = v(tis1)]
7 =0

sayisina bir yolun uzunlugu denir. Burada supremum [a,b] nin ¢ = (¢;),2 = 0,n alt
boliintiistintin kiimesi iizerinde alinmistir. Eger bu yolun uzunlugu sonlu ise ona rektifiye

edilebilirdir denir. Bir yolun uzunlugu genel olarak

0<L(y) <+oc0



xr = ~y(a) ve y = v(b) olmak {izere [a,b] nin v = {a, b} alt boliintiisii goz oniine alirsak
lz—yl < L(v) (2.0.1)

esitsizligi dogrudur. Boylece bir yolun uzunlugu, onun u¢ noktalari arasindaki uzunluk

ile alttan simrhidir.

Tamim 2.0.5 X bir metrik uzay ve 7 : [a,b] — X bir yol ve 0 = (¢;); = 0, n ise [a, b] nin
keyfi alt boliintiisti olsun. Bu durumda

n—1

V(1) = ) It) = A(tin)]

i=0
ifadesine o’ya gore 7 nin total varyasyonu denir. Burada keyfi v : [a,b] — X yolunun

uzunlugu i¢in asagidaki formili yazabiliriz,
L(y) = supsVs(7)
burada supremum [a, b]'nin o alt boliintii kiimesi tizerinden alinmigtir.

Onerme 2.0.1 Bir v : [a,b] = X yolunun uzunlugun sifir olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kogul v nin bir sabit yol olmasidir, yani her ¢ € [a, b] igin
Y(t) = o
olacak sekilde xq € X vardir.

Ornek 2.0.1 X bir ayrik metrik uzay, yani her noktasi izole olan metrik uzay olsun. Bu

durumda X’deki keyfi yol sabittir ve boyle bir yolun uzunlugu sifirdir.
Tanim 2.0.6 E bir vektor uzayi olsun. Bu durumda her z,y € E icin
y(t) = (1—-t)r+ty

seklinde tanimlanan + : [0, 1] — X yoluna x ve y’yi birlegtiren afin yol denir. Ashnda bir

afin yol yoldur, yani siireklidir.

Onerme 2.0.2 E bir normlu vektor uzayl ve 7y : [0,1] — E, her z,y € E noktalarim

birlestiren bir afin yol olsun. Bu durumda

L(v) = [l =y

scklinde tanimlanar.



Ornek 2.0.2 Simdi R de rektifiye edilemeyen bir yol 6rnegi verelim. R reel sayilar kiimesi

lizerinde aligilmig mutlak deger metrigini goz oniine alalim. Bu durumda

V(1) :{ . -0

tsin(7), diger yerlerde

seklinde tanunlanan + : [0, 1] — R yolu rektifiye edilemez.
Tanmm 2.0.7 v : [a,b] - X ve v : [¢,d] — X iki tane yol olsun. Bu durumda

e, d] — |a, b

monotonik, surjektif ve
Y = voy

saglayan bir v doniistimil meveut ise 7' parametre degisimi v dan elde edilir. Bu v’ye

parametre degisimi denir.

Not 2.0.1 i) ¢ doéniigiimiiniin bir homeomorfizm olmasi gerekmez.

ii)R'nin iki araligr arasindaki monotonik ve surjektif déniigtim siirekli olmak zorun-

dadir. Dolayisiyla ¢ stireklidir.

Onerme 2.0.3 Bir v : [¢,d] — X parametre degigimiyle bir  : [a, 5] — X yolundan elde

edilmis bir yol olsun. Bu durumda
L(v) = L(Y)
esitligi saglanir. Yani uzunluk parametre degisimi altinda invaryanttir.

Lemma 2.0.1 v : [a,b] — X bir yol v ve 7/, ¢ C ¢ bagintisini saglayan [a, b] nin iki alt

bolintisi olsun. Bu durumda

Vo(v) < Vo(v)
esitsizligi dogrudur.
Onerme 2.0.4 Her 7 : [a.b] — X yolu icin

L(v) = lim V,(v)

[v1=0



esitligi dogrudur.
I C R bir aralik olsun. Eger v : I — X keyfi bir yol ve Iy, I'nin bir kapali alt aralig ise,

bu durumda y'min /y’a kisitlanigt olan
’}/|IO : ]0 — X
doniigtimii bir yoldur. Simdi yukaridaki onermenin direk bir sonucunu verelim.

Onerme 2.0.5 ~: [a,b] — X bir yol olsun. Bu durumda her ¢ € [a,b] igin

L(v) = Lod) + LOea)
esitligi dogrudur.
Onerme 2.0.6 Her 7 : [a,b] — X bir yol ve her ¢ € [a, ] icin 4, yolunu

T = Vo8]

seklinde gosterecegiz. Buna gore her rektifiye v : [a,b] — X yolu [a, b] aralig: tizerinde

tanmimlh ¢ — L(7;) doniistimii artan ve siireklidir.

Tanim 2.0.8 a,b,c € R, a < b < ¢ olsun. Eger v : [a,¢] — X ve vy : [¢,d] — X,

7 (c) = 72(c) sartim saglayan iki yol ise o zaman

1(t), a<t<c
(1 *72)(¢) 3:{ §2Et;> c<t<b

seklinde tanimlanan v, x 7 @ [a,b] — X yolu tanunlabilir. Bu 7 * 75 yoluna ~; x 72'nin

birlestirilmesi ad1 verilir. Ayrica

Lim+*v) = L(n)+ L)
ozelligi saglanir.

Onerme 2.0.7 C, X metrik uzayinda yollarmm bir kiimesi ve L : C — [0, +oc| doniigiimii
ise her yolun uzunlugu olsun. Bu durumda L, bu doniisiimlerin en kii¢iigii olan £ : C —
0, +00] doniigiimii asagidaki iki 6zelligi saglar.

i) Her v : [a,b] — X yolu i¢in

L(y) > |v(a) =),

ii) Eger 7, 71 ve 7, yollarim birlegimi olan bir yol ise, o zaman

L(y) = Ln)+ L(7)



Tanim 2.0.9 v : [a,b] — X bir rektifiye edilebilir yol olsun. Bu durumda a <u <wv <b

sartini saglayan her u,v € R icin

v—u = L(’Y|[u7v])

esitligi saglamyorsa ~'ya yay uzunlugu tarafindan parametriklestirilmistir denir. Ozel
olarak, eger v : [a,b] — X yolu yay uzunlugu tarafindan parametriklestirilmis ise o
zaman

L(v)=b-a
esitligi saglanir.

Onerme 2.0.8 v @ la,b] — X yolu yay uzunlugu tarafindan parametriklegtirilmis olsun.

O zaman [a, b] aralig1 iizerinde tanimh ¢ — L(7;) doniigiimii kesin artandir.
Sonug 2.0.1 7 : [a,b] — X rektifiye edilebilir bir yol olsun. Bu durumda
A:[0,L(y)] — X

yolu yay uzunlugu tarafindan parametriklegtirilmistir. Baska bir ifadeyle her rektifiye
edilebilir 7 : [a,b] — X yolu igin A : [0, L(y)] — X yoluna ~ ile iligkili yay uzunlugu

tarafindan parametriklestirilmistir diyecegiz.

Tanim 2.0.10 E bir topolojik uzay ve zq € E olsun. Eger her m < f(xg) i¢in 2y in F
de her z € W olacak sekilde bir W komsulugu vardir ve m < f(x) oluyorsa f : E — R =
R U {400} doniigimiine z noktasinda alttan yari-siireklidir denir. Ayrica eger E’deki

her noktada alttan yari-siirekli ise f’ye E iizerinde alttan yari-siireklidir denir.

Ornek 2.0.3 F bir topolojik uzay ve f : E — R doniisiimii 9o € F noktasmnda siirekli

olsun. Bu durumda f, xy noktasinda alttan yari-siireklidir.

Teorem 2.0.1 C([a,b], X) tanim kiimesi [a,b] olan X deki yollarin kiimesi gosterilsin.

Buradaki topoloji, her 71,7, € C([a, b], X) igin

71— 2l := sup [y1(t) —72(t)]
te(a,b]

seklinde tanimlanan metrikle iliskilidir. Buradan L : C([a, b], X) — R uzunluk fonksiyonu

alttan yari-siireklidir.

Sonug 2.0.2 Keyfi M € R igin L(y) < M sartiu saglayan v : [a, b] — X yollarin kiimesi
C([a,b], X) nin bir kapali alt kiimesidir.



Tanim 2.0.11 X bir metrik uzay olsun. Eger X’in her kapali sinirli alt kiimesi kompakt
ise bu X metrik uzayina diizgiindiir denir. Baska bir ifadeyle keyfi sonsuz sinirli bir dizinin

yakinsak bir alt dizisi vardir.

Tanim 2.0.12 v : [a,b] — X bir yol olsun. Eger « sabit bir yol ya da yay uzunlugu
tarafindan parametriklegtirilmis bir 7 : [¢,d] — X yolu var ve bu yol v : [a,b] — [c,d]
olmak iizere v = 4’ o ¢ olacak sekilde bu iki aralik arasinda bir tek afin homeomorfizmi
vardir. Boylece bu doniigim

(d—c)x + (be — ad)
b—a

W(X)
seklinde tanimlanir.

Onerme 2.0.9 v :[0,1] — X yay uzunlugu ile orantil olarak parametriklestirilmig bir

yol olsun. Bu durumda ~ bir L(y) Lipschitz doniigimdiir.

Tanim 2.0.13 X bir metrik uzay olsun. Eger her z,y € X i¢in v(a) = z, v(b) = y
olacak sekilde « : [a,b] — X rektifiye edilebilir bir uzay mevcut ise bu X metrik uzayina

rektifiye edilebilir yollar ile baglantilidir denir.

Tanim 2.0.14 X bir metrik uzay olsun. Bu durumda her z,y € X icin

@ —y| =inf L(v)

seklinde tanimlanan metrik uzayina bir uzunluk uzayi denir. Burada infimum z ve y’yi
birlestiren ~ yollarin kiimesi tizerinde alinmigtir. Bu uzunluk uzayimin metrigine bir uzun-

luk metrigi denir.
Sonug 2.0.3 Herhangi bir uzunluk uzay1 rektifiye edilebilir yollar ile baglantilidir.

Ornek 2.0.4 Oklidyen uzay, normlu vektor uzay, vb. uzaylar uzunluk uzayma ornek

verilebilir.

Lemma 2.0.2 X bir uzunluk uzay1 z,y € X ve o, 8 € R*, a + 8 > |z — y| olsun. Bu
durumda her € > 0 icin

lt—z|<ave |z—y|<B+e¢

olacak sekilde bir z € X noktasi mevcuttur.



Onerme 2.0.10 (X, d) metrik uzayi, rektifiye edilebilir yol ile baglantili olsun. Bu du-

rumda d;, X tizerinde bir metriktir ve her z,y € X i¢in
7 —yla < di(7,y)
bagimtist dogrudur.

Tanmim 2.0.15 Rektifiye edilebilir bir yol ile baglantili (X, d) metrik uzay1 Onerme 2.0.10

da bahsedilen d; metrigine d ile iligskili X’in uzunluk metrigi adi verilir.

Onerme 2.0.11 (X, d) rektifiye edilebilir yollar ile baglantili bir metrik uzay olsun. Bu

durumda (X, d;) — (X, d) birim doéntigiimii siireklidir.

Onerme 2.0.12 (X, d) bir metrik uzay ve ~ : [a,b] — (X, d) bir rektifiye edilebilir yol
olsun. Bu durumda =, d; metrigine gore siireklidir. Bagka bir ifadeyle v : [a, b] — (X, d)

dontisiimii ayn1 zamanda bir yoldur.

Onerme 2.0.13 (X, d) rektifiye edilebilir baglantili bir metrik uzay olsun. Bu durumda

(X, d) nin bir uzunluk uzay1 olabilmesi i¢in gerekli ve yeter kogul d; = d olmasidir.

Onerme 2.0.14 (X, d) bir metrik uzay, d; uzunluk metrigi ile baglantili ve ~ : [a, b] — X
(X, d;) iginde bir yol olsun. Bu durumda v da (X, d) bir yoldur ve

La(v) = La,(7)-

Sonug 2.0.4 (X, d) rektifiye edilebilir baglantih bir metrik uzay olsun. Bu durumda
(X, d;) bir uzunluk uzayidir.

Tanim 2.0.16 X bir metrik uzay1 olsun. Her 1,15 € X igin

V(t1) = (t2)| = [t1 — 12

uzakligini koruyan v : [a,b] — X yoluna X metrik uzay uzayinda geodezik yol veya kisaca
geodezik denir. Uzakhigi koruyan « : [0, +00] — X doniigiimiine geodezik 151m ve uzakligi

koruyan v : R — X doniigiimiine ise geodezik dogru denir.

Not 2.0.2 Geodezik yollar, isinlar ve dogrularin injektif oldugu ve kendi tanim kiimesinin
kapali bir alt araligina bir geodezik yolun kisitlanisi da bir geodezik yoldur. Bunlarin ispati

tanimlarindan aciktir.



Tanim 2.0.17 X bir metrik uzayi olsun. X'in icerisideki bir geodezik yolun goriintiisiine
geodezik parca denir. X'in igerisindeki geodezik dogrunun goriintiisiine ise bir diiz dogru

denir.

Not 2.0.3 Eger v : [a,b] — X yolu x ve y noktalarim birlestiriyorsa, o zaman ~(|a, b))
geodezik parcasit bu iki noktayi birlegtirir. Genel olarak, eger x ve y metrik uzayin iki
noktasi ise bu durumda sifir vardir, bir veya daha fazla geodezik parca onlar1 birlestirir.
Burada [z,y] ile = ve y’yi birlegtiren belirli bir v([a,b]) geodezik pargasmim oldugunu

gosterecegiz.

Not 2.0.4 [z, x1] geodezik pargas iizerindeki noktalar, [0, 1] araligi tarafindan dogal bir
sekilde parametrilestirilir. Bu parametrelestirmeyi z; veya (1 —t)zq + txq ile gosterecegiz,

ayrica [z, 1] Uzerinde bir nokta t|zg, x1|'den zy a olan uzaklikta yer alir.

Lemma 2.0.3 [z,y] bir X metrik uzayinda keyfi bir geodezik parga ve 71 : [a1,b1] — X
ve vy : [ag, be] — X goriintiileri [z, y] de olan iki geodezik olsun. Bu durumda R’nin bu

la1, by] ve [ag, by araliklar1 ayni uzunluga sahiptir ve her t € [ag, bs] i¢in

Y2(t) =1 (t + @)

olacak gekilde a € R reel sayis1 mevcuttur. Ayrica 7, ve 42 ayni uzunluga sahiptir.

Not 2.0.5 Yukaridaki lemmay1 geodezik dogrular i¢in de yapabiliriz. Yaniikiy, : R — X
ve 75 : R — X geodezik dogrusunun ayni goriintiiye sahip olabilmesi icin gerekli ve yeterli

kosul her ¢t € R i¢in
Ya(t) =t + )

olacak gekilde bir a € R reel sayisinin olmasidir.

Tanim 2.0.18 X bir metrik uzay1 olsun. Gortintiisii [z, y| olan X 'deki keyfi bir geodezik

yolun uzunluguna bir X metrik uzayinda [z, y] geodezik pargasinin uzunlugu denir.

Onerme 2.0.15 X bir metrik uzay ve v : [a, ] — X bir geodezik yol olsun. Bu durumda

~ yay uzunlugu tarafindan parametriklestirilmistir.

Onerme 2.0.16 X bir metrik uzay ve v : [a,b] — X yay uzunlugu tarafindan parametriklestirilmi
bir yol olsun. Bu durumda agagidaki ii¢ ozellik denktir:
i) v bir geodeziktir,

ii) Her u,v € Rigin 0 < u < v < b olmak fizere

(@) = ()] = Ir(a) =y (W) + [v(u) =y (v)],



iii) L(v) = [y(a) — y(b)|.

Tanim 2.0.19 Herhangi bir metrik uzayda x, vy, z noktalar1 verilsin. Bu durumda bu {ig
nokta ikiger ikiger ayrik ve

2 — 2] = o —y[+ ]y — 2|

esitligi saglaniyorsa, y noktast x ve z arasindadir denir.

Onerme 2.0.17 X bir metrik uzay, x,y, 2z ve t ise bu metrik uzayda ikiser ayrik noktalar

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
y, x ve z arasindadir ve z de x ve t arasindadir.

=

y, x ve t arasindadir ve z de, y ve t, arasindadir.

Uyar: 2.0.1 Baz durumlarda arasimdah@m geciskenligi genelde dogru degildir. Ornegin
S? kiimesi icindeki biiyiik bir cemberin iizerindeki noktalar1 diisiinecek olursak, bu cember
iizerindeki x,y, z ve t noktalar: icin y, x ve z arasinda, z de y ve t arasinda olsun. Bu

durumda z de x ve t arasinda degildir.

Onerme 2.0.18 X bir geodezik uzay ve z,y, z € X ii¢ nokta olsun. Bu durumda g’nin
x ve z arasinda olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul bu ii¢ noktanin ikiger olarak ayrik

ve y’yi igeren bir [z, z] geodezik par¢anin olmasidir.

Tanim 2.0.20 X bir metrik uzay olsun. Bu durumda X ic¢inde verilen keyfi iki noktasi
icin bu noktalar1 birlegtiren bir geodezik yol var ise bu X metrik uzayina geodezik(uzay)

denir.

Onerme 2.0.19 X bir geodezik uzay olsun. z,y elemanlar1 X de keyfi iki nokta ve

v @ [a,b] = X doniigiimi ise bu noktalar1 birlestiren bir geodezik olmak {izere
a—b =z 3|
olup, v da yay uzunlugu tarafindan parametriklestirildigi icin
ja— bl = L(z)

yazabiliriz. Boylece
[z —yl = L(7)

elde ederiz. Bu ise geodezik uzayn bir uzunluk uzayi oldugunu gosterir.
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Ornek 2.0.5 E", n > 1 Oklid uzay1 bir geodezik uzaydir. Gercekten E™ de kevfi iki

noktay1 birlestiren bir geodezik parca bu noktalar: birlestiren bir afin parcadir.

Ornek 2.0.6 Bir normlu vektor uzayimin keyfi konveks alt kiimesi indirgenmis oldugu

metrikte bir geodezik uzaydir.

Tanim 2.0.21 Eger X bir geodezik metrik uzay ve X deki keyfi geodezik parcga bir diiz
dogru icinde ise bu X metrik uzayma diizdiir denir. Bu tamma gére E”, n > 1 Oklid

uzay1 diizdiir.

Tanim 2.0.22 X bir metrik uzay olsun. Bu durumda z,y € X i¢in bu noktalari birlegtiren

bir tek geodezik parca var ise X'e teksekilde geodeziktir denir.

Tanim 2.0.23 X tek bigimde geodezik uzay olsun. Bu durumda her z,y7 € A C X i¢in
[z, y] geodezik parcast A da kaliyorsa, bu X'’in bir alt uzay1 olan A ya geodezik olarak

konvekstir denir.

Not 2.0.6 Eger A, X’in bir geodezik olarak alt kiimesi ve f : X — X bir izometri ise bu

durumda f(A) da ayn1 zamanda geodezik olarak bir konveks alt kiimedir.

Tanim 2.0.24 X tek bigimde geodezik uzay olsun. Bu durumda her z,y7 € A C X icin
x’den y'ye farkli olan [x,y] geodezik parcasi iizerindeki keyfi nokta A’'nin iginde kaliyorsa

bu A C X alt kiimesine kesin geodezik olarak konvekstir denir.

Tanim 2.0.25 X bir metrik uzay olsun. Bu durumda birbirinden farkh tim z,y € X
icin bunlarin arasinda kalan bir z noktasi varsa bu = metrik uzayina Menger konvekslik

veya Menger anlaminda konvekslik denir.
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Global Pozitif Olmayan Egri

Tanim 3.1.1 (N, d) bir tam metrik uzay ve N nin uzakhgi, N de verilen u¢ noktalarin
birlestirilmesiyle elde edilen dogrunun uzunlugunun infimumu yardimiyla hesaplanan bir
geodezik uzunluk uzayi olsun. Eger verilmis olan x € X noktasindan baslayan o ve 3
geodezik yaylarin uzunluk doniigiimii olan ¢t — d(«a(t), 5(t)) bir konveks fonksiyon ise, bu
taktirde bir geodezik uzunluk uzayma Busemann anlaminda global pozitif olmayan egri

uzay1 denir. Eger z1, x5 € N i¢in

1 1 1
d(z,2)* < 5(1(33, x1)? + 5(1(:1:, T9)? — Z_Ld(zl’ T3)?

olacak gekilde her bir z € N i¢in z € N var ise bu durumda (N, d) ye bir global Pozitif
Olmayan Egri (NPC) uzayr denir. Bu global NPC uzayma ayn zamanda Hadamard
Uzaylar1 da denir. Eger (N, d) bir global NPC ise bu durumda (N, d) Busemann anlaminda
global NPC uzayidir. Bir global NPC uzaymdaki her bir 7,9 € N nokta ciftleri her
0 <t <ty < 1igin d(y(t1),7(t2)) seklinde tammlanan |y, 4, uzunluguna gore bir
v :[0,1] — N egrisinin olugturdugu geodezik tarafindan baglanabilir. Ayrica bu geodezik
tek sekilde belirlidir. Tlaveten yukaridaki bu z noktas1 z; ve x5 noktalarimin orta noktasi
olup
d(xq,2) = d(xq,2) = %d(xl, Ty)

ozelligine sahiptir. Simdi NPC uzaylarina birkag ornek verelim.
Ornek 3.1.1 Hilbert uzaylar1 global NPC uzayidir. Buradaki geodezik dogru pargalaridir.

Ornek 3.1.2 Bir (N, g) Riemann manifoldunun global NPC olabilmesi igin gerekli ve

yeterli kogul onun tam, basit baglantili ve pozitif olmayan boltim egrisi olmasidir.

Tamim 3.1.2 Eger her bir v : [0, 1] — N geodezigi ([0, 1]) € C olacak sekilde C' igindeki
keyfi iki noktay1 birlestiriyorsa C' C N altkiimesine konveks denir.

Tanim 3.1.3 v : [0,1] — C bir geodezik olsun. f : C' — Ri¢in fo~vy : [0,1] — R
fonksiyonu her ¢ € [0, 1] i¢in

fr(®) < (X =) f(5((0)) + £f(~(1))

konveks oluyorsa bu taktirde f : C' — R konveks fonksiyon adi verilir. Simdi agagidaki
lemma ile konveks bir fonksiyonu bir NPC uzay i¢indeki bazi 6zelliklerini ifade ve ispat

edelim.
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Lemma 3.1.1 (N, d) bir global NPC, C' € N bir konveks kiime ve v : [0, 1] — C' ise 7(0)
ile (1) birlestiren bir geodezik olsun. Bu durumda

(1.) Her t,t, € [0,1] igin

M) (A) = (1 = ANty + M)

egrisi v(1q) ile y(t2) yi baglayan bir tek geodeziktir.

2.) Keyfi ty € [0,1] icin (o) ile v(1 — t) arasmndaki orta nokta v( 1 ) seklindedir.
2

(3.) Eger f: C'— R konveks ise, bu taktirde

| reenas= [ roa -
Ispat 3.1.1 (1.) A € [0,1] icin

AV ) (A), 7(t1)) = d(v((1 = Nty + Ma),v(t1))
= |t — (1 = N)t1 — Ma|d(7(0),7(1))
= Aty — t1]d(7(0),v(1)) = Ad(7(t1),¥(t2))

ve

AVt (M), v (82)) = d(v (1 = A)tr + M), v(t2))
= [ta — (L= Mt1 — Ma|d(+(0), 7(1))
= (L=t = td((0),7(1)) = (1 = A)d(v(t1), ¥(t2))
olup iddia dogrudur.

(2.) Lemmanin onciilleri ve uygun tanimlar altinda ispat agiktir.

(3.) Integralde 8 = (1 — \) degisken degisimi yapilirsa istenilen esitlik elde edilir.

3.2 NPC Uzayimda Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bir NPC uzayinda Hermite-Hadamard Esitsizligini ispatlamak icin ilk once agagidaki
lemmaya ihtiyacimiz vardir. Bu lemma da a noktasini b noktasina baglayan geodezigi

kullanarak [a, 0] araliginda, bir f fonksiyonunun ortalama degeri elde edilecektir.

Lemma 3.2.1 f fonksiyonu I = [a,b] aralig: {izerinde integrallenebilir bir fonksiyon ol-

sun. Bu durumda

ﬁ /abf(”)d” = /01 fAa+ (1 =A)b)dr = /01 FOb+ (1= N)a)dA

13



esitlikleri dogrudur. Buradan Hermite-Hadamard Esitsizligi asagidaki sekilde yazilabilir,

f(“;b> < /an+ (1= \)b)dA

a) + f(b)
2

IN

(3.2.1)

X bir vektor uzayi ve a,b € X, a # b olsun. Bu durumda a y1 b ye birlestiren dogru

parcasini

Qap = {(1 — Na+Ab, A€ [0, 1]}

ile gosterecegiz. A\ € [0, 1] i¢in
aa,b()\O) = (1 — )\Q)CL + )\0[)

f: aap — R bir fonksiyon ve gqp : [0,1] — R de gop(A) = faqp(N)) seklinde tanimlanan
diger bir fonksiyon olsun. Bu durumda f nin a, tizerinde konveks olabilmesi i¢in gerekli
ve yeter kosul g, nin [a, b tizerinde konveks olmasidir. Buradan «,;, C X dogru pargasi

lizerinde tanimlanan keyfi konveks fonksiyon icin

f(aab( ) / Flaaps(N)dX < ay a),af(b)(D (3.2.2)

Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

Onerme 3.2.1 (X, |.||) bir normlu uzay, =,y € X ve f de a,, C X dogru parcasi
tizerinde tanimh bir fonksiyon olsun. Bu durumda (3.2.1) in bir sonucu olarak 1 < p < oo

icin

1 P P
JEEP < [ = 2+ agean < LA (323)
0

normlu uzaylarda Hermite-Hadamard egitsizligi yazilabilic. Bunu yaparken f(z)|x|”
alinmigtir. Bu islem Dragomir [9] tarafindan ifade ve ispat edilmistir. p = 1 igin iiggen
esitsizliginin bir genellemesi elde edilir. (3.2.3) iin sag tarafi (z,y) € X? ¢iftinin p normuna

benzemektedir. [30].

Su ana kadar ki yapilan islemlerle artik bir global NPC uzayr olan N icinde H-
H esitsizliginin elde edilmesi igin gerekli teorik yapi hazirdir. Yani, verilen iki noktayi
baglayan bir tek geodizigin varligi ve konveks fonksiyonlar kavraminin uygun bir egri ve
konvekslikle ilgili oldugu ortaya cikmigtir. Global NPC uzaylarinda ki bu kavramlardan

dolay1, bu tarz uzaylar i¢cin H-H esitsizliginin bir genellestirilmesi elde edilebilir.
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Teorem 3.2.1 (N, d) bir global NPC uzay1, C' C N bir konveks kiime ve f: C'— R bir

(7(%) = /01 FOA))AA < apir0),56:00)) (%) (3.2.4)

esitsizligi dogrudur.

Ispat 3.2.1 f konveks oldugu icin ve her A € [0, 1] olmak tizere

16(3)) = ()60 + (3)760 -0 < (5)760)+ (3)r60)

esitsizligini yazabiliriz. Buradan (3.2.4) esitsizligini [0, 1] {izerinde integralini alirsak

/01 0 (%))cﬂ < /0 1 ((5)£GO0 + (5) £ = 2p)ax

/01 ((%)f(w(o)) N (%)f(V(l)))dA (3.2.5)

/0 SN = F(3(1 — A)dA

16(3) < [ oo
= O‘f(v@))f(vﬂ))(%) (3.2.6)

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

IN

bulunur. (3.2.1) e gore

oldugundan,

Onerme 3.2.2 1 (3.2.4) esitsizliginin sag tarafi soldan daha giicliidiir, yani

0 < /Olfw»dA—f(w(%))
< Qg0 1)) / fv (3.2.7)

Gergekten de eger v a y1 b ye baglayan bir tek geodezik ve m = m(a,b) a ve b noktalari

arasindaki bir tek orta nokta ise, bu durumda

2 [ s = 2 [ FesaA+2 [ Fu()A
/ / /
- /fvam dA+/fvmb

f)/a'm( )) + f(’}/a'm ) + f('Ym b(O)) + f(%n,b(l))
2 2

= (rna(5))  HOH s

<

olup, istenilen elde edilmistir.
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2 Eger (N,d) bir global NPC uzay1 ve z € N ise, bu durumda d,(x) = d(z, z) yeni a
noktasindan z ye uzakligi olan bie konveks fonksiyonun basit bir érnegidir. Ilaveten a
nin karesi kesin konvekstir ve bir sonug olarak, bir global NPC uzayindaki toplar konveks
kiimedir. Daha ayrintili bilgi i¢in Bridson ve Haefliger’ in [34] galigmasina bakilabilir.

Buradan verilmis olan z,zg, 27 € N ve p > 1 igin ¢ € [0, 1] olmak fizere

fo(t) = d7(2, 72001 (1))

fonksiyonu konvekstir. Dolayisiyla

P (3) [ @ Crmm (D
dP(z,x,) +d (z,z,)

(3.2.8)

esitsizligi dogrudur. Bu egitsizlik global NPC uzaylari kavrami icerisinde (3.2.3) esitsizliginin

benzeridir. Diger taraftan v ve n geodezik olmak iizere g : [0,1] — R

g(t) = d*(y(t),n(t))

fonksiyonunun konveksligini kullanarak asagida p = 2 i¢in (3.2.8) esitsizliginin 6zel bir

durumu elde edilir.

Sonug 3.2.1 (N, d) bir global NPC uzay1 ve v, ile 7y, N de iki geodezik olsun. Bu

durumda

1 1 !
En (5) 10 (3)) = [ EOin )7 )

d?(yo, xo) + d?(yy, 1
(yo 930) (yl ml) - é[d(y()?yl) - d(xoal’l)]Q

- 2
d*(yo, z0) + d*(y1, 21) (3.2.9)
< 2 2.
esitsizligi saglanir.
Ozel olarak her t € [0,1] icin 7, ,, (t) = z ise
P ) < [
2
< Plm) + Ezm) 1al2(9130,x1)
2 6
2 2
S d (ZWTO);_d (27‘r1) (3'2'10)

esitsizligi dogrudur.
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ispat 3.2.2 X € [0,1] i¢in keyfi bir global NPC uzaymdaki geodezik kiyaslamaya gore
32]

@ (o0 (V) Yooz (V) < (1= N (Yo, 70) + Ad? (1, 1)

— M1 = N[d(Yo, 11) — d(x0, 71)]? (3.2.11)
bu durumda (3.2.10) esitsizligi global NPC uzaylar1 i¢in H-H esitsizligi ve (3.2.11) in bir
sonucudur.

Onerme 3.2.3 H bir Hilbert uzay1 ve x,y € H igin A € [0, 1] olmak {izere
2
(1 =N+ Myl = (1= NIzl + Allyl* = A1 = Nz =y

esitsizliginin dogru oldugunu biliyoruz. Ayrica p > 1 igin bir p diizgiin £ konveks Banach

uzayinda her z,y € E )\ € [0, 1]
Wy(A) = A1 = AP+ AP(1 = A)
ve bir ¢ pozitif sabit icin
(1= N+ Ay[|” < (1= N)l|2]” + Ayl = W, (A)ella - yl”

esitsizligi dogrudur [33]. Buradan her p > 1 igin (3.2.3) in agagidaki genellegtirilmesini

elde ederiz.

1
15521 < [ = 2o+ aglpax
0
z||P + [ly||? 2c
< el gl T—
2 (p+1)(p+2)
[z]” + [ly|[”
= — 3.2.12
5 ( )

Agagidaki 6nerme ile (3.2.4) nin farkh bir genellemesini verecegiz.

Onerme 3.2.4 (N, d) bir global NPC uzay1 C C N konveks bir kiime ve f : C — R

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her v : [0, 1] — C geodezigi igin

16(3)) = 5|ro(3)+r0(3))
ro(3)+0(3))

1

IN

AN
o\,\ Do |

F(y(#))dt
' 1\ - f(4(0) + f((1)
< §{f(7(5>+ - 2 : ]
1
< OF((0)),£(4(1)) 5)

esitsizlikleri dogrudur.
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Ispat 3.2.3 Birinci ve ikinci esitsizlikleri ispat etmek i¢in f nin konveksligini ve

1_1/2 1y 1_51 13 2 11 53
2 2\3 3)73 64 64 3 64 64

esitliklerini kullanmak yeterlidir. Diger taraftan (3.2.3) H-H Esitsizligini kullanarak

6(3) = [ fonyna

)
1
Y((0),£(4(3) (5)

IN

ve
3 1
16(3) = [ fopgonn
0
1
S Qpa).F00) (5)
esitsizliklerini yazabiliriz. Burada integrallerde degisken degisimi, toplama ve diger gerekli

islemleri yaparak ispat tamamlanir. Simdi 6nceki sonucu agagidaki gibi genellestirebiliriz.

Teorem 3.2.2 (N, d) bir global NPC uzay1 C' C N konveks bir kiime ve f : C' — R bir

konveks fonksiyon ve k, p de pozitif tamsay1 olmak iizere, her v : [0, 1] — C geodezigi i¢in

6(z) < 55 0(5)

S0

) 1
S Qp ) (D) (5) (3.2.13)

Ispat 3.2.4 Teoremde verilenlere gore, H-H esitsizligini kullanirsak,
2i+1 !
1G(3E) = [ rog g

< f(v(;@)) +f(7<%1>>. (3.2.14)

2

listteki bu egitsizligi ¢ = 0,1, ..., kP — 1 iizerinden toplamini alirsak

kP—1

> f(v(z’;l» : k”/ol IOV

w1 f (v (r)) + 10 <’“Ll>> (3.2.15)

2

IN
o

i=
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boylece

IN
| =
=
h
AN
~
VR
2
VR
~_
~~~
+
=
)
/?
3
N~~~
~__
—
w
N}
—_
=

elde ederiz. f o~ nmin konveksliginden
— 2 + 1 15 2 + 1
w2 00%)) = PEE0G))
- o(-(2) s

ve

(3.2.18)

ifadelerini yazabiliriz. Boylece (3.2.16), (3.2.17) ve (3.2.18) den (3.2.13) esitsizligini ispat

etmis oluruz. Onceki teoremde k? = 2 almirsa Onerme 3.2.4 elde edilir.

Teorem 3.2.3 (N, d) bir global NPC uzay1 C' C N konveks bir kiime ve f : C' — R bir
konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde her geodezik 7 : [0,1] — C ve v € [0, 1] igin

f (7( )) / f(y(0)dt < L) < f(v(@%f(v(ﬂ)(%)

esitsizligi dogrudur. Burada

ve

L) = SF(v(A) + F((0) + (1 = N f (v Q)]

Ispat 3.2.5 Iddiaya gore f, C {izerinde bir konveks fonksiyon oldugundan Teorem 3.2.4
egitsizliginden A\ # 0 i¢in v geodezigi v(0) 1 v(\) ya birlegtireceginden

() = [

< 2 f( (L)) (3.2.19)
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ve

/ / ”/’[)\1]

. D;ﬂ%» 20

—
TN
D
TN
[u—
w‘—i—
>
~_
~
[\

egitsizliklerini yazabiliriz. (3.2.19) esitsizligini A ile (3.2.20) egitsizligini ise (1 — A) ile
carpip bu iki esitsizligi taraf tarafa toplarsak

MSAAfwmwmﬁ+a—mlfwmmmﬁzlfwww

esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan f konveks oldugundan

fﬁ(%)) = f(v(A% +(1 —A)“;A)»
10
= [ s6w
L\

1
= Qf(y(0)),f((1)) (5)

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.2.5 Yukaridaki teoremden elde edilen bu sonuctan teoremin sartlar: ayni ol-

mak iizere asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

f(v(%)) < suprepo,l(N)

AU@@M

infaepo, L(A)

1
O (1(0).F (4(1) (5) :

VAN VAN

IN

3.3 NPC Uzayinda H-H Esitsizliginin Genellestirilmesi

Bu kisimda ilk 6nce klasik anlamda bir lemma ifade edilecek, daha sonra ise NPC

uzayinda genellestirilecektir.
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Lemma 3.3.1 f: [a,b] — R bir konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde
f a-+b - 1 /bf(t)dt
2 ~ b—al,
1 a+b 1 1
! (f( ! ) +3f@+310))

%6(2f<‘1’;b> +7f(a) +7f(b))
f(

(a) + /f(b)
2

IN

IN

IN

esitsizligi dogrudur.

(N, d) bir global NPC uzay1, C' C N konveks bir kiime, f : C' — R konveks bir fonksiyon
ve v : [0,1] — C ise ¥(0) 1 (1) e baglayan bir geodezik olsun. Buradaki amacimiz NPC

uzayindaki Hermite-Hadamard esitsizligini genellestirmek. Bunu yapmak i¢in once her

)0 D)

niﬁ(“/(%)) + l1 - i 1] F(2(0)) —; f( (1)

dizilerini tanimlayalim.

n € N,n > 2 i¢in

ve

Yn =

Sonug 3.3.1 R deki alisilmig uzakliga gore ozel bir durumda

= %(f( . b) + 3@+ 570)

Y15 = 1_16 (2]" <a —2|_ b) +7f(a) + 7f(b)>

ve

olacaktir.

Onerme 3.3.1 z,, ve Y, yukaridaki sekilde tanimlanan diziler olsun. Bu durumda

(1.) {zn}n>2 ve {yn}n>2 azalmayan dizilerdir,

(2.) n > 2 igin . F(4(0) + f((1))
1(o(3)) < ow o < FHRIIOE,

bagintilar1 dogrudur.
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Ispat 3.3.1 (1.) {z,},>2 dizisinin monotonlugu ve f nin konveksliginden

7(%) :7<{1 N n(nl— 1)} nJlrl i n(nl— 1)n:1)

7(1 N %) :V([l N n(nl— 1)} nil i n(nl— 1) nil)

bagmntilar: dogrudur. Diger taraftan {y, },>2 NPC uzayindaki Hermite-Hamadard esitsizliginin

ve

bir sonucu olarak azalmayandir. Dolayisiyla (1.) in ispati yapilmig olur.
(2.) birinci egitsizlik f nin konveksliginin ve keyfi ty € [0,1] i¢in (o) ve v(1 — ty) m
arasindaki orta nokta ~y % olmasinin bir sonucudur. Daha sonra 6zel olarak eger tg = 7%

olarak kabul edilirse,

106G) =2l 0GE) +00-3)]

esitsizligi elde edilir. Simdi ikinci esitsizligi ispat etmek igin dogru olan {z,},>2 dizisinin

azalmayan olusu ve f nin konveksliginden

(on) = (- oo wrn)
7(#1) :7({1_ (nil)] ’ (nin%)

ispatin geri kalani ise NPC uzaylari i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginde agiktir. Yukaridaki

sekilde tanimlanan dizilere gore NPC uzayindaki H-H esitsizligini

f<v<%>> —ay<my < < /01 Fr <y, < TOOETOW)

seklinde yeniden yazabiliriz. Asagidaki teorem yukarida bahsedilen diziler ve Onerme

(3.3.1) yardimiyla elde edilmistir.

Teorem 3.3.1 (N, d) bir global NPC uzayi, C C N bir konveks kiime f : C — R bir

konveks fonksiyon olsun ve n > 3 olsun. Bu taktirde tiim geodezik ~ : [0, 1] — C' i¢in

()

1

1y <11 < / Fv(0))dA
<

20 < ... <2, <

F(5(0)) + £(7(1)
2

IN

IN

esitsizligi dogrudur.
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Onerme 3.3.2 Simde n > 2 icin

20 = 5 (700D + 76
ve
un =5 (s + £00O) + 761)

dizilerini g6z oniine alalim. Bu taktirde
i {zn}n>2 ve {w, }n>e azalmayan dizilerdir,

ii n > 2 icin 2, < w,,

iin>2
%{ ; <7<_)> . f(v(O));rf(v(l))} e
I {CIC)EICTEY)
2
n > 3 icin
%HV(l)) LSO
_ f0O) +F60)
2

ispat 3.3.2 z, = y3 = 2, = w3 ve Onerme 3.3.1 den ispat agiktir. Onerme 3.3.1 bize
Heinz ve Heron ortalamalar arasinda kiyaslamaya izin vermektedir. Leach ve Sholonder

[18]
VG2A < L (3.3.1)

esitsizligini elde etmislerdir. Ozel olarak (3.3.1) ve aritmetik-geometrik esitsizliginin bir

uygulamasi olarak

G<VG2A< L

elde ederiz. Burada onceki 6nermeyi uygularsak
G < Hi(a,f) < VG2A< L

seklinde yeni bir genellestirme elde ederiz.

23



3.4 Uygulamalar

(N,d) = (R,|.]) olsun. Buradaki reel sayilarin global NPC uzayindaki uzakligi ahsgilmig
metriktir, yani d(z,y) = |z — y|. Eger v,4(t) = (1 —t)a + b, yani a y1 b ye baglayan bir
tek geodezik ve f : [a,b] — R bir konveks fonksiyon ise, bu taktirde

o=y () (B

Yo = — f(a+b>+[1 2 ]f(a)Jrf(b)

n+l 2 1 2
zn=%<xn+w>
wnZ%(%ﬁM)

seklindedir.

Onerme 3.4.1 [ :]a,b] — R bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda agagidakiler
dogrudur.

1 Keyfi n > 3 i¢in

f<a;b> < wsas i [ o

- %Ha;b) +f<a>;f<b>]

= <. <y, < _f(a);rf(b)7
2 Keyfi n > 2 icin
f<a;rb> < $3§x4§bia/bf(t)dt
1 fat+b)  [fla)+ ()
- §{f< 5 >+ : }
= 23<...<2,< Sf(a);f(b)

3 Keyfi n > 3 i¢in

VAN
| =
[ —
~
N
IS
+
S
N——
+
g
=
+
~
=
|
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Teorem 3.4.1 (N,d) bir global NPC uzay1, C' C N bir konveks kiime ve f: C' — R bir

konveks fonksiyon olsun. Bu durumda n > 2 ve her v : [0,1] — C geodizigi igin

1y < 14 < /f

<z, <

oo e

~
b)
7N
N | =
N~ —
N—
A

IN

vem >3

—
>
7
DO | =
~
~_
VAN
=
w
A
)

N
A
O\H
g
=
>
=
>

IN

esitsizlikleri dogrudur.

Sonug 3.4.1 Yukarida tamimlanan {y, }n>2 ve {2, fn>a dizileri ile Zabandan [23] tarafindan

yapilan ¢alismadaki genellestirme karsilagtirilabilir. Yani Zabanda tarafindan elde edilen

t(frab) = 21n [f +2§:_1f<<1——)a+2—b)]

seklindedir. Buradan t;(f,a,b) = y3 = 29 oldugu agiktir. Bu taktirde bu dizilerin her

dizi,

birinin monotonlugundan t;(f, a,b) bie alt simridir ve sonsuz olarak her m > 1 ve n > 3

icin

b
f(a;b> < xgsmbia/f(t)dtgtm(f,a,ws-éh(f»avb)

- %[f(a“) +f(“)+f(b)} S

2
fla) + f(b)
- 2

seklinde H-H esitsizliginin bir genellestirilmesi elde edilir.

Ornek 3.4.1 Iki pozitif a ve b sayilar: icin agagidaki klasik ortalamalar1 verelim.

Aritmetik ortalama
a+b

A= A(a,b) = 5

Heinz ortalama

Fy = F\(a,b) = (1 — A)\/EJFA(I;”’, A e 0,1],
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Heron ortalama
a)\bl—)\ _|_a1—)\b)\

H)\:H)\(a,b): 9 y )\6[0,1],
Geometrik ortalama
G = G(a,b) = Vab,
Logaritmik ortalama,
L=Lab) = —"% (4£b) Liaa)=a
Y In(b) — In(a) o

Onerme 3.4.2 o, 8 > 0 icin

ozel olarak eger o # [ ise

G, B)

A
=
B
=
A
=
B)
n
h
=
=
AN
7 N
‘E
+
S
—

< S(HL(0 ) + Al0,5) < Alar )

ﬂ—gﬁ)Q

G(a,p) < Hé(a,ﬁ)<Hi(a,ﬁ)<L(a,ﬁ)<<
< H, 1 (a,p) < Ao, f)

n+1

Ispat 3.4.1 Onerme 3.4.1 ve 3.4.2 de f(t) = et ve a = e, B = eb olarak secilirse ispat
aciktir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ytiksek lisans tez calismasinda, pozitif olmayan egri uzaylarinda Hermite-Hadamard
esitsizligi, baz1 ozellikleri ve bir ka¢ da uygulama yapilmigtir. bunlari yaparken de temel

kaynak olarak C. Conde nin [7] ve [35] ¢alismalari esas alimnustir. Sonug olarak

(1.) Analizin 6nemli bir konusu olan konvekslik teorisinin, pozitif olmayan egri uzay-

larina taginmasi,

(2.) Konvekslik ve esitsizlik arasindaki en 6nemli baglardan biri olan Hermite-Hadamard

esitsizliginin egri uzaylarina tasinmasi,

(3.) Bu egri uzayinda Hermite-Hadamard esitsizligi yardimiyla yeni esitsizliklerinin

bulunmas: verilebilir.

Literatiirde var olan ve bir konu biitiinliigii icerisinde hazirlanan bu yiiksek lisans tez
calismasi, Pozitif Olmayan Egri Uzaylar1’ nda konvekslik ve Hermite-Hadamard Esitsizligi
alaninda caligmak isteyen bilim insanlarina Tirkce bir kaynak olacaktir. Burada uygu-
lanan teknikler yardimiyla uygun teoriler altinda diger konvekslik gesitleri ve onemli

esitsizlikler bu uzaya tasinabilecegini oneriyoruz.
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