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OZET

HERMITE-HADAMARD-FEJER TiPLI ESITSIZLIKLERIN VE BAZI
KONVEKSLIK CESITLERININ NEWTONYEN OLMAYAN ANALIZDE
ELDE EDILMESI
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MATEMATIK ANABILIiM DALI

DOKTORA TEZI, 75 SAYFA

TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

1967-1970 yillar1 arasinda M. Grossman ve R. Katz klasik analize (Newtonyen analiz)
alternatif bir analiz insaa etmislerdir. “'Newtonyen Olmayan Analiz™" ad1 verilen bu
matematiksel yapi, temelinde tanim kiimesi veya deger kiimesinden en az biri lireteg
olan fonksiyonlar yardimiyla elde edilir. Ornegin, Carpimsal(multiplikatif) analiz,
klasik analizde bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile ¢ikarma ve bolme iglemlerinin
birebir degistirilmesini saglayan bijektif doniisiimlerle tiretilmistir. Ayrica tanim ve
deger kiimesi tirete¢ olan "* Analiz" ad1 verilen matematiksel yapiy1 igerir. Dolayisiyla
Newtonyen olmayan analiz, bir fonksiyonun tanim veya deger kiimesi bijektif olan
sonsuz tane doniisiim yardimiyla tiretilen bir sistemdir. Bu doktora tez ¢aligmasinda
klasik analizde bilinen Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini, bu esitsizlik yardimiyla
elde edilen esitsizlikleri ve konveks, p-konveks fonksiyonlari Newtonyen olmayan
analiz (N-N) yardimiyla genellestirdik.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen Olmayan (N-N) Analiz, *-Analiz, (N-N) Hermite-
Hadamard-Fejer Esitsizligi, (N-N)Konveks Fonksiyon, (N-N)p-
konveks Fonksiyon, (N-N) m-konveks Fonksiyon.

II



ABSTRACT

HERMITE-HADAMARD-FEJER INEQUALITY AND SOME KINDS OF
CONVEXITY OBTAINED IN NON-NEWTONIAN CALCULUS
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MATHEMATICS

PHD THESIS, 75 PAGES

SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

Between 1967 and 1970, M. Grossman and R. Katz constructed an alternative
analysis to classical analysis (Newtonian analysis). This mathematical structure, called
“Non-Newtonian Analysis”, is obtained with the help of functions whose basis is the
domain or value set, at least one of which is a generator. For example, multiplicative
analysis is produced with bijective transformations that allow one-to-one replacement
of addition and multiplication, subtraction and division operations known in classical
analysis. It also includes a mathematical structure called “* Analysis”, which is a
definition and value set generator. Therefore, non-Newtonian analysis is a system
produced with the help of an infinite number of transformations whose definition or
value set is bijective. In this doctoral thesis, we generalized the Hermite-Hadamard-
Fejer inequality known in classical analysis, the inequalities obtained with the help of
this inequality, and the convex, p-convex functions with the help of non-Newtonian
analysis (N-N).

Keywords: Non-Newtonian Analysis (N-N) Analiz, *- Analysis, (N-N) Hermite-

Hadamard-Fejer inequality, (N-N) Convex Functions, (N-N)p-convex
Function, (N-N) m- convex Function.
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1. GIRIS VE LITERATUR TARAMASI

1600-1700 yillar1 aras1t matematikte onemli geligmelerin oldugu yillardir. Bu asrin en
onemli geligmelerinden biri de I. Newton (1643-1727) ve G. Leibniz (1646-1716) tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak, tiirev ile integral arasindaki iliskinin bulunmasidir. Bunun

bir sonucu olarak, Integral kavrami énem kazanmistir.

L. Euler ise fonksiyon kavramina merkezi bir yer vererek giiniimiizde kullanilan hesap-
lama yontemlerinin temelini atti. Bu gelismelerle o giine kadar kullanim alani sinirli olan
matematigin oniinii agmig ve matematigi evrensel bir bilim konumuna getirmisgtir. Tirev
ve integral analizin temelini tegkil eder. Gergekten de bu iki iglem, toplama ve gikarmanin
sonsuz versiyonlar: gibidir. Bilindigi iizere matematikte herhangi bir problemin ¢oziimi
o an ki matematik bilgisine gore yapilamayabilir. Fakat bu bize o problemin ¢oziimiiniin

olmadigi anlamina gelmez.

1967-1970 yillar1 arasinda M. Grossman ve R. Katz klasik analize bir alternatif olarak
yeni bir analiz insaa ettiler. Ilerleyen yillarda Grossman bu yapilari genisleterek geometrik,
kuadratik ve harmonik analiz simflarim elde etmistir. Bu ilerleme siirecinde M. Grossman
ve R. Katz” in buldugu bu analiz, klasikte bilinen toplama ve gikarma iglemlerinin; ¢carpma
ve bolme iglemleri ile birebir rollerinin degismesi esasina dayanan bir analiz olup buna

Newtonyen Olmayan Analiz denir.

Newtonyen Olmayan Analizin temel yapilarini olugturmak amaciyla bir ¢ok ¢aligmalar

yapilmigtir. Asagida yapilan bu ¢aligmalarin kisa bir literatiir taramasi verilmistir.

M. Grosmann ve R. Katz’ in, Non-Newtonian Calculus [21] isimli kitabi bu alanda

yazilmis en onemli kitaptir.

M. Grossman [22], iki tam swrali cisimden keyfi bir Newtonyen olmayan analizin
olusumu- nu agiklamig ve daha sonra Newtonyen olmayan analizin bazi1 ozelliklerini

vermistir.

A. E. Bashirov ve arkadaglari [4], M. Grossman ve R. Katz'in, toplama ve ¢gikarmanin
rollerini, carpma ve bolme ile degigtiren ve adi carpimsal(multiplicative) olarak adlandirilan
analizde integral ve tiirevin yeni taniminin kullaniglihigini gostermis ve Newtonyen ol-

mayan analize dikkat cekmek istemislerdir.



M. Riza ve arkadaglarn [47], ¢arpimsal tiirev denklemlerin ve Volterra diferansiyel
denklemlerinin sayisal ¢oziimii icin sonlu fark semalarini ¢arpimsal analize dayali elde

etmislerdir. Bu yeni yaklagimlar: kullanilarak ornek problemler ¢ozmiiglerdir.

A. Uzer [54], reel degerli fonksiyonlar i¢in garpimsal bir analizi, kompleks degerli fonk-
siyonlarla ilgili carpimsal bir kompleks analize genigletmigtir. Baz1 temel teoremleri verip

klasik analizde olanlar ile arasindaki benzerligi aragtirmigtir.

A. E. Bashirov ve M. Riza [5], kompleks degerli fonksiyonlar i¢in ¢arpimsal tiirevi ele
almigtir. Karmasik carpimsal tiirevin ozelliklerini inceleyip Cauchy-Riemann sartlarii

elde etmislerdir.

A. E. Bashirov ve arkadaglar [6], Newtonyen analizin yerine, ¢arpimsal analzi kul-
lanarak farkl alanlarda cesitli problemlerin daha verimli bir sekilde modellenebilecegini
gostermislerdir. Ustel aritmetik, carpimsal analiz ve carpimsal tiirev esitlikleri gibi onun
bazi prensiplerini finansal, tarimsal, ekonomik, sigorta istatikleri ve sosyal bilim 6rneklerini

carpimsal analizi kullanarak ¢oziime kavusturmuslardir.

M. Mora ve arkadaglar [44], ¢arpimsal analizi kullanarak Newton tipi olmayan yeni
bir operator tanimlamig ve bu operator yardimi ile haritalamada kullanilan yiikseklik
¢izgisinin tespitinde geleneksel yolla elde edilen operatorden daha etkili oldugunu kanitlamis-

lardar.

A. F. Cakmak ve F. Bagar [11], Newtonyen olmayan metrik kavramini ve Newtonyen
olmayan reel sayilar cismini elde etmislerdir. Ayrica Newtonyen olmayan analizde Minkowski

ve iicgen esitsizligini ispat etmiglerdir.

D. Filip ve C. Piatecki [18], L. Pacioli tarafindan on beginci yiizyilda tamtilan ¢ift
girigli defter tutma yontemiyle muhasebe tutma modelini Newtonyen olmayan analiz

yardimiyla ele almiglardir.

M. Ozavsar ve A. C. Cevikel [46], carpimsal metrik uzay ile ilgili bazi topolojik
ozellikler vererek carpimsal metrik doniigiimiinii ele aldilar. Caligmanin bir sonucu olarak,
pozitif gercek say1 kiimesinin ¢arpimsal mutlak deger fonksiyonuna gore tam bir carpimsal
metrik uzay oldugunu gosterdiler. Ek olarak carpimsal biiziilme doniigimii kavramini
verdiler ve carpimsal metrik uzay tanimi tizerinde boyle doniigtimlerin bazi sabit nokta

teoremlerini ispatladilar.



A. E. Bashirov [7] klasik analizdeki iki kath integralleri, Newtonyen olmayan analiz

agisindan elde edip bunlarla ilgili teoremleri ispatlamistir.

S. Tekin ve F. Bagar [51], kompleks diziler uzay1 olan w kiimesi iizerinde, I, c,
co, l, seklinde ifade edilen ve sirasiyla tiim simirh, yakinsak, sifira yakinsak ve p-mutlak
toplanabilir dizi uzaylarin1 Newtonyen olmayan analize tagimiglardir. Yani, w* Newtonyen

*

olmayan kompleks diziler kiimesi tzerinde I3, ¢*, ¢j ve [ uzaylarmi tanimlamig ve bu

uzaylar icin bazi sonuclar vermisleridr.

A. F. Cakmak ve F. Bagar [12], klasik anlamdaki komleks sayilar ve kompleks fonksiy-
onlarin baz karakteristik ozelliklerini Newtonyen olmayan analiz agisindan incelemiglerdir.
x-kompleks sayilar cismi ve x-metrik uzay kavramini elde etmiglerdir. Ayni zamanda -
sinirlilik ve x-siirekliligin baz1 6nemli tanimlari ve bazi1 onemli 6zelliklerini elde etmiglerdir.
Daha sonra C*(€2) s-siirekli fonksiyonlar1 ve bu kiime iizerinde tanmmlanan Newtonyen ol-
mayan toplam ve skalerle ¢carpma iglemine gore bir vektor uzayr oldugunu ayrica C*(2)

nin bir Banach uzay1 oldugunu ispat etmislerdir.

U. Kadak ve M. Ozliik [27], diferansiyel denklemler i¢in Runge-Kutta metodunu farkh
iirete¢ fonksiyonlar icin Newtonyen olmayan analizde elde ettiler ve bu sonuclar1 klasik

analizdeki durum ile karsilagtirdilar.

U. Kadak ve H. Efe [28], Newtonyen olmayan analiz agisindan R* ve C* kiimeleri
lizerinde vektor uzayi, i¢ ¢arpim ve Hilbert uzayir tanimlarim vermislerdir. Daha sonra
Non-Newtonyen oklid geometri diizlemi i¢in non-Newtonyen kartezyen diizlemini tanimla-
yip oklidyen, tiniter ve dizi uzaylari tanimini vermistir. Son olarak Newtonyen olmayan
kompleks yapilarin norm ozelligini kullanarak Cauchy Schwarz ve tliggen esitsizliklerini

incelemiglerdir.

U. Kadak [29], sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve p-sinirh varyasyonlu dizilerin C*
kompleks sayilar cismi izerindeki tanimi ve tam olduklarinin ispatini vermislerdir. Daha
sonra Kothe-Toeplitz duallerini Newtonyen olmayan analiz a¢isindan inceleyip klasik du-

rumla kargilagtirmiglardir.

U. Kadak ve H. Efe [30], C* cismi iizerinde dizi uzaylariin matris déniisimii tanimin
ve Newtonyen olmayan analize gore sonsuz matrislerin bazi1 karakteristik simiflarini in-

celemiglerdir. Aynmi zamanda C* iizerideki klasik kiimelerden birini digerine dontigtiiren



sonsuz bir matris iizerinde gerekli ve yeterli kogullar1 elde etmislerdir. Ayrica, diziden

diziye ve seriden seriye toplanabilirlik yontemini orneklerle agiklamiglardir.

D. Filip ve C. Piatecki [19], neoklasik olmayan biiytime modelini Newtonyen olmayan

analiz acisindan yeniden ifade ve ispatini vermislerdir.

D. Filip ve C. Piatecki [20], Newtonyen olmayan analizi kullanarak klasik ekonomi
teorisini, ozellikle de ekonomik biiylimeyi, istatistigin maksimum olasilik yonteminde in-

celeyerek yeni bir bakisg acisi kazandirmislardir.

M. Abbas ve arkadaglar [1], carpimsal metrik uzaylar {izerinde kapali bir topun
yari-zayif degismeli doniistimlerin sabit nokta sonuclarini elde etmisler ve bu sonuglar:
orneklerle desteklemiglerdir. Daha sonra ¢arpimsal sinir deger probleminin ¢oziimiiniin
varligi i¢in sartlar: ortaya koymusglardir. Boylelikle literatiirde var olan sonuclari geniglete-

rek ilerletmiglerdir.

M. Riza ve B. Eminaga [48], Newtonyen olmayan analizin bir dal olan bigeometrik
analizi kullanarak Runge-Kutta yontemini yeniden ifade edip belirli baslangic deger prob-

lemleri altinde ¢oziimiinii aragtirmig, bu ¢oziimii klasik yontemle kiyaslamiglardir.

M. Riza ve H. Aktore [49], klasik anlamdaki Runge-Kutta problemini geometrik
carpimsal analizi kullanarak ifade edip ¢oziimiinii aragtirmigtir. Yine bu ¢oziimii klasik

durum ile kargilagtirmigtir.

U. Kadak ve arkadaslar1 [31], Newtonyen olmayan kompleks cisim tizerinde para-

normlu dizi uzaylar1 ve bunlarin duallerini elde etmigleridr.

U. Kadak [32], Newtonyen olmayan kompleks cisim tizerinde C'esdro tipi toplanabilir

dizi uzaylarini elde etmistir.

A. Ugzer [55], ¢arpimsal analizi kullanarak yar diizlemde silindirik dalga problemini

incelemigtir.

U. Kadak [33], 2015 yilinda yapmis oldugu ”Newtonyen olmayan analiz ve gesitli
uygulamalar1” isimli doktora tezinde Newtonyen olmayan analizin temel ozelliklerini ve
bu yapinm klasik analizle iligkilerini incelemistir. Ilk énce tek bir iiretece bagh fonksiyonel

analizin baz1 6nemli esitsizliklerini vermistir. Newtonyen olmayan analiz yontemlerinden



biri olan ve x-aritmetik adi verilen analiz tarz kullanilarak kompleks cisim iizerinde
tanimhi bazi dizi uzaylarimi1 ve duallerini tanimlamistir. Bunun yaninda sonsuz ma-
tris yapisi inga edilerek tamimlanan dizi uzaylari arasindaki bazi matris dontigiimlerinin
siniflandirmasini yapmistir. Vektor uzayi ve i¢ ¢arpim uzayinin Newtonyen olmayan an-
lamda karsiliklarini ve bazi geometrik ozellikleri gostermistir. Ozellikle klasik analizde iyi
bilinen agirlikli ortalama kavramlarini genellegtirerek farkli iireteglere bagli olarak yeni

tiirde agirlikh ortalamalar elde etmigtir.

N. Yalgin ve arkadasglar1 [61], ¢arpimsal analizi kullanarak klasik anlamdaki Laplace
doniigimiinii elde edip bazi temel tanim ve ozelliklerini vermislerdir. Elde ettikleri bu
carpimsal Laplace doniigiimii yardimai ile bazi carpimsal diferansiyel denklemlerin ¢oziimle-

rini elde etmiglerdir.

U. Kadak ve Y. Giirefe [34], agirlikli ortalamalarin ve konveks fonksiyonlarin baz
karakteristik ozelliklerini, Newtonyen olmayan analiz a¢isindan incelemislerdir. Bu goster-
mistir ki tiretilen fonksiyonlarin se¢imine bagh olarak, bu tiir agirlikli ortalamalarin ve
konveks fonksiyonlarin bir ¢ok kullanigh gesitleri vardir. Dahasi, klasik agirlikli ortalama
ve onun Newtonyen olmayan versiyonu arasindaki bazi iligkileri karsilagtirmig ve konveks
fonksiyonlarin bazi geometrik yorumlarini Newtonyen olmayan egime gore vermiglerdir.

Son olarak, carpimsal stirekli konveks fonksiyonlar: kullanarak bir uygulama vermiglerdir.

K. Boruah ve B. Hazarika [8], Newtonyen olmayan analizi kullanarak G-Calculus

olarak adlandirilacak yeni bir tiir analizi elde etmislerdir.

Y. Giirefe ve arkadaslar1 [23], klasik analizin baz temel teoremlerini ve kavramlarini

carpimsal analize tagimig ve onlar arasindaki benzerlikleri ortaya ¢ikarmislardir.

M. Erdogan’in [15], " Newtonyen olmayan reel say1 serileri ve has olmayan integraller”
isimli yiiksek lisans tezinde Newtonyen olmayan reel sayi serileri ile has olmayan inte-
graller incelenmis ve onlarin yakinsaklik kosullari aragtirilmigtir. Yani, Newtonyen ol-
mayan reel sayi serileri ve has olmayan integraller i¢in gerekli olan temel tanimlara, teo-
remlere ve ozelliklere yer verilip onlarin yakinsaklik kosullarina dair testler verilmigtir.
Ayrica, Newtonyen olmayan reel sayilarda ara deger teoremi ve ortalama deger teoremi

gibi temel teoremler incelenmistir.

F. Erdogan’ m [16], ”Newtonyen olmayan reel sayilarda fonksiyon dizi ve serileri”

isimli yiiksek lisans tezinde Newtonyen olmayan reel sayilarda fonksiyon dizi ve serileri



incelenmigtir. Ayrica Newtonyen olmayan reel sayilar cismi iizerinde *-fonksiyon dizisi
tanmitilip, bazi tanim ve teoremler verilerek x-fonksiyon serisi, *-noktasal yakinsama, -
diizgiin yakinsama kavramlari tanitilmig ve x-noktasal yakinsama ile x-diizgiin yakinsama-
nin 6nemli farklarini ortaya ¢ikaran teoremler ispatlanmistir. Ayrica x-diizgiin yakinsaklik
icin x-Cauchy kriteri, x-Weierstrass M-kriteri gibi *-yakinsaklik testleri elde edilip sirasiyla
x-diizgilin yakinsakligin x-siireklilik, x-integral ve x-tiirev ile arasindaki iligki irdelenmigtir.
x-Abel ve x-Dirichlet testleri tanimlamip x-kuvvet serileri tamtilarak, bunun bir uygula-

masi1 olan Cesdro ve Abel anlaminda toplanabilme 6zellikleri elde edilmistir.
K. Boruah [9], ¢arpimsal reel dizi kavramini ve onlarin temel ozelliklerini vermistir.

M. Kirigci [37], Newtonyen olmayan metrik uzaylarin baz 6zelliklerini ve bazi Newton-

yen olmayan metrik uzaylarin topolojik yapilarini vermigtir.

E. Unliiyol ve arkadaslari [56], konveks fonksiyonlar ve baz esitsizlikleri Newtonyen ol-
mayan analiz yardimiyla elde etmislerdir. Daha sonra Newtonyen ve Newtonyen olmayan

analiz ile kiyaslamiglardir.

E. Unliiyol ve arkadaslari [57], baz1 operatorleri, Newtonyen olmayan analize tagimiglar-

dir. Ayrica onlar1 Newtonyen ve Newtonyen olmayan analize gore kiyaslamiglardir.

T. Yaying ve B. Hazarika [62], aritmetik yakinsak diziler ve aritmetik toplanabilirligi

Newtonyen olmayan analizde inga etmislerdir.

M. Waseem ve arkadaglar1 [60], garpimsal analizi kullanarak lineer olmayan baz denk-

lemlerin ¢oztimlerini elde edip bu ¢oziimleri klasik anlamdaki ¢oziim ile kiyaslamiglardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Konveks Fonksiyon Cesitleri ve Hermite-Hadamard-Fejer
Esitsizligi

Tanim 2.1.1 I R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak tizere her z,y € I ve
t €10, 1] i¢in
fltz+ (1 =t)y) < tf(x)+(1—-1)f(y) (2.1.1)

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.2 [ C (0,00) bir aralik ve p € R\{0} olsun. f: I — R bir fonksiyon olmak
tizere her z,y € I ve t € [0, 1] igin

Fllta” + (1= tyP)s) < tf(z) + (1 — ) f(y) (2.1.2)

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna p-konveks fonksiyon denir[26].

Tanim 2.1.3 f:[0,b] — R bir fonksiyon olsun. Her z,y € [0,b], t € [0,1] ve m € [0, 1]
icin
fltz+m(l—ty) < tf() +m(l—f() (213

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir[13].

Tamim 2.1.4 [ C R\{0} bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak iizere her z,y € I
ve t € [0,1] i¢in

Ty
(i) < v +a-0sw (2.1

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir[24].

Tanim 2.1.5 w : [a,b] C R — R bir fonksiyon olmak tizere her x € [a, b] igin
w(z) = wla+b—1x) (2.1.5)
y y : a+b . : : :
bagintisi saglaniyorsa bu w fonksiyonuna 5 ye gore simetrik fonksiyon denir.

Tamm 2.1.6 w : [a,b] C R\{0} — R bir fonksiyon olmak iizere her x € [a, b] i¢in

wiz) — w<l+;) (2.1.6)

1_1
b T

2ab
a+b

bagintisi saglaniyorsa bu w fonksiyonuna ( ) ye gore harmonik simetrik fonksiyon

denir[41].



Tanim 2.1.7 w : [a,b] C (0,00 — R) bir fonksiyon ve p € R\{0} olsun. w fonksiyonu
her z € [a,b] igin
w(z) = w([a” + b — :cp]%)

P pP

3
esitligini saghyorsa bu w fonksiyonuna [“ 5 ] ye gore p-simetrik fonksiyon denir[40].

Tanim 2.1.8 7 C R\ {0} bir aralik olsun. Eger f : I — R fonksiyonu her z,y € I ve

€ (0,1) i¢in,
xy f(@)f(y)
/ (tx . t>y> <G TH ) + 7@ (21.7)

esitsizligini saghiyorsa, f fonksiyonuna H-H konveks(konkav) fonksiyon denir[2].

Tamm 2.1.9 [ C R\ {0} bir aralik olsun. Eger f : I — R fonksiyonu her z,y € I ve
t € (0,1) igin,

y
Horiss, ) < @@+ 0-0fw (2.15)

esitsizligini saglyorsa, f fonksiyonuna H-A konveks(konkav) fonksiyon denir[14].

Tamm 2.1.10 7 C R\ {0} bir aralik olsun. Eger f: I — R fonksiyonu her z,y € I ve

© (1) e F@) ()
) f(y
d (“c - ”y) < DTTH ) + @

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna A-H konveks(konkav) fonksiyon denir[2].

(2.1.9)

Sonug 2.1.1 f: 1 C (0,00) — R fonksiyonu G-A konveks fonksiyon, a,b € I ve a < b
olsun. w : [a,b] — (0,00) fonksiyonu siirekli, pozitif ve vab’ye gére geometrik simetrik

fonksiyon olmak tizere

f<¢—b>/ wz) </ fla dx<f(a)+f(b)/a”w(x)dx

esitsizligi saglanir[42].

Tanmim 2.1.11 f : [a,b] C R — R konveks bir fonksiyon ve w : [a,b] — R ise negatif
a+b

olmayan, integrallenebilen ve < ) ye gore simetrik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(a+b)/ dx</ fx dx<f(a);f(b)/abw(x)dx

esitsizligine Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi denir[17].




2.2 Aritmetik Sistem

Aritmetik, tanim kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan tam sirali bir cisimdir.
Aritmetik sistem ise bu cisim {izerinde tanimli cebirsel iglemlerle elde edilen yapiya denir.
Aslinda bu cisim, reel say1 cisminin farkli bir yorumu olarak da distiniilebilir oyle ki
sayilabilir sayida sonsuz tam sirali cisim olusturulabilir ve bu yapilar birbiriyle denk ya
da izomorfiktir. Aritmetik sistemleri olugturmaya yarayan tireteg(dogurucu) fonksiyonu,
tanim kiimesi reel sayilar ve deger kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan bire-bir ve orten
bir déntigimdiir. I birim fonksiyonu ve e*(exp(z)) tistel fonksiyonu iireteg fonksiyonuna
birer ornektir. Her bir iirete¢ tek bir aritmetik iirettigi gibi her aritmetik de tek bir tireteg

yardimuyla iiretilebilir [33].

2.2.1 oa-Aritmetik

a, tanim kiimesi A C R olan ve deger kiimesi R, = {a(a) : a € A} olan bir
iirete¢(dogurucu) olsun. R, iizerinde tanimli 4, —, x, / islemleri ve < siralama bagmtisi

agagidaki gibi olan aritmetige bir o aritmetik denir. Her x,y € R, i¢in

1

() +a ' ()}

(z) — ™ (y)},

Yz) x a H(y)l, (2.2.1)
(x)

+
Q

a—toplam z+y= ofa'(z

a—fark  z-y= afaNx
o — garpim exy = oafa”
a—bslim  z/y= afaY(z)/a" (y)},

o —siralama 1<y <= o '(z) <a Y(y).

Bu islemler altinda (R,,+, —, X, / , <) tam sirali bir cisimdir yani bir aritmetiktir. Bu

aritmetigi o fonksiyonu iirettigi i¢in buna a-aritmetik denir[21].

Her bir tirete¢ fonksiyonu yalniz bir aritmetik iiretir ya da her bir aritmetik yalniz bir

iretec vasitasiyla tiretilir.

Dogurucu fonksiyon o = exp olmak tizere,

a:R— Ry a Ry — R
(2.2.2)
r— a(xr) =€" e’ —» In(e”) ==z



seklinde verilsin. Her z,y € R i¢in asagidaki cebirsel iglemler gegerlidir.

geometrik toplam sty = ellmethnvt — 4y

geometrik fark r—y = et — g/
geometrik garpim  axy = TNyl — gy (2.2.3)

geometrik oran x/y = eina/lny} — Iﬁ,

geometrik siralama <y <= In(z) <lIn(y).

Simdi ise bagka bir iiretici fonksiyon ornegi verelim.

¢ : R — R, C R fonksiyonu ve tersi olan ¢, ! fonksiyonu asagidaki gibi tamimlanir

(p e R\ {0}) :

TP, z>0 P, z>0
¢(r) =< 0, =0, q'(z) =% 0, =0 (2.2.4)
1
—(=z)r, <0 —(—z)?, = <0.
Sonsuz sayida g,-aritmetik verebiliriz. Ozel olarak p = 2 ve p = —1 i¢in bu aritmetige

sirastyla kuadratik aritmetik ve harmonik aritmetik denir [33].

Tanim 2.2.1 Klasik aritmetikteki her bir iglemin dogal kargihgini a-aritmetikte bulmak
miimkiindiir. Her p € Z icin a(p) = p olmak iizere y € Ry, y+0 = y ve yx1 = y ise 0
(a-sifir) ve 1 (a-bir) sayilarma, sirasiyla a-toplama gore etkisiz ve a-carpmaya gére birim

eleman denir [33].
Tanim 2.2.2 Her n € Z i¢in —n = 0-n = a(—n) olmak iizere Z, tamsayilar kiimesi
Zo=1{...,-2,-1,0,1,2...} = {...,a(=2), a(~1),a(0), (1), (2), ... }.
seklinde tarif edilir. Buna gore a-tamsayilarin Z, kiimesi,
Zo={n:n=an), n€Z}
seklindedir [33].

Tamim 2.2.3 Keyfi x € R, sayisi icin 2’in a-karesi zxz seklindedir ve 22 ile gosterilir.

Yani, 22 = 2xx = of o (2)]?} dir [33].
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2.3  x-Analiz

a, [ keyfi segilen turetegler ve x(star) sirali aritmetik ¢iftidir, yani a-aritmetik ve

[-aritmetik. Bu calisma boyunca asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

a-Aritmetik | S-Aritmetik
Gosterim A B
Toplam + +
Fark - -
Carpim X X
Boliim / /
Siralama, < <

a-aritmetik i¢in verilen biitliin tanimlar F-aritmetik icin de gecerlidir. x-analizde -
aritmetik tanim kiimesinin elemanlari, S-aritmetik deger kiimesinin elemanlar1 i¢in kul-

lanihr [21].

Uyar: 2.3.1 « ve [ iireteglerini birim fonksiyon olarak secebiliriz, peki ya ayni degilse?
Bu durumda, M. Grossman ve R. Katz, bu soruyla ilgili izomorfizmin tanimimi vermistir

21].

Tanim 2.3.1 a-aritmetikten S-aritmetige tanimlanan izomorfizma doniigiimii
1) ¢ fonksiyonu, bire-birdir,
2) ¢ fonksiyonu, R,’dan Ry {izerinedir,

3) R, 'dan se¢ilmig herhangi u ve v’ler igin,

Wutv) = o(u)Fuv),
(o) = ofu)=ulv),
(ko) = iu)au(v)
Wufv) = uw)/uv), v#0,

u<v & (u)<e(v)

bagtilarina sahip bir tek ¢(iota) fonksiyonudur. Burada a ve f'nin deger kiimesi sirasiyla

R, ve Rs olmak tizere tim z € R, i¢in
z) = pla™ (2)}.
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Bu durumda her n tamsayisi i¢in

ifadesi gecerlidir. Ornegin,

seklindedir [21].

Tanim 2.3.2 « bir {ireteg ve z,y € R, olsun. Bu durumda agagidaki sekilde ifade edilen

kiimelere, a-araliklar denir [58],

1. (x7y) = {Z c Ra : x<z<y},

2. (I‘,y] = {Z € Ra : $<Z§y},

3. [x,y) = {2z € Ry : <2<y},

4. [z, y] = {2z € Ry : 2<2<y ),

5. (z,+00) :={z € R, : z<z<+00},

6. (—c0,y) :=={z € R, : —c0<z<y},

7. [, +00) = {z € R, : 2<z<+ o0},

8. (—0,y] == {z € R, : —co<z<y}.

Uyar: 2.3.2 Yukarida sekiz tane tanimi verilen a-araliklarini kisaca asagidaki gibi gostere-

biliriz [58];
(I’ y)a; (x> y]ow [x> y)ow [xa y]Ow (I’ +OO)OM (_OO> y)ow [x> +OO)OH (—OO, y]a-

Uyar1 2.3.3 Ayrica [z, yla, (z,y). araliklarima sirasiyla a-kapal aralik ve a-agik aralik

denir [58].
Tanmim 2.3.3 f: A CR, — B C Rg bir fonksiyon ve a € R, olsun. O halde

*lim =b <= Ve30, 3050: Ve € Ry,

T—ra

lz—aln<d, |f(x)—b|sg<e

olacak gekilde bir b € Rs elemam vardir ve bu b sayisimma f fonksiyonun #-limiti denir.

*lim,_,, = b seklinde gosterilir [51].

12



Tamim 2.3.4 Bir f: A CR, = B C Ry fonksiyonuna,

" lim f(z) = f(xo0)

T—TQ
olmasi durumunda a € A noktasinda #-siireklidir denir. f, A'nin her noktasinda x-siirekli

ise 0 zaman f, A {izerinde #-siireklidir denir [33].

Tanim 2.3.5 X C R(N),, f: X — X C R(N)j fonksiyonu ve a € X noktas: verilsin.
Herhangi ¢ 3 0 sayisina karsihk |z—al, < & olan her x € X icin |f(x)=f(a)|s < € olacak
sekilde en az bir § = §(g) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa f fonksiyonuna a € X noktasinda

s-stireklidir denir [16].

Tanim 2.3.6 Bir f fonksiyonunun a € X noktasinda x-siirekli olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogul @ € X noktasinin f fonksiyonunun tanim kiimesinin elemani ve

*limg,, f(x) = f(a) olmasidir [12].

Tanim 2.3.7 Verilen bir fonksiyonun asagidaki gibi -limiti varsa, bu ifade f*(a) ile
gosterilir ve f fonksiyonunun a’da *-tiirevi olarak adlandirilir. Yani, f fonksiyonunun
a’da *-tirevi

GO R AT /B{ﬁ_l(ffx»_ _1<f(a>>} (2.3.1)

T—>a 1(x)—1(a) T—>a

seklindedir [33].

Tanim 2.3.8 f fonksiyonu [r, s] iizerinde tamimh bir fonksiyon olmak tizere L € R, ve

>0 icin verilen aralikta en az bir p, boliintiisii vardir 6yle ki

do(N(f; ), L)<e

kosulu her ¢ C @, icin saglanirsa f fonksiyonuna Riemann anlaminda « integrallenebilir

JRCE

seklinde gosterilir. Acikca goriiliir ki f fonksiyonu klasik anlamda Riemann integral-

denir ve

lenebilr ise ayni aralikta o integrallenebilirdir. Ayrica « iiretecinin tanimindan eger f

klasik anlamda Rieman integrallenebilir ise (o' o f) bileske fonksiyonu da Riemann in-

[t = of [atenw

13
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elde edilir. Tersine olarak f Riemann integrallenebilir ise

[ e = o [t

saglanir. Buradan da klasik yapi ile bu yapi arasinda birebir iligki kurulur. Simdi, klasik
anlamda belirsiz integral yapisina denk olan ve a-antitiirev adini verecegimiz temel inte-
gral yapisini inceleyecegiz. [ f(z)™ = F(z) ifadesinin anlami F}(z) = f(z)'dir. Diger

bir ifadeyle verilen bir f fonksiyonu klasik anlamda integrallenebilir olmak iizere

/f(:c)df = a{/(a‘lof)(x)dx}—i—(]

elde edilir ve bu integrale f’nin a-belirsiz integrali denir. Burada « tiretecinin tersi siirekli
integrallenebilir ve f de integrallenebilir oldugundan (a~!o f) bilegke fonksiyonu da inte-

grallenebilirdir[33].

Tanim 2.3.9 f fonksiyonu [r, s] iizerinde tanimh bir fonksiyon olmak iizere her €30 icin

verilen aralikta en az bir p, boliintiisii vardir oyle ki

ds(N.(f: ), P)e

kogulu her p C g, i¢in saglanirsa f fonksiyonuna Riemann yildiz integrallenebilir (x —

* / f@)da

seklinde gosterilir. Agikca gortiliir ki f fonksiyonu klasik anlamda Riemann integral-

integral) denir ve

lenebilr ise aym aralikta yildiz integrallenebilirdir ve

S s = of [t e ps)

yazilir. Tersine f Riemann integrallenebilir ise

[ swas - @{ JECCIT:

clde edilir. Temel olarak . [ f(x)dr = F(x) ifadesinin anlam F*(z) = f(z)'dir. Diger

bir ifade ile verilen bir f fonksiyonunun klasik antitirevi [ f(x)dz olmak iizere f'nin

[ strenar = B{ / f(as)dx}w
Srwas = of [irepwhic

olur. Ayrica [ iireteci siirekli oldugundan integrallenebilirdir ve f klasik anlamda inte-

x-antiturevi

ve buradan da

grallenebilir oldugundan bileske fonksiyon 87! o f integrallenebilirdir[33].
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Bu tezdeki bazi teorik alt yapilar i¢in yani araligin Newtonyen olmayan pargalanisi,
Newtonyen olmayan alt ve iist toplamlar, bunlarin ozellikleri, x-integral vb. kavram
ve tammlar igin Grosmann ve Katz'in [21] kitabina ve Kadak’in [33] doktora tezine

bakilabilir.

NOT: Biz bu tez boyunca kullanilan a-integral ve x-integral ifadelerini asagidaki gibi

kabul edecegiz,
s a"I(s)
/ fla(t)xata(l —t)xb)* = Oz{ / (a™ o f)la(t)xata(l — t)kb)dt} (2.3.2)

_ a{ /a O o Foa)(ta= (@) 4 (1 — t)a‘l(b))dt},

s a"1(s)
/ flat)xata(l —t)xb)dt = ﬁ{/ (ﬁ—lof)(a(t)xairau—t)>‘<b)dt} (2.3.3)

_ 5{ /aal()s)(g—l o foa)(ta (a)+ (1— t)a‘l(b))dt}.

Tamim 2.3.10 I, C R,\{0} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — Ry fonksiyonu her
a,b e I, icin

FArxad-XAyxb) <0, X f(a)+-05% f(b) (2.3.4)

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyona #-konveks fonksiyon denir. Burada Aj, Ay € [0, 1],,

91,‘92 € [0, 1]5, /\1—;‘/\2 = 1 ve (91—].—'92 = 1[34]

Tanim 2.3.11 f: 1, C R, — R bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon her
a,b € I, ve t € [0,1] i¢gin asagidaki esitsizligi saghyorsa f fonksiyonuna Id,-konveks
fonksiyon denir [58],

fla(t)xata(l —t)xb) < tf(a)+ (1 —1t)f(b) (2.3.5)

Teorem 2.3.1 (a-kismi integrasyon) (a,b), bir a-aralik, v*,u* : (a,b), — R, birinci

dereceden a-tiirevli, a-tiirevi de a-stirekli iki fonksiyon ve a,b € (a, b), olsun. O zaman

/u(x)xv*(x)dw:u(x)xv(x)ﬁ;—/ v(x)xu*(z)™ (2.3.6)

ya da (v*(2)® =% ve u*(x)™ =% i¢in)

/ud” :ukvi/vd“ (2.3.7)

esitlikleri dogrudur[58].
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 o Hermite-Hadamard-Fejer ve p,—Konveks Fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

Tanm 3.1.1 w : [a,b], — R fonksiyonu,

w(zr) = wla+b—1x) (3.1.1)

a+b
a(2)”

esitligini sagliyorsa, w fonksiyonuna ( ) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon

denir.

Tanim 3.1.2 ¢ : [a,b], € R, \ {0} — R bir fonksiyon olsun. Eger g fonksiyonu her
x € [a, b, igin,

g(x) = g(a(l) .ff((ll))‘;&'.) (3.1.2)

xT

esitligini sagliyorsa bu g fonksiyonuna <°‘(23igkb.) ye gore Newtonyen olmayan harmonik

simetrik fonksiyon denir.
Tanmim 3.1.3 w : [a,b], C (0,00), — R bir fonksiyon ve p € R\ {0} olsun. Eger w

fonksiyonu her z € [a, b],, i¢in

w(z) = wlaHP-a?]s (3.1.3)

N
esitligini sagliyorsa bu w fonksiyonuna [azgf’ } ye gore p,-simetrik fonksiyon denir.

Sonug 3.1.1 (3.1.3) esitliginde p nin segilen degerlerine gore indirgendigi tanimlar1 gorebi-

liriz.

1. p =1 i¢cin Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon

2. p = —1 i¢in Newtonyen olmayan harmonik simetrik fonksiyon elde edilir.

Tanim 3.1.4 f : R, — R fonksiyonu, eger her x € R, i¢in f(z) > 0 esitsizligini

saglhyorsa bu f fonksiyonuna Id,-negatif olmayan fonksiyon denir.
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Teorem 3.1.1 f : [a,b], C R, — R bir Id,-konveks fonksiyon ve w : [a,b], C R, —
a+b
a(2)”

R negatif olmayan, integrallenebilen ve ( ) ye gore Newtonyen olmayan simetrik

fonksiyon olsun. Bu durumda

(=) [ T wom@r < / "0 o)) w o )@)is

~!(a) ~!(a)

< M/a_l(b)(woa)(x)dx (3.1.4)

2 ()

esitsizligi saglanir.

ispat. 3.1.1 Her t € [0, 1] igin esitsizligini yazabiliriz.

f<a_+b) _ f(a(t)km—oz(l—t)>'<b4—04(t)>'<b4—oz(1—t)>'<a'>

(1(2). . . a(2> .o .
. f(a(t)xa+§(1 —0%0) f(a(t)xb+c2)z(1 k)
(3.1.5) esitsizliginin her iki taraf
w(f(a(t)xbia(l — t)%a))
ifadesi ile carpilp ardindan [0, 1] fizerinde ¢ ye gore integrali almsa,
./0'1 f(%b.)w(a(t)xmaa ) %a)dt
< ‘/0'1 [ﬂ“(t)*”;‘(l —DXD) oty kbia(l — t)xa)dt]
+/01 [f(“@)XH‘Q)‘(l —0X9) () kbia(l - t)xa)dt]
= f(a%b) /Olw(a(t)>'<b+a(1 —t)xa)dt
< /01 (foa)(ta™ (a) + (1 - f/)@_l(b))éw ca)(ta”l(b) + (1 —t)a"(a)) .
YR GRS Tl U RO LT P

esitsizligi saglamir. Eger (3.1.6) esitsizliginde x = ta~!(b) + (1 —t)a~!(a) olarak almir ve g

fonksiyonunun (“T“’) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon oldugu goz ontinde

bulundurulursa
i 0 = (b)
f (%i_b> / (woa)(x)dr < / (Jo a)(:c)Q(g °a)(@) dx
a—1(a) a~1(a)

'O (f o a)(w)(woa)(x)
+ /a_l(a) 5 dx

:»f(“i’.) / e < /j_l(b)uoa)(as)(goa)(as)das.

~Ha)
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esitsizligini yazabiliriz. Boylece (3.1.4) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig oldu. Simdi ise
ikinci kismini ispatlayalim.

f, a-konveks fonksiyon oldugundan
fla(t)xata(l —t)xb) + fla(t)xb+a(l —t)xa) < f(a) + f(b) (3.1.7)
esitsizligi saglanir. (3.1.7) esitsizliginin her iki tarafi,
w(f(a(t)xbt+a(l —t)xa))
ile garpilip, ardindan [0, 1] tizerinde ¢ ye gore integrali alinirsa
/ Fla®)xata(l — ) xbyw(a(t)xbia(l — t)xa)dt
/ Fla(t)xbia(l — ) xa)yw(a(t)xbra(l — t)%a)dt
< / [f(a) + f(b)]Jw(a(t)xbta(l —t)xa)dt (3.1.8)

0

/0 (foa)(tat(a)+ (1 —t)a (b)) (woa)(ta (b)) + (1 —t)a '(a))dt
+ /0 (foa)(ta(b) + (1 —t)a ' (a))(woa)(ta (b)) + (1 —t)a '(a))dt

IN

/0 [f(a) + f(0)](w o a)(ta™ (b) + (1 — t)a~"(a))dt (3.1.9)

esitsizliklerini yazabiliriz. (3.1.9) esitsizliginde x = ta™*(b)+ (1 —t)a~"(a) olarak secilir ve
g fonksiyonunun (“T*b) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon oldugu goz ontine

alinirsa

a=1(b) u a1 (b)
[ remweawr < O[T Ty o 0@y
Ja~(a) a=1(a)

esitsizligi elde edilir. Bu ise Teoremin ikinci kisminin ispatidir. Sonug olarak

f(%b) /wb)woa)(a:)dx </ " o a)@)wo a) @)

a~'(a) ~Ha)

a a=1(b)
10 [ oy

<
- 2 1(q)

esitsizligi ispat edilmig olur.
Elde edilen (3.1.4) esitsizligine Id,-Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi denir.
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Sonug 3.1.2 (3.1.4) esitsizliginde o = Id olarak segilirse

f(“b)/ p)dr < /f dx<f(a);—f(b) /abw(:c)dx (3.1.10)

Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi elde edilir[17].

Sonug 3.1.3 (3.1.4) esitsizliginde ov = exp olarak segilirse

r(va) | ey < [ (e

na Ina

fla)+f) [,
< T/l w(e®)dx (3.1.11)

na

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.1.4 (3.1.11) esitsizliginde €* = u doniiglimii yapilirsa

i(va) / ), < / ) g, ¢ )+ 10 / ),

esitsizligi elde edilir[42].

Tanim 3.1.5 I, € R,\{0} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — R fonksiyonu her
z,y € I, ve t € [0, 1] i¢cin

XY
f(a(t)kxir[a(l);a(tﬂ)'(y) <tf(y)+ 1 —-18)f(z) (3.1.12)

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna Id,-harmonik konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.1.2 I, := [a,b]s, a<b ve f : [a,b]o C R, \ {0} — R bir Id,-harmonik konveks
fonksiyon olsun. Bu durumda
.. 1 1 a~1(b)
f a(2)>.<a><b‘ < a ta)a™(b) / (foa)(x)dx
a+b a=l(b) —a~Ha) Jo-1(0) x?
o)+ 09 -

IN

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.1.2 f fonksiyonu Id,-harmonik konveks fonksiyon oldugundan her ¢ € [0, 1] ve

her u,v € R, i¢in

UXV
— —. )] < t 1—t 3.1.14
oot —m) < t+ =05 (31.14)
esitsizligini yazabiliriz. Ozel olarak (3.1.14) de t = % olarak alinirsa
IXUXV f(u) + f(v)
— ) < =t 7 3.1.15
f( u+v > - 2 ( )
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esitsizligi elde edilir. Diger yandan

"y axb
—a(t)xata(l —t)xb’

ve '
axb
a(t)xb+a(l —t)xa
olarak secilip (3.1.15) esitsizliginde yerine yazilirsa

2XUXV 2xaxb 1 axb
f( utv > :f( a+b ) = §{f<a(t)>'<a4—a(1—t)>'<b'>

* f(oz(t)kbf;(li —t)>'<a'>} (3.1.16)

esitsizligi elde edilir. (3.1.16) esitsizliginin [0, 1] tizerinde ¢ ye gore integrali alinirsa

[1(585) < 3l ven (i)
o [ oo (g @) e
esitsizligi elde edilir. (3.1.17) esitsizliginde,

a Ha)a=t(b)
ta=(a) 4+ (1 —t)a=1(b)

Tr =

olarak alinirsa

f(éxum> _ _a'(a)a”'(B) /a“‘l“’) (foo)(z),

utv ) T amHb) — a7l (a) Jo-1() x?

bulunur. (3.1.15) esitsizliginde u = a ve v = b olarak yazilirsa

f(a(2)>:<a>'<b.> o o l(@a”i(h) /;‘1(1’) (foa)(z)

a+b a=t(b) —a~Ha) Jo-1(0) x?
¢ s L8
esitsizligi saglanir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Sonug 3.1.5 (3.1.13) esitsizliginde oo = Id olarak segilirse
2ab ab Y f(x) fla)+ f(b)
< dr < ¥———+—~ 3.1.19
f(a—l—b) ~ b—a/, 2? v 2 ( )

esitsizligi elde edilir[24].

Sonug 3.1.6 (3.1.13) esitsizliginde ov = exp olarak segilirse
Inb T
f(eln2llé1;blnb> < Inalnbd f(e >d.I < f(CL) —2|- f(b)

“Inb—1na 2

Ina

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 3.1.3 I, C R,, a<b ve f : I, C R, \ {0} — R bir Id,-harmonik konveks
fonksiyon olsun. f € L[a,b] ve w : [a,b], C R, \ {0} — R fonksiyonu negatif olmayan,

a>'<{)
atb—zx "

f<a(2)>'<a>'<b'> /aal@ (woa)(:z:)dxg/ao‘l(b) (foa)(@)(woa)(z)

a+b —1(a) x?
f(a) + f(b) /“‘1“’) (woa)(z) . (3.1.20)

integrallenebilen ve w(x) = w( ) sartini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) z?

- 2 ~1(a) .1:2

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.1.3 f Id,-harmonik konveks fonksiyon oldugundan
f(M> PIOES O] (3.1.21)
u+v 2
esitsizligi yazlabilir. Ote yandan (3.1.21) esitsizliginde
axb
a(t)xa+a(l —t)xb’

u =

ve .
axb
a(t)xb+a(l —t)xa

olarak alinirsa

2XUXV 2xaxb 1 axb
f( u+v ) :f( a+b ) = §{f(a(t)>'<a4—oz(1—t)>'<b’>

axb
— —. 3.1.22
* f(a(t)xb—i—a(l—t)xa )1 (3.1.22)
esitsizligi elde edilir. (3.1.22) esitsizliginin her iki tarafi

axb
w — —.
a(t)xb+a(l —t)xa
ifadesi ile ¢arpilip, ardindan [0, 1] tizerinde ¢ ye gore integrali alinirsa

/olf(ézijb)w(a(t)gbfoﬁ_t)ka)dt (3.1.23)

axb axb

= %L/Olf<a(t>>‘<q+a(1t)kb‘)w(a@)xgmut)xa‘)dt
+ /0 f(a(tp'wfax(i—t)xa)w(a(t)xbf;(i—t)>'<a'>dt]

! <2+bb) /ol(w”)l(mll(i) ) P
< % [ /O (foa) (ta—l(j) +(a()1a_ t()bc)y—l(b)) (woa) (ta—l((lj) +(Oz)1a_ t()boz—l(a)>dt
1 a~Ya)a—1(b a(a)a b
+ [ 0o (i e o (s e
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esitsizligi elde edilir. (3.1.24) esitsizliginde,

x:<m*£;%ﬁigﬁm0

olarak secilirse

(e [0 o, 7 Goavonla,,

CL-|—b a—1(a) X a~1(a) IQ

esitsizligi saglanir. Burada (3.1.21) egitsizliginde u = a ve v = b olarak almirsa

f (a(2) >:<a>'<b‘> /“1(”) (woa)), /i:)") (foa)(@)(woa)(z)

a+b a~1(a) I‘Q IQ

fm>+f@>/“*@<woaxwdm (3.1.25)
(@)

- 2 2

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1.7 (3.1.20) esitsizliginde «v = Id olarak segilirse

f(jﬂ) /abwg)dx < /f (3.1.26)
+

. 2f<{l )y,

esitsizligi elde edilir[10].

Sonug 3.1.8 (3.1.20) esitsizliginde ov = exp olarak segilirse

o) [0, < [N, S IO [0l

2 2 —
na x Ina x 2

esitsizligi elde edilir.

Tamim 3.1.6 I, C (0,00), bir a-aralik ve p € R\ {0} olsun. f: I, — R fonksiyonu
Sl ka1 — )xyP]s) < tf (@) + (1 1)f(y) (3.1.27)

esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyonuna («;p) veya p,-konveks fonksiyon denir.

Sonug 3.1.9 (3.1.27) esitsizliginde p’'nin aldigi degerlere gore indirgendigi yapilar: gorebi-

liriz;

1. p=1 igin Id,-konveks fonksiyonu,

2. p = —1 icin Id,-harmonik konveks fonksiyonu elde edilir.
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Teorem 3.1.4 f : I, C (0,00), — R bir p,-konveks fonksiyon, p € Ra\{()}, a,b € 1,
ve a<b olsun. Eger f € L[a,b] ve w : [a,b], — R fonksiyonu negatif olmayan, integral-

lenebilen ve [“az“l; } ye gore p,-simetrik fonksiyon ise o zaman

([“+“} ) w““@anﬂwdx<i/“4@(foaﬂwoaﬂwdx
*m e e T
c S [ e,

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.1.4 f : I, C (0,00)s — R fonksiyou p,-konveks fonksiyon oldugundan, her
z,y € I, i¢in (3.1.27) egitsizliginde ¢ = 5 olarak alnirsa

f<Tﬁg¢].) < f@) + 1) (3.1.29)

2
esitsizligi elde edilir. (3.1.29) esitsizliginde

Sl

= a(t) xaPta(l — )< B]F

ve

y = [a(t)xbP+a(l — t)xa?]>

olarak secilirse

f(la;bp]) < flo “)”p*‘;(l_”w]”) (3.1.30)
¥ f([a(t)kbp4—a2(1—t)§<ap];')

asagidaki egitsizligi saglanir. (3.1.30) esitsizliginin her iki tarafi
w((a(t) xaPFa(l — t)xb]5)

ifadesi ile ¢arpilip, ardindan [0, 1] tizerinde ¢ ye gore integrali alinirsa

2
/1 fla()xa+a(l = ) xb]Ju(a() xa*Fa(l - X0
2
/ Flla®)xPia(l — t)xa]5 Yw((a(t) % ap+a(1—t)xbp]%>dt
2
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ve

1

i [;bﬂ ) / (woa)(fta (@)W 4 (1 — o (B O )it

IN

% /0 1(f o a)([ta ()" P 4 (1~ H)a (B)* @)
x(woa)(fta~ (@) W + (1 - t)a~ ()P0 )t
+ %/Ol(f 0 )([ta”'(B)* ' + (1 - t)a~ (@) @)
x(w o a)([ta~ (a)* @ + (1 — Ha ' (b)* " P)oTw )dt. (3.1.31)
esitsizlikleri elde edilir. (3.1.31) esitsizliginde,
— [ta " (@)* '® 4 (1 =)o ' (B)* ' P]D

olarak alinirsa
f({ap—i'—bp..] ;> /O‘_l(b) (w oloz)(x)dx < /O‘_l(b) (fo a)(;u o oz)(x)dx
2 ol@ TP a=1(a) xtp

esitsizligi saglanir. Boylece (3.1.28) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur. Simdi ikinci

kismini ispatlayalim. Asagidaki esitsizligin saglandigini biliyoruz

Flla()xata(l — £)xH]5) . Flla()xtFa(l — t)xa?]#)
2 2

f(a)+ f(b)

neio

< (3.1.32)
(3.1.32) esitsizliginin her iki tarafi
w(la(t)xaP+a(l — ) xH]>)
ifadesi ile garpilip, ardindan [0, 1] tizerinde ¢ ye gore intagrali alinir ve
z = [a(t) xaP+a(l — t)xB]F
degisken degisimi uygulanirsa

/a—l(b) (foa)(wo a)(x)dx < fla)+ f(b) /a—l(b) (wo O‘)(x)dx

(@) T -2 ai@ T

esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.1.10 (3.1.28) esitsizliginde av = Id olarak segilirse

(757 [ 5 < /fw

)+ () ["w(x)
< : /a e (3.1.33)

esitsizligi elde edilir[40].
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Sonug 3.1.11 (3.1.28) esitsizliginde av = Id ve w(x) = Id olarak segilirse

f(laubp]é) I AiC)) ”’<M (3.1.3)

2 —bp—ar J, xlP

esitsizligi elde edilir[25].

Sonug 3.1.12 (3.1.28) esitsizliginde ov = exp olarak segilirse

faromph [ g < [THAUD,,
Ina x P Ina rl-r
Fl@) + 50) [ w(e)
< 5 /lna povs dx

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.1.13 (3.1.28) esitsizliginde p ve w fonksiyonunun se¢ildigi degere gore indirgendi-

gi esitsizlikleri agagida gorebiliriz;

. p=1ve (woa)(x)=1ig¢in

f(o‘(> a+b /f xa+a1—t)xb)dt<w

esitsizligi elde edilir [58].

2. p=1icin

A\

(5) /aa_l(b)@oa)(x)dx </ " o a)a)g o a)@)is

esitsizligi(3.1.4) elde edilir.

3. a=1Idvep=1icin

(%22 [(oar < [ watorte < IO [y

esitsizligi elde edilir[17].

4. p=—1ve (woa)(r)=1ign
a(2)xaxb a Ya)a ') [P (foa)(x) o< @+ f()
/ < ath ) S ) —a '(a) /a_l(a) 2 s T

esitsizligi(3.1.13) elde edilir.
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5. a=1Id,p=—1vew(x)=1ign
2 b
20N @ [, T )
a+b b—a /), x? 2
esitsizligi elde edilir[24].

6. p=—1 icin
a(2)xaxb\ 7O (woa)(x) 20 (£ 0 0) (2)(w o ) ()
f( CL+b ) \/orl(a) x? de = /oz—l(a) x? de

(3.1.20) egitsizligi elde edilir.

7. a=1dve p=—1i¢gin
b b b
f< 2ab ) / w(z) < / flew(z) , - fla) + f(b) / w(z)
a _I— b a a a
esitsizligi elde edilir[10].

8. a=1Idvew(z)=1ign

f({ap;bp];) <L "), )+ )

esitsizligi elde edilir[25].

9. a=1Id, p=1ve (woa)(x) =1 igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

3.2 o, Hermite-Hadamard-Fejer ve p,, Konveks Fonksiyon igin
Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

Tanmm 3.2.1 w: [a,b], — R, fonksiyonu,

w(z) = wla+b—x) (3.2.1)

esitligini sagliyorsa, w fonksiyonuna ( g(—gl;) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon

denir.

Tanim 3.2.2 ¢ : [a,b], € R, \ {0} — R, bir fonksiyon olsun. Eger g fonksiyonu her

x € [a, b, igin,

a ° b - T

g(x) = g<a(1) Jriﬁ)é@.') (3.2.2)

a(2)xaxb

esitligini saghyorsa bu g fonksiyonuna == =5 - ye gore Newtonyen olmayan harmonik

simetrik fonksiyon denir.
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Tamim 3.2.3 p € R, \ {0} olsun. w : [a,b], C (0,00), — R, fonksiyonu her = € [a, b],
icin

w(z) = w((a b))
i

Ay
o(2)

P
esitligini sagliyorsa bu w fonksiyonuna [ } 'ye gore p,,-simetrik fonksiyon denir.

Tanim 3.2.4 f:R, — R, fonksiyonu, eger her z € R, icin f(x)>0 esitsizligini sagliyorsa

bu f fonksiyonuna «,-negatif olmayan fonksiyon denir.

Tanim 3.2.5 I, C ]R{a\{O} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — R, fonksiyonu her
a,be I, vete|0,1] igin,

Flat)xatla(l)=a(t)] xb)<a(t)x f(a)+a(1)=a(t)] % f(b) (3.2.3)

esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyonuna a,-konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.2.1 f:[a,b], C R, — R, bir a,-konveks fonksiyon ve w : [a,b], C Ry — R,

ise a,-negatif olmayan, a,-integrallenebilir ve (“Z”; ) ye gore Newtonyen olmayan simetrik

bir fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda,

f<%.)k/ab(woa)(x)dx < / (foa)x(woa)™

< { 1 /ab(woa)dm (3.2.4)

ispat. 3.2.1 Teoremin iddiasina gore, agagidaki esitsizligi yazabiliriz,

f (Z ?_2,; ) {f(a(t)xaq'uio;(;))'a(t)] >'<b) }f([oe(l)'a(i)(] ;a+a(t)kb.) o

esitsizligi saglanir.

(3.2.5) esitsizliginin her iki tarafi,

w(a(t)xb+[a(1)—a(t)] xa)

ifadesi ile a,-carpilip daha sonra [0, 1], aralig iizerinde ¢ ye gore a,-integrali alinirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir,

f(a_+b> “ /01 w(a(t)xbHa(l)=a(t) xa)”

a(2)
< /0 V(O‘(t)xa+£éoé(21))_o‘(t)]xb)-*w(a(t)bﬂa(l);a(t)]ka)} dt
T fe()a()] <ata(t)xb) T
i / { ) -Xw<a<t>xb+[a<1>—a<t>]xaﬂ |
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f<@) X /Oi(w o a)(ta” ' (b) + (1 — t)a " (a))" (3.2.6)

¢ [l WL s woa)a ')+ (1- o (@)

+ /O (foa)ta™ (@) + (1~ t)a_l(b).k(w oa)(ta ' (b) + (1 —t)a " (a)) .

(3.2.6) esitsizliginde = ta™(b) + (1 — t)a~*(a) olarak alinirsa agagidaki esitsizligi yaz-
abiliriz,

a+b

éxf(ﬁ) X /a(woa)(x)dm

B %X/abb[(foa)(:c‘()l?z(;v(.)a?(x)lm
: [éx/ (f[a(l)—a(;fé)(]gam(t)xb)k(woa)(x)] s

w fonksiyonu (gz;l; ) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon oldugundan,

f<‘ib.>>'</ab(woa)(x)df < a(2)>'</ab [(foa)(x)*(woa)(x)} = (3.2.7)

2 a(2)

esitsizligi elde edilir ve buradan

f(%) /j(ww)(w)d% < / {(foa)(x)*(woa)(x)}“ (3.2.8)

esitsizligi saglanir. Boylece Teoremin sol tarafinin ispati tamamlanmig olur.

Simdi esitsizligin sag tarafinin ispatini yapalim. f fonksiyonu «,-konveks oldugundan
fla(t)*atla() @] %)+ f(a() “a®]ata()xb) < fla)Ff(b) (3.29)
egitsizligi yazlabilir. (3.2.9) esitsizliginin her iki taraf,
w(a(t)xb+[a(1)—a(t)]xa)

ifadesi ile ay,-¢arpihp daha sonra [0, 1], tizerinde ¢ ye gore a,-integrali alinirsa agagidaki

esitsizlik elde edilir,
/O (woa)(ta™ (b) + (1 = t)a™ (a))x(f o a)(ta™ (a) + (1 — t)a~" (b)"
+ /0 (woa)(ta™ (b) + (1 — t)a™ ()% (f o @) (ta™' (b) + (1 — t)a™ " (a))”

< <f(a)—i-f(b)> X /0 (wo a)(ta (b)) + (1 — t)a *(a))™. (3.2.10)
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Buradan,

z=ta ' (b)+ (1 —t)a"'(a)

degisken degisimi yapilirsa asagidaki esitsizlik yazilabilir,

/ﬁanx> “(woa) (@) < i%§%gl*/<wo®“V“

Boylece teoremin sol tarafi da ispatlanmig olur. Sonug olarak,
CL—I—b y ’ T z ’ T
(25 )% [woaw® 2 [ea@stwoa

< f<a>_2|—f< >></ (woa)(x)dx
esitsizligi elde edilmig olur. Bundan sonra (3.2.4) esitsizligine a,-Hermite-Hadamard-Fejer

esitsizligi diyecegiz.

Sonug 3.2.1 (3.2.4) esitsizliginde ov = Id alinirsa,

f(“;b)/ dx</ flo dx<f<a>;f(b>/abw(x)dx

klasik anlamdaki Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi elde edilir[17].

Sonug 3.2.2 (3.2.4) esitsizliginde oo = exp alinirsa,

lnf(\/%)/n Inw(e®)dr < /In In f(e”) Inw(e”)dx

Ina na
Inb

< V@I [ mue)ds

Ina
esitsizligi elde edilir.

Tanim 3.2.6 I, C R,\{0} bir a-arahk olsun. Eger bir f : I, — R, fonksiyonu her
x,y € I, ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saghyorsa bu f fonksiyonuna «,-harmonik

konveks fonksiyon denir,
TXY .
f<a(t)>'<x+[a(1) (t)]xy> a(t)x f(y)+a(l)—a®)] x f (). (3:2.11)

Teorem 3.2.2 f : I, € R,\{0} — R, bir a,-harmonik konveks fonksiyon olsun. Bu

durumda her a,b € R, icin

f(zqub.% @X/” {f(;c)_rm 2 J@Fr0) (3.2.12)

a+b ~ b—a 2 2

esitsizligi saglanir.
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Ispat. 3.2.2 Her t € [0,1], u,v € R, ve f, ag-harmonik konveks fonksiyon oldugu icin
; UXV
a(t) xut{a(l)—a(t)] xv

esitsizligi yazilabilir. (3.2.13) de ¢ = 1/2 olarak almrsa o(3) = % olup,

uxv \ a(2)xuxwv
f(gz;;) B f( utv )

) <a(t)x f(v)+a(1)=a(t)]x f(u) (3.2.13)

esitligi saglanir. Boylece,

(3.2.14)

esitsizligi yazilabilir. Burada,
axb Y axb
alt)xatla()=at)]xb” a(t)xb+a(l)=a(t)]xa’

u =
ifadeleri (3.2.14) de yerine yazilirsa,

/ (2x+zb>§<%> - {f <a<t>xa+[%;a<t>]s<b')*f <a<t>xb+[§<i§4a<t>1xa‘)}

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizligin [0, 1], tizerinde ¢ ye gore a,-integrali alimirsa,

[t X/f (o)
: /f (st
) TU (st o)
< o (i )

a Y(b)a"t(a)
ta=t(b) + (1 — t)a=(a)

+.
7 N 7N 7N

CRIET CR T R T ORI

X

i

VR

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlikte

Tr =

yerine yazilirsa,

[ (2X+bb> : G> : / e (G (-“)S—Tizw)]dt




ifadesi elde edilir. (3.2.14) de u = a,v = b alindiginda,

() [ (o) samm

esitsizligi saglanip ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.3 (3.2.12) esitsizliginde ov = Id alimursa,

2ab ab  [* f(x) fla) + f(0)
f(a—l—b) < b—a) a2 dr < 5

esitsizligi elde edilir[24].

Sonug 3.2.4 (3.2.12) esitsizliginde o = exp almirsa,

Inbd T
In(f(e Tatins’)) < malnb / In (f(e))dx
1

Inb—-Ina /,, xln2
In f(a) 4+ In f(b)
- 2

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.3 [ : I, C R,\{0} — R, a,-harmonik konveks fonksiyon, a,b € I, ve
a<b olsun. f € Lla,bl, ve w : [a,b], € R,\{0} — R, fonksiyonu a,-negatif olmayan,

axb
at+b—zx"

f(zzizb>x[ [(wox#r’” B /ab((foa)(x);(woa)(@‘)dx
- (M>X/ab {wo—w-rz&zw)

ave-integrallenebilen ve w(z) = w( ) sartim saglayan bir fonksiyon ise,

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.2.3 Teoremin iddialar1 altinda her u,v € R, icin

IXUXV . flu)+f(v)
f( - ) e (3.2.18)

egitsizligi saglanir. (3.2.18) esitsizliginde,
axb
a(t)xa+a(l)=a(t)]xb’

e axb
a(t)xb+a(l)—a(t)]xa’

v =

31



olarak alinip yerine yazilirsa,
2xaxb . 1Y .- axb
f( a+b ) = (5')Xf(a(t>>'<a+[a<1);a(t>]>‘<b'>
() i)
2 a(t)xb+a(l)—a(t)xa’

(3.2.19)

esitsizligi elde edilir. w fonksiyonunun asagidaki esitsizligi sagladigini biliyoruz.

o - o(52)

(3.2.19) esitsizligini her iki tarafi,

w(a(t)kbﬁzéiéaaﬂxa')

ifadesi ile a,-garpilip t'ye gore [0, 1], lizerinde a,-integrali alinirsa,

PEE)CGramrira )
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olup degisken degisimi yapilirsa,

(MXb ) [ oo (i mm)] w2
)

f
esitsizligi elde edilir. Buradan,

esitsziligi saglanir. (3.2.18) esitsizliginde u = a ve v = b olarak alinirsa,

() [ [mega]” 5 [ (eakisentay’

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.5 (3.2.17) esitsizliginde o = Id alinirsa,
b b b
(2 / w(z) . S/ fww(z) , ) - fla) +f(b)/ w(@) .
a+b) ), a2 " x? 2 o T2

esitsizligi elde edilir[10].

Sonug 3.2.6 (3.2.17) esitsizliginde o = exp almirsa,

Inb T Inb T T
1n f elrifir:ﬁ:rlx)b / ]_n ln W(e ) S / 1Il f(e ) IHW(G )
Ina xln2 Ina xln2

In f(a) + In f(b) /lmb I <M> dr

- 2 zln?2

na

esitsizligi elde edilir.

Tamim 3.2.7 I, C (0,00), bir a-aralik ve p € R\ {0} olsun. f : I, — R, fonksiyonu
her a,b € R,, i¢in

f([a(t) xaP+Fa(l — t)kbp]%‘)éa(t) X f(z)+a(l —t)x f(y) (3.2.23)
esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyonuna p,, -konveks fonksiyon denir.
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Teorem 3.2.4 f: 1, C (0,00), — R, bir p,, -konveks fonksiyon, p € R\ {0}, a,b € I,

ve a<b olsun. f € L[a,bl, ve w : [a,b], — R, fonksiyonu a, negatif olmayan, a,
o b7

integrallenebilir ve [ .}’ ye gore p,-simetrik fonksiyon ise

a(2)
([ ) [ oo ] " f [trosteteenta
i WX /ab {w} ) | (3.2.24)

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.2.4 f: I, C (0,00)o — R, bir p,, -konveks fonksiyon oldugundan her z,y € I,

igin
Flla(t)xaP+a(l — ) xb]i)<a(t)x f(z)Fa(l — )% f(y) (3.2.25)
esitsizligini yazabiliriz. (3.2.25) esitsizliginde a(t) = a(%) alirsak
f(fﬁgw}”> < i@%;ﬁ&_ (3.2.26)

esitsizligini elde ederiz. (3.2.26) esitsizliginde
r = [a(t)xa’+a(l — t)xb”]%

y = [a(t)xbP+a(l — t)>'<a1"]%

olarak secilirse

f(lapgbpr.) ¢ flo @)Xa”ﬂ;(l—t)xbp]p) 2
i f([a(t)kbp‘i'();(l—t)ﬁ(aﬁ];).

esitsizligi saglanir. (3.2.27) esitsizliginin her iki yanini
w((a(t)ka+a(1 — t)xH]r)

ile ap-carpip, [0, 1], tizerinde t ye gore a,-integralini alirsak ve

/0i :f([“ﬁgbpr') <w([a (t)xap+oz(1—t)><b”]zl>)rt

/i 'f([a(t)kaﬁira(l—t)kbp]%')%w([ () xaP+a(l — t)xbi]s )1 t
0 2

AL

. /i [ F([e(t) xbP4a(1 —t)xap]%')%w([a<t)>'<ap+a(1 —t)kbﬁ]fiﬂ)} "
6 2
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esitsizligini elde ederiz. Burada « tiretecinin ozellekliklerini kullanarak

dt

/01 :f ( {af’j—;—bﬁ} ;) < (wo a)[ta (@) + (1 — t)a~ (b)) (3.2.28)

iplfea) ([ta—l<a>p (1= Do 7] x (w0 a)fta () + (1 - t>a—1<b>p]%) L
<) : |
ipfea) ([ta*(b)p (1 - Ha @)k (wo a)lta (@) + (1 - t>a—1<b>p]%) L
- : |

esitsizligini yazabiliriz. (3.2.28) esitsizliginde,

z = [ta” (B + (1 — t)a~ (a)7]7
olarak secip degisken degisimi yaparsak

f([ap%bp'-];)*/ab lmrwg /-b l(foa)m%@oa)(x) dz

2 gl-p Ja gl-p

esitsizligini elde ederiz. Boylece (3.2.24) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur. Simdi

ikinci kismin ispatini yapalim. Agagidaki egitsizligin dogru oldugunu biliyoruz,

f([a(t)>'<ap4—a'(1—t)>'<b”]%')‘ : f([a(t)kb”%a‘(l—t)kap]%')‘
2 2
fa)+£(b)
o

A

(3.2.29)

(3.2.29) esitsizliginin her iki tarafin

w(la(t)xaP+a(l — t)xbP)7)

ile ap-carpip [0, 1] iizerinde ¢ ye gore a,-integrali alinip,

3 =

x = [ta (b + (1 — t)a Y (a)”]

degisken degisimi yapilirsa

/: [(fooz)(x)*(w ° a)(x) ] e JH / [M} dx

a(2)

esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmig olur.

=P

Lemma 3.2.1 f : I C R, — R, fonksiyonu ;] tzerinde «,-diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a,b € I3 ve a<b olsun. Eger f* € L[a,b], ise

ey <f<>—f(%b)

i

_ pralx [/Q'W*(txw(pwxb)dt

0

+ f(t — 1)>'<f*(t>'<a4—(14t)>'<b)dt1 (3.2.30)
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esitligini elde ederiz.

ispat. 3.2.5 Ispat icin agagidaki iki denklemi ele alalim:
i i
/ b5 (tcat (2D xb)® / (t— D)% F(t5cat (1-t)xb)".
0 3

Burada verilen integrali

Fr—.

I = /Q'txf*(txw(l;t)xb)dt
ve
I, = [1(14t)>'<f*(t>'<a+(14t)>'<b)dt

olarak ifade edelim. Integralin hesabi icin yukarida verilen ifadelerden birini ele alalm.

I - /02't>‘<f*(t>'<a+(1;t>>‘<b)dt

(3.2.31) esitliginde a-kismi integrasyon uygulamrsa
u =1t ve ™ = f*(txat(1-t)xb)%
o i
=1vewv:= f(txa—l—(l—t)xb)x—.b.
a_
yazabiliriz. Daha sonra ifadeleri yerine yazarsak

N[~

I - /02't>‘<f*(t>'<a+(1;t>>‘<b)dt

SRR S S = N B L I
- PR [ @

esitligini elde ederiz ve burada

r = txa+(1-t)b

olarak secip degisken degisimi yapilirsa

1

L = /OQ't*f*(t*&JF(l;t)*b)dt
. b o .
Loy [0 pye st tosp@d

= (= wit 57 b—q 5

esitligini elde ederiz. Benzer sekilde
A
L - / (128) % F* (¢ a(1-8) By
J0o
atb

i i fadh
= G [ e r ()

esitligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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Sonug 3.2.7 (3.2.30) esitliginde o = Id olarak alinirsa

1

e () = o-a] [Crvesa-ona

+ [(t — 1) f'(ta+ (1 — t)b)dt

2

elde edilir[35].

Teorem 3.2.5 f: I C R, — R, fonksiyonu I3 iizerinde «,-diferansiyellenebilir, a<b ve

a,b € I olsun. Eger |f*| fonksiyonu [a, b], tizerinde «a,-konveks fonksiyon ise

e [ (B[ i@ o 231)

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.2.6 Lemma 3.2.1 den ve | f*| fonksiyonu «,-konveks oldugundan

L
ot [0 ()

i

- |[b4a1|>'<[/ " e fr(tkat (L) xb) "

+[ |(t41)>'<f’(t>'<a+(1ét)>'<b))|dt}

i

< bl UO %1/ (a1 %D
Jr[|(t— 1)|>’<|f*(t>’<a+(1ét)>'<b)|dt} (3.2.32)

esitsizligini yazabiliriz. (3.2.32) esitsizliginde elde edilen integralleri agigidaki sekilde parca
parca hesaplayabiliriz;

o=

J1:/ (5| (Eat-(18) xb)[
Oi
JQZﬁ (= 1)[X| f*(E*at(1=t)<b) [

[k parcay: hesaplayacak olursak

i

/ [#]5 | £ (¢ X at-(1-4) xb)|

Ji

= [T Exir @itk ool

0
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= [T [T exa-oxiro)

= |f*(a)|>'<oz{ /aa:(lo();) alo (t)2}4—|f*(b)|>'<oz{ /aa:(lo(f') ato(tx(1— t)}
@l el
24 12

esitligini elde ederiz. Benzer gekilde J; integralinide hesaplayacak olursak
Jo = / [(t — 1) x| f (txa+(1-t)|"
IROIR0]
12 24
esitligini elde ederiz. Boylece J;+.Jy toplamindan

e[ i)

X @HS O]

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.2.8 (3.2.31) esitsizliginde ov = Id olarak alinirsa

%a/abf(x)dx—fﬁ;rb) b—a(lf*(a)|+|f*(b)|)

- 4 2
esitsizligini elde ederiz[36].

Lemma 3.2.2 f : I C R, — R, fonksiyonu /] tizerinde «,-diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a,b € I2 ve a<bolsun. w : [a, bl, — [0, 00), fonksiyonu «-diferansiyellenebilen

bir fonksiyon olmak iizere eger f* € L[a, b], ise

sk [k syt i (4 ) k[t

i
_ brax [ / B(t) % F (t5cart(1 — t)kb)dt} (3.2.33)
0
esitligi elde edilir. Burada k(t) fonksiyonu her ¢ € [0, 1], i¢in

k(1) = fo (sxa+(1—s)xb)®, te0,1),
ft (sxa+(1—s)xb)®, te[3,1]a

scklinde tanimlanar.

Ispat. 3.2.7 (3.2.33) esitliginin sag tarafinda bulunan integrali Lemmanin iddialarina

gore yazarsak
i
Q = /k(t)kf*(txa+(1—t)>‘<b)dt
0
3 t

_ /0 (/0 w(sxa+(1—s)xb)dS)Xf*(tkaHl—t)>'<b)dt
+/i <;/tiw(s>‘<a+(1—s)xb)ds>>‘<f*(t>‘<a+(1—t)*b)dlt

.
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esitligi elde edilir. Yukaridaki bu integrali asagidaki sekilde iki kisma ayirirsak

lefoé'

QQZ[ (4/tiw(s>'<a—ir(1—s)kb)ds)>'<f*(t>'<a4—(1—t)>'<b)dt

5

|

(/Otw(sxa+(1 - s)>'<b)d5> a1l Db

yazabiliriz.

U= /tw(ska—i-(l — 8)>'<b)ds ve = f*(tkﬁﬂ"(l;t)kb)dt
0

= w(txa+(1-t)xb) ve v := f(tka—i—(i;t)kb)kﬁ.

Buradan ) integralini hesaplarsak

Q1 = (/t (s>'<a4—(1'3)>'<b> xf(txai;(_lb t)Xb)|2‘

. t 1-t)xb
- / w(txa+(1—t)xb)x U Xa+( )X )| 2dt
0 a—b 0
ds ) f<a2_+b)
= (/ w(sxa+(1 s)> X— =t
' (i)
- / w(tsat(1=t)sb) x LU0 X))
' a—b
esitligini elde ederiz. Benzer sekilde ()5 integralini de hesaplarsak
i ds f<a2_+b>
Qy = (/ w(ska%(l—s)) X ———2
L a—b
txat(1-t)xb
ftkatinx)

i
- / w(txa+(1-t)xb)x :
i a—b

esitligini elde ederiz. Boylece Q14Q den
b%a.x/ab(w(x)xf(@)dx;ﬁ.xfCT%.)bew(x>dw
_ brax [ / RS (a1 — t)kb)dt} (3.2.34)
0
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
Sonug 3.2.9 Eger (3.2.33) esitliginde w(x) = 1 olarak almirsa (3.2.33) esitligi (3.2.30)

esitligine indirgenir.
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Sonug 3.2.10 Eger (3.2.33) esitliginde o = Id olarak alimirsa

oo () s

- (b—a>[ / k() f'(ta + (1 — t)b)dt (3.2.35)

0

elde edilir. Burada k(t) fonksiyonu her ¢ € [0, 1] igin
K(t) { fo as+ (1—s)b)ds, tel0,3)
— [Tw(as + (1 —s)b)ds, te[3,1]

seklinde tanimlanir[50].

Teorem 3.2.6 f : I; C R, — R, fonksiyonu /] tzerinde a,-diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b € IS ve a<b olsun. w : [a, bl, — [0, 00), fonksiyonu a,-diferansiyellenebilir
a+b
o(2)°

ve ye gore Newtonyen olmayan simetrik bir fonksiyon olsun. Eger | f*| fonksiyonu

la, b],, tzerinde «,-konveks ise

%.x/abw(x)*f(:c)d“é-*f(%%-)*/abw(@dm

1 ></+ w(x)k[(x;a)?;(b;x)é]dxk|f*(a>|;|f*(b>|. (3.2.36)

esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.2.8 Lemma 3.2.2 ve |f*| fonksiyonunun o,-konveksliginden

L / %w<x>>‘<f<x>dwéﬁ-*f (%b)x/w(‘”)

< (b;a)x/:' (/0 w(sxa+(1;sm))>‘<[t>‘<|f*(a)|+(1;t)|f*(b)|]dt (3.2.37)

b(brayx / (/ iw(sxa+<14s>w>) 1 (@) ) ()

L
2
esitsizligini yazabiliriz. (3.2.37) esitsizligindeki integrali

Ry = / ' ( / tw(s>‘<a+<14s>xz)>) XX (@10 (0]

ve

R, = / ( / iw(s>‘<a+<14s>xb>) X[ (@0 B

[T
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seklinde iki kisima ayirip hesaplayalim. Ik olarak R, integralini hesaplayacak olursak

mo= | ( [ wlssatazein )1l @00l o

- /2 </ (sxat+(1~ S)Xb))5<[t>'<|f*(a)|+(1;t)|f*(b)|]dtds
— / (sxa+(1—s)xb)x [(%-;%?-)le*(aﬂ
( ) s ”1 (3.2.38)

esitligini elde ederiz. (3.2.38) esitliginde

+

z = sa (a)+(1 - s)a"'(b)

olarak secilip degisken degigimi yapilirsa

R R N U,
R1:§. X [b;a]g.X/m'w(x)X{[(b—a) —4x(b=z)*| x| f*(a)]

S GO ERIC] (3239

esitligini elde ederiz. Benzer gekilde R, integralini de hesaplarsak

a«}»b

Romg % ok [ w60t 0 A @)

1
8 [b—a]?

T [(b-a) =ik (a-a)?] X |f*<b>|]

(i)

ifadesine gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon oldugundan

esitligini buluruz. w(z) fonksiyonu

w(z) = wla+b—x)
esitligi saglanir. Boylece

bagintist bulunur. (3.2.37), (3.2.38), (3.2.39) ve (3.2.40) bagmtilarindan (3.2.36) esitsizligini

elde ederiz. Boylece ispat1 tamamlamig oluruz.

Sonug 3.2.11 Eger (3.2.36) esitsizliginde w(x) = 1 olarak almirsa (3.2.36) esitsizligi

(3.2.31) esitsizligine indirgenir.

41



Sonug 3.2.12 Eger (3.2.36) esitsizliginde oo = Id olarak alimirsa (3.2.36) esitsizligi

o fromes(52) = (5 volr-or--e)

(|f’(a>| ;r |f’<b>|) (3.2.41)

esitsizligine indirgenir[50].

3.3 x—Hermite-Hadamard-Fejer ve p, Konveks Fonksiyon igin
Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

Tanmim 3.3.1 w : [a,b], — Ry fonksiyonu,

w(z) = wla+b—x) (3.3.1)

esitligini sagliyorsa, w fonksiyonuna (Z(—gl;) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon

denir.

Tanmim 3.3.2 ¢ : [a,0], € R, \ {0} — Rj bir fonksiyon olsun. Eger g fonksiyonu her
x € [a,b], igin,

g9(x) = g<@‘;§?;@‘.> (3.3.2)

a

a(2)xaxb

esitligini saghyorsa bu g fonksiyonuna == = - ye gore Newtonyen olmayan harmonik

simetrik fonksiyon denir.

Tanim 3.3.3 p € R, \ {0} olsun. w : [a,b], C (0,00), — R fonksiyonu her z € [a, b],
icin

w(z) = w([a P 2?7

. P
esitligini sagliyorsa bu w fonksiyonuna [“Z?’Qgp } 'ye gore p,-simetrik fonksiyon denir.

Tanim 3.3.4 f: R, — Rg fonksiyonu, eger her x € R, igin f(x)>0 esitsizligini saglyorsa

bu f fonksiyonuna s-negatif olmayan fonksiyon denir.

Uyar: 3.3.1 Literatiire bakildiginda #-konvekslik tanmimi [34]’da (2.3.4) olarak verilmek-
tedir. Fakat bu tamm hatalidir. Dogru tanimi, Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali doktora 6grencisi Seren SALAS ile birlikte agagidaki sekilde
verdik:

42



Tamim 3.3.5 [, € R,\{0} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — Ry fonksiyonu her
a,be I, vete|0,1] icin

fla(t)xata(l —t)xb) <(>) B(t)x f(a)FB(1—t)X f(b) (3.3.3)
egitsizligini saghyorsa bu f’ye x-konveks(x-konkav) fonksiyon denir.

Sonug 3.3.1 Yukarida yapilan x-konveks(x-konkav) fonksiyon tanimi, literatiirdeki en

genis konveks(konkav) tanmmidir. Dolayisiyla buradan agagidaki sonuglar elde ederiz:

1.) (3.3.3) s-konkav esitsizliginde a(2) = 2 ve f(1) = z olarak almrsa H-H konveks

fonksiyon tanimina indirgenir.

2.) (3.3.3) xkonkav esitsizliginde a(2) = z ve 8 = Id olarak almrsa H-A konkav

fonksiyon tanimina indirgenir.

3.) (3.3.3) s-konkav esitsizliginde o = Id ve (%) = z olarak almrsa A-H konveks

fonksiyon tanimina indirgenir.

4.) (3.3.3) #-konveks esitsizliginde a(1) = x ve #(1) = z olarak almrsa H-H konkav

fonksiyon tanimina indirgenir.

5.) (3.3.3) x-konveks esitsizliginde a(2) = 2 ve § = Id olarak ahmrsa H-A konveks

fonksiyon tanimina indirgenir.

6.) (3.3.3) x-konveks esitsizliginde o = Id ve (%) = 1z olarak almirsa A-H konkav

fonksiyon tanimina indirgenir.

7.) (3.3.3) x-konveks(konkav) esitsizliginde a« = Id ve 8 = Id olarak almirsa klasik

anlamda bilinen konveks(konkav) fonksiyon tanimina indirgenir.

8.) (3.3.3) x-konveks(konkav) esitsizliginde 8 = « olarak alnirsa «,-konveks fonksiyon

tanimina indirgenir.

9.) (3.3.3) *-konveks(konkav) esitsizliginde § = Id olarak alinirsa /d,-konveks fonksiyon

tanimina indirgenir.

Teorem 3.3.1 f :[a,blo € R, — Rs bir x-konveks fonksiyon, w : [a,b]l, € R, — Rg ve
a+b
a(2)”

a<b x-negatif olmayan, *-integrallenebilir ve ( ) ye gore Newtonyen olmayan simetrik
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fonksiyon olmak iizere her x € R i¢in agagidaki esitsizlik saglanir,

f(“—”’>>< */ab(woa)(:z:)dx = */ab[(foa)(x)x(woa)(x)]dx (3.3.4)

2
o f@FfO) . L [

Ispat. 3.3.1 Ilk olarak (3.3.4) esitsizliginin sol tarafini isptalayalim. Her ¢ € [0, 1] igin
asagidaki esitligi yazabiliriz.

a(t)xata(l —t)xbta(t)xbra(l —t)xa = [a(t)+a(l —t)]xat+][a(t)+Fa(l —t)]xb
= [a(t)+a(l —t)]x(a+b)
at)+a(l—t) = afa (o) +a (a(l —1)} =a(l) = 1.

Boylece,
(a+b)xa(l) = at+b = atb=at)xata(l —t)xb+a(t)xbia(l —t)xa

ifadesi saglanir. Buradan

f(%b> _ f<a<t>>'<a+a<1 —t)xbga@)xbma _t>>'<a_)

esitligini yazabiliriz. f, x-konveks fonksiyon oldugundan,

fla(t)xata(l —t)xb)<B(t)x f(a)+B(1 — )X f(D)

esitsizligi vardir ve bu esitsizlikte ¢t = % i¢in

L ) b
f<ﬁ> z Ha+f0) (3.3.5)
2 2
esitsizligi saglanir ve ayrica bu esitsizlikte
a:= a(t)xat+a(l —t)xb (3.3.6)
ve
b:= a(t)xb+a(l —t)xa, (3.3.7)

olarak segilirse (3.3.5), (3.3.6) ve (3.3.7) esitsizliklerinden agagidaki ifade elde edilir.
a+b a(t)xa+a(l — t)xb+a(t)xb+a(l —t)xa
() = g . .
2 2
flat)xata(l —t)xb)+ f(a(t)xbta(l — t)xa)
5 ..

.<_.

(3.3.8)
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(3.3.8) esitsizliginin her iki tarafi,
w(a(t)xb+a(l —t)xa)

ifadesi ile s-¢arpilip ardindan [0, 1], tizerinde ¢ ye gore *-integrali alinirsa asagidaki ifade
elde edilir.

/0 f(“‘;b)xw( () xbia(l — t)xa)dt

%*/i fla()xata(l — ) xb)Sw(a(t) xbta(l — )xa)

) . .
. /1 f(a(t)>'<b+a(1—t)ka)éw(a(t)kb—ira(l—t)ka)'_dat
= f<a7+b) X */1w(a(t)5<b—i—oz(1 —t)xa)dt
/ fla(t)xata(l —t)xb) xw(a(t)xb+a(l — t)xa) ”

. .
/ fla(t)xbta(l —t)xa)xw(a(t)xb+a(l —t)>'<a)”dt

2

x-integral tanimi ve [ iiretecinin ozelliklerinden dolay: esitsizligi asagidaki sekilde yazabi-

liriz.

s{s (1(52)) e (o (5 owoa)(tat(b) + (1 - @i} )}
P 1\ . _

(3.3.9)

(3.3.9) esitsizliginde z = ta~'(b) + (1 — t)a~!(a) olarak alinirsa ve g fonksiyonunun

(gzrl; ) ye gore Newtonyen olmayan simetrik fonksiyon oldugu goz oniinde bulundurulursa

asagidaki esitsizlik yazilabilir.

’ {5 (f (M )) / (-i:b)(ﬁ °w o)) o) d—xa—wa)}
< ) [ {/ §elfea)e)x(wea)e ”a—wb)d—xa—l(a)dtﬂ
F ()] [ o e el g g
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ve bu durumda

f(%))x */ab(woa)(x)daxé / [(f 0 a)(@)%(wo a)(x)dz. (3.3.10)

esitsizligi elde edilir. Boylece (3.3.4) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur. Simdi ikinci
kismini ispatlayalim.

£, *-konveks fonksiyon oldugundan,

fla(t)xata(l —t)xb)<B(t)x fla)FB(1 — t)x f(b) (3.3.11)
esitsizligi ve

flat)xbia(l —t)xa)<Bt)x f(B)FB(1 —t)x f(a) (3.3.12)

esitsizligi saglanir. (3.3.11) esitsizligi ile (3.3.12) esitsizligi taraf tarafa toplanirsa agagidaki
ifade elde edilir.

fla(t)xbia(l —t)xa)+ fla(t)xbta(l —t)xa)<f(a)+f(b) (3.3.13)
esitsizligi elde edilir. (3.3.13) esitsizliginin her iki tarafi
w(a(t)xb+a(l —t)xa),
fonksiyonu ile x-carpilirsa agagidaki ifade elde edilir.

fla(t)xata(l —t)xb)xw(a(t)xb+a(l —t)xa)
T flat)xbta(l —t)xa)xw(a(t)xb+a(l —t)xa)
< [fla)F (b)) xw(a(t)xbta(l —t)xa) (3.3.14)

Buradan (3.3.14) esitsizliginin [0, 1], iizerinde ¢ ye gore *-integrali alinirsa agagidaki

esitsizlik saglanir.
/ fla(t)xata(l —t)xb)xw(a(t)xb+a(l —t)xa)dt
/ Fla(®)<bia(l — t)xa)<w(a(t) xbia(l — t)%a)dt

z / [F(a) £ (0)] %wla(t) kba(l — t)%a)dt.
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Bylece asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
s[5 lemita @+ 1 - a0
X(woa)(ta ' (b) + (1 —t)a H
E {/ﬁ (o @)(ta™ () + (1 - )~ (@)
x(woa)(ta t(b) + (1 —t)a }
< 1o+ sonx o] | 5o [(f o a)ta(B) + (1 - o~ (o)
x(woa)(ta t(b) + (1 — t)ofl(a))dt]H (3.3.15)

(3.3.15) esitsizliginde z = ta~'(b) + (1 — t)a ' (a) olarak segilirse esitsizlik asagida ki
gibi yazilabilir.

f(a)+/(b)

3(2) x/a (wo a)(z)dz.  (3.3.16)

[ lrea@rwe @it

Boylece teoremin ikinci kismui da ispatlanmig olur. Sonug olarak (3.3.10) ve (3.3.16)
esitsizlikleri birlestirildiginde agagidaki esitsizlik elde edilir.

f(ib)x * /ab<woa><x>da: 2 /bwoa)() 5 (w0 ) (@) )d

2

z
2

/a '(wo a)()de.

Elde edilen (3.3.4) esitsizligine x-Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi denir.

(3.3.1) de « ve f3 iireteclerinin degisik degerlerine kargi pek ¢ok konvekslik tiirii ile
ilgili Hermite-Hadamard-Fejer esitsizlikleri elde ediliebilir. Agagida bazi degerlere karsilik

gelen sonuglar verilmistir.

Sonug 3.3.2 (3.3.4) esitsizliginde o« = § = Id olarak segilirse;

f(a;bﬂ:w(x)dx < /f
)

< Tf()/a w(x)dx

Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi elde edilir [17].
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Sonug 3.3.3 (3.3.4) esitsizliginde f = « olarak segilirse;

f(%b)x / Cway / T @)*u(@)]®

. S@EfO) 0
< Tx/a w(x)

esitsizligi yani a,-Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.3.4 (3.3.4) esitsizliginde § = o = exp olarak segilirse;

In <f(¢%)> /1 M (e < /1 () In(w(e))dr

na na
Inb

< V@I / In w(e®)dz

Ina

esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.3.5 (3.3.4) esitsizliginde o« = Id ve 8 = exp olarak segilirse;

In (f(a;b>)/ab1nw(e”)dx < /ablnf(e”)lnw(e”)dx

In f(a) +In f(b) [* .
< 5 /alnw(e )dx

esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.3.6 (3.3.4) esitsizliginde 8 = Id ve o = exp olarak segilirse;

(1) [Mwteran < [ et

na Ina

fla) + f(b) (™" .
< T/l w(e®)dx (3.3.17)

na

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.3.7 (3.3.17) esitsizliginde e* = u doniiglimii yapilirsa

(18) [ 2 [ 10 <1220 o,

esitsizligi elde edilir[42].
Tamim 3.3.6 I, C R,\{0} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — Rg fonksiyonu her
a,bel, vete[0,1] igin

axb
f(a(t)ka%'—oz(l —t)xb’

) & A% FOIBA - )% f(a) (3.3.18)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye s-harmonik konveks fonksiyon denir
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Teorem 3.3.2 I, := [a,b],, a<b ve f: I, C R, \ {0} — Ry fonksiyonu bir *-harmonik

konveks fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki esitsizlik saglanir.

a@xaxb) o d@Fu) . o))
(M557) 2 s [
Fa)r ) -

- 2
Ispat. 3.3.2 f, x-harmonik konveks fonksiyon oldugundan her w,v € I, ve t € [0,1] i¢in

f(a(t)Xu+a(1 %o )—/3< )X f(0)FB(1 — )% f(u)
esitsizligi saglanir. Ozel olarak t = § olarak segilirse agagidaki esitsizlik yazlabilir.
f(m) ¢ T, (3.3.20)
u+v 5

ote yandan (3.3.20) esitsizliginde,
axb
a(t)xa+a(l —t)xb’

u =

ve _
B axb
a(t)xb+a(l —t)xa

olarak secilirse agagidaki ifade elde edilir.

() (228 o))

+ f(a(t)kbf(j(li - t)>'<a'>]‘ (3:3.21)

Elde edilen (3.3.21) egitsizliginin *-integrali alnirsa;
* /oi f<%§<zkb'>dté * /Oi 5(%) i&f(a(t)kaf;(bl - t)>'<b'>dt
+ *./01/86)5%]6(@@)5@5;(? —t)>’<g'>dt
= (a5 [ oo (i )
#(3)% [ oo (i)

esitsizligi yazlabilir ve buradan,
(#2520 (5) 5ol [ oo (i =) )
%ﬁ(%)k{ﬁ{/ol(ﬁ—lofoa)(m_l(cz)_l lo‘_lt)boz . )dtH (3.3.22)
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esitsizligi elde edilir. (3.3.22) esitsizligi

_ a@a)
ta=t(b) + (1 —t)a=(a)’

icin yeniden yazilirsa agagidaki ifade elde edilir.

()i [

T2

(3.3.20) esitsizliginde u = a ve v = b olarak alindiginda asagidaki esitsizlik elde edilir.

a2)xaxb \ = a)xi(d) . . ["(foa)(@) , - fla)T/(b)
(AN D) [0 g D)

x? 2
boylece ispat tamamlanmaig olur.
Sonug 3.3.8 (3.3.19) esitsizliginde o« = 8 = Id olarak segilirse,

2ab ab [ f(z) f(a)+ f(b)
f(a—i—b) = a—>bJ, ?dazg 2

esitsizligi elde edilir[24].

Sonug 3.3.9 (3.3.19) esitsizliginde oo = [ = exp olarak segilirse,

Inalnb ™0/ f(e?) In f(a) + In f(b)
Ina+Inbd < — - <
In(f(emerme)) < lnb—lna/l i <x1n2>dx_ 2

na

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.3.10 (3.3.19) esitsizliginde 8 = « olarak segilirse,

(i) o vty P00

a+b b—a 2 2

esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.3.11 (3.3.19) esitsizliginde o = Id ve f = exp olarak secilirse,

2ab b In f(x) In f(a) +1n f(b)
n<f<a—|—b>) = ln(e _a/a eﬂnxdx) = 2

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.3.12 (3.3.19) esitsizliginde av = exp ve = Id olarak secilirse,
Inb T
< 1n21nalnb) S hlalnb f(e )dx S f(a) + f(b)

Ina+Inb
F\e Inb—1Ina, 2 2

Ina

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 3.3.3 I, := [a,D],, a<b ve f : I, € R, \ {0} — Ry bir *-harmonik konveks

fonksiyon olsun. w : I, € R,\{0} — R fonksiyonu *-negatif olmayan, *-integrallenebilen

ve w(x) = w ai% sartini saglayan bir fonksiyon olmak tizere
.o b b .
TEE L Py LI A LG UL
a+b a 2 a x?
. b
a x

esitsizligi saglanir.

ispat. 3.3.3 f, x-harmonik konveks fonksiyon oldugundan

f(a(2)>:<u5<v.> z FWHQ©)

. (3.3.24)
u+v 2

esitsizligini yazabiliriz. Ote yandan
axb
a(t)xa+a(l —t)xb’

u =

ve .
B axb
~a(t)xbFa(l —t)xa’

olarak segilip, (3.3.24) ifadesinde yerine yazilirsa

f<%> < ﬁ(ak {f(q(t)kafcj(bl —t)>'<b'>
i f(a(t)kbf;(i—t)ka'ﬂ (3.3.25)

esitsizligi elde edilir. (3.3.25) esitsizliginin her iki tarafi

w(a(t)kbf(j(i - t)>‘<a‘)

ifadesi ile x-carpilirsa

I (%) X (a(t)xbfjg _ t)>'<a') (3.3.26)

= 5(%)5%[(f(a(t)kaf:(zl—t)kb') 5%w<Oz(t)>'<bjra0i<(zl—t)m.))}
£ 0(3)4 0 Gaartat oz Gatat o))

esitsizligi elde edilir. Elde edilen (3.3.26) esitsizliginin [0, 1], lizerinde ¢ ye gore *-integrali
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x-integral tanimi ve § liretecinin ozellikleri kullanilarak

a1(b)+ (1 —t)a=t(a

esitsizligi elde edilir.

(3.3.27)

~
=]
—
—
—
7~ N
=
—
|
=|S
e S
_ |
S|~
(a\(
1_|T
3=
T
3
~
N——
3
o
2
—
—
|
X

(b)

Ha)a
10)+ (1 —t)a(a
52

o

. (3.3.27) esitsizliginde,
ta~

esitsizliklerini yazabiliriz



olarak secilip degisken degisikligi yapilip, w fonksiyonunun o6zellikleriden
o a(2)xaxb
a1 (b) -1 -1
-1 1 a Ha)a ™ (a)
d
(A 67 0o 0 (i e )

2 s(3)se] [ Ve [gomi@s e

~Ha)

(D)l [ s [remmsweam

~Ha)

| e}
|

esitsizligini yazabiliriz. Boylece,

J(M)X */ab@”o—w..dxé */ab (foa)(@)x(woa)(z) .

oH—b €T T2

esitsizligi elde edilir. Son olarak (3.3.24) esitsizliginde u = a ve v = b olarak alinirsa

f(w)x /de 2 / Vea)@xwoale)

a+b 2
z JOH) | /bwdx

esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.13 (3.3.23) esitsizliginde o = 3 = Id olarak segilirse,

f( 2ab) /ab % iz < /a” f(xic;(x) gp < L@+ 1) /abw<x)dx

a+b 2 2
esitsizligi elde edilir[10].

Sonug 3.3.14 (3.3.23) esitsizliginde 8 = « olarak segilirse,

C) [T = 1)

M ; [ B -

IN

2

esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.3.15 (3.3.23) esitsizliginde ov = 5 = exp olarak segilirse,

£ e /mbm mwen)) /mblnf(em)m“(em)
Ina zln?2 T Jina e’x

In f(a) +1In f(b) [™° Inw(e®)
- 2 /1 ln( rln2 )dx

na

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 3.3.16 (3.3.23) esitsizliginde o = Id ve f = exp olarak segilirse,

|/ 2ab blnc;fcx)dx < blnf(xe)Qzlw(SC)dx
{ < +b>/“ 1 éf(a)ntlnf(b) /bln“(x)dx

- 2 e2x

Ja

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.3.17 (3.3.23) esitsizliginde av = exp ve § = Id olarak secilirse,

Inb T Inb T T
f<6“;§m;?,”> / ) e < [ 1D

2 2
x JIlna x

fla)+ (b) / wle) |

Ina

<

2
2 na T

esitsizligi elde edilir.

Tanmm 3.3.7 I, C (0,00), bir a-aralik ve p € R\ {0} olsun. f: I, — Ry fonksiyonu her
a,b e I icin

f(la(t)xarFa(l — )xt)5) ZB() % f(a)FB(1 — )% f(b) (3.3.28)
esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyonuna p,-konveks fonksiyon denir.

Sonug 3.3.18 (3.3.28) esitsizliginde p nin segilen degerlerine gore asagidaki sonuglar

verebiliriz,

1. B =1dvep=1igin (2.3.5) elde edilir.

2. f=avep=1igin (3.2.3) elde edilir.

3. p=1i¢in (3.3.3) elde edilir.

4. f=1dve p=—1ic¢in (3.1.12) elde edilir.
5. f=avep=—1igin (3.2.11) elde edilir.
6. p = —1i¢in (3.3.18) elde edilir.

7. 8= 1d igin (3.1.27) elde edilir.

8. 8 =« igin (3.2.23) elde edilir.
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Teorem 3.3.4 f : 1, C (0,00), — Rp bir p,-konveks fonksiyon, p € R\ {0}, a,b € I,
ve a<b olsun. Eger f € Lla,b], ve w : [a,b]la, — Rp fonksiyonu x-negatif olmayan,

x-integrallenebilen ve [“azrl; ] ye gore p,-simetrik fonksiyon ise

f<rﬁwqi> . iéﬂw?q%>(m<(l<fow<><wowuqu

2 pl—up pl-u®)

. fla)Ff®) .. ["(woa)(z)

p)

.dx (3.3.29)
esitsizligi saglanir.

Ispat. 3.3.4 f:1I, C (0,00)o — Rp fonksiyonu bir p,-konveks fonksiyon oldugundan her

x,y € I, igin
Fla(t) xa+a(l — ) xWP]»)ZB(E) % f(a)LB(1 — t) X f(b) (3.3.30)
esitsizligini yazabiliriz. (3.3.30) esitsizliginde a(t) = a(3) ve 5(t) = 8(5) olarak almrsa
S R AN i
f([x ;y.] ) < ;i@igiﬁﬁn (3.3.31)

esitsizligi elde edilir. (3.3.31) esitsizliginde
r = [a(t)xa’+a(l — t)xbp]%

y = [a(t) VP Fa(l — t)%a?]

olarak alinirsa

f({aubp}i') > Sl (t)xap+a(1—t)xb”]%)” @.2.32)

2 2
fd()xW+M1—0xﬂ]
2

’Sb—‘

i ).

esitsizligi saglanir. (3.3.32) esitsizliginin her iki tarafi
w([a(t)xa’+a(l — t)xbp]%)

fonksiyonu ile x-garpilip [0, 1], tizerinde ¢ ye gore -integrali alinirsa

*/Oifqaﬁ;bpr) w([a(t)xa Lol — 1) xB]F)dt

*/i f([a(t)kap—i—a(l—t)kbp]%')%w([ (t)xap+a(1—t)><b”]%)

; 2

/ f([a xbp+oz(1—t)><ap] )%w([a(t) aP+a(l — t)xbP]s
2

.t

el

>..dt
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esitsizligi elde edilir. a ve 8 tireteclerinin ozelliklerine gore

a~1(i) . . ap_l'_b]j %
AL el ((55)
o)

X3! ((w o) {(ta‘l(a)“_l(p) +(1- t)a‘l(b)“_l(p))] T H dt}
AL
a”l(n)

oo (1((rea) [ta @ 9+ (1= a0 )

PERe))

! ( [(w o a) {(ta_l(a)“_l(p) (1 t)a*(b)a‘l@))] “_1“”] dt}
ol [
a—la)

of((roa |t or 0+ 1= na@e )| )

a”l)

x [ ((w oa) {(m—l(a)a‘l@) +(1— t)a‘l(b)a_l(p))] T }] dt} (3.3.33)

esitsizligini yazabiliriz. (3.3.33) esitsizliginde

a”l()
a—1(p)

o= |(ta @ 4 (1= )

olarak alip degisken degisimi yaparsak

f({ap%bp'.];)i*/abw..dx'_{/ab (foa)k(woa)w)

9 ri-up 21-u(p)

egitsizliginin saglandigini goriirtiz.  Boylece (3.3.29) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig

olur. Simdi ikinci kismin ispatina gecelim. Teoremin iddiasina gore

f(la(t)xaP+a(l — )x¥]F) i f([a(t)kbi’—i—o{.(l_t)gap]%)”
2 5
w (3.3.34)

é

esitsizligini yazabiliriz. (3.3.34) esitsizliginin her iki tarafi

w(la(t)xaP+a(l — t)x b))
fonksiyonu ile x-garpilip [0, 1] iizerinde ¢ ye gore -integrali alimp

a”l)
a—1(p)

z=|(ta " (a)* @ 4 (1 —t)a ' (b)* @)
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i¢in degigsken degisimi yapilirsa

[ U moaln) , p SOHO ;. [ @)

i) - = 2 21=u®)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.3.19 Asagida (3.3.29) esitsizliginin segilen degerlere gore indirgendigi yapilar

gorebiliriz:

1. 8=« igin

VAN
@
X
\@
8
oy

esitsizligi(3.2.24) elde edilir.

2. B=avep=1ign

P58 )5 [ stz [ irwsatoyez [ LELO ] [y

esitsizligi(3.2.4) elde edilir.

3. B=avep=—1icn

Gt LR

esitsizligi(3.2.17) elde edilir.

IN
Q\w
VR

~

. —

o)

8 | X
no

£

8

S~—

.

8

INA
VRS
=
8
ro-| +
=
=
~_
X.
Q\O_
I
5 |5
]
| S|
s
8

4. f=a,p=—1ve (woa)=1igin

() wit I 0

a+b ~ b—a

esitsizligi(3.2.12) elde edilir.

5. p=—1icin
f(a(QiiZkb.)k */ab (woxo;)(x)”dx 2 */ab (fooz)(l“);(woa)(x) I
s fl)+fo) . */b (woa)(@) .
< 5 ; 2

esitsizligi(3.3.23) elde edilir.
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10.

11.

.p=—1ve (woa)=1ign
a(2)xaxb . (a)xe(b) i " (foa)(x) .
() £ ()" Ha)” [
o @i
o 2

esitsizligi(3.3.19) elde edilir.

b=a=1Idvep=1icin

f(“+b>/ d:c</ F(2)g(z)de < )Qf(b)/abg(x)dx

Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi elde edilir[17].

.B=a=1d,p=—-1vew(x)=1ign

2ab ab f() fla) + f(b)
f(a—l—b) = b—a x? 4z < 2

esitsizligi elde edilir[24].

. B=a=1Idve p=—1icin

(280) [ [ s 19310 50

esitsizligi elde edilir[10].

p =1 i¢in

f<“7+b> 5 */ab(gooz)(a:)dx

¢ [ ea@rigoa)a]ds

< f(“)‘;f(b)ié / (g0 a)(z)dz. (3.3.35)
(3.3.4) esitsizligi elde edilir.
B =a=1Idicin

a? + )7 b w(x) b f(@)w(w)
([ [ = [
fla) + f(b) [*w(x)
< . / “Sidr(3.336)

esitsizligi elde edilir[40].
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12. B =a=1Idve w(z) =1 i¢in

f([ap+bp]i)< p_ [t 1e),  S@ IO

2 —b—aqar ), xtP T

esitsizligi elde edilir[25].

13. B = Id i¢in
aP+-bp oa”H0) (w o a)(x) o™t (foa)(woa)(zx)
f({ 2 ] ) /—1(a) zl=p = /a—l(a) TP I
o J@+f0) /“‘1“’) (woa)(@),
2 a—1(a) Zlﬁ'l 4

esitsizligi(3.1.28) elde edilir.
14. p=1d,p=1ve w(x)=1igin

f<0‘() a+b /f xa+a1—t)xb)dt<w

esitsizligi elde edilir[58].
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4. SONUC VE ONERILER

1600 lii yillarda Newton ve Leibnitz’in ingaa etmis oldugu klasik analize alternatif olarak
Grossman ve Katz'in 1967-1970 yillar1 arasinda elde ettigi Newtonyen olmayan analiz,
temelinde bire-bir érten itiretecler yardimiyla ifade edilir. Bu alanda yapilan ¢aligmalara
bakildiginda klasik analizdeki konvekslik ve egitsizlikler konusunun Newtonyen olmayan

analizde caligilmadigimi gordiik. Dolayisiyla bu doktora tezinde;

1. a-Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi

2. po-konveks fonksiyon

3. ag-konvekslik

4. a,-Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi
5. Da,-konveks fonksiyon

6. x-Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi

7. p*-konveks fonksiyon

8. x-starshaped fonksiyon

kavramlari ilk defa burada verilmis olup ayrintili bir sekilde incelenmistir. Yani, bu tezin
ozgin olan ii¢iincii boliimiinde elde edilen tiim tanmim, teorem ve lemmalarda tireteg
veya lretecler 6zel olarak birim fonksiyon olarak alinirsa klasik anlamdaki tanim, teo-
rem ve lemmalara indirgenir. Dolayisiyla, klasik analizin bijektif doniigtimler(tiretegler)

yardimiyla genellemesi elde edilmistir.

Bu doktora tezinde, konvekslik, p-konveks fonksiyon ve esitsizligin énemli bir konusu
olan Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi tiretecler yardimiyla genellestirildi. Ama diger
konvesklik cegitleri (s,m - --) ve egitsizlikleri (Ostrowski ---) ¢alisilmadi. Dolayisiyla, bu
doktora tezi ile acik olan bu tarz problemleri iiretmek ve ¢ozmek isteyen aragtirmacilara

ozgiin bir kaynak olarak onerebiliriz.
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