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OZET

BAZI SIGMOID FONKSIYONLAR UZERINE BIR CALISMA
FERHAN CETIN
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI, 43 SAYFA
Tez Damismani: Do¢. Dr. Mehmet KORKMAZ

Belirli enzim kinetigi ve popiilasyon biiylime siirecleri gibi birgok biyolojik
dinamik siire¢, neredeyse adim adim gelisir. Bu tiir islemler genellikle diizgiin
sigmoidal fonksiyonlarla aciklanir veya yaklasik olarak belirlenir; bu tiir fonksiyonlar
sinir aglar1 teorisinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Adim fonksiyonlar, sigmoid
fonksiyonlarin 6zel bir smifidir; bu tiir fonksiyonlar \ neredeyse "siirekli veya
Hausdorff siireklidir (H -siirekli). Belirli modelleme durumuna bagli olarak, siirekli
veya H -siirekli (adim) fonksiyonlari kullanmaya karar verilebilir. Bu tezde Hausdorff
uzaklig1 ve siirekliligi, sigmoid fonksiyonlarin 6tesindeki kinetik mekanizmalar gibi
sigmoid ve adim fonksiyonlariyla ilgili baz1 temel kavramlar tanitilmaktadir. Verhulst
lojistik modeli, ilgili birka¢ matematiksel problemi tanitmak i¢in temel bir 6rnek
olarak kabul edildi. Verhulst modelinin, kiitle hareket kinetigi kullanilarak belirli
(biyo-) kimyasal reaksiyon denklemlerinden tiiretilebilecegi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Biyolojik Biiyiime Dinamikleri, Lojistik Biiyiime.



ABSTRACT

A STUDY ON SOME SIGMOID FUNCTIONS
FERHAN CETIN
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL SCIENCES

MATHEMATICS

MASTER THESIS, 43 PAGES
SUPERVISOR: Assoc. Prof. Dr. Mehmet KORKMAZ

Many biological dynamic processes, such as certain enzyme Kinetic and
population growth processes, develop almost step-wise. Such processes are usually
described or approximated by smooth sigmoidal functions; such functions are widely
used in the theory of neural networks . Step-wise functions are a special class of
sigmoid functions; such functions are “almost” continuous, or Hausdorftf continuous (
H -continuous). Depending on the particular modelling situation one may decide to
use either continuous or H -continous (step-wise) functions. In this thesis, some basic
concepts related to sigmoid and step functions such as Hausdorff distance and
continuity, kinetic mechanisms beyond sigmoid functions are introduced. The
Verhulst logistic model was considered as a basic example to introduce several related
mathematical problems. It was demostrated that Verhulst model can be derivedfrom
certain(bio-) chemical reaction equations using mass action kinetics.

Keywords: Biological Growth Dynamics, Logistic Growth.
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1. GIRIS

Biyolojik sistemlerin modellenebilmesi i¢in birgcok model tanimlanmistir.
Belirli enzim kinetigi ve popiilasyon biiylime siiregleri gibi birgok biyolojik dinamik
stireg adim adim gelisir [21, 23]. Bu tiir islemler genellikle diizgiin sigmoidal
fonksiyonlarla agiklanir veya yaklasik olarak belirlenir; bu tiir fonksiyonlar sinir aglar
teorisinde yaygin olarak kullanilmaktadir [5, 8]. Adim fonksiyonlar, sigmoid
fonksiyonlarin 6zel bir smifidir; bu tiir fonksiyonlar "neredeyse" siirekli veya
Hausdorff stireklidir (H -stirekli) [3]. Belirli modelleme durumuna bagli olarak,
stirekli veya H -stirekli (adim ) fonksiyonlar1 kullanmaya karar verilebilir. Dahasi,
¢ogu durumda her iki tip modelleme araci birbirinin yerine kullanilabilir. Bir sigmoid
fonksiyonunu bir adim fonksiyonuyla (veya tersine) ikame etmek igin, iki fonksiyon
arasindaki yaklagim hatasinin bilinmesi gerekmektedir. Bdyle bir durumda kullanilan
dogal bir metrik, fonksiyonlarin grafikleri arasindaki Hausdorff metrigidir. Bu amacla,
oncelikle Hausdorff siirekli fonksiyonlari araligi siifi ve ilgili Hausdorff yaklagimi
kavramuiyla ilgili baz1 temel sonuglara daha sonra ise Verhulst popiilasyon modelinin

¢oztimleri olan lojistik sigmoid fonksiyonsiiflarina odaklanilacaktir.

Verhulst modelinin basit otokatalitik (biyo) kimyasal reaksiyonlardan ortaya
ciktigin1 ve bu nedenle biyokimyasal iireme reaksiyon mekanizmasinin 6zel durumu
olarak disiiniilebilecegi gosterilmektedir. Sigmoid fonksiyonlar, yasam bilimleri,
kimya, fizik, yapay zeka vb. ile ilgili ¢esitli alanlarda sayisiz uygulama bulmaktadir.
Sinyal isleme, makine 6grenmesi, sinir aglari gibi alanlarda bir¢ok degiskenin sigmoid
fonksiyonlar1 "aktivasyon fonksiyonlar1" olarak da bilinir. Pratik olarak énemli bir
sigmoid fonksiyon sinifi, sinirlayici bir durum olarak adim fonksiyonunu igeren kesim
fonksiyonlart sinifidir. Kesim fonksiyonlar: siireklidir, ancak araligin arttig1 iki ug
noktasinda diizglin (tiirevlenebilir) degildir. Bazi uygulamalarda diiz sigmoid
fonksiyonlar tercih edilir; hatta bazi yazarlar sigmoid fonksiyonlarin taniminda
diizgiinliik isterler. Diizgiin sigmoid fonksiyonlarin bilinen iki simift lojistik ve
aktivasyon fonksiyonlaridir. Diizgiin olmayan sigmoid fonksiyonlardan diizgiin
sigmoid fonksiyonlara ve bunun tersine de gegis yapilmasi gereken durumlar vardir.
Boyle bir zorunluluk, dogal bir sekilde, diizgiin olmayan sigmoid fonksiyonlara

diizgiin sigmoid fonksiyonlarla yaklagsma meselesini ortaya cikarir.



2. MATERYAL VE YONTEM
2.1 Sigmoid ve Adim Fonksiyonlari

Lojistik sigmoidal fonksiyon ve Heaviside adim fonksiyonu ile ilgili bazi
hesaplama, modelleme ve yaklasim konularina odaklanilmistir. Heaviside adim
fonksiyonunun sigmoid fonksiyonlar1 ile Hausdorff yaklasimi, ¢esitlihesaplama ve
modelleme yonlerinden tartistlmistir. Verhulst modeli ile belirli biyokimyasal

reaksiyon denklemleri arasindaki bazi iliskiler arz edilir.

2.1.1 Hausdorff siirekliligi
Hausdorff stirekliligi (H -siirekliligi) kavrami, alisilmis siireklilik kavramini
genellestirir, boylece olagan siirekli gercek fonksiyonlarin temel 6zellikleri mevcut

kalir. Stirekli ger¢ek fonksiyonlar C(Q) kiimesindeki cebirsel iglemleri, H(Q)

kiimesi bir degigsmeli halka ve genisletilmis islemlere gore bir dogrusal uzay olacak

sekilde H -siirekli fonksiyonlarin H (Q) kiimesine genisletmek miimkiindiir [3]. Bu

calismada kendimizi bir gergek degiskenli fonksiyonlarla, yani bir alt kiimede

(2 < R) tanimlanan gercek fonksiyonlarla sinirliyoruz.

2.1.2 Adim fonksiyonu

reR icin h, € H(R) ile gosterilen (aralik) Heaviside adim fonksiyonu:

0 t<r
h(t)=4[01] t=r (2.1)
1 t>r

r =0igin, temel Heaviside adim fonksiyonunu elde ederiz:

0 t<0
h ()=1[0,1] t=0 (2.2)
1 t>0

(2.1) - (2.2) fonksiyonlar1 sigmoid fonksiyonlara drnektir.
[a,b] araliginda bir sigmoidal fonksiyon, monoton bir fonksiyon s(t) olarak

tanimlanir:

s(t) —>[a,b] dyle ki lim,_,__ s(t)=a, lim_,, s(t)=b.



2.1.3 Kesim fonksiyonu

Stirekli (hatta piirtizsiiz) veya siireksiz sigmoid fonksiyonlar diistiniilebilir. H -
stirekli aralik fonksiyonlar1 smifi i¢inde, Heaviside adim fonksiyonu, sigmoidal
fonksiyonun 6zel bir durumudur. Siirekli sigmoid fonksiyonunun bir 6rnegi, su sekilde

tanmimlanan kesim fonksiyonudur:

0, t<a
t-a

CLa,bJ (t): E, a<t<b. (23)
1, t>b

2.1.4 Sigmoid fonksiyonlarinin toplamlari

Belirli bir r=(r,r,....,r.) e R* vektorii icin, oyle ki I, <T, <...<r,_ ve bir
(ERF} k ¢ Yy 150 k

vektor a=(a,,a,...., eR* icin Sigmoid fonksiyonlarin toplami:
A, &y & g

H(r,a;t) =Zk:aihri ® (2.4)

seklinde gosterilir.
Fonksiyon (2.4), k adiml (sigramali) bir adim fonksiyonudur.

. ve a, i¢in uygun degerler kullanilarak, Sekil 2.3'teki gibi bir histogram, formiil
(2.4)'in adim fonksiyonlarimin bir toplami olarak temsil edilebilir; bu durumda

K
genellikle , =1, +h,, i=1,..., K ve Zai =0 olur.

i=1

Benzer sekilde, diger uygun sekilde kaydirilmig sigmoid fonksiyonlarin toplamlari
da olusturulabilir.

2.1.5 Hausdorff uzakhg

Iki  fonksiyon arasindaki Hausdorff mesafesinin  ( H -mesafesi)

p(f.9), Q<R i¢in f,geH(Q)'nin R*'nin kapali alt kiimeleri olarak kabul
edilen tamamlanmis F ( f )ve F (g) grafikleri arasindaki mesafe olarak

tanimlanmaktadir [16,26].
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2.1.6 Lojistik sigmoid fonksiyonu

Sigmoid fonksiyonlari, Sinir aglarina ve hiicre biiylimesi popiilasyon
modellerine ¢ok sayidauygulama bulur [8, 21].

Piiriizsiiz sigmoid fonksiyonlarin pratik olarak 6nemli birkag ailesi popiilasyon
dinamiklerinden kaynaklanir. Klasik bir 6rnek, asagida tartigilacak olan Verhulst niifus
biiyiime modelidir. Verhulst modeli, lojistik sigmoid fonksiyonunu kapsamli bir

sekilde kullanir:

a

So )= (2.5)

1+e™

10

08|

0.5 1.0

Sekil 2.4 Lojistik sigmoid fonksiyonu



Daha sonra, Hausdorff mesafesindeki form (2.2) 'nin lojistik fonksiyonlari ile
Heaviside adimfonksiyonunun (2.5) yaklasimina odaklanacagiz.
2.1.7 Yaklasim sorunlari

Asagida, adim fonksiyonu ile lojistik sigmoid fonksiyonu arasindaki H -
mesafesini tahmin edecegiz. Genellik kaybi olmadan Heaviside adim fonksiyonunu

f =ah, ve lojistik sigmoid fonksiyonunu (2.5) g = s, diisiinebiliriz.

Ah, adim fonksiyonu ve s, sigmoid fonksiyonu arasindaki H mesafesi

d=p(f,g)=p(ah,s,), 0<d<al/2 ve a—s,(d)=diliskilerini karilar, yani;

259=&%m<d<a/a, (2.6)

Agik¢a d — 0,k — oo anlamina gelir (ve tam tersi).

(2.6) 'dan, oran parametresi k igin d 'nin bir fonksiyonu olarak basit bir ifade elde
ederiz.

Teorem 2.1 Hiz parametresi k asagidaki gibi H -mesafesi d cinsinden ifade
edilebilir:

kzumzémﬂiﬂzom4mm*» 2.7)

L L — L L
-10 -0.5 05 10

Sekil 2.5 Reaksiyon hizi k =20; H —mesafesi d =0.106402



Iliski, k orammi H mesafesi d cinsinden verir, birka¢ &rnek Cizelge 2.1'de

hesaplanmuistir.

Cizelge 2.1 (2.7) 'e gore H mesafesinin d fonksiyonu olarak k oraninin degerleri

Mesafe| 10% 102 103 10* 10°®
d
Hiz k | 0.22x 102 0.46x 103 0.69x 104 0.92x 105 0.12x 107  0.14x 108

Tersine, hiz parametresi k cinsinden H mesafesi d igin bir iliski bir sonraki

Onermedeverilmistir.

Basit olmasi i¢in a=1'in altinda oldugunu varsayilmakta, bu nedenle temel

lojistik fonksiyonunsadece k oranina bagli oldugunu diisiiniilmektedir:

so(t)=(1+e™ )_1 :

Teorem 2.2 [3] Heaviside adim fonksiyonu h, ile sigmoid Verhulst fonksiyonu S,
arasindaki H —mesafesi d = p(h,,s, ), herhangi bir gergek k > 2igin reaksiyon hizi

k cinsinden ifade edilebilir:

d, (k) =ﬁ< d (k) < Ntk +1)

k+1
d, (k) = |n|((k+4:-ll) _ In |rk1(-:f::‘1) <d(k)
< Inl((k++11) k),
veya (9 = D @0 0), o =D,

08r/

08

B e " —— e s

-10 -05 05

Sekil 2.6 Reaksiyon hizitk =40; H —mesafesi d =0.0661748

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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d'yi k cinsinden ifade etmek i¢in fonksiyonu inceleyelim:

f(d):kd—ln%—ln(l—d), 0<d <%

oldugundan lim f(d)= K >0

d—>=,d<= 2
2 2

f(d)=0 "mn (0, %j ’de bir ¢ozlime sahip oldugu sonucuna vardik.

f'(d) = k+£+i>0
d 1-d
oldugundan f (d) fonksiyonunun kesinlikle monoton olarak arttigi sonucuna vardik,
bu nedenle f(d)=0 ,(0, %j *de benzersiz bir d (k) ¢dziimiine sahiptir.
k — o0 i¢in d(k) — 0, dolayisiyla
In(1-d (k) =—d (k)+O(d (k)*).
Daha sonra f fonksiyonunu d — Oile O(d*)olarak yaklastiran

g(d)=(k +1)d—|n% fonksiyonunu diisiiniin; ayrica g'(d) >0. Boylece, g 'nin

(benzersiz) sifirin1 d (k) ile ifade edebilir ve f yerine g'yi inceleyebiliriz.



g(d_)<0 ve g(d,) >0Oolacak sekilde d_ve d, olmak iizere iki gergek artyoruz.

(9 (d_)< g (d (k)) <g(d,) ve dolayistyla d <d (k)<d, 'ya gétiiriir).

gL g k<D

S ] ‘yi deneyerek

In(k +1)

g(—) 1-In(k +1) <0, g( )=InIn(k +1) > 0’ 1 elde ederiz.

Daha iyi bir alt sinir bulmak igin;

o]

In(k +1) , _Inink +1)»

Tl e = In(l—%) < 0’1 hesapliyoruz.

elde edilir.

In(k +1) _Inin(k +1) 0 In(k+1)
k

Boylece
k+1 k+1

Cizelge 2.2 Cesitli k hizlar1 i¢in (2.9) - (2.10) ile hesaplanan d(k) i¢in sinirlar

k d, (k) d (k) [A=d,—-d,| e&(k) d(k)

2 0.334 0.366 0.032 | 0.0856 0.337416
100 0.0305 0.0456 0.015 | 0.3313 0.033592
1000 0.00497 0.00691 0.0019 | 0.2797 0.005245

10000 0.000698 0.000921 0.00022 | 0.2410 0.000723

Uyan
Genel durumigin a =1, formiil (2.9) - (2.10) 'da her yerde k +1 ifadesini
k+a™ ile ikame etmelidir.

2.1.8 Degisen lojistik fonksiyonlar
Burada keyfi kaydirilmis (yatay olarak g¢evrilmis) lojistik fonksiyonlarla
ilgilenilmektedir.
Hem adim fonksiyonu hem de lojistik fonksiyon, yatay oteleme altinda

formlarin1 korur. Dolayisiyla, kaydirilmig adim fonksiyonu h, , kaydirilmis lojistik
fonksiyonu sy tarafindan, ho fonksiyonunun temel lojistik fonksiyon s, tarafindan
yaklasik olarak tahmin edilmesi gibi, yani p(h,,s )= p(h,,s,) ‘asahip oldugumuz

r'>r

H mesafesi i¢in yaklasik olarak tahmin edilir.



Sahip oldugumuz degisen lojistik fonksiyona odaklanarak,

a
Sr(t)=30(t—r)=m. (211)
o . da
(Temel) lojistik fonksiyonunun (2.5) —r noktasindaki degeri SO(_r):l+ekr dir.

Sekil 2.8, r =0.51le kaydirilmis bir lojistik fonksiyonu gorsellestirir.

2.2 Verhulst modelini veren kinetik mekanizmalar

Verhulst modelinin, kiitle hareket kinetigi kullanilarak belirli (biyo) kimyasal
reaksiyon denklemlerinden tiiretilebilecegi gosterilmektedir. Verhulst modelinin Kitle

Eylem Yasasinin icadindan 30-40 y1l 6nce icat edildigini belirtmekgerekir.

Kiitle Eylem Yasasi, bir kimyasal reaksiyondaki her tepkenin (tepkimeye giren
madde) konsantrasyonundaki degisim oranmnin, 0 reaksiyondaki tepkenlerin

konsantrasyonlarinin ¢arpimi ile orantili oldugunu belirtir.

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

Sekil 2.8 r =0.5ile kaydirilan bir lojistik fonksiyon

Belirli bir tepken birka¢ reaksiyonda yer aliyorsa, bu tepkenin degisim hizi,

tim pozitiforanlarin toplanmasi ve tiim negatif olanlarin ¢ikarilmasiyla yapilir [22].

2.2.1 Basit bir otokatalitik reaksiyon

Asagidaki otokatalitik tersinir reaksiyon mekanizmasini diigiiniin:

10



X=X+X, (2.12)

X =2X, olarak da yazilabilir.
kg

Kitlesel eylem yasasin1 uygulayarak Verhulst modelini elde ederiz:

X' =kx—k_x* = kx(l—% X). (2.13)

: « k
Sabit nokta, X =— "dur.
k—l
2.2.2 Besleyici altyapi iceren otokatalitik reaksiyon

Asagidaki otokatalitik reaksiyon denklemini diisiiniin:

S+ X —-5X+X (2.14)
(veya S+ X —52X) S bir besin maddesi oldugunda, X bir popiilasyondur ve k'

belirli bir popiilasyonun spesifik biiyiime oranidir.

Reaksiyon denkleminin (2.14) biyolojik (biyokimyasal) yorumu, alt yap1 S'nin
poplilasyonun c¢ogalmasma yol acan X popiilasyonu tarafindan kullanilmasidir

(bakteriyel hiicre popiilasyonu durumunda basit ikili flizyon gogalmast).

X'in biyokiitlesini (veya yogunlugunu) X ile ve S'min kiitlesini
(konsantrasyonunu) s ile ifade ederek ve kiitle eylem yasasin1 uygulayarak, s(t),

X(t) fonksiyonlari i¢in asagidaki dinamik sistemelde edilir:

%z —k'xs,
¢ (2.15)

% = —k'xs,s(0) = s,, X(0) = X,

k =40 reaksiyon hizi ve s, =1, x,=1x10"° baslangi¢ kosullari i¢in s, X'in (2.15)

¢oziimleri Sekil 2.9'da gosterilmistir.

ds dx
—+— =0 oldugunu, dolayisiyla S+ X =const = X, +S, =a oldugunu fark edersek,

dt dt
Verhulst modeli [29, 30] olarak da bilinen diferansiyel denklemi elde etmek igin

diferansiyel denklemde x yerine s = a— x koyabiliriz.

dx
— =k%(a-Xx). 2.16
m (@a-x) (2.16)

11



Agikea, ilk problemin (2.16) ¢6ziimii X, ilk kosul x(O):xoic;in problemin
(2.16) ¢coztimi x ilecakismaktadir.
% =k'’x(@-x). x(0)=x,.

(2.17)

Tersine, (2.17) 'nin ¢6ziimii, S, =a— X, oldugunda ilk problemin (2.15)
¢Oziimii X ile cakisir. Yukaridakiler asagida 6zetlenebilir:

1.0

08
\
06F
|
04

[\
| L
02k

/ \
1 1k N 1 s 1
0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 2.8 Reaksiyon hiz1 k =40;s, =1,x, =1x10

Teorem 2.3 Kiitle hareketi kinetigi yoluyla otokatalitik reaksiyon (2.14) dinamik

modeli (2.15) baglatir. Modeller (2.15) ve (2.17), ¢6ziimlerinin X'in g¢akismasi
anlaminda esdegerdir ( X, +S, = a i¢in).

Verhulst modelindeki (2.17) altta yatan mekanizmanin, bir besin altyapisinin

kullanimina dayali bir biyokimyasal iireme reaksiyonu (2.14) oldugunu gériiyoruz.

Bu, Verhulst modelinin 6nemli ¢ok yonlii uygulamalarini agiklamaktadir. Verhulst
modeli genellikle normallestirilmis hiz sabiti k =k /aile yazlir.

dx

k X
—x(a—x)=kx(1-—
™ a( ) = kx( a)

(2.18)
Baslangic kosulu x,=a/2olan x denkleminin (2.19) ¢6zimii, (temel) lojistik
sigmoidal fonksiyondur.
a a—X,
s, (t) = ‘b= =1
o(®) 1+be™

%o

12
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Sekil 2.9 Reaksiyon hizi k =40;r =0.5,%, =1.85x10"°

2.2.3 Giris fonksiyonu olarak besin kaynag
Verhulst modeli, biyoreaktér modellemesinde kullanilan modellerin bir

prototipi olarakdiisiiniilebilir. Orada, 6zellikle siirekli biyoreaktér durumunda, besin

kaynagi asagidaki gibi bir girdifonksiyonu s(t) olarak kabul edilir:
dx
— =kx(t)s(t). (2.19)
dt
2.2.4 Hesaplama sorunlari
Kaydirilmis lojistik fonksiyon (2.11), Verhulst modelinin (2.16) bir ¢oziimii
olarak hesaplanabilir; bu durumda denklem (2.16) igin uygun bir baslangi¢ kosulu

bilmemiz gerekir.
Kaydirilmis (r ile) lojistik fonksiyon (2.11), ilk sorunun ¢o6ziimii olarak

diisiintilebilir:
dx Kk kr
—X(@-x), x(0)=x,=a/(1+e") (2.20)

dt

13
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Sekil 2.10 Reaksiyon hizi k = 40;r =0.6
r arttikga, problem ¢6zme igin hesaplama siiresi (2.20), biiyikk k degerleri
kullanilirsa (adim fonksiyonunun iyi bir yaklasimini elde etmek i¢in) hizla artar.

Boyle bir yaklasimda, ¢ok kiiciik degerlerin (d mesafesi i¢in) ve ¢ok biiyiik
degerlerin (k orani i¢in) es zamanli olarak hesaplamaya dahil edildigi not

edilmektedir.
2.3 Heaviside Adim Fonksiyonu ile Sigmoid Verhulst Fonksiyonu Arasindaki

H —Mesafesi

2.3.1 d(k) i¢in daha kesin simirlar.
Heaviside adim fonksiyonu h; ile sigmoid Verhulst fonksiyonu so arasindaki

H —mesafesi d i¢in daha kesin smnirlar oldugunu ispatladik. Asagidaki teorem, d (k)

igin Ust ve alt sinirlar1 verir.
Teorem 2.4 [18]. Heaviside adim fonksiyonu h, ile sigmoid Verhulst fonksiyonu s,
arasindaki H —mesafesi d = p(ho,so) icin asagidaki esitsizlikler k > 2 i¢in gegerlidir:

7 (k)= Inl(<k +11) ~Inin(k +1i
L () [ S
In(k +1) 021
g In(k+1) |n||n|(k;1)l _q
k1 g ninte+d) )
1-In(k +1)

Ispat. Acikca, g ‘nin ikinci tiirevi 9"(d) =—-— <0

} lizerinde sabit bir isarete sahiptir.

1 In(k+D)
k+1 k+1
14



i,g i ve In(k+1),g In(k +1) noktalar1 ile tanimlanan diiz
k+1 kK+1 K+1 K+1

cizgi ve

( In(k +1) . ( In(k +1) D noktasindaki g (d)'ye teget, sirastyla

k+1 k+1
In(k +1)+ Inin(k +1)
In(k +1)+ Inin(k +1)

noktalarinda apsis ile kesisir.
Bu da Teorem 2.4’{in ispatin1 tamamlar. Iyilestirilmis sinirlarin (2.21) (2.9) dan daha
kesin oldugunu not ediyoruz. (2.21) iliskileri kullanan bazi hesaplama ornekleri
Cizelge 2.3’de sunulmustur.

Teorem 2.5 [18]. Teorem 2.4'teki ile ayn1 gosterimleri ve kosullart kullanarak,

elimizde;
~ 1 In(k +1
d, (k) =k—<d(k)<% (2.22)
Koo +1
2
bulunur.
Cizelge 2.3 Cesitli k oranlar1 igin (2.21) ile hesaplanan d (k) i¢in sinirlar
k d, (k) kok d (k)
10 |0.1413863 0.1633510 |0.169081814
40 |0.0587838 0.0661748 |0.06900431
100 |0.03058471 0.0335928 |0.03505368
300 |0.013177444 | 0.0141467 |0.014736887
1000 |0.004971273 | 0.00524519 | 0.00544691
2000 | 0.0027852088 | 0.00291712 | 0.0030233927
3000 | 0.0019748445 | 0.00206086 | 0.0021335086
Ispat. Fonksiyonu tanimliyoruz:
k., 1+d 1
Gd)==In——-In=—-In(1-d 2.23
() =3I I In(t-d) (2.23)

15



k, 1+d
S G(d)- f(d)=—=In———-kd.
onra G(d)- f(d) >N

G(d)— f(d)~0’1inceliyoruz, yani,
X nﬂz kd
2 1-d

1+d.%
In(—)2 =kd
)

1+d)§
1-d

— ekd

(

G(d) fonksiyonunun f(d) 'yi d —Oile O(d3)olarak yaklastirdigini goriiyoruz.

@) =Xm=Ed n 9 o
2 1-d  "'1-d

Buradan,
k, 1+d d 1-d

LAl Tl 1 S S ¥ ik
2 1-d 1-d d

k
Wﬂ)i _jpizd
1-d d

(

14d}_1-d
1-d d
1

1+d .k
l 2
+(71—d)

denklemini elde ederiz. Taylor genislemesinden,
1 1 kd

— =2 4+0(d?
1+d.f 2 4 (@)
L+ ()
1-d
~ 1
d,(k) =
—+2
2
elde edilir.
Ayrica G'(d)>0,G <0 ve G(%J>Oolur.
+

—+2
2

16



Bu, esitsizliklerin ispatin1 tamamliyor (2.22).

N 1 1 .
Agikga d, (k) i >k—1=d.(k) eger k >2
E+2 *

(2.22)'ye karsilik gelen d (k) icin gelismis iist ve alt sinirlar elde edebiliriz. Kesin
d (k) tahminlerini elde etmek i¢in iyi bilinen esitsizlik kullanilabilir. Ornegin,

k

2 k_
@+ ko, 15
d 20k,
2

bu ifade de kd >1ligin ve limit

K
. 1
lim| —— | =e icin karsilanir.
kﬂw(k+1j ¢ ;

Bu tiir gelismis tahminlerin, hesaplama agisindan yogun emek gerektirdigini ve

bunlarin pratik kullanim olasiligini ciddi sekilde sinirlandirdigini agikga belirtecegiz.

f G
2 2
(S| P T o --l{/‘l (SR S | R V| A . .-I...l.f-/;“-"’-.l...n PRI |
{ r o 0" o0 0w ok, [ 0 0" om0l n.u}
) b/
/'/‘
3 -3
§ /-4

Sekil 2.11 k =40i¢in f (d)ve G(d) fonksiyonlar

2.3.2 Siirekli fonksiyonlarin ¢ok katmanh algilayicilarla yaklastirilmasi.

Tamm 1. Dogrusal bir algilayici, X;,1 € {1,..., n} girdisinin Q = Z\Nixi + 6 ¢iktisina

iel
sahip oldugu bir algilayicidir, burada € € Rsapma ve o, € R agirliklardir, yani ¢ikti,

girdilerin dogrusal bir kombinasyonudur [24].

Tamm 2. Sigmoid algilayici, X;,i €{1,...,n} girdilerinin,

17



1
Q = —Zwixi +0!
l+e ™
ciktisina sahip oldugu, 8 € R 'ninsapmave . € R 'nin agirlik oldugu bir algilayicidir.

Basit bir girdi x 'e sahip sigmoid algilayici, su ¢ikt1 fonksiyonuna sahiptir:

1
Q(a'ﬁ) - 1+e—a(><+ﬁ) !
X1 W1
W
X 2 y
X

Sekil 2.12 Rosenblatt'in algilayicist

p
y(x) = heaviside(D w,x; —6)

i-1

p
= heaviside(D w, X, )W, =—6, %, =1
=0

Xg=?

Sekil 2.13 Algilayicida hesaplama



Simdi,

0, x<0
H(x) = [0,1], x=0
1 x>0

ile verilen Heaviside adim fonksiyonu H (x)'i disiiniin. [13] 'te asagidaki Teorem

ispatlanmustir.
Teorem 2.6 &£ >0 verildiginde a(¢g) ‘yi bulabiliriz, 6yle ki:

HH Qo H[a,b] <(b-a)e

e - | ]I f (x)dx]
a,b

Asagidaki kosullar1 g6z ontinde bulunduralim:
Quo(X) <& x<-kke R*

e ooy kkeR
&

<e ™
Qo (X) >1—¢&,x>k

Simdi

ak <(Ing—In(l+ &)
Bu, asagida verilen diizenlemeyle saglanabilir.
a =%(In e—In(l+¢)

Burada integral metrikte benzer bir tahmin veriyoruz.

a parametresi Hausdorff mesafesi cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

a= E(In(l—e)— Ing) .
&

Bundan Teorem 2.6'ya benzer asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.7 Hausdorff mesafesini, bulunan a parametresi ile olusturabiliriz.

HH —Q(a,o)H[a’b] < (b—a)w(l+[MJ)

a+1 In(a +1)
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2.4 Kesim Fonksiyonunun Yakinlastirilmasi

Lojistik fonksiyonlar grubunun, kesim fonksiyonuna rastgele olarak
yaklasamadigin1 gostererek, kesim fonksiyonunun Heaviside adim fonksiyonuna
yoneldigi (Hausdorff bakimindan) sinirlayict durumu ele alinmaktadir. Bu yolla adim
fonksiyonunun lojistik fonksiyonlartyla Hausdorff yaklastirmasiyla ilgili bir dnceki
sonucun bir agilimi elde edilmektedir [3].

2.4.1 Sigmoid fonksiyonlari
Sigmoid fonksiyonlari, gercek dogru iizerindeki sinirli monoton azalmayan

fonksiyonlar olarak tanimlanabilir.

Genellikle lims(t),, ., =0 ve lims(t),, =0olacak sekilde monoton
azalmayan fonksiyonlar s(t), t€R olarak  tamimlanan  normalize  sigmoid

fonksiyonlarindan faydalanilmaktadir.

Sinir aglar1 ve makine 6grenimi alanlarinda ¢ok degiskenli sigmoid benzeri

fonksiyonlar kullanilir ve bu fonksiyonlar aktivasyon fonksiyonlar1 olarak bilinir.
2.4.2 Parcali lineer fonksiyonlar: kesim fonksiyonu
A= [7/—5,7/+5], merkezi y € R ve yarigapt 6 € R™ olan ger¢ek dogru

istlindeki bir aralik olsun. Bir kesim fonksiyonu (A iizerindeki) asagidaki sekilde

tanimlanir:

A, tiizerindeki kesim fonksiyonu C,, t € R i¢in su sekilde tanimlanir

0 t<A
t—y+0

i) =0, () =1~ t=A (2:31)
1 t>A

A araligindaki C, (t) fonksiyonunun egiminin 1/25 oldugunu unutmaymn

(egim, A aralifinin tamaminda sabittir).
Daha sonra irdeledigimiz konu, iki 6zel durum ve bir sinirlama durumu ile

ilgilidir.
Ozel durum 1.

y=0i¢in A= [—5 0 ] arahigindaki 6zel kesim fonksiyonunu elde ediyoruz:
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0, t<-0
t+0

CO,b‘(t): f’ —5StS5 (232)

1 o<t

Ozel durum 2.

y =0 i¢in A= [0, 20 ] arahigindaki 6zel kesim fonksiyonunu elde ediyoruz:

0, t<0
t
Cs (1) = 25" 0<t<26. (2.33)
1, 20 <t

Bir sinirlama durumu.

o0 —0ise, ¢, ; (Hausdorff bakimindan), bir aralik degerli fonksiyon [2, 5, 17,
28] olan Heaviside adim fonksiyonuna gider:

0 t<O0
Cy =Coo(t)=1[0,1] t=0 (2.34)
1 t>0

(2.33)'in (2.34)’e gittigini gostermek i¢in, h, adim fonksiyonu (2.34) ile kesim
fonksiyonu (2.33) arasinda bir kare (kutu) birim kullanan H -mesafesi olsun.

H -mesafesinin tanimi geregi h, birim karenin kenaridir, bdylece 1—-c; ;(h)=h,

ifadesini, yani 1—h/26 =h ‘yi elde ediyoruz. Soyle ki;

26
h=-—"—=25+0(5%). 2.35
25 (67) (2.35)

Calisma boyunca basitligi saglamak adina daha genel (rastgele kaydirilmis) kesim
fonksiyonu (2.31) yerine 6zel kesim fonksiyonu (2.33) ile calisacagiz; bu 6zel tercih,

elde edilen sonuglarla ilgili herhangi bir genellik kaybina yol agmayacaktir.

2.4.3 Diiz sigmoid fonksiyonlari: lojistik fonksiyonu

Diiz sigmoid fonksiyonlar1 degerlidir, ¢linkii bu fonksiyonlarin tiirevlerini

hesaplamak kolaydir.

En ¢ok bilinen diiz sigmoid fonksiyonlart Gompertz, lojistik ve aktivasyon

fonksiyonlaridir. Gompertz fonksiyonlari, Benjamin Gompertz tarafindan demografik
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fenomen ¢aligmasi igin ortaya konmustur [14].

a, >0 igin sigmoid Gompertz fonksiyonu o, ,(t)su sekilde tanimlanir:

o, ;(t) = aexp(—aexp(-pt)) burada a,t — oo iken iist asimptottur.

Gompertz fonksiyonlarinin biyoloji ve tipta uygulamalari bulunmaktadir.

Ornegin, tiimér biiyiimesinin modellenmesinde [1, 6, 31].

Verhulst [29, 30] tarafindan ortaya koyulan lojistik fonksiyonlarina
odaklanacagiz. Daha sonra kesim fonksiyonunun diiz sigmoid fonksiyonlari, 6zellikle

de lojistik ve aktivasyon fonksiyonlar1 ile yaklastirilmasiyla ilgilenecegiz.

2.4.4 Kesim fonksiyonunu lojistik fonksiyonlariyla yaklastirma

R tizerindeki lojistik (Verhulst) fonksiyonu g [30]’da gosterildigi sekilde
tanimlanir:

1
My () = 1D - (2.36)

Lojistik fonksiyonunun (2.36) “merkezi” A ’de bir biikiilmedir ve A ’deki egimi K ’ye
esittir.

Teorem 2.8 k=1/2¢ ile (2.36) da tamimlanan , , (t) fonksiyonu :

i) hem [7,0) hem de (—oo,y]araliginda ¢, 4(t) fonksiyonuna en iyi

iniform tek tarafli yaklastirmanin lojistik fonksiyonudur.

i) tiniform metrikteki kesim fonksiyonu C, ;(t) "yi bir hata ile yaklastirir.

=0.11920292... (2.37)

p= |0(c,ﬂ)=l+ez =
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Sekil 2.14 y=6=1 k= > icin kesim ve lojistik fonksiyonlar1

Ispat. Merkezleri ayni olan y = & fonksiyonlari, yani Cs s Ve 1, fonksiyonlarini ele

alalim. Ayrica kesigen merkezlerinde ayni egimlere sahip olan ¢ ve u’ yi secelim,
yani k =1/26 oldugunu varsayalim.

Burada kesim ve lojistik fonksiyonlar1 arasindaki en biiyiik {iniform mesafenin alttaki
aralik [0, 20 ] ‘nin ug¢ noktalarinda elde edildigini fark ettigimizde asagidaki ifadeye

sahip oluyoruz:

1 1

P= sy 0) _Cs,(s(o) = 14 ™o = 1+ 62

(2.38)

Bu esitlik teoremin ispatin1 tamamlamaktadir.

Uniform mesafenin (2.38), ilgili egim Kk {izerinde alttaki aralik A ’nin

genisligine bagli olmayan bir mutlak sabit deger oldugunu unutmayalim.

Bir sonraki teorem, H -mesafesi her kullanildiginda ayni durumun gegerli
olmadigin1 géstermektedir.

Teorem 2.9 k=1/25 igin p,,(t) fonksiyonu, [7,) araligindaki c, ()
fonksiyonuna en 1yi Hausdorff tek tarafli yaklastirmasinin lojistik fonksiyonudur (ilgili

(—OO,}/] araliginda).
(), k=1/26fonksiyonu, H -mesafesindeki c, ;(t) fonksiyonunu
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asagidaki iliskiyi saglayacak bir h = h(c, x) hatas ile yaklastirir:

In%=2+4kh (2.39)

1+ 2kh

. 1
Ispat. 6 = o yi kullanarak 6 +h = yazabiliriz, yani

1
U(—5 — h) = :Hezw (240)

Kare birim yuvari (bir tarafi h olan) kullanan H -mesafesi h, ,u(—5 —h):h

iligkisini saglar ve (2.39)’1 isaret eder. Bu esitlik teoremin ispatini tamamlamaktadir.
(2.39) iliskisi, H -mesafesi h’nin egim K,h=h (k) ’ye bagli oldugunu gosterir.

Bir sonraki sonug, bu bagimlilik ile ilgili ilave bilgiler vermektedir.

L<h(k)<w

2.41
4k +1 4k +1 ( )

Teorem 2.10 H -mesafesi h(k)igin, k >5 durumunda asagidaki esitsizlik gecerlidir.

Ispat. h’yi (2.39)’1 kullanarak k cinsinden ifade etmeliyiz. Asagidaki fonksiyonu

inceleyelim
f(h)=2+4hk—|n(1—h)—|n(1/ h) (2.42)
Asagidaki denklemden
1 1
f'(hy=4k+—+=>0 :
(h) +1—h+h> (2.43)

f fonksiyonunun tam monoton artan fonksiyon oldugu sonucuna vartyoruz.

Asagidaki fonksiyonu ele alalim

g(h):2+h(1+4k)—ln% (2.44)
Bu  durumda  Taylor  agilimi In(L—h) =-h+0(h?) kullanildiginda
g(h)— f(h) =h+In(1l—h) =0O(h?) *dir.

Boylelikle g (h), f (h) ’yi O(h?*)olarak h— 0 ile yaklastirir.
Ayrica g'(h)=1+4k+1/h>0"dir, bu nedenle g fonksiyonu monoton artandir.

Ayrica kK >5 igin,

24



1
———)=3-In(1+4k) <0,
9 ) nl+4k) <

In(4k+1),

9( 4k +1

In(1+ 4k) > 0.

Bu esitlikler teoremin ispatin1 tamamlamaktadir.

(2.41)°deki iliski, ¢ ve u fonksiyonlarinin egimi K sonsuza gittiginde iki
fonksiyon arasindaki h-mesafesi h(c, ) sifira gider (sabit kalan iiniform mesafe

p(c, u) den farkli olarak).
Asagidaki 6nerme, h(k)icin daha kesin iist ve alt sinirlar verir.
Kisaca K =4k +1 olarak gosterilir.

Teorem 2.11 H -mesafesi h i¢in, k >5 durumunda asagidaki esitsizlikler

gecerlidir:

InK B 2+InInK
K 1

KQ+-—

( InK)

In K 2+InInK

+ )
K K(InInK _1)
1-InK

<h(k)

(2.45)

burada K =4k +1’dir.

(2.32), (2.33) ve (2.34) teoremleri [3]’ten benzer sonuglar ¢ikarir ve Heaviside
aralik-degerli adim fonksiyonunun Hausdorff metrigindeki lojistik fonksiyonlar

tarafindan yeterince rastgele bicimde yaklastirildigini gdsterir.

Heaviside adim fonksiyonunun sigmoid fonksiyonlari ile Hausdorff yaklastirmasi,

[19]°da gesitli sayisal ve modelleme yonlerinden incelenmektedir.

2.4.5 Kesim fonksiyonunu aktivasyon fonksiyonlariyla yaklastirma

Bolim 2.4.4°te elde edilen sonuclar, kesim fonksiyonunun lojistik
fonksiyonlart grubu ile yeterince rastgele bi¢imde yaklastirilamayacagini
gostermektedir.

Bu sonug, daha 1yi yaklastirma 6zellikleri olan diger diiz sigmoid fonksiyonu

gruplariyla ilgili calismalar1 dogrulamaktadir.
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Bunlar agagida ele alinacak aktivasyon fonksiyonlaridir.

A=[y—38,y+6] arahgindaki aktivasyon fonksiyonu s, , asagidaki sekilde
tanimlanir.
1 1ye/t) 2
sy(t)=5/,(t) = 25 |n(w)ﬁ (2.46)
Aktivasyon fonksiyonunun (2.46) “merkezi” y ’de bir biikiilmedir ve y *deki egimi k
’ye esittir,
Merkezi y = ¢ olan aktivasyon fonksiyonu:

1+eM L

1
555 () = 5= ING5) (2.47)

kesim fonksiyonu (2.33)’i yaklastirir.
Dahasi, C;; Ve Sﬁ s(t) fonksiyonlar1 » =8 merkezine sahiptir ve kesisen

merkezlerinde egimleri 1/ 26 ’ye esittir.
Lojistik fonksiyonda oldugu gibi, kesim ile aktivasyon fonksiyonu arasindaki

tiniform mesafenin p = p(C,S), A araliginin ug¢ noktalarinda, 6zellikle de orijinde
elde edildigi gortilebilir. A araliginin genisligini @ =20 ile gosterdigimizde agagidaki

ifadeyi elde ediyoruz

1
2 In2_£:C0nst%, (2.48)

1
_h _
p=52,(0)= = In(—55)" <=

Tahmin, Dombi ve Gera [10] tarafindan bulunmustur.

Bu sonug, herhangi bir kesim fonksiyonu C,’nin (2.46) smnifindan aktivasyon

fonksiyonlar1 S A(ﬁ )

ile yeterince rastgele bicimde yaklastirilabilecegini gosterir.
Yaklastirma, S parametresinin degeri arttikga daha basarili hale gelir. Boylelikle S,
yaklagtirmanin kalitesini etkiler; asagida gorecegimiz tizere, £ 'nin pratikte ilgi ¢eken
degerleri 4’ten biiylik olan tam sayilardir. Daha sonra Hausdorff mesafesini kullanarak
benzer bir sonucu hedefliyoruz. Burada kesim ve aktivasyon fonksiyonlarinin

merkezlerini y =0 olacak sekilde yeniden diizenleyelim, &yle ki kesim

fonksiyonunun formu c; ,, yani (2.33); aktivasyon fonksiyonunun formu da (2.47)’de

verildigi gibi Sfy s seklinde olsun. Hem c; ;hem de Sfy s fonksiyonlarmin merkezleri

1
o ’daki egimleri ' W = 20 esittir.
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C;s ile SJ; arasindaki kare bazli H -mesafesini d =d(w;5) seklinde

gosterdigimizde asagidaki iligkiye ulasiyoruz:

1, lyeftd -
B _ B _
S5Y5(W+d)—wln(w) =1-d
veya
1+¢/()

Asagidaki teorem, (2.49)’da dolayli olarak anlatildig: sekilde, d = d(w; £) igin bir tist
SINIT Verir.

Teorem 2.12 d mesafesi i¢in, £ > 5durumunda asagidaki esitsizlik gecerlidir:

d <In2n@Aw+1) (2.50)
4pw+1
F ¢
03} [
[ 05}
06}
04
04t [
03 ¢ 02r }
Y T AT, o 12 s w1
0 -02 ;
M v
-04
Sekil 2.15 F(d)ve G(d) fonksiyonlar
Ispat. Asagidaki fonksiyonu inceleyelim.
E(d) = Blod) 1
(d)=—pol-d)+In(L+e )+In——ro. (2.51)
1+e”

F' (d) >0 ‘dan F (d) fonksiyonunun tam monoton artan fonksiyon oldugu sonucuna

vartyoruz.

Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

G(d):—,Ba)+ln(1+eﬁ“’)+d,8(a)+1eﬂw (2.52)

+In 1
+ef 1+e/"
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G(d)—F(d) yi inceleyelim:

G(d)-F(d) =In(1+e") +[eﬂw—’3ﬁdj— In(L+ /%),
1+e™

Taylor agilimindan:

Po
In(L+e”@9) = In(1+e") +G pe

j+0(d2)

+e

G(d) fonksiyonunun F(d)’yi O(dz) gibi d >0 ile yaklastirdigin1 goriiyoruz
In(4 1

(bkz. Sekil 2.16.). Ayrica f>5 igin G (0) <0ve G(In 2n(ﬂ—a)+1)) >0 dir.

Bu ifadeler teoremin ispatin1 tamamlamaktadir.
10 —

0.8+

g

i " " i L 1 1 s " 1 L 1 : !

2 4 6
Sekil 2.16 f=2,0=6; d =0.0534283i¢in C, ; ve Sfﬁ fonksiyonlari

2.5 Log-lojistik ve doniistiiriilmiis log-lojistik fonksiyonlar:

Adim fonksiyonunun biyolojik uygulamalarda ortaya ¢ikan sigmoid log-
lojistik ve doniistiiriilmiis log-lojistik fonksiyonlar1 ile Hausdorff yaklagtirmasi ele
alinmakta ve Hausdorff mesafesi i¢in kesin iist ve alt siirlar elde edilmektedir.
Sonuglarimizi sergileyen sayisal ornekler de verilmektedir. Log-lojistik dagilima,
biyo-istatistik, popiilasyon dinamigi, tibbi arastirma [7] ve ekonomi gibi alanlardaki
modellemelerde kullanilmaktadir. Log-lojistik dagilimi Fisk dagilimi olarak da

bilinmektedir.
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Tanim. b,c > Oigin asagidaki sekilde tanimlanan kiimiilatif dagilim fonksiyonu:

f(t;a,b,c)= ; (2.53)

1+(t_a)
b

b =—aigin 6zel log-lojistik fonksiyonunu elde ediyoruz:

Ozel durum.

f(t;a,b=-a,c)=——. (2.54)

burada,
1 .
f(0;a,—a,c) = > dir.

Fisk fonksiyonu, veya log-lojistik fonksiyonu, P. Fisk [11] tarafindan ortaya atilmustir.

Shaw ve ark. [27], Gupta ve ark. [15], log-lojistik fonksiyonunu genellestiren bir

model tizerinde ¢alismaktadir [4].
Genellestirilen log-lojistik modeli i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu H(t;a,b,c, 1),
b,c>0,-1< 1 <1 i¢in asagidaki sekilde tanimlanir:

H(t;a,b,c,1) = LAECH A (2.55)

(5 (5]

Asagidaki 6zel durumu inceliyoruz:

HOabc )=t tPA G
2 1 —a g\
oy 1+(bj (2.56)
0< A<l
1
u=——— (2.57)

6]

olsun. (2.56)’dan asagidakileri elde ediyoruz:

1+ A1+ A2

1
AU —(L+A)u+==0,u,, =
1+4) > L2 21
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1+ -1+ 4° e
u= % nin ¢éziimiiyle ilgileniyoruz.
Ozel durum.

b,c > 0,0 < 4 <1ligin 6zel transmute log-lojistik fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanir.
H(t;a,b,c,1) = 1+4 —— 4 =
t—a _a\°©
W[5 (w5
b
1 1+2-+1+4°
1+ —
b
1
H(0;a,b,c,A)==
2
10 —
05t
0sf/
n.;-;"":
-11.01"'-01.5#”‘ ""0.15'"‘1.10

Sekil 2. 17 a=-1,¢c =10; H -mesafesi d =0.1709984 olan log-lojistik fonksiyonu

2.5.1 Adim fonksiyonunu log-lojistik fonksiyonuyla yaklastirma
Heaviside adim fonksiyonu ho(t)’nin (2.55) formundaki sigmoid log-lojistik

fonksiyonlartyla Hausdorff yaklastirmasimi [26] inceliyor ve en iyi yaklastirmanin

hatas1 i¢in bir ifade buluyoruz.
Heaviside adim fonksiyonu h, (t) ile sigmod log-lojistik fonksiyonu f (0;a,-a,c)

arasindaki Hausdorff mesafesi d =d (a,c)bu iliskiyi saglar:
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f(d;a,-a,c) =d—=1—d (2.59)

veya

Inﬁ—cln(l—gjzo (2.60)
d a

Asagidaki Teorem d (a, C) icin Ust ve alt sinirlar1 vermektedir.
Teorem 2.13 Heaviside adim fonksiyonu h ile sigmoid log-lojistik fonksiyonu (2.54)

c .
arasindaki Hausdorff mesafesi, her gergel 3 >2 igin a<Ove c>0parametreleri

cinsinden asagidaki sekilde ifade edilebilir:

P

<d< (2.61)
1-& 1-¢
a a
10
-||
08 |
|
EI.GF
u.4;
I
bag
I
R T O SR TR
Sekil 2. 18 a=-1,c=9; H -mesafesi d =0.06935olan log-lojistik fonksiyonu
Ispat. Asagidaki fonksiyonu inceleyelim:
F(d)=c|n(1—9j—lnE
2 d (2.62)
=c|n(1—9j—|n(1-d)-|n1
a d
c 1 1 1
Fd)=—2—+——+=>0 2.63
(d) a d'1-d d (2.63)
a
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buradan, F fonksiyonunun tam monoton artan fonksiyon oldugu sonucuna

varilmaktadir.

Asagidaki fonksiyonu ele alalim:

G(d) =(1—§jd —In% (2.64)

Taylor agilimindan:

(1——}1 cln(l j+|n(l d)=0(d?)

G(d)-F(d) = l——jd cln(l—%] +In(l—d) =0(d?)

elde ediyoruz.
Boylelikle G(d), F(d)’ye d —> 0,0(dz) ile yaklagir. Ayrica;
c(d)=1-S+150.
a d

C
Ek olarak 3 > 2 i¢in elimizde asagidaki esitlikler var:

6| L |=1-1na-S)<o,
Y a

1-~
a

In(l—j
G|l — & _inine-Y >o.
a

L
a

Bu esitlikler teoremin ispatini tamamlamaktadir.
Cizelge 2.4’te cesitli a ve ¢ degerleri igin iliski (2.60)’yi kullanan bazi sayisal
ornekler sunulmaktadir.

Cizelge 2.4 (2.60) ile ¢esitli a ve ¢ degerleri icin hesaplanan sinirlar.

a C d(a,c)
—1 1 0.1709984
—1 90 0.0369065
2 10 0.241953

—2 100 0.0569386
—3 100 0.0759188
—3 500 0.0226684

Kesin smirlart ispathiyoruz. Teorem 2.13’deki notasyonlar1 kullanarak asagidaki

esitsizligi veriyoruz.
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Teorem 2.14 . a,b,s,d e R i¢in

c 1
G'(d)=1-—+=>0. 2.65
(d) =5 (2.65)

Ispat. Buradan acik¢a gériiliiyor ki G (d) ‘nin ikinci tiirevinin:

In(1— ) Ininl— %)
a’ a

1

In1-)
a

<d

1-° 1-YHa+ )
a

In(1- ) Inin-5)
a a

+
1-° Inin(— %)
a @-S—a

a1 Ine-9
a

<

In(1- %)
a

tizerinde sabit bir igareti vardir.

c c
In (1—) In(1l—-)
L ,G L ve a ,G a

R L L
a a a a

noktalariyla tamimlanan diiz ¢izgidir.

08

04F

02F

S (e A Ak <R P R )

-10 -0.5 0.0 0.5 10

C
Sekil 2.19 Log-lojistik fonksiyonunun a=-2,b=-a,c=8,ve k= -3 =4 i¢in

Verhulst lojistik fonksiyonuyla karsilastirilmasi
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nt-% [Ina-9
d ,G a

L L
a a

noktasinda G (d ) ‘nin tanjanti sirastyla asagidaki noktalarda apsisi keser.

(o) iy
Ta -9 minfa-2)

Bu ifade teoremin ispatini tamamlamaktadir.

10 —
08k
06:-
Ot‘-

/02

————l " A " . “ " A " " " A

A A
-10 -0.35 00 03 10

o . C
Sekil 2.20 Log-lojistik fonksiyonunun (2.54), a=-2,b=-a,c=18 ve k= 3 =9
icin Verhulst lojistik fonksiyonuyla karsilastiriimasi.

2.5.2 ho(t)’yi doniistiiriilmiis log-lojistik fonksiyonu ile yaklastirma

Heaviside adim fonksiyonuh, (t) ile (2.58) formundaki Doniistiiriilmiis

sigmoid log-lojistik fonksiyonlari arasindaki Hausdorff mesafesini inceliyor ve en iyi
yaklastirmanin hatasi i¢in bir ifade buluyoruz.
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H(d;a,b,c,1)=1-d
1+ 4 A

< VR (2.66)
1+(d_aj [1+(d_aj J
b b

veya

1+ yl
- 7 —1+d =0 (2.67)

(5 (5
b b
(2.58)’den asagidaki esitligi buluyoruz.

n 1+ A —+1+ A2
2
A-1+1+ 1 (2.68)

=

C=

10}
08

02}

-10 -0.5 0.5 10

Sekil 2.21a=-1,h=1.05, b=-ah,4=0.25,c =5.07206; H -mesafesi
d =0.244635 olan Dontistiiriilmiis log-lojistik fonksiyonu
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10—
0aH

i
0.6 1

-10 -04 1] 10

Sekil 2.22 a=-1,h=1.01, b=-ah, 4 =0.5,c = 48.3614; H - mesafesi
d = 0.0563904 Déniistiiriilmiis log-lojistik fonksiyonu

I 0.
! Lo et it alierire v v ie el e
oM 3w 05 0 o AT 00 0 05 0]

05 , m

-1k

Sekil 2.23 Fonksiyonlar F(d,a,b,c, 1) ve G(d,a,b,c, 1)

Cizelge 2.5’te ¢ esitli a,k,b=-ah, 4 ve ¢ degerleri i¢in (2.67) baglantisin1 kullanan

bazi sayisal drnekler sunulmaktadir.
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Cizelge 2.5 (2.67) ile ¢esitli a,k,b=—-ah, 1 ve ¢ degerleri i¢in

a k b=ah A c d

-1 1.01 1.01 0.25 24.8702 0.0940255

-1 1.01 1.01 0.5 48.3614 0.0563904
-1 1.05 1.05 0.25 5.07206 0.244635
-0.8 1.05 0.84 0.75 14.2067 0.108187

-2 1.001 2.002 0.5 481.452 0.0162858

-3 1.0001 3.0003 0.75 6931.82 0.00233178
-4 1.00001 4.00004 0.9 80887.1 0.000324614

Teorem 2.15 Heaviside adim fonksiyonu hy(t) ile Déniistiiriilmiis log-lojistik

fonksiyonu (2.58) arasindaki Hausdorff mesafesi d igin asagidaki alt sinir gegerlidir

b

5 ed (2.69)
Burada,
1+ (-3 a-2) 2-3ytecy  (“F)yteeas )
{=— D - t,=1-—D ——+ b . “dir,
@+ - 5)) QD @)
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3. SONUC VE ONERILER

H -siirekli adim fonksiyonlar1 ve piiriizsiiz sigmoid fonksiyonlari, biyolojik
dinamik stiregleri,6zellikle de neredeyse adim adim gelisen belirli enzim kinetigini ve

popiilasyon biiytime siire¢lerini modellemek i¢in kullanilir [21].

1.x107%2 [\

s.x 10783 L | |l

-5.x107%

Sekil 2.24 Cozimi kr > 30 i¢in basarisiz olur.

Bu tiir islemler genellikle piiriizsiiz sigmoid fonksiyonlarla (6zellikle sinir
aglar1 teorisinde) agiklanir veya yaklasik olarak tahmin edilir, ancak H -siirekli adim
adim fonksiyonlar da uygun birsekilde kullanilabilir.

Biyolojik siiregler genellikle ¢ok hassastir ve aralik analizi [20] ¢er¢evesinde
etkili bir sekilde incelenebilir. Verhulst modeli, ¢6ziim olarak basit bir lojistik sigmoid
fonksiyonunu igeren Onemli bir klasik ornektir. Bu modelin, belirli {ireme

biyokimyasal mekanizmalarin1 tanimlayan basit otokatalitik reaksiyonlarla
baslatildig: gosterildi.

Bir dizi hesaplama Orneginde, lojistik fonksiyonun Heaviside adim
fonksiyonuna yaklasmak i¢in uygulanabilirligini ve sonug¢ olarak popiilasyon
dinamikleri ile ilgili zaman dersi deneysel verilerinin uydurulmasinda
kullanilabilecegi gosterildi. Bilinen iki sigmoid fonksiyonu sinifiyla (bunlar lojistik ve

aktivasyon fonksiyonu gruplaridir) ilgili ¢esitli sayisal, modelleme ve yaklastirma

konularindan bahsedildi.
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Her iki smifin yasam bilimlerinin ¢esitli alanlarinda bircok uygulamasi

bulunmaktadir [21,23,19].

Kesim fonksiyonlarmin lojistik fonksiyonlariyla iiniform ve Hausdorff
yaklastirmalar1 incelenmistir. Bir kesim fonksiyonu ile ilgili lojistik fonksiyonu
arasindaki en iyi iiniform yaklastirmanin, k egimine bagl olmayan bir mutlak sabit

deger oldugu gosterildi..

1.0 T s ——
08} /

0.4+

02r

Sekil 2.25 f=50=3;d =0.03989

1.0

S

0.8

LN S S B S

T

06

04

0.2

T T T T T T T

i

Sekil 2.26 S =10,0=4;d =0.0154697 icin c,, ve S(ﬂ)w fonksiyonlar1
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Diger yandan Hausdorff mesafesinin (H -mesafesi) egim K ’ye bagl ve
k — o0 iken sifir olma egiliminde oldugunu gosterildi. Ayrica kesim fonksiyonunun
Hausdorff bakimindan adim fonksiyonuna gittigi durumdaki sinirlama durumundan da
bahsedildi. Kesim  fonksiyonunun  aktivasyon  fonksiyonu  grubuyla
yaklastirllmasindan da bahsedildi. Bir kesim fonksiyonu ile bu fonksiyonun en iyi
yaklastiran aktivasyon fonksiyonu arasindaki H -mesafesi i¢in yeni bir tahmin
getiriyoruz. Tahminimiz bilinen bir sonucu genisletildi ve kesim fonksiyonunun

aktivasyon fonksiyonlartyla [10] yeterince rastgele yaklastirilabildigi gosterildi.

Daha sonra tahminimiz, adim fonksiyonunun smirlama durumunu kapsayacak
sekilde genisletildi. H -siirekli fonksiyonlarla ilgili temel sonuglar ve bunlarin Ger¢ek
Analiz, Yaklasim Teorisi, Kiime Degerli Analiz ve Bulanik Kiimeler ve Sistemler gibi

soyut alanlardaki problemlere uygulanmasi igin tavsiye edilir [2,9,12].
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