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OZET

LINEER OLMAYAN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
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Bu tez ¢alismasinda, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin dalga
coztimleri, gelistirilmis iistel fonksiyon yontemi kullanilarak analiz edilmistir. Bu
yontem, Calogero Bogoyavlenskii Schiff ve Whitham Broer Kaup denklemlerine
uygulanmis ve matematiksel program araciligiyla ¢6ziim fonksiyonlar elde edilmistir.
Matematiksel modeli temsil eden ¢6ziim fonksiyonlarinin davranislarini ifade eden iki,
uc boyutlu ve dis hat grafikleri uygun parametreler belirlenerek ¢izilmistir.

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tarihgesi ve
kullanim yerleri hakkinda bilgilere yer verilmistir.

Ikinci boliimde tez calismasi icin gerekli olan temel tanim ve kavramlar
tanitilmastir.

Uclincli bolimde, tez calismasinda denklemlere uygulanacak olan ustel
fonksiyon yontemi ifade edilmistir.

Dordincu bélimde, Calogero Bogoyavlenskii Schiff ve Whitham Broer Kaup
denklemlerinin dalga ¢o6ztimleri gelistirilmis tstel fonksiyonu yontemi ile
incelenmistir. Lineer olmayan matematiksel modellerin fiziksel davranislarini simiile
eden grafikler program yardimiyla ¢izdirilmistir.

Besinci boliimde bu tez calismasinda kullanilan yontemin dalga ¢oziimleri
degerlendirilmis ve elde edilen sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Calogero Bogoyavlenskii Schiff (CBS) ve Whitham Broer Kaup
(WBK) denklemi, Dalga ¢6zumi, Lineer Olmayan Kismi
Difarensiyel Denklemler, Gelistirilmis Ustel Fonksiyon
Yontemi
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In this thesis, wave solutions of nonlinear partial differential equations have
been analyzed using the modified expansion function method. This method was
applied to Calogero Bogoyavlenskii Schiff and Whitham Broer Kaup equations and
solution functions were obtained by means of a mathematical program. Two, three-
dimensional and contour graphs expressing the behavior of solution functions
representing the mathematical model were drawn by determining appropriate
parameters.

This study consists of five chapters.

In the first section, information about the history and usage areas of nonlinear
partial differential equations is given.

In the second part, the basic definitions and concepts required for thesis study
are introduced.

In the third section, the modified exponential function method applied to the
equations in the thesis study is expressed.

In the fourth section, the wave solutions of Calogero Bogoyavlenskii Schiff
and Whitham Broer Kaup equations are examined by using the modified expansion
function method. Graphics simulating the physical behavior of nonlinear mathematical
models were drawn with the help of the program.

In the fifth chapter, the wave solutions of the method used in this thesis are
evaluated and the results obtained are given.

Keywords: Calogero Bogoyavlenskii Schiff (CBS) and Whitham Broer Kaup (WBK)
Equaiton, Nonlinear Partial Differential Equations, Modified
Exponential Function Method
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1. GIRIS

Insanoglu eski ¢aglardan bu yana doga olaylarini anlamaya, yorumlamaya ve
kendi amaci ¢er¢evesinde kullanmaya ¢alismistir. Yillar igerisinde birgok bilim insani
bu ama¢ ugruna calismalar yapmustir. Fizikle ilgilenen bilim insanlari bazi doga
olaylarin1 yorumlayabilmek ve kendi adma kullanabilmek i¢in modellemeler
yapmistir. Bu modellemelerde ise olaylarin degisken sayilarina ve bu degiskenlerin
birbirlerine etkilerine gore degisik denklemler kurmuslardir. Literatiirde yer alan
cesitli caligmalarda bu tlr denklemler siniflandirilmis ve herbiri igin ayr1 bir ¢6ziim
yontemi gelistirilmistir. Denklemlerin ¢6ziilmesiyle, temsil ettigi matematiksel
modelin fiziksel davranisi ile ilgili analiz yapilmasina imkan saglar. BOylece
muhendislik, iktisat, fen, saglik, ekonomi gibi pek ¢ok bilim dalinda karsilastigimiz
bircok olayr temsil eden matematiksel modeller literatiire kazandirilmistir. Bu
modellerin her biri birer diferansiyel denklem ile ifade edilir. Ornegin fizik biliminde:
top mermisinin aldig1 yolu, radyoaktif bir maddenin bozulma hizini, 15181 farkh
ortama gecerken dogrultu degistirmesini, biyoloji alaninda; hiicre bozulmasi ve
yenilenmesi, DNA nin yapisindaki bozulma sonucunda olusan mutasyonlarin
tespitinde, miihendislik alaninda; herhangi bir yapinin ka¢ siddetindeki depreme
dayanikli olacagini 6lgmede, bir aracin ka¢ km hiza saglikli bir sekilde ¢ikabileceginin
tespit edilebilmesi, bir sinyalin maksimum ¢ekim alaninin 6lgilebilmesinde, saglik
alaninda; bir hastaligin yayilma hizi, hastaligin bulastigi bir kisinin viicudunda tiretilen

antikor miktarinin hesaplanabilmesinde diferansiyel denklemler kullanilmaktadir.

Diferansiyel denklemler bir fonksiyonun ve bu fonksiyonlarin g¢esitli
mertebeden turevleri arasindaki iliskiden olugmaktadir. Diferansiyel denklemler ile
ilgili ilk calismalar ise 17. yy’da baslamistir. Bu ¢alismalar homojen ve degiskenlerine
ayrilabilen adi diferansiyel denklemler iizerinde yapilmistir. Diferansiyel ve integral
hesabinin kesfedilmesiyle ilk olarak ingiliz matematikgi Isaac Newton (1646-1727),
1671 yilinda yayinlanan “Methodus fluxionum et Serierum Infinitarum” isimli

kitabinda  birinci  mertebeden  diferansiyel  denklemleri  dy/dx = f(x),
dy/dx=f(x,y) ve xo0y/ox +X,0y/0x, =Yy seklinde ii¢ ayri sinifta incelemistir

(Sevimli, 2016). Bu sayede gercek hayatla ilgili problemlere ¢ozumler tretilmistir.

Alman matematikci Leibniz (1646-1716) ise “yergekimine karst viicudun hareketini”



incelemek igin diferansiyel denklemler iizerine ¢aligma yapmistir (Upton, 2004).
Ilerleyen zamanlarda matematik tarihinde biiyiik isim yapmis olan Leonhard Euler
(1707-1783) diferensiyel denklemlerin derecesini diisiirme yontemlerini gelistirmistir
(Keene, 2007). Bernoulli kardesler ise ‘“Bernoulli diferansiyel denklemini”
bulmuslardir. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) n. mertebeden homojen
diferansiyel denklemlerin genel ¢6zim igin n tane lineer bagimsiz ¢éziimiin oldugunu

gOstermistir (Erdem, 2009).

Fiziksel niceliklerin ve bunlarin arasindaki baglantilarin anlamlarii ortaya
cikarmak i¢in de diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine ihtiya¢ duyulur. Cozimleri
elde etmek icin geometrik, cebirsel ve sayisal hesap yontemleri kullanilmistir (Hunt
ve ark. 2009). Bu sayede fen bilimcilere de bircok problemin ¢6ziiminde bu yénemler

katki saglamistir.

19.yy’da da Cauchy, tlrevlenebilir bir fonksiyonun agik bir kiimede holomorf
fonksiyon olmasini saglayan diferensiyel denklemler {izerinde ¢alisma yapmustir.
Chrystal, Jacobi, Picard, Fusch ve F.G. Frobenius’de diferensiyel denklemler izerinde

calisma yapan matematikciler arasindadir.

Teknolojinin gelisimine paralel olarak bilgisayar destekli hesaplama araglari
gelistirilmistir. Nitel ve niimerik yaklasimlarla diferansiyel denklemler daha detayh
analiz edilmeye baslanmistir. Bu sayede fen, mihendislik, istatistik gibi alanlardaki

problemlerin ¢6ziimii kolaylagsmistir.

Literatirde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢éziimlemek igin
cesitli yontemler bulunmaktadir. Bu yontemlerden bazilari; tanh fonksiyon metodu,
Malfliet tarafindan 1992 yilinda ortaya atilmistir. Gelistirilmis tanh fonksiyon metodu
ise Chen ve Zhang tarafindan 2004 yilinda literatiire kazandirilmistir. (G G)-agilim
metodu, 2008 yilinda Wang ve arkadaslari tarafindan incelenmistir. Bu metotda ikinci
mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel denklemler bulunmaktadir. Baslangicta
lineer olmayan denklemlerin hareketli dalga doniisiimlerini elde etmek amaciyla
ortaya atilmistir. Metodun ana fikri lineer olmayan denklemlerin hareketli dalga

¢ozlimlerini (G G) ’nin bir polinomu olarak ifade edebilmektir (Gengoglu, 2013).

Deneme denklem metoduda ilk kez 2005’de Liu tarafindan literatiire

kazandirilmigtir. Liu’nun kullandigi bu yontemdeki ana diisiincesi ise diferansiyel

2
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denklemin tam ¢O6ziminu integral alarak elde etmektir. Deneme denklem metodu
2012 yilinda Pandir ve arkadaslarinin yaptigi bir calisma tizerinden gelistirilerek
literatiirlere genisletilmis deneme denklem metodu kazandirilmistir (Gurefe ve ark.,
2018). Daha sonra tam polinomal diskriminat sistemine dayali, bir deneme denklem

yontemi gelistirilmistir (Jun, 2011).

Calismamizda ise gelistirilmis Ustel fonksiyon metodu kullanilmistir. Bu
metod ilk kez 2006 yilinda He ve Wu tarafindan literatiire kazandirilmistir. Amaglari
ise lineer olmayan hareketli denklemlerin tek ve benzeri ¢cdzimlerini elde etmektir.
Cozlimleri bulmak igin lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere dalga
doniisimiinii uygulamiglardir. Bu metot yardimiyla Calogero Bogoyavlenskii Schiff
denkleminin ve Whitham Broer Kaup denkleminin yirtyen dalga cozimleri elde

edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1: (ab) arahginda tanimh x,e(a,b) olacak sekilde y= f(x)

fonksiyonunun

y'= f I(XO):Ilm f(X0+h)_ f(XO)’

x—0 h

limit degerine f fonksiyonunun X = X, noktasindaki tiirevi denir.

Tamm 2.2: Bir diferansiyel denklemde en yuksek mertebeli tirevin kuvvetine

denklemin derecesi denir.

Tammm 2.3: Diferansiyel denklemin en yuksek mertebeden tirevi o denklemin
mertebesini belirlemektedir.
Tammm 2.4: X degiskeni ile bu degiskene baglh y= f(x)fonksiyonu ve bu

fonksiyonun ¢esitli mertebeden tiirevlerini iceren denkleme diferansiyel denklem adi

verilir. Buradaki x degiskenine bagimsiz degisken, y degiskenine bagimli degisken

denir.
Bir diferansiyel denklemin genel hali; F(x,y,y,Y ..., y") =0 ile ifade edilir.

Tamim 2.5: Bir ya da birden fazla bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz degiskene
gore kismi tiirevlerini igeren diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem denir
(Maden, 2013).

Tanim 2.6: Bir veya birden fazla bagimli degiskenin tek bir bagimsiz degiskene gore

tirevlerini iceren denkleme adi diferansiyel denklem denir (Maden, 2013).

Tamim 2.7: Diferansiyel denklemdeki her bagimli degisken ve turevleri sadece birinci
dereceden ise ayn1 zamanda bagimli degiskenler ve tirevleri ¢arpim seklinde
bulunmuyorsa bu tur denklemlere dogrusal(lineer) denklemler denir (Sezer ve
Dascioglu, 2014).

n. mertebeden lineer bir diferansiyel denklemin en genel hali:
Y+ L,0y" P + 0y + £ (X)y = R(X),

seklindedir.



Tanim 2.8: Bir diferansiyel denklemde; bagimli degisken iistel, trigonometrik ya da
logaritmik olarak bulunuyorsa, kendisi veya tirevleri ile ¢arpim yada boliim
durumundaysa veya turevinin derecesi iki ya da daha fazla ise lineer olmayan

diferansiyel denklem denir (Cesur, 2004).

Kavram 2.1: Dengeleme prensibi, elde edilen lineer olmayan adi diferansiyel
denklemde en yuksek mertebeden tirev iceren terim ile en yuksek dereceli lineer

olmayan terimin esitlenmesiyle bulunur (Bulut ve ark., 2018).



3. METOT

3.1 Gelistirilmis Ustel Fonksiyon Metodu

Gelistirilmis tistel fonksiyon metodunda oOncelikle lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin genel formu asagidaki gibi ifade edilir (Baskonus ve ark.,
2017).

P(u,u,,u ,u,u,,u ) =0, (3.1.1.3)

xx 1 xt’uxy’uxxxy"'

P (U, Uy, Ug, Uy, U o.) = 0. (3.1.1.b)

XX XXXt

Buradaki u=u(x,y,t), u=u(xt) seklinde iki veya ii¢ degiskenli bir
fonksiyondur. P ise lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin en genel halidir (Yel
ve Akturk, 2019).

Adim 1: (3.1.1.a) ve (3.1.1.b) lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerinin
bagimsiz degiskenlerine goére & =0 olacak sekilde u fonksiyonuna asagidaki gibi

dalga doniisiimii uygulanir;
u(x,y,t)=u(&), &=k(x+y-—ct). (3.1.2.3)
u(x,t)=u(&), &=k(x—ct). (3.1.2.h)

(3.1.2.a) ve (3.1.2.b) denklemlerindeki dalga doniisiimii yardimiyla ele alinan lineer

olmayan kismi diferansiyel denklemleri igin gerekli olan u fonksiyonu ve unun &’ye

bagli tiirev kavramlar elde edilip (3.1.1.a) ve (3.1.1.b) denklemlerinde yerine

yazilirsa;
N(u,u,,(u,)’u,,u_)=0, (3.1.3.a)
N(u,u?,u’u, ) =0, (3.1.3.b)

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, lineer olmayan adi diferansiyel

denklemlere dontismektedir.

Adim 2: Gelistirilmis tstel fonksiyon metodunda kullanilan u ¢6zim fonksiyonu

asagidaki gibidir:



A [e—a(g)] _ A+ Ae?+..+Ae™

8 [e,g(g)]i B,+Be’+..+Be™"
j

(3.1.4)

i
NgRlitNgt

Il
o

Buradaki A, #0,B,#0 olmak Uzere A,B.(0<i<n,0<j<m) Kkatsayilardir.

Dengeleme prensibi ise elde edilen denklemde en yuksek mertebeden tirev iceren
terim ile en buylk dereceli lineer olmayan terimin esitlenmesiyle bulunur (Bulut ve
ark., 2018). Dengeleme prensibi kullanilarak mve n {ist sinirlar1 arasinda baginti elde
edilir. Elde edilen bu bagintidaki m sabitinin yerine keyfi pozitif tam say1 Obelirlenir

ve n pozitif sabiti de bulunur. Béylece toplam semboliiniin {ist sinirlart elde edilmis

olur.
(@)= 4 49 |, (3.L5)

: 1
9 (&) = e ke’ + 4

 ke?© 4 2676 41
o e4()

(3.1.5) denkleminin &’ye gore integrali alinirsa asagidaki durumlar elde edilir (Naher
H, Abdullah F A, 2013).

Durum1- u#0,A*—4u>0,
9(5)—In[_—Wtanh£—W(EE+§)] A ] (3.1.6)
u

Durum 2- u#0, A>—4u <0,

9(5)_|n(\’}“2+4“ tan[v_/122+4ﬂ(EE+§)J A J (3.1.7)

2u 2u

Durum 3- u=0, A0 ve 1>-4.>0,

8(5):-In(%u). (3.1.8)

e



Durum4- u#0,A#0ve A*—4u=0,

9(£)= ln(— uﬁ; f);)“j (3.19)

Durum5- =0, A =0 ve A*-4u=0,
9(&)=In(EE +¢&). (3.1.10)
Yukarida elde edilen durumlara gore, $(&) fonksiyonlari (3.1.4) denkleminde

yerine yazilarak metoda gore varsayim olarak matematiksel modellerin hareketli dalga

¢Oziim fonksiyonlar elde edilir.

Adim 3: Lineer olmayan adi diferansiyel denklemindeki gerekli tiirev ifadeleri (3.1.4)
¢ozlim fonksiyonunda olusturularak (3.1.5) denkleminde yerine yazilir. Bu denklemin
cozllmesiyle cebirsel denklem sistemi elde edilmektedir. Bu denklem sistemi
Mathematica paket programi yardimiyla ¢oziilerek u ¢6zim fonksiyonu icin gerekli
katsayilar elde edilir. Elde edilen katsayilar ve yukarida verilen durumlardaki
degerleri de U ¢ozliim fonksiyonunda yerine yazildiginda bir fonksiyon elde edilir (Xu,
2008). Bulunan bu fonksiyonun lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi saglayip
saglamadigi mathematica paket programi yardimiyla kontrol edilir. Eger denklemi
sagliyorsa ele alinan u fonksiyonu, linecer olmayan kismi diferansiyel denkleminin

hareketli ¢6zim fonksiyonudur (He ve Wu, 2006).



4. METODLARIN UYGULANMASI

Bu boélimde gelistirilmis iistel fonksiyon metodu, Calogero Bogoyavlenskii
Schiff denklemi ve Whitham Broer Kaup denklemine uygulandi. Elde edilen ¢6ziim
fonksiyonlarmna metodun kriterlerine uygun parametreler belirlenmistir. Bu degerlere
gore bulunan dalga ¢6ziim fonksiyonlarinin davraniglarini temsil eden ¢ boyutlu, dis

hat ve iki boyutlu grafikleri ¢izdirilmistir.

4.1 Calogero Bogoyavlenskii Schiff Denklemine Gelistirilmis Ustel
Fonksiyon Metodunun Uygulanmasi

Calogero Bogoyavlenskii Schiff denklemi, kuantum mekanigi, akiskanlar
mekanigi ve plazma fizigi gibi bir¢cok alanda salinim hareketi yapan cisimlerin

davranislarini agiklamak icin kullanilir.
Calogero Bogoyavlenskii Schiff denkleminin genel hali ise asagidaki gibidir:
U, +4uu, +2u,u +u,. =0 (4.1.1)
(4.1.1) denklemine bagimsiz degiskene gore asagidaki dalga doniisiimii uygulanir.
u(xy,t)=u(&), <&=k(x+y—ct). (4.1.2)

(4.1.1) denkleminde gerekli olan tiirev ifadeleri (4.1.2) denkleminden asagidaki gibi
elde edilir.

uos Mo ool Mo U of

U

agTax T egTax Y agtey Y egey t ag et

_ _ 1,2 _ _ L2 _ _Ale? _ L4
U, =ku,U, =ku,, U, =ku, U =ku, U, =-cku,, U, =KU.,..

Bulunan tirevler (4.1.1) denkleminde yerine yazilarak diizenlendiginde;

—ck’u,. +4k°u.u,. +2K°u.u,. +k*u,... =0, (4.1.3)

elde edilir. (4.1.3) denklemine u, =u’ doniisiimii uygulandiginda;
—ck®u" +6k%u'u” +k*u"" =0, (4.1.4)

bulunur. (4.1.4) denkleminin & ye gore integre edildiginde;
—ck?u’+3k*(u’)* +k*u" =0. (4.1.5)



denklemine déniisiir. (4.1.5) denklemini daha sade hale getirmek icin u" = v doniisiimii

uygulandiginda;
—cv+3kv? +k*v" =0, (4.1.6)

lineer olmayan adi diferansiyel denkleme indirgenir (Gurefe ve ark., 2018). (4.1.6)
denkleminde en yiiksek mertebeden tlrev iceren terim ile en buyik dereceli lineer

olmayan terim alinarak dengeleme prensibi uygulandiginda;

VARV
(enfm)Z ~ enfm+2
2n-2m=n-m+2
n~m+2
bagintisi elde edilir. m=1 i¢cin n=3bulunur. m ve n degerleri i¢in (3.1.4) denklemi

diizenlenirse;

+ e_ng + e_2‘9 + e_3‘9
U(§)=AO A —3 N (4.1.7)
B0 + Ble

seklinde bulunur. 3=(9,¢) ifadesi asagidaki gibi kabul edilir:
9 (&) =e9 + ke’ + 4.
Y=A+Ae’+Ae? +Ae™.
¥ =B,+Be"’.
(4.1.3) denkleminde belirtilen tlrev ifadeleri (4.1.7) denkleminden elde edilip yerine

yazildiginda e”’ min kuvvetlerinden olusan cebirsel denklem sistemi bulunur. Ortaya
¢ikan bu denklem sistemi, Mathematica paket programi yardimiyla ¢Ozildiigiinde
(4.1.7) denklemi igin gerekli olan katsayilar elde edilmis olur. Bu katsayilar ise (4.1.7)
denkleminde yerine yazilirsa 6ncelikle adi diferansiyel denklem elde edilir. C6zum
sartlar1 altinda lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi saglayip saglamadigi
kontrol edilir. Boylece Calogero Bogoyavlenskii Schiff denkleminin ¢6zim

fonksiyonlart bulunmus olur.
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Durum-1:

2 2p?2
OB BB A LA -CE A=A )
4B, A 4 B, A B,
(A OB
B, 4 A
2 2
eo[w[%ﬂjﬁcj_w+wwem[mwem
4 B, A A 4B, B,
V= . (4.1.8)

Be ™ +B,

(4.1.6) denkleminde v=u’" déniistimii kullanilmistir. Bundan dolayi (4.1.8) denklemi
£ ye gore integre edildiginde;

e‘39A3+e‘29A3 ﬂ,+& +/12AaBo_CBoBl+
B, 4B, A

| [1 48,) B |
u=|e [4/1A3[/1+81J AJ (4.1.9)

B, +e B,

(4.1.9) denklemine dontigiir. Yukaridaki katsayilar1 kullanarak (4.1.9) denkleminin

¢6zUm fonksiyonlar1 elde edilmistir.

Cozam Ailesi 1: =0, 22 —41>0 icin (4.1.1) denkleminin ¢6zimu ve elde edilen
grafikleri agagidaki gibidir:
((U(—Z}L + (/12 - 2,u)g)+ 2105y —4;1\/;(0) As)
= : (4.1.10)

Hha 2 csB,
4(A% —2u+2uy)B, - A

¢ =(EE+¢), WzCOSh[(EE+§)«//12—4y]
¢=Sinh[(EE+§)4/12—4y] v=A—4u |

Burada

11
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Sekil 4.1: B, =1 A =2,c=1,A1=3k=-1, u=2,EE=0.75,y =1 iken (4.1.10)

denkleminin {i¢ boyutlu ve dis hat grafikleri ile t =1 anindaki iki boyutlu
grafigi

Cozam Ailesi 2: u =0, 22 —44 <0 igin (4.1.1) denkleminin ¢bzumu ve grafikleri

asagidaki gibi elde edilmistir:

((u(—2/1+(/12—zy)g)+2yug¢+4u\/$)7A3) |

U, = B (4.1.11)
2 Cob,
4(2% — 24+ 2.¢)B, -
( (4% —2u+2up) % j
¢=COS[(EE+§)«/—12 +4,u] S L
Burada

y = SIN[(EE + =A% +4u], ¢ =(EE +¢)

\ \ =025

Sekil 4.2: B =1, A, =2,c=-2,A=1K :—1,/1:%,EE =0.75,y =1 iken

(4.1.11) denkleminin ti¢ boyutlu ve dis hat grafikleri ile t =1 iki boyutlu
grafigi

12



Cozam Ailesi 3: u=0, 1#0, 22 —4u>0 icin (4.1.1) denkleminin ¢6zim
fonksiyonu ve grafikleri asagidaki gibi bulunmustur:

4
/1(_—1+e14 +/1§jA3 _ C£B, _

4B, A

(4.1.12)

Uz =

Sekil 4.3:B =2, A, =2,c=1,1=2k =—%,ﬂ=o, EE =0.75,y =1 iken (4.1.12)

denkleminin (¢ boyutlu ve dis hat grafikleri ile t =1 anindaki iki boyutlu
grafigi

Coziim Ailesi 4: £#0,A1#0ve > ~4u=0 (4.1.1) denklemi igin ¢oziim
fonksiyonu ve grafikleri asagidaki gibi bulunmustur:

_|___AA cB
u1,4_( (2+/1g)|31 % J (4113)

Burada (g =(EE +5))'

Sekil 4.4:B, =1, A, =1,c=0,A=2,k :—%,y:l, EE =0.75,y =1 iken (4.1.13)

denkleminin (¢ boyutlu ve dis hat grafikleri ile t =1iki boyutlu grafigi

13



Coziim Ailesi 5: £=0, 1=0ve A°>-4u=0, (4.1.1) denklemi icin ¢éziim fonksiyonu
ve grafikleri asagidaki gibi bulunmustur:

2 2
(_4+M+4/1Log [g]j,%
_ 2 _
Us = 4B, A . (4.1.14)

Burada (g =(EE +§))'

Sekil 4.5: B =1, A, =1c=0,4=0,k =—%,ﬂ=o, EE =0.75,y =1 iken (4.1.14)

denkleminin (¢ boyutlu ve dis hat grafikleri ile t =1 iki boyutlu grafigi

Durum-2:
A = uAB, 2cB B A = A - 2cB/? s 2B, 1A} —CB/
B, 3A | U 3A B,
AB, 2 2 A, 2\} ﬂAaz - CB12
=% o [uAZ—cB?, k=——2, j=NAS TR
A, B, HA ol 2B, A
B
e 2 fAu—Brc+ B |4
(»\/Aaﬂ ) B,
e ZBOVA%‘ZIL‘_Blzc_2812C+A3ﬂ —
B, 3A,
2§081C+ AgBO'U+A3€_3Q
Ve A - (4.1.15)
Be ™ +B,

(4.1.6) denkleminde v=u" déniisiimii kullanilmistir. (4.1.15) denklemin £ye gore

integrali alindiginda;

14



e A+ 'U'EBO - ZZBAOSBl +e% ( AEBO + ZQ/yAf —CB; j+
1 1

o0 (20812 N 2B, A’ B! J

3A B,

, 41.16
B, +e B, ( )

u, =

denklemine donisiir. Elde edilen Kkatsayilar kullanilarak asagidaki ¢6ziim

fonksiyonlart bulunmustur.

Cozam Ailesi 1: u# O,/l2 —44>0 igin (4.1.1) denkleminin ¢6zimu ve elde edilen
grafikleri asagidaki gibidir:

—64 ArcCoth[5]+ 3/1[Zg ~Z- LOQ[Z]J -
X 4cgBl

A
U,y =| 68: | 63opSinh e | A (4117
X

6(~Ac +2ArcCoth[5]+ Log | 7])[uA? — cB?

Y= X2—2u+2uCosh[ EE+¢E «/X2—4u} , 0=\ -4y,

EE+& 32-4n
2

Burada
8 =

1

«W -4

ACoth

,c= EE+&

\ @ )
Sekil 4.6: A, =1,B, =~/2, u=—-1,c =—1,k :-%,z: 2,EE =0.75,y =1 iken
(4.1.17) denkleminin g boyutlu ve dis hat grafikleri ile t =1iki boyutlu
grafigi

Cozam Ailesi 2: =0, 22 —44 <0 icin (4.1.1) denkleminin ¢ozimu ve elde edilen

grafikleri asagidaki gibidir.

15
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3v
A((EE + &) -—-3logln] +
Aq 64v Arc C ot[x] - ! 4cg812
| -
68, 2 2 —uzySin[ —/12+4ﬂ7:| A3 '
L v . (4.1.18)
o~
(_12»\f_1)2 Arc Cot [x] - 6v (ig—LOg[”])) m
ACot[Wﬂ(EE%)}
Burada | « = 2

\//12_4;! ,0=2A"—4u, ¢=(EE+¢) '

n=A° —2,u+2,uCOS[«[—ﬂz +4,U(EE+§)J

Unalet)

L T
_— N\ :o,rs

1
Sekil 4.7: A, =1,B, =1,u=2,0=1,k=—§,ﬂ=2, EE =0.75,y =1 iken (4.1.18)

denkleminin parametrelerine gore ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1 iki
boyutlu grafigi

Cozam Ailesi 3: =0, A =0, 22 —44>0 i¢in igin (4.1.1) denkleminin ¢6zimi ve
elde edilen grafikleri agagidaki gibidir:

3(—;+(/12 +,u)§—/1Logl9JA3—2C§Bl+

L= 6(—/1§+Logl9)a/yA§—ch
23

3B,

(4.1.19)

Burada (9:1—e“EE*5)).
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Sekil4.8: A, =1,B, =1, #=0,c=-1Kk =—%,}L=2, EE =0.75,y =1 iken

(4.1.19) denkleminin parametrelerine gore ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1
iki boyutlu grafigi

Cozum Ailesi 4: u#0, 4= 0,12 -4 =0 icin (4.1.1) denklemi icin ¢6zim
fonksiyonu ve grafikleri asagidaki gibi bulunmustur:

1 ((24,u
12B, "~ 4

%—12(/@ —2Log[o])\uAl —cB?)

Burada (o =2+ A(EE +¢), v=A* -4y, ¢ =(EE+&)).

Ug.a0
fm— ' \
4
\ ) 14

2
+300+ €Y 1230 oglo]) A, -
o (4.1.20)

Sekil 4.9: A, =1,B, =1, 4 =5,c=0,k =—%,/1 =25, EE =0.75,y =1 iken (4.1.20)

denkleminin {i¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1 anindaki iki boyutlu grafigi

Co6zim Ailesi 5: =0, 1=0, 12 —4u=0icin (4.1.1) denkleminin ¢6zimi ve elde
edilen grafikleri asagidaki gibidir:

17



3(-1+pg ) A ZCi %L 1 6Loge)\[uAl —cBY

T 5 5 . (4.1.21)
1

Burada (¢ =(EE +¢)).

Sekil 4.10: A, =-1,B, =1, u=0,c=0,k :%,/1 =0,EE=0.75,y =1 iken (4.1.21)

denkleminin ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1iki boyutlu grafigi

4.2 Whitham Broer Kaup Denklemine Gelistirilmis Ustel Fonksiyon
Metodunun Uygulanmasi

Bu bélimde, Whitham Broer Kaup denkleminin dalga ¢ozimlerini gelistirilmis
ustel fonksiyon metodu kullanilarak arastirildi. WBK denklemi mekanik dalgalar,

dogrusal bir su dalgasinin kirilmasi gibi bir¢ok alani temsil etmektedir.
WABL denkleminin genel hali ise asagidaki gibidir:
u, +uu, +v, +pu, =0,
v, +(w), +au,,, — pv,, =0. (4.2.1)

(4.2.1) denklemi icin «ave S keyfi sabit olmak lzere bagimsiz degiskenlere gore

asagidaki dalga doniisiimii uygulanir.
u(x,y,t)=u(&), &=k(x+y—ct) (4.2.2)

Dontisiimii uygulayabilmek igin (4.2.1) denkleminde gerekli tlrev kavramlari (4.2.2)

denkleminden asagidaki gibi elde edilir.

U_@_u8_§ U_a_u% U _%% U __8u§§a_§
e et X e ox e ox ™ 8E T ox

18



U, =—cku,, U, =ku, U, =Kku., U,=ku

XX EEr XXX &g
_vOdg \, _OvOc _ N 0
aEox Tt e ot Y B8E ox

V. =kv,, V,=—ckv., V, =k’,.
Bulunan ilgili tirevler (4.2.1) denkleminde yerine yazilarak diizenlendiginde;
2
—keu, +kuu, +kv, + gku,, =0,
3 2
—kev, +ku.v+kuv, +aku,,. — Bk, =0, (4.2.3)

elde edilir. (4.2.3) denkleminin & ye gore integrali alinirsa;
cu —%—v—ﬂkué =0,

2 _
cv—uv—aku,, + pkv. =0, (4.2.4)

(4.2.4) denklemine doniisiir. Denklemi daha sade hale getirmek igin (4.2.4)

denkleminde v ve v, yalniz birakildiginda;
V, =CU, —uu, — Sku,,,

2

v:cu—u?—ﬂkug, (4.2.5)

elde edilir. (4.2.4) denkleminde (4.2.5) denklemleri yerine yazilirsa;
2c’u—3cu’ +u’ —(2ak’ +24°k*)u,, =0, (4.2.6)
Lineer olmayan adi diferansiyel denkleme indirgenir. (4.2.6) denkleminde en yiiksek

mertebeden tdrev iceren terim ile en biyuk dereceli lineer olmayan terim alinarak

dengeleme prensibi uygulandiginda;
ul=u
3n-3m~n-m+2

n=m+1
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bagintis1 elde edilir. m=1 icin n=2 olarak bulunur. mve n degerleri (3.1.4)

denkleminde diizenlenirse;

_A+AeT AR 4.2.7)

B,+Be*® '

u(¢)

seklinde bulunur.

9=(9,¢&) ifadesi asagidaki gibi kabul edilir:
(&) =9 + ke’ 1 4.
Y=A+Ae’+Ae?
¥ =B,+Be™.

Mathematica paket programi yardimiyla u fonksiyonunun ¢6zim kimesi
bulunur ve u ¢6zim fonksiyonunun katsayilar1 elde edilir. Elde edilen katsayi

durumlarini inceleyelim.

Durum 1
A —cB JCPAR(A? —4u)B!
- A —4u '
—A\Jc22% (4% —441)BZB, + B, (—2\/c2/12(/12 —4)B? +CA(A? —4y) Bl) |
A= (A2 —41)B, ’
2¢?1B,B c?
NPT 20l > a=—ﬂ2+k22—;
JCP A2 (A% —4u)B; (4% -4u)
B @ 2c’e** 1B, B, . e ?(-A@B, + B,(-2@ +CcAvB)))
T
u, = v id - AUB, (4.2.8)
B, +e B

Burada (w = Jc222 (22 4u) B o= 2° —4ﬂ).

Yukaridaki katsayilar kullanilarak (4.2.8) denkleminin ¢6ziim fonksiyonlari
elde edilmistir.
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Cozum Ailesi 1: z#0, 2> —4u>0,icin (4.2.8) denkleminin ¢oziimii ve elde edilen
grafikleri asagidaki gibidir;

c2AB, (u +ﬂ«/§TanhED

U, =| C—

(4.2.9)

m[ﬂ + JETanh ED |

Burada (g = A —4u(EE+&),0= 1" —4;1).

— 1=025
- 12050

— =075

— ta1

Sekil 4.11: 1 =3 u=1c=1k=1 =18, =1,a=—§, EE =0.75,y =1 iken (4.2.9)

denkleminin parametrelerine gore U¢ boyutlu ve dis hat grafigi ile t =1iki
boyutlu grafigi

ZySech{gT [zﬂ +(4* ~24)Coshl[g] +J

2]\ Ausinh[¢]

4
Yar = 1B, (/1 + «ETanhB} ] : (4.2.10)
(cz/lBo +kp\Jc?120B; )

— =025
— 12050
— 1=075

—t=1

Sekil 4.12: 1 =3, u=1,c=1k =1 =18, =1,a':—g, EE =0.75,y =1 iken (4.2.10)

denkleminin parametrelerine gore {i¢ boyutlu ve dis hat grafigi ile t =1 iki
boyutlu grafigi
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Cozum Ailesi 2: £#0, A> -4 <0, icin (4.2.8) denkleminin ¢dziimii ve elde edilen
grafikleri asagidaki gibidir;

c?*AB, (—/12 + 4+ AJ-A7 + 4uTan BD
NCZRER (/1 — =A%+ 4uTan [‘/Z’D
Burada (y/ = -7 +4,L1(EE+§)).

(4.2.11)

U, =| C+

— t=0.25

— t=075
— t=1

Im{Uy 8

Sekil 4.13: =1, u=3,c=1k=1 =18, =1,a=—%, EE =0.75,y =1 iken

(4.2.11) denkleminin parametrelerine gore reel ve sanal kisimlarinin {i¢
boyutlu ve dis hat grafigi ile t =1iki boyutlu grafigi

) A2 -2u)C -
sl ]| A2 g
) 2 ]\ aJ=27 + apsing (4.2.12)

4
2B, (l — =A% +4uTan [VZID
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Imiva 26xt)}
10

RelVaixt]

|

L l L
3 T 7

E

— =025
— t=050
— t=0.15
t=1

ImVs a0t

!
|

— t=025
— t=0.50
— t=0.15
— t=1

|
\“ ‘ ‘ ‘ “ ,“ ‘\ ) \ i ‘\ “! ‘, “‘ ”‘

Sekil 4.14: 1 =1, u=3,c=1k=1 8 =18, =1,a=—%,EE =0.75,y =1 iken

(4.2.12) denkleminin parametrelerine gore reel ve sanal kisimlarinin {i¢
boyutlu ve dis hat grafigi ile t =1 iki boyutlu grafigi

Coziim Ailesi 3: =0, A=0 ve A*-4,>0icin (4.2.8) denkleminin ¢oziimii ve elde
edilen grafikleri agagidaki gibidir;

Coth BE(EE + 5)} JC? A B

A*B,

U, =| C—

(4.2.13)

— t=025

— =050

— t=075
0" —t=1

Sekil 4.15: A =1 =0,c=2,k =1, #=1,B, =La=3,EE=0.75,y =1 iken (4.2.13)

denkleminin parametrelerine gore {i¢ boyutlu ve dis hat grafigi ile t =1iki
boyutlu grafigi

vy =| - CABAKBCAE, | (4.2.14)
® | A(-1+Cosh[ A(EE+¢)])B,
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Sekil 4.16: 1=1, u=0,c=2,k=1 =1B,=La =3 EE=0.75y =1 iken (4.2.14)
denkleminin parametrelerine gore {i¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1iki
boyutlu grafigi

C6zUim Ailesi 4-Tanimsiz

1#0,120ve A*—4u=0 sartlan altinda kullanilan katsayilarin yer aldig
u ¢oziim fonksiyonu tanimsiz olarak elde edilmektedir.

C06zUim Ailesi 5-Tanimsiz

1#=0,1=0ve A*-4u=0 sartlar1 altinda kullanilan katsayilarin yer aldig1 u

¢Oziim fonksiyonu tanimsiz olarak elde edilmektedir.

Durum 2:

B, (VA2 —4u+4
A)=Az ( “ ) A=%, Az(%+~//12—4#+/1j,

2B, )
C:A24/22—4/J’ ﬂ:_«/A§—4ank2’
2B, 2Bk

+Ae??

j+AzBO(M+Z)

2B,

%Aze‘Q (?h/ﬂz —du+A

1

u, = ; (4.2.15)

Be ™ +B,

Coziim Ailesi 1: x##0,A*—4u>0, icin (4.2.15) denkleminin ¢oziimii ve elde
edilen grafikleri agsagidaki gibidir;

A, (A6 —4u)(tanh ¢ +1)
28, (Votanh¢ +2) |

Burada (g:(%(EEw),/f—Mj, 5:»\{12—4,u+/1, 0:12—4;{).

Uy, =

(4.2.16)
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Sekil4.17:a=1A,=2,5=0,B, =1,c=+/5,EE=0.75,1 =3,k =1, u=1,y=1iken
(4.2.16) denkleminin parametrelerine gore ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi ile

41

Burada

t =1 iki boyutlu grafigi

ALY’ 4Boip 8Bk uv

(«/;sinh ¢ +Acosh 4’)2

8B;

(4.2.17)

@=(tanh¢ +1),6 = /12—4,u+/1,é’=[%(EE+§)«//12—4,uj
x=\vtanh¢ +4,0= (A6 —4u),0= 1> —4u

Sekil 4.18: =1, A, =2,4=0,B,=1,c =/5,EE=0.75,1=3 k =1, £ =1, y =1 iken
(4.2.17) parametrelerine gore li¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1iki boyutlu

grafigi

Cozum Ailesi 2: u#0, 22 —4, <0 igin (4.2.15) denkleminin ¢6zimu ve grafikleri

asagidaki gibi elde edilmistir:
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A (~( =77 =07 o+ 26 - 4u)
28, (2~ \JAu-# tana)

Burada (o =2+ A(EE+¢), v=A* -4y, ¢ =(EE+&)).

u4,2 -

(4.2.18)

Re{Ug (x.t)]

— =025

t=0.75
—tm1

% : 3 5 10

iUy 2x0

Sekil 4.19: a2 =1, A, =\/—_3,ﬂ=—§,|31 =1,c=—g,EE=0.75,z=J,k=Ly=1,

y =1 iken (4.2.18) parametrelerine gore reel ve sanal kisimlarinin ti¢ boyutlu
ve dis hat grafigi, t =1iki boyutlu grafigi

A®? 4Bc(-0) ZﬂBlk(—4uu+/1\/Eu+,1\/_U3)
AZ - 2 + + )
‘ ¢ (/lcosh—J—_usinh)
et TR (4.2.19)
d h=(%(EE+§)V4ﬂ—/12j.3=(i\/—u+x/—uz),U=22—4,u,
Burada |

S=yA2—4u+A,r=A—J-vtanh,®=Itanh— A5 +4u
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RefVg 20x,th

RelVg20x4)

ImiVg 22}
A
-

— =025
— 1=0.50
— 1=075
N (L

i7 3

Sekil 4.20: a =1, A, =J§,ﬂ=—7, B =Lc=-2,EE=0752=1k=1u=1,
y =1 iken (4.2.19) parametrelerine gore li¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1
iki boyutlu grafigi
Cozum Ailesi 3: =0, A =0 ve A*-4,>0, icin (4.2.15) denkleminin ¢ozimii ve elde
edilen grafikleri agagidaki gibidir;

Az(/lcothqo+\//1_2)

Uys = = . (4.2.20)
1

Burada((p = (%/I(EE + 5)) .
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— 12025
1=0.50
— 1=0.75

N\i 4 L1 — tat

Sekil4.21:a=1,A,=2,4=0,B =1,c=1LEE=0.75,1=1k =1, £ =0, y=1i¢in
(4.2.20) denkleminin u¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1 anindaki iki boyutlu
grafigi

V., =(Ach B AZZ%Z . Azﬂkﬂ,zcschzgo]l (4.2.21)
2B, 8B 4B,

Burada (Q =Acothp+\A%,p= (%E(EE + §)jj.

Sekil 4.22:a=1,A,=2,4=0,B,=1,c=1LEE=0.75,1=1k =1, £ =0, y=1igin
(4.2.21) denkleminin ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1 iki boyutlu grafigi

Cozum Ailesi 4: 4#0, A=0ve 2> —4u=0, igin (4.2.15) denkleminin ¢oziimi ve
elde edilen grafikleri agagidaki gibidir;

A2 )
_|_\o J| (4.2.22)

u4,4 2B
1

Burada (o = A(EE+&)+2,0=2" —4pu).
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Sekil 4.23:a=1A,=2,=0,B,=1c=0,EE=0.751=2,k=1L =1, y=1igin
(4.2.22) denkleminin parametrelerine gore ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1
iki boyutlu grafigi

| [ne) A

2
) AR (4.2.23)
28, 8B; Bo

Burada (o= A(EE+£)+2, v=1"—4yu).

Sekil 4.24:a=1A,=2,=0,B,=1c=0,EE=0.751=2,k =1 =1 y=1 iken
(4.2.23) denkleminin parametrelerine gore ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1
anindaki iki boyutlu grafigi

Cozum Ailesi 5: £=0, 1 =0 ve 1*-4u=0, icin (4.2.15) denkleminin ¢oziimii ve elde
edilen grafikleri asagidaki gibidir;

| A
UA’S_[Bl j (4.2.24)

Burada (s =(EE +¢)).
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gsixt)
¢

-K — =025
l (a050
a}

— tal

Sekil 4.25: ¢ =1, A, =2,8=0,B,=1,c=0,EE=0.75,1=0,k =1, x=0, y =1 iken

(4.2.24) denkleminin parametrelerine gore ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1
iki boyutlu grafigi

Vo = [ Ac, APk A J (4.2.25)

Bs Bg® 2B’

Burada (s =(EE +¢)).

— 1=025

t=0.75
— t=1

Sekil 4.26: =1, A, =2,4=0,B, =1,c=0,EE=0.75,1=0,k=1, £=0, y =1 iken

(4.2.25) denkleminin ii¢ boyutlu ve dis hat grafigi, t =1 anindaki iki boyutlu
grafigi
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismamizda Gelistirilmis Ustel Fonksiyon metodu kullanildi. Bu metot
Calogero Bogoyavlenskii Schiff ve Whitham Broer Kaup denklemlerinin yeni dalga
cozimlerini elde etmek i¢in uygulandi. BoOylece denklemlerin trigonometrik,
logaritmik, rasyonel ve hiperbolik fonksiyon tiriinden ¢6ziim fonksiyonlar
bulunmustur. Elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarmin hesaplamalari, bulunan ¢6ziimlerin
¢ boyutlu, dis hat ve iki boyutlu grafiklerin g¢izdirilmesi gibi tiim islemler
Mathematica paket programi yardimiyla gergeklestirilmistir. Gelistirilmis {istel
fonksiyon metodu kullanilarak elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarina uygun parametreler
belirlenerek bulunan grafiklerin, bu fonksiyonlarin karakteristik 6zelliklerini tasidigi
gorilmektedir. Tim bu elde edilen sonuglara gore, Gelistirilmis tistel fonksiyon
metodu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin dalga ¢oziimlerinin elde
edilmesinde etkili bir metod oldugu anlasilmaktadir. Bu tez ¢alismasindaki kullanilan
denklemlerin ¢6ziim fonksiyonlarina literatiirde rastlanmamistir. Sonug olarak, tiim
¢dziim fonksiyonlar1 Gelistirilmis Ustel Fonksiyon Metodu kullamilarak literatiire

kazandirilmgtir.
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