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1. GIRIS

Bir singiiler matrisin inversi kavramai ilk kez 1920 yi1linda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu kavramin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng
(1949a, 1949b, 1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda herhangi bir sistematik ¢aligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, dnceki
caligmalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramin tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayn1 zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler matrisin Pseudo
Inversi olarak tanimladifi, en kiigiik kareler teorisinde singiiler matrisli normal
denklemlerin ¢oziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda da
kullanilan yeni bir invers kavrami ortaya atmistir. Ancak Rao tarafindan gelistirilen
Pseudo invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiini
saglamamaktadir. Bu nedenle bu invers, Moore—Penrose inversten oldukc¢a farklidir,
fakat gozlem denklemlerinin ranklar1 iizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi
durumunda en kii¢iik kareler yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda oldukca
yararlidir. Rao (1962), daha sonraki bir ¢alismasinda, lineer denklemlerle ilgili
problemlerinin ¢6ziimiinde yeterli olabilecek olan Moore ve Penrose’ un vermis
oldugu tanimdan daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao

(1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun bir¢ok calismasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler lizerinde 1955’ 1i yillardan itibaren c¢alisan baslica
bilim adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-
Israel ve Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve
Odell (1966) sayilabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adl1 ders notlarinda g—inversi
kullanmistir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini tanimlamistir
Ki bu invers bilinen g—inversten biraz farkli olup bazi uygulamalarda kullanishidir.
Chernoff (1953), singiiler nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversini goz Oniine
almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina ragmen bazi tahmin problemlerinin
incelenmesinde oldukga yararlhidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif tanimi
saglayan g—invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma olarak
kabul edilmektedir. Bir ¢calismasinda Rao (1967), degisik amaclarla kullanilmak {izere

g-inverslerin bir siniflandirmasini vermistir. Bu ¢aligmalar daha sonra genellestirilmis

1



inverslerin yeni bir smiflandirmasini ortaya atan Mitra (1968a, 1968b), Mitra ve
Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis inverslerin
diger ¢esitli uygulamalar1 ise Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968)

tarafindan yapilan bir dizi ¢galismada ele alinmistir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve
onlarin ¢esitli uygulamalar1 Rao (1964) tarafindan Generalized Inverse of Matrices

and Its Applications adli kitapta verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1 K bir cisim olsun. m,neNve 1 < i <m, 1 <j < nolmak iizere biitiin

(i,)) siral ikililerinin kiimesini A = N x N ile gosterelim. Bu durunda
f:A — K fonksiyonu
@) — G, ) = ay
olarak tamimlansin. Bu sekilde a;; € K olacak sekilde segilen mn tane eleman

tarafindan olusturulan

a1 Qg2 ot Qqp
a1 dzp = Qon

(2.1)
Am1 Amz  *° Gmn

say1 tablosuna K cismi {izerinde tanimlt m X n tipinde bir matris denir. Buna gore

a;;  Ag A1n
Q1 Az = Qyp

A= 70 TL (2.2)
Am1 Amz2  ° Omn

matrisi kisaca A = [aij]mxn olarak gosterilir. Her (i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanna ise A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.
Tamm 2.1.2 a. m X n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi lizerinden segilen biitiin
A= [ai j]mxn matrislerinin kiimesi K7' veya K"*" ile gosterilir.

b.A = [al- j] veB = [bi j] m X n tipinde herhangi iki matris olmak tlizere, eger her (i, j)
icin a;; = b;jj, 1 <i<m vel <j < nise, bu iki matris birbirine esittir denir.

C.A= [ai j] m X n tipinde bir matris olmak lizere, eger her bir a;; eleman sifira esitse,

bu takdirde A matrisine sifir matris denir ve 0 ile gosterilir.

d. A = [a;;] ve B = [b;;] m x n tipinde iki matris olmak iizere, A ve B matrislerinin

toplam, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup,
+: K™ x KT — K7

(A,B) — A+ B = [aij] + [bl]]



a1+ by aiz+ bz o Ayt by
A+B=|% + b1 az -i._..+b22 A2n + ban
Am1 + bml Am2 + bmz t Qmn + bmn

seklinde tanimlanir.

e. ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € K' matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani,

o KX K — K

Call Ca12 e Caln

Ca21 Cazz CaZn
(cA) —cA=| | S

Cm1 Cma - CAmn

olur. O halde her A € K}! matrisi i¢in 0 € K olmak iizere, 04 = 0 € K}' matrisi,

m X n tipinde sifir matristir.
f. A= [aij] e Ky ve B = [bij] € K olmak iizere, A ve B matrislerinin garpimi
C = [ci j] € K3 seklinde bir matristir ve
o K x Kb — K7
(4,B) > AB=C
[ai;]-[bi] = [cij] = [Zheiainbyj], 1<i<m, 1<j<n
seklindedir ve

(allbll + -4+ alpbpl) oo (allbln + -+ alpbpn)
A.B =
(amlbll + -4+ ampbpl) oo (amlbln + -+ ampbpn)
olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin

slitun sayis1, ikinci ¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B matrislerinin

carpimi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.1.3 a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.

b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, KK cismi iizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).



Tanim 2.1.4 a. Bir A = [a;;]  matrisinde egerm = n ise, bu takdirde A matrisine

mx

bir kare matris denir.

a1 Q12 0 Qin
a1 dzz - dzp

A=7" L (2.3)
ap1 Qpz ° Qpp

kare matrisinde a4, a,,, ..., @y, elemanlarina kdsegen (esas kosegen) elemanlart denir.

b.BirA = [aif]nxn kare matrisinin a;1, a,, ..., A, kosegen elemanlar1 disindaki tiim
elemanlar sifirise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu takdirde A matrisine bir kdsegen matris
denir ve A = Kos{ai1, a3, ... , ann} ile gosterilir.

c. Bir késegen matriste a1, ayz, ..., Ann = K, kK € K ise bu matrise skaler matris denir.

d. Kbsegen tizerindeki elemanlar1 1 ve kdsegen disindaki elemanlar1 O olan n X n

tipindeki bir skaler matrise n —yinci mertebeden bir birim matris denir ve

o

seklinde gosterilir. Herhangi bir A € K}' matrisi i¢in, I,,A = Al,, = A olur.
e.Bird = [al- j]mxn matrisinden ayni numarali satirlar ve siitunlar kendi aralarinda yer

degistirilerek elde edilen AT = [a; j]nxm matrisine A matrisinin transpozu (transpoze

matrisi) denir. Buna gére A ve B uygun mertebeden matrisler olmak {izere,
(A+B)T = A" + BT ve (AB)T = BTAT

esitlikleri saglanir.

f. A bir reel kare matris olmak iizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagintis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif ) matrisler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.1.5 a. {1,2, ... n} kiimesinin kendisi iizerine bir birebir ve 6rten bagintis1 veya
es deger olarak 1,2, ... n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n} kiimesinin bir

o permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon,



(1 2 ces n)
o=1\|. . .
J1 Jz2 " Jn

veya

O = juj2r s Jns Ji=0()
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S, de gelisigiizel
bir o permiitasyonu, 6rnegin o = jy, jo, ..., j disiiniildigiinde o da ¢ift veya tek sayida
permiitasyonlar olmasina gore ¢ ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. O halde bir o nin

isareti,

_{ 1, eger o ciftise
Sgne = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

b.A = [ai f]nxn bir K cismi {izerinde tanimli kare matris olsun.

a1 Q12 0 Qan

A1 Az - Qzp
A= 7

ap1 Qpz - Qpp

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak iizere
n elemanin bir ¢arpimi distinilsiin. Boyle bir ¢arpim ay; ,ayj,, ... ,anj, seklinde
yazilir. Burada ¢arpanlar ardigik satirlardan gelir ve bu yilizden alt indisler 1,2,...,n
dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt indislerin
dizisi S, de bir o =ji,Jj,, ..., jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S, deki her
permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece A matrisi bir n!
carpimini kapsar.

A= [ai j]nxn kare matrisinin determinant1 det(A) veya |A| seklinde gosterilir

ve yukaridaki her ¢arpan1 sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani,
|Al = Xo(sgnolayj,, azj,, ... , anj,

veya
|A| = Yges,(5gN0) A16(1), A26(2)r -+ » Ang(n)

seklinde n mertebedendir.



A= [al- j]nxn matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
c. 1 x 1tipinde bir A matrisinin determinanti kendisidir. A = [a] ise, det(4) = |a| =
a olur.
d. 2 x 2 tipinde bir A matrisinin determinanti1 agagidaki gibi tanimlidir.

a1 Qg2
a1 Az

[a11

- ZZ] = det(4) = |

| = aq11032 — Aq2031
olur.

n > 2 i¢in bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir

indirgeme islemi ve mindrleri ile isaretli mindrleri kullanilan bir agilimla hesaplanir.

e.BirA = [a--] matrisinin bir a;; elemaninin |M| seklinde tanimlanan mindri,
Ulnxn Y Y

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmast ile olusan (n — 1) X (n — 1)
tipindeki kare matrisin determinantidir.
f. Bir A = [a;;] __ matrisinin bir a;; elemaninin minrii |M;;| olsun. A matrisinin bir
nxn
a;;j elemaninin A;; seklinde gosterilen kofaktorti (isaretli mindrii veya es carpani),
A;j = (=1)"J.|M;;| seklinde tanimlanr.
g. Bir A = [ai j]nxn matrisinin determinantt herhangi bir satir (siitun) elemanlarinin
kendi kofaktorleriyle carpilip bu carpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i
vej (i,j =1,2,3,..,n) igin,
det(4) = Y= Qi A = Ti=1 (=1 *ay | My | (2.4)
det(A) = Xiq axj- Axj = a1 (=D ay ;| My,| (2.5)

seklinde tanimlanir.

Her bir i igin, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin i—yinci
satir elemanlarina gore agilimi, her bir j igin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin

determinantinin j—yinci siitun elemanlarina gore agilimi denir.

h.BirA = [ai ] kare matrisi igin |A| = 0 ise, A matrisine singiiler (tekil) matris,
Jnxn

|A| # 0 ise, bu takdirde A matrisine bir nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler) matris

denir (Branson R., 1999).



Tanmm 2.1.6 a. Bir 4 = [aif]nxn matrisinde bir a;; elemanimin kofaktdrii A;; olsun.

Ek(4) = [4;;] = [4;]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore,

All A12 AlnT All A21 Anl
pra) = 721 A 7 Al (e e e
Anl An2 Ann Aln A2n Ann

olur.

b. Bir A = [aif]nxn matrisi i¢in A. B = B.A = I, olacak sekilde bir B = [bif]nxn
matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A1 = B ile gosterilir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.1 Bir A = [aij]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir

skaler matris olup,

1 0 - 0
B B 0 1 - 0f_
A.Ek(A) = Ek(4).4 = |A| = |A|I, (2.6)
0o 0 - 1
ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
(11 Q12 Q1n] [A1n 421 0 Am
. a a eoa
ispat: A.EK(4) = 72 2 T G| (A A A
[Qn1 Anz 0 Qual LAy Azp 0 Apn
Al 0 - 0
_|o Al - 0
[ 0 0 - A
olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde,
Ay Az 0 Apg] [A11r Q12 0 Qap
O e N
Ain Azn - Apn An1 Qnz ** Qnn



Al 0 - 0
0 |4 - 0

0 0 - A

oldugu goriiliir. Boylece,

1 0 0
AEK4) = Eka). 4= 1al|® 1 O o,
esitligi elde edilir.
Teorem 2.1.2Bir A = [a;;]  nonsingiiler matrisinin inversi,
Al = ﬁ.Ek(A) (2.7)

dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Ispat: (2.6) bagintisindan dolay1 A.Ek(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yam A~ ile
carpildiginda,

(A"1A).Ek(A) = A1 A|l = Ek(4A) = |A|A"1 = Ek(4) = |A]A~!

olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |A| # 0 olup, A™! = ﬁ Ek(A4)

elde edilir.

Teorem 2.1.34 = [ai j]nxn nonsingiiler bir matris, B ve C ¢arpima uygun matrisler
olmak tizere, eger AB = AC ise bu takdirde B = C olur (Hacisalihoglu H.H.. 1977).

Ispat: AB = ACesitliginin her iki tarafi soldan A~ ile carpilmasiyla A=*AB = A"*AC
yani B = C elde edilir.

Teorem2.14a.rA = [aij]nxn nonsingiiler bir matris olsun. A~ matrisi tektir.

b. A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A7) = A dur.

c. A ve B aynm mertebeden nonsingiiler matrisler ise bu takdirde AB matrisi de
nonsingiiler olup (AB)~1 = B~tA~1 dir.
d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (47)™1 = (417

dir (Branson R., 1999).



Ispat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsin. O
zaman AB = BA =1 ve AC = CA =1 olur. Buradan € = CI = C(AB) = (CA)B =
IB = B elde edilir.

b. (471! matrisi A~! matrisinin inversidir. Ayn1 zamanda A matrisi de A™?
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu

inversler birbirine esittir.
c.  (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica,
B™1A71(AB) =B (4" 'A)B=B"1IB=B"1B =1
Ve
(AB)B™ 1A' = ABB™V)A 1 =AlA =441 =1

yazilabilir. Béylece B~1A~! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.

d. (A7)~ matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica I” = I oldugundan I = IT =
(AA™HT = (A~HT(A)T olur. Bu durum, (A™H)T matrisinin AT matrisinin bir
inversi oldugunu gosterir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden

(A7)~ = (A™DT elde edilir.
Tanmm 2.1.7 a. Bir A = [aij]nxn kare matrisi icin eer A% = A ise, bu takdirde
A matrisine bir idempotent matris denir.

b. € kompleks sayilar cismi {izerinde taniml1 bir A matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A

ile gosterilir.

c. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli bir A matrisi igin (Z)T =A ise, A
matrisine hermitian matris denir ve A* = (A )T ile gosterilir.

d. Bir A matrisi igin AA™ = A*A ise A matrisine normal matris denir.

e. A = [aij]nxn nonsingiiler bir matris olmak iizere, eger A~ = A* (veya AA* =

A*A =) ise A matrisine bir birimsel (uniter) matris denir.
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f.A = [a;;] _ bir matris olmak iizere, eger A= = AT ise A matrisine bir ortogonal
Hnxn

matris denir.

9.4 = [a- ] reel ve simetrik bir matris olmak tizere, sifirdan farkli her xe R}
Ulnxn

vektorii icin xTAx > 0 (xTAx = 0) ise, A matrisine pozitif tammli (pozitif yar

tanimli) matris denir.

h. A, n X n tipinde bir kare matris olsun. (A — AI)x = 0 esitligini saglayan A skalerine

A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de, A matrisinin bir 6zvektorii

denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Teorem 2.1.5 A ve B uygun matrisler olmak tizere,
a (4) =D,
b. (A" =4,
c. (A+B)=A"+B",
d. (AB)" = B*4",
esitlikleri saglanir (Branson R., 1999).
ispat: a. A =[a;] mxn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde A = [a;] ve
(Z)T = [@]olur. Diger taraftan AT = [aﬁ] ve m = [@] oldugundan,

Ar) = (Z)T oldugu goriiliir.

T
b. A*=(A) oldugundan, (4")" = ((Z)T) = (AN)T = A elde edilir.

Cc.  Hermitian matris tanimina gore,
(A+B)=(A+B) =(A+B) =(A) +(B) =A"+B
elde edilir.

d.  Hermitian matris tanimina gore,
(AB)" = (4B)' = (4B) = (B) (A) =pB'A"

yazilabilir.

11



Teorem 2.1.6 Reel ve simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli (pozitif yar1 tanimli)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, tim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Ispat: A matrisi pozitif tanimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektdriine sahip
olsun. Bu takdirde bu x vektori igin Ax = Ax ve (Ax,x) > 0 bagintilar1 vardir. O
halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A{x,x) olur. x bir 6zvektor oldugundan, sifirdan

farklidir ve dolayistyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidir.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak iizere, 1 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektorii igin Ax = Ax ve (Ax, x) = 0 bagintilar1 vardr.
O halde,

0 < (Ax,x) = (Ax, x) = A{x, x)

olur. x bir 6zvektor oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu

durumda A > 0 olmalidur.

Tim (sifirdan farkl) 6zdegerleri pozitif olmas1 halinde A matrisinin pozitif
taniml (pozitif yar1 tanimli) olacagi benzer sekilde gosterilebilir (Lanchester, P.,
1969).

Tamm 2.1.8 a. x;, x,, ... x, Vektorler kiimesi verilmis olsun. »; a;x; = 0 esitligi
ancak a4, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, Xy, ... X, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani, aq,a,,...,a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak iizere Y}/ ; a;x; = 0 esitligi saglaniyorsa

bu durumda x4, x,, ... x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

b. A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A1, Aiy, .. JAupile, ve satir  vektorlerini Ay, Ay, ... , Ay 1le  gOsterelim.
A, 1=1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, A,;, j=1,2,...,n

*j
vektorleri arasindan olusturulan en biiytik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman

sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.7 Bir matrisin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi bu

matrisin satir rankini degistirmez (Branson R., 1999).
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Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektérlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.1.8 Eger AX = 0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimeleri ayni1 ise, bu

takdirde A ve B, n X n matrislerin siitun ranklari da aynidir (Branson R., 1999).
Ispat: AX = 0 sistemi,

X141 + x4, + -+ x,4, =0 (2.8)
olarak yazilabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci siitunudur ve X = [x1, X3, ..., X ]
olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi,

x1B1 + x3B, + -+ x,B, =0 (2.9)

olarak yazilabilir.

A matrisinin slitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A
matrisinin slitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiik kabul edilsin. Boylece
a > b olur. Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir.
Genelligi bozmaksizin, bunlarin A matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.1.7° ye benzer sekilde A matrisinin siitun rankin1 degistirmez.) Ancak a >
b kabul edildiginden B matrisinin ilk a stitunu lineer bagimli olacaktir. Béylece, hepsi

birden sifir olmayan o6yle d4, d,, ..., d,, sayilar1 vardir ki,
diBy +d;B, + -+ d,B; =0
olur. Buradan,
d,B; +d,B, +-+d,B, +0Byy1 +--+0B, =0
ve (2.9) sisteminin ¢oziimii olarak,
x1=d; Xp=dy; .. Xg=dg Xg41=Xgr2 ==X, =0
bulunur. Bu ayn1 degerler (2.8) sisteminin de ¢dziimii olarak verildiginden,

dlAl + d2A2 + -+ daAa == O
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olacaktir. Burada, belirtildigi gibi, d4, d, ..., d, sabitlerinin tiimii birden sifir degildir.
Bu ise A4, A4,, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir

celiskidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢alisma, B
matrisinin siitun rankinin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini

gosterir. Boylece bu iki matrisin siitun ranklari esit olmalidir.

Teorem 2.1.9 Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin stitun rankin1 degistirmez

(Branson R., 1999).

Ispat: A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri

aynidir. Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklari aynidir.

Teorem 2.1.10 Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir (Branson
R., 1999).

Ispat: m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankinin 7 ve siitun rankinin ise ¢ oldugu
kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlari ilk r satir1 lineer
bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde yeniden
diizenlenirse, Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin satir
ve siitun ranklarmi degistirmedigi goriiliir. Ote yandan A matrisinin satirlari sirastyla

Ay, Ay, ..., Ay, ile gosterilsin ve C ve D matrisleri ise

Ay Aryq
C = A, ve D= Aryz
A, An

olarak tanimlansin. Bu durumda A matrisi [g] blok parg¢alanmis matrisidir. Ayrica D

matrisinin her bir satir1 € matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, dyle

bir T matrisi vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger,
AT+1 = dlAl + dzAZ + -+ dTAT

ise, 0 zaman [d4, d,, ..., d,] vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, herhangi bir n

boyutlu x vektorii igin,
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Ax = [gﬂ - [Tng]

yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise, Ax = 0 olur ve Teorem 2.1.8’
den dolayr A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlar1 r

boyutlu vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz. Yani,
cC<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi i¢in tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankinin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacagi goriiliir. Ancak, AT matrisinin
stitunlar1 A matrisinin satirlari oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin A

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani,
r<c (2.11)
olur. (2.10) ve (2.11) bagintilarindan r = ¢ oldugu goriiliir.

Tanmim 2.1.9 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
Teorem 2.1.11 A bir matris olmak iizere r(A4) = r(AT) dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Ispat: A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 AT

matrisinin satirlart oldugundan, Teorem 2.1.10° dan istenilen sonug elde edilir.

Tamm 2.1.10 n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in, eger r(A) = n ise bu takdirde A
matrisine nonsingiiler (tekil olmayan) matris denir. Aksi durumda yani, r(4) < n ise

A matrisine singiiler (tekil) matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.1.11 a. A € K}, m X n tipinde bir matris olsun. NV (A) = {x: Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A marisinin null (sifir) uzay1 denir.

b. A € KJi', m X n tipinde bir matris olsun. R(A) = {y: Ax = y} seklinde tanimlanan

kiimeye A matrisinin ranj (slitun) uzay1 denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.12 Eger A matrisi m X n tipinde r rankli bir matris ise, bu durumda
asagidaki sartlar1 saglayan P ve Q nonsingiiler matrisleri mevcuttur. I, r X r boyutlu

birim matris olmak tizere,
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a. m =n=r1r= PAQ = I,
b. m=r<n= PAQ =1I,0],

I O].

C. m>r,n>r=>PAQ=[0 0

(2.12)

Ispat: Bakiniz Lancaster, P., (1969).

Teorem 2.1.13 Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpiminin ranki Ave B

matrislerinin ranklarin1 gegemez. Baska bir deyisle,
r(AB) < min {r(4), r(B)} (2.13)
dir (Lancaster, P., 1969).

Ispat: AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlarmin bir lineer kombinasyonu
oldugundan, AB matrisinin silitun uzayr A matrisinin siitun uzayimin alt kiimesi olur.
Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) < r(B) esitsizligi
de saglanir. Boylece r(AB) < min{r(A),r(B)} elde edilir.

2.2. Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bilinen anlamda bir inverse sahip olabilmesi i¢in A

matrisinin nonsingiiler bir matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla,
AX =B (2.14)

lineer denklem sisteminin var olan tek ¢dziimii X = A™!B seklindedir. Ayrica,

AAT =414 =1 sartint saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan
A~! matrisi vardir. Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadig1 durumlarda ya
da A matrisinin kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda bilinen anlamda inversi
yoktur. Bu durumlarda A~! matrisinin &zelliklerini de iceren ve genellestirilmis invers
(g—invers) matris ad1 verilen yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢éziimii

olabilir.

Tammm 2.2.1 C}, kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli m X n tipindeki tim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir A € C)' matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—
Penrose sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir

ve A" veya At ile gosterilir.
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(i) AGA=A4,

(i) GAG =G,

(i) (AG)" = AG,

(iv) (GA)" = GA. (2.15)

Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A® ile gosterilir. Sadece (ii)
sartn1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimal

genellestirilmis inversi denir ve A% veya A, ile gosterilir.
Tanmm 2.2.2 Moore—Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan yani,

AGA=A (2.16)
olacak sekildeki G matrisine, A matrisinin bir g—inversi (genellestirilmis inversi) denir.
Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilabilir.

Algoritma 2.2.1 A = [aij]mxn matrisi r rankli bir matris olsun.

1. Adim: A matrisinde, r X r tipinde nonsingiiler herhangi bir B alt matrisi segilir.
2. Adim: Segilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.

3. Adim: A matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)7T
matrisinin elemanlar1 yerlestirilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlariin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A

matrisinin bir g—inversidir.
Ornek 2.2.1 Algoritma 2.2.1 ii kullanarak 3 X 3 tipindeki

2 31
—150]

4 6 2

A=

matrisinin bir g—inversini elde edelim. A matrisi ranki 2 olan singiiler bir matristir.
1. Adim: A matrisinin 2 X 2 tipinde bir nonsingiiler B = [_21 g] alt matrisi segilsin.
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2. Adim: |B| = 10 - (—3) = 13 # 0 oldugundan B~ mevcut olup,

5/13 —3/13

B~l= ﬁ.Ek(B) =1/13. [i _23] = [1/13 2/13

elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa,

5/13 1/13

B™'=|23/13 2/13

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Bulunan (B~1)T matrisi A matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlart sifir

aliir. Boylece,

-3/13 2/13 0

5/13 1/13 O]
0 0 0

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak,

1/13  2/13 0

5/13 =3/13 0
o A
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten,
2 3 11 [5/13 -3/13 0 1 0 O
AG=|-1 5 0f.{1/13 2/13 0|=|0 1 0
4 6 2 0 0 0 2 0 0

olup buradan

AGA =

[N

1 0 012 3 1 2 31
0 O].[—l 5 O]=[—1 50

2 0 0

oldugu goriiliir.

Simdi de verilen A matrisinin bagka bir B alt matrisini segerek, bu yeni B alt

matrisine Algoritma 2.2.1 uygulansin.
. 5 0 . o
1. Adim: B matrisi B = [6 2] seklinde secilsin.
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2. Adim: |B| = 10 — 0 = 10 # 0 oldugundan,

1/5 0

B~' = 1 Ek(B) = 1/10. [_26 g] - [—3/5 1/2

1Bl
bulunur. Boylece,

wr _[1/5 -3/5
(B 1)T‘[ 0 1/2

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda,

0 0 0
0 1/5 —3/5]
0 0 1/2

olur.
5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda,
0 0 0
G = [O 1/5 0 ]
0 -3/5 1/2

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Gergekten,

2 3 1110 0 0 0 0 1/2
AG=|-1 5 of.][0 1/5 0 [=fo 1 o
4 6 2110 -3/5 1/2 00 1
ve
0 0 1/21[2 3 1 2 31
AGA=|o 1 o0 |.]-1 5 0o|l=|-1 5 0o|=4
0 0 1 4 6 2 4 6 2

oldugu goriiliir.

Sonug 2.2.1 Yukaridaki iki se¢im gosterir ki, bir matrisin g—inversi tek degildir. Bagka

bir deyisle bir matrisin tanimli birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 2.2.2 2 x 3 tipindeki E = H _11 _11] dikdortgen matrisi ele almsin. E

matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Eger Algoritma 2.2.1 E matrisine uygulanirsa

1. Adim: Bu durumda M matrisi M = [1 _11] olarak secilebilir.
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2. Adim: [M| =—-1—-1= -2 # 0olup,

_ 11 17_[1/2 1/2
M7= KO =) ._1]“[1/2 ~1/2
ve dolayisiyla,
_ 1/2  1/2
INT _—_
M= =12 —1)2
bulunur.
. 1/2  1/2
3. ve 4. Adimlar: Buradan 172 —1/2 0] bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen,

1/2  1/2
G::[1/2 —1/2]
0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,

1/2  1/2
ot I
ve
EGE::[é ][1 —1] [1 if]::E

oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.3 5 X 2 tipindeki

1 1
3 0
E=|-2 1
0 2
-1 2

dikdortgen matrisi verilmis olsun. Bu durumda E matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir.

Algoritma 2.2.1 E matrisine uygulansin.
1. Adim: Bu durumda M matrisi, M = [ 2] olarak secilebilir.

2. Adim: |[M| =—-4—-0= —4 # 0 olup,
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L1 _ 2 11 _[-1/2 1/4
Ml—M.Ek(M)——l/AL.[O 2]_[ o 1

ve dolayisiyla,

-1/2

_ 0
(MH" = 1/4 1/2]

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan,

0 0
o o
|-1/2 o0 |
—-1/4 1/2
0 0
bulunur.

~1/2 1/4 0

_ ' 0 O
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [ 0 0 0 1/2 0

] matrisi, E matrisinin

bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,

1 1 0 0 —-1/2 3/4 0
EG=1=2 101g o o 12 0J700 1 0 0
0o 2 0 O 0 1 0
-1 2 0 0 1/2 3/4 0
ve
0 0 —-1/2 3/4 0 1 1 1 1
0 0 =-3/2 3/4 0 3 0 3 0
EGE =10 0 1 0 ol.l1-2 1l=1-2 1|=E
0 0 0 1 0 0 2 0o 2
0 O 1/2 3/4 0 -1 2 -1 2

oldugu goriiliir.

Algoritma 2.2.1 ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak i¢in asagidaki

sekilde uyarlanabilir.
Algoritma 2.2.2
1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli herhangi bir eleman1 B olarak segilir.

2. Adim: Segilen bu elemanin inversi bulunur.
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3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

Ornek 2.2.4 A matrisi, A = i g 42} olarak alinsin. A matrisinin ranki 1 dir.
Algoritma 2.2.2 A matrisine uygulansin.
1. Adim: B = [3] alinsin.

2. Adim: B! = [1/3] olur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan 0

0 0
[O 1/3 O] olacaktir.
0 0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [0 1/3| matrisi A matrisinin bir g—inversidir.
0 0
Gergekten,
0
2 6 4 0 2
1 3 2 [0 1/ 3] 0 1
0
ve

soa=[0 2L § A= § 3-4

1 3 2 1 3 2
olur.
) 1 2 3 4
Ornek 2.2.5.3 x 4 tipindekiA =|2 4 6 8 |matrisi verilmis olsun. Bu durumda
3 6 9 12

A matrisinin ranki 1 olacaktir. Algoritma 2.2.2 A matrisine uygulansin.
1. Adim: M = [8] segilsin.

2. Adim: M1 = [1/8] olur.

0 00 O
3.ve 4. Adimlar: Buradan [0 0 0 1/8]elde edilir.
0 00 O
0 0 0
) . 0 0 0 - .
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = 0 0 0 matrisi L matrisinin bir
0 1/8 0

g-inversidir. Gergekten,
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1 2 3 4 g 8 8 0 1/2 0
AG =12 4 6 8] 0 0 ol = [O 1 0]
3 6 9 121}, 1/8 0 0 3/2 0
ve
0 1/2 0111 2 3 4 1 2 3 4
AGA=1|0 1 0][2 4 6 8]=[2 4 6 8|=A4
0 3/2 0113 6 9 12 3 6 9 12

olur. A matrisi 3 X 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonug¢ 2.2.2 Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g-inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tiim
elemanlarimi sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi

bulunur. Eger A matrisi,

a;; A4 A1n

a1 Az QAon
A = et

Am1 Amz2 *° Qmn

seklinde 1 rankl bir matris ise, A matrisinin,

[((a;1)™t 0 -+ 0]

1-ncisi; 0 0 - 0
0 0o - 0J

0 0 0

2-ncisi; (a;2)7" 0 0

0 0 0

(mnyncisic [0 00

0 0 - (amn)™

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.
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2.3 Moore—Penrose inverslerin Varhig

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~ matrisinin Moore—Penrose sartlarini
saglayacag: agiktir. Yani A~1 = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A* matrisinin mevcut olup-olmadigi ile ilgili bir soru akla gelebilir. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A* matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin birtakim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 2.3.1 Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Acik olarak A™ = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandig1 goriiliir.

Teorem 2.3.2 Her A matrisi igin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir A* matrisi
vardir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: Eger A = 0 ise, A" = 0 oldugu aciktir. A # 0 olsun. Ayrica A matrisinin r

rankli oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi,
A=BC (2.17)

seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup B*B ve CC* carpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi,
At =c*(cc)y"Y(B*B) 'B* (2.18)
olarak alinirsa, A* matrisi Moore—Penrose sartlarini1 saglar. Gergekten,

(i) AA*A = (BC)C*(cC*)™Y(B*B)"B*(BC)

= B(Cc*)(cCc*)Y(B*B)"Y(B*B)C = BC = A4,

(i) AtAAt =c*(ccr)"Y(B*B) 1B*(BC)C*(CC*)"Y(B*B)1B*
=Cc*(cc)"Y(B*B)"Y(B*B)(CCH(CcC) Y (B*B) 'B*
=C*(CC*)"Y(B*B)"'B* = A",

(iii) AAM)*=[(BO)C*(cCH)Y(B*B)'B*]* = B(B*B)~1(CcCc*)~1(CcCc*)B*

= B(B*B)~'B* = B(CC*)(CC*)~1(B*B)~1B*

24



= (BC)C*(CC*)™Y(B*B)"'B* = AA*,
(iv) (A*4) =[c*(ccH~'(B*B)'B*(BO)]
= C*(B*B)(B*B)~(ccH~Ic
= Cc*(ccHIC
= C*(CC")™Y(B*B)"Y(B*B)C
= C*(CC*)™Y(B*B)™1B*(BC) = A*A
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.3 Herhangi bir A matrisi i¢in, Moore—Penrose sartlarini saglayan bir tek
A* matrisi vardir. Yani, her A matrisinin bir tek Moore-Penrose inversi vardir (Rao
ve Ark., 1971).

Ispat: A matrisinin Moore—Penrose sartlarmi saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi AT ve A3 olsun. Bu durumda,
AT = ATAAT = AT (AA])" = AT (A])"A" = AT (A1) (AATAY
= AT (A])A"(A3)"A" = A] (AA])"(AA3)" = ATAATAA] = ATAAS
= ATA(A7AA3) = (ATA) (AJA)' A3 = A"(A])" AT (A3) A7
= (AATA)' (A})'A7 = A"(A3)°A3 = (AFA)'A} = AJAAS = A3
oldugundan AT = A3 olur. Yani, A* matrisi tektir.

Teorem 2.3.4 m X n tipindeki bir A matrisinin bir Moore—Penrose inversi varsan X m
tipindedir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: AA™ matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmas1 gerceginden ispat goriiliir.

Teorem 2.3.5 a. m x n tipindeki bir A = [al-j] matrisinin tiim elemanlar1 1 ise bu

takdirde, A* = —— A* dir.
mmn

b. a, nx1 tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektorii ise, bu durumda a*, a* =
(a*a)~ta* seklindedir.

c. a, 1xn tipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise, bu durumda a*, a* =

a*(aa*)~?! seklindedir (Rao ve Ark., 1971).
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Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarmi

sagladigini gostermek yeterlidir. Bu durumda,

H + _ * _ L * _ L _
() AA*A=A(=A")A=A——(A'A) =A——.mn=4,

1
mn

(i) A*AA* = (LA*)A (ﬁA*) = (4°4) (ﬁA*) = m.n. (LA*)

mn mmn

(iii) (a4 =(
(iv) (A*A)* = (LA*A) = A"A=A*A
oldugu goriiliir.

b.  a* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

(i) aata=a(a*a) ta*a =a(a*a) *(a*a) = q,

(i) ataat = (a*a) ta*a(a*a)ta* = (a*a) (a*a)(a*a) ta*
= (a*a) ta* = a",

(iii) (aa®)* =[a(a*a) ta*]* = a(a*a)ta* = aat,

(iv) (a*ta)* =[(a*a) la*a]* = (a*a) la*a = a*a

oldugu gortiliir.

c.  a™ matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

() aa*a=aa*(aa*)"ta = (aa*)(aa*)ta = aq,

(i) a*aat =a*(aa*)taa*(aa*)"! = a*(aa*)"t(aa*)(aa*)?!
=a*(aa*) ' =a",

(iii) (aa*)* =[aa*(aa®)"1]* = aa*(aa*)"! = aa™,

(iv) (a*ta)* =[a*(aa*)"ta]* =a*(aa*) la=a'a

oldugu gortiliir.
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Onka&IAz[l

1 1
A* =11 1] olarak alinirsa,
1 1
L ) 1 1 1/6 1/6
+ * —
A _EA =23 1 1]— [1/6 1/6]
1 1 1/6 1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

1/6 1/6
. 1 1 1 1/2 1/2
(i) AA* = .[1/6 1/6| =
1 1 1 1/6 1/6l [1/2 1/2

AA+A:=[1/2 1/2 Lot

172 17211 1 11711 1 1]==A'

[1/6 1/6].1 11 =[1/3 1/3 1/3]

(i) ATA=|1/6 1/6 111 1/3 1/3 1/3
[1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/31 11/6 1/6 1/6 1/6
AtAAT =|1/3 1/3 1/3].[1/6 1/6]::[1/6 1/6
1/3 1/3 1/31 11/6 1/6 1/6 1/6
o e [1/2 17217 _[1/2 1/21 _ , .4
(i) (A47) "[1/2 1/2 "[1/2 1/2]"AA '
1/3 1/3 1/3177 [1/3 1/3 1/3
(iv) (4TA)" = [1/3 1/3 1/3] =|}/3 1/3 1/3| = A*A4,
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

oldugu goriiliir.
e 1
Ornek 2.3.2 a = [2] olsun. Bu durumda,
_ !
+ * 1%
at = (a*a) ta* = ([1 2].[2]) 1 2]
=[5]"%[1 2]

=[1/5].11 2]1=1[1/5 2/5]

matrisi Moore—Penrose sartlarini1 saglar. Gergekten,
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() aa*=[}.11/5 2/5]:[%? i;g

wa=[yg e Ll =[l=e

(i) a*a=[1/5 2/5].[%]:[1]

ataa* =[1].[1/5 2/5]=[1/5 2/5]=at,

. s _ [1/5 2/51° _[1/5 2/5] _
(i) - (aa™) _Ié/s 4/5] = l2/5 4/5] =

(iv) (ata)* = [1]"=[1] =a*a
oldugu goriiliir.

Ornek2.33a=[1 2 1]alinmsa,

1 Mt 1/6
at =a*(aa*)™! = [2] . <[1 2 1] IZD = [2] [6]7t = \1/3]
1 1 1 1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,

1/6
(i) aa*=[1 2 1l. 1/3]=[1],aa+a=[1].[1 2 1]1=[1 2 1] =gq
1/6
[1/6 1/6 1/3 1/6
(i) a*ta= 1/3].[1 2 1]==[1/3 2/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/6
1/6 1/3 1/61 [1/6 1/6
ataa*t =|1/3 2/3 1/3].[1/3]=[1/3]=a+,
11/6 1/3 1/6l l1/6 1/6

(iii) (aa®™)* =[1]" =[1] = aa™,
1/6 1/3 1/61 [1/6 1/3 1/6

(iv) (a*ta)* = [1/3 2/3 1/3] =|}/3 2/3 1/3]==a+a
1/6 1/3 1/6 1/6 1/3 1/6

oldugu goriiliir.
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Teorem 2.3.6 A herhangi bir matris olmak iizere,
(A =AY (2.19)
esitligi gegerlidir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: (2.17) bagmtisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan,
At =cr(cc)y"Y(B*B)"'B*
almirsa,
(AN =B(B*B)~1(ccH)1c (2.20)
olur ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A*(AH*A* =C*B*B(B*B)~1(CC*)"CC*B* = C*B* = A",
(i) @AH*A (AT =B(B*B)"(CcCc*)CC*B*B(B*B) 1 (CCH)7IC
= B(B*B)™*(CC)7'C = (4D,
(iii) [A*(A)*] =[(C*B")B(B*B)~'(CCHTICI = [Cr(cCH~ICT
=C*(Cc*) ¢ =Cc*(B*B)(B*B)"1(CC*)"1C = A* (AN,
(iv) [(A)*AT =[B(BB)~H(CC)T'C(C*BM)]" = [B(B*B)™'B'T’
= B(B*B)™'B* = B(B*B)~1(CC*)~1(CC*)B* = (A*)*A*
olur. Boylece,
(At =B(B*B)~1(ccH)cC (2.21)

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1, (A*)" = (4™)* oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.7 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi, matrisin
kendisine esittir. Yani, herhangi bir A i¢in, (A*)* = A dir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,
(i) A*(AH)*A* = A*AA* = A%
(i) (AHTAT(ANHY = A4TA = A= (AN,

(i) [AY(AD)T]* = [ATA]" = ATA = AT (AD)",
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(iv) [(A")TAT] = [AAT]" = AAT = (A")* AT
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.8 Bir A matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki kendi rankina esittir.
Yani,

r(4A) =r(4") (2.22)
dir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Teorem 2.1.13 AA*A = A Moore—Penrose sartina uygulandiginda,

r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(4*)} < r(4*) (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 2.1.13 ATAA* = A™ Moore—Penrose sartina

uygulanirsa,
r(A%Y) =r(ATAA™) < min{r(4), r(A1H)} < r(4) (2.24)
elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolay1 (2.22) bagintisi saglanir.

Sonug 2.3.1 Eger A matrisinin ranki 7 ise, bu takdirde A*, AA*, AT A, AA*A, AT AA™"

matrislerinin her birinin ranki da r dir.
Teorem 2.3.9 A simetrik ve idempotent bir matris ise, A* = A dir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Moore—Penrose invers tanmimindan,
(i) AAYA=AAA=A?A=AA= A=A,
(i) ATAAY = AAA = A2A = AA = A2 = A = A,
(i) [AAT]* = [AA]" = [A%] = A* = A = A? = AA = AAT,
(iv) [ATA]* = [AA]" = [A%]' = A* = A =A% = AA = A A,
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.10 B = Kos{b1, b33, ... ,bpn} ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B™, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemani1 b; # 0 ise b;* ve

b;; = 0 ise “0” olan bir kdsegen matristir (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: B matrisinin Moore—Penrose sartlarmi sagladig agik¢a goriiliir.

30



2 0 0 O
Ornek 2.3.4 D =8 é 8 8 seklinde verilen D matrisinin Moore—Penrose
0 0 0 3
inversi,
r 0 0 0
2
+_10 1.0 0
b [0 0 0 O]
1
0 0 0 3
matrisidir. Gergekten,
[ 0 0 0]
2 0 0 O lE | 1 0 0 O
0 0 0 O]'lo 0 0 O 0 0 0 o)
0 00 31|g o o1 0 0 0 1
3
1 0 0 02 0 0 O 2 0 0 O
+n_10 1 0 0[O0 1 0 Of_|0 1 0 Of_
DDD_OOOO'OOOO_OOOO_D
0 0 0 140 0 0 3 0 0 0 3

oldugu goriiliir.
Teorem 2.3.11 a. A, m X n tipinde tam satir rankli bir matris ise, bu durumda

AT = A*(AA") 1 ve AAT = L, olur.

b. A, m X n tipinde tam siitun rankli bir matris ise, bu durumda A* = (4*A4) A"

ve A*A = I, olur (Rao ve Ark., 1971).

Ispat: Bu durumda Teoremde verilen A* matrislerinin Moore—Penrose sartlarimi

sagladigin1 gostermek yeterlidir. Buna gore,
a. (i) AAYA=AA"(AA")"1A = (AA")(AA")"1A = 4,
(i) AYAAT = A*(AA")"TAA*(AA) ™1 = A*(AA") 1 (AA")(AA*) T
= A"(AA")"t = AT,
(i) (4AY)* = (AA*(AA) D) = ((AAHAAHY D) =1 =1
= (AA*)(AA*)™1 = AA*(AA*)™1 = AAT,

(iv) (ATA)* = (A*(AA")"1A)" = A" (AA") 1A = A*A

31



oldugu goriliir.
b. (i) AA*A=A(AA)TAA = A(A*A)L(A%A) =
(i) ATAAY = (A"A)TATA(ATA) LAY = (ATA)TH(ATA)(ATA) LAY
= (A*A)7A" = A,
(iii) (4A%)" = (A(A"A) A" = A(A"A) 14" = AA*,
(iv) (A*A)" = ((A"A)TAA) = (@A @A) =I"=1
= (A"A)"H(A°A) = (A"A)1A'A = A*A
oldugu goriliir.

2 1
1 1 2
rank(4) = 2 oldugu agiktir. Yani, A tam satir rankli bir matristir. O halde

Teorem 2.3.11 a.” dan dolayi,

2 1] 2 1 2 1 »
A* = 4744 =1 1. [2 L2 .[1 1]) [1 1] 2 7

11222 2 2

Ornek 2.3.5 2 x 3 tipindeki A = [ ] matrisi géz Oniine alinsin. Bu durumda

=

[2 1] . 5 4
=[1 1f. %g Zg =[16/5 13/5]
2 21" 32/5 26/5
olur.
2 1
Ornek 2.3.6 3 x 2 tipinde bir A =2 0| matrisi verilmis olsun. Bu durumda,
1 1

rank(A4) = 2 oldugu agiktir. Yani, A matrisi tam siitun rankli bir matristir. O halde,

+_*_1*_221 221
A-(AA)A-( [ D 1o 1

_[9 3]‘1 2 2 1] [7/3 2 4/3
~13 2 8/9 2/3 5/9

oldugu goriiliir.
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Teorem 2.3.12 B # 0 ve C # 0 matrisleri sirasiyla m X r ve r X n tipinde r rankl

matrisler olsun. Bu durumda,

(BC)* = C*B* (2.25)
esitligi gergeklenir (Rao ve Ark., 1971).
Ispat: Teorem 2.3.11’e gére C* = C*(CC*)~* ve B* = (B*B)~!B* olur ve buradan,

CtB* = C*(CC*)~Y(B*B)1B* elde edilir. Bu deger zaten (BC)™ matrisidir. O halde,
C*B* = (BC)" oldugu goriiliir.
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3. iZDUSUMLERIN SIFIR VE SUTUN UZAYLARI iCiN ESITLIKLER
3.1 izdiisiimlerin Kombinasyonlari icin Sifir ve Siitun Uzaylar

C kompleks sayilar cismi lizerinde tanimli mxn tipindeki tiim kompleks

C™*™ jle ve C tlizerindeki n boyutlu tiim siitun vektorlerinin

matrislerinin kiimesini
kiimesini C" ile gosterelim. A*, r(A4), R(A) ve N(A) sembolleri sirasiyla A € C"™"
matrisinin eslenik transpozunu, rankini, ranjini (siitun uzayini) ve c¢ekirdegini (sifir
uzayini) ve I, ise mxm tipinde birim matrisi gostersin. A € C™™ matrisinin A™ ile
gosterilen Moore-Penrose inversi asagidaki dort matris denklemini saglayan ve tek

turlii belirli olan X € C™™ matrisi olarak tanimlanir:
() AXA =4, (i) XAX =X, (iii)) (AX)" = AX, (iv) (XA)" = XA.

Ote yandan sadece (i) denkleminin saglanmas: halinde X matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi denir ve X = A~ veya X = A® ile gosterilir. Herhangi bir A
matrisinin tiim genellestirilmis inverslerinin kiimesi {A~} ile gosterilir. A € C™™
matrisi icin A matrisinin A* ile gosterilen grup inversi asagidaki ii¢ matris denklemini

saglayan ve tek tiirlii olarak belirli olan X matrisi olarak tanimlanir:
() AXA =4, (i) =XAX=1X, (iii) =AX = XA.

Bu durumda A matrisinin grup tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart r(4%) = r(4)
olmasidir. Bir V kiimesinin C" nin bir alt uzay1 oldugunu gostermek igin ¥V < C*
gosterimini ve V kiimesinin C" deki ortogonal bilesenin gdstermek igin V* gdsterimini
kullanalim. Eger V < C", T € C¥" ve TV = {Ta|a € V} ise bu takdirde TV < C"
olacaktir. Eger T € C™™" tersinir bir matris ise bu takdirde TV = V yazilir ve TV ve
V uzaylari izomorftur denir. dimV ile V uzaymin boyutunu gosterelim. Bu durumda
A? = A esitligini saglayan bir A € C™™ matrisine bir izdiisiim, buna ilaveten A* = A
esitligi de saglaniyorsa A € C™" matrisine bir ortogonal izdiisiim denir. C™" de
tanimli tiim izdiisiimlerin ve ortogonal izdiisiimlerin kiimesini sirastyla CE ve C2% ile
gosterirsek C9P < CF oldugu kolayca goriilebilir. Baska bir deyisle, A bir kompleks
kare matris olmak iizere eger A> = A = A* ise A matrisine bir ortogonal izdiisiim ad
verilir. Ote yandan eger R(X) = R(4A) ve X? =X = X* esitlikleri saglaniyorsa
X € C™Y™ matrisine A € C™ matrisinin R(A) ranj uzay: iizerine bir ortogonal

izdiisiimii denir ve X = P, ile gosterilir. Moore-Penrose invers tanimindan kolayca
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goriilebilir ki  AAT c¢arpimi R(A) lizerine ortogonal izdisiimdiir, yani,
P, = AA* dir. Bu durumda Pf =1 — AA*™ matrisi P, nin tamamlayic1 izdiisiimii

olarak adlandirilir.

Ortogonal izdiisiimler, matris teorisi ve uygulamalarinda sik¢a kullanilan en
basit matrislerden biridir. Her durumda, ortogonal izdiistimler ve bunlarin cebirsel
ozellikleri kendi iglerinde ilgingtir. Ortogonal izdiisiimlerin linecer kombinasyonlari ve
ortogonal izdiisim polinomlart ile bunlarin cebirsel 6zellikleri literatiirde yaygin
olarak ele almmistir. Ortogonal izdiistimlerin incelenmesinde izdiisiimlerin
(eszamanli) ayrisimlari ve bunlarla ilgili islemler oldukca dikkate degerdir. Iki veya
daha fazla ortogonal izdiisime ve bunlarla ilgili islemlere iliskin bir diger basit
yaklasim matrislerin ranklarini kullanmaktir. Bir matrisin ranki, matrisin siitun (satir)
uzayinin boyutu olarak tanimlanir. Bu durumda A = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r(A) = 0 olmasi oldugunu hatirlayalim. Ayrica A = B olmasi igin gerek ve yeter
sart 7(A — B) = 0 olmasidir. Dolayisiyla A — B farkinin ranki i¢in bazi formiiller
tiiretilebilirse, bu formiiller A = B esitligini karakterize etmek icin kullanilabilir.
Matris rank metodu olarak bilinen bu metot ¢esitli matris esitlikleri olusturmak ve

bunlarin 6zelliklerini gostermek i¢in kullanilabilir.

Elementer matris islemleri altinda bir matrisin rankinin degismedigini
hatirlayalim. Dolayisiyla, matris rank esitlikleri ¢esitli blok matrisler ve elementer
blok matris islemleri (EBMO'lar) yardimiyla kurulabilir. Ornegin, elementer blok

matris islemleri yardimiyla
I, A
rlg [ |=m+ r(I, —BA) =r(l,, —AB) +n (3.1.2)
m

esitligi kolayca gosterilebilir. Ozel olarak, P ve Q ayni mertebeden idempotent

matrisler ise bu takdirde

—P 0 P p
rl[0 Q Q|=r [Q] +7r[P,Q] =r(P)+7r(Q)+r(P—0Q) (3.1.2)
| P Q@ 0
—PQ 0 PQ
r|0 QP Qp] =r [gg] + r[PQ, QP]
| PQ QP 0

=r(PQ) +r(QP) +r(PQ — QP) (3.1.3)
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olacaktir. Bu rank formiilleri, farkli matris ifadeleri arasindaki iliskileri karakterize
etmek i¢in kullanilabilir. (3.1.1)-(3.1.3) de verilenlere benzer ¢ok sayida rank esitligi

cesitli elementer yontemlerle olusturulabilir.

Bu kisimda, P, Q € Ch(veya C97) olmak iizere P ¥ Q, (P — Q)?, PQ ¥ QP,
Q — PQ, I —PQ, aP + bQ + cPQ, a,b,c € C, ab # 0 formundaki matrislerin sifir
ve siitun uzaylariyla ilgili bazi yeni ve ilging esitlikler verilecektir. Ayrica P + Q nin
tersinirligi i¢in bazi1 yeni karakterizasyonlar verilecek ve PQ + QP ve PQ — QP nin
sifir uzaylar arasindaki icerme bagintilar1 bazi ilging rank esitlikleri ve esitsizlikleri
elde edilecektir. Bu kisimdaki temel sonuclarimizi vermeden once bazi Onemli
lemmalar1 ifade edelim. Oncelikle iki idempotent matrisin rankina iliskin asagidaki

O6nemli sonug verilebilir:

Lemma 3.1.1 A, B € C™™ iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
A
r(A—B)=r [B] +7[A,B] — r(4) — r(B) (3.1.4a)

r(A—B) =r(A — AB) + r(AB — B) (rank toplamsallik sart1) (3.1.4b)

r(A—B) =1r(A— BA) +r(BA — B) (rank toplamsallik sart1) (3.1.4c)

r(A+ B) + r(AB — BA) =1(A — B) + r(AB + BA) (3.1.53)
r(A+B)=r (g ‘g) —r(B)=r (ﬁ ‘(‘)‘) —r(A) (3.1.5h)

esitlikleri saglanir.

Bu lemmanin sonucu olarak bir M € C™™" matrisi verilsin. Bu takdirde

A € C™™ ve B € C™" herhangi iki idempotent matris olmak iizere,

r(AM — MB) = r [Agl] +r[MB, A] — r(A) — 7(B), (3.1.6)
r(AM — MB) = r(AM — AMB) + r(AMB — MB) 3.L7)

esitliklerinin saglandigi kolayca gosterilebilir. Ayrica Lemma 3.1.1 P, ve Py ortogonal

izdlistim ¢iftine uygulanirsa asagidaki sonucu verir.
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Sonug 3.1.1 A € C"™" ve B € C™ olsun. Bu takdirde

7(Pa — Pg) = 21[Py, Pg] = 17(P4) — 7 (Pa), (3.1.8)
r(Py — Pg) = 7(PgPy) + 7 (Py Pp), (3.1.9)
7(Iy — Py — Pg) = 1(P}-P&) + (P4 Pp), (3.1.10)
(I = Py — Pg) =m —1(Py ) — r(Pg) + 2r(P; Pg) (3.1.11)

esitlikleri saglanir. Bu nedenle,
PPg=0r(l,—P,—Pg)=m—r(Py) —r(Pg);
Pi+ Py =1, © PPy =0ver(Py)+1r(Pg)

ifadeleri dogrudur.

Lemma3.1.2 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,

r[A*(Iy, — Pg )y — Py )B] = r[Py(I;, — Pg ) (I, — P4 )B

r[A*B — A*BB* (A")* A*B]
=7[(Pa Pg)? — Py Pg]
=71[Py,Pgl+7(PaPp) —7(Ps) —r(Pp) (3.1.12)
= r[4,B] + r(4*B) — r(4) — r(B) (3.1.13)
esitlikleri saglanir. Bunun sonucu olarak,
@) r[A,B]=r(A) +r(B) — r(A*B);
(b) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) B*(AD* €{(A'B)"}
(i)  (PaPg)? = PyPg,
(iii) 7[4, B] = r(4) +r(B) — r(A"B).

Lemma3.1.3 4 € C™" ve B € C"™** matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

rank esitlikleri saglanir:
7(P4Pg — PgPy) = 2r(PyPg — PyPgPy)
= 2r(P4Pg — PgP4Pp)
= 2r[P,Ps — (P,Pg)?]. (3.1.14)
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Buna gore (P4Pg)? = P4Py olmasi yani, P,Pgz nin bir ortogonal izdiisiim

olmasi i¢in gerek ve yeter sart PP = PgP, olmasidir. Bu durumda

r(P4Pg — PgPy) = 2r[Py Pg| + 2r(P4Pg) — 2r(P,) — 2r(Pg) (3.1.15)
oldugu goriiliir. Boylece,

P,Pg = PgPy & 1Py, Pg] = 1(Py) + (Pg) — 7(PsPp) (3.1.16)

yazilabilir. Bunun sonucu olarak bir A € C"™™ igin eger (3.1.15) esitligi

P,P 4+ — P4+ P, ifadesine uygulanirsa,
T( PAPA* —PA* PA) = ZT[A, A*] + ZT(AZ) - 4‘T(A) (3117)
esitliginin saglandig1 kolaylikla gosterilebilir.

Onceden bilinen rank esitlikleri, ortogonal izdiisiimler icin cesitli esitlikleri
karakterize etmek igin kullanilabilir. Ozellikle iki ortogonal izdiisiimiin
komutatifliginin gosterilmesinde de kullamlabilir. Ornegin, (3.1.14), (3.1.16) ve
(3.1.17) esitliklerinden asagidaki ifadelerin esdeger oldugunu gosterilebilir:

(@)  P4Pg = PgP, dir, yani P4Pg Hermityendir.
(b) PAPB:PAPBPA:PBPAPB:(PAPB)Z-
() r[A B]=r(4)+r(B)—r(A*B).

Bu durumda eger r(42 — A) = r(A) + r(I,, — A) — m rank esitligi (P4Pg)? — P,Pg

ve (PgP,)? — Py P, ifadelerine uygulanirsa
17[(P4Pg)? — P4Pg]l = (I, — P4Pg) +1(P4Pg) —m,
r[(PgPy)?* — PgPy] = (I, — PgPy) +1(PgPy) —m
esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Bu durumda asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonuc 3.1.2 A € C™™ ve B € C"™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
@ r(,—PyPg)=r(, —PgPy)=71[AB]—r(4) —r(B)+m,
yani, dim N (I, — Py Pg ) = dim N (I, — PgP,) = dim(R(A)NR(B));
(b) NUp—PaPg) =Ny —PgPy) = RANR(B);

(¢) I, — P, Pg nonsingiiler & I, — PgP, nonsingiiler & R(A)NR(B) = {0};
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(d) Hem P, Pz ve hem Py P, ¢arpimi tami tamina t tane 1'e esit 6zdegere sahiptir,
burada t = dim[R(A)NR(B)] dir.

Bu durumda ayn1 mertebeden iki idempotent P ve Q matris ¢ifti igin
r(aP + bQ) =r(P+ Q) (3.1.18)

rank esitliginin a + b # 0 olacak sekilde her sifirdan farkli a ve b skalerleri igin
saglandig1 gosterilebilir. Bu esitlik iki idempotent matrisin lineer kombinasyonlarini
iceren ¢esitli rank esitliklerini belirlemede kullanilabilir. Ornegin, herhangi bir

a # 0, +1 skaleri igin,

P

r aQ] _ r(P+aQ)+r(P—aQ)=2r(P+0Q)
aQ P

esitligi gecerlidir. Asagida (3.1.36)' nin bir sonucu verilmistir.

Sonu¢ 3.1.3 A € C™" ve B € C" olmak iizere, a + b # 0 olacak sekilde her

sifirdan farkli a ve b skalerleri i¢gin,
R(aP, + bPg) =R(Py + Pg) = R[P,, P5]
esitligi dogrudur.
Lemma3.1.4 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
r[(A* ABBY)* — A* ABB*]| =r[A*,B] +r(AB) —r(A) —r(B) (3.1.19)
r[(AB B*)* — BB*A*] =r[B,A*AB] — r(B) (3.1.20)
r[(A* AB)* — B*A*A] =1 [A;B*] —7(A) (3.1.21)
esitlikleri gerceklenir. Lemma 3.1.4 de A ve B matrislerinin yerlerine sirasiyla
P, ve Pg matrisleri alinarak asagidaki sonug verilebilir:
Sonug¢ 3.1.4 A € C"™" ve B € C** matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
@ 7r[(PyPg)* — PgPy] = r[(PyPp)® — PgPyl;
(b) 7[(PyPg)" — PgPy] = r[Pg, Py Pg] — 7(Pg) = 7[Py, PgPa] — 7(Py);
(€)  7[Pa, PgPy] = 7[Py, Pg ] + r(PyPg) — r(Pp);

(d) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
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(i) (PyPg)* = Py P,, yani P,Pg bir kismi izometridir.
(i)  R(PaPp) S R(Pp),

(i) R(PgPy) < R(Pa),

(iv) 7[Py, Pg] =1(Py) +1(Pg) — r(P4Pp),

(V) P4Pp = PpPy,

(vi)  P,Pg bir ortogonal izdiisiimdiir.

Ote yandan (3.1.14) esitligi kullanilarak P,Pg — PgP, komiitatorii i¢in baska
bir rank esitligi asagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 3.1.1 A € C"™" ve B € C"™** matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
r(P4yPg — PgP,) = 2r[PgP,, P\Pg| — 2r(P4Pg) (3.1.22)
7[(PaPg)(PaPg)* — (PyPp)* (PaPg)] = 27 [Py Py, PyPg] — 2r(P4Pg) (3.1.23)

rank esitlikleri saglanir. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(@) (P4Pg) = (PgPy) dir, yani, PgP, Hermityendir.
(b)  R(P4Pg) = R(PgPy,) dir, yani PgP, bir EP dir.
(€)  (PaPg)(PaPp)* = (PyPg) " (PsPg) ;

(d) [(PaPs)?]" = [(PaPg)*]? PaPg;

(d) (PAPB)# = (PaPp)";

() N(P4Pg) = N(PgPy) ;

(@) C" =R(P4Pp)ON (PgPy) .

Ispat. Eger P ve Q aym mertebeden idempotent matrisler ise, bu takdirde,
PQ
r(PQ-QP)=r [QP] +7[PQ,QP] —r(PQ) — r(QP) (3.1.24)

esitligi yazilabilir. Bu durumda P,Pg — PgP, ifadesine (3.1.24) esitligi uygulanip
gerekli sadelestirmeler yapilirsa (3.1.22) ifadesi elde edilir. (3.1.23) ise (3.1.4) den
goriilebilir. (3.1.22) ve (3.1.23) esitliklerinin sag tarafini sifira esitlersek, hemen

(a) — (¢) nin esdegerligini elde ederiz. Ote yandan bir A matrisinin bir EP olmasi
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demek R(A) = R(A") olmasi demek olacagindan EP matrislerinin karakterizasyonu

su sekilde verilmistir:
A matrisi EP dir © AAT = AtA © r(4%) = r(4) ve (42)* = (4™)?
e A" =AT e N () = N4
o =RA) BN
dir. Bunlarin (¢) durumuna uygulanmasi, (¢) — (g) nin esdegerligini verir.

Herhangi iki U,V € C"™"matrisi i¢in, R(U) = R(V) ranj esitligi U = V matris
esitliginden acikca daha zayiftir. Bununla birlikte, Teorem 3.1.1 in (a) ve (b) siklari
bu iki esitligin U = PyPg ve V = PP, i¢in esdeger oldugunu gosterir. Bunun sunucu

olarak asagidaki sonug verilebilir:
Sonuc 3.1.5 A € C™™ ve B € C"™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
7[PgPy, P4Pg] = [Py, Pg] = 21(PyPg) — 7(P4) — 7(Pp)
= 1[(P4Pg)? — P,Pg] + r(P4Pg)) (3.1.25)
rank esitlikleri saglanir.
Iki P,Py + PyP, matris ifadesi icin asagidaki sonug verilebilir.
Lemma3.1.5 4 € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
(@ PyPp— PPy = (Py— Pg)(Py+ Pg — Iy) = —(Py + Pg — L)) (P4 — Pg);
(b)  PyPp+ PPy = (Py+ Pg)(Py+ P — Iy) = (P4 + Pg — I,) (P4 + Pp);
() r(PyPg—PgPy) =71(Py—Pg)+71(Py+Pg—1Ip) —m;
(d) r(PyPg+ PgPy) =1r(Py+Pg)+7r(Py+Pg—1I,) —m;
(6) 7(PaPp + PgPy) —1(PaPg — PgPy) = 17(Py + Pg) —1(Py — Pp);

(f)  P4Pg = PgP, matrisinin bir nonsingiiler matris olmasi igin gerek ve yeter sart

hem P, + P ve hem de P, + Pz — I,, matrsinin nonsingiiler olmasidir.
(9) PaPp=PpPy ©1(Py—Pg)+1(Pa+Ps—1Ip)=m
ifadeleri gerceklenir.

Asagidaki teorem, Sonug 3.1.5 ve Lemma 3.1.5(d)' den kolaylikla tiiretilebilir.
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Teorem 3.1.2 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,

7(P4Pg + PgP,) = 1[P4Pp, PgPy] (3.1.26)
dir.

Ayrica P, Pg, P, ve Pg* icin rank esitlikleri ve onlarin sonuglar1 asagida
verilmisgtir.

Teorem 3.1.3 A € C"™" ve B € C™P matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,

r[Pst Py, Py Pg| = 1(PgtPy) + (P4 Ps), (3.1.27)
r[PaPg*, PgPy| = 1(PyPs™) + r(PsPyt), (3.1.28)
r(PgtPy + Py Pg) = r(Pg Py) + r(Py Pp), (3.1.29)
r(PyPgt £ PgPyt) = r(PyPgt) + r(PpPy "), (3.1.30)

rank esitlikleri saglanir.
ispat. [Pz*A4, P, B] matrisi
[PytA,P,*B] = [A— BB*A,B — AA*B]

= [A,B] — BB*[A,0] — AA*[0, B]

B 014 0
= [A,B] — [B, 4] o 4l lo B (3.1.31)
olarak yazabilir. Bu durumda
 adpy _ . [ATAAT A'BY
r(D — CA B)—r[CA* D] r(4),

rank esitligi (3.1.31) ifadesine uygulanip elemanter blok matris islemleriyle gerekli

sadelestirmeler yapilirsa,

BB 0 B*A 0
r[Ps*A,P,*Bl=7r| 0 A'A 0 A*B|-r(4)—71(B)
B A A B
BB 0 B*A 0
=r|—-A*B 0 —-A4A*A 0 |-r(A)—r(B)
0 A 0 B
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B*B B*A

=T|1p A*A] +r[A,B] —r(4) —r(B)

—r ([ﬁ:] [B,4]) + r[A, B] - r(A) = r(B)
= 2r[A,B] = r(A) — r(B) — r(B)
=7(PgA) + r(P,*B)

=1(Pg Pa) +7(Py"Pp)

oldugu goriiliir. (3.1.28) de benzer sekilde gosterilebilir. (3.1.29) ve (3.1.30) esitlikleri
ise (3.1.27) ve (3.1.28) esitliklerinden tiiretilebilir.

Lemma3.1.6 4, B € C™*™ matrisleri verilmis olsun. Budurumda T € C™*" tersinir bir
matris olmak tizere

@ (V@) = THTREAD), NA* = RA),

(b)) RAH+ RBH=C"<NA)NNA) ={0},

) NA+NMA)=C"o RA)NR(B") ={0}
ifadeleri gecerlidir.
Ispat. (a): Bir B €C" igin (T*)'A*B € (T*) 'R(A*) ve bir a € N(A) igin
Ta € TN(A) olsun. Buradan ((T*)"'4A*B)*Ta = f*Aa =0 oldugundan
(TR < (T]\f(A))l yazilabilir. Diger taraftan dim(T*)"'R(4*) =
dimR(A") =r(A") =r(4) = dim(TN (A)) 1 oldugunu belirtelim. Buradan
(T]\f (A))l = (T*)TR(A") oldugu goriiliir. ikinci esitlik (a) daki birinci esitlikte

T = I,, alinarak saglanir.

(b) ve (c): Eger M ve N C" de iki altuzay ise bu takdirde M kiimesi M

kiimesinin ortogonal komplementi olmak tizere
MnN)Lt=MtnNt, M+N)t=MnNt (3.1.32)
esitliklerinden istenilen sonugclar elde edilebilir.

Teorem 3.1.4 P,Q € C} iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler

birbirine esdegerdir:
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()  C"=RP)OR(Q) ve C" = R(PHBR(Q"),
(i) C"=RP)OR(Q) ve C"=N(P)ON(Q),
(iii) R(P) NnR(Q) = {0} ve M(P) n NV(Q) = {0},
(iv) P — Q matrisi nonsingiilerdir,
(v) I —PQ veP+ Q — PQ matrisleri nonsingiilerdir.
Ispat. (i) = (ii): Lemma 3.1.6 dan kolaylikla goriilebilir.
(i) = (iii): Direkt toplam tanimindan kolaylikla ispatlanabilir.
(iv) = (v): (P —Q)x = 0 olsun. Bu durumda Px = Qx € R(P) N R(Q) = {0} ve
X € NMP)NN(Q) ={0}dir. Boylece NP-Q)={0} olup P-Q
nonsingiilerdir.
(iv) = (v): MU —PQ)=1{0} oldugu gosterilebilir. (I — PQ)x =0 olsun. Bu
durumda x = PQx = Px ve (P — Q)? x = (I — PQ)x = 0 esitlikleri yazilabilir. Ote
yandan (P — Q)? matrisi nonsingiiler odugundan x = 0 olacaktir. Yani I — PQ matrisi
de nonsingiilerdir. Buradan (I —P) — (I —Q)=Q —Polup I — (I —-P)(I —-Q) =
P + Q — PQ matrisinin nonsingiiler oldugu elde edilir.
(v) = (i) P+ Q—PQ matrisinin inversini W ile gosterelim. Bu durumda
W(P + Q — PQ ) =1 esitligi yazilabilir. Buradan I = WP + W (I — P)Q esitligi ve
dolayisiyla NV (P) N V(Q) = {0} esitligi  yazlabilir. Ote yandan eger
(P+Q—PQ)W =Tise bu takdirde I =P — Q)W + QW olacag acikca
goriilebilir. Bunun sonucu olarak C"= R(P) + R(Q) esitligi yazilabilir. Benzer sekilde
I—PQ={—-P)+{—-Q)— (I —P)U — Q) matrisinin nonsingiiler olmasi ise
NI -P)nNU-Q)= R(P)NRWQ) = {0}
ve
C"=RU—-P)BRU —-Q) =N(P)+N(Q)
oldugunu gosterir. Boylece
C"=R(POR(Q=N(P)BN(Q)

elde edilir.
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Sonuc¢ 3.1.6 P,Q € C iki izdiisiim matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler

birbirine denktirler:

) RE)SRQ =NPISN(Q) = N(P)OR(Q) = R(P)ON(Q) =C"

(i) P —Q vel — P — Q matrisleri nonsingiilerdir.

(ili) PQ — QP matrisi nonsingiilerdir.
Ispat. (i) ve (ii) deki denkliklerin gosterilmesi icin Teorem 3.1.4 iin 6nce P ve Q
matrislerine ve daha sonrada (I — P) ve Q matrislerine uygulanmasi yeterlidir. (ii) ve

(iii) nin denkligi ise PQ —QP = —P —Q)(P— Q) esitligini dikkate alarak
kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.1.5 P,Q € CF izdiisiimler olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(1) P — Q nonsingiilerdir.

(i) P+ Q vel — PQ nonsingiilerdir.
Ispat. (i) = (ii): Eger (P + Q )x = 0 ise bu takdirde Px = —Qx € R(P) N R(Q) =
{0} ve x € N(P) N V(Q) = {0} esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle N'(P + Q ) = {0}

olup P + Q nonsingiilerdir. I — PQ nun nonsingiilerligi benzer sekilde gosterilebilir.

()= (ii): (P — Q )x = 0 olsun. Bu takdirde Px = Qx = QPx = PQPx yazilabilir. Bu

durumda
Px=({—-PQ)*(I-PQ)Px=(—-PQ)*(Px—PQx) =0,
(I=Px=(P+Q ™ (P+QU-Px=(P+Q (Qx—QPx)=0

ve x = Px + (I — P)x = 0 elde edilir. Buradan N'(P — Q) = {0} oldugu gériiliir ve

bdylece ispat tamamlanmis olur.

P, Q € CF izdiisiim matrisleri P — Q farki nonsingiiler olacak sekilde verilmis
olsun. Bu durumda (P — Q)" ve (P + Q) ! matrisleriyle ilgili formiiller elde etmek
i¢cin

C'=RP)BRQ=NP)DN(Q)
ile ilgili izdiisiimler kullanilabilir. Bu amagla 6ncelikle

F=P=(P-0)1(1-0), (3.1.33)
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G=CP-Q'P=U-QCP-Q7; (3.1.34)

matrislerini tanimlayalim. Bu durumda F ve G matrisleri de izdiisiim matrisi olacaktir.

Ornek olarak F2 = F oldugu gosterilelim. Gercekten
FP=P-Q)'U-QPP-Q!
=P-Q'U-QPP-QP-Q)*
=P-Q'U-Q=F
elde edilir. Bunun sonucunda
RP) = RQ), N(F)=N(Q)
N(F) =N -Q)=RQ),
R(G) = RU - Q) =R(Q),
esitlikleri yazilabilir.

Teorem 3.1.6 P,Q € C} iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler

saglanir:

(i) NP-Q) =(RPNRWQ)SWP)NNWQ)

(i) RP-Q) = (RP)+RQ) n(V(P)+N(Q)
ispat. (i) (R(P)NRWQ))+(N(P)NN(Q)) <N(P—Q) ve (R(P)NRWQ))N
(W(P)NN(Q)) ={0} oldugu agiktir. Herhangi bir a € N(P—Q) igin
Pa=Qa=PQa ve a=Qa+ (a—Qa)e(RP)NRWQ))+ (NP)NNQ))
oldugu gbriilebilir. Bu nedenle N(P — Q) = (R(P) NR(Q))D(NV(P) nNV(Q))
elde edilir.
(i) P*,Q* € Ch oldugunu belirtelim. Bu takdirde (i) ye

NP = Q%) = (RP)NREQ)B(N(P)NN(@Q) (3.1.35)

yazilabilir. Buradan (3.1.35) in her iki tarafinin ortogonal komplementini alip Lemma

3.1.6 uygulanirsa istenilen sonug elde edilmis olur.

P + Q ve P — Q matrislerinin sifir ve siitun uzaylar1 PQ + QP,PQ — QP ve
I — P — Q matrislerinin sifir ve siitun uzaylariyla yakindan iliskilidir. Bunu asagidaki

teoremde verebiliriz.
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Teorem 3.1.7 P, Q € Ck iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

(i) NPQ-QP)=NCFP-QOdNU-P-Q),

(i) N(PQ+QP)=NP+Q®NI-P-0Q),

(i) R(PQ—QP)=RP-Q)NRU—-P—-Q),
VeR(P —Q)+RUI—P—0Q) =C",

(iv) R(PQ+QP)= R(P+Q)NRU—-P—0Q),
veR(P — Q)+ R(UI—P—0Q) =C",

ifadeleri saglanir.

Ispat. (i) P-Q)(I—-P—-Q)=-U—-P—-Q)(P—Q)=QP—PQ oldugundan
NP-Q)+N(U—-P—-0Q)<N(PQ—-QP) olacaktir. Ote yandan herhangi bir
AENMP-Q)NNU—-P—-Q)i¢in Pa =Qa, a = Pa+ Qa yazlabilir. Boylece
PQa = QPa = 0 = Pa = Qa olacaktir. Buradan a = 0 olmalidir. Bu nedenle
NP-QBNI—-P—-Q)<NPQ—-QP) oldugu gorilir. Simdi de
dimNP —-Q)+dimN{ —P—Q) =dimN(PQ — QP) esitligini saglayalim.
Bunun i¢in r(P—Q)+r(I—P—Q)=r(PQ—QP)+n oldugunu gostermek
yeterlidir. Ote yandan
7A(PO In—P—Q>:r(In—QP—PQ In—P—Q>

-Q 0 P—-Q 0
_ (l,—P-Q I,—P-Q
““( P-Q 0 )
=r(P=Q)+r(I—P —Q) (3.1.36)

ve
In In_P_Q _ In In_P_Q
’"(P—Q 0 )_r(P—Q QP—PQ)
=r(PQ—QP)+n (3.1.37)
elde edilir. (3.136) ve (3.1.37) den r(P—Q)+r(I—P—-Q) =7r(PQ —QP) +n
oldugu goriiliir. Sonug olarak N'(PQ — QP) = N'(P — Q) ®N (I — P — Q) esitligi

saglanir.

(i): P+Q)-P-Q)=U—-P-Q)(P—Q)=—-QP—-PQ oldugundan
NP+Q+NUI—-P—-Q)<N(PQ+QP) olacaktir. Ote yandan
NP+QNNUI—-P—-Q)=1{0} oldugu kolayca gosterilebilir. Bu nedenle
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NP+QANU—-P—-Q) <N(PQ + QP) oldugu goriiliir. (i) nin ispatina benzer
yontem uygulanarak r(P+ Q) +r(I—P—Q) =r(PQ + QP)+n oldugu da
gosterilebilir. Sonug olarak

NPQ+QP)=NFP+Q)dNUI—-P—-Q)
esitligi saglanmis olur.

(iii) ve (iv): P*,Q* € CE oldugunu belirtelim. Bu takdirde (iii) ve (iv) iin ispat1 Lemma
3.1.6 ya gore sirastyla (1) ve (i1) deki sonuglar kullanilarak gosterilebilir.

Sonuc 3.1.7 P, Q € CF, izdiisiimler olsun. Bu takdirde

(i) P —Q tersinirdir & N(PQ —QP) =N — P — Q) dir.
(i) P + Q tersinirdir & N(PQ + QP) =N — P — Q) dir.
(iii) I — P — Q tersinirdir & N(PQ +QP)=N({—-P —Q)

& N(PQ + QP) = N(P + Q) dir.

Teorem 3.1.8 P, Q € CF iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

i) NP-Q)H=NFP+Q+NU-PQ+NU-QP)
(i) R(P-QO)=RP+QNRU-PYNRU—QP)

ifadeleri saglanir.
Ispat. (i) Herhangi bir @ € N(P+ Q) icin Pa = —Qa yazlabilir. Boylece

(P—Q)?a=(P+Q—PQ—QP)a =0 olacagindan a € N ((P — Q)?) yazlabilir.
Bu nedenle

NEP+Q) <N(P-0)® (3.1.38)
oldugu goriiliir. Herhangi bir « € N (I — PQ) igin @ = PQa = Pa yazilabilir. Bu
takdirde (P — Q)?a =(P+Q —PQ — QP)a = 0 olacagindan a € N ((P — Q)?)

yazilabilir. Bu nedenle

N(I-PQ) <N({(P-Q)?) (3.1.39)
oldugu goriiliir. Benzer sekilde

NI —-QP) <N((P-Q) (3.1.40)
oldugu gosterilebilir. Bu takdirde (3.1.38)-(3.1.40) esitsizliklerinden

NP+Q+NUI-PQ)+NUI—-QP) <N({(P-Q)> (3.1.41)

elde edilir. Ote yandan herhangi bir @ € N ((P — Q)?) i¢in (P + Q — PQ — QP)a = 0
olacaktir. Bu nedenle icin Pa = PQPa, Qa = QPQa, QPa = (QP)*a ve

48



PQa = (PQ)? olacagmndan (I — PQ)PQa =0 ve (I — QP)QPa = 0 yazlabilir.
Buradan da PQa € (I — PQ) ve QPa € N (I — QP) olacaktir. Ustelik

(P+Q)(2a— PQua — QPa) = 2Pa+ 2Qa — PQa — QPQa — PQPa — QPa

=Pa+Qa—PQa—QPa=(P—0Q)’a=0

esitligi 2a — PQa — QPa € V(P + Q) oldugunu gosterir. Bu nedenle o = %(20{ —
PQa — QPa) + %PQa + %QPO( ENP+Q)+N(U—-PQ)+N(—-QP) esitligini
(3.1.41) ile birlikte alirsak N(P — Q)?) = NP+ Q)+ N{U —PQ) + N(I — QP)
oldugu goriiliir.

(i) P*,Q* € CE oldugunu belirtelim. Bu takdirde (i) ve in ispat: Lemma 3.1.6 ya gore (ii)
deki sonug kullanilarak gosterilebilir.

Sonug¢ 3.1.8 P, Q € CF izdiisiimler olsun. Bu takdirde

P — Q tersinirdir & Hem P + Q ve hem de I — PQ tersinirdir,
< Hem P + Q ve hem de I — QP tersinirdir.
dir.
Sonug 3.1.8 e gore dim N (I — PQ) = dim V(I — QP) oldugu sdylenebilir.
Bu nedenle V(I — PQ) ve (I — QP) lineer uzay olarak izomorfturlar. Fakat bu iki

uzayin ayni olmasi gerekmez. Bunu asagidaki 6rnekle acgiklayalim.

Ornek 3.1.1 P ve Q izdiisiimleri asagidaki sekilde segilsin.

0 1 0 0 0 O
0 1 0f Q=11 1 0

0 0 1 0 0 1

P =

olsun. Bu takdirde P, Q € C% olup

1 -1 0 100
I-PQ=]0 0 olveI—-orPr=[0 0 o
0 0 0 0 0 0

ve dolayisiyla (I — PQ) # N (I — QP) oldugu agiktir. Fakat eger P ve Q ortogonal

izdiisiimler ise bu takdirde asagidaki sonug verilebilir.
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Teorem 3.1.9 P, Q € CYP iki ortogonal izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

) NU-PQ=NU-QP);
(i) M(P-Q*)=NFP+QSNU-PQ);
(i) RP-QH = RP+QNRU-PQ)

ifadeleri saglanir.
Ispat. (i): P,Q € C2® ortogonal izdiisiim matrisleri i¢in

I 0 [c: cs 1
[0 0 ] |CS 52
P=U 11 U, Q=0
0
0

0

olacak sekilde bir U € C™ iiniter matrisi mevcuttur, burada C, S matrisleri C? + S%? = 1

olacak sekilde reel pozitif kosegen matrislerdir. Buradan basit hesaplamalarla

1 — C?
0 I
[-PQ=U 0 . U,
I
I
1—C% 0
—cS 1
[—QP=U 0 . U
I
I

oldugu goriiliir. |I — C?| # 0 olacagindan V' (I — PQ) = N (I — QP) olacaktir.

(ii): (i) ve Teorem 3.1.8 den NV ((P — Q)?) = N(P + Q) + N (I — PQ) yazlabilir.
Ayrica herhangi bir B€ NMP+Q)+NU—-PQ) igcin (P+Q)B=0 ve
B =PQB =P yani 2B=P(P+Q)B=0 yazilabilir. Dolayisiyla
NP+Q)nNU—-PQ)={0} elde edilir. Buradan da
N((P-0Q)®) = NP+Q)DNU - PQ) elde edilir.

(iii): P,Q € C9% oldugundan P* = P ve Q* = Q olacaktir. (ii) nin ispat:1 ve Lemma
3.1.6 ya gore (iii) deki sonug gosterilebilir.

Q — PQ nun sifir uzay1 ve siitun uzayi i¢in asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.10 P, Q € Cf iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

(i) M@Q-PQ)=NQ) & RPNRWQ)

(i) RQ-PQ) = RWQ)n(NMP)+NQ)
ifadeleri saglanir.
Ispat. (i): M(Q)+ (R(P)NRQ)) <N(Q—-PQ) oldugu ve (Q)+ (R(P)N
SR(Q)) uzaylarmin toplammin  direkt toplam oldugu aciktir. Herhangi
bir « € N(Q — PQ) igin Qa = PQa yazlabilir. Boylece a« = (¢ — Qa) + Qa €
N(@@Q) + (§R(P) N ER(Q)) olacagindan N(Q —PQ) < N(Q) + (SR(P) N SR(Q))

yazilabilir. Bu nedenle (i) ispatlanmis olur.

(ii) P*, Q* € CE oldugunu belirtelim. Bu takdirde (i) nin ispat: ve Lemma 3.1.6 ya gdre
istenilen sonug gosterilebilir.
Benzer sekilde I — PQ nun sifir ve siitun uzaylar lile ilgili olarak asagidaki

sonuglar verilebilir. Bunlarin ispat1 Teorem 3.1.9 a benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 3.1.11 P, Q € Ck iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

i) NU-PQ)=RP)NN(P-PQ)

(i) RU-PQ) =N(P)+ RQ—-PQ)
ifadeleri saglanir.

Teorem 3.1.12 P, Q € CF, iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

@) NP+Q-PQ=N(Q—-PQNN(P)

(i) RP+Q-PQ)= RP—-PQ+ RQ)
ifadeleri saglanir.
Ispat. (i): Herhangi bir a € N(Q — PQ) i¢in Qa = PQa ve Pa = 0 esitlikleri
yazilabilir. Bu ise N (Q — PQ) NN (P) < N(P + Q — PQ) olmas1 demektir. Ote
taraftan herhangi bir a € (P + Q — PQ) igin (P + Q — PQ)a = 0 olacagindan
Pa=0 ve (Q—PQ)a=0 esitligi elde edili. Bu ise N(P+Q—PQ) <
N(Q — PQ) N V(P) olmasi demektir. Boylece N(P +Q — PQ) =N (Q —PQ) N
N (P) olup (i) ispatlanmis olur.

(i) P*,Q* € CF oldugunu belirtelim. Bu takdirde (i) nin ispat1 dikkate alinirsa
NP+ Q*— Q*P*)=N(P*— Q*P*)NN(Q*) yazlabilir. Esitligin her iki
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yaninin ortogonal komplementi alinirsa R(P + Q — PQ) = R(P — PQ) + R(Q)
oldugu elde edilir ve boylece istenilen sonug gosterilmis olur.
Teorem 3.1.13 P,Q € CY iki izdiisiim matrisi, a,b,c € C ve ab # 0 olsun. Bu

takdirde asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Egera+b=ciseN(aP +bQ —cPQ)=N(P—-Q)
(i) Egera+b #cise N(aP + bQ —cPQ) =TN(P — Q) = N (P + Q) dir,

a+c—-b
a+b—c

buradaT =1 + Q seklindedir.

(i) Egera+b =+ cise N(aP +bQ — cPQ) = N(Q — PQ) N V(P +==0Q)

(iv) Egera+b =ciseR(aP +bQ —cPQ) =R(P—Q)
(v) Egera+b # cise R(aP + bQ — cPQ) = KR(P — Q) = R(P + Q) dir,

b+c—a

burada K = I + —— P seklindedir.
a+b

—C
(vi) Egera+b # cise R(aP 4+ bQ — cPQ) = R(P — PQ) + R(Q + %P)
ispat. (i): Eger a + b = c ise bu takdirde (I — <P) (aP + bQ — cPQ) = b(Q — P)
olacaktir. Buradan V' (aP + bQ — cPQ) = N (P — Q) oldugu goriiliir.

(ii): Eger a + b # c ise bu takdirde

(I+a+c—bp) (aP+bQ—cPQ) (I+a+c—bQ) _ 2ab (P+Q)

a+b—-c a+b—c a+b—c

c—b
b—c

22D 2+ 0 olup [ + 22

a+b—c a+b-c

ikisi de tersinir oldugundan N(aP + bQ —cPQ) =TN (P —-Q) =N(P + Q)

yazilabilir. Ote yandan Pvel+ Z: Q matrislerinin her

olacaktir.

(iii): Eger a + b # c ise bu takdirde herhangi bir a € N(Q — PQ) NN (P + bT_[CQ)
icin (Q—PQ)a = (P + %Q) a=0 yazlabilirr Bu isePQa =Qa ve
Pa = %Qa olmasi demektir. Boylece (aP + bQ — cPQ)a = 0 olacaktir. Bu

nedenle V' (Q — PQ) N N (P + %Q) < N(aP + bQ — cPQ) elde edilir. Ayrica
herhangi bir @ € N (aP + bQ — cPQ) icin (aP + bQ — cPQ)a = 0 olacagindan
Pa = %PQa veQa = PQa elde edilir ki bu da @ € N'(Q — PQ) N V(P + %Q)

oldugunu gosterir. Boylece N (aP + bQ —cPQ) < N(Q —PQ)NN(P + %Q)
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elde edilir. Sonu¢ olarak N(aP + bQ —cPQ) = N(Q —PQ)NnN(P + %Q)

bulunur.
(iv): (i) ve Lemma 3.1.6 uygulanarak istenilen sonuca ulasilabilir.
(v): (3.1.35) esitliginden istenilen sonuca ulasilabilir.

(vi): Egera + b # cise butakdirde @ + b # ¢ (burada @, a nin eslenigidir) olacaktir.
P*,Q* € C& oldugunu belirtelim. Bu takdirde (iii) nin ispati dikkate aliirsa
N(@P +bQ —cQ P)=N(P - Q"P)NN ( 0* + %C_P*) oldugu  goriiliir.
Esitligin her iki tarafinin ortogonal komplementi alinip Lemma 3.1.6 uygulanirsa
R(aP + bQ — cPQ) =R(P —PQ) +R(Q + %P) oldugu elde edilir ve boylece
istenilen sonug gosterilmis olur.

Sonug¢ 3.1.9 P, Q € CF iki izdiisiim matrisi, a, b, c € C ve ab # 0 olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:

r(P—Q), egera+b = cise

() r(aP+bQ_CPQ):{r(P+Q), egera+ b + cise

(i) Eger a + b # c ise bu takdirde
aP + bQ — cPQ tersinirdir = N (P — PQ) N V" (P + %Q) = {0} dir,
= RP-PO)+%(Q +%P) = C" dir.
(iii) Egera+ b = cise aP + bQ — cPQ tersinirdir & P — Q tersinirdir.

Sonug¢ 3.1.10 P,Q € C} iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler

dogrudur:

i) NP+ = (MQ @ (RP)NRQ))NN(P),

(i) P + Q tersinirdir < (N(Q) ® (R(P) N ER(Q))) NV (P) = {0}.
Ispat. (i): Eger Teorem 3.1.13 (ii) de a=b=c=1 almirsa bu takdirde
NP+ Q) =N(P+ Q — PQ) oldugu goriiliir. Buradan Teorem 3.1.10 ve Teorem 3.1.12

ye gore N(P+Q — PQ) = (N(Q) ® (RP) N ER(Q))) NNV(P) oldugu kolayca

goriiliir. Boylece N(P+Q —PQ) = (M(Q) ® (R(P)NR(Q))) N N(P) elde

edilir. Ote yandan (ii) sikkinin ispat1 ise (i) den direkt olarak elde edilir.
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Simdi de P,Q € CF ve P,Q € C9” olmas1 durumlarinda PQ + QP ve PQ — QP nin
sifir uzaylar ile ilgili igerme bagintilar1 verelim. Bu durumda bu iki uzayin esit olmasi
icin baz1 gerek ve yeter sartlar verilecektir. Sonu¢ olarak P+ Q ve P — Q nun
tersinirligi i¢in bir takim Kkarakterizasyonlar verilecektir. P — Q nun tersinirliginin
P + Q nun tersinirligi icin yeterli fakat gerekli olmadigint belirtelim. Yukaridaki
gozlemlerimiz bizi N (PQ + QP) ve N (PQ + QP) ile ilgili igerme iliskilerinin

bilinmesine gotiirecektir.
Ornek 3.1.2 P ve Q izdiisiimleri asagidaki sekilde segilsin.

0 0 O 0 0 O
0 1 0f Q=11 1 0

0 0 1 0 0 1

P =

olsun. Bu takdirde P, Q € C£ olup basit hesaplamalarla

0 0 0 00 0
PQ+QP=|1 2 0 ve PQ—-QP=[1 0 0
00 2 00 0

oldugu goriilebilir. Bu durumda ve dolayisiyla V' (PQ + QP) = {(—2x,x,0)":x € C}
ve N(PQ — QP) = {(0,x,y)": x,y € C} oldugu agiktir. Bu takdirde N'(PQ + QP) <
N (PQ — QP) esitsizligi saglanmaz. Fakat asagidaki teorem verilebilir:

Not 3.1.1 P, Q € CF iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde
r(PQ + QP) <r(PQ — QP)

esitsizligi daima gercgeklenir.

Teorem 3.1.14 P, Q € CF, iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

() N(PQ+QP)=N(PQ—-QP) = R(P)NRQ) = {0}

(i) R(PQ + QP) = R(PQ — QP) & N(P) n N'(Q) = C*
olacaktir.
Ispat. (i): Eger R(P) N R(Q) = {0} ise bu takdirde herhangi bir ;(PQ — QP) igin
PQa = QPa € R(P) N R(Q) = {0} olacagindan PQa = QPa = a € 0 dir. Bu ise
(PQ + QP)a = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla N'(PQ — QP) < N (PQ + QP) elde
edilir. Benzer sekilde V' (PQ + QP) < NV (PQ — QP) oldugu da gosterilebilir. Bu
nedenle V' (PQ + QP) = N (PQ — QP) olacaktir. Tersine olarak eger a € R(P) N
R(Q) ise bu takdirde Pa = Qa = a olur ki buda (PQ — QP)a = 0 oldugunu gosterir.
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Bu nedenle (PQ + QP)a = 0 = 2a = 0 = a = 0 olacaktir. Dolayisiyla R(P) N
R(Q) = {0} oldugu goriiliir.
(i)): Bunun i¢in P*,Q* € C} oldugunu belirtelim. Bu durumda (ii) sikkinin ispati (i)

ve Lemma 3.1.6 dikkate alinarak kolayca yapilabilir.

Bu durumda P — Q ifadesinin tersinirliginin yeni bir karakterizasyonu

PQ + QP ve PQ — QP nin sifir uzaylarinin 6zellikleri yardimiyla da verilebilir.
Sonug¢ 3.1.11 P, Q € CF iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

P — Q tersinirdir & N (PQ + QP) = N (PQ — QP)
ve N(P — PQ) nV(Q — QP) = {0}

olacaktir.

Ispat. Eger P — Q tersinir ise bu takdirde Teorem 3.1.4. e gére R(P) N R(Q) = {0}
olacaktir. Bu durumda Teorem 3.1.14 den V' (PQ + QP) = N (PQ — QP) elde edilir.
Ote yandan herhangi bir a € N(P—PQ)NN(Q —QP) i¢in Pa = PQa,
Qa = QPa olacagindan (P — Q)?a =0yani a =0 oldugu goriiliir. Bu nedenle
NP -PQ)NN(Q —QP) ={0} olacaktir. Tersine olarak N (PQ + QP) =
N(PQ — QP) oldugundan Teorem 3.1.14 e gore R(P) N R(Q) = {0} olacaktir.
NP —-PQ)NnN(Q — QP) = {0} oldugundan V' (P) N N (Q) = {0} oldugu goriiliir.

Bu nedenle Teorem 3.1.4 e gére P — Q tersinir olacaktir.
Teorem 3.1.15 P, Q € Cf, iki izdiisiim matrisi olsun. Eger P — Q tersinir bu takdirde
N(PQ + QP) = N(PQ — QP) esitligi saglanir.

Ispat. Herhangi bir @ € V(PQ — QP) i¢in PQa = QPa olacagindan PQa = QPa =
PQPa yazilabilir. Sonug olarak (I — PQ)(PQ + QP)a = PQa + QPa — PQPQa —
PQPa = PQa + QPa — PQQPa — PQPa = 0 elde edilir. Ote yandan I — PQ
tersinir oldugundan (PQ + QP)a = 0 olacaktir. Bu nedenle N (PQ — QP) <
N(PQ + QP) elde edilir. Ote yandan herhangi bir @ € N (PQ + QP) igin PQa =
—QPa = —PQPa olacagindan (I —PQ)(PQ — QP)a = PQa — QPa — PQPQa +
PQPa = PQa — QPa + PQPa + PQPa = 0 yazilabilir. Ote yandan I — PQ tersinir
oldugundan (PQ — QP)a = 0 olacaktir. Bu durumda V' (PQ + QP) < NV (PQ — QP)
elde edilir. Sonug olarak V' (PQ — QP) = N (PQ + QP) oldugu elde edilmis olur.
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Simdi de P, Q € CE sartin yerine P, Q € C4? sartim1 koyarak V'(PQ — QP)

ve NV (PQ + QP) nun iliskisini ele alalim. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.16 P, Q € C4P ortogonal izdiisiim matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
N(PQ + QP) < N(PQ — QP) esitsizligi saglanr.

Ispat. P ve Q nun Teorem 3.1.19 un ispatinda verilen CS- ayrisimini gdz Oniine

alalim. Bu takdirde direkt bir hesaplamayla

[ZC2 CS 1
| cs 0
PQ + QP = U| 21 0 U
0
I ol
ve
0 CcS
—CS S?
0
0
2 2
olacaktir, burada (ZC CS) € C?P¥2P [ € C*** dir. Buradan (ZC CS) ve
cs 0 cs 0
0 CS C o ..
(_ cs 52) matrislerinin her ikisi de tersinir olacaktir. Dolayisiyla

N (PQ + QP) = {U(01x2p, 012:X)'U*|X € C¥(n=2P70)}

ve
N(PQ — QP) = {U(01x2p, Y1.eX)'U*

X e Clx(n—Zp—t)}
olup M(PQ + QP) < N(PQ — QP) oldugu gosterilmis olur.

Eger P,Q € C9P ise N'(PQ — QP) = N (PQ + QP) esitligi icin bir gerek ve
yeter sart asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 3.1.17 P, Q € CYP ortogonal izdiisiim matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
I — PQ nun tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart N'(PQ + QP) = N (PQ — QP)

olmasidir.
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Ispat. Gerekliligin ispat1 Teorem 3.1.15 den direkt olarak goriiliir. Ote yandan
N(PQ + QP) = N(PQ — QP) 6zdesligi P ve Q nun Teorem 3.1.19 un ispatinda

verilen CS- ayrisimini goz Oniine alinirsa

I 0 c%? CS

[0 0 ] cS S?
P=U 1 UQ=U 0 U*

0 I
l ol .
olup
[1 —-C?* —-CS ]
0 1

I1-PQ = U| I U*

I
| /]
matrisi tersinirdir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

3.2 iki Egik Izdiisiimiin Fonksiyonlarinin Sifir ve Siitun Uzaylar

Bu kisimda egik izdiisiimler ciftinin degisik fonksiyonlarinin sifir ve siitun
uzaylarmin degisik yeni karakterizasyonlar1 verilecektir. Beklenildigi gibi egik
izdiigiimler i¢in elde edilen sonuglarin biiyiik bir kismi ortogonal izdiistimler igin de
gecerlidir. Bununla ilgili olarak 6nce baz1 hazirlayici sonuglar verilecek ve daha sonra
da iki egik 1zdiistimiin ¢carpimi, toplam1 ve farklarini igeren fonksiyonlar i¢in bir dizi

sonuclar tiiretilecektir.

Asagidaki iki lemma iki egik izdiisim tarafindan belirlenen degisik

altuzaylarin boyutlariyla ilgili olacaktir.

Lemma3.2.1 P,Q € CF izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

(i)  dim(R(P)NRQ)) =r—71(QP)

(i) dim(R(P)NN(Q)) =r—7(QP)

(i) dim(W(P)NRQ))=n—r—71(QP)

(iv) dim(W(P)NN(Q))=n—r—71(QP)
esitlikleri saglanir, burada Q = I — Q dir.
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Ispat. Matrislerin ¢arpimin ranklariyla ilgili bilinen ifadelerden
dim(R(P) NR(Q)) =r(P) — r(QP) (3.2.1)

yazilabilir. Bu nedenle Lemmanin (i) sikki elde edilir. Geri kalan karakterizasyonlar
(3.2.1) den P ile P yi velveya Q ile Q yer degisimi yapilarak elde edilebilir.
Lemma 3.2.2 P,Q € CF izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde
(i) dim(RP)+RQ) =7r+71(PQ)
(i) dim(R(P) +N(Q)) =71 +1(PQ)
(i) dim(W(P) + R(Q)) =n—r+1r(PQ)
(iv) dim(W(P)+N(Q)) =n—r1+7(PQ)
dir.

Ispat. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanr.

dim(R(P) + R(Q)) = n — dim(R(P) + R(Q))"

=n—dim(RP)* + RQ)D)

n — dim(V(P*) + V(Q"))
=r+7r(Q*P"),

burada son esitlik Lemma 3.2.1(iv) den elde edilmistirr Bu durumda
r(Q*P*) = r(PQ)yazilabileceginden Lemmanin (i) sikki elde edilir. Geri kalan
durumlar yine (i) den P ile P yi ve/veya Q ile Q yer degisimi yapilarak elde edilebilir.

Burada Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 deki 6zdesliklerin karsilik gelen siitun
uzaylar1 arasindaki esitliklere genellestirilip genellestirilemeyecegi sorusu akla

gelebilir. Bagka bir deyisle,
R(P) = R(P) N R(Q) D R(QP), (3.2.2)
R(P) + R(Q) = R(P) ® R(PQ), (3.2.3)

esitliklerinin saglandig sorulabilir, bunlardan (3.2.2) esitligi Lemma 3.2.1(i) ye ve
(3.2.3) esitligi ise Lemma 3.2.2(1) ye karsili gelmektedir. Belirtelim ki
R(Q) ve R(QP) uzaylar ayriktir ve dolaysiyla (3.2.2) deki €@ semboliin kullanimini
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saglar. Benzer sekilde (3.2.3) deki @ semboliin kullanimi ise R(P) N R(PQ) = {0}

gercegini yansitir. Simdi

p= ((1) (1)) ve P = ((1’ 2) (3.2.4)

matrislerini goz oniine alalim. Bu durumda R(P) N R(Q) = {0},

1 = 1
R(P) = span {(0)} ve R(QP) = span {(_1)}
oldugu kolayca gériilebilir ki bu da (3.2.2) nin genel de saplanmadigini gésterir. Ote
yandan
R(P) ® R(PQ) € R(P) + R(PQ) (3.2.5)

icermesi gosterilirse (3.2.3) ispatlanmis olur. R(P) € R(P) + R(PQ) oldugundan
(3.2.5) deki iliskiyi tiiretmek icin R(PQ) € R(P) + R(PQ) oldugunu gdstermek
yeterlidir. Bu nedenle y € R(PQ) olacak sekilde bir y € C™?! vektorii alalim.
PQ = Q — PQ oldugundan y =u+ v olacak sekilde u € R(Q) ve v € R(P)
mevcuttur. Boylece (3.2.5) icermesi saglanir ki bu da (3.2.3) esitliginin de saglandigini

gosterir.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.2.1 P, Q € CF, izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde
R(PQ) = R(P) N (M(P) +R(Q)) ve N(PQ) =N (Q) ® (V(P) NR(Q))
esitlikleri saglanir.

Ispat. Bu durumda N (Q) & (N(P) N ER(Q)) C NV (PQ) oldugundan NV (PQ) nin
karakterizasyonu bu icerme bagintisinin her iki tarafindaki alt uzaylarin boyutlarinin

esit oldugunun gosterilmesiyle kurulacaktir. Bunun igin
dim[V(Q) @ (W (P) NR(Q))] = dimN(Q) + dim(N(P) n R(Q))
=n—7r(Q) + dim(WV(P) N R(Q))
oldugunu belirtelim. Bu nedenle 7(Q) = r(PQ) + dim(N (P) N R(Q)) olacagindan

dim[N(Q) @ (M (P) N R(Q))] =n —r(PQ) = dim[N (PQ)] oldugu gériiliir. Ote

yandan R(PQ) nun karakterizasyonu ise P yerine Q* ve Q yerine P* alinarak ve elde
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edilen esitligin her iki tarafinin ortogonal komplementini alarak N (PQ) nun

karakterizasyonundan elde edilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

P,Q € CE izdiisiimleri V'(P) N N (Q) = {0} olacak sekilde verildiginde PQ
nun R(P) + R(Q) tizerinde N (P) @ N (Q) boyunca bir izdiisiim olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart R(P) @ (]\f (P) + ‘R(Q)) = C™! oldugunun belirtelim. Bu
durumda Lemma 3.2.1(iii) e gére dim[R(P) @ (V(P) +R(Q))] =n—r(QP)

oldugu goriiliir. Bu nedenle
QP =0 @ R(P) D (WV(P) +R(Q)) =C™!
oldugu elde edilir. Bu durumda asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 3.2.1 P, Q € CF izdiisiimleri QP = 0 olacak sekilde verilmis olsun. Bu takdirde
PQ € CE olup R(PQ) = R(P) NR(Q) ve N (PQ) = N(P) ® N(Q) dir.

Ispat. Direkt bir hesaplamayla QP =0 ifadesinin QP =P +Q —1 olarak
yazilabilecegi goriilir. Boylece PQPQ = P(P + Q —1)Q = PQ elde edilir. Bu ise
QP =0 ise PQ € CE oldugunu gésterir. Bu durumda R(PQ) ve N(PQ)nun
karakterizasyonlar1 QP =0 ise R(P) S N(Q) veya baska bir deyisle
N(P) € R(Q) igermesi saglanacagindan Teorem 3.2.1 den elde edilir.

Ote yandan PQ = QP ise PQ ve QP carpimlarinin her ikisi de idempotent
olacaktir. Asagidaki teorem P ve Q nun komutatifliginin R(PQ) ve R(QP) iliskinin
ne olacagi sorusunun cevabini vermektedir. P ve Q ortogonal izdiisiimler oldugunda

R(PQ) = R(QP) olmasi igin gerek ve yeter sart N'(PQ) = N (QP) olmasidir.

Teorem 3.2.2 P, Q € CF izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

(i) RPOQ) = R(QP) & PQP = QP ve QPQ = PQ (3.2.6)
(i) N(PQ) = N(QP) & PQP = PQ ve QPQ = QP (3.2.7)
dir.

Ispat. Agikca goriilebilir ki R(PQ) € R(QP) olmasi igin gerek ve yeter sart
QPQ = PQ olmasidir. Bu nedenle P ve Q nun yerleri degistirilirse R(QP) € R(PQ)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart PQP = QP olmasidir. Bu ise teoremin (i) kisminin
saglandigini gosterir. N (PQ) € N (QP) nun her iki tarafinda ortogonal komplement
alinirsa R(P*Q*) € R(Q*P*) oldugu gorilir. Bu ise N(PQ) € N(QP) nun
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QPQ = QP ye denk oldugunu gosterir. Ayni sekilde P ve Q nun yerleri degistirilirse
bu takdirde NV (QP) € N(PQ) nun da PQP = PQ ye denk oldugu gorilir ve

boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.2 den kolayca ifade edilebilir ki R(PQ) = R(QP) ve N (PQ) =
N(QP) esitliklerinin her biri PQ € C; ve QP € Ch oldugunu gosterir. Ayrica
R(PQ) = R(QP) ve N(PQ) =N(QP) ile ilgili alternatif karakterizasyonlar da
verilebilir. Teorem 3.2.2(I) den R(PQ) = R(QP) < PQP = QP ve r(PQ) =
r(QP) oldugu da gosterilebilir. Bunun i¢in PQP = QP den R(QP) = R(PQP) <
R(PQ) olacagimi ve bu icerme iligkisini r(PQ) = r(QP) esitligiyle birlestirerek
R(PQ) = R(QP) oldugunu gosterebiliriz. Ote yandan  R(PQ) = R(QP) ise
r(PQ) = r(QP) olacag ise oldukca agiktir.

Teorem 3.2.3 P,Q € C olsun. Bu takdirde R(P) = R(PQ) ® (R(P) nNV(Q))
olmasi igin gerek ve yeter sart r(PQ) = r(QP) ve R(PQ) N N (Q) = {0} olmasidur.

Ispat. R(PQ) € R(P) trivial icermesinden R(PQ) ve R(P) N N (Q) uzaylarmin
ayrik olmasi igin gerek ve yeter sart R(PQ) N N (Q) = {0} olmasi oldugu
soylenebilir. Ayrica R(PQ) ve N (Q) ayrik oldugunda Lemma 3.2.1(ii) ye gore
R(PQ) @ (R(P) NV (Q)) S R(P) igermesininR(PQ) ® (R(P) N NV(Q)) = R(P)
olmasi icin gerek ve yeter sartin 7(PQ) = r(QP) oldugunu sagladig: goriiliir.

Teorem 3.2.3 alternatif olarak N (P) = V(PQ) n (V' (P) + R(Q)) olmasi
icin gerek ve yeter sart r(PQ) = r(QP) ve NV (PQ) + R(Q) = C™ olmasidir seklinde

de ifade ve ispat edilebilir. Simdi agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.2.4 P,Q € Ck ve r(P) = r olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(i) PQEeCy

(i) RPQ) c N(PQ);

(i) R(PQ) N R(PQP) = {0};

(iv) r(PQ)+r(PQP) =r;

(v) tr(PQ) =7r(QP)vetr(PQ)+r(PQP) =r.
Ispat. ()e=(ii) durumu direkt olarak PQPQ = PQ © PQPQ = 0 & R(PQ) <
N (PQ) denkliginden goriilebilir. Ote yandan (i) nin (iii) yi sagladigmi gdstermek icin
bir y € C™*1 vektériinii y € R(PQ) N R(PQP) olacak sekilde alalim. Bu durumda

61



PQ € CE oldugundan y = PQy yazlabilir. Diger yandan y € R(PQP) oldugundan
y = PQPx = Px — PQPx olacak sekilde bir x € C"™*1 mevcuttur. Bu nedenle y =
PQy = PQPx — PQPQPx = PQPx — PQPx = 0 olur ki bu da R(PQ) n R(PQP) =
{0} olmasi demektir. Tersine olarak herhangi bir z € C™! i¢in PQz — PQPQz =
PQPQz = PQ(I — PQ)z yazlabileceginden PQPQz € R(PQP) ve PQ(I — PQ)z €
R(PQ) oldugu aciktir. Ote yandan R(PQ) N R(PQP) = {0} oldugundan PQz —
PQPQz = 0 elde edilir ki bu daPQ € C5 olmas: demektir. R(PQ) + R(PQP) <
R(PQ) + R(PQ) = R(P) oldugu aciktir. Simdi herhangi bir y € C™*! vektériinii y €
R(P) olacak sekilde secelim. Bu durumda y = Py olup buradan da PQy = PQPy
oldugu goriiliir. Sonug olarak y = PQy + PQy = PQy + PQPy yazlabilir. Buradan
da R(P) = R(PQ) + R(PQ) = R(PQ) + R(PQP) oldugu goriiliir. Bu nedenle
(iiiye (iv) elde edilir. Ayrica PQ € C2 oldugundan tr(PQ) = r(QP) ve tr(I —
PQ) =r({ —PQ) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse
r(I — PQ) = n — r(QP) oldugu gériiliir. Bu ise (PQ)? = PQ olmasi igin bir gerek ve

yeter sarttir. Bunun sonucunda
PQ € Cﬁ & tr(PQ) =r(QP) vetr(I — PQ) =r(I—PQ) (3.2.8)

yazilabilir. Bu nedenle (iii) & (v) olacagi v(I — PQ) = n —r + r(PQP) esitliginin

bir sonucu olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.4 baska sartlarla da genisletilebilir. Oregin PQ € CF olmas: igin
gerek ve yeter sart R(Q) € R(P) @ [V(P)NR(Q)] & [NV(P)NN(Q)] olmasidir.
Teorem 3.2.1 in 15131 altinda bu icerme R(Q) € N (QP) @ [N (P)NN(Q)] veya
R(Q) € N (QP) @ [W(P)NR(Q)] seklinde yeniden yazilabilir. Ote yandan P, Q €
CP olmak iizere eger PQ = QP ise bu takdirde PQ carpimi R(PQ) = R(P)NR(Q)
tizerinde V' (PQ) = NV (P) @ R(Q) boyunca egik izdiisiim olacaktir. Bu sonu¢ PQ =
QP olmasi igin gerek ve yeter sart PQ carpiminin R(PQ) = R(P)NR(Q) lizerinde
N(PQ) = N(P) @ R(Q) boyunca bir egik izdiisim ve r(PQ) = r(QP) olmasidir
seklinde genisletilebilir.

Teorem 3.2.5 P,Q € CF ve r(P) = r olsun. Bu takdirde
(i) REPQ) =RPINRQ) & r(PQ) +7r(QP) =T, (3.2.9)
(i) NMPQ)=NP)+NQ) = r(PQ)+7r(PQ) =T, (3.2.10)
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(iii) PQ carpimi R(P)NR(Q) tizerinde V' (P) + N (Q) boyunca egik
izdiisimdire R(PQ) = R(P)NR(Q) ve N(PQ) = N (P) + N (Q)
olmasidir,

(iv) PQ carpimi R(P) lizerinde V' (Q) boyunca egik izdiisimdire R(P) <
N(PQ) ve N(P)NR(Q) = {0} veya buna alternatif olarak R(PQ) < N (Q)
ve N (P) + R(Q) = C™ olmasidur.

Ispat. P,Q € CE ise bu takdirde R(P)NR(Q) < R(PQ) oldugu aciktir. Boylece
Lemma 3.2.1(i) den R(P)NR(Q) = R(PQ) olmasi igin gerek ve yeter sart r(PQ) +
r7(PQ) = r olmasidir ki bu teoremin (i) sikkin1 dogrular. Benzer sekilde NV (PQ) €
N(P) + NV (Q) oldugundan NV (PQ) = N (P) + N (Q) olmasi igin gerek ve yeter sart
n—r(PQ) = dim[N(P) + N(Q)] olmasidir. Lemma 3.2.2(iv) bu sartin r(PQ) +
r(PQ) = r ye denk oldugu yani (iii) nin saglandig1 goriiliir. (iii) nin gereklilik kismi
aciktir. Tersine olarak R(PQ) = R(P)NR(Q) olmasi R(PQ) < R(Q) oldugunu
gosterir. Buran da PQ € C} elde edilir. Teorem 3.2.4 iin (i)=(ii) durumundan PQ
R(P) iizerinde egik izdiisiim oldugunda R(P) = R(PQ) € N (PQ) olacaktir. Ote
yandan R(P) € N (PQ) olmasi ise PQP = P olmas1 demektir. Bu esitlik PQ € CE ve
R(P) = R(PQ) oldugunu gosterir. N(PQ) nun Teorem 3.2.1
nun Teorem 3.2.1 deki belirlenisinden NV (PQ) = N (P) olmasi igin gerek ve yeter
sart V' (P)NR(Q) = {0} olmas1 oldugu goriiliir. Béylece (iv) {in birinci kism1 saglanir.
Ikinci kismi ise P ile Q* ve Q ile P* in yerleri degistirilip sonugcta elde edilen alt uzay

bagntilarinin ortogonal komplementi alinarak elde edilebilir.

Teorem 3.2.6 P,Q € C! izdiisiimleri PQ € CE olacak sekilde verilmis olsun. Bu

takdirde asagidaki sartlar denktir:

(i) RPQ)=N(PQ),
(i) W(PQ) < R(P),
(i) M(PQ) =N - PQ),
(iv) r(PQ)=r(-PQ),
Yukarida belirtildigi gibi R(PQ) ve N (PQ) i¢in Teorem 3.2.1 de verilen
karakterizasyonlarin ortogonal izdiisiimler i¢in de gegerli oldugu bilgisinin yaninda
acaba P ve Q nun diger fonksiyonlar1 i¢in de benzer 6zelligin gecerli olup olmayacagi

sorusu akla gelebilir. Ornegin P ve Q egik izdiisiimleri icin kurulan
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) NP -Q) =[RENRWQ] S [VPINN(Q] (3.2.11)

(i) NU-P—-Q)=[RP)NN(Q)] D [V(P)NR(Q)] (3.2.12)
(iii)y M(PQ —QP) = [R(P)NR(Q)] & [R(PINN(Q)]
@ [WP)NR(Q)] & [V (P)NR(Q)] (3.2.13)
esitliklerinde her bir tarafin ortogonal komplementleri alinarak
(iv) R(P - Q) = [RP) +RQIN[N(P) + V(Q)] (3.2.14)
(V) RU-P-0Q)=I[RP)+NINNV(P) +R(Q)] (3.2.15)
(vi) R(PQ —QP) = [R(P) + R(QIN[RP) + M (QIN[NV(P) +
RQINNV(P) +R(Q)] (3.2.16)

esitlikleri yazilabilir. Ote yandan P ve Q otriogonal izdiisiimleri yazilabilen

(vii) (P + Q) =N(P)NR(Q)
(viii) R(P + Q) = R(P) + R(Q)
(ix) NM(PQ+QP) =[RPNN(Q)] D [V(P)NRQ)] & [V (P)NR(Q)]
(x)  RPQ +QP) = [R(P) + ROINRP) + N (QIN[NV(P) + R(Q)]
(xi) NI —PQ)=RPINRQ)
xii) RU-P—-Q)=N(P)+N(Q)
esitlikleri genelde P ve Q egik izdisiimleri i¢in de yazilabilir. Asagidaki teorem

P, Q € CF oldugunda bunlarin gerceklesmesi icin gerek ve yeter sartlar vermektedir.
Teorem 3.2.7 P, Q € CF, izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

1. Asagidaki sartlar denktir:
i) NP+Q)=NPINNWQ)
(i) N(PQ+QP) =[REPINN] S [VPINRQ)] S [V(PINR(Q)]
(i) r(PQP) =1(QP)
(iv) N(PQP)=N(QP)
(v) REPINRQP) = {0}

2. Asagidaki sartlar denktir:
() NUT-PQ)=RPINRWQ)
(i) r(PQP) =1(QP)
(i) NV(PQP) = N(QP)
(iv) NM(P)NN(QP) = {0}
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Ispat. Once teoremin birinci kismimi ispatlayalim. N (P)NN(Q) € V(P + Q)
oldugunu belirtelim. Bu nedenle Lemma 3.2.1(iv) e gore 1(i) deki esitligin saglanmasi
icin gerek ve yeter sart (P + Q) = r(QP) olmasidir. Bunun sonucunda (i) (iii)
kismi (P + Q) =7+ r(PQP) esitliginden goriilebilir. Ote yandan (ii)<(iii)
denkligini gostermek igin 6ncelikle R(P)NN(Q) € N (PQ + QP), N(P)NR(Q) <
N(PQ +QP) veN(P)NN(Q) € N(PQ + QP) igermelerinin gerceklendigini
belirtelim.  Bu takdirde [R(P)NN(Q)] ® [V (P)NR(Q)] & [NV (P)NR(Q)] <
N(PQ + QP) elde edilir. Ayrica dim[N(PQ + QP)] =n—1r(PQ + QP) = 2n —
r(P+ Q) —r(I — P — Q) olacagindan dim[N(PQ + QP)] =2n—1r —r(PQP) —
7(QP) — r(QP) yazlabilir. Burada r(I — P — Q) = r(QP) —r(QP) esitligi ve
(P + Q) = r + r(PQP) esitligi dikkate alinmistir. Ote yandan Lemma 3.2.1 e gore

dim[[R(P)NNV(Q)] @ [V (PINR(Q)] © [V (PINR(Q)]]
=2n—r—r(PQP) —r(QP) —r(QP)
yazilabilir. Bdylece (ii) < (ii1) denkliginin saglandig1 goriiliir. Bu durumda
(iii) ©(iv) nin  denkliginin N (QP) € M(PQP) igermesinden kolayca
gosterilebileceginden dolay1 teoremin 1. Kisminin ispati tamamlanmais olur.

Teoremin 2. Kismini ispatlamak i¢in vektorini y € R(P)NR(Q) olacak
sekilde herhangi bir y € C™! vektoriinii géz 6niine alalim. Bu takdirde vektdriinii
y = Py = Qy olup vektoriinii (I — PQ)y = 0 yazilabilir. Bu ise R(P)NR(Q) <
N(I — PQ) olmas1 demektir. Ote yandan dimN (I — PQ) =1 —r(PQP) esitligi
yazilabilir. Bu durumda (i)&(ii) denkliginin Lemma 3.2.1(i) saglandig1 goriiliir.
(il)=(iii) denkligi N (QP) € N (PQP) igermesinin direkt bir sonucu olacaktir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.8 P, Q € CF, izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

(i) NP-0Q)=NQP)NN(QP) = N(PYNN(PQ) (3.2.17)
iy NI —-P-0Q)=NPQNN(PQ) = N(QP)NN(QP) (3.2.18)
(i) N(PQ—QP)=NP-Q) ®NU-P—0Q) (3.2.19)

Ispat. Teoremi ispatlamak icin vektoriinii y € NV (P — Q) olacak sekilde herhangi bir

(Cnxl

y € vektdriinii gdz 6niine alalim. Bu takdirde Py = Qy olacagindan QPy = 0 ve

QPy =0 yani y € N(PQ) ve y € N(QP) elde edilir. Tersine olarak y € C"*?
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vektoriinii y € N (QP)NN(QP) olacak sekilde secelim. Bu takdirde Py = QPy ve
Qy = QPy olacagindan Py = Qy elde edilir ki bu da y € N(P — Q) oldugunu
gosterir. (i) nin geri kalan kisminin ispatt P ve Q nun yerlerinin degistirilmesiyle
gosterilebilir. (ii) deki dzdeslik (i) den P ve P nin yer degistirmesinin bir sonucudur.
(iii) deki esitlik ise (i) ve (ii) durumlarmnin birlestirilmesiyle gosterilebilir. Alternatif

olarak Teorem 3.2.8 asagidaki ii¢ esitligin de saglandigini1 gosterir.

(i) RP-Q)=RQP) B RWQP) =R(PQ) G R(PQ) (3.2.20)
(i) RU-P—-Q)=RQP)® RWQP) =R(PQ) D R(PQ) (3.2.21)
(i) R(PQ — QP) =R(P — Q)NR(U —P — Q) (3.2.22)

Ote yandan P ve Q matrisleri PQ = QP veya buna denk olarak PQ =
QP olacak sekilde secilirse R(QP) = R(P)NR(Q) ve R(PQ) = N(P)NN(Q)
esitlikleri saglanir. Bu durumda R(I — P — Q) = V(P — Q) esitligi yazilabilir.
Dolayisiyla P ve @Q matrisleri komutatif oldugunda P — Q nun tersinir olmasi i¢in
gerek ve yeter sart | = P + Q olmasidir. Buradan da genel durumdaP —Qvel — P —
Q nun nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(PQ — QP) = R(P — Q)NR{ —
P — Q) esitligine ilaveten

RPQ-QP)=RP-Q = r(-P-Q =n
RPQ—-QP)=RU-P—-Q)=> r(P—-Q)=n
durumlarinin saglanmasidir. Buradan da
r(P—Q) =7(QP)+r(QP) =r(PQ) + r(PQ) (3.2.23)
esitligi yazilabilir. Boylece (3.2.20) ifadesi (3.2.23) ifadesinin rank yerine ranj

alinmasinin bir genellemesidir. Daha 6nce de ifade edildigi gibi boyle bir genelleme

her zaman miimkiin degildir.

Teorem 3.2.9 P, Q € CF, izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde
) REP+Q)=REP)+RQ
(i) NP O RPQP) =R(P) +R(Q)

esitlikleri saglanir.

Ispat. Once R(P) @ R(PQP) € R(P) + R(Q) icermesinin daima saglandigim

belirtelim ve ispatinin (3.2.5) in ispatina benzer oldugunu ifade edelim. Boylece
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Lemma 3.2.2(i) ye gore (ii) nin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart r(PQP) = r(PQ)

olmasidir. Bu sart ise (i) de verilen esitligin saglandigini gosterir.

Teorem 3.2.9(i) deki esitlik V(P + Q) = N (P)NN(Q) esitliginden Teorem
3.2.7(i) de P yerine P* ve Q yerine Q" alinip elde edilecek ifadenin her iki yaninin
ortogonal komplementini almak suretiyle elde edilir. Teorem 3.2.9 un bir diger 6zelligi
R(P + Q) = R(P) + R(Q) esitliginin P ve Q ortogonal izdisiimler oldugunda daima
saglanmasit ancak P ve Q egik izdiistimler oldugunda ise saglanmasinin gerekmedigi
gercegidir. Bu ozellikle ilgili bir diger sart R(P) @ R(QP) = R(P) + R(Q)

olmasidir ki bu da yine ortogonal izdiistimler i¢in gergeklenir.
Teorem 3.2.10 P, Q € CF, izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

(i)  RP)+REQP) =R(P) + R(Q) = r(PQP) =r(PQ)
(i) RPINN(PQ) = R(PINR(Q) < r(PQP) =(QP)
dir.
Ispat. Acikca goriilebilir ki (i) deki denklik
N(P)+N(PQ) = N(P) + M(Q) & r(PQP) =r(PQ) (3.2.24)

seklinde de yazlabilir. Ayrica N(P)NN(Q) € N(P)NN(PQ) oldugundan bu
icermenin her iki tarafindaki alt uzaylarin boyutlarinin karsilastirilmasi gerekir. Bu
durumda dim[N(P)NN(PQ)] = n—r —r(PQP) olacagindan Lemma 3.2.1(iv)
den (3.2.24) denkliginin saglandig1 goriiliir. Teoremin (ii) kismi P yerine P* ve Q
yerine Q* alinip sonugta elde edilen esitligin her iki yaninin ortogonal komplementinin

alinmasiyla elde edilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.2.10 daki iki denkligin alternatifi olarak

(i)  RP) +RQP) =R(P) +R(Q) & R(PQP) = R(PQ)

(i) RPINN(PQ) = R(P)NR(Q) & N (PQP) = N(QP)
yazilabilir. Bu durumda Teorem 3.2.10(i) nin iceriginde P ve Q ortogonal izdiistimler
oldugunda r(PQP) = r(PQ) olacaktir. Bu nedenledir ki R(P) + R(QP) = R(P) +
R(Q) = R(P + Q) gerekliligi saglanir. Ayrica P ve Q egik izdisiimler oldugunda
olmak {izere eger P + Q € Ch veya P — Q € CF, ise bu durumda R(P) + R(QP) =
R(P) + R(Q) esitligi daima saglanir. Bu gergekler P + Q € CE olmas: i¢in gerek ve
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yeter sart olan PQ = QP = 0 oldugunda r(PQP) = r(Q) = r(PQ) iken P — Q € C}
olmasi i¢in gerek ve yeter sart olan PQ = QP = Q oldugunda ise r(PQP) = 0 =

r(PQ) olmasini gerektirir.

Benzer tartismalar Teorem 3.2.10(ii) nin igeriginde de verilebilir. Oncelikle P
ve Q ortogonal izdiisiimler oldugunda r(PQP) = r(QP) olacagini belirtelim. Bu
durumda R(P)NN (PQ) = R(P)NR(Q) gerekliligi saglanir. Diger taraftan QP = 0
olmast 7(PQP) = r(QP) oldugunu ve PQ = QP =Q olmas1 ise r(PQP) =
(P — Q) = r(QP) oldugunu gerektirdiginden Teorem 3.2.10 (ii) deki alt uzay esitligi
P,Q € Ck in yaninda P + Q € C% veya P — Q € CF olmas1 durumunda gerceklenir.
Bu esitlikle ilgili bir diger yorum teorem 3.2.6 nin ispatinda da belirtildigi gibi
PQ € CF olmak iizere R(PQ) = R(P)NN (PQ) olmasidir. Bu durumda P, Q € C9P
oldugunda P + Q € CE olmasi icin gerek ve yeter sart R(P) € R(PQ) olmasi ve
P — Q € CE olmasi igin gerek ve yeter sart R(Q) S R(PQ) olmasidir. Bu sonuglari
P,Q € CF oldugunda genellestirebiliriz. Bu duruma karsilik gelen karakterizasyon

asagidaki teoremin bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.2.11 P, Q € CF izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

(i) PQ=0<=RQ) cRPQ
(i) PQ=Q < RWQ) < R(PQ)
dir.

Ispat. PQ = 0 ise PQ = 0 olacagindan teoremin (i) kismmin gerekliligi saglanir.
Tersini gostermek i¢in R(Q) € R(PQ) & Q = PQY olacak sekilde bir Y € C™"
matrisi vardir. Bu nedenle PQ = PPQY yazilabilir ki bu da (i) nin ispatin1 tamamlar.

Teoremin (ii) kismi de P ile P nin yerleri degistirilerek elde edilir.

Teorem 3.2.11(i) deki R(Q) € R(PQ) ifadesi denk olarak N (PQ) € N (P)
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda P+ Q € C & PQ=0=QP ve P—Q €
CF & PQ = Q = QP denkliklerini hatirlarsak Teorem 3.2.11 den asagidaki sonug
elde edilir.

Sonug¢ 3.2.2 P, Q € CF izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde

(i) P+QecCi e RWQ) <RPQVveN(QP) SN
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(i) P-Q€C,; = RQ) cRPQ) ve N(QP) = N(Q)
dir.
Teorem 3.2.12 P,Q € CF izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde R(P) € R(Q)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(Q) = R(P) @ R(PQ) olmasidur.

Ispat. Ispat R(P) + R(Q) = R(P) @ R(PQ) esitliginden kolayca goriilebilir.

Teorem 3.2.12 den kolayca gosterilebilir ki V' (P) € R(Q) olmasi igin gerek ve yeter
sart R(Q) = N (P) @ R(PQ) olmasidir.

Teorem 3.2.13 P, Q € CF, izdiisiimleri verilmis olsun ve 7(P) = r olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler denktir:

) rPOr+r@ —n

(i) NM(P) < RQ),

(i) P+Q—PQ =1,

(iv) R(@P) + N (P) = R(Q).
Ispat. ()< (ii) nin denkligi ve (i)e(iii) nin denkligi daha onceki kisimda
gdsterilmisti. (ii) nin (iv) yi sagladigin1 gostermek icin N (P) € R(Q) ise P = QP
oldugunu goz éniine alalim. Bu takdirde R(QP) + NV (P) = R(QP) + R(QP) elde
edilir. Bu ise R(Q) ye esittir. Tersinin dogrulu ise agiktir.

3.3 Ortogonal izdiisiimlerin Komutatifligi i¢cin Alternatif Yaklasim

Bu kisimda P € C9P yani P bir ortogonal izdiisiim (baska bir deyisle P2 = P =
P*) matrisi ele aliarak bu tip matrislerin komutatifligi ile ilgili bir alternatif yaklasim
ele alinacaktir. Siiphesiz P € R3? olmasi durumunda P? = P = P’ olacaktir, burada
P’ matrisi P nin transpozudur. Bu durumda F € C™" kare matrisi r rankli bir matris
ise bu takdirde U € C™™ {initer matris, KK* + LL* = I, olacak sekilde matrisler, £ =
k‘3$(011r1: s atlrt) ise F € C™" nin singiiler degerlerinin kdsegen matrisi, g; > o, >
>0, >0,1+1,+ -+ 1, =71 =1r(F) olmak iizere F nin

F=u (K 2y

5 o (3.3.2)

gosterimini kullanarak ve her P € C9F ortogonal izdiisiimiiniin FF* ifade edilebildigi

gerceginden hareketle P matrisinin r = r(P) olmak {izere
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P=U (’5 8) U (3.3.2)

seklinde yazilabilecegini belirtelim. Q matrisi baska bir ortogonal izdiisiim olsun. Bu
durumda (3.3.2) dikkate alinarak A € C™*" ve D € C*~" (=7 olmak iizere
_ A B\,

e=u(p U (3.3.3)
yazilabilecegini soyleyebiliriz. Asagidaki Lemmalar ileri kisimlarda kullanilacaktir.
Bunlardan ilki (3.3.3) de verilen Q matrisindeki A, B ve D alt matrisleri arasindaki
iligkilerle ilgilidir.
Lemma 3.3.1 Q € C9" ortogonal izdiisiimii (3.3.3) deki gibi verilmis olsun. Bu

durumda asagidaki durumlar gecerlidir:

(i) A=A*+BB*

(i) B=AB+BD

(i) D=D%*+B*B

(iv) R(B) € R

(v) R(B) € R)

(vi) R(B") € R(D)

(vii) R(B*) € R(D)

(viii) r(Q) =r(A) —r(B) + r(D)

Ispat. (i)-(iii) sartlar1 Q matrisinin idempotentliginin agik sonuglaridir. (iv) igermesi

(i) den A = A esitligi dikkate alinarak
R(A) = R(AA" + BB*) = R(AA") + R(BB*) = R(A) + R(B)

esitliginden goriilebilir. Burada ikinci esitlik AA* ve BB™ 1n her ikisinin de nonnegatif
taniml1 olmasi1 gercegine dayanir. Geri kalan ii¢ sart da benzer sekilde gosterilebilir.

(viii) lin ispatin1 verelim. Bu durumda Q matrisinin (3.3.3) formu dikkate alinirsa

r(Q) =r(A) +r(D — B*A*B) (3.3.4)
elde edilir. Bu nedenle

r(Q) =r(A) +n—r —r(D) (3.3.5)
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olacaktir. Ayrica r(D? — D) = r(D) + r(D) = n + r olacagindan (iii) den r(D) =
n —r + r(B) — r(D) yazilabilir. Bu esitlik (3.3.5) de yerine yazilirsa (viii) sart1 elde

edilir.

Lemma 3.3.2 P, Q € CYF ortogonal izdiisiimleri sirastyla (3.3.2) ve (3.3.3) deki gibi

verilmis olsun. Bu durumda

(1)  PQ = QP olmasi igin gerek ve yeter sart B = 0 olmasidir.

(i)  PQ = Q olmas1 igin gerek ve yeter sart D = 0 olmasidir.
Ispat. (i) deki denklik direkt olarak goriilmektedir. (ii) yi gostermek igin D = 0 ise
B = 0 olacagindan Lemma 3.3.1(iii) yi kullanmak yeterlidir.

Asagida F ve G uygun matrisler olmak tizere
r(F*G) = r(PgP;) (3.3.6)
R(FG) = R(FPy) (3.3.7)
gercekleri dikkate alinacaktir.
Lemma 3.3.3 P, Q € CY? ortogonal izdiisiimleri verilmis olsun. Bu durumda

(i) P+ P(PQ)*, R(P) + R(Q) iizerine ortogonal izdiisiimdiir.
(i) P—P(PQ)*, R(P)NR(Q) iizerine ortogonal izdiisiimdiir.
Lemma 3.3.3 kullanilarak belirli alt uzaylarin toplam ve kesisimleri iizerine ortogonal

izdiistimlerle ilgili asagidaki gosterimler verilebilir.

Lemma 3.3.4 P,Q € CYF ortogonal izdiisiimleri sirastyla (3.3.2) ve (3.3.3) deki gibi

verilmis olsun. Bu durumda

() Paysny =U (5 p ) U" dimIRP) + @) =7+ (D),

P, 0

(iil) Pceysngy = U ( . ) U*, dim[V(P) + R(Q)] = 1 — r + r(A),

In—r

Pz 0

(V) Preryanie) =U ( ; ) U*, dim[V(P) + N (Q)] = n — r(4) + r(B).

In—r
Lemma 3.3.5 P, Q € CY9P ortogonal izdiisiimleri sirasiyla (3.3.2) ve (3.3.3) deki gibi

verilmis olsun. Bu durumda
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()
(i)
(iii)

(iv)

Pgpyns(o) =
Pgpynnvg) =

0
Pynse = (0

(QA

o O

: ) U*, dim[R(PINR(Q)] = r(4) — r(B),
=U QOA U, dim[R(P)NN(Q)] = r — r(4),

) U*, dim[N (P)NR(Q)] = r(D) — r(B),

QO
O g @ oo

P =U g 0 ), dimlv (YN Q)] = n =7 = (D).

Lemma 3.3.6 P, Q € C9” ortogonal izdiisiimleri sirasiyla (3.3.2) ve (3.3.3) deki gibi

verilmis olsun. Bu durumda

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

r(PQ) =r(QP) =r(4),

r(I —PQ) =n—r(A) +r(B),
r(PQ) =71 —1(A) +r(B),

r(P+Q) =r+r(D),
r(P—-—Q)=r—r(A) +r(B)+r(D),
r(PQ + QP) =r(A) +r(B).

Teorem 3.3.1 P, Q € CY9% ortogonal izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler gerceklenir:

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(V)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)
(xi)
(xii)
(xiii)
(xiv)

(xv)

PQ = QP,
PQ = (PQ)?,
QPQ = QPQPQ,
QPQ = QPQPQ,
QPQ =0,
PQ = Py@nmcoy
PQ = PPypnn(e) Qs
PQ matrisi R(P)N[N (P) + N (Q)] iizerine ortogonal izdiisiimdiir,
PQ matrisi R(P)NN (Q) iizerine ortogonal izdiisiimdiir,
PQ matrisi [R(P) + R(Q)]NN(Q) iizerine ortogonal izdiisiimdiir,
P+ Q — PQ matrisi R(P) + NV (Q) tizerine ortogonal izdiisiimdiir,
R(QupynnyP) Ve R(Qnepynmeg)@) ortogonaldirler,
RP)N[N(P) + N(Q)] ve R(Q)N[N(P) + NV (Q)] ortogonaldirler,
RP)N[N(P) + N(Q)] ve R(Q) ortogonaldirler,
R(PQ) € R(Q),
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(xvi) R(PQ) & R(PINR(Q),

(xvii) R(PQ) = R(PINR(Q),

(xviii) R(QP) = RPNV (P) + M(Q)],

(xix) R(QP) = R(P)NN(Q),

(xx)  [R(P) + R@INN(Q) = RPIN[N(P) + N (Q)],
(xxi)  [R(P) + R(INN(Q) = R(PINN(Q),

(xxii)  R(P) = [R(PINR(Q)] @ [R(P) + R(QINNV(Q),
(xxiii)  R(P) = [R(PINR(Q)] B R(QP),

(xxiv)  R(P) + R(Q) = R(Q) ® [R(PINR(Q)],

(xxv)  r(PQ) = dim[R(P)NR(Q)],

(xxvi)  dim[R(P)N[NV(P) + N(Q)]] = r(P) — r(PQ),
eoxvii) - dim([[R(P) + R(@QINNV(Q)] = 7(P) — (PQ),
(xxviii) 7(QP) = r(P) — r(PQ),

(xxix) (P +Q) = r(P)+r(Q)—r(PQ),

(xxx)  dim[R(PINN(Q)] = r(QP),

(xxxi)  dim[R(P)NN(Q)] =7r(P + Q) —7(Q),

(xxxii) dim[R(P)NN(Q)] = r(P) — dim[R(P)NR(Q)],

(xxxiii) dim[R(P)NN(Q)] = dim[R(P)N[NV(P) + NV (Q)]]-

Ispat. Lemma 3.3.2(i) ye gére (i) nin saglanmasi igin gerek ve yeter sart B = 0
olmasidir. Asagida teoremde listelenen diger otuz iki sartin her birinin B = 0 a denk
oldugunu gosterelim. Oncelikle PQ = (PQ)? sartinin A = A2 ve B = AB seklinde
ifade edilebilecegini ve bunun da Lemma 3.3.31(i) ye gére BB* = 0 yani B = 0 adenk
oldugunu gériiriiz. Simdi de (iii) sartiin A% = A3 , AB = A’B ve B*B = B*AB ye
denk oldugunu belirtelim. A hermityen oldugundan A? = A3 ise A = A% ve Lemma
3.3.1(i) ye gore B = 0 elde edilir. Bunun tersi ise agikardir. Buna karsilik olarak (iv)
ifadesi QP = PQ yani PQ = QP ye denk olacaktir. (v) in ispat1 da Lemma 3.3.1(i) nin
kullanilmasiyla direkt olarak goriilebilir. Ote yandan Pypynm(o) i¢in Lemma 3.5.(i)

de verilen formiilii kullanarak PQ = Pg(pyns(q) 0lmast i¢in gerek ve yeter sart B = 0

ve Qz = A olmasidir ki bu sartlardan sonuncusu Pz = A olmasi anlamina gelir.

Bununla beraber Lemma 3.3.1(1) ye gore bu iki sartin korunmasi A nin
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idempotentligini saglar ve A hermityen oldugundan A = A™ olur ki bu da B = 0 ise

Q; = A oldugu anlamina gelir. (vii) nin ispati i¢in

_A _B .
PPgpynn0)@ = Pripynw)@ = U (QS Q,a )U

oldugunu belirtelim. Boylece (vii) sart1 Q4 = A ve Q7B = B seklinde ifade edilebilir.
Bu sartlardan ilki Qz(I — A) = I — A olarak yazlabilir ve bu nedenle Pz = A elde
edilir. A hermityen oldugundan denkligin devami P = A © A=A’ A=A’
B =0 olmasi demektir. Ayrica eger Lemma 3.3.3(i1) Pgp) Ve Py(p)+n(o)

matrislerine uygulanirsa bu durumda

Pz 0\,
Paeniver+ v = U (OA O)U (3.3.8)

elde edilir. Ote yandan

PQ=U (g _oB) U (3.3.9)

oldugundan Lemma 3.3.1(i) ye gore (viii) sartinin B = 0 sartina denk olacagi
goriliir. (ix) sartinin (1) sartina denkligi de benzer sekilde gosterilebilir. Bunun icin

Lemma 3.3.5(ii) sikkinda Pgpyn(g) igin verilen formiilii kullanmak yeterlidir. Bu

durumda Py gy = Q oldugundan Lemma 3.3.1(vi) ya gore

A —-B .
Pmeym@inve = U (_ B P, — D) U (3.3.10)

elde edilir. Buradan (x) un saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin B =0 ve P, = D
olmasi oldugu goriiliir. Bununla beraber Lemma 3.3.1(iii) ye gore bu esitliklerden
birincisi D nin olmas1 demektir. Oysa D matrisi hermityen oldugundan B = 0 ise
Pp = D olacaktir. Bu durumla birlikte teoremin ispatinin geleceginde (3.3.2), (3.3.3)
ve Lemma 3.3.4 (i) sikk: dikkate alinarak

I 0\, I 0 N
P +Q —PQ = Pp)+n) © U(B* D)U =U<O PD>U

elde edilir. Buradan (xi) <((i) denkliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart B = 0
ve Pp = D olmasidir ki bu da B = 0 olmasi demektir. Bu durumda (3.3.2), (3.3.3) ve
Lemma 3.3.5(i) sikkindan

Pz 0y PzA PiB\,,.
Qwpynn P = U(OA O)U ve Qumnniy@ = U ( ad Pa )u
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esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle bu matrislerin siitun uzaylarimin ortogonal olmasi i¢in
gerek ve yeter sart PzA = 0 ve PzB = 0 olmasidir. Bu sartlardan ilki Pz = A olarak
da yazilabilir. Ayrica Lemma 3.3.1(v) sikkina gore ikincisi ise B = 0 olmasi demektir.
Boylece iddia saglanmis olur. Lemma 3.3.1 (v) dikkate alinarak Lemma 3.3.3 (ii)
Py () Ve Py (py+ i) Matrislerine uygulanirsa

Papyniver+ v = U (P‘TB_* 4 g) ur (3.3.11)
elde edilir. Buradan kolayca goriilebilir ki Lemma 3.3.1(v) e gore (3.3.8) ve (3.3.11)
in sifira esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart B = 0 olmasidir. Benzer sekilde (3.3.8) ve
Q nun ortogonal olmas igin gerek ve yeter sart (i) nin saglanmasidir. Ote yandan (xv)
sartt QPQ = PQ olarak ifade edilebilir. Bunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart P
ve Q nun komutatif olmasidir. Sonug olarak (xvi) sart1 Py pyng)PQ = PQ olarak da
yazilabilir. Boylece (xvi) sartinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart Qz4 = A ve
Q4B = B olmasidir. Bunun sunucu olarak (xvi) ve (i) sartlarinin denkligi elde edilmis
olur. Bu durumda Lemma 3.3.1(1) ve (iv) siklar1 kullanilarak direkt bir hesaplamayla
PQ carpiminin Moore-Penrose invesinin

(PO = U (sz+ g) U (3.3.12)
oldugu goriilebilir. Bu nedenle

Py OY,.
Py = U ( : O)U (3.3.13)

elde edilir. Bu izdiisim Pgpyng(o) ile karsilagtirilirsa (xvii) sartinin saglanmasi igin
gerek ve yeter sart P, = Q7 veya buna denk olarak R(A4) = N (A4) olacag goriiliir. Bu
sart ise A = A% ye yani B = 0 sartina denk olacaktir. (xiii) ve (xix) sartlar1 R(QP)
A
_B*
(1) ve (v) ifadeleri kullanilarak direkt bir hesaplamayla

(QP)* = U( Pg —A"'B) U*

siitun uzayinda igerilir. Dolayisiyla QP = U ( 8) U* oldugundan Lemma 3.3.1

—B* 0
olacagindan
A -B "
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elde edilir. Buradan (3314) e$lﬂlgll’ldek1 1Zdu$um Pm(P)ﬂ[N(P)+ N(Q)] ve P‘.R(P)ﬂ]\f(Q)

izdiisiimleriyle karsilastirilarak istenilen sonug elde edilir. Ote yandan

i+A —B .
ﬁmmm@@mmwmmwmr:U&f* _ ﬁ% (3.3.15)
B* P,-D
i+A -B
p = U(QA 1 )U* 3.3.16
[R(PINR(QIDR(QP) "B BB ( )

oldugu Lemma 3.3.3(i), Lemma 3.3.1(v) ve yukaridaki esitliklerden gdosterilebilir.
Boylece (xxii) < (i) ve (xxiii) < (i) durumlarmin denklikleri Pgpy = P olmak iizere
(3.3.15) ve (3.3.16) esitliklerinin karsilagtirllmasiyla kolayca gosterilebilir. Ayrica
R(Q) @ [R(P)NNV(Q)] siitun uzaynn igerildigi sartin gosterilmesi igin Lemma

Qu+A B
B* D

belirtmis olalim. Bu nedenle bu izdisiim Pgpy45g) ile karsilastirilirsa Lemma

33.1(v) sikkma  gore Py emenvil = U ( JU*  yazilabilecegini

3.3.4(i) ye gore (xxiv) in saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart B = 0 olacaktir. Ote
yandan (xxv) in ispatt ise Lemma 3.3.5(1) nin son kismi ile Lemma 3.3.6(i) nin
karsilastirilmasiyla kolayca goriilebilir. Ayrica (xxvi)-(xxxiii) sartlarinin her birinin (i)
ile denkligi ise Lemma 3.3.1(viii), Lemma 3.3.5(i) ve (ii), Lemma 3.3.6(1),(iii),(iv) ve
yukaridaki esitliklerde r(P) = r gergegi dikkate alinmak suretiyle gosterilebilir.

Bunun sonucu olarak teoremin ispat tamamlanmis olur.

Ortogonal izdiigiim ¢iftlerinin komutatifligi hakkinda daha pek ¢ok
karakterizaszyon verilebilir. Asagidaki iki teoremde rank ve siitun uzaylari cinsinden
P,Q € C97 ortogonal izdiisiimleri icin PQ = QP olnasi ile ilgili bazi denk sartlar

verilmistir.

Teorem 3.3.2 P, Q € C9% ortogonal izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

sartlar birbirine denktir:

() PQ=QP,

(i) r(—-PQ)+7r(PQ)=n,

(i) r(PQ) =r(P) —r(PQ),

(iv) r(P—-Q) =71 +Q)—r(PQ),
(V) r(PQ+QP)=r(PQ).

Ispat. Teoremin ispat1 Lemma 3.3.6 dan kolayca gériilebilir.
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Teorem 3.3.3 P, Q € C9” ortogonal izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

sartlar birbirine denktir:

() PQ=0QP,

(i) RPAONRP - Q) ={0},

(iii) R(PQ) < R(QP),

(iv) NM(PQ) & NV(QP),

V) [RP)+N@INRQ) = RPIN[N(P) + R(Q)],

(vi) R(PQ) ve R(QP) uzaylari ortogonaldir.
Ispat. Teoremin ispati i¢in (i)-(vi) sartlarinin her birinin B = 0 a denk oldugunu
gostermek yeterlidir. Oncelikle Lemma 3.3.1 in (i), (v), (vi) siklar1 kullanilarak ve

yukarida verilen P, = B*A*B + D esitligi dikkate aliirsa

o A =B\
P—Q= U(_B* _D)U
matrisinin Moore-Penrose invesinin
P; —A*B
P—-Q)t=U A_ U*
(P-Q <—B*A+ —Pp )

formunda olacagi kolayca goriilebilir. Bu nedenle

Pi 0\, .
Pgp-g)=U ( N PD) U (3.317)

olacaktir. Bu durumda Lemma 3.3.3(ii) ifadesi bu esitlige uygulanarak gerekli

diizenlemeler yapildiktan sonra

Pg  0Y,«
Pypoynner-) = U ((f 0) u

esitligi yazilabilir. Boylece (i) ve (ii) siklarinin denkligi gosterilmis olur. Bundan
sonraki iki sartin ispat1 ise (iii) sarttmn QP(QP)*PQ = PQ esitligine denk iken (iv)
sartinin QP(PQ)TPQ = QP esitligine denk oldugu gercegine dayanmaktadir. Bu
nedenle s6z konusu iddialar Lemma 3.3.1(i) ve (iv) siklar1 dikkate alarak (3.3.1),
(3.3.3) ve (3.3.17) esitliklerinden direkt olarak gosterilebilir. Ote yandan Lemma 3.3.4
(i1) ve (iii) siklar1 ve Lemma 3.3.3(ii) sikki dikkate alinirsa

A B )
Pw@y+v@inne = U <_ B* —P5— 5) u
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ve

P, 0\,,.
Pg}{(p)n[]\/"(P)+5R(Q)] = U((;l 0) v

esitlikleri yazilabilir. Bu ise (v) & (i) oldugunu gosterir. Ayrica (vi) & (i) denkligi

direkt hesaplamalarla gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

P, Q € C9% ortogonal izdiisiimlerinin komutatifligi ilgili bircok gerek ve yeter
sart 6zdegerler yardimiyla da verilebilir. Ornegin PQ ¢arpiminim biitiin zdegerlerinin
[0,1] araliginda kaldigi bilinmektedir. Bununla beraber P,Q € CP ortogonal
izdiisiimlerinin komutatif olmas1 i¢cin gerek ve yeter sart PQ c¢arpiminin higbir

6zdegerinin (0,1) araligina diismemesidir.

3.4 Ortogonal izdiisiimler i¢in Cesitli Rank Formiilleri

Bu kisimda, ortogonal izdiisiimlerden olusan matris ifadeleri baz1 yeni rank
esitlikleri verilecektir. Bir A € C™™ matrisi hem idempotent hem de hermityen ise,
yani A> = A = A* ise bu durumda A matrisine bir ortogonal izdiisiim matrisi
denildigini hatirlatalim. Tanimindan kolayca goriilebilir ki AA™ garpimi R(A) lizerine
ortogonal izdiisiim olup R(A) = R(AA™) esitligi saglanir ve P = AA* ile gosterilir.
Bu durumda P = I,, — AA™ matrisi V' (P) = N\ (A*) iizerine ortogonal izdiisiim olup
P matrisnin tamamlayict izdiisimii olarak adlandirilir. Bu durumda C" =
R(A)D* NV (A*) dir, burada @+ sembolii direkt toplamdaki iki alt uzaym ortogonal
oldugunu ifade etmektedir. Ayni sayida satira sahip F ve G matrisleri ve bunlarla ilgili
P=FF* ve Q =GG" ortogonal izdiisiimleriyle ilgili daha 6nceki kisimlarda
verilenlere ilaveten bazi rank formiilleri literatiirde mevcuttur. (F: G) siitun pargali

matris olmak iizere
r(F*G) = r(F) + (G) — r(F: G) + r(F*QPG)
veya
r(F:G) = r(F) + r(PG) = r(G) + r(QF)

dir. Simdi ileride kullanacagimiz bazi yararli hazirlayic1 sonuglar1 ifade edebiliriz.
P, Q € C9 ortogonal izdiisiimii i¢in r(P) = r olsun. Bu durumda daha 6nce ifade

edildigi gibi
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P=u(y v
olacak seklide bir U € C™" iiniter matrisinin varligin1 belirtelim. Q matrisi ayni
mertebeden bagka bir ortogonal izdiisiim olsun. Bu durumda yukaridaki esitlik dikkate
alinarak A € C™*" ve D € C*~"(™=7) hermityen olmak iizere

e=u(f P *)
yazilabilecegini sdyleyebiliriz. Bu gdsterimin iki 6zel versiyonu r = 0 olmasi ki bu
durumda A ve B yok olur ve r = n olmasi ki bu durumda D ve B yok olur. Asagidaki
Lemmalar ileri kisimlarda kullanilacaktir. Ispatlarmi burada vermeyecegiz, ancak

kaynaklarimizda ispatlar mevcuttur.

Lemma 3.4.1Q € C4? ortogonal izdiisiimii (*) daki gibi pargalanmis olsun. Bu

takdirde agagidaki esitlikler saglanir.

(i) A= A%+ BB*, veyabuna denk olarak AA = BB*,
(i) B = AB + BD, veya buna denk olarak B* = B*A + DB",
(i) D = D? + B*B, veyabuna denk olarak DD = B*B.
Lemma 3.4.2Q € C97 ortogonal izdiisiimii (*) daki gibi parcalanmis olsun. Bu

takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.

() RB)SR@A), (i) RB)SR@A), (i) RB")<RD),
(iv) R(BcRD), (V) R(B)cRD), (v A*B=BD*.
Lemma 3.4.3Q € C9” ortogonal izdiisiimii (*) daki gibi par¢alanmis olsun. Bu
takdirde asagidaki esitlikler saglamir: P, = I — P,
(i) A—-BD*B*=P;, (i) A+BD*B*=P4 (iii) D—B*A*B = Pj,
(ivy D+B*A*B=P5, (V) D+B*A*B=P,, (vi D—B*A'B = Pp,
(vij A+BD*B*=P,, (vii) A—BD'B*=P,.
Lemma 3.4.4Q € C3P ortogonal izdiisiimii (*) daki gibi pargalanmis olsun. Bu
takdirde asagidaki esitlikler saglanir:
i) r(A) =r—-7r()+r(B),
(i) r(D)=n—-r+7r(B)—r(D).
Lemma 3.45 P, Q € C97 ortogonal izdiisiimler ve Q da (*) daki gibi parcalanmis

olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:
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i) r@=r)-rB)+rD), (i) r(PQ)=r(4), (i) r(PQ)=r1(A),
(iv) rd=PQ)=n—-r(A)+r(B), (V) r(PQ)=r(D), (vi)r(PQ)=r(D),
(vii) r(I—PQ) =n—r(A) +r(B), (viii) r(P+ Q) =r+r(D),
(ix) r(P—Q)=r(4)+r(D), (x) r(PQ + QP) =r(4) +r(B),
(xi) r(PQ —QP) = 2r(B), (xii) r(P+Q — PQ) =r+r(D),
(xiii) r — P — Q) = r(A) + r(D).
Lemma 3.4.6 P,Q € C9F olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir:
(i) P+ P(PQ)* matrisi R(P) + R(Q) iizerinde ortogonal izdiisiimdiir.
(i) P+ P(PQ)* matrisi R(P)NR(Q) iizerinde ortogonal izdiisiimdiir.

Lemma 3.4.7 P,Q € C9F ortogonal izdiisiimler ve Q da (*) daki gibi parcalanmis
olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

() Paoroc =U(g p )U% dimIRE)+R@)1 =7 +7(D),

() Payoviy =U(§ po )V dimIRE)+ N(@] =7 +7(B) = r(D),

(s
(i) Prpyne = U (¢ n_r) U, dimN(P) + R(Q)] =n — 1 +1(A),
) Py =U('q
r(B).
Lemma 3.4.8 P,Q € C9” ortogonal izdiisiimler ve Q da (*) daki gibi parcalanmis

’ ) U*, dim[N(P) + N(Q)] = n —r(4) +

olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

() Paens =U (P Qv amimeINR@) = r(4) - r(8)

(i) Ponm =V (% O)us,  dimREINN @] =7 - )

(i) P =U(g p) )V dmINEINRQ] = (D) - 7(B),

V) Pwoyon =U (8 P?) ) Ut dim[N(PYNN(Q)] = n — 1 — (D).

Lemma 3.4.9 P,Q € CJ% ortogonal izdiisiimler ve Q da (*) daki gibi parcalanmis
olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:
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. Py O\,. y A B .
(l) P?R(PQ) = U A U ) (”) PER(QP) = U * N U y
0 0 B* P5—D

(0 0, : _yf(Pa 0,
(i)  Pgepo) = U(O PE)U' (V) Pgu-p-q) = U(O p5>U'

P 0N 10
V) Paenver+r@l =U{ 5, )V V) Prepre) =Uly p JU"

- A + ﬁ B "
(vii) PSR(Q)GBL[SR(P)HN(Q)] - U( A )U ’
B D
- I 0
viii) P -PQ) = U( ) v
(Vi) Pgp+q-po) 0 Pp

: Py 0
(X) P @ietivense) =V < 0 B, >

Pg 0\
X)  Prew@inve+r@inve+nel =U ( 0 pD)U -

Lemma 3.4.10 P, Q € C9% ortogonal izdiisiimler ve Q da (*) daki gibi parcalanmis
olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

) REPINRQ) ={0} = r(A) =r(B),
(i) RP)+ROQ)=C*"'<r(D)=n-r,
(i) RP) LRQ) = 1r(4) =0,
(iv) RP)BRQ) =C" = rA)=rB), rD)=n-r,
V) RP)BOTRO)=C"'<7rA)=0, r(D)=n-r.
P,Q € €47 ortogonal izdiisiimleri icin PQ =0 < P+ Q € CY” oldugu
bilinmektedir. Temel teoremlerimizi vermeden 6nce Schur komplementi lizerinde rank

toplamsallig1 zelligini de verelim. L € C™" matrisi M € C™*", § € c(vx(n-7),
R(N) € R(M) ve R(R") € R(M™) olmak iizere L = (];I l;,l) seklinde yazilsin. Bu
durumda r(L) = r(M) + r(RM*N) esitligi saglanir. Asagidaki teorem iki matrisin

carpiminin ranki ile ilgili 6nemli bir gdsterim verir.

Teorem 3.4.1 F € C™™ ve F € C™'matrisleri verilsin ve P = P, ve P = P; olsun.

Bu takdirde asagidaki rank esitligi saglanir:
r(F*G) =r(F*Q) =r(PG) =r(PQ) (3.4.1)
Ispat. Rank ve Moore-Penrose invesin dzellikleri dikkate alinirsa

r(F*G) =r(F'GG*G) <r(F'Q) <r(F*G) =r(G*F)
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=r(G*FF*F) <r(G*P) =r(PG) <r(G*F) =r(F*G)

elde edilir ki bu (3.4.1) deki ilk iki esitligin saglandigin1 gosterir. Ayrica
r(F*G) =r((FF*F)'GG*G) = r(F*FF*GG*G) < r(PQ)
=r((FF*)*GG*) < r(F*G)

elde edilir ki bu ise (3.4.1) deki ligiincii esitligin de saglandigini gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

(3.4.1) de kolayca goriilebilir ki r(F*F) = r(F*) = r(F) elde edilir ki bu
matris rankmin en iyi bilinen o6zelliklerinden biridir. Ote yandan iki matrisin

carpiminin ranki i¢in bilinen formiillerden kolayca gosterilebilir ki
r(F*G) =r(G) — dim[N (F)NR(G)] (3.4.2)
esitligi saglanir.

Teorem 3.4.2 F € C™™ ve F € C™'matrisleri verilsin. Bu takdirde asagidaki rank

esitligi saglanr:
r(F*G) =r(F) + r(G) — dim[R(G)D* [R(F)NNV(GM)]] (3.4.3)
Ispat. P = P; ve Q = P; alinirsa (3.4.3) esitligi
r(PQ) =r(P) +1(Q) — dim[R(Q)®* [R(PINN (Q)]] (3.4.4)
olarak yazilabilir. Bu durumda
dim[R(Q)D[R(PINN(Q)]] =r(D) + (A + B, — BD*B*)
=r(D) +r(P, + Pz) (3.4.5)

yazilabilir, burada P, =1— P, dir. Ote yandan (BB*)* = A*A" oldugundan
BB* = BB*(BB*)* = AAATA* oldugu goriilir. Sonu¢ olarak A ve A% nm
komutatifligi Py = P4P, olacagimi gosterir. Ayrica R(P, + Py, — P4P,) = R(P,) +
R(P,) yazilabilir. Bdylece bu esitlik R(P,) = R(4), R(P,) = R(A) ve R(A) +
R(A) = C™ ile birlestirilirse P, + P, — P,P, = I veya buna denk olarak
Pi+Py=1+Pg (3.4.6)

oldugu goriiliir. Bu nedenle (3.4.5) den
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dim[R(Q)D[R(PINN (Q)]] =7 —r(B) + r(D) (3.4.7)

elde edilir. Bunun sonucu olarak (3.4.4.) iin ger¢ekten saglandigi gosterilmis olur. Bu

da teoremin ispatini tamamlar.
Ote yandan (3.4.3) esitliginden kolayca gosterilebilir ki
r(F)+r(G) <n+r(FG) (3.4.8)

dir. Bu esitsizlige Sylvester esitsizligi ad1 verilir. Bu durumda kolayca saglanabilir ki
r(F) +r(G) —r(F*G) = n esitliginin saglanmasi asagidaki ifadelerin her birine
denktir:

(i) REEOSREINN(G] =™,

(i) N(F) < R(G),

(iiiy PQ =0,

(iv) PQ=P+0Q—1,
burada, P = P ve Q = P; dir. Ote yandan eger F ve G matrisleri F*G = 0 olacak
sekilde verilirse bu takdirde r(F) + r(G) = n olmasi i¢in gerek ve yeter sart N'(F*) =
R(G) olmasidir. Ayricar(F) + r(G) = r(F*G) olmasi igin gerek ve yeter sart F = 0

ve G = 0 olmasidir. Ote yandan P,Q € C2” matrisleri i¢in
r(PQ) = dim[R(P)NR(Q)] & PQ = QP
oldugu bilinmektedir. Asagidaki teorem bu sonucun bir genellestirmesidir.
Teorem 3.4.3 F € C™™ ve F € C™'matrisleri verilsin. P = P, ve Q = P; olmak
lizere asagidaki esitlik saglanir:
r(F*G) = 2r(PQ — QP) + dim[R(P)NR(Q)].
Ispat. (3.4.1) esitliginden
r(F*G) =r(A) (3.4.9)

yazilabilir. Béylece daha dnce verilen Lemmalar dikkate alinarak iddianin dogrulugu
gosterilebilir. Bu durumda r(F*G) = dim[R(P)NR(Q)] olmasi i¢in gerek ve yeter
sart PQ = QP olmasidir. Dolayisiyla buradan ér(PQ — QP) = r(B) oldugu goriiliir.
Buda gosterir ki 7(PQ — QP) nin bir tam say1 olmasi gerekmez. Bu durum PQ — QP

nin bir ¢arpik hermityen matris olmasindan kaynaklanmaktadir. Ornegin
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r(B) = r(PQPQ) = r(Pxgr)Pxro))

esitligi saglanir. Ayrica r(B), PQ matrisinin (0,1) agaligina diisen 6zdegerlerinin

sayisina esittir.

Teorem 3.4.4 P, Q € C9” ortogonal izdiisiimleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

sartlar birbirine denktir:

() PQ=20QP,
(i) Q= Prepo) + Prennc)
(i) Purg) = Paepynnce)-
Bu teoremin bazi ¢ok Onemli sonuglari  vardir.  Oncelikle

P‘R(PQ) + PN(P)Q‘R(Q) = PER(P)@J‘[N(P)QER(Q)] esltllgl yazﬂabilir. Ayrlca

Q = Pypo) + Pwp)nnco) (3.4.10)

esitligi daima dogrudur. Bu esitlikte her iki taraftan iz alinirsa ve bir izdiisiimiin veya
ortogonal izdiisimiin izinin rankina esit olacagi ger¢egi g6z Oniinde
tutulursa r(PQ) = r(Q) — dim [V (P)NR(Q)] elde edilir ki bu da (3.4.2) nin bir
alternatif gosterimidir. Ayrica Py(pg) + Pr(pg) = Pn-p-q) €sitli de yazilabilir.

Teorem 3.45 F € C™™ ve G € C™"¥'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P; olsun. Bu

takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(i) r(FG)=r(U—-P-Q)—r(PQ), (3.4.11)
(i) r(F*G) =r(PQ+QP) — Sr(PQ — QP), (3.4.12)
(iiiy r(F*G) =n—rPQ)—1r(PQ) —r(PQ) +r(PQ — QP), (3.4.13)
(iv) r(F*G) =r(F) +r(G) +r(PQ) —n. (3.4.14)

Ispat. (3.4.11)-(3.4.14) iin ispatlar1 (3.4.9) esitligi ve daha énce verilen Lemmalardan
kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.4.5 bazi yorumlar igermektedir. (3.4.11) den F*G = 0 © R(G) € N (F")
ve PQ =0 N(F*) € R(G) yazlabileceginden P+ Q =1 & N(F*) = R(G)
elde edilir. Diger bir gézlemimiz (3.4.14) esitliginin (3.4.8) de verilen Sylvester
esitsizligini saglamasidir. Ayrica kolayca gosterilebilir ki (3.4.12) deki asagidaki

sonugta listelenen bagintilart saglamaktadir.
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Sonuc 3.4.1 F € C™™ ve G € C™'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P; olsun. Bu
takdirde

~r(PQ — QP) <7(F'G) < (PQ + QP) (3.4.15)

esitsizligi saglanir. Ayrica r(PQ — QP) = 2r(F*G) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
R(F)NR(G) = {0} olmasidir ve r(F*G) = r(PQ + QP) olmasi igin gerek ve yeter
sart PQ = QP olmasidir. Boylece (3.4.15) de esitlik durumunun saglanmasi igin gerek
ve yeter sart F*G = 0 yani r(F*G) = 0 olmasidir.

Teorem 3.4.6 F € C™™ ve G € C™'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P; olsun. Bu
takdirde F*G = 0 olmasi i¢in gere ve yeter sart P + Q < ;I olmasidir, burada K, L €
C™™ matrisleri i¢gin K < ;L: < L — K = MM" olacak sekilde bir M € C™™ matrisi
mevcuttur.
Ispat. BudurumdaP + Q < ;I sartt] —P—Q =Q — P = LL*, L € C™", olmasina
denktir. Ote yandan PQ =0 olmast Q — P = (Q — P)(Q — P)* olmasma denk
oldugundan gereklilik saplanir. Yeterliligi gostermek icin P ve LL* matrisleri
nonnegatif definit olmasindan R(P + LL*) = R(P) + R(L) ve dolayisiyla R(P) S
R(P + LL*) = R(Q) oldugu goriiliir. Sonugta QP = 0 ve dolayisiyla QP = 0 elde
edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Asagidaki teorem F*G carpiminin ranki i¢in iki ilave sonug¢ icermektedir.

Bunlardan birincisi (3.4.1) esitliginin bir uyarlanmis versiyonu olarak diisliniilebilir.

Teorem 3.4.7 F € C™™ ve G € C"'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P, olsun. Bu

takdirde asagidaki esitlikler saglanir:
(i) r(FG) =rF)+7rG)—r(F:6)+ %r(pQ — QP), (3.4.16)
(i) r(F*G)=n—r(I-PQ)+ %r(PQ —QP). (3.4.17)
Ispat. Bu durumda
R(F:G) =R[(F:G)(F:G)"] = R(FF* +GG*) = R(FF*) + R(GG™)
=R(F) +R(G) =RP) +RQ) =R(P +Q)
yazilabilecegini belirtelim. Burada iki nonnegatif definit matrisin ranj uzaymin

toplamsal oldugu ger¢egi kullanilmistir. Bu nedenle
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r(F:G) =r+r(D) (3.4.18)

yazilabilir. Sonug olarak daha dnce verilen rank esitlikleri dikkate alinarak (3.4.9) dan

(3.4.16) ve (3.4.17) nin saglandig1 goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

(3.4.17) den elde edilen bir diger 6zellik PQ = QP olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r(F*G) =n—r( —PQ) olmasidir. Diger yandan r(F*G) =r(F) ifadesi
R(F*G) = R(F™) ifadesine denk olacaktir. Bu baglamda,

R(F) €S R(G) = R(F*G) S R(FY) (3.4.19)
yazilabilir. Bunun sonucu olarak P = P ve Q = P; olmak iizere
R(F) S RG) e RP)SRQ)=QP=P

oldugu gorilir. Bu yaklagima gére A =1 < QP = P elde edilir ve buradan da
r(F*G) = r(F) ye denk olan r(A) = r den A =1 olmasinin daha gii¢lii bir ifade

oldugunu gosterir.

Teorem 3.4.8 F € C™™ ve G € C™'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P; olsun. Bu
takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

@) r@F6) =rF),

(i) REINNM(GT) = {0},

(i) R(F) € N(F") +R(G),

(iv) P = Pgy(po),

(V) P = Papnive)+ncol-
Ispat. R(F)NN(G*) = {0} olmas1 icin gerek ve yeter sart r(A) = r oldugu dikkate
alinirsa (i) ve (ii) nin denk oldugu goriiliir. Ote yandan (i) ile (iii); (i) ile (iv); ve

I, 0

(1) ile (v) ifadelerinin denk oldugu P = U ( 0 0

) U™ matrisini sirasiyla Teorem 3.3.3

in ispatinda gecen
Py 0V, .
Poceremn = U (8 )V

Py = U (0 D) U

ve
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P, 0\,,.
Pg}{(p)n[]\/"(P)+5R(Q)] = U((;l 0) v

izdiisimlerle karsilagtirarak kolayca gortlebilir.

Teorem 3.4.8 (ii) ve (iii) siklarinda verilen sartlar sirasiyla NV (F*) + R(G) =
C™ ve R(FNN(G*) € NV (F*) olarak da ifade edilebilir. Teorem 3.4.8 in sonucu
olarak r(F*G) = r(G) ye denk sartlar da listelenebilir. Bu esitligin saglanmasi igin

gerek ve yeter sart agagidaki bagintilarin gergeklesmesidir:
) REHNN(G) = {0},
(i) N(F*) S RF)+N(G),
(i) P = Pgppg)
(iv) P =Px@nme)+v@)-
Simdi (F:G) pargali matrisinin rankint goz Oniine alalim. F € C™™ ve F €

C™! matrisleri verilsin. Bu takdirde
r(F:G) = r(F) +r(G) — dim[R(F)NR(G)]

oldugunu belirtelim. (F: G) pargali matrisinin ranki ile ilgili asagidaki iki teorem

verilebilir.

Teorem 3.4.9 F € C™™ ve G € C™'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P; olsun. Bu

takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(i) 7r(F:G)=7r(P—Q)+dim[RF)NR(G)] (3.4.20)
(i) 7(F:G) =r(PQ + QP) + dim[[N (FHNR(G)]B[RF)NN(G")]] (3.4.21)
(i) r(F:6)=r(P +0Q—PQ) (3.4.22)

Ispat. Bunun ispati igin dim[[R(F)NN(G)]®L [NV (FHNR(G)]|n — r(A) — (D)
oldugu dikkate alinirsa (3.4.20)-(3.4.22) durumlarinin saglandigi (3.4.18) den kolayca

gosterilebilir.

Teorem 3.4.10 F € C™™ ve G € C™'matrisleri verilsin. P = Pr ve Q = P, olsun. Bu

takdirde asagidaki durumlar saglanir:

@iy r(F:6G)=n+r(PQ—-QP) (3.4.23)
—dim[[R(F) + N (GHIN[NV(F*) + RGNV (F*) + NV (G)]]
(i) r(F:6)=n—-r(PQ)+ %r(PQ — QP) (3.4.24)
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(i) 7(F:6) = r(F) +57(PQ — QP) (3.4.25)
Ispat. Daha dnce verilen Lemmalardan
dim[[R(P) + N (@IN[N (P) + R(GOIN[V(P) + N (Q)]]
=n—r+2r(B) —r(D)

oldugu gosterilebilir. Bu nedenledir ki (3.4.23) - (3.4.25) ifadeleri (3.4.18) den kolayca
gosterilebilir. Diger taraftan (3.4.23) ve (3.4.25) ifadelerinden r(F:G) =n —
dim[[R(F) + NV (GHIN[NV(F*) + R(OIN[N(F) + N(GH)]] ve r(F:6)=n-—
r(PQ) esitliklerinin her biri F ve G nun komutatifligine denktir. Ayrica (3.4.25)
esitsizligi r(F:G) igin bir alt sinir vermektedir. (3.4.25) deki esitsizligin esitlige
dontismesi igin gerek ve yeter sart 7(B) = r(D) olmasidir ki bu N (F*)NR(G) = {0}
olarak da ifade edilebilir. Ote yandan bir diger gdzlem r(F:G) = %r(PQ — QP)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart F = 0 = G olmasidir. 7(F*G) = r(F) olmasi igin gerek

ve yeter sartlarin verildigi Teorem 3.4.8 dekine benzer sekilde r(F: G) = r(F) igin de

sorulabilir. P — Q € C¢? & PQ = Q denkliginden P = P Ve Q = P; olmak iizere
r(F:6)=r(F) ® R(G) cRF)=>P-Q€eCo

olacag: goriiliir. Yukarida verilenlerin 15181 altinda (F: G) ve F*G ranklarinin hangi
sartlarda birbirine esit oldugunun bilinmesi de oldukga ilging bir sorudur. Bunun

cevabi asagidaki teoremde verilebilir.

Teorem 3.4.11 F € C™™ ve G € C™! matrisleri verilsin. Bu takdirde r(F*G) =

r(F: G) olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(G) = R(F) olmasidur.

Ispat. Oncelikle belirtelim ki r(F*G) = r(F: G) esitligi r(A) = r + r(D) esitligine
denktir. Ote yandan r(A4) < r oldugundan r(4) = r, r(D) = 0 elde edilir. Buradaki
son sart B = 0 oldugunu gosterir ki bu da A € C2P olmasi anlamma gelir. Sadece
nonsigiiler izdiistimlerin birim matris olabilecegi dikkate alinirsa r(F*G) = r(F: G)
olmast icin gerek ve yeter sart A = I, D = 0 olmasidir. Ote yandan R(G) = R(F) &
P =Q < PQA =1, D = 0 denklikleri direkt olarak goriilmektedir. Bu da teoremin
ispatini tamamlar.

Teorem 3.4.11 in 6nemli bir sonucu olarak kolayca gosterilebilir ki F € C™™

ve G € C™ matrisleri i¢in P = Pr ve Q = P; olmak iizere
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r(P—Q)=2r(F:G) —r(F) —r(G), (3.4.26)
r(l—P—-Q)=n+2r(FG)—r(F) —r(G), (3.4.27)
r(PQ —QP) =r(P— Q)+ 2r(F*G) —r(F) —r(G), (3.4.28)

esitlikleri yazilabilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda birinci bolimde Oncelikle Matris Cebirinin tarihsel
gelisimi ve kullanim alanindan kisaca bahsedilmistir. Ikinci boliim Matris ve Matris
Uzaylan ile ilgili bir takim temel kavramlardan olusmakta olup bu boliimdeki
teoremler genellikle ispatsiz olarak verilmistir. Ugiincii boliimde ortogonal izdiisiim
matrisleri ele almarak bu matrisler icin cesitli rank formiilleri elde edilmistir. Iki
ortogonal izdiisiim matrisinin toplam ve farki i¢in bazi rank formiilleri verilmis
ortogonal izdiisiim matrisleriyle ilgili ¢esitli rank esitlikleri elde edilmistir. Ayrica
ortogonal izdiisiim matrislerinin ¢arpimlari ve farklarinin Moore-Penrose inversleri ele

alinmustir.

Yapilan galismalara benzer olarak ii¢ veya daha fazla ortogonal izdiisiim
matrisinin lineer kombinasyonlart ile ilgili ortogonal izdiisiim olup olmama durumlari
ve bu tip kombinasyonlar i¢in rank esitlikleri elde edilerek bunlarin o6zellikle
ekonometri, istatistik ve miihendislik alanlarina uygulanabilirligi arastirilabilir.
Calismada Moore-Penrose inversler icin elde edilen bulgularin agirlikli Moore-

Penrose inversler ve Grup inversler i¢in uygulanabilirligi arastirilabilir.
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