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OZET

OPERATOR AG-PREViNVEKS FONKSIiYONLAR VE HERMITE-
HADAMARD ESITSIiZLiGi YARDIMIYLA BAZI YENI ESITSIZLIKLER

ELiF BASKOY
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LIiSANS TEZI, 40 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESiI ERDAL UNLUYOL

Bu tezde, ilk olarak Hilbert uzayinda o6zeslenik operatorlerin siirekli
fonksiyonlar1 igin operatdr AG preinveks fonksiyonlar smifi incelenmistir. Ikinci
olarak, Hermite-Hadamard esitsizligi yardimiyla yeni esitsizlikler elde edilmistir.
Ucgiincii olarak bu operatérler i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi icin bazi
yaklasimlar verilmistir. Son olarak ise iki operatdr preinveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in
esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzayi, 6zeslenik operatorler, ozeslenik operatorlerin
stirekli fonksiyonlari, operatdr AG preinveks fonksiyonlar.



ABSTRACT

OPERATOR AG-PREINVEX FUNCTIONS AND SOME NEW
INEQUALITIES VIA HERMITE-HADAMARD INEQUALITY

ELiF BASKOY
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS

MASTER THESIS, 40 PAGES

SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. ERDAL UNLUYOL

In this thesis, Firstly, it is researched the operator AG preinvex functions for
continuous functions of selfadjoint operators. Secondly, it is established some
inequalities due to Hermite-Hadamard inequality. Thirdly, it is given give an estimate
of the right hand side of a Hermite-Hadamard type inequality for this operator. Finally,
it is obtained some inequalities for the product of two operator preinvex functions.

Keywords: Hilbert space, self-adjoint operators, continuous functions of self-adjoint
operators, operator AG preinvex functions.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N : Dogal sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi

Ry : [0, +00) aralig1

R™ :m € N, boyutlu reel sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi

(), () Ig garpim fonksiyonu
H : Hilbert uzay1
B(H)* :H dan H ya pozitif siirli operatorlerin kiimesi

B(H),, :H dan H ya smirli 6zeslenik operatorlerin kiimesi

Vi



1. GIRIS

Elster ve Neshse [12] konveksel fonksiyonlar simifini incelemiglerdir, yani f : S C R" —

R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € S ve A € [0, 1] i¢in

fz) < M)+ 1= AN)f(y) (1.0.1)

esitsizligini saglayan z € S noktalarini iceren fonksiyonlara konveksel denir. Eger S bir
konveks kiime ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f’nin konveksel oldugu
aciktir. Aslinda Elster ve Nehse konveksel matematiksel programlama i¢in optimal sart

altinda bir eyer(biikiim) noktasi elde etmiglerdir.

Hayaski ve Komiya [18] hem konveksel fonksiyonlar: hem de konveksel fonksiyonlar

icin bir Gordan tipi teorem gelistirmisler.

Hanson [16], her z,y € S C R igin

fl@) = flu) = [n(z,w)]"Vf(u) (1.0.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(x,u) vektor fonksiyona sahip f : S C
R — R diferansiyellenebilir fonksiyonlarini géz ontine almigtir. Burada ”V” sembolii
diverjansi gostermektedir. Bu tarz fonksiyonlar Craven [4] tarafindan inveks olarak isim-
lendirilmistir. Bu terim ise ”invariant convex” ifadesinden kisaltilmigtir. Craven ve
Glover [5], Ben-Israel ve Mond [3], ayrica Martin’ in [23] invex fonksiyonlar smifiyla ilgili

caligmalar1 mevcuttur.

Ben-Israel ve Mond [3], Hanson ve Mond [17] daha genel olan yani, S kiimesi tizerinde

diferensiyellenebilen fonksiyonlarin, her z,u € S ve A € [0, 1] igin
Flu+ dn@a) < Af@)+ (1-)f@) (103)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(x,u) vektor fonksiyonunun varhgini ispat
etmigler ve diferensiyellenebilen fonksiyonlarin hem (1.0.2) yi hem de (1.0.3)’11 sagladigini
gostermiglerdir.  Bu kogullar altinda (1.0.3) esitsizligini saglayan bu fonksiyonlara V.
Jeyakumar tarafindan ”pre-invex” ismi verilmistir. Ayrica, f: S C R” — R™ m-boyutlu
vektor degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger f’nin bilesenlerinin her biri, 7-
ya gore S lizerinde preinveks ise, bu f’'ye n’yva gore S tizerinde preinvekstir denir. Her
z,u€ Sve\e|0,1] icin
u+ An(z,u) € S



olup, buradan preinveks fonksiyonlarin konveksel oldugu gortilmektedir.

Yukaridaki aciklamalardan da anlagilacag: tizere, invekslik ve preinveksligin nasil or-
taya ¢iktigi hakkinda genel bir bilgi verdik. Simdi bu fonksiyon siifinin "neden” ortaya

giktigini kisaca soyleyelim.

Konveksligin bu yeni genellestirmesi, optimizasyon problemleri, statik ve dinamik
problemleri vb. konularinin daha iyi anlagilmasi ve ¢oziilmesi icin matematikgiler tarafindan

elde edilmistir.

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda, ilk olarak Hilbert uzayimda smirh ozeslenik op-
eratorlerin siirekli fonksiyonlari i¢in operator AG preinveks fonksiyonlar sinifi incelenmistir.
Ikinci olarak, Hermite-Hadamard esitsizligi yardimiyla yeni esitsizlikler elde edilmistir.
Uciincii olarak bu operatorler icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi icin bazi
yaklagimlar verilmistir. Son olarak ise iki operator preinveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in

esitsizlikler verilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun. + : L x L —
L ve.: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F

cismi lizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.
A) L + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Licin x + (y + 2) = (x + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in 4+ 6 = § 4+ x = x olacak gekilde 6 € L vardir.

G4. Her z € L i¢gin z + (—x) = (—x) + « = 0 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L icin x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve o, f € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

L1. az € L dir.

L2. a.(z +vy) = a.x + a.y dir.

L3. (a+ B)r = a.x + f.x dir.

L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. l.x = x dir. (Burada 1, F' nin birim elemamdir). F' = R ise L ye reel lineer uzay,

I = C ise L ye karmasik lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontisiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F' bir cisim, V ve W, F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V ve
c € F' olmak tizere T': V — W dontisiimi,

aT(u+v)="T(u)+T(v)

b T(cu) = ¢T'(u)

sartlarin sagliyorsa 1" ye V iizerinde lineer dontisiim denir .

Tanim 2.0.4 (ig-garplm uzay1): F'(R veya C) olmak iizere, X bir vektor uzay: olsun.

b

(,.) : X x X — F doniigimi agagidaki ozelliklere sahip ise ” (.,.)” dontigimiine X

tizerinde bir i¢-carpim, (X, (.,.)) ikilisine de "i¢g-carpim” uzay1 denir:



1. Vo e X i¢in (z,2) > 0 ve (z,2) =0 <= = = Ox;

2. Va,y € X igin (2,y) = (y,2);
3. Va,y € X ve a € F i¢in (az,y) = a(z,y);
4. Vx,y,z € X igin (z + vy, 2) = (z,2) + (v, 2).

Remark 2.0.1 F = R olmasi halinde 2. ézellik (z,y) = (y,z) olur. I¢-carpim tanimin

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz:

1. Va,y,z € X ve Vo, B € F igin (ax + Py, 2) = a(x, z) + By, 2),
2. Vx,y € X ve Vo, € F icin (x, ay) = a(x,y);
3. Vao,y € X ve Vo, B € F icin (z,ay + B2) = a(z,y) + B(z, 2).
Tamim 2.0.5 (Norm): (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Bir z € X vektortiniin normu
|z ||= (z,2)2 (2.0.1)
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanmim 2.0.6 (Hilbert Uzay1): (X, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger bu ig-garpim
uzay1 (2.0.1) normuna gore tam ise, yani (X, (.,.)) i¢c-carpim uzay1 i¢indeki her Cauchy

Dizisi (2.0.1) norma gore vakinsak ise bu (X, (...)) uzaymna bir ”Hilbert Uzay1” denir.
) )

Tanim 2.0.7 (Birim Operator): A : X — X operatorii verilsin. Eger her x € X i¢in
Axr = x ise A operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve Iy sembollerinden

biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.8 (Simirli Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) C X ve gortuntii kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii D(A)
'min X’ de siirh her kitmesi R(A)'min Y de sinirh bir kiimesine kargilik getiriyorsa A’ ya

"sinirh bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az ||ly< c || z ||x, her z € D(A)

olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya ”smirli bir operator” denir.



Tanim 2.0.9 (Lineer Operator): X ve Y aym F' cismi tizerinde iki lineer uzay ve
A : X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X’ in bir alt uzay1 olmak tizere her z,y € D(A)
ve her a, f € F i¢in

Aoz + fy) = aA(z) + BA(y),

ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanim 2.0.10 (Eslenik ve éze§lenik Operator): A, H Hilbert uzayinda sinirh lineer
bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,9) = (f, A%g)

saglaniyorsa A* a A’nin "eglenik operatori” denir.

Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya 6zeslenik operator denir.

Tanim 2.0.11 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer
operator olsun.
p(A) ={AeC:(A-)XE) ' € L(X)}

kiimesine A operatoriiniin ”regiiler degerler kiimesi” veya “rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tast” veya ”¢Ozlicli operatorii” adi verilir.
Tanim 2.0.12 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(A) = o(A) == C\ p(A)
kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya " Sp(A)” ile gosterecegiz.

Buraya kadar genel anlamda bu tezin daha iyi anlagilabilmesi i¢in gerekli olan Op-
erator Teorisi'nin bilgilerini verdik. Simdi ise klasik anlamdaki esitsizliklerle, operatorler

arasindaki gecisi verecegiz.

a < b,a,b € R olmak iizere [a,b] arahginda tanimli, reel degerli bir f konveks fonksiy-

onu i¢in asagidaki esitsizligi yazabiliriz,

f<a+b> < bia/abf(:c)d:c < fa) + 7). (2.0.2)

2 2



Buradaki iki esitsizlik eger yon degistirirse, o zaman bu f fonksiyonu [a,b] araligi

uzerinde konkav olur.

(2.0.2) esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Biz Hermite-
Hadamard esitsizligini, Jensen esitsizliginden ve konvekslik tanimindan kolayca elde ede-
biliriz. Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi f : [a,b] — R siirekli bir konveks fonksiy-
onun ortalama degerini verir. Dragomir ve Agarwal [7] konveks fonksiyonlari igeren
Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi i¢in agsagidaki sekilde esitsizlik elde etmiglerdir.
Kikianty [21], Banach uzaylarinin geometrisinde Hermite-Hadamard esitsizligini elde etmistir.
Konveks fonksiyonlarin ézel bir genellestirmesi olan inveks ve preinvekslik, Hanson [16]

tarafindan caligilmigtir.

X bir vektor uzayi ve x,y € X, x # y olsun. ¢ € [0, 1] i¢in
[z,y] = (1 —t)z+ty
parcasini tanimlayalim.
f i [x,y] — R fonksiyonunu ve
g(x,y) - [0,1] — R,

g9(z,y)(t) == f((1 = t)z +ty), ¢ €[0,1]

fonksiyonunu diiglinelim. f nin, [z,y] lizerinde konveks olabilmesi igin gerekli ve yeterli

kosul ¢g(x,y) nin [0, 1] tizerinde konveks olmasidir.

Bir [z,y] € X parcasi tizerinde tanmmlanan herhangi bir konveks fonksiyon igin,

g(x,y) : [0,1] — R konveks fonksiyonundan

f(x;y) g/o A= ) + ty)at < L& W) (2.0.3)

2

Hermite-Hadamard integral esitsizligini yazabiliriz.

Dragomir operator konveks ve operator preinveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin operator versiyonunu elde etmistir [9],[10].

Simdi, simirhl 6zeslenik operatorlerin siirekli foksiyonlart i¢in bir (H, (., .)) Hilbert uzay1
lizerinde tiim simirh lineer operatorlerin kiimesi olan B(H) da operatorlerde siralamayi

inceleyelim.



A, B € B(H) o6zeslenik operatorleri ve her z € H vektori igin eger
(Az,x) < (Br,)

ise, o zaman A < B yazabiliriz. Buna operatorlerde siralama denir.

A, bir (H;(.,.)) kompleks Hilbert uzay1 iizerinde smirh ézeglenik bir operator ol-
sun. Gelfand doniigiimii, A tarafindan tretilen C*(A) C*-cebiri, H tizerinde 1y birim
operator, Sp(A) olarak gosterilen A nin spektrumu tizerinde tanimlanan kompleks degerli

ttim fonksiyonlarin C'(Sp(A)) kiimesi arasinda ¢ izomorfizm *-izometrigi ile kurulur. Her-

hangi f, g € C(Sp(A)) ve herhangi o, 8 € C igin,
(1) ®(af + Bg) = a®(f) + BP(g);
(it) ©(fg) = ®(f)(g) ve (f*) = B(f)";
(222) [RCHI = IIfI] := subrespia|f(E)];
(iv) ®(fo) = 1z ve ®(f1) = A, burada t € Sp(A) icin fo(t) = 1ve fi(t) =t

yazabiliriz [13]. Bu notasyonla, biz tiim f € C(Sp(A)) igin

f(A) = ®(f) (2.0.4)

tamimlayabiliriz ve bu da bize bir A sinirh 6zeslenik operatorlertiniin bir f-fonksiyonu

altindaki goriintiistiniin ne anlama geldigini gosterir.

Eger A, smirh 6zeglenik bir operator ve f, Sp(A) tizerinde reel degerli siirekli bir
fonksiyon ise, o zaman herhangi bir ¢t € Sp(A) igin f(¢) > 0 olmasi, f(A) > 0 demektir.
Yani f(A), H tizerinde pozitif bir operatordiir. Dahasi, f ve g, Sp(A) tizerinde reel degerli
stirekli iki fonksiyon olsun. Her t € Sp(A) i¢in

ft) <g(t)
ise, o zaman B(H) daki operator siralamasina gore
f(A) < g(A).

Spektrumlar: I C R de olan her A, B € B(H) igin

F(A=NA+AB) < (2)(1 = A)f(A) +Af(B)



esitsizligi saglaniyorsa, I C R araligi tizerinde f reel degerli stirekli bu fonksiyona operator

konveks (operator konkav) denir.

Operator konveks (operator konkav) ve operatér monoton fonksiyonlar {izerinde bazi

temel sonuclar Furuta ve arkadaslar1 [13] tarafindan verilmistir.

Dragomir [11] operator konveks fonksiyonlar i¢in agagidaki sekilde Hermite-Hadamard

tipi esitsizligi ispatlamigtir.

Teorem 2.0.1 [11] f: I C R — R fonksiyonu [ aralig tizerinde operator konveks olsun.

O halde spekturumlar: I’da olan her ozeslenik A ve B operatorleri i¢in

(FEAEE) )L[(AEE) L p(A238Y] ooy

= /f (1—t)A+tB)dt
< %[( ) );f(B>KSM>

esitsizligi saglanir.

Tamm 2.0.13 (inveks Kiime): X bir reel vektor uzay1 ve S C X olsun. Her x,y € §
ve t € [0,1] i¢in
y+in(z,y) €S

ise S C X'en:S xS — X doniisiimiine gore inveks bir kiime denir. Her x,y € S icin

xvev =z + n(y, z) noktalarm birlegtiren P,, n-yolu agagidaki sekilde tanimlanir,
Py ={z:z=z+1tn(y,z),t €0,1]}.

Eger her z,y € S ve t € [0, 1] igin

n(y,y +tn(z,y)) = —tn(z, y) } ©
n(x,y +tn(e,y)) = (1= t)n(z,y)

esitlikleri saglaniyorsa, bu durumda 7 déntigiimiiniin (C') sartim sagladigi soylenir.

Ayrica her x,y € S ve her t1,ty € [0, 1] igin (C) sartindan

n(y + tan(z,y),y + tin(z,y)) = (t2 — t1)n(z,y) (2.0.6)

yazabiliriz.



Tamim 2.0.14 (Operator Preinveks Fonksiyon) S C B(H)g, n: S xS — B(H)sa

doniigiimiine gore inveks bir kiime olsun. Bu durumda B(H)’'daki operator siralamasina

gore her A, B € S vet € |0,1] igin
f(A+1in(B,A) < (1 —1t)f(A) +tf(B) (2.0.7)

esitsizligi saglaniyorsa f : R — R siirekli fonksiyonuna S tizerinde n’ ya gore operator

preinveks denir.

Simdi 7 déniisiimiine gore (C') kogulunu saglayan bazi operator preinveks fonksiyon

ve inveks kiime ornekleri verelim.

Ornek 2.0.1 ([14], Ornek 1-a) Varsayalm 1y H Hilbert uzayi iizerinde bir birim op-

eratort,

T:=(-3x1yg,—1x1y) = {A€B(H)sy:-3x1lg<A<—-1x1y}
UZ:(lH,4><1H) = {AGB(H)Sa11H<A<4X1H}
S:=TUU C B(H)u

ve 1S xS — B(H),, fonksiyonu

A-—B A BelU
A— B, A BeT
ly—B, AeT,BeU
—1ly—B, Ac€UBEeT

771(147 B) -

olsun. 7y’in (C') kogulunu sagladigi ve S kiimesinin 7; fonksiyonuna gore inveks oldugu
agiktir. f(t) = t* reel fonksiyonu S kiimesi tizrinde 7, e gore preinvekstir. Fakat a,b € R

icin g(t) = a + bt fonksiyonu S kiimesi {izerinde n; e gore preinveks degildir.

Ornek 2.0.2 ([14], Ornek 1-b) V := (=2x15,0), W := (0,2x1g), S := VUW C B(H).,
ve g 1S x S — B(H)s, fonksiyonu

A—B, ABeV veya A,BeW
(4, B) { 0 diyger

seklinde tanimlansin. 7y, (C') kogulunu saglar ve S kiimesi 7, ye gore invekstir. a € R

icin f(t) = a sabit fonksiyonu S iizerinde 7, ye gore sadece preinveks fonksiyondur.

Remark 2.0.2 Her operator konveks fonksiyon, n(A, B) = A — B doniigiimiine gore

operator preinveks bir fonksiyondur, fakat tersi genelde dogru degildir [14].



Ornek 2.0.3 ([14] Ornek 1-¢) f(t) = —|t| konveks bir fonksiyon degildir, fakat f-fonksiyonu

A—B, A B>0veya A, B <0,

n3(A, B) = { B— A, diger durumlarda,

N3 € gore preinvekstir.

Tamm 2.0.15 (Integraller i¢in Holder Esitsizligi) p > 1 ve i +% =1 olsun. f ve
g [a,b] arahginda tanimh reel fonksiyonlar, |f|P ve |g|?, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

[ 1s@atar < ([ 1wpa) ([ )

esitsizligi gegerlidir.

Tanim 2.0.16 (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun.f ve g [a,b] araliginda tanimh

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[ 1rwotar < ([ 1ri) ([ irwlowipa)’

esitsizligi gegerlidir.
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Operator Preinveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard
Tipi Esitsizlikler

Bu kisimda operator preinveks fonksiyonlar icin literatiirde var olan bazi esitsizlikleri

ifade ve ispat edecegiz. Bunu yaparken esas aldigimiz kaynak Ghazanfari’ nin [15] ¢alismasidir.

Teorem 3.1.1 S C B(H)s, kiimesi n : S x S — B(H)s, ya gore bir inveks kiime ve
da (C) sartim saglasm. Eger spektrumlari I da olan her A, B € S,V = A+ n(B, A) igin,
f I C R — R fonksiyonu Pay,n yolundaki i’ ya gore operator preinveks ve k, p pozitif

tamsayilar ise, bu durumda

IN

f(A + %n(B, A))

kP—1 .
IO WICRE NN
1=0

IN

/ F(A+ tn(B, A))dt
0
kP—1

S b ) (0 )

1=

f(A) + f(B)
2

IN

IN

(3.1.1)
esitsizligi dogrudur.

Ispat: = € H,||z| = 1,t € [0,1] i¢in (Az,z) € Sp(A) C I and (Va,z) € Sp(V) C I
oldugundan dolay1

(A+tn(B,A)),z) = (1 —t)(Az,z) + t(Va,z) € I (3.1.2)
yazabiliriz. f’ nin stirekliligi ve (3.1.2) den
1
| s, a)
0
integrali vardir. 7, (C) sartim sagladigindan her ¢ € [0, 1] i¢in
1 1

A+ 5n(BA) = A+ (B A) + Jn(A+ (1= Dn(BA), A+ t(B,A))  (3.13)

esitligi dogrudur.

x € H birim vektor ve ¢(t) := (f(A+ tn(B, A))) seklinde tanimlanan ¢ : [0,1] — R

fonksiyonunu tanimlayalim. Iddiaya gore f bir operator preinveks fonksiyon oldugundan

11



¢ fonksiyonu [0, 1] kapali arahginda konvekstir [15]. Bu durumda reel degerli ¢ fonksiyonu

i¢in [k—zp, T—,}] araligi lizerinde klasik Hermite-Hadamard esitsizligini uygularsak,
i+1 . .
2i + 1 L =)+ o
(p( 12/:; )g/#’/ p(t)dt < ?5) 2“0(k ) (3.1.4)

kP

esitsizligini elde ederiz. Simdi yukaridaki esitsizligi ¢ = 0,--- | kP — 1 igin toplarsak

kP—1 . 1 kP—1 i i+1
2t +1 () + (%)
< kP < kP kP
E <p< T ) k /0 o(t)dt ZE:O 5 (3.1.5)

esitsizligi saglanir. Buradan

1 2 + 1 !
=3 f(A B ) < [ f(A+ (B, 4)
=0 0
kP-1 , .
1 1+ 1 7
< 91p . . .
<o 2:: F(A+ —n(B.A)) + f(A+ on(B.4))] (3.1.6)
esitsizligi bulunur. (3.1.3) esitsizliginde ¢ = 2L olarak almir ve f fonksiyonun operator

preinveksligini kullanirsak,

1 1 21+ 1
A+on(BA) < Sf(A B, )
1 21 +1
+—f<A+ 1-= )n(B,A)> (3.1.7)
2 kp
esitsizligini elde ederiz. Buradan yukaridaki esitsizligi ¢« = 0,--- , kP — 1 i¢in toplar ve

dogru olan

kP—1 kP—1

> f(a+ LB, 4) = > r(as - (B, 4))

esitligini kullanirsak,

k:pf(A+1 (B A))<I§f(A+M (B A)) (3.1.8)
277 ’ a i=0 k» e o
esitsizligi bulunur. Diger taraftan f’ nin preinveksliginden
kP — , .
o> (A S um ) + (4 s, a)]
kP—1 . , ' .
< 2_11{;p ; [Z;—plf(B)—l- (1_ Z;l)]c(A)Jréf(B)Jr (1_ éf(A)ﬂ
< 10 (3.1.9)

Sonug olarak, (3.1.6), (3.1.8) ve (3.1.9) egitsizlikleriden (3.1.1)i elde ederiz.

Simdi yukaridaki teoremden elde edilen basit bir sonucu verelim.

12



Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.17 in iddiasina gore,

0 < /lf(A+tn(B,A))dt—f(A+%n(B,A))

< DB / F(A (B, Ay

estizligi dogrudur.

Ornek 3.1.1 S, f vem Ornek 2.0.17 de oldugu gibi secilirse, her A, B € S icin

A? + B?
2

(A + %n(B, A)>2 < /0 1 F(A+ (B, A)2dt <

esitsizligi dogrudur.

3.2 1ki Operator Preinveks Fonksiyonlarin Carpimi igin Esitsizlikler

S C B(H),, kiimesi 7 : S x S — B(H),, ya gore inveks bir kiime ve f,¢g : [ — R
ise Pay,n yolundaki operatorler icin n ya gore I araligi tizerinde iki operator preinveks
fonksiyon olsun. Bu durumda [ arahginda A,V := A + tn(B, A) nin spekturumlu her
A, B € S igin z € H olmak tizere

H Hilbert uzayinda M (A, B) ve N(A, B) reel fonksiyonlarmi tanimlayalim.

Teorem 3.2.1 f,g: 1 — R", I arahg tizerinde ) ya gore operator preinveks iki fonksiyon
ve 1 (C) sartm saglasin. Bu durumda I arahginda A,V := A + tn(B, A) spekturumlu
bir H Hilbert uzay1 iizerindeki her A ve B 6zeslenik operatorler igin keyfi x € H, ||z| = 1

olmak tizere
fo f(A+1tn(B, A))x,z)(g(A +tn(B, A))z, z)dt

1

< SM(4, B)(#) + ZN(4, B)(z) (32.1)

esitsizligi dogrudur.

Ispat: f, ¢’ nin siirekliligi ve (3.1.2)" den
1 1 1
| @@ A [ g m@ A, [ oo,
0 0 0

13



operator degerli integralleri meveuttur.

[ ve g operator preinveks oldugundan, her ¢ € [0, 1] ve x € H igin

(f(A+tn(B, A))z, )
(9(A+1tn(B,A))z,z) < ((tg(B)+ (1 —t)g(A))z,z) (3.2.3)

IA
=
~
-
~—~
=
+
—
|
=
=
NS
S~—
S
8
a2
w
[\
N

esitsizlikleri dogrudur. (3.2.2) ve (3.2.3) ten
(f(A+tn(B, A))z, z)(g(A + tn(B, A))z, z)

< (1 =t)Xf(A)z,2){g(A)z, z) + *(f(B)z, 2)(9(B)z, )
(1 1) [<f(A)l“, ) g(B)z, ) + (f(B)x, x)(g(A)z, z) (3.2.4)

bulunur. (3.2.4) esitsizliginin her iki tarafini [0,1] araligl iizerinde integralini alirsak,

istenilen (3.2.1) esitsizligini elde ederiz.

Teorem 3.2.2 f,g :— R, I aralig: tizerinde n ya gore operator preinveks iki fonksiyon
ve 1 (C) sarti saglasin. Eger I da A,V spektrumlu bir H Hilbert uzay: {izerinde keyfi

A ve B ozeslenik operatorleri igin x € H, ||z|| = 1 olmak tizere

<f(A + %n(B, A))x, x><g <A + %77(3, A))x, £L‘>

< 5 | A+ tn(B A ) g(A + (B Ao 2

o5 M(A, B)(x) + S N(4, B)(x) (3:25)

esitsizligi saglanir.
Ispat: (3.1.3) esitliginde D = A+ tn(B, A) ve E = A+ (1 — t)n(B, A) olarak alinirsa

1 1
A+ 57](3,14) =D+ §T](E, D)

esitligi dogrudur. f ve g operator preinveks oldugundan keyfi t € I ve x € H, ||z|| = 1
igin

<f(A+§n(B,A))x,x>< <A+2n (B, A) ):z:x>
- <f(D+ nED) )(g(D+ nED)> v

< <<f( )—QFf( ))x’x><(g(D)—2Fg(E))x’x>

14



IN

(F (D)) + (f(B)z,2)| |(9(D)a. ) + (g(E)a, )]
(F(D)z, ) (g(D)a.x)) + |(f(E)w,2) + {g(E)a, )|
2 [H A7) + (0= (B, )] [~ )l A)e, 2) + (B, )]

+[(1 = (A 2) + K (B, )| [Hg(A)e, ) + (1= D){g(B)r, )]
1

= 1 [(F(D).2) (D)2 2) + (F(B)z. 2){9(E)a, )]

+}th<1 = )| (F(A)z, 2)g(A)z, 2) + (f(B)e, ) (g(B)z, )|

R+ (1= ) [(F(A)z, a)g(Be, ) + (f(B)wa)(g(Aww)| (326)

VAN
I N

elde ederiz. Buradan (3.2.6) esitsizliginin her iki tarafi [0, 1] lizerinde integrali alinirsa,
<f(A + 3n(B, A))x, x><g (A + $n(B, A))x, £L‘>

! / (S (A+ (B, A)) a){g(A + tn(B, A))z, )| dt

IN

4

i / (F(A+ (1= 0n(B, A, @) (g(A+ (1= (B, A, )| dt

1

1
12M(A B)(x) + éN(A’ B)(x)

olup, bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.3 f : I — R siirekli bir fonksiyon, S C B(H),, kiimesi  : S x S —
B(H)s, ya gore agik inveks bir kiime n da (C) sartim saglasin. Eger her A, B € S ve
V =A+n(B,A) i¢in f fonksiyonu I da A ve V nin spektrumlu P4y, n yolu iizerinde 7 ya

gore operator preinveks ise bu durumda her a,b € (0,1),a < b ve her z € H, ||z|| = 1 i¢in

‘ <fo (A+sn(B, A))dsz, £L‘> <f0 (A + sn(B, A))dsz, £L‘>

—bia/a </0 f(A+377(B,A))dsx,x>‘

< b - A+ an(B, AYw,w) + A+ (B, A)z,x) | (3.2.7)

ve

|50y F(A+ su(B, A))ds+ 3 [} F(A+ s(B, A))ds

_bia/ab/otf(A%—sn(B,A))dsH
a

A) + an(B, A) + (A + (B, A))

h—
<

: - 17+ an(B, A|| + | £(A+bn(B, A)]| (3.2.8)

<

esitsizlikleri dogrudur.

15



Ispat: A,B e S vea,be (0,1),a <bolsun. Her z € H, ||z|| = 1 i¢in

t
olt)i={ [ Fa+ sn(B, A)ds a2
0
seklinde ¢ : [0,1] — R* fonksiyonunu tamimlayalim. f nin siirekliligi, i¢ ¢arpimin

siirekliligi ve operator degerli fonksiyonlarin integral 6zelliklerinden
([ s+ sum apds o) = [ {4+ on(B, A, a)as
olur. f(A+ sn(B,A)) > 0 oldugundan her ¢ € I igin ¢(t) > 0. Her ¢t € (0,1) i¢in
¢'(t) = (f(A+tn(B, A)z,z) > 0

oldugu aciktir. Iddiaya gore |¢/(t)] = ¢'(t). f fonksiyonu I da A ve V nin spektrumlu
P4y, n yolu iizerinde 7 ya gore operator preinveks ve Onerme 2.4[15] den ¢’ fonksiyonu

konvekstir. Teorem 2.2 [7] yi ¢ fonksiyonuna uygularsak

(@+e®) 1 [ (b—a)(='(a) +='(b))
i 4 _b—a/a w(s)ds‘g

2 8
elde ederiz. Buradan (3.2.7) y1 buluruz. Her z € H,||z|| = 1 i¢in (3.2.7) mn her iki

tarafinin supremumu alinirsa bu sefer de (3.2.8) yi buluruz. Bu ise ispat1 tamamlar.

3.3 Operator AG-preinveks Fonksiyonlar

Tamim 3.3.1 [25] f: I C R — R* siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger a,b € T
ve A € [0,1] i¢in
FQa+ (1=X)b) < fla)*f(b) (3.3.1)

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna I aralhig iizerinde bir Aritmetik-Geometrik (AG)

veya log-konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.3.1 f, [a,b] kapali aralig1 {izerinde bir AG-konveks fonksiyon olsun. Bu tak-

tirde u = log t olmak tizere

D < iR () <o [ g )
< () VT@YTm)
f(a)f(b) (3.3.2)

IN

esitsizligi vardir [25].
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Tanim 3.3.2 f: 1 C R — R" siirekli bir fonksiyon, A ve B de spektrumlar: I da olan
B(H) m iki 6zeglenik operatorii olsun. Bu durumda, her A € [0, 1] igin

FOA+(1=NB) < (=) F(APF(B)

esitsizligi saglaniyorsa, f’ ye operator AG-konveks (operator AG-konkav) fonksiyon denir.

[25]

Ornek 3.3.1 A, B n x n tipinde pozitif tanunh iki kompleks matris olsun. « € (0, 1) i¢in
oA + (1 —a)B| > |A|Y|B|'™ (3.3.3)

esitsizligi saglanir. Burada, | - | sembolii determinant1 gostermektedir [19]

Remark 3.3.1 f bir operator AG-konveks fonksiyon ve A, B € B(H) spektrumlar1 I’ da

olan iki degigmeli pozitif operator olsun Bu durumda, a € (0, 1) igin

1(557)

IN

/0 VI@AT A —a)B)J((1—a)A taB)da
J(A)f(B) (3.3.4)

IN

esitsizligi vardir.

Tanim 3.3.3 S C B(H),, kiimesi n : S x S — B(H),, ya gore bir inveks kiime ve
f: I CR— R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, A ve B de spektrumlar I’ da
olan B(H)’ m iki 6zeglenik operatorii ve t € [0, 1] igin

f(A+tn(B,A) < f(A) f(B)

esitsizligi saglaniyorsa, f’ ye S kiimesi iizerinde 7 ya gore operator AG-preinveks fonksiyon

denir [26].
Remark 3.3.2 f bir operator AG-preinveks fonksiyon olsun. Degigmeli durumda,

FlA+t(B,A) < J(A)TF(B) < (L= t)f(A) +f(B)
< max {f(4), /(B)}

esitsizligi elde edilir. Bu ise, f’ nin operator kuazi preinveks, yani

F(A+ (B, A4) < max { f(4), (B)}

olmasi anlamina gelir.
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3.4 Operator AG-preinveks Fonksiyonlar i¢gin Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizlikler

Operator AG-preinveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliklerini elde etmek

i¢in agagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 3.4.1 S C B(H),, kilmesi n : S x S — B(H)s, ya gore bir inveks kiime ve
f:1 CR — RT siirekli bir fonksiyon olsun. 1’ nin (C) sartim sagladigini kabul edelim.
Bu durumda, her A, B € S,V = A+ n(B, A) ve sabit bir s € (0,1] igin f’ nin 7’ ya gore
spektrumlar1 I’ da olan P4y, 7 yolu tizerinde operator AG-preinveks fonksiyon olabilmesi

icin gerekli ve yeterli kosul

pas(t) = f(A+1in(B, A)) (3.4.1)

seklinde tanimlanan ¢4 g fonksiyonunun [0, 1] aralig: iizerinde log-konveks olmasidir [26].

Ispat: ©, [0,1] arahg iizerinde bir log-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda, f’ nin %’

ya gore AG-preinveks oldugunu gosterelim.

Keyfi C) :== A+t n(B,A),Cy := A+ tan(B,A) € Pay olmak iizere A € [0,1] i¢in
(3.4.1) esitliginde uygun yere yazilirsa,

F(Cr+M(Co,Cr)) = F(A+tn(B, A)+ Ap(A+ tan(B, A), A+ tun(B, A)) )
= F(A+ (B, A) + Ata—1)n(B. A))
= J(A+ (0 + Mz = At)n(B, 4))

f(A + (1= Nty + M) (B, A))

w((1 — Nt )\t2>

< p(t)' e(t:)

= (7 tn(B.4)) " (F(A+ (B, 4))

olup, ispatin birinci kismi tamamlanir. Tersine olarak, f bir operatér AG-preinveks

fonksiyon olsun. Bu durumda (2.0.7) esitsizliginden,
e((1 =Nt + Atp) = f(A + ((1 = Aty + At2)n(B, A))
(A+t1n (B, A) + At — t1)n (B,A))
= <A+t1n (B, A) + (A +tan(B, A), A+ tin(B, A))
<A+tm (B, A) ) f(A +t2n(B,A)>
= (t)' ()
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elde edilir. Bu ise ¢ fonksiyonunun log-konveks oldugunu gosterir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.1 S C B(H)s, kiimesi 1 : S x S — B(H),, ya gore bir inveks kiime ve
f: I C R — RY siirekli bir fonksiyon olsun. 7’ nin (C) sartim sagladigim kabul edelim.
Bu durumda, her A, B € S,V = A+ n(B,A) ve sabit bir s € (0,1] igin f’ nin 1’ ya

gore spektrumlar:t I’ da olan P4y, n yolu tizerinde operator AG-preinveks fonksiyon ise,

150 = )
< e:z:p(/o log(f(A—i—tn(B,A)))dt)

< () VIR

< VAV (B)
fA) +F(V)
2

bu durumda

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Iddiaya gore f bir operatér AG-preinveks fonksiyon oldugundan dolayi, Lemma
3.4.1" den p(t) = f(A+tn(B, A)) fonksiyonu [0, 1] aralig: iizerinde log-konvekstir. Diger
taraftan, [27]" den, [a, b] kapal arahg tizerindeki ¢ log-konveks fonksiyonlari igin:

) < (feeC)

1
@(5

IA
5

< Ve(0)p(1)

p0) = J(A),
o) = flar ) =220,
o) = 1(a+ )= (220
pll) = f(V)

esitliklerini kullanirsak ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasi literatiirde var olan operator preinveks ve operator AG-preinveks
fonksiyonlarin [14], [26], [25], [27] ve [28] bilimsel galigmalarinin ayrintil bir sekilde ince-

lenip yazilmasiyla meydana gelmistir.

Sonug olarak, bu yiiksek lisans tez galigmasi ile Hilbert uzayinda ozeslenik operatorlerin
siirekli fonksiyonlar1 icin operatér AG-preinveks fonksiyonlar smifi incelenmistir. Ikinci
olarak, Hermite-Hadamard esitsizligi yardimiyla yeni esitsizlikler elde edilmistir. Ugiincii
olarak bu operatorler i¢cin Hermite-Hadamard esgitsizliginin sag tarafi i¢in bazi yaklagimlar
verilmigtir. Son olarak ise iki operator preinveks fonksiyonun ¢arpimi igin esitsizlikler elde

edilmigtir.

Konveks fonksiyonlar ve esitsizlik hakkinda literatiir taramasi yapilarak, uygun teorik
alt yapis1 kurularak konveks fonksiyon ve egitsizik tiirleri i¢in bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda
ifade edilen teknikler yardimiyla Hilbert uzayinda ozeslenik operatorlerin stirekli fonksiy-

onlarina aktarilabilecegini diger bilim insanlarina oneriyoruz.
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