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1.GIRIS

Metrik uzaylar, topoloji ve fonksiyonel analizin temelidir. Metrik uzaylardaki
sabit nokta teorisinin son zamanlarda ©nem kazanmasindan dolayr bir¢ok
matematik¢i metrik uzaylara ilgi gostermistir. Gahler [8] tarafindan altmislar
boyunca kullanilan “2-metrik uzay” kavrami, daha sonra yine Gahler [9] tarafindan

genellestirilmistir.

Gahler [8], X bostan farkli bir kiime ve “d” de bir 2-metrik ise bu (X, d)
ikilisine bir 2-metrik uzay olarak tanimlanmis ve 2-metrik fonksiyonun, metrik
fonksiyonun bir genellestirilmesi oldugu iddia etmistir. Fakat bu iki fonksiyon
arasinda herhangi bir baglanti yoktur. Ayni zamanda metrik uzay siirekli bir

fonksiyondur, buna karsin 2-metrik uzay siirekli degildir [10].

Gahler [9], 2-metrik kavraminin, aslinda metrikten esinlenerek yaptigini ve
geometrik olarak d(x,y,z); koseleri x,y,z € X olan bir liggensel bdlge oldugunu
gostermistir. Ancak bunun her zaman dogru olmadigini Sharma [14] 1980 yilinda
gostermistir. Iseki [11], Reahdes [13] ve Sharma [14] sabit nokta teoremlerini elde

etmek i¢in 2-metrik uzay1 kullanmiglardir.



2. GENEL BILGILER

Tammm 2.1.1: X bostan farkli bir kiime olsun. Eger d: X X X — [0, ) fonksiyonu

x,y,Z€X icin
M-1)d(x,y) =0 &x=y
M-2) d(x,y) = d(y,x) (simetri)
M-3)d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (licgen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyorsa, bu fonksiyona X kiimesi iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine

de metrik uzay denir.

Uyar1 2.1.2: M-1)" x = y ise d(x,y) = 0 yazilarak elde edilen M-1)*, M-2), M-3)

kosullarini saglayan d fonksiyonuna X tizerinde bir yari-metrik ad1 verilir.

Tanmm 2.1.3: R™: {x = (x1,%3, ..., %,): Xx; € R i =1,2,...,n} kiimesi tizerinde

e(x,y) =

metrigine R™ nin dogal metrigi veya Oklid metrigi ad1 verilir.

Tanmm 2.1.4: (X, d) bir metrik uzay1 xeX bir nokta ve € > 0 olsun. Bu durumda
B(x,e) ={yeX :d(x,y) <e}

ile tanimlanan kiimeye x merkezli ve ¢ -yarigcaplh agik top adi verilir.

Tammm 2.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve G c X olsun. Eger V xeG igin en az bir
€ = €(x) > 0 06yleki B(x,&) < G kosulu saglaniyorsa, bu G alt kiimesine bu metrik

uzayda agik kiime adi verilir.

Eger bir F c X altkiimesinin X — F biitiinleyeni agik ise bu F kiimesine

kapali kiime ad1 verilir.

Tammm 2.1.6: (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay, f:X — Y bir fonksiyon ve x,eX
olsun. Eger her &€ > 0i¢in 38 = 8(¢g,x9) > 0, Oyle ki d(x,xy) < & oldugunda
p(f(x), f(x9)) < € kosulu saglaniyorsa, f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir

denir.



Tamm 2.1.7: (X, d) bir metrik uzay ve @ # A c X olsun. Eger en az bir r > 0 6yle
Ki her x,yeA i¢in d(x,y) <r saglamyorsa, A altkiimesine bu metrik uzayda

sinirhidir denir.

Uyan 2.1.8: Baz kitaplarda; bir metrik uzayda “sinirli kiime” agagidaki gibi verilir.

(X, d) metrik uzay ve @ # A c X olsun. Once A kiimesinin capz,

¢(4) = sup{d(x,y):x,y € A}

ile tanimlanir. Daha sonra da, eger A kiimesinin ¢ap1 sonlu ise bu A kiimesine

siirhidir denir.
Tanmm 2.1.9: (X, d) bir metrik uzay olmak tizere {x,}, X-de bir dizi ve xeX olsun.

a) Eger her &£>0 sayisi i¢in en az bir ny =ny(e) dogal sayisi,
her n > n,y oldugunda d(x,,x) < & olacak sekilde bulunabiliyorsa bu
{x,} dizisine, x noktasina yakinsar denir ve kisaca x, — x seklinde
yazilir. Bu durumda {x,,} dizisine (X, d) metrik uzayinda yakinsak ve x
noktasina da bu {x,,} dizisinin bir limit noktasi ad1 verilir.

b) Eger her € > 0 sayisi ve her n € N dogal sayisi i¢in, en az birm € N,
m=>n Oyle ki d(x,,,x) <e saglaniyorsa; x-in her komsulugunda
dizinin sonsuz sayida terimi bulunuyorsa bu x noktasma {x,} dizisinin

bir yigilma noktasi denir.

Tanmm 2.1.10: (X,d) bir metrik uzay, {x,} X-de bir dizi olsun. Bu durumda her
€ > 0i¢in nyg = ny(e) € N olacak sekilde dyle bir ng dogal sayis1 vardir, dyle ki
m,n=ngy igin d(x,, x,) < & saglamyorsa, bu {x,} dizisine bir Cauchy dizisi

denir.

Tanmm 2.1.11: X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan her 7 < P(X) ailesine

X lizerinde bir topoloji denir.
T-1) 0,X €1
T'2) VGIIGZ ET=>Glﬂ Gz ET

T-3) V(G3)sepn €T = Ujea G € T (Burada A herhangi bir indis kiimesidir)



Uzerinde bir topoloji tanimlanmis olan her X kiimesine bir topolojik uzay
denir ve ¢cogu kez (X, 1) ile gosterilir.
Tamm 2.1.12: (X, 7) bir topolojik uzay ve A c X olsun. Eger A-nin tiimleyeni X — A

acik ise A kiimesine bu uzayda kapalidir denir.

Tanim 2.1.13:

1) (X,t) bir topolojik uzay, xeX ve U c X olsun. Eger x € G c U olacak
sekilde bir G € T varsa, bu U altkiimesine bu uzayda X noktasinin bir
komsulugu denir. xeX noktasmnin 1 topolojisine gore biitiin
komsuluklarindan olusan aile U,(x) veya topolojiyi belirtmenin
gerekmedig@i durumlarda kisaca U(x) ile gosterilir ve buna X in

komsuluk ailesi ya da komsuluk sistemi denir.

2) (X,t) bir topolojik uzay, M c Xve U c X olsun. Eger M c G c U
olacak sekilde bir G € T varsa, bu U altkiimesine bu uzayda M kiimesinin
bir komsulugu denir. Buna gore, bir topolojik uzayda, bir noktay1 igeren

her agik kiime o noktanin bir komsulugudur.

Tamim 2.1.14: (X, 1) bir topolojik uzay, xeX ve B(x) c U,(x) olsun. Eger

VU€eEU(x)iginaV e B(x):VcU

saglaniyorsa, bu 6(x) ailesine bu topolojik uzayda x noktasinin bir komsuluk tabani

denir.

Tanim 2.1.15: (X, 1) bir topolojik uzay ve B c t olsun. Eger her agik kiime, B nin

bazi elemanlariin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa, diger bir ifade ile,
V Get i¢in3IB' € B: G = Ugep' B
seklinde ifade edilebiliyorsa, bu B ailesine T topolojisi igin bir taban(baz) adi verilir.

Tamm 2.1.16: Bir topolojik uzayin sayilabilir gligte yogun bir alt kiimesi varsa, bu

topolojik uzaya ayrilabilir uzay denir.

Tamim 2.1.17: (X,t) ve (Y, ") iki topolojik uzay, f: X — Y bir fonksiyon ve xeX

olsun. Bu durumda,



a) Eger her Ve Uy(f(x)) igin, f(U) c V olacak sekilde 3 U c U,(x)
mevcut ise bu f fonksiyonuna, x noktasinda siireklidir denir.

b) Eger f fonksiyonu her xeX noktasinda siirekli ise bu f fonksiyonuna,
X lizerinde stireklidir veya kisaca stireklidir denir.

Tanmm 2.1.18:

a) X+ 0 bir kime ve N dogal saylar kiimesi olmak iizere,
f:N — X seklindeki fonksiyona X de bir dizi denir ve her neN igin
f(n):x, € X ile gosterilerek, X -de bir dizi, {Xn}na: veya kisaca {x,}
biciminde yazilir.

b) X #@ bir kime ve f:N— X, X-de bir fonksiyon olsun. Kesin

monoton artan her  ¢:N — N fonksiyonu i¢in fog:N — X bileske

fonksiyonuna f dizisinin bir alt dizisi denir.

Tamim 2.1.19: (X, 1) bir topolojik uzay, {x,,} X de bir dizi ve x, € X olsun.

a)

b)

Eger her U € U,(x,) komsulugu i¢in, buna bagl bir ny, = ny(U) € N
sayis;; her n>n, i¢cin x, €U olacak sekilde bulunabiliyorsa,
{x,} dizisine, (X,t) topolojik uzayinda x, noktasina yakinsar denir.
Boyle bir diziye de yakinsak dizi adi verilir. Eger {x,}, (X,7) da bir x,
noktasina yakinsiyor ise;

T — lim, X, = X, Veya x, 5 Xy ;yada x, —x, seklinde yazilir.

Bu Xo noktasina da {x,,} dizisinin bir limiti ad1 verilir.

Eger her U € U(x() komsulugu ve her neN igin en az bir m > n dogal
sayisi, X, € U olacak sekilde bulunabiliyorsa, x, noktasmna {x,}

dizisinin bir yigilma noktas1 denir.

Herhangi bir topolojik uzayda, bir kiimenin kapanisi ve bir fonksiyonun

stirekliligi gibi bir ¢ok kavramin karakterize edilmesinde diziler yetersiz kalmaktadir.

Bu nedenle dizilerin genellestirilmesi geregi ortaya ¢ikmis ve bu amagcla

“aglar” ve “filtreler” tanimlanmistir.



Tamm 2.1.20: Bir A kiimesi lizerinde tanimlanan ve asagidaki kosullar1 saglayan
“<” bagintisina bir yonlendirme bagintis1 ve lizerinde boyle bir bagint1 tanimlanmis

olan kiimeye de yonlendirilmis kiime denir.

i.  Her AeAigin A < Adir.
ii. A <A, ved, <A3ve 4; < A5 dir.
iii. Her 4,1, eAigind; < A3 ve 4, <15
olacak bigimde bir A; < A vardir.

Tamm 2.1.21: X bir kiime ve A herhangi bir yonlendirilmis kiime olmak iizere, A
tizerinde tanimli her f: A — X fonksiyonuna X de bir ag adi verilir. Dizilerde oldugu
gibi, her 1 € A i¢in f(A): x;€X ile gosterilir ve X-de bir ag ¢ogu kez (x;) seklinde

yazilir.

Topolojik uzaylar1 agik kiimelere gore sahip olduklari ortak 6zellikler
yoniinden simiflara ayirarak incelemek bir¢ok nedenle daha kolay ve amaca daha
uygundur. Topolojik uzaylarin “ayirma aksiyomlar1” adi verilen ve Almanca bu
anlama gelen “Trennungsaxiome” sdzciigiiniin bas harfi kullanilarak, Ty, T1 , T>

tanimlarini verecegiz.
Tanim 2.1.22: (X, T) bir topolojik uzay olsun.

a) Egerher x,ye X ,x # yigin G ve H c X gibi iki agik kiime,
(xeG,y € G)ve (x & H, yeH)
b) Eger her x,ye X, x # yicin G ve H C X gibi iki acik kiime,
xeG,yeH ve GNH=0Q

saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, bu (X, 7) bir topolojik uzayma bir T, -uzayi

denir.

Uyan 2.1.23: Tanimlar1 karsilastirinca kolayca goriilecegi gibi, her T, -uzay1 bir

T1-uzay1 ve her T;-uzayi bir To-uzayidir. Yani,

Ty-uzay1 = T;-uzay1 = T -uzayi saglanir.

Fakat buradaki oklar genel olarak tersine ¢evrilmez.



Ornegin, (R, Tsag) bIr To -uzayidir, fakat bir Ty -uzay: degildir. Her Ty -uzayininda

T, -uzay1 olmasi1 gerekmez.

Ornegin, sonsuz elemanl1 bir X kiimesi iizerindeki
Tgso = {G: G C X, X — G sonlu } U {0}

topolojisini gdz Oniine alirsak, (X, Tgg5o) bir T1 -uzayidir. Gergekten de herhangi iki
x,yeX, x # y i¢in, X — {x} ve X — {y} kiimeleri bu uzayda agiktir. Fakat (X, 7zsp)
bir T, -uzay1 degildir. Cilinkii bu uzayda, G ve H iki agik kiime, xeG, yeH ve
G N H = @ kosulunu saglayacak bicimde bulunabilseydi

X=X-(GNnH) =X-6)UX—-H)

yazilabileceginden sonlu iki kiimenin birlesimi olarak X -in sonlu olmas1 gerekirdi.

Higbir T; (i=0,1,2) aksiyomunu saglamayan topolojik uzaylar da vardir.

Ornegin, |X| = 2 olmak iizere (X,7;) ilkel topolojik uzayr ya da X = {a, b, c,d}
kiimesi iizerinde verilen T = {X, @, {a}, {a, b}, {a, ¢, d}} topolojisi ile (X,t) bir
topolojik uzayr birer Ty -uzayr bile degildir. Dolayisiyla bu uzaylar diger ayirma

aksiyomlarini da saglamaz.

Tamim 2.1.24: (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger X deki her Cauchy dizisi bu
uzaydaki bir noktaya yakinsiyorsa, bu (X,d) metrik uzayma bir tam metrik uzay

denir. Bu metrige de bazen tam metrik ad1 verilir.
Uyan 2.1.25:

a) Tamlik bir topolojik dzellik degildir. Ornegin dogal metrikleri ile R tam,
(0,1) agik aralig1 ise tam degildir.

b) Bir kiime iizerinde ayn1 topolojiyi lireten biri tam digeri tam olmayan iki
metrikte bulunabilir. Ornegin, N ={1,2,..} dogal sayilar kiimesi

tizerinde,
e(m,n) = |lm—n| (her m,neN)

bir tam metriktir.



Cilinkii bu metrige gore sadece sabit diziler Cauchy dizisi olabilirler ve onlar
da elbette yakinsaktir. Su halde, (N, ey) bir tam metrik uzaydir.

Ayni kiime iizerinde,
p(m,n) = |% — %| (her m,n eN)

bir metriktir, fakat bu metrik tam degildir.

Ornegin, x,, = n, (n=1,2,...) bu metrige gore yakinsak olmayan bir Cauchy dizisidir.
Su halde, (N, p) tam olmayan bir metrik uzaydir.

Tamim 2.1.26: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Eger
30<k<1:V xyeXicin d(T(x),T(y)) < kd(x,y)

saglaniyorsa, bu T fonksiyonuna bir daralma doniistimii denir.

Omegin, 0 < k < 1 sabit olmak iizere,
T:R™ - R", T(x) = kx

bir daralma dontisimiidiir.

Teorem 2.1.27 (Banach Sabit Nokta Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay
ve T:X - X bir daralma doniisiimii ise bu doniisiimiin bir tek sabit noktas1 vardir,
yani;

3 xg €X:T(x9) = xp

saglanir.



3. YAPILAN CALISMALAR

Giris kisminda da bahsedildigi lizere, Gahler [8] klasik anlamdaki metrik
uzaylardan esinlenerek 2-metrik uzay kavramini vermistir. Biz simdi bu 2-metrik
uzay tanimini ifade edelim.

3.1 D-Metrik Uzaylar

Tamm 3.1.1: X bostan farkli bir kiime olsun. Eger d: X X X X X - R fonksiyonu

asagidaki sartlar1 saglarsa, o zaman d ye X kiimesi tizerinde bir 2-metrik denir.

i.  Birbirinden farkli x, y € X i¢in d(x,y, z) # 0 olacak sekilde bir z € X vardir.
ii. Egerx,y,z e X lerin keyfi iki tanesi esit ise d(x,y,z) = 0
iii. dx,y,2)=dx,zy)=dy,x,z) =d(y,z,x) =d(z,y,x) =d(z,x,y)
(simetri 6zelligi)
iv. Herx,y,zeXicin d(x,y,2z) <d(x,y,a)+d(x,a,z)+d(a,y,z)
(ticgen esitsizligi)

Tanmm 3.1.2: X bostan farkli bir kiime R de reel sayilar kiimesini gostersin. Bu
durumda D: X X X X X - R fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa, D ye X kiimesi

tizerinde bir D -metrik denir.

i. Herx,y,zeX igin D(x,y,z) = 0 ve bu esitligin saglanmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul x = y = z olmasidir. ( Negatif olmama 6zelligi)
ii. D(x,y,z)=D(x,2z,y)=D,x,z) =D(y,z,x) =D(z,y,x) = D(z,x,y)
(simetri 6zelligi)
iii. Herx,y,zeXi¢cinD(x,y,z) < D(x,y,a)+D(x,a,z) + D(a,y,z)
(Dortgen esitsizligi)

D, bostan farkli bir X kiimesi lzerinde bir D-metrik olsun. Bu durumda
(X, D) ikilisine bir D-metrik uzay denir. Ayrica n-degiskenli D-metrikli bir D metrik

uzayin genellestirilmesi 1992 yilinda Dhage [3] tarafindan verilmistir.
Simdi birkag D-metrik 6rnegi verelim.

Ornek 3.1.3: n € N icin o,p: R" X R" X R" - R fonksiyonlarini her x,y,z € R"
i¢cin
o(x,y,2) = kmax{|lx — yll.lly — zll.llz — x[I}, k>0

9



p(x,y,z) = c{llx — yll+lly — zll+llz — x|[}, ¢ >0
seklinde tanimlayalim. Burada ||. || R™ i¢indeki alisilmis normdur.
Yukaridaki sekilde tanimlanan o ve p fonksiyonlar1 R™ iizerinde bir D-metrik olup

(o, R™) ve (p, R™) ikilileri D-metrik uzaydir.
Ornek 3.1.4: X = @ ve D:X3 - R fonksiyonu

,egerx =y = zise

0
D(x,y,z)= { 1 ,diger durumlarda

seklinde tanimlansin.

Bu durumda (X, D) bir D-metrik uzaydir.

Ornek 3.1.5: Reel sayilar kiimesinin tim siral ikililerinin kiimesini E ile

gosterelim. Bu durumda her x = (x1,%2), ¥ = (¥1,¥2), 2 = (21,2;) € E igin
D(x,y,z) = max{|x; — y1l, |xz = y2|. Iy1 — 21|, ly2 — 22, 121 — 1, |22 — %2 [}

seklinde tanimlanan D:E3® -» R fonksiyonu E iizerinde bir D-metrik olup

(E, D) ikilisi bir D-metrik uzaydir.

Aciklama 3.1.6: Eger d fonksiyonu, X # @ kiimesi lizerinde (alisilmis) metrik ise, 0

zaman her x,y, z € X igin

Dl (.X', Y, Z) = max{d(x, }’), d()’; Z), d(Z, X)}
ve

Dy,(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) + d(z,x)
seklinde D;,D, : X®> > R fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Bu durumda D; ve D, nin
Xizerinde birer D-metrik olduklart agiktir [3]. Geometrik olarak, D; fonksiyonlu

D-metrigi x, y, z € X elemalarin1 igeren kiimenin ¢apini, D, fonksiyonlu D-metrigi ise

x,y, z € X noktalarin1 kose kabul eden bir iggenin gevresini gostermektedir [3].

Ornek 3.1.7: Reel sayilar kiimesinin tiim siral ikililerin kiimesini F ile gdsterelim.

Bu durumda her x = (x1,x3), v = (V1,¥2), 2 =(24,2,) € F igin
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D(x,y,z) =lx; —y1l + [x2 = ya2l + ly1 — 21| + [y2 — 22| + |2 — x1| + |2, — x5]

seklinde tamimlanan D: F3 - R fonksiyonu F iizerinde bir D-metrik olup (F,D)

ikilisi bir D-metrik uzaydir.

Aciklama 3.1.8: Eger d fonksiyonu, X # @ kiimesi ilizerinde standart (alisilmis)

metrik ise 0 zaman her x,y, z € X igin

Dl (x! Y, Z) = max{d(x, }’), d(y' Z), d(Z' x)}
ve

Dy (x,y,z) = d(x,y) + d(y,z) + d(z,x)
seklinde D;, D, : E® - R fonksiyonlarini1 tanimlayalim. Bu durumda D; ve D, nin X
tizerinde birer D-metrik olduklari agiktir [3]. Geometrik olarak, D; fonksiyonu

D-metrigi x,y,z € X elemanlarini iceren kiimenin ¢apini, D, fonksiyonu D-metrigi

ise bu x,y,z e X noktalarin1 kose kabul eden bir liggenin ¢evresini gostermektedir
[5].
Teorem 3.1.9: (X{,p1) Ve (X, p,) iki D-metrik olsun. Bu durumda X = X; X X,

ve her x,y,z € X igin

p(x,y,z) = max{p; (x4, y1,21), p2(X2,¥2,22)}

seklinde tanimlanan p fonksiyonunu, X ile {izerinde D-metrik olup, (X,p) bir

D-metrik uzaydir.

Ispat: Yukaridaki sekilde tamimlanan (X, p) nun D-metrik olma kosullarindan ilk iki
sart1, negatif olmama ve simetrikligin saglandig1 aciktir. Simdi liggen esitsizligini

ispat edelim.

x,y,z,a€X =X1 XXy, x=(x1,%3), y=1,¥2), 2= (21,2), a = (ay,a;)

olsun. Bu durumda;
p(x,y,z) = max{p; (x1,¥1,21), p2(X2,¥2,22) }
< max{p,(a;,y1,21) + p1(x1,a1,21) + p1(x1, Y1, 1) , p2(az,¥2, 23)

+p2(x2, 02, 27) + pa(x2,¥2,a2)}
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< max{p; (x1, y1, a1), p2 (X2, ¥2, az)} + max{p; (x1, @, z,), p2 (2, az, 23)}
+ max{p; (a1, y1,21), p2(az,y2,22)}
=p(xy,a) +px a2 +pay,z2).
Boylece (X, p) bir D-metrik uzay oldugu ispat edilmis olur.
Tamm 3.1.10: (X, D) bir metrik uzay olsun. Bu durumda X-in § (x) cap1
5(x) =sup{D(x,y,2):x,y,z€X}
seklinde tanimlanir.

Tammm 3.1.11: Bir (X,D) D-metrik uzayinda, her x,y,z€ X i¢cinD(x,y,z) <M
olacak sekilde M > 0 sayist var ise bu D-metrik uzaymna smirhdir denir.Sinirl
olmayan D-metrik uzayima sinirsizdir denir. Baska bir ifade ile D (x, y, z) istedigimiz

kadar biiyiik degerler alir.

Aciklama 3.1.12: §(x) < o0 & (X, D) D-metrik uzay1 sinirlidir.
Teorem 3.1.12: (X, D) bir D-metrik uzay1 ve M > 0 sabit bir reel say1 olsun. Bu
durumda her x,y, z € X igin

MD(x,y,z)

k+D(x,yz) ' k>0

D(x,y,z) =

seklinde tanimlanan (X, D) uzayi M ile smirli olan bir smirli D-metrik uzayidir.
Ispat: ilk olarak D fonksiyonunun bir D-metrik oldugunu gésterelim. D-metrigin ilk
iki sartinin, negatif olmama ve simetri 6zelliginin sagladig: agiktir.

Uggen esitsizliginin sagladigini gosterelim.

x,y,z,a € X olsun. Budurumda, k > 0 igin

E(x,y,z) _ MD(x,y,z) _ Mk Mk

= — < M -
k + D(x,y,z) k+D(xyz) — k + D(x,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y,z)

M[D(x,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y.z)]
k + D(x,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y,z)

_ MD (x.y,a) n MD(x,a,z)
" k+D(x,y,a)+ D(x,a,2)+ D(a,y,2) k + D(x,y,a)+ D(x,a,z)+ D(a,y,z)

MD(a,y,z)
k + D(x,y,a)+ D(x,a,z)+ D(a,y,z)
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MD(x,y,a) MD(x,a,z) MD(a,y,z)
— k+D(xy,a) k + D(x,a,z) k + D(a,y,2)

= D(x,y,a) + D(x,a,z)+ D(a, y, 2)

Boylece D bir D-metriktir. Burada (X, D) bir D-metrik uzaydir.

Simdi (X,D) D-metrik uzayinin smirh oldugunu ispat edelim. x,v,z € X

olsun. Bu durumda k > 0 igin

= __ MD(x,y,z) MD(x,y,z) _ -
D(x; y; Z) - 1+D(x,y,z) S D(x,y,z) - M elde edl|ll’

Bu ise (X,D) D-metrik uzaymm M > 0 ile sinirli oldugunu gosterir. Bu ise ispat:
tamamlar.

Sonug¢ 3.1.13: Eger (X,D) keyfi bir D-metrik uzay ise, o zaman (X,D) D-simiri
1 olan sinirh bir D-metrik uzaydir. Burada her x,y, z € X i¢in

MD(x,y,z)

D(x,y,z) = 1+ D(x,y,2)

Teorem 3.1.14: Her n € N i¢in bitiin x = {x,,} reel say1 dizilerinin uzaymi S ile

gosterelim ve her x,y,z € S i¢in

[%n=Ynl [Yn—2nl |Zn—xn|
D(x,y,2) = Yoy Anmax{ , ,
1+[xn=ynl " 1+|yn—2n|" 1+|zZn—xn|

seklinde tanimlayalim.

Burada ) A, ile pozitif terimli yakinsak bir dizi gosterilmektedir. Bu

durumda (S, D) bir sinirli D-metrik uzaydir.

Ispat: Yukaridaki sekilde tanmimlanan D fonksiyonunun D-metrik uzay oldugu acik
olup (S,D) bir D-metrik uzaydir. Simdi sinirlt oldugunu gosterelim; x,y,z € S igin

D(x,y,2z)< Yy=1 Ay oldugundan (S, D) D-metrik uzay: sinirlidir.

Teorem 3.1.15: (X1,p1) Ve (X3, p2) D sinirlar sirasiyla My ve M, olan iki sinirh

D-metrik uzay olsun. Bu durumda, X = X; X X, ve her x,y, z € X igin

p(x,y,2) = max{p; (x1,y1,21), p2(x2, Y2, 22)}
olmak iizere (X, p) D-metrik uzayi, D-sinirt M = max{M,, M,} ile smirhdir.

Ispat: (X, p;) ve (X,,p,) D-smurlar sirasiyla My, M, oldugundan
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p1(xX1,¥1,21) < M; ,herxy,y,z; €X4
p2(X2,¥2,22) < M, , herxy,y,,2; € X,
yazabiliriz. p nun tanimindan, her x, y, z € X igin

p(x,y,z) = max{p; (x1,y1,21), p2(x2,¥2,22)} < max{ My, M,} = M

elde edilir. Bu ise (X,p)nun D-sinirmin M oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.16: X ile her n € N i¢cin x = {x,} smurh dizilerinin kiimesini gdstersin

ve X3 iizerinde bir D fonksiyonu her x,y,z € X igin

D(x, Y z) = maks{supn[lxn = Yal Y0 — Znl, |20 — xnl]}
seklinde tanimlansin. O zaman (X, D) bir sinirsiz D-metrik uzaydir.

Ispat: Her x,y,z € X i¢in D(x,y,2) = maks{sup,[|x, — Vul, |¥n = Znl, |20 — 2|1}
seklinde tanimlanan fonksiyonun D-metrik oldugu agiktir. Buradan (X, D) bir
D-metrik uzaydir. Her k > 0 ve her x,y,z € X i¢in

D(kx, ky, kz) = kD(x,y,z) oldugundan (X,D) D-metrik uzayi sinirlidir.

3.2 Agik ve Kapah Toplar

Tammm 3.2.1: x, € X keyfi fakat sabit bir nokta ve r > 0 olsun. x, merkezli ve

r € X yarigaplh top

B*(xg,7) ={y € X : D(x0,y,y) <71}

seklinde tanimlanan B*(x,,7) < X kiimesidir.

Benzer sekilde;
B*(xo,7) © X kapams1 B*(x,, ) olmak iizere
B*(xo,7) ={y € X : D(x0,y,y) <7} seklinde tanimlanir.

B*(xy,7) < X kiimesinin bir agik kiime oldugu Dhage [4] tarafindan gOsterilmistir.

Aslinda tiim D-metrik fonksiyonlar1 yukaridaki 6zellige sahiptir.
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Simdi baska bir B(x,,7) < X tanimlayalim.

B(xq, 1) = {y € B*(xy,7) : eger y,z € B*(x,,r) keyfi iki nokta ise o zaman
D(xy,y,2z) <r}

={y,zeX: D(xq,v,2z) <r}

Aciklama 3.2.2: B(x,, 1) € B*(x,,1).
Aciklama 3.2.3: Eger 0 < r; <r, ise o zaman

i.  B*(xg, 1) € B*(x0,72)

i B(xq,m) € B(x,12)

B*(xo,7) < X kiimesi,
B (x,7) = {y € B*(x,7) : eger y,z € B*(x,,7) 0 zaman D(x,,y,z) <71}
={y,zeX: D(xy,y,z) <1}

Aciklama 3.2.4: B(x,,1) € B(x,,71).
Asagida bir (X, D) D-metrik uzayinda B*(x,,7) ve B(x,, 1) toplarinin bazi

ozelliklerini verelim.
Teorem 3.2.5: (R, D;) bir D-metrik uzay olsun. O zaman keyfi fakat sabit bir
Xo € R noktasi i¢in B*(x,,7) ve B(x,, 1) toplart R’ de
B*(xg, 1) =(xg— 7 ,%x9 +71)
ve
B(xo, 1) = (%0 — 5 Xy + g) kiimeleridir.

Ispat: x,y,z € R keyfiolsun. D; in R iizerindeki tanimina gore

Di(x,y,z) = max{|x — y|, |y — z|, |x — z|} yazabiliriz.
xo € R keyfi fakat sabit ve r > 0 igin

B*(XO,T) = {y ER: Dl(XOIy'y) < T}
= ER: [x-yl<r}

=(.XO_ T,xo‘l'r)
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Benzer sekilde;

B(XO,T) = {y ER: Dl(xOJyrZ) < TheTZ € B(XO,T')}

= {y € R: max{|xo — y|, |y — zl|xo — z| <1}

Yukaridaki bagint1 B (x,, r) kiimesinin her y,z € R igin

lxo —y| <71, |xog—2z| <7, |y—2z| <r yazabiliriz.
Boylece, |x, —y| < g ve [x, —y| < % olarak segersek o zaman

|xo —y| <7, |xg—2z| <7, |y—2z| <r eldeederiz.
Dolayistyla

Blxom) = {y ER: |xo =yl <7}=(xo— 7, % +3)
olup ispat tamamlanur.
Ornek 3.2.6: B*(0,1),B*(1,2),B(0,1), B(0,2) icin

B*(0,1) =(—-1,1) , B*(1,2) = (—1,3)

BOD) =(5.3) | B(1,2) = (0,2)

Teorem 3.2.7: (R, D,) bir D-metrik uzay, x, € R keyfi fakat sabit ve r > 0 olsun.

O zaman R’de
B*(xo,7) = (x¢ — g » Xo +§) ve B(xg, 1) = (xo — i » X0 +£)
seklinde tanimlanir.
Ispat: D, nin tammina gore her x,y,z € R igin
Di(x,y,z) =dx,y) +d(y,z) +d(x,z) = |x—y|+ |y —z| + |[x — z|}

B*(x,7) ={y € R: Dy(x0,¥,y) <71}

={yeR: 2x, -yl <7}
= (%o — g ,x0+£)

Benzer sekilde;
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B(xOrr) = {y ER: DZ(x01y)Z) <rherzée€ B(x01r)}

={yeR:|xo—yl+ly—zl+Ix —z| <7}
Her y,z € R igin |y — z| < |xo — y| + |xo — z| esitsizligini yazabiliriz.
Buradan;
2|1xg —yl + 2|xg — z| <71
veya
%o =yl + 129 — 2] <2 (1)

esitsizligini saglayan tiim y,z € R elemanlarini secersek bu durumda

lxo =yl + |y = z] + |z =x0| = 2x0 — ¥| + 2|x — 2
oldugundan y ve z noktalar1 B(xo, r) dir.

Boylece (1) esitsizligini saglayan her y,z € R i¢in

T T
|X0—Y|<Z ve |x0_Z|<Z

Boylece;
T r r
B(xo,7) ={y €R: [xg — | <3 = (%0 — 7 %o +Z)
olup ispat tamamlanir.
Ornek 3.2.8:
\ 11 \
B'(01) = (-3,3), B*(1,2) = (0,2)
3
b0 =(-41). a2 = ()

Teorem 3.2.9: (R™, D;) n € N bir D-metrik uzay x, € R™ keyfi fakat sabit bir

nokta ve r > 0 olsun. Bu durumda

B*(xo,7) Ve B(x,, 1) kiimeleri
B*(xo,7) ={y € R™:|lxo —yll <7}
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B(xo,7) = {y € R™: llxo — yIl <3}
seklinde tanimlanir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 (R, D;) D-metrik uzayinin ispatina bezer sekilde yapulir.

Teorem 3.2.10: (R™,D,) n € N bir D-metrik uzay x, € R" keyfi fakat sabit bir

nokta ve r > 0 olsun. Bu durumda B*(xy,7) ve B(x,r) kiimeleri

B*(xo,m) = {y € R%: |l —yll <3}

B(xo,7) = {y € R™ |lxo — yll <3}

seklinde tanimlanir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 (R, D,) D-metrik uzaymin ispatina bezer sekilde yapilir.

Simdi (X, D) D-metrik uzaymda B*(x,,7) ve B(x,, ) kiimeleri

B*(xom) ={y €X : D(x0,y,) <1}
ve
B(xo,7) = {y € X : D(x0,y,2z) <1} her z € B(x,,7) igin}

seklinde tanimlanir.
Aciklama 3.2.11: B*(x,,7) € B*(xo,7) Ve B(xq,7) € B(x,,7) oldugu agiktir.

Lemma 3.2.12: Eger D(x,, a,a) = r, <r olacak sekilde bir a € B(x,, ) noktasi

var ise 0 zaman

E(xo' 11) € B(X,T)

Tammm 3.2.13: Bir D-metrik uzaymm U kiimesi, eger noktalarmin her biri bir top

iceriyorsa bu kiimeye agiktir denir.

Teorem 3.2.14: x € X ve r > 0 igin her B(x,r) topu X de bir agik kiimedir. Yani,

B(x, ) nin her bir noktasi bir top igerir.
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Ispat: x, € X keyfi fakat sabit bir eleman r > 0 olsun. B(x,,7) € X g6z 6niine
alahm ve a € B(x,,7r) oldugunu kabul edelim. Gostermemiz gereken
B(a,r*) € B(x,,r) olacak sekilde r* < r olan r* > 0 sayismin var oldugudur.
a € B(xy,r) oldugundan D(x,,a,a) = r; ve r; < r olacak sekilde bir r; > 0 sayist
mevcuttur.

B*(xg, 11 + €) € B(xg,v) 11 <7 olacak sekilde keyfi bir >0 sayisin
segelim. B*(xq,1; +€) acik oldugu i¢in B*(a,r*) € B*(xy, 1, + €) € B(xq,7)
olacak sekilde bir B*(a,r*), r* > 0 acgik topu mevcuttur. B(xg,7*) € B*(x,1)
oldugundan, B(a,r*) € B*(a,r™). Buradan B(a,r*) c B(x,, r") elde edilir. Bu ise

B(xg,7) nin X de bir agik kiime oldugunu gosterir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.2.15: x € X ve r > 0 i¢in B(x,r) agik toplarin keyfi birlesimleri ve sonlu
arakesitleri agiktir.

Ispat: Klasik anlamda yapilan ispat teknigi ile aynidir.

Tamm 3.2.16: V kiimesi bir D-metrik uzay olsun. Eger V-nin tiimleyeni olan X —V
X -de agik ise o zaman V kiimesi kapalidir denir. Agikga, x € X ve r > 0 igin B(x, 1)
topu bir D-metrik uzayinda kapali bir kiimedir. Bu durumda B(x,7) X-de bir kapali
toptur.

Simdi asagida bazi kapali top ornekleri verelim.

Ornek 3.2.17: (R, D;) D-metrik uzay olsun. Bu durumda,

Ornek 3.2.18: (R, D,) D-metrik uzay olsun. Bu durumda,

B*(0,2) = [-11], B(0,2) = [- % é]
B*(2,6) = [-1,5], B(2,6) = [% % ]

Teorem 3.2.19: Bir D-metrik uzayda, kapali toplarin sonlu birlesimi ve keyfi

kesisimi kapalidir.
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Ispat: Klasik anlamda yapilan ispat teknigi ile aynidir.

Teorem 3.2.20: Her B(x,, r) topu t- kapalidir.

Ispat: Bu teoremi ispat etmek icin B(x,, 1) nin (B(xo, 1))’ tiimleyeninin X-de acik
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in a € (B(x,, 1))’ keyfi bir eleman olsun. Bu

durumda, D (x,, a,a) = 1, olacak sekilde bir r; > 0 sayis1 mevcuttur.

Genelligi bozmadan, r; > r olarak kabul edebiliriz. B(a,p) ile a-merkezli
p = r; —r > 0 yarigapl bir acik topu goz Oniine alalim. O zaman keyfi y € B(a, p)
i¢in

D(xq,y,y) = D(xy,a,a) —D(y,a,a) >ry, —p=r

yazabiliriz.
Bu bize y € (B(xq,1))" oldugunu gosterir. (B*(xq,1)) € (B(xq,1))" oldugu i¢in
y € (B(xo,1))’ elde ederiz. Ispatta, B(x,, r) kiimesi, X-de - topolojisine gére kapali
bir kiimedir. Bu ise ispat1 tamamlar.
3.3 D-Metrik Topolojisi

Bu kisimda bir X, D-metrik uzayinda topolojiden bahsedecegiz. Bunun igin ilk
olarak, X kiimesi tizerinde tim f = {B(x,€):x € X } ¢ -toplarinin ailesinin X-de

indirgedigi topolojiye, X iizerinde D-metrik topolojisi ad1 verildigini gosterelim.

Teorem 3.3.1: B = {B(x, ¢): x € X}seklinde tanimlanan tim & -toplarinin ailesi, X

tizerinde bir T - topolojisi i¢in bazdir.

Ispat: 7, X iizerinde bir topoloji olsun. & -toplarmin g = {B(x, €):x € X }ailesinin
t-nun bir bazi oldugunu gostermek icin asagidaki iki durumun saglandigim

gostermek yeterlidir.
i. X CUyexB(x,€)
ii. Egerbazix,y € X i¢inkeyfia € B(x,&) N B(y,¢) ise,

0 zaman, B(a, &;) € B(x,¢)ve B(a, &,) © B(y, €) olacak sekilde £€* > 0 i¢in bir

B(a,c ) topu vardir. Bu durumda &* = min{e,, &,} olarak segersek,

B(x,e*) € B(x,e) N B(y,e) elde ederiz.
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Bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 3.3.2: D, D-metrik tarafindan iiretilen bir topoloji ile beraber X, D-metrik
uzayina bir D-metrik topolojik uzay adi verilir ve 7 -ya da X {izerinde bir D-metrik

topoloji denir.

Tamm 3.3.2: Eger X-in indirgedigi bir topoloji ile X {izerinde bir D, D-metrigi var
ise, 0 zaman bu X topolojik uzayma D-metriklenebilir denir. Bir X, D-metrik uzayi,

X-in indirgedigi topoloji 6zel D, D* metrikle beraber bir D -metriklenebilir uzaydir.
Yukaridaki ifadelere gore asagidaki bagintiy1 verebiliriz.

Bir V kiimesi, bir D-metrigi tarafindan indirgenmis D-metrik topoloji igindeki
X-de t -acik olabilmesi igin gerekli ve yeter kosul her x € V i¢in Bp(x, k) €V
olacak sekilde bir k>0 sayis1 mevcuttur. Benzer sekilde eger V € X kiimesinin

X — V timleyeni X-de 7 -acik ise, o zaman V -ye t -kapali kiime denir.

Dhage [2],[3]; bir X, D-metrik uzayinda bir dizinin yakinsakligi kavramini

vermigtir.

Biz burada X, D-metrik topolojisi ile X-deki D-metrik yakinsama

topolojisi arasindaki iligkiyi arastiracagiz.

Tanim 3.3.3: Her n € N i¢in {x,}, bir X, D-metrik uzayinda bir dizi ve x, € X
olsun. Eger her € > 0 ve her m,n > n, olmak tzere D (x,,, X, X,) < € olacak
sekilde bir ny € N dogal sayisi var ise, o zaman bu {x,,} dizisi x, € X noktasina

yakinsar denir. Bu diziye de yakinsak dizi denir.

Teorem 3.3.4: Bir D-metrik uzay flizerinde, D-metrik yakinsak topolojisi ve

D-metrik topolojisi denktir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 icin X-de bir dizinin D-metrik yakinsak topoloji icinde
yakinsak olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul bu dizinin X iizerinde D-metrik
topoloji icinde yakinsak oldugunu gostermeliyiz. Her & > 0igin X-de B(xg,¢€)
e-toplarin1 gbz Oniine alalim. Her n € N i¢in {x,} € X bir x, € X noktasina

D-metrik yakinsak topolojisinde yakinsadigini kabul edelim.
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Her m, n > n, igin yeterince bitylik m, n, x,,,, x,, lerin degerleri i¢in bunlarin

B(x,, €) da olduklarini gosterelim.

Yakinsakligin tanimina gére her & > Oigin x, = x, oldugundan her
m,n = n, olmak tizere D(x,,, X,, Xo) < € olacak sekilde bir ny, € N dogal sayisi
vardir. B(xy, €) agik top tanimina gére her m,n > nqy i¢in x,,, X,, € B(x, €) oldugu

ispatlanir.

Tersine olarak, her n € N i¢in {x,,} < X dizisi bir x, € X noktasina X kiimesi
tizerinde D-metrik t-topolojisine gore yakinsadigini kabul edelim. Bu durumda, her
n = nyigin x, € B(xy, &) olacak sekilde bir ny, € N vardir. Eger m > n, ise

Xm € B(xy, €) dir,

Simdi, B(xy, &) top tanmmindan her m,n = nyigin D (X, X, Xo) < €
Buradan, D-metrik yakinsak topolojide her n € N i¢in x,, = xjolabilmesi igin gerek
ve yeter sart X tizerinde D-metrik t-topolojisine gore her n € N i¢in x, — X,

olmasidir.
Bu ise ispat1 tamamlar.

Bundan sonra, X iizerinde D-metrik t-topolojisinde, X3 iizerinde tanimli D,

D-metrik fonksiyonun siirekliligini ispat edecegiz.
Bunun i¢in asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.
Lemma 3.3.5: Bir X, D-metrik uzayinda,
(i) Her x,y,z,z' € X igin
|ID(x,y,z) = D(x,y,z")| <D(x,2,2")+D(y,2,2)
(i) Herx,y,z,x',y',z' € X igin
|ID(x,y,z) = D(x',y',2)| < D(x',x,z) + D(x',x,y) + D(y',y,z) + D(x',y', 2")
(iii) Herx,y,z,x',y',z' € X igin

|ID(x,y,z) = D(x',y",z')| < D(x',x,z') + D(x",x,y") + D(y',y,2) +
D(y,y',z) + D(x,z,z") + D(y,z,2")
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Ispat: X, bir D-metrik uzay oldugundan, dikdértgen esitsizliginden ispat agiktir.
Teorem 3.3.6: D(x,y, z) D-metrik fonksiyonu, bir degiskende siireklidir.

Ispat: Her ¢ > 0icin  D(x,y,2) < % olacak sekilde x,y,z € X olsun. Keyfi x" € X

igin, yukaridaki Lemma 3.3.5 in (i)-6zelliginden,
|D(x,y,2z) = D(x',y,2)| < D(x,y,x") + D(x,2,x") (2)
yazabiliriz. x' € B(x,%) olarak segersek, (2) den

|ID(x,y,z) — D(x',y,2)| < € elde ederiz.

Bu ise bize, D(x,y,z) D-metrik fonksiyonunun x -degiskenine gore siirekli

oldugunu ispatlar.
Benzer sekilde y ve z degiskenlerine gore de siirekli oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.3.7: D(x,y, z) D-metrik fonksiyonu ti¢ degiskenine gore siireklidir.

Ispat: Her e > 0ve x,y,z € X elemanlart D(x,y,z) < g esitsizligini saglasin. Bu

durumda, her x,y,z,x",y',z" € X i¢in Lemma 3.3.5 ’in (iii) 6zelliginden,

ID(x,y,z) —D(x",y',z)| < D(x,y,x") + D(x,z,x") + D(y,z,2z") +
D(y,z',y) + D(y,y',z") + D(z,z,x")

©)

elde ederiz.

(x",y',z") = (x,y,z) olarak alirsak, yani x',y’,z" € B(x, S) N B(y, g) N B(z, g)

(3) esitsizliginden, |D(x,y,z) — D(x',y',z")| < € olur. Bu ise, D(x,y,z) D-metrik
fonksiyonunun tiim ii¢ degiskenine gore siirekli oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanir.
Aciklama 3.3.8: Her n € N i¢in x,, = x oldugunda D-nin siirekliliginden ve
limpy 0o DXy, X, x) = limy60 D(xp, X, x)
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Sunu sdyleyebiliriz ki, bir X kiimesi ilizerindeki her D, D-metrigi X i¢in bir

topolojiye indirgenir.

Simdiki soru, verilmis bir topolojik uzay i¢in X iizerinde bir D-metriginin var

olup olmadigidir.
Asagidaki 6rnek, bu sorunun cevabinin negatif oldugunu gosteriyor.

Ornek 3.3.9: X ={a,b}, a+# b olsun. X kiimesi iizerinde © = {0, {a}, X }
seklinde bir topoloji tanimlayalim. Bu durumda X i¢in D keyfi bir D-metrik ve

D(b,a,a) = r olsun.

a#b ve r>0 oldugu i¢in B(b,r) = {b} ciinkii, B*(b,r) = {b}dir. O
zaman {b} elemani X iizerinde bir t-agik alt kiimesi degildir.

Boylece (X,7) D-metriklenebilir topolojik uzay degildir.

Verilen topolojik uzaym metriklenebilir olup olmadig1 veya hangi kosullar
altinda metriklenebildigi genel topolojide 6nemli bir problemdir. Bir topolojik uzaymn
metriklenebilme problemini belirleme sorusu i¢in [15]’e¢ ve buradaki referanslara

bakarak 6grenebilirsiniz.
Bu dogrultudaki bir sonucu asagida verelim.

Teorem 3.3.10: Eger X topolojik uzayr metriklenebilir ise o zaman X,

D-metriklenebilirdir.

Ispat: X, metriklenebilir uzay olsun. Bu durumda, X topolojisine indirgenen, X

kiimesi iizerinde keyfi bir D-metrigi vardir.
Simdi X kiimesi lizerinde, alisilmis d-metrigini her x, y, z € X i¢in

Dl (x, y' Z) = max{d(x, }’), d()" Z)' d(Z' X)}

ve

D,(x,y,z) =d(x,y) + d(y,z) + d(z,x)
seklinde tanimlayalim. O zaman bu D-metrigi, X lizerinde ayn1 metrigi liretir.
Buradan X-in D-metriklenebilir oldugunu goriiriiz. Bu ise ispat1 tamamlar.
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3.4 Topolojik Ozellikler

Bu kisimda D-metrik t -topolojili bir X, D-metrik uzaymin topolojik

ozelliklerinden bahsedecegiz.[7].
Teorem 3.4.1: Bir X, D-metrik uzay1, To- uzayidir.

Ispat: x, # y, i¢in xy,yo € X olsun. Bu durumda r > 0igin D(xq,yo,y) =7 Ve
B(xg,v) € X acgik topunu goz Oniine alalim. O zaman x, # y, oldugundan

Yo € B(x, 1) elde ederiz. Bu ise bize X -in bir To- uzay1 oldugunu gésterir.
Teorem 3.4.2: Bir X, D-metrik uzay1, T;- uzayidir.

Ispat: x, # y,icin xq,yo € X olsun. D(xg, Vo, Vo) = 11 > 0 oldugunu kabul edelim
ve X-de bir B(xo, 1) acik topunu goz Oniine alalim. y, € B(x,,7) oldugu agiktr.

Benzer sekilde,

D (yy, X9, Xo) = 1, > 0 oldugunu kabul edelim ve X-de bir B(yo, r2) agik
topunu goz 6ntine alalim. Bu durumda da x, & B(x,,7,) oldugu agiktir. Bu ise bize

X-in bir T;- uzay1 oldugunu gosterir.
Teorem 3.4.3: (Hausdorff Ozelligi) Bir X, D-metrik uzay1, T»- uzayidir.

Ispat: x, # yyicin xo,y, € X olsun. Gostermemiz gereken B; N B, = @
olacak sekilde sirasiyla x, ve y, iceren B; ve B; agik toplar1 var oldugudur. X
kiimesinde sirasiyla x, Ve y, noktalarimi iceren iki B;" ve B,", T - acik toplarin1 goz

Oniine alalim.
Bl* = {x EX: D(xo,x,X) < D(yO'x'x)}
ve
BZ* = {x EX: D(yoﬁxtx) < D(xOFxlx)}
Simdi B;" N B," = @ oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki B;" N B,* # @ olsun.
Bu durumda z € B;" N B," olacak sekilde bir z- noktas1 mevcuttur.
Z € B;" olsun o zaman, D(xy, z,2z) < D(y,,2,2) olur.
Z € B," olsun o0 zaman, D(y,, z,z) < D(x,, z, z) elde ederiz.
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Fakat bu bir celiskidir. Celiski B;"NB," # @  kabuliimiizden geldi. Yani
Bi"nNnB," =@ B, € B;” ve B, € B,” olacak sekilde sirasiyla x, Ve y, noktalarmin
X icinde B; ve B, acik toplarim bulabiliriz. Buradan, B;" N B,” = @ olup ispat
tamamlanir. Simdi D-metrik uzaylarin normal ve tamamen normal olduklarini

gosterelim. Bunu ispat etmek i¢in
d(A,B,C) =inf{D(a,b,c):a € A,b € B,c € C}
seklinde bir d fonksiyonu tanimlayalim.

Burada A, B,C kiimeleri X, D-metrik uzaymin t -kapali alt kiimeleridir. Ozel

olarak,
d(x,x,A) = inf {D(x,a,a):a € A} oldugu agiktir.

Buradan d(x,x,A) =0 x€A
Lemma 3.4.4: x = d(x,x,A) bir X, D-metrik uzayi iizerinde siirekli fonksiyondur.
Ispat: x,y € X i¢in x — y olsun. Buradan dértgen esitsizliginden
D(x,x,a) <D(x,x,y) +D(x,y,a) + D(y,x,a)
D(y,y,a) <D(y,y,x) +D(y,x,a) + D(x,y,a)
yukaridaki esitsizliklerden
D(x,x,A) <D(x,x,y)+D(x,y,A) + D(y,x,A)
ve
D, y,4) <D(¥,y,x) +D(y,x,4) + D(x,y,4)
buradan da
d(x,x,A) —d(y,y,A) <D(x,x,y) + D(y,y,x) < §+§ = ¢ olur.
Buise x = d(x,x,A) nin X {izerinde siirekli oldugunu gosterir.

Lemma 3.4.5: x, € X keyfi fakat sabit bir eleman » > 0 olsun. Eger
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A*={x€X:d(x,x,A) <r} ise 0 zaman A* = B*(A4,1) = Ugea B*(a,7) A" ve
A* = X bir 7*- agik kiimesidir.

Teorem 3.4.6: A ve B bir X, D-metrik uzaymin, AN B =@ olacak sekilde iki
kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda eger x € A ise f(x) =0 ve x EB ise
f(x) = 1 olacak sekilde bir f:X — R siirekli reel fonksiyonu vardir.

d(x,x,A)

ispat: fX - R fonkSiyonunU f(x) = d(xx,A) + d(x,x,B)

tanimlayalim. Bu

durumda x — d(x, x, A) siirekli, payda siirekli ve pozitif oldugu i¢in f fonksiyonu

X 1tzerinde sureklidir.

Ayrica teoremin iddaa edilen sartlar1t da sagladigi acik oldugundan ispat

tamamlanir.
Teorem 3.4.7: Bir X, D-metrik uzay1 normaldir.

Ispat: A ve B, X de ayrik ve kapali iki alt kiime olsun. Bu durumda yukaridaki
teoreme gore f:X - R eger x € Aise f(x) =0 ve x € B ise f(x) = 1 sartlarini

saglayan bir siirekli reel fonksiyon vardir.
Simdi;
U={xEX:f(x)<%}
ve
V={xeX:f(x)>:}
olacak sekilde X-de iki U ve V agik kiimelerini tanimlayalim. Buradan, A c U

BcVveUnNnV =0 oldugu agiktir. Bu ise bize X-in normal oldugunu ve ispatin

tamamlandigin gosterir.
Teorem 3.4.8: Bir X, D-metrik uzay1 tamamen normaldir.

Ispat: Gg, X igerisinde sayilabilir t-agik kiimelerin kesisimi olarak ifade edilebilen A
kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda gostermemiz gereken X-deki her A, t -kapali

kiimesi Gg, x € X i¢in g(x) = d(x, x,A) seklinde bir g: X —» R fonksiyonunu goz
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Ontine alalim. Buradan, X tizerindeki g’nin siirekli reel bir fonksiyon ve her x € X

icin g(x) = 0 oldugu agiktir. Simdi X-de her n € N igin
* 1
A, ={xeX:g(x) <-}

seklinde bir A4, kiimesini tanimlayalim. Bu durumda her n € N i¢in 4,", X-de bir
T -agik kiimedir. Benzer sekilde, Lemma 3.4.5" ten, her n € N icin 4, c 4,," ve
A c A, olacak sekilde X-de A,, bir t-agik kiimedir. Boylece, A = N,-; 4, buise
bize A -nin X i¢inde bir G5 kiimesi oldugunu gosterir. Buradan X bir tamamen

normal olup, ispat tamamlanir.
3.5 Tamhk

Tanmm 3.5.1: Her n € N i¢in {x,}, bir X, D-metrik uzayinda bir dizi olsun. Bu
durumda eger her € > 0 igin her m,n,p = n, olmak iizere D(xm,xn, xp) < ¢ olacak
sekilde bir ny € N dogal sayis1 var ise o zaman bu {x,} dizisine X, D-metrik

uzayinda D-Cauchy ad1 verilir.

Tammim 3.5.2: Bir X, D-metrik uzayinda her D-Cauchy yine bu X-de bir noktaya

yakinsiyorsa, o zaman bu X, D-metrik uzayima tamdir denir.
Ornek 3.5.3: (R*, D;) ve (R" D,) D-metrik uzaylari, tam D-metrik uzaylaridir.

Teorem 3.5.4: Bir X, D-metrik uzaymnda her n € N i¢in her {x,} yakinsak dizisi
D-Cauchydir.

Ispat: Her n € N igin {x,,} dizisi, X-de bir x € X noktasina yakinsasm. Bu durumda
her € > 0 i¢in m,n = n, olmak iizere D (X, X, X) < 2 olacak sekilde en az bir

ny € N vardir. Boylece eger m,n,p = ny icin
D(xm, xn,xp) < D(Xp, Xp, X) + D(xm,x, xp) + D(x, xn,xp) < § + §+ § =g

elde ederiz. Bu ise bize her n € N igin {x,} nin X-de bir D-Cauchy dizisi oldugunu

gosterir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.5.5: Eger bir D-metrik uzaymda bir D-Cauchy dizisi yakinsak bir alt

diziye sahipse o zaman bu dizi yakinsaktir.
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Ispat: Her n € N igin {x,} dizisinin X, D-metrik uzayinda D-Cauchy dizisi
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her &> 0 i¢in m,n >n, olmak iizere
D(xp,xn,x,) < & olacak sekilde en az bir ny € N vardir. Iddiaya gore her n € N
icin {x,} dizisinin x € X noktasina yakinsayan bir {x;,,} alt dizisi oldugu i¢in her

m,n = n, olmak lizere
D (%, %, x,) < € 0lup bu durumda x, — x olur.
Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.5.6: X; ve X, sirasiyla p; ve p, D-metrikli iki D-metrik olsun. Her
x,y,zeX =X, XX, icin
p(x,y,z) = max{p; (x1,y1,21), p2 (X2, Y2, 22)}

seklinde x tizerinde bir p D-metrigi tanimlayalim. Bu durumda (X,p) nun tam

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul (X, p;) ve (X, p2) nin tam olmasidir.

Teorem 3.5.7: d, X iizerinde alisilmis metrik ve D; ve D, , X {izerinde uygun olan
D-metrikler olsun. Bu durumda (X, D;) ve (X, D,) nin tam olabilmesi igin gerekli ve

yeterli kosul (X, d) nin tam olmasidir.

Tanim 3.5.8: Her n€N igin F; D F, DD F, .. bagmtsin1 saglayan bir X,

D-metrik uzayimdaki kapali kiimelerin bir {F,,} dizisine i¢-ige denir.
Teorem 3.5.9 (Ara Kesit Teoremi):

X bir D-metrik uzay ve her n € N igin {F,},.» iken &(F,) = 0 olacak sekilde
X-in bostan farkli alt kiimelerinin bir ig-i¢e dizisi olsun. Bu durumda X-in tam

olabilmesi i¢in gerekli ve yeter kosul ;- F, Sadece bir nokta igermektedir.

Ispat: X tam olsun. Her n € N icin x, € F, alalim. Iddiaya gore her € > 0 igin
8(F,) — 0 oldugundan §(F,,) < € olacak sekilde en az bir n, € N. Her n € N i¢in

{F.} ig¢-ice oldugundan m,n,p = n, olmak lizere F,, F,, F, € F, .

Bu ise bize her m,n,p =2 ny igin X, Xn, Xp€ By, — D(xm, xn,xp) <e
Boylece her n € N igin {x,}, X-de bir D-Cauchy dizisidir. Baslangicta X-i tam

olarak sectigimizden x € X igin x, — x olur.
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Simdi bu x in N~ F, nin eleman1 oldugunu iddia ediyoruz. Bunun ispat1 i¢in
m € N keyfi olsun. Bu durumda m >n - x,, € E;, x, - x oldugunda her n € N
icin {x,} dizisi sonugta x’in her komsulugundadir ve dolayisiyla x’in her
komsulugu F,—nin noktalarinin sonsuz bir sayisini igerir. Boylece x, F, —nin bir limit

noktasidir. F,, kapali oldugundan ve x € F, dir. E, keyfi oldugundan N;-, F, .

Simdi y € Ny~ F, gibi baska bir noktanin var oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, her n € N igin D(x,y,y) < ¢ i¢in §(F)no ,» O(F,) — 0 oldugunda
D(x,y,y) = 0 Buradan x = y demektir.

Teoremin ters kisminin ispati, klasik metrik uzaylardaki gibi yapilmaktadir.

Dolayisiyla ispat tamamlanur.

Teorem 3.5.10: X, D-metrik uzay1 ikinci kategoridendir.

Teorem 3.5.11: (Sabit Nokta Teoremi):
f, kendi kendine olan tam bir doniistim ve X siirli D-metrik uzay1 olsun.
Herx,y,ze X ve 0<a<1li¢inD(fx, fy, fz) < aD(x,y,z) sahiptir.

Ispat: [3]’te yapilmustir.

3.6 Kompakthk

Tamim 3.6.1: X bir D-metrik uzay ve £ > 0 olsun. X-in sonlu bir A alt kiimesinin X
i¢in bir € -ag1 olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul her x € X i¢in x € B(a, €) olacak
sekilde bir a € A noktasinin mevcut olmasidir. Bagka bir deyisle A, X i¢in bir g-ag1
olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul A-nin sonlu ve X = U{B(a,¢):acA}

olmasidir.

Bir X, D-metrik uzayinin tamamen smnirlt olabilmesi igin gerekli ve yeterli
kosul her € > 0 i¢in X-in & -agina sahip olmasidir ve X-in her t-agik ortiisti sonlu bir

alt Ortiiye sahiptir.

Tanmim 3.6.2: { = {G,: 1 € A} kiimesi bir X, D-metrik uzaymin t-agik ortiisii olsun.
Bu durumda ¢ i¢in 1 > 0 reel sayisina Lebesque sayisi denebilmesi i¢in gerekli ve
yeterli kosul ¢apt 1-den kii¢iik olan X-in her alt kiimesi G; larin en azindan bir

tanesini icermesidir.
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Teorem 3.6.3: Her dizisel kompakt X, D-metrik uzay1 tamamen sinirlidir.

Ispat: Kabul edelim ki X tamamen smirli olmasin. Bu durumda X-in hi¢ e-ag1
olmayacak sekilde &> 0sayist mevcuttur. {x;}€X olsun. O zaman
D(xy,x,x3) = € olacak sekilde ayrik olmasi gerekmeyen, x, x3 € X noktalar
mevcuttur, aksi halde {x;}, X icin bir € -agidir. Tekrar D(xq,x,x3) = € olacak

sekilde x, € X vardir ve aksi takdirde, {x; x,} X i¢in bir & -ag1 olmalidur.

Bu islemi devam ettirirsek, i# j veya k# j veya k# 1 igin D (X;, X Xk) > €
olacak sekilde bir {x; x,, ...} dizisini elde ederiz. Bunu takip ederek her n € N i¢in
{x,} dizisi keyfi yakinsak alt dizi icermez. Bu ise X-in dizisel kompakt olmadigimni

gosterir. Bu ise bir ¢eliskidir.

Bu celiski ispati tamamsoylemek gerekir ki, tam veya kompakt aligilmig

metrik uzaylarin bir ¢ok 6zellikleri tam veya kompakt D-metrik i¢in de gegerlidir.

Asagida kompakt D-metrik uzay i¢in ifade edilen sonuglarin ispatlar1 klasik
anlamdaki metrik uzaylara uygun degisiklikler yapilarak elde edilebileceginden

dolayi ispatsiz verilecektir.
Teorem 3.6.4: Bir X, D-metrik uzayinda asagidaki ifadeler denktir.

a) X, kompakttir.
b) X, sayilabilir kompakttir.
c) X, Bolzano-Weierstrass 6zelligine sahiptir.

d) X, dizisel kompakttir.

Teorem 3.6.5: Bir X, dizisel kompakt D-metriginin her agik ortiisii bir Lebesque

sayisidir.
Teorem 3.6.6: Bir X, D-metrik uzayinda,

a) Bir D-metrik uzayinin kompakt bir alt ortiisii kapali ve sinirlidir.
b) Bir X, D-metrik uzaymin kompakt olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

onun tam ve tamamen sinirli olmasidir.

Bir tam D-metrik uzaymin bir S alt kiimesinin kompakt olabilmesi igin

gerekli ve yeterli kosul onun kapali ve tamamen sinirli olmasidir.
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Teorem 3.6.7: f fonksiyonu bir X, kompakt D-metrik uzayindan bir Y, D-metrik
uzay1 igine siirekli bir doniisim olsun. Bu durumda f(X) kompakttir. Bagka bir

ifadeyle, bir kompakt D-metrik uzayn siirekli goriintiisii kompakttir.

Sonu¢ 3.6.8: Bir X, kompakt D-metrik uzay: iizerinde her reel degerli siirekli

fonksiyon sinirlidir ve onun supremum ve infumum degerini X-de alir.
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4. SONUC ve ONERILER

Metrik uzaylar, topoloji ve sabit nokta teorisi matematikte Onemli
konulardandir. Gahler [7] ilk defa 2-metrik uzay kavramini vermis ve yine kendisi

genellestirmistir. Daha sonra bir¢ok yazar bu alanlarda ¢aligmalarda bulunmustur.

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda, Gahler’in genellestirdigi metrik
uzaylardaki D-metrik uzay ve topolojik o6zellikleri; agik-kapali top, topoloji,
topolojik ozellikleri, kompaktlik ve tamlik konulari, B.C. Dhage [6]’ nin makalesi

g0z Online alinarak incelenmistir.
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