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OZET
ESNEK KUMELER VE ESNEK CEBIRSEL YAPILAR

Melike KASIM DEMIiR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 60s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yildiray CELIK

Bu tezin amaci, esnek grup, esnek halka ve esnek modiil yapilarinin temel
ozelliklerini incelemek ve bu yapilardan elde edilen sonuglari ortaya koymaktir.

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir. Bolim 1’de ¢alismamizda temel olan
bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir. Bolim 2'de esnek kiimeler {izerinde yeni
ikili iglemler tanimlanmis ve bunlara bagl 6zellikler elde edilmistir. Ayrica, esnek
grup, esnek halka ve esnek modiil kavramlari verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, Esnek grup, Esnek halka, Esnek modiil.
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ABSTRACT

SOFT SETS AND SOFT ALGEBRAIC STRUCTURES

Melike KASIM DEMIR

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Natural and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSec. Thesis, 58p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yildiray CELIK

The aim of the present thesis is to investigate the basic features of the
structures of soft group, soft ring and soft module, and is to present the results
obtained from this structures.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and
theorems which are crucial for our study are stated. In Chapter 2, some new binary
relations on soft sets are defined and features associated with them are obtained.
Also, the notions of soft group, soft ring and soft module are given and algebraic
properties belonging to these are examined.

Key Words: Soft set, Soft group, Soft ring, Soft module.
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1. GIRIS

Giinliik hayatta karsilagtigimiz her olayr agiklamak ve kesin tanimlamalarda
bulunmak her zaman miimkiin olmayabilir. Baz1 olaylar belirsizlikler ve dogrusal
olmama oOzellikleri tasir. Belirsizligin bir¢ok c¢esidine 6zellikle biyoloji, ekonomi,
miihendislik, ¢evresel bilimler, sosyal bilimler ve tip bilimleri gibi alanlarda sik
rastlanmaktadir. Bundan dolay1 bilim adamlar belirsizligi anlamak ve buna uygun
¢oziimler bulmak igin birgok teori gelistirmeye baslamislardir. Olasilik teorisi,
bulanik kiimeler teorisi (Zadeh, 1965), yaklasimli kiimeler teorisi (Pawlak, 1982),
esnek kiimeler teorisi (Molodtsov, 1999) en iyi bilinen ve belirsizligi modellemek
icin sik sik kullanilan faydali matematiksel yaklagimlardan bazilaridir.

Bulanik kiime teorisi ilk olarakZadeh(1965) tarafindan ortaya atilmistir. Bulanik
mantiga gore evrendeki bir nesne, o evrendeki bir kiimenin mutlaka elemanidir ama
eleman olma derecesi farklidir. Bulanik mantik, dilsel degiskenler yardimiyla biraz
sicak, 1lik, uzun, ¢ok uzun, soguk gibi giinliikk hayatimizda kullandigimiz kelimeler
yardimiyla insan mantigina en yakin dogrulukta denetimi saglayabilir. Bulanik
mantik denetleyici kullanilarak elektrikli ev aletlerinden oto elektronigine, giindelik
kullandigimiz is makinelerinden {iretim miihendisligine, endiistriyel denetim
teknolojilerinden otomasyona kadar her alanda uygulama alani bulabilir.

Bulanik kiime kavrami uygulamali bilimlerde kullanim alan1 buldugu kadar
teorik bilimlerde de kullanilmaktadir. Rosenfeld(1971) bulanik kiime kavramini
kullanarak bulanik grup teoriyi gelistirmistir. Bulanik grup teorinin temel 6zellikleri
klasik grup teorideki sonuglar kullanilarak elde edilmistir. Cok sayida arastirmaci
cebirsel yapilarin bu yeni kavramin 6zelliklerini ¢alismislardir. Liu (1983) bulanik
gruplar1 kullanarak daha karmasik bulanik cebirsel yapilar olan bulanik halkalar ve
bulanik idealler iizerinde ¢aligsmistir. Daha sonraNanda (1986) bulanik kiime kavrami
cisim ve lineer uzaylara uyarlayarak yeni bir kavram ortaya atmistir.

Belirsizlige farkli  bir yaklasim olan esnek kiime teori ise ilk
olarakMolodtsov(1999)tarafindan yilinda belirsizlige farkli bir yaklasim olarak
tanimlandi.Esnek kiimeler bircok yonii ile zengin bir uygulama potansiyeline
sahiptir. Bu uygulamalardan birkag¢ tanesi Molodtsov (1999, 2004, 2006) tarafindan
kendi calismasinda incelenmistir. Son yillarda ise esnek kiimeler {izerine yapilan

calismalar hizlica artmaktadir.



Molodtsov(1999) siirekli diferansiyellenebilir  fonksiyonlar, oyun teori,
yoneylem arastirmasi, Rienmann integrali, Peron integrali, olasilik teori, 6l¢lim teori
gibi bir ¢ok alana esnek kiime teoriyi uyguladi. Daha sonra Maji ve ark. (2002)
Pawlak’in yaklagimli kiime teorisi yardimiyla, bir karar verme probleminde esnek
kiimelerin bir uygulamasini yaptilar ve esnek kiimelerde bazi islemler tanimladilar.
Maji ve ark. (2003) esnek kiime islemlerini tanimladilar. Chen ve ark. (2003,
2005)esnek kiimelerin parametre donilistimlerini tanimladilar ve bir karar verme
probleminde esnek kiimelerin uygulamasiigelistirdiler.Molodtsov (2006) esnek
kiime teorisi tlizerine dayali bir analiz gelistirerek, esnek sayi, esnek tiirev, esnek
integral gibi kavramlar1 formiile etti.Ali ve ark. (2009) esnek kiimelerde, iki esnek
kiimenin daraltilmig arakesiti, daraltilmis birlesimi, daraltilmis farki ve genisletilmis
birlesimi gibi baz1 yeni tanimlar1 verdiler.

Daha sonra esnek kiimeler ve bunlara ait cebirsel oOzellikler de bazi
arastirmacilar tarafindan calisiimaya baslandi. Ilk olarak Aktas ve Cagman (2007)
esnek kiime teorisinin bulanik kiime teorisi ve kaba kiime teorisi ile olan iligkisini
incelediler. Ayrica Molodtsov’un esnek kiime tanimindan yola ¢ikarak esnek gruplari
tanimladilar ve esnek gruplarin bazi o6zelliklerini incelediler. Jun(2008) esnek
BCK/BCl-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarini ortaya atarak, onlarin bazi temel
ozeliklerini elde ettiler. Jun ve Park (2008) esnek kiimeleri BCK/BCI-cebirlerine
uygulayarak, BCK/BCl-cebirlerinde esnek kiimelerin cebirsel 6zeliklerini tartisti.
Park ve ark. (2009) esnek WS-cebirleri iizerine bir ¢aligma yapti. Feng ve ark. (2008)
esnek kiime teorisini kullanarak esnek yar1 halkalar1 ve bunlarla ilgili baz1 6zelikleri
incelediler. Sun ve ark. (2008) esnek modiilleri tanimlayarak modiiller yardimiyla
bazi temel 6zellikleri elde ettiler. Jun ve ark. (2009) degismeli esnek ideal kavramini
vererek degismeli idealistik esnek BCK cebirlerini incelediler. Jun ve ark. (2011)
esnek p-idealler ve p-idealistik esnek BCI-cebirleri kavramlarini ortaya koydular ve
BCl-cebirlerinde p-ideallerin karakterizasyonunu verdiler. Jun ve ark. (2009) esnek
d-cebirler, esnek d*—cebirler, esnek d-idealler, esnek d-idealler ve d-idealistik esnek
d-cebirler kavramlarini vererek onlara ait baz1 6zellikleri incelediler. Jun ve Park
(2009) esnek kiime kavramini hilbert cebirlerine uyguladilar ve bunlara dair bazi
ozellikleri incelediler. Acar ve ark. (2010) esnek halkalar1 tanimladilar ve esnek

halkalarin bazi temel 6zelliklerini incelediler. Babitha ve Sunil(2009) esnek kiime



bagintis1 kavramini ele aldilar ve bu kavramla ilgili denk esnek kiime bagintisi,
boliim, birlesim, fonksiyon gibi birgok kavrami tartistilar. Cagman ve
Enginoglu(2010) esnek matrisleri ve onlarla ilgili islemleri tanimladilar. Ayrica bir
esnek maksimum-minimum karar verme metodunu olusturdular. Feng ve ark. (2010)
bulanik kiimeler, kaba kiimeler ve esnek kiimelerin hepsini birlestirmek i¢in bir yap1
olusturdular. Kazanct ve ark. (2010) esnek BCH-cebirlerini tanimlayarak esnek
kiimelerin homomorfik goriinti ve homomorfik ters goriintli teoremlerini
verdiler.Majumdar ve Samanta(2010) esnek doniisiim kavramini verdiler ve onlarin
baz1 6zellikleri iizerinde ¢alistilar. Ustelik esnek doniisiim altinda bir esnek kiimenin
resmi ve ters resmi gibi yeni kavramlar verdiler. Liu ve ark. (2012) esnek halkalarin
bazi smiflarimi tanimlayarak esnek halkalarda birinci, ikinci ve iiglincii izomorfi
teoremlerini verdiler. Qin ve Hong (2010) esnek kiimelerin kafes yapisini insaa
ettiler, esnek esitlik kavramini incelediler ve bunlarla ilgili baz1 6zellikler elde ettiler.
Xuve ark. (2010) vague esnek kiime kavramini vererek bunlara ait ozellikleri
incelediler. Atagiin ve Sezgin (2011) Molodtsov’un esnek kiimelerle ilgili tanimini
kullanarak bir halkanin esnek alt halkalar1 ve esnek idealleri iizerinde calistilar.
Ayrica bir cismin esnek alt cismi ve bir sol R-modiiliin esnek alt modiillerini ele
alarak halkalar, cisimler ve modiillerin esnek alt yapilar1 arasindaki iliskiyi ortaya
koydular. Yamak ve ark. (2011) esnek hypergrupoid kavraminmi verdiler ve esnek
hypergrupoidlerin L-alt hypergrupoidlerle olan iliskisini inceledilr. Ayrica esnek
hypergupoidlerin bazi yeni O6zelliklerini elde ettiler. Celik ve ark. (2011) esnek
elde ettiler. Tiirkmen ve Pancar (2012) esnek alt modiillerin baz1 6zelliklerini ortaya
koydular ve esnek alt modiillerin toplami, direk toplami gibi baz1 yeni kavramlar
incelediler.

Bu tezin amaci, esnek grup, esnek halka ve esnek modiil yapilarini, temel
ozelliklerini ve bu yapilardan elde edilen sonuglar arasindaki iliskiyi aragtirmaktir.

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1°de ¢alismamizda temel olan
bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Béliim 2 ise ii¢ kistmdan olusmaktadir. ilk kistmda esnek kiimeler iizerinde yeni

ikili islemler tanimlanmis ve bunlara bagl 6zellikler elde edilmistir. Ikinci kisimda,



esnek grup, esnek halka ve esnek modiil kavramlart verilerek bunlara ait cebirsel

ozellikler incelenmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Kafesler
Bu kisimdaki kafeslerle ilgili Tanim ve Teoremler Birkhoff (1967) dan derlenmistir.

Tanmm 2.1.1. L bostan farkli bir kiime ve " <" L iizerinde bir bagint1 olsun. L’ye
sirali kiime denir. <

)Vaeligina<a

ii) Va,b eLigin a<b ve b<aise a=b

iii) Va,b,ceLigin a < b veb<cise a<c

L siral1 kiimesi (L, <) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 2.1.2. (L, <) bir sirali kiime olsun.

i) L’ye kafes denir < Va,beLlicin Sup{a,b}=avb ve Inf{a,b}=a b
mevcuttur.

ii) L’ye zincir denir< V a,beLigin a < b veya b < a.

iii) L’ye tam kafes denir <> VT c L icin SupT ve InfT mevcuttur.

iv) L’ye modiiler kafes denir <> L kafes ve Va,b,ceL, a < b igin
av(bac)=bna(ave) .

v) L’ye dagilimli kafes denir < L kafes ve Va,b,c € Ligin

av(bnrc)=(avb)a(avc)vean(bve)=(anb)v(anc) .

Tamm 2.1.3. (L,<) bir kafes ve & # T < L olsun. T’ye alt kafes denir. < Va,beT

icinavb,anbeT dir.

Tanmm 2.1.4. L bir kafes,0eL ve VxeL i¢in 0<x ise L’ye alttan sinirli kafes

denir ve (L,<,0) ile gosterilir. 1e LveVxeL i¢in x <1 ise L’ye iistten sinirl kafes

denir ve (L,<,1) ile gosterilir.

L kafesi iistten ve alttan simirli ise L’ye sinirh kafes denir ve (L,<,0,1) ile

gosterilir. Aksi soylenmedikge biitlin kafesler sinirli kafes olarak ele alinacaktir.

Tanim 2.1.5. (L ,<), (L,,<) swrali kiimeler ve f:L, — L, bir fonksiyon olsun.



i) / ’ye sira korur (artan) denir. <> Va, be L, i¢in a<b ise f(a)< f(b).

ii) /’ye kafes homomorfisi denir.<> Va, beL i¢in f(a Ab)=f(a)A f(b) ve
flavb)y=f(a)v [(b).

Tanim 2.1.6. (L,v,A) bir tam kafes olsun. L’ye sonsuz v -dagiliml kafes denir. <

Va,b, el,ieA igin a /\(_\{\bl.) = »\{\(a Ab).
Sonsuz Vv -dagilimli kafeslere asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

Ornek 2.1.1.

1) L=g(A) ailesi ° < ’’ bagintis1 ilesonsuz Vv -dagiliml kafestir.

2) L sonlu bir kiime ve (L,<) dagilimh kafes ise (L,<) sonsuz Vv -dagilimh
kafestir.
3) L=[0,1] kiimesi ‘’<’’bagintisi ile sonsuz Vv -dagiliml kafestir.

4) (L;,<) ve (L, <) sonsuz v .dagiliml kafesler ise L;x L, kiimesi (a,b)<(c,d)

< a<c ve b<d bagntisi ile sonsuz v -dagiliml kafestir.
NOT: Aksi soylenmedikce L;x Lyiizerindeki siralama bagintis1 4) de ifade edildigi

gibi alinacaktir.

2.2. Gruplar

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Bhattacharyave Jain(1972)'den derlenmistir.
Tanim 2.2.1. & # G bir kiime ve ‘-’ G {izerinde bir ikili islem olsun. G’ye bir grup

denir. <

G)V x,y,z€ Gigin (x-y)-z=x-(y-z),

G2)3 e Goyleki V x eGigin ex=xe=x,

G3)VxeGicind y eGoyleki x.y=yx=e.

Burada e elemanma G grubunun birim eleman: denir. x.y = y.x = eile gdsterilir.ikili
islem’’+” olarak alimirsa bazen x ™' yerine —x olarakta gosterilebilir.

Tanim 2.2.2. (G,l)) bir grup olsun.G’ye abel (degismeli) grup denir < V x,y €G

icinx.y = y.x dir.



Tanim 2.2.3. (G,l)) bir grup ve & #H < G olsun. H’ye G’nin bir alt grubu denir
< V x,y €H igin x.y”" €eH. Bu durum H<G notasyonu ile gdsterilir.G grubunun
biitiin alt gruplarinin kiimesi S(G) ile gosterilecektir.

H alt grubuna G’nin bir normal alt grubu denir < V x €G igin x "Hx cH. Bu
durum H( G notasyonu ile gosterilir.
Teorem 2.2.1.{H, |i € A} G’nin alt gruplarinin bir ailesi olsun. Bu takdirde N H,,

G’nin bir alt grubudur.

Teorem 2.2.2 {G, |i € A} gruplarmn bir ailesi ve Vi e A i¢in H, € S(G;, )ise HHZ. e S(

ieA
116

ieA
Tanim 2.2.4. (G,1)) , (G ,,0) iki grup ve f :G, = G, bir fonksiyon olsun. f ’ye bir

grup homomorfisi denir. < V x,y € G i¢in f(xlx)=f(x)o f(y) ‘dir.

Tamim 2.2.5. f:G; — G, birgrup homomorfisi olsun. Bu takdirde;

i) f orten ise f ’ye bir epimorfi denir.

ii) / bire-bir ise f ’ye bir monomorfi denir.

iii) / bire-bir ve Orten ise f ’ye bir izomorfi denir.

Eger f:G;— G, bir grup izomorfisi mevcut ise G, ile G, grubuna izomorftur denir

ve G1= G, ile gosterilir.

Onerme 2.2.1.1:G;—»G, bir grup izomorfisi ise f':G,—>G, bir grup

izomorfisidir.

Tamim 2.2.6. f :G; — G,bir grup homomorfisi olmak tizere;

FG={f(g)|geG} ve f'({e))={geG|f(g)= e, } kiimelerine sirastyla f ’nin

goriintiisii ve ¢ekirdegi denir. Bu durum sirasiyla Res f ve Cek f ile gosterilir.



Teorem 2.2.3.f:G —G bir grup homomorfisi olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir.

i)f(e)=¢
i)V aeGicin f(a)=[f(a)]”

Teorem 2.2.4. f:G -G bir grup homomorfisi olsun. Bu takdirde;

i) H<Gise f(H)<G 'drr.

i) H <G'ise /' (H)<G 'dur.

iiiy H( Gvef ortenise f(H)( G''dur.
ivy H( Gisef'(H)( G'dr.

V)  Resf <G

vi)  Cekf (G

2.3. Halkalar ve idealler

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Hungerford (1974) ve Fraleigh (1994) den

derlenmistir.

Tanmm 2.3.1. J = R bir kiime ve “+” ve “-” R iizerinde taniml1 iki ikili islem olsun.

R’ye bir halka denir. <

R1) (R, +) degismeli bir grup
R2) (R, -) yar1 grup

R3)V a,b,ceR i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c

R bir halka olsun. EgerVaeR icin 1g-a=a-1,=a olacak sekilde Irge R

mevcut iseR’ye birim elemanli halka denir ve 1 elamanina da R halkasinin birim
elemant denir. Eger R halkasi, V x,y €R i¢in x-y = y-x kosulunu gergekliyor ise
R’ye degismeli (komutatif) halka denir.

(R,+) abel grubunun birim elemanina R halkasinin sifir eleman1 denir ve Ogr =0
ile gosterilir. Bu calismada biitiin halkalar en az iki elemana sahip birim elemanl bir

halka olarak ele alinacaktir.



Ornek 2.3.1.

1) nell \{0} i¢in ([l ,+,-) birim elemanl ve degismeli bir halkadir.
2) (0 ,+,+), (0 ,+,+), (U ,+,-) birim elemanl ve degismeli halkalardir.
3) nell \{0,1} i¢in (M, (L), +,-) birim elemanl: bir halkadir.

4) Vn,mell \{0,1} i¢in () x[I ,+,-) birim elemanl degismeli bir halkadir.

Teorem 2.3.1.{R, | i € A} halkalarin bir ailesi ise
(a,)+(b) = (a; +b)ve(a) (b) = (b))

ikili iglemleri ile HRi bir halkadir.

ieA

Teoremde ifade edilen HRZ. halkasina {R,|ie A} halkalar ailesinin kartezyen

ieA
carpimi denir.
(R,+) degismeli bir grup ve {S,|ie A} R’nin bostan farkli alt kiimelerinin bir

ailesi olmak uzere {a, +a, +....... +a, |Va, €S, ,nell \{0}} kimesine {S;[ieA}

ailesinin toplami denir ve Z S, ile gosterilir.
ieA

Tamim 2.3.2.(R, +, ) bir halka ve & #1 < R olsun. I’ya R’nin bir alt halkas1 denir

< Va,bel igin a—-bel ve a-bel.

Tamim 2.3.3.(R, +, -) bir halka ve J#1 < R olsun. I’ya R’nin bir sol (sag) ideali
denir & Va,bel igin a—bel ve r-ael(a-rel). Eger I, R’nin sol ve sag ideali
ise I’ya R’nin ideali denir. Ag¢ik olarak I, R’nin bir ideali ise I, R’nin bir alt
halkasidir.

{0} ve R, R’nin idealleridir ve bu ideallere R halkasinin trivial idealleri denir.

LJ R nin alt kiimeleri olmak iizere, I@JZ{Zyl.zl. =x| y€l, z;€J, n€ N\{0}}

ieA

kiimesine I ile J kiimelerinin ideal ¢arpim1 denir. Eger I ve J R halkasinin idealleri ise
I®J kiimesi de R halkasinin idealidir.
Agik olarak R halkasinin biitiin alt halkalarmin ve ideallerinin kiimesi “c”

bagintist ile sirali kiimedir ve bu kiimeler sirasiyla A(R) ve I(R) notasyonlar ile

gosterilecektir.



Teorem 2.3.2. R bir halka {S,|ie A} R’nin ideallerinin bostan farkli bir ailesi ise

Z S, kiimesi {S, |i € A} ideallerini kapsayan en kiigilik idealdir.

ieA
Teorem 2.3.3. {S,|ie A}R’nin alt halkalarmin (ideallerinin) bir ailesi olsun. Bu

taktirde N S,, R’nin bir alt halkas1 (ideali) dir.

Sonug 2.3.1. {S, |7 € A} R’nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde;

i) Sup{S |ieAl= ZSiveInf{Si\ieA}Zf)\Si,

ieA
ii) (I(R), <) tam kafestir.
Teorem 2.3.4. {R,|i € A} halkalarin bir ailesi olsun. Bu takdirde;

i) VieAiginS eA(R))ise [[S, eA(J][R)),

ieA ieA

ii) VieAiginS, € I(R,)ise HSi eI(HRi ).

ieA ieA
Tamm 2.3.4. R ve S iki halka olsun. ¢:R — S fonksiyonuna R’den S’ye bir halka

homomorfisi denir. < V x,y € Ri¢in ¢(x+ y)=@d(x)+d(y) ve @(x-y)=d(x)-d(y).

Tamm 2.3.5. ¢:R — S halka homomorfisi olsun.Eger ¢ birebir ve orten ise ¢ ye bir
halka izomorfisidenir.

Eger ¢:R — S bir halka izomorfisi mevcut ise R ile S halkalarina izomorftur

denir ve R = S ile gosterilir.
Onerme 2.3.1. ¢:R — S bir halka izomorfisi ise ¢ ' :S—> R bir halka izomorfisidir.

Tanim 2.3.6. ¢:R — S bir halka homomorfisi olmak iizere;

Resg ={g(r)[reR} ve Cekg={reR|¢@(r)=04} kimelerine sirasiylag
‘ning0riintiisti ve ¢ekirdegi denir.

Teorem 2.3.5. 9:R—S ve €:S—T halka homomorfileriolsun. Bu takdirde 8o ¢ :R

— T halka homomorfisidir.

Teorem 2.3.6. f:R— R’ bir halkahomomorfisi olsun. Bu takdirde;

i) SeAR)ise £(S)eA(R)
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ii) Sel(R) ise f(S)el(R)

iii) S eA(R) ise f'(S)eAR)
iv) S el(R) ise f'(S)el(R)
v)Cek ¢ €I(R) ve Res ¢ € A(S)

2.4. Modiiller

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Hungerford (1974) ve Fraleigh (1994) den

derlenmistir.
Tanim 2.4.1. R bir halka ve (M,+) degismeli grup olsun.

:RxM > M
(r,p)—>r-p

doniistimii Vr,s € R ve Vp,g € M igin

r(ptq)=r-p+r-q
(r+s)-p=r-p+s-p
(r-s)-p=r-(s-p)
kosullarini sagliyorsa M’ye (sol) R-modiil denir. Eger R birim elemanli bir halka ve
VpeM icin 1- p= p ise M’ye liniter R-modiil denir.
Bu ¢alismada biitiin R-modiiller {initer R-modiil olarak alinacaktir. Ayrica » ER
ve meEM olmak iizere “r.m” yerine “r» m” kullanilacaktir.
Modiillere asagidaki drnekleri verebiliriz.
Ornek 2.4.1.
1) (G,+) degismeli bir grup ise G bir [J -modiildiir.
2) (R,+,) bir halka ise R bir R-modiildiir.
3) (R,+,+) bir halka ve I R’nin bir ideali ise I bir R-modiildiir.
4) R bir halka ise M, (R) bir R-modiildiir.

Teorem 2.4.1. {M, |i € A} R-modiillerin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde;

(x)+ () =0 +y), rx)=0x)

11



islemleri 1ile HM[ bir R-modiildiir. HM[ modiiliine {M, |i € A} R-modiiller

ieA ieA
ailesinin kartezyen carpimi denir.
Tamim 2.4.2. M bir R modiil ve & #N cM olsun. N’ye M’nin bir alt modiilii denir
< Va,beN ve VreR igin a+beN ve r-aeNdir. Agik olarak M modiiliiniin

(13

biitiin alt modiillerinin kiimesi “<” bagintisi ile sirali kiimedir ve bu kiime S[M] ile

gosterilecektir.

Ornek 2.4.2.

1) R bir halka ise R’nin R-modiil olarak diisiiniildiigiinde R-alt modiilleri R
halkasinin sol idealleridir.

2) M bir R-modiil ve x €M olsun. Bu takdirde Rx={rx|r € R} kiimesi M’nin

bir R-alt modiuludiir.

Teorem 2.4.2. M R-modiil, {M, |i e A} < S[M]olsun. Bu takdirde;

) AM,eSM]

i) VieAiginN,eS[M,]Jise [[N, eS[]][M,]dir.
ieA ieA

Teorem 2.4.3.M R-modiil, {M, |i € A} M’nin alt modiillerinin bostan farkl bir ailesi

ise Z M, kiimesi {M, |i € A} alt modiiller ailesini kapsayan en kii¢iik alt modiildiir.

ieA
Sonu¢ 2.4.1.{M, |i € A} M’nin alt modiillerinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu

takdirde;
i) Sup{M[\ieA}ZZMiveInf{M[\ieA}ZqM[,

ieA

ii) (S[M], <) tam kafestir.

Tamim 2.4.3. M ve N R-modiiller olsun. ¢:M — N fonksiyonuna M’den N’ye bir

modiilhomomorfisi denir. < Vp,, p, e Mver eR i¢in ¢(p, + p,)=¢(p,)+¢(p,) ve
¢(r-p)=r-¢(p)).

Teorem 2.4.4.M; ve M, R-modiiller, ¢:M — N bir modiillhomomorfisi ise Cek ¢
S[M;] veRes ¢ € S[M;]dir.
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Teorem 2.4.5. ¢:M;— M, bir modiilhomomorfisi olsun. Bu takdirde;

i) AeS[M]ise ¢(A)eS[M,],

ii) BeS[M,] ise ¢~ (B)e S[M,].

Teorem 2.4.6. M, N ve K R-modiiller olsun. ¢:M —> N, ¢p:M >N, §:N—>K R-

modiilhomomorfileri ise ¢+¢p:M —> N, og:M — K R-modiill homomorfileridir.

Eger R degismeli halka ve » eR ise r¢: M — N modiilhomomorfisidir.

2.5. Bulanik Alt Kiimeler

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Kaufmann (1975) veMordeson (1998) den

derlenmistir.
Tanmm 2.5.1.X bir kiime olmak iizere x:X—[0,1] fonksiyonuna X’inbulanik alt
kiimesi denir. X’in biitiin bulanik alt kiimeleri [0,1]%ile gosterilir.
10,175 ¢inRes 1 ={ 1 (x)| xe X} ve u ={xeX|0< u(x)}
kiimelerine sirastyla g ’niin goriintiisii ve destegi denir.

Eger 1€ u(X) ise u’ye X’in normal veya iiniterbulanik alt kiimesi denir. s
sonlu kiime ise u ’ye sonlu bulanik alt kiime denir.

1 €[0,17° ve a €]0,1] ise {xeX | @ < p(x)} kilmesine g ’niin « -seviye alt

kiimesi denir ve u, ile gosterilir.

Tanim 2.5.2. Y c X ve a € L-{0} icin a, € [0,1]*asagidaki gibi tanimlanur.

a, xeY
N0 ey

Ozel olarak a=1 alnirsa 1, bulanik alt kiimesine Y’nin karakteristik fonksiyonu

denir. Bu durum y, notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 2.5.3. 1,v €[0,1]%0lmak iizere Vx €X i¢in ux(x)< v(x) ise v’ye u'’yii

kapsar denir ve u < v ile gosterilir.

Tamm 2.5.4. 1,v €[0,17° ve x e X olsun.

(u Vv)X)=uX)Vvx)
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(u Av)(X)=px)Av(x)
ile tanimlanan bulamik alt kiimelere sirasiyla x ile v’niin birlesimi ve

kesisimi(arakesiti) denir.
Tamim 2.5.5. 1 €[0,11%, v e[0,1]%lsun. Vxe X, VyeY igin

Uxv(x,y) = px) Av(y)
ile tanimlanan bulanik alt kiimesine uxve vbulanik alt kiimelerinin kartezyen

carpimi denir.

Tanim 2.5.6. {4 :1el} [0,1]*ve x € X olsun.

(V1)) =V 4,()

(A 1)(®) = A g,(x)

ile tanimlanan bulanik alt kiimelerine sirasiyla {g, :iel}bulanik alt kiimeler

ailesinin birlesimi ve kesisimi denir. I={1,2,....,n} ise V[ U, /\[ 4. bulanik alt

kiimeleri sirasiyla;

-V1 W= N Uy N f . N L Ve /\1 W= A Ly A L. A 1, notasyonlart ile gosterilir.
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3. ESNEK KUMELER

Bu bélimde U ve E bostan farkli kiimeler, P(U) U ’nun gii¢ kiimesi, AcCE (U,<)

bir tam kafes olarak alinacaktir.

Tamm 3.1. F: A— P(U) bir doniisiim olmak {izere (F,A) ikilisine U iizerinde bir
esnek kiime denir. Burada A kiimesine esnek kiimenin parametre kiimesi ve Vx € A
icin F(x) kiimesine de x -yaklasimli kiime denir. Des(F,A) ={x € A: F(x) # J}
kiimesine (F,A) esnek kiimesinin destegi denir.

Des(F,A) =Jise (F,A)’ya bos esnek kiime denir. Bu durum ®, notasyonu ile
gosterilir.

Eger Des(F,A)# & ise (F,A) kiimesine bostan farkli esnek kiime denir.

A+ ve Vx €A icin F(x)# 0 ise (F,A)’ya giiclii esnek kiime denir.
U kiimesi tlizerindeki biitiin esnek kiimeler ailesi i¢in asagidaki kiimeleri verebiliriz.

e Es(U={(F,A)|AcE,F: A— P(U)}

o Espx(U)={(F,A)|F:A— P(U)}

o Es(U)={ (F,A)eEs(U) | (F,A) giiclii esnek kiime}

o Esa(U) ={ (F,A)EEss(U) | (F,A) giiclii esnek kiime}.
Ornek3.1.0rnegin bir ev satin almak istiyoruz. (F,E) satin alirken gdz &niinde

bulunduracagimiz evlerin 6zelliklerini tanimlayan esnek kiime,
U={h,h,,h,h,,h,h;} belirli sartlar altinda 6 adet ev, E={e¢,e,,e,,¢,,¢e}
parametreler ailesi, e, (i=1,2,3,4,5) “pahali”, “giizel”, “agactan”, “ucuz”, “yesil
bahgeli” parametrelerini gostersin.

F:E — P(U) déniisiimii igin,
F(e))={h,,h,},F(e,))={h,h},F(e,) =D, F(e,) ={h,hy,hs},F(es) ={h} olsun. Bu
takdirde,

(F,E)={(pahal1 evler, {h,,h,}), (giizel evler, {h,h,}), (agactan evler,J), (ucuz
evler, {h,,h,,hs}), (yesil bahgeli evler, {A}) seklinde tanimlanir.

Ornekten de anlasilacag iizere bir kesin ve bir yaklasik degerli kiime olmak

tizereher yaklagim iki kisimdan olusur.
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Tanim 3.2. (F,A) U iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun.
i) (F,A)’ya sifir esnek kiime denir < Vx € Des(F,A) icin F(x)={0},
ii) (F,A)’ya tam esnek kiime denir < Vx € Des(F,A) i¢in F(x)=U.
Tanim3.3. (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki esnek kiime olsun.
i) (F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kiimesi denir <ACB ve Vx€EA igcin
F(x)EG(x).Bu durum (F,A)< (G,B) notasyonu ile gosterilir.
ii) (F,A)’ya (G,B)’nin daraltilmis esnek alt kiimesi denir <ACSB ve VXEA icin
G(x)SF(x). Bu durum (F,A)6 (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Acik olarak " € " ve "6 " bagntilar1 Es(U), Esa(U), Es(U), Esa(U) kiimeleri
tizerinde siralama bagintilaridir.

Esnek kiime kavrami ile ilgili agagidaki 6rnekleri verebiliriz.
Ornek 3.2.
1) F:A — P(U)bir doniisiim olmak tizere Vxe A igin F(x)=O seklinde
tanimlanan (F,A) ikilisi bir esnek kiimedir.
2) f:A — Ubir fonksiyon ve F:A — P(U), F(x)={f(x)} seklinde tanimlanan
(F,A) ikilisi U iizerinde gii¢lii esnek kiimedir.
3) (G, L) grup olsun.
F:G — P(G)bir doniisiim olmak iizere Vg e G icin F(g)=<g>={g" |nell} seklinde
tanimlanan (F,G) ikilisi G tizerinde bir esnek kiimedir.
4) 4 X‘in bir bulanik alt kiimesi ve F, :[0,1]—> P(X),F, (a)=u, seklinde
tanimlanan (F ,[0,1]) ikilisi X tizerinde bir esnek kiimedir. Bu esnek kiimeye u ile

iiretilen seviye esnek kiime denir.

Tersine olarak (F, [0,1]) X iizerinde bir esnek kiime ise s :X—[0,1],

M (x) = \{ )a ile taniml1 X’ in bir bulanik alt kiimesi mevcuttur.
xeF(a

5) AcE, YcUve ¢, :A— P(U), ¢, (a)=Y ile tanimlanan (¢, , ,A) ikilisi
U tizerinde esnek kiimedir.
6) f:X — Ybir fonksiyon ise F:Y — P(X)F(y)=f"({y}) ile tanimlanan

(F,Y) ikilisi X tizerinde esnek kiimedir.
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7) R, U iizerinde bir denklik bagmtist1 iseF:U —» P(U) F(x)=[x]r ile
tanimlanan (F,U) ikilisi U iizerinde esnek kiimedir.
8) (G,+) bir grup,F:G —> P(G) F(g)=<g> ile tanimlanan (F,G) ikilisi G
tizerinde gii¢lii esnek kiimedir.
9) (G,+) bir grup, HLG ve F:G — P(G) F(g )=g.H ile tanimlanan (F,G) ikilisi G
tizerinde giiglii esnek kiimedir.
10) R bir halka,F:R - P(R) F(a)={a-r|reR} ile tanimlanan (F,R) ikilisi R
tizerinde bir esnek kiimedir.
11) M R-modil, F:R - P(M) F(r)={r-a|a M} ile tamimlanan (F,R) ikilisi M
tizerinde giiglii esnek kiimedir.
12) M R-modiil, F-M — P(M) F(a)={r-a|aeM, reR} ile tanimlanan (F,R)
ikilisi M {lizerinde giiclii esnek kiimedir.
13) ¢ :U, = U, bir fonksiyon ve (F,A), (G,B) sirasiyla U, ve U, lizerinde esnek
kiimeler olmak iizere;

o(F): A - P(U,), (F)(x) = p(F(x))

¢ (G):B—>P(U,)), ¢ (G)»)=¢ " (G()
ile tammlanan (@(F),A) ve (¢ '(G),B) ikilileri sirasiyla U,ve U, lizerinde esnek

kiimelerdir.

Onerme3.1. ¢:U, — U, bir fonksiyon, (F,A,), (F,,A,) U, iizerinde ve (G,,B,),
(G,,B,) U, iizerinde tanimli esnek kiimeler olsun. Bu takdirde;

i) (F,A) < (F,A;)ise (o(F), A) < (o(F),A,),

i)  (K,A)0 (F,A,)ise (o(F),A)0 (o(F,),A,),

i)  (G,B)) = (G,,B,)ise (¢'(G)),B,)= (¢ (G,),B,),

iv) (G,,B,)) 6 (G,,B,))ise (¢ '(G,),B,)d (¢ '(G,),B,).

Ispat:

i) Acikca(F,A)) < (F,,A,) oldugundan A, c A, ve VxeA, icin F(x)cE (x)
dir. Ustelik ¢(F (x)) < ¢(F,(x)) olur. Buradang(F)(x) < ¢(F,)(x) dir. Yani (

o(F).A) S (p(F,).A, ) elde edilir.
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ii)i)’ye benzer sekilde yapilir.

iii)Acikca (G,,B,) < (G,,B,)oldugundan B, € B, ve VxeB, i¢in G,(x) = G,(x)
dir. Ustelik ¢™'(G,(x)) < ¢ '(G,(x)) olur. Buradan ¢ '(G,)(x) < ¢ '(G,)(x) dir.
Yani (¢'(G,),B,)< (¢ '(G,),B,) elde edilir.

iv) iii)’ye benzer sekilde yapilir.
Tanmm 3.4. {(F,A,)| ie A} U lizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun.

i) A=A, veVaeA igin, A(a)={i|aeA,} olmak iizere F(a)= U FE(a)

ieA ieA(a)

seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine {(F,,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin

birlesimi denir. Bu durum [J(F,A,)notasyonu ile gosterilir.
ieA

ii) A=A, veVaeA igin F(a)= ~F(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek
ieA

ieA
kiimesine {(F,A,)| ieA} esnek kiimeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum

N(F,A,)notasyonu ile gosterilir.
ieA

iii) A=nA,veVaec A i¢in F(a)= Y F(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek

ieA
kiimesine {(F,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin daraltilmis birlesimi denir. Bu

durum ¢ (E,A,)notasyonu ile gosterilir.
ieA

iv) A=UA,veVaeA igin, A(a)={i|aeA,} olmak iizere F(a)= N FE(a)

ieA ieA(a)

seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine {(F,,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin

genisletilmis arakesiti denir. Bu durum ¢ (E,A,)notasyonu ile gosterilir.
ieA

V) A=T]JA,veV(a,) € A icin F(q,) = Y F.(a,) seklinde tanimlanan (F,A) esnek

ieA
kiimesine {(F,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin V -birlesimi denir. Bu durum

'\{\(Fi ,A,)notasyonu ile gosterilir.

vi) A=T]JA,veV(a,) € A icin F(q,) = N F.(a,) seklinde tanimlanan (F,A) esnek

ieA
kiimesine {(F,A,;)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin A -arakesiti denir. Bu durum

/}X (E,A,)notasyonu ile gosterilir.
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Tamm 3.5.{(F,A)eEs(U,)| ieA} esnek kiimelerin bir ailesi olmak iizere,

A=]JA,ve V(q))eA i¢in F(a)=[IF(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek
ieA ieA

kiimesine {(F,A,)| i€A} esnek kiimeler ailesinin kartezyen g¢arpimi denir. Bu

durum }><A(Fl.,Al.)notasyonu ile gosterilir.

(F,A) ve (G,B) esnek kiimeleri icin yukarida verilen tanimlar sirasiyla asagidaki
sekilde gosterilecektir:
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin birlesimi: (F, A) U (G, B)
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin arakesiti : (F,A)() (G,B)
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin daraltilmis birlesimi: (F,A)0 (G,B)
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin genisletilmis arakesiti: (F,A) 6 (G,B)
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin A -arakesiti: (F,A) /A (G,B)
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin V-birlesimi: (F, A)V(G, B)
(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin kartezyen carpimi: (F,A)x(G,B)

Esnek kiimelerin aileleri ile ilgili asagidaki 6zellikler gegerlidir.

Onerme3.2. {(F,A,)| ie A} SEs(U) olsun. Bu takdirde;

i) Des( U (E’Ai) )= UDGS(E,AJ >

ieA ieA
i) Des(N(E,A,))S NDes(E,A,),
ieA ieA

i) Des( o (F,A,))=UDes(E,A,),
ieA

ieA

iv)  Des( 6 (F.A))S NDes(F.A,),
ieA

ieA

V) Des(A(E,A))< [Des(E,A,).

ieA
Ispat:

i)xe Des( U(F,A,)) olsun. xe UA,iginA(x)={i|x€A,} ve ieA(x) igin
ieA

ieA

xeE(x)20 dir & U F(x)#J < xe UDes(E,A,) dir.

ieA(y) ieA

i) x eDes(N(E,A,)) olsun. x e ~A,i¢inF,(x) = dir. =

ieA ieA
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N(E(x) %@ = NDes(E,A,) dir

ieA ieA

iii) xe Des(o (E,A)) olsun. xe nA icinE(x)#J < U F(x)=Jddir. &
ieA

ieA ieA(x)

xe UDes(F,A,)dir.

ieA
iv)xe Des(6 (E,A)olsun. xe UA i¢cinA(x)={i|xeA,} ve ieA(x) i¢in
ieA ieA

FE(x)z0 dir = m(F(x))¢®:> N Des(F,A,)) dir

ieA

V) xeDes(/\(F A))) olsun. x € [TA, igin mF(a);t@dlr = F(x) = dur.

ieA

= x e [[Des(E,A,) dir.

ieA
Onerme3.3. {(F,A,))| ie A}CEs(U), (F,B)e Es(U) ve (U, <) sonsuz V -dagilimli

kafes olsun. Bu takdirde;

b EBN[UEA)-U(EBNEA)),

ii) (F,B)U(ZEA ) N(F,BU(E,A)),

iii)y (F.B)é ([(;)A(E,Ai))zigA((F,B)é (F.A)),

v EBU(o A= 0 (EB) F.A)),

Ispat:

)y (FB)N (iLEJA(Fi,Ai))=(K,Bm(éiAi))ve

ig((F,B)ﬂ(E,AI.))=(H,Z_k;\ (BmAi)) olsun.

A(x)={i|xeA}, Ax)={i|xeBnA,} olmak iizere xeBm(igAi)=
U(BNA,) ise

K@) =F)n( v E)

= k{ )(F (x)NE(x)) (U sonsuz V -dagiliml kafes oldugundan)
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= /k\.‘)( )(F(x) NFE(x))  (A(x)=A(x)oldugundan)
=H(x)dir.

Yani K(x)=H(x) olur. Buradan U ((F,B)N(F,A,))=(F,B) N (U (F,.,Al.)) dir.

ieA ieA

i) (FB)U (ﬂ(Fi,A[)j=(K,Bu(Q\ Ai)) ve

ieA

ﬂ((F,B)U(F,-,A,.))Z(H,Q(BUA[)) olsun.

ieA

xeBuU( QA[)z Q(BUA[) olmak {izere

e Eger xeB\ (\AAI. ise K(x)=F(x)dir. Ayrica x¢ QAI' oldugundan Jie A
xegA ve Al={j|xe A} olmak iizere H(x)=[ N (Fx)UE(x) ]\ F(x)=F(x)dir.
iel

Yani K(x) =H(x) olur.

e Eger xe QA[\B ise K(x)= ()\Fl.(x) dir. Ayrica VieA i¢cin xeA,\B
oldugundan H(x) = 0 F (x)dir. Yani K(x) = H(x) olur.

e Eger xeBn( ()\Al.) ise K(x) = F(x) m((}Fl.(x))Z N (F(x)nE(x))=H(x)
olur.

Buradan (F,B) U (n (FI.,A,.)) =N((E,B)U(E,A,))dir.

ieA ieA
iii) 1)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.
iv) i1)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.
Teorem3.1.{(F,A,)| ie A} U lizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu
takdirde asagidaki 6zelikler saglanir.
i) (Es(U),<©) tam kafestir ve
Sup{(E,A)| ie A}=U(E,A), Inf{(E,A)| ie A}=(E,A),

ieA ieA
ii) (Es(U),0 ) tam kafestir ve

Sup{(F,A)[ ieA}=¢ (E,A), Inf{(E,A)|iecA}=0 (E,A),
ieA ieA

i) (Es(U),<) sonsuz V-dagiliml kafestir,

iv) (Es(U),0 ) sonsuz V-dagiliml kafestir,

V) Esa(U) kiimesinde o (F,A,)=U(E,A,) ve ¢ (E,A)=N(F,A)),
ieA ieA

ieA ieA

vi) Esa(U) kiimesinde “C” ve “0 ” birbirlerinin ters bagintilaridir.
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Ispat:
i) Acik olarak je A i¢in (F,,A;)c U(E,A,)dir. Diger yandan, (H,A) € Es(U)

ieA
ve VieA i¢in (F,A,))c(H,A) ise VieA ve x€A igin A, c A ve F(x)<H(x)

dir. Boylece UA, < A ve xe UA, i¢in k() )E(x) <H(x) yani J(F,A,)<c(H,A)

ieA ieA ieA

olur. Buradan Sup{(E,A,)| ie A}=U(E,A,)dir.

ieA

Agik olarak je A icin N(F,A;) < (F,,A;)dir. Diger yandan, (H,A)e Es(U) ve

ieA
VieA i¢in (H,A)c(F,A,) ise VieA ve xe€A i¢cin AcC A, ve dir. Boylece

Ac A, ve xeA i¢in H(x) < _(?\Fl.(x) yani (H,A) < N(F,A,) olur. Buradan Inf{

ieA ieA

(E.A)| ieA}=N(E.A)dir.

ieA

ii) Acik olarak jeA igin (F,,A;)0 ¢ (F,A,)dir. Diger yandan, (H,A) € Es(U)

ieA

ve VieA i¢in (F,A,)0 (H,A) ise Vie A ve x€A igin A, c A ve H(x)<FE(x)

ieA ieA

dir. Boéylece A, < A ve xe nA, i¢in Q )E(x)SH(x) yani ¢ (F,A,)0 (HA)
ieA(x ieA
olur. Buradan Sup{(F,A,)| ie A}=¢ (E,A,)dir.
ieA
Agik olarak je A igin ¢ (F,A,) < (F,,A))dir. Diger yandan, (H,A)e Es(U) ve
ieA ’ ’

VieA i¢in (H,A)o (E,A,) ise VieA ve x€A icin AcC A, ve F(x)<H(x)dir.

Boylece Ac UA, ve xe€A icin QFf(x) <H() yani (HA)c o (F,A))
ie ieA

ieA
olur.Buradan Inf{ (F,,A,)| ie A}=¢ (E,A,)dir.
ieA
iii) Onerme 3.3. i)’nin ispat1 ile agiktir.
iv)  Onerme 3.3. ii)’nin ispat ile agiktr.

v) vevi)'nin ispatlar1 ve Tanim 3.4. ile agiktir.

Tanim3.6.“+” P(U) kiimesi iizerinde bir ikili islem, (F,A) ve (G,B) U iizerinde

esnek kiimeler olmak tizere;

i) C=AuUBve VceCigin
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F(c), ce A\B
H(c) =1G(c), ceB\A
F(c)+G(c), ceAnB

seklinde tanimlanan (H,C) esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin
toplami denir ve (F,A)+  (G,B) seklinde gosterilir.

ii) C=ANB ve VceC igin H(c)=F(c)+G(c) seklinde tanimlanan (H,C)
esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin daraltilmig toplami1 denir ve (F,A)
+_(G,B) seklinde gosterilir.

iii) C=AxB ve V(a,b) eC i¢in H(a,b) =F(a)+G(b) seklinde tanimlanan
(H,C) esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin kartezyen toplami denir ve

(F,A)+,(G,B) seklinde gosterilir.

Tamm3.7.(F,A) U, iizerinde, (G,B) U, iizerinde esnek kiimeler veg:U —U,,
v :A — B fonksiyonlar olsun. Bu takdirde (¢,y)ikilisine (F,A)’dan(G,B) ‘ye
esnek  fonksiyon denir.<> Vxe Aigin  @(F(x))=G(w(x)). Bu durum
(d,w): (F,A) > (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Bu tanimda, eger ¢ ve y bire-bir (6rten) bir doniisim ise (¢@,y)’ye bire-bir
(orten) esnek fonksiyon denir. (F,A) ve (G,B) arasindaki bire-bir ve orten esnek

fonksiyona esnek tam esleme denir. Bu durum (F,A)=(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Asagidaki onerme ile agik olarak " =" bagintisi esnek kiimeler iizerinde bir

denklik bagitisidir.

Onerme3.4.(F,A), (G,B), (H,C) swrasiyla Uj, U, ve U kiimeleri iizerinde esnek
kiimeler ve (¢,):(F,A)—(G,B), (¢,7):(G,B)—> (H,C) olsun. Bu takdirde
asagidaki ozellikler saglanir.

i) (pod,yoy):(F.A) > (HC),

ii) (¢,v) esnek tam esleme ise (¢, ") :(G,B) = (F,A) esnek tam eslemedir,

iii) (Iy,, 1) :(F,A) — (F,A) esnek tam eslemedir.

Ispat:
i) Acikga Vx e A ve VyeB icin ¢(F(x))=G(yp(x)) ve o(G(y))=H(y(y))dir.

Ayrica @og:U, > U, ve yoy:A—>C olmak iizere Vxe A igin @o@(F(x)) =

23



p(¢(F(x))) = H(y(w(x))) =H(y oy(x)) olur. Buradan (g@eg,yoy):(F,A)—>(H,C)
dir.

ii) Agikca Vxe A i¢in ¢ (F(x))=G(w(x)) dir. Ayrica ¢ ':U, > U, ve
w ' :B— A olmak iizere Vx eBi¢in ¢~ (G(x))=¢"' (¢ (F(y '(x)))=F(v ' (x)) dir.
Yani (¢, "): (G,B)—>(F,A)dir. Ustelik ¢ ve w' de bire-bir ve oOrten
doniisiimlerdir. Buradan (¢, ") :(G,B) — (F,A) L-bulanik esnek tam eslemedir.

iii) Tanim 3.7. ile agiktir.

Tanim3.8. (F,A) U; tizerinde, (G,B) U, iizerinde esnek kiimeler ve
(¢,v):(F,A) > (G,B) olsun. Bu takdirde Vx € A, y € B i¢in

U ¢(F(), yelmy
HEY) =17
%) , yelmy

ve
¢ (G)(x) =¢ " (G(y (x)))
ile tanimlanan (¢(F),B) ve (¢~'(G),A) esnek kiimelerine sirasiyla (F,A) ve (G,B)’nin
(¢,w) esnek fonksiyonu altindaki resmi ve ters- resmi denir.
Bu durumlar sirasiyla  (g,v) (F,A)=(#(F),B) ve (4,)"(G,B)=(4"(G),A)
seklinde gosterilir.

Acik olarak (¢,y)(F,A)c(G,B) ve(d,w)"' (G,B)d (F,A) dir.
3.1. Esnek Gruplar

Esnek grup kavrami ilk kez Aktas ve Cagman (2007) tarafindan ortaya konulmustur.
Aktas yaptig1 ¢aligmada esnek grup tanimini vererek esnek kiime kavramini gruplar
icin vermistir. Bu bolimde esnek gruplarin yapisi, temel ozellikleri ve sonuglar

arasindaki iliskiler degerlendirilmistir.
Bu boliim boyunca, G bir grup olarak ele alinacaktir.

Tamm 3.1.1.(F,A) G grubu iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun. Eger Vx e
Des(F,A) i¢in F(x) G’nin bir alt grubu ise (F,A)’ya G grubu iizerinde esnek grup
denir. G tizerindeki biitiin esnek gruplar i¢in agsagidaki kiimeleri verebiliriz.

e Es,(G)={ (F,A)| ACE, (F,A) G lizerinde esnek grup}
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o Es,(G)={ (F,A)| ACE, (F,A) G lizerinde giiclii esnek grup}

o Es.a(G)={ (F,A)| (F,A) G lizerinde esnek grup}

o Esa(G)={ (F,A)| (F,A) G lizerinde gii¢lii esnek grup}
Tanim 3.1.2. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G; ve G, lizerinde esnek kiimeler ve (@,y)
:(F,A)—>(H,B) olsun. Eger ¢:G;—Gygruphomomorfisi ise (¢@,y)’ye esnek
gruphomomorfisi denir. Eger ¢ bir izomorfi,y bire-bir ve orten ise (@, ) ’ye esnek
grupizomorfisi denir. Bu durum (F,A)=¢(H,B) seklinde gdsterilir.
Onerme 3.1.1. “=g” bagimtis1 esnek gruplar iizerinde bir denklik bagmtisidir.
Ispat:
i) (F,A)=g(F,A) oldugu agiktir.
ii) (F,A)=c(H,B) olsun. Bu takdirde 3f:G—K’ya izomorfisi ve I3g:A—>B
"yebire-bir, orten bir doniisiimii 6yleki f(F(x)) = H(g(x)) dir.
Buradan f':K — Gizomorfisi veg':B-—>Abir doniisimi VyeB icin
f(H(»)) =F(g™'(»)) seklindedir.Bdylece (H,B)=¢ (F,A) olur.
iii)(F,A)=s(H,B)=¢(P,C) olsun. Bu takdirde 3f:G —>K, ¢ :K — T izomorfileri,
Jg:A—>B,h:B—>C’ye bire-bir, orten doniisiimleri OylekivVxe A,y eB i¢in
J(F(x)) = H(g(x)) ve p(H(y))=P(A(y)) "dir. Buradan,
p(H(g(x))) = o(f (F(x))) = P(h(g(x))) olur. ~ Yani ¢ o f(F(x))=P(hog(x)) dir.
Boylece Tanim 3.1.1ile (F,A)=¢ (P,C) elde edilir.
Ornekler 3.1.1.
1) (G,L)) bir grup, K<G olsun. H, : A — Gbir doniisiim olmak {izere Vxe A
icin H, (x) =K ile tanimlanan (H,,A) ikilisi G iizerinde bir esnek gruptur.
2) f :K — Hbir grup homomorfisi ve (F,K) H iizerinde bir esnek kiime olsun.
Vk e KiginF(k) =< f(k) > seklinde tanimlanan (F,K) ikilisi H iizerinde bir esnek
gruptur.

3) (G,L)) bir grup ve (H,G) G iizerinde bir esnek kiime olsun. Vxe Gigin

H(x) =< x > seklinde tanimlanan (H,G) ikilisi G tizerinde bir esnek gruptur.

4) F: S3—(S3),F(x)={ <x>€S; | xRy & y=x", n€l] } olmak lizere
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F(e) ={e} ,
F(12)={e ,(12)} ,
F(13)={e .,(13)} ,
F(23)={e, (23)} ,
F(123)= F(132)={e ,(123),(132)}
ile tamimlanan (F,Ss) Ss iizerinde bir esnek gruptur.

Teorem 3.1.1.{(F,,A,)| ie A} G lizerinde esnek gruplarin bir ailesi olsun. Bu

takdirde;

i) N(E,A,)bostan farkli esnek kiime ise ((E,A,) G tizerinde esnek gruptur,
ieA ieA

ii) 6 (F,A,)bostan farkli esnek kiime ise ¢ (F,A,) G lizerinde esnek gruptur,
ieA ieA

iii) Her ae UA, icin {F(a)| i€A(a)} kiimelerin bir zinciri ise U(E,A,)G
ieA

ieA
tizerinde esnek gruptur,

iv) o (E,A,)bostan farkli esnek kiime ve VaenA,igin {F(a)| €A}
ieA

ieA

kiimelerin bir zinciri ise ¢ (E,A,) G lizerinde esnek gruptur,
ieA

V) Her i,j€ A, i#j igin AiNA=D ise U(F,A,) G tizerinde esnek gruptur,

ieA

vi) /}\ (E,A,)G lizerinde esnek gruptur,

vii) A=T]JA,veV(a),.,, €A i¢in {F(a,)| iI€EA} kimelerin bir zinciri ise

ieA

‘\{\(E ,A,) G lizerinde esnek gruptur.

Ispat:
i) N(F,A,)=(F,nA,) olsun. Her a € ()\A[ olmak tizere F.(a) G’nin bir alt

ieA ieA

grubudur. Teorem 2.2.1 ile N F(a) G’nin bir alt grubudur. Yani F(a) G’nin alt

grubudur. Buradan ((F,A,) G iizerinde esnek gruptur.

ieA

ii) _(’)A(FI.,AI.) =(F, UA,) olsun. ae UA,olmak iizere A(a)={i|lacA,} icin
i€ ieA

ieA
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Teorem 2.2.1 ile M F(a)G’nin alt grubudur. Yani F(a)G’nin alt grubudur.

ieA(a)

Buradan _6A(Fl.,Al.) G tlizerinde esnek gruptur.

iii) U(E,A,)=(F, UA,) olsun. ae UA,veA(a)={ilacA,} olmak lizere {
ieA ieA

ieA

F.(a)|i€ A(a) } bir zincir oldugundan k(i )E(a) G’nin alt grubudur. Yani F(a) G’nin

alt grubudur. Buradan U (F,, A,) G iizerinde esnek gruptur.

ieA
iv) iii)'ye benzer sekilde yapilir.
V) U(E,A)=(F, UA;) olsun. aeUAisedie A Oyle ki aeA,dir.
ieA ieA

ieA
A(a)={i|a € A,}olmak ilizere F(a)=F(a) ve F(a)G’nin alt grubu oldugundan

F(a) G’nin alt grubudur. Buradan U(F, A,) G lizerinde esnek gruptur.

ieA

vi) ./\A(FI.,AI.) =(F,[TA,) olsun. V(q,)e[]A,icinF(q,)Gnin alt grubu

ieA ieA

oldugundan Teorem 2.2.1 ile qFl.(al.)G’nin alt grubudur. Yani V(q,) e []A, icin

ieA
F(a;) G’nin alt grubudur. Buradan /}\ (E,A,) G iizerinde esnek gruptur.
vii)iii)'ye benzer sekilde yapilir.
Teorem 3.3.1. ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.1.0 #ACE olsun. Bu takdirde (Esga( G ), &) tam kafestir.

Teorem 3.1.2. Her i€ Aigin (F,A,)G; lizerinde esnek gruplar olsun. Bu takdirde,

S(F A . .
ieA(E A) HGZ. lizerinde bir esnek gruptur.

ieA

Ispat. x (F,A)=(F.TIA))  olsun.  V(q)e[]A,i¢inF(q) G, ninalt  grubu
1€ ieA

ieA

oldugundan Teorem 2.2.2 ile []F(q,) [1G, 'ninalt grubudur. Yani F(a,) []G, 'ninalt
ieA ieA ieA

grubudur. Buradan .XA(F,-aA,-) [1G, itizerindeesnek gruptur.

ieA

Tamm 3.1.3. (F,A) G iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu takdirde;
i) e, G’nin birim eleman1 olmak {izere, V x€ A i¢in F(x)={e} ise (F,A) ya G

tizerinde birim esnek grup denir.
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ii) Her x € A i¢in F(x )=G ise (F,A) ya G lizerinde tam esnek grup denir.

Teorem 3.1.3. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G; ve G, iizerinde esnek gruplar ve (@,y)
:(F,A) = (H,B) esnek gruphomomorfisi olsun.
i) w bire-bir ve orten ise (¢(F),B) G, lizerinde esnek gruptur.

ii) (¢ (G),A)bostan farkli esnek kiime ise (¢ '(G),A)G; iizerinde esnek

gruptur.

Ispat:

i) y€B olsun. y orten oldugundan Jx e A Oyleki w(x)=y’dir. F(x) G;’in alt
grubu ve Teorem 2.2.4 i)ile @#(F(x)) Gy’nin alt grubudur. Ayrica w bire-bir
oldugundan Vy eB i¢in ¢(F)(y) =@(F(x)) Gy nin alt grubudur. Buradan (4(F),B) G,
tizerinde bir esnek gruptur.

ii) VxeA i¢in y(x)eB ve (H,B) G, lizerinde esnek grup oldugundan H(w(x))
Gy ’nin alt grubudur. Ayrica Teorem Teorem 2.2.4 ii)ile Vx €A igin ¢ (H(w(x)))
G’in alt grubudur. Buradan (¢ '(G),A) G iizerinde esnek gruptur.

Sonug 3.1.2. ¢ :G; = Gygruphomomorfisi, (F,A) ve (H,B) sirasiyla G; ve G, lizerinde
esnek gruplar olsun.

i) Q:A— P(G,), Q(x)=¢(F(x)) ile tamimlanan (Q,A) esnek kiimesi G,
tizerinde bir esnek gruptur ve (4,1, ):(F,A)—(Q,A) esnek gruphomomorfisidir.

ii) ¢ 6rtenhomomorfi  olmak iizere,R:B— P(G,), R(y)=¢"'(G(y)) ile
tanimlanan (R,B) esnek kiimesi G, lizerinde bir esnek gruptur ve (4,1;):(R,B)—>
(G,B) esnek grup homomorfisidir.

Teorem 3.1.4. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G; ve G; lizerinde esnek kiimeler, (F,A) G,
lizerinde esnek grup olsun. Eger (F,A)=,(H,B) ise (H,B)’de G, iizerinde esnek
gruptur.

Ispat: (F,A)=, (H,B) ise bir (4,y):(F,A) — (H,B) esnekgrup izomorfisi mevcuttur.
w : A — Bbire-bir ve Orten bir doniisiim oldugundan VyeB i¢in Jx e A dyle ki
w(x)=y ve ¢(F(x))=H(w(x))=H(y) dir. Teorem Teorem 2.2.4 i) ile @(F(x))
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Gy’nin alt grubudur. Yani H(y)Gy’nin alt grubudur. Buradan (H,B) G; iizerinde

esnek gruptur.

Onerme 3.1.2.(F,A), (H,B), (L,C) sirasiyla G;, G, ve G iizerinde esnek kiimeler
olsun. Eger (¢,w):(F,A)—> (H,B) ve (p,7):(H,B) - (L,C) esnek
gruphomomorfileri ise (@o @,y ow): (F,A) - (L,C) esnek gruphomomorfisidir.
Ispat.Onerme 3.4. i) ile (po¢,yow):(F,A)— (L,C) esnek fonksiyondur. Ayrica
¢:G,—>G, ve ¢:G, > G, grup homomorfisi olduklarindan ¢o¢:G, »> G, de
grup  homomorfisidir. Buradan  (@o¢,yoy):(F,A)—> (L,C) esnek grup
homomorfisidir.

Ornek 3.1.2. (J,+)ve (U, ,+) gruplarini gdz &niine alalim.

f:0 -0, homomorfisini Vkell icin f(k)= k seklinde, bir g:0*—[ ,
doniigiimiinii Vk €™ i¢in g(k) = k olarak tanimlayalim.

F:0" > P0)ve F(x)=<5x>;

H:0, — P ,)veH(u)=<5u> olsun.

Buradan F(x)=5x] ve H(u)={ku:ke50} olarak elde ederiz.

Acik olarak gorilir ki (F,007)0 ftzerinde, (H,U,)[ , {izerinde esnek
gruplardir. f(F(x))= {ﬁ kel}veH(g(x)) = {E :s eSS} oldugu i¢in
f(F(x))=H(g(x)) sonucu elde edilir. Buradan (f,g) esnek grup homomorfisidir.
Tammm 3.1.4.(F,A)ve(H,B)G iizerinde iki esnekgrup olsun. (F,A)’ya (H,B)
‘ninesnekalt grubu denir <
i) AcB
ii) Vx € Des(F,A) i¢in F(x) < H(x)

Bu durum (F,A) < (H,B) notasyonu ile gosterilir.
Ornek 3.1.3. G=S,, A=S, ve K=A olsun. Eger F(x)={yeS;:y=<x>} ve
H(x)={yeA;: ye(x)}ise (HK)<(F,A) oldugu goriiliir.

Ciinkii A, <S, ve Vx e A, i¢in H(x) < F(x) dir.
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Gruplar teorisinde mevcut olan bazi teoremlerin esnek alt gruplar icin gecerli

oldugunu asagidaki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 3.1.5. (F,A) ve (H,A) G ilizerinde iki esnek grup olsun.

i) Eger Vx e A igin F(x) c H(x) ise (F,A), (H,A) 'ninbir esnek alt grubudur.
ii) Eger (U,E), (F,G) G iizerinde esnek gruplar ve E ={e} i¢in U(e) = F(e) ise
(U,E), (F,G) ’ninbir esnek alt grubudur.

Ispat. Tanim 3.1.4 ile ispat1 agiktir.

Teorem 3.1.6. (F,A) G iizerinde bir esnek grup ve {(H,,K,)|i e/} (F,A) 'niesnek

alt gruplarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki ozellikler

gerceklenir.

i) DI (H,,K,), (F,A) 'ninbir esnek alt grubudur.

ii) le/\[ (H,,K,), lé\[ (F,A) ninbir esnek alt grubudur.

iii) Eger Vi,jel i¢in K,NK,=0 ise ,-\E/,(Hi’Ki) , ,-\E/1 (F,A) 'ninbir esnekalt
grubudur.

Ispat:
i) Acikca QK,- cAdir. Vieligin (H,K,)<(F,A) oldugundan Va, €K, igin

H.(a,) < F(a,) dir. Ustelik QH[(ai) <F(aq,) dir. Buradang(Hl.,K[ )<(F, A) olur.

Yani Q] (H,,K,), (F,A)' nin esnek alt grubudur.

ii) Her ie/l icin (H,K,)<(F,A) oldugundan K, c A ve Vaqg, €K, icin

H,(a,)<F(a) dir. Dolayisiyla] [K, c[]JA ve (a)e]]K, isinH,(q,)<F(a,)
iel el iel

olur. Ustelikl_g H,(a,)< QF(G,-) dir. Buradan ,-e/\z(H"’K") < te/\I (F,A)olur. Yani

ie/\[ (H,,K,), le/\[ (F,A) 'nin bir esnek alt grubudur.

iii) i1)ye benzer sekilde yapilir.

Tammm 3.1.5.(F,A) Giizerinde bir esnek grup ve (H,B), (F,A)’nmbir esnek alt

grubu olsun. Eger Vx e Des(H,B) i¢in H(x), F(x)’in normal alt grubu ise (H,B) ’ye
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(F,A) ’ninbir normal esnek alt grubu denir. Bu durum (H,B) < (F,A)notasyonu ile

gosterilir.

Teorem 3.1.7. (F,A), G iizerinde bir esnek grup ve {(H,K,):iel} (F,A) nin

normal esnek alt gruplarinin bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki ozellikler
gerceklenir.

i) DI (H,,K,), (F,A) 'ninbir normal esnek alt grubudur.

ii) le/\[ (H,,K,), (F,A) 'ninbir normal esnek alt grubudur.

iii)  Eger Vi,jel icin K,(K, =0 ise ,-\E/,(Hi’Ki) , (F,A) 'ninbir normal esnek
alt grubudur.

Ispat: Teorem 3.1.6.'nin ispatina benzer sekilde yapilir.

3.2. Esnek Halkalar ve idealler

Esnek halka kavrami ilk kez Acar ve ark. (2010) tarafindan ortaya konulmustur. Bu
boliimde esnek halkalarin ve ideallerin yapisi, temel Ozellikleri ve sonuglar

arasindaki iliskiler degerlendirilmistir.
Bu boliim boyunca R bir halka olarak ele alinacaktir.

Tanim 3.2.1.(F,A) R halkas1 iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun. Eger Vx e
Des(F,A) i¢in F(x) R’nin bir alt halkas1 (ideali) ise (F,A)’ya R halkasi iizerinde
esnek halka (ideal) denir. Acik olarak R tizerinde her esnek ideal esnek halkadir. R
tizerindeki biitiin esnek halkalar ve idealler i¢in asagidaki kiimeleri verebiliriz.

e Es(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde esnek halka}

e Esi(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde esnek ideal}

e Es(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde giiclii esnek halka}

e Esi(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde giiclii esnek ideal}

e Esa(R)={ (F,A)| (F,A) R iizerinde esnek halka}

e Esia(R)={ (F,A)| (F,A) R iizerinde esnek ideal}

e Esa(R)={ (F,A)| (F,A) R iizerinde giiclii esnek halka}

e Esia(R)={ (F,A)| (F,A) R iizerinde giiglii esnek ideal}

Acik olarak sifir ve tam esnek kiimeler R iizerinde esnek ideallerdir.
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Tanmm 3.2.2.(F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R, lizerinde esnek kiimeler ve (¢@,y)
:(F,A) —>(G,B) olsun. Eger ¢:R;— R, halka homomorfisi ise (@, ) ye esnek halka
homomorfisi denir. Eger ¢ bir izomorfi, i bire-bir ve 6rten ise (@, ) ’ye esnek halka
izomorfisi denir. Bu durum (F,A)=r(G,B) seklinde gosterilir. Ac¢ik olarak “=g”

bagintis1 esnek halkalar tizerinde bir denklik bagintisidir.

Onerme 3.2.1.R bir halka, @ # I c R ve & # A c E olsun. Bu takdirde;
i) (¢,;-A) Riizerinde esnek halka (ideal) dir. < I, R’nin bir alt halkasi (ideali)

dir.
ii) (d,r-A) A parametreli en biiyiik esnek idealdir.

iii) (P4 0,-A) A parametreli en kiigiik esnek idealdir.

Ispat:

i) Acik¢aVaeA i¢ind,,(a)=l dir. Buradan (,;,A) R lizerinde esnek halka
(ideal) ise I'nin R halkasinin bir alt halkasi (ideali) oldugu kolaylikla goriiliir. Benzer
sekilde I, R’nin bir alt halkasi (ideali) ise (¢, ;,A) R iizerinde esnek halka (ideal) dir.
ii) - iii) 1) ile ispatlar1 agiktir.

Ornek 3.2.1.

1) R bir halka iseF:R — P(R), F(r)=<r>ile tanimlanan (F,R) ikilisi R
tizerinde esnek idealdir.

2) R birim elemanli bir halka ise F:R — P(R), F(x)={r|rx =xr}ile tanimlanan

(F,R) ikilisi R iizerinde esnek halkadir. Ustelik (F,R) R iizerinde esnek idealdir < R
bir degismeli halkadir.

3) M (), U Tzerindeki biitin nxn tipindeki matrislerin kiimesi ve
FM, () - PM, (U))bir dontlistim olsun. FX)={Y.X|Y eM, (U)}ile
tanimlanan(F, M, (U )) ikilisi M _(UJ) halkas: {izerinde esnek halkadir, fakat esnek
ideal degildir.
4) F:Z, > P(Z,)

F(0)=F (5 ) = F(é_l) =7, ,F(i)ZF(g)ZF (5) = {6,5,4_1 }ile tanimlanan (F,Z )

esnek kiimesi Z, iizerinde bir esnek halkadir.
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Teorem 3.2.1.{(F,A,)| ie A} R lizerinde esnek halkalarin (ideallerin) bir ailesi

olsun. Bu takdirde;

i) N(F,A,) bostan farkli esnek kiime ise [)(F,A,)R iizerinde esnek halka

ieA ieA
(ideal) dir,
ii) 6 (F,A)) bostan farkli esnek kiime ise ¢ (F,A,;) R iizerinde esnek halka
ieA ieA
(ideal) dir,
iiiy Her ae UA, i¢in {F(a)| i€A(a)} kiimelerin bir zinciri ise U(F,A;)R
ieA ieA

tizerinde esnek halka (ideal) dir,

iv) o (E,A,) bostan farkli esnek kiime ve VaeA,i¢in {E(a)| i€EA}
ieA

ieA

kiimelerin bir zinciri ise ¢ (F,A,) R lizerinde esnek halka (ideal) dir,
ieA

V) Her i,jE A, i#j i¢in AiNA=O ise U(F,A;) R iizerinde esnek halka (ideal)

ieA
dir,
vi) /}\ (E,A,) R iizerinde esnek halka (ideal) dur,

vii) A=JJA,ve VY(a),_, €A i¢in {F(a,)| i€A} kiimelerin bir zinciri ise

ieA

\{\(E,Ai) R iizerinde esnek halka (ideal) dir.

Ispat:
i) N(E,A,)=(F, nA,) olsun. Her a € M A, olmak iizere F(a)R’nin bir alt
ieA

ieA ieA

halkasi (ideali) dir. Teorem 2.3.3 ile f{\\ F.(a)R’nin bir alt halkas1 (ideali) dir. Yani

F(a) R’nin alt halkasi (ideali) dir. Buradan ()(F,A,)R iizerinde esnek halka(ideal)

ieA
dir.
ii) .6A(F[,Al.) =(F, UA,) olsun. ae UA, olmak iizere A(a)={i|acA,} icin

ieA ieA

N F(a) R’nin alt halkasi (ideali) dir. Yani F(a)R’nin alt halkasi (ideali) dir.

ieA(a)

Buradan _6A(F,-aA,-) R iizerinde esnek halka(ideal) dir.
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i) U(E,A,)=(F, UA,) olsun. ae UA,ve A(a)={i|acA,} olmak lizere {
ieA ieA

ieA

F(a)| i€ A(a)} bir zincir oldugundan k() )Fi(a)R ‘nin alt halkas1 (ideali) dir. Yani
F(a)R’nin alt halkas (ideali) dir. Buradan U(F,A,)R lizerinde esnek halka (ideal)
ieA

dir.

iv) iii)'ye benzer sekilde yapilir.

V) U(E,A)=(F, UA,) olsun. ae A isedie A oOyle ki acA, dir
ieA ieA

ieA
A(a)={i|aeA,} olmak tizere F(a)=F(a) ve F(a) R’nin alt halkas1 (ideali)

oldugundan F(a)R’nin alt halkas1 (ideali) dir. Buradan U(E,A,) R iizerinde esnek

ieA

halka(ideal) dir.
vi) _/}\(FnA,-) =(F,TTA,) olsun. V(a,)e[]A, icin F(aq,) R’nin alt halkas:

ieA ieA

(ideali) oldugundan 0 F.(a,)R’nin alt halkas: (ideali) dir. Yani V(a,) € []A, i¢in

ieA

F(a,) R’nin alt halkas1 (ideali) dir. Buradan /\A (F,A,) R iizerinde esnek halka(ideal)

dir.

Ornek 3.2.2.R=[1 ,A=20 veB=3[ olsun.

F(x)={2nx|n el}veG(x)={3nx|n ell}seklinde tanimli

F:A— P(R)veG:B— P(R)

kiime degerli fonksiyonlar1 dikkate alinsin. C=A N B=6[] olmak iizere;
(F,A)N(G,B)=(H,C) olsun. VxeC i¢in HX)=F(x)NG(x)=6x1 , Fx)=2x ve
G(x)=3 xJ halkalarinin alt halkalaridir. Sonug olarak (F,A)((G,B), (F,A) ve (G,B)
nin bir esnek alt halkasidir.

Teorem ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1. @ #ACE olsun. Bu takdirde;

i) (Es:a(R), ©) tam kafestir,

ii) (Esia(R), ©) tam kafestir.
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Teorem 3.2.2.Her i€ Aigin (F,A,)R; iizerinde esnek halkalar (idealler) olsun. Bu

takdirde, X(E,A,) [ IR, iizerinde bir esnek halka (ideal) dur.

ieA

Ispat: .XA(F,-aA,-) =(F,TTA,) olsun. V(a,) € [TA, i¢in F(q,) R, nin alt halkasi (ideali)
e ieA

ieA

oldugundan Teorem 2.3.4 ile []FE/(q,) []R, nin alt halkas1 (ideali) dir. Yani F(a,)
ieA

ieA

[IR, nin alt halkas: (ideali) dir. Buradan .><A(FI.,A1.) [IR, flizerinde esnek halka

ieA ieA

(ideal) dur.

Tanmm 3.2.3.(G,+) degismeli bir grup ve {(F,A))| ieA} Giizerinde esnek
kiimelerin bir ailesi olsun.

i) A=A, veVae A i¢in, A(a)={ilacA,} olmak iizere F(a)= Z F(a)

ieA ieA(a)
seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine {(F,,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin

toplami denir ve UZ (E.,A,)notasyonu ile gosterilir.
ieA

i) A=nA,veVaec A i¢in F(a)= ZE(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek

ieA ieA
kiimesine {(F,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin daraltilmis toplami denir ve

mz (F.,A,) notasyonu ile gosterilir.

ieA

iii) A=TJA,veV(q),, €A i¢in F(a)=) F(a)seklinde tanimlanan (F,A)

ieA icA
esnek kiimesine {(F,,A,)| i € A} esnek kiimeler ailesinin kartezyen toplami denir ve

xY_ (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

ieA
Teorem 3.2.3. {(F,A,)| ieA} R flizerindeesnek ideallerin bir ailesi olsun. Bu
takdirde;
i) UZ (F,A,) Riizerinde esnek idealdir,
ieA

ii) NA, =Jise mz (F,A,) R uizerinde esnek idealdir,

ieA A

iii) xz (F,A,) Riizerinde esnek idealdir.

ieA
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ispat :
i) UZ(FwA,-) =(F, UA,) olsun. ae UA,olmak ilizere A(a)={i|laeA,} i¢in
ieA

ieA ieA

F.(a) R’nin idealidir. Teorem 2.3.2 ile Z F.(a) R’nin idealidir. Yani F(a)R’nin

ieA(a)

idealidir. Buradan uz (F,A,) Riizerinde esnek idealdir.

ieA

i) mZ(Fl.,A[) =(F, QAI') olsun. a e qu. icinF(a) R’nin idealidir. Teorem 2.3.2
ieA e e

ile Z F(a) R’nin idealidir. Yani F(a)R’nin idealidir. Buradan (\Z(E,Ai) R

ieA(a) ieA
uzerinde esnek idealdir.

iii) 1) ve i1)'ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.2.4.(F,A), (G,B), (H,C) R iizerinde giiglii esnek idealler olsun. Bu
takdirde;
i) (F,A)U | (G,B) Riizerinde esnek idealdir,

ii) ANB=# @ise (F,A)U _(G,B) R iizerinde esnek idealdir,
i) (F,A)U , (G,B) R iizerinde esnek idealdir,
iv) “c” bagntisina gore Sup{(F,A),(G,B)}=(F,A) + (G,B),
V) ANB# @ ise “<” bagintisina gore Inf{(F,A),(G,B)}= (F,A)(G,B),
vi) ANB# @ ise “E” bagmtisina gore Inf{(F,A),(G,B)}= (F,A)+_ (G,B),
vii)  “E” bagintisia gore Sup{(F,A),(G,B)}= (F,A)6 (G,B),
vii) BNC+# @ ve (F,A) < (G,B) ise
(F,A)+ [(G, B)n(H, C)] =(G,B)n [(F,A) +, (H, C)] ,
ix) ANC#0@ve (F,A)E(G,B)ise
(F,A)+, [(G, B)o6 (H, C)] =(G,B)o [(F,A) +. (H, C)] .
Ispat:
i) (F,A)U (G,B)=(K,AuUB)olsun. ce AuUBolmak iizere; eger ce A\B veya
ceB\A ise K(¢) R’nin idealidir. Eger ce ANB ise F(c)[] G(c¢) R’nin idealidir.
Yani K(c) R’nin idealidir. Buradan (F,A)U  (G,B) R iizerinde esnek idealdir.

ii) (F,A)U _(G,B)=(K,AnB)olsun. Agtk¢a ce AnB ise F(c)ll G(c) R’nin
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idealidir. Yani K(c¢) R’nin idealidir. Buradan (F,A)U . (G,B) R iizerinde esnek
idealdir.
i) (F,A)U | (G,B)=(K,AxB)olsun. (F,A) ve (G,B) R {lizerinde esnek idealler
oldugundan V(a,b)e AxB i¢in F(a )l G(b) R’nin idealidir. Yani K(c) R’nin
idealidir. Buradan (F,A)[] A (G,B) R iizerinde esnek idealdir.
iv) Acik olarak (F,A)c(F,A)+, (G,B) ve (G.B)c(F,A)+, (G,B) dir. Diger
yandan (H,C)e Esi(R) i¢in (F,A)c(H,C) ve (G,B)c(H,C) ise AcC, BcC ve
F(x)c H(x), G(x)cH(x) dir. Bodylece AuBcC ve xeAuB igin
F(x)+G(x)c H(x) olur. Buradan (F,A)+ (G,B) c(H,C) dir. Dolayisiyla
Sup{(F,A), (G,B)} = (F,A)+ (G,B) olur.
V) iv) ye benzer sekilde yapilir.
vi) Acik olarak (F,A)+_.(G,B)6 (F,A) ve (F,A)+.(G,B)6 (G,B) dir. Diger
yandan (H,C)e Esi(R) i¢in (H,C)6 (F,A) ve (H,C)6 (G,B) ise CcA, CcB ve
F(x)cH(x), G(x)cHx) dir. Boylece CcAnB ve xeC igin
F(x)+G(x)cH(x) olur. Buradan (H,C)6 (F,A)+_.(G,B)dir. Dolayisiyla
Inf{(F,A), (G,B)} = (F,A) +,. (G,B) olur.
vii)  vi) ye benzer sekilde yapilir.
viii) (F,A) +, [(G,B)N(H,C)]=(P,AU(BNC)) ve
(G,B)N[(F,A)+_ (H,C)]=(Q, Bn(AUC)) olsun.

Acik¢a A B oldugundan AU(BNC)=Bn(AuUC) dir.
xe AU (BN C)olmak tizere;

LIEger xe ABNC ise xe AnB ve xe A\C dir.
Buradan P(x) = F(x) ve Q(x)=G(x) N F(x) = F(x) yani P(x)=Q(x) olur.

LWEger x e (BNC)\A ise xeB\A ve xeC\A dir.
Buradan P(x) = G(x) " H(x) ve Q(x) = G(x) nH(x) yani P(x)=Q(x) olur.

LUIEger xe AN(BNC) ise
P(x)=F(x) +[G(x) " H(x)] ve Q(x) = G(x) N [F(x) + H(x)] dir. Teorem ile P(x)=Q(x)
dir. Buradan (F,A)+_[(G,B)N(H,C)]=(G,B)N[(F,A)+_ (H,C)] olur.

ix) viil)'ye benzer sekilde yapilir.

37



Ornek 3.2.3.R=[] , A={2n| nel] } ve B={3n| nell } olsun.
R halkasi tizerinde F:A — P(UJ) ve G:B— P(UJ) doniisiimleri Vk €[] igin
0 , x=0 0 , x=0

F(x):{l{cﬂ} , x €20\ 250 VeG(x):{;}D , x €20\ 241D
seklinde tanimlasinlar.

Acik olarak (F,A) ve (G,B) R halkas1 iizerinde esnek ideallerdir.

(F,A)+_ (G,B)=(H,AUB) olsun. Vx e AUB i¢in

F(x) ,2|x ve3 (&

H(x) =< G(x) ,3|x ve 2 (&
F(x)+G(x) ,6|x

K L xe2 0\, k21, 3 G
0 , 2 (& ve 3|x
kD20 xe2f0\ 20, k21, 3 x
{0} ,x=0

seklindedir.
(F,A)+. (G,B)=(K,AnB) olsun. VxeAnB={6n|nel } i¢in

K(x)=F(x)+G(x):{ ’{‘g}”kﬂ ’;i"ﬂ \2M10, k21, 3
seklindedir.
Acikca (F,A)+  (G,B) ve (F,A)+,. (G,B) R iizerinde esnek ideallerdir.
(F,A)U _ (G,B)=(H,AUB) olsun. Vx e AUB i¢in

F(x) ,2|x ve3 (&
H(x) =< G(x) ,3|x ve 2 (&
F(x)-G(x) ,6]x

kO ,xe2f0\2"'0, k>1, 30w
0 , 2 (B ve 3|x
k2t L xe2M0\29'0, k=1, 3 x
{0} ,x=0

seklindedir.
(F,A)U _(G,B)=(K,ANB) olsun. Vxe ANB={6n|nell } i¢in
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240 2f0\ 240, k>1
K(x)= F(x)0 Gx)=1 © X €202, k21, 3]
{0} ,x=0
seklindedir.
Acikca (F,A)+_ (G,B), (F,A)+ (G,B), (F,A)0 (G,B) ve (F,A)J _(G,B)

R lizerinde esnek ideallerdir.

Teorem 3.2.5. (F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R, lizerinde esnek kiimeler ve (¢@,y)

:(F,A) —(G,B) esnek halka homomorfisi olsun.
i) w bire-bir ve orten olmak iizere (F,A) Riizerinde esnek halka ise (¢(F),B) R,

tizerinde esnek halkadir.

ii) Eger ¢ oOrten,ir bire-bir ve (F,A) Rjilizerinde esnek ideal ise(¢4(F),B) R,
tizerinde esnek idealdir.

iii) (G,B) R, iizerinde esnek halka (ideal) ve (¢ '(G),A) bostan farkli esnek
kiime ise (¢ '(G),A) R iizerinde esnek halka (ideal) dir.

Ispat.

i) yeB olsun. y orten oldugundan dxe A Gyleki w(x)=y’dir. F(x) R;’in alt
halkast ve Teorem 2.3.6. i) ile @(F(x)) Ry’nin alt halkasidir. Ayrica y bire-bir
oldugundan @(F)(y) =@#(F(x)) Ry’nin alt halkasidir. Buradan (¢(F),B) R, lizerinde
bir esnek halkadir.

ii) y€ B olsun. ¢orten oldugundan Ix € A Oyleki @(x) =y ’dir. (F,A) Rjiizerinde
esnek ideal oldugundan Vx e Aicin F(x) R;’in idealidir.ve Teorem 2.3.6.ii) ile
#(F(x)) Ry’nin idealidir. Ayrica w bire-bir oldugundan @(F)(y) =@(F(x)) Ry’nin
idealidir. Buradan (¢(F),B) R, tizerinde bir esnek idealidir.

iii) Vx €A i¢in w(x)€B ve (G,B) R; lizerinde esnek halka (ideal) oldugundan G(
w(x)) Ry’nin alt halkas1 (ideali) dir. Ayrica Teorem 2.3.6. iii) ve iv) ile Vx € A igin
¢ (G(w(x))) Ry’in alt halkas: (ideali) dir. Buradan (¢ '(G),A) R; iizerinde esnek
halka (ideal) dir.

Sonu¢ 3.2.2.¢:R;—R, halka homomorfisi, (F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R;

uzerinde esnek halkalar olsun.
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i) H:A— P(R,) H(x)=¢(F(x)) ile tanimlanan (H,A) esnek kiimesi R,
tizerinde bir esnek halkadir ve (¢,1,):(F,A)—(H,A) esnek halka homomorfisidir.

ii) ¢ 6rtenhomomorfi ~ olmak  iizere, K:B— P(R))K(y)=¢"'(G(y)) ile
tanimlanan (K,B) esnek kiimesi R, {izerinde bir esnek halkadir ve (¢,1;):(K.B)—>

(G,B) esnek halka homomorfisidir.

Teorem 3.2.6.(F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R, lizerinde esnek kiimeler, (F,A) R;
lizerinde esnek halka (ideal) olsun. Eger (F,A)=, (G,B) ise (G,B)’de R, lizerinde
esnek halka (ideal) dir.

Ispat: (F,A)=, (G,B) ise bir (4,w):(F,A)—(G,B)halka izomorfisi mevcuttur.
w : A — Bbire-bir ve Orten bir doniisiim oldugundan VyeB i¢in Jx e A dyle ki
w(x)=y ve ¢(F(x))=G(w(x))=G(y) dir. Teorem 2.3.6. ile ¢#(F(x)) Ry’nin alt
halkasi (ideali) dir. Yani G(y)R;’nin alt halkasi (ideali) dir. Buradan (G,B) R,

tizerinde esnek halka (ideal) dir.

Onerme 3.2.2.(F,A), (G,B), (H,C) sirastyla R;, Ry ve Rj iizerinde esnek kiimeler
olsun. Eger (g,v):(F,A)—>(G,B) ve (¢,7):(G,B)—> (H,C) esnek halka
homomorfileri ise (pog@,y oy ):(F,A) —> (H,C) esnek halka homomorfisidir.
Ispat:Onerme 3.4. i) ile (po¢,yow):(F,A)— (H,C) esnek fonksiyondur. Ayrica
¢ :R, —> R, ve ¢:R, > R, halka homomorfisi olduklarindan Teorem 2.3.5. ii) ile
@o¢:R, —> R, halka homomorfisidir. Buradan (¢og,yoy):(F,A) - (H,C) esnek
halka homomorfisidir.

Tamim 3.2.4. (F,A) ve(G,B) R fizerinde iki esnek halka olsun. (F,A) ’ya (G,B) ’nin

esnek alt halkasi denir <

ii) Vx € Des(F,A) i¢in F(x), G(x) in alt halkasidir.

Bu durum (F,A) <; (G,B)notasyonu ile gosterilir.
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Ornek 324. R = A = 20ve B = 60cA olsun.F(x)={nx|nel}ve
G(x) ={5nx |n el } seklinde taniml1

F:A—> P(R)veG:B— P(R)

kiime degerli fonksiyonlar1 dikkate alinsin. Kolayca goriilir ki Vx e Bigin
G(x)=5x], F(x)=x in althalkasidir. Boylece (G,B),(F,A) nin esnekalt
halkasidir.

Teorem 3.2.7. (F,A) R iizerinde bir esnek halka ve {(H,,K,)|i € I} (F,A) 'nin esnek

alt halkalarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki ozellikler
gerceklenir.

iv) DI (H,,K,), (F,A) 'nin bir esnek alt halkasidur,

V) le/\l (H,,K,), te/\I (F,A) 'nin bir esnek alt halkasidir,
vi) Eger Vi,jel igin K,NK, = ise i\E/I(Hl.,Ki) , i\ell (F,A) nin bir esnek alt
halkasidir.

Ispat.

i) Acikca QK,- cAdir. Vielicin (H,K,)<; (F,A) oldugundan Va, €K, i¢in
H,(a,), F(a,) nin alt halkasidir. Ustelik Q}Hi(al.), F(a;) ’nin alt halkasidir. Yani () (

iel

H,,K,)<; (F, A) olur. Buradan ﬂ[ (H,.,K,), (F,A)' nin esnek alt halkasidir.

ii) Her ie/l i¢in (H,K,)<; (F,A) oldugundan K,c A ve Vg, eK, icin

H,(a,), F(a;) 'nin alt halkasidir. Dolayisiyla HKl. gHA ve (al.)eHKl. icin
iel iel iel

H,(a,), F(a,) nin alt halkasi olur. Ustelik NH,(a), NF(a)nin alt halkasidur.

Buradan ,-/e\z(Hi’K") <x le/\] (F,A)dir. Yani ,-/e\z(Hi’K") , le/\] (F,A) 'nin esnek alt

halkasidir.

iii) i1)ye benzer sekilde yapilir.

3.3. Esnek Modiiller
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Esnek modiil kavrami ilk kez Sun ve ark. (2008) tarafindan ele alinmistir. Bu
boliimde esnek modiillerin yapisi, temel 6zellikleri ve sonuglar arasindaki iligkiler
degerlendirilmistir.

Bu boliim boyunca M bir R-modiil olarak alinacaktir.

Tanim 3.3.1.(F,A) M iizerinde bir esnek kiime olsun. Eger Vx € Des(F,A) i¢in F(x)
e S[M] ise (F,A)’ya M iizerinde esnek modiil denir. A¢ik olarak M {izerindeki sifir
ve tam esnek kiimeler esnek modiillerdir. M iizerindeki biitiin esnek modiiller i¢in
asagidaki kiimeleri verebiliriz.

e Esm[M]={ (F,A)| ACE, (F,A) M {izerinde esnek modiil}

e Esm[M]={ (F,A)| ACE, (F,A) M {izerinde gii¢lii esnek modiil}

o Esma[M]={ (F,A)| (F,A) M iizerinde esnek modiil}

o Esma[M]={ (F,A)| (F,A) M iizerinde giiclii esnek modiil}

Tanim 3.3.2.(F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M, lizerinde esnek kiimeler ve (¢, ):
(F,A —(G,B) olsun. Eger ¢ :M; - M;,modiilhomomorfisi ise (@, ) ye esnek modiil
homomorfisi denir. Eger ¢ bir izomorfi,y bire-bir ve oOrten ise (¢,y)’ye esnek
modiilizomorfisi denir. Bu durum (F,A)=\(G,B) seklinde gosterilir. Acgik olarak

bh

“=\” bagintis1 esnek modiillerin kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir.

Ornek 3.3.1.
1) M bir modil ve N, M’nin bir alt modilii ise (¢, ,A) esnek kiimesi M

uzerinde bir esnek moduldir.
2) Fl - P(U),F(n)=2nl ile tanimli (F,[J ) ikilisi [J {izerindebir esnek

modildir.

Teorem 3.3.1.{(F,,A,)| ie A} M iizerinde esnek modiillerin bir ailesi olsun. Bu

takdirde;
i) N(E,A,)bostan farkli esnek kiime ise [)(E,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

ieA ieA

ii) 6 (F,A;)bostan farkli esnek kime ise ¢ (F,A;) M lzerinde esnek

ieA ieA

modildiir,

iii) Her ae UA, i¢in {F(a)| i€A(a)} kiimelerin bir zinciri ise U(F,A,)M
ieA

ieA
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tizerinde esnek modiildiir,
iv) o (E,A,)bostan farkli esnek kiime ve VaenA;igin {F(a)| €A}
ieA ieA
kiimelerin bir zinciri ise o (F,A,;) M iizerinde esnek modiildiir,
ieA

V) Heri,je A, i#j icin AinA= ise U(E,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

ieA
vi) /}\ (E,A,) M iizerinde esnek modiildiir,
vii) A=]JA,veV(q,)€ A icin {F(a,)| i€ A } kiimelerin bir zinciri ise Y\(E,A[)
ieA ie

M tizerinde esnek modiildir.

Ispat:
i) N(F,A,)=(F, nA,) olsun. Her a € hAA" olmak tizere F.(a) M’nin bir alt
ieA ie

ieA

modiiliidiir. Teorem 2.4.2 i) ile N F.(a) M’nin bir alt modiiliidiir. Yani F(a) M’nin

alt modiiliidiir. Buradan ((E,A,)M iizerinde esnek modiildiir.
ieA

ii) '6A(Fi,Ai) =(F, UA,) olsun. ae UA,olmak lizere A(a)={i|acA,} icin
i€ ieA

ieA

' Q )E(a) M’nin alt modiiliidiir. Yani F(«) M’nin alt modiiliidiir. Buradan A(')A(FI.,AI.)

M tizerinde esnek modiildir.

iii) U(E,A,)=(F, UA,) olsun. ae UA,veA(a)={ilacA,} olmak lizere {
ieA

ieA ieA

F.(a)|i€ A(a) } bir zincir oldugundan k(J )Fi(a) M'nin nin alt modiliidiir. Yani F(a)

M’nin alt modiiliidiir. Buradan U (F,,A,) M iizerinde esnek modiildiir.
ieA

iv) iii)'ye benzer sekilde yapilir.
V) U(E,A)=(F, UA,) olsun. aeUAisedie A oOyle ki acA, dir.
ieA ieA

ieA
A(a)={i|a € A,}olmak lizere F(a)=F(a) ve F.(a) M’nin alt modiilii oldugundan

F(a) M’nin alt modiiliidiir. Buradan U (F,A,) M lizerinde esnek modiildiir.

ieA
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vi) A/}\(Fi,Ai):(F, [TA,) olsun. V(a,)e[]A,icinF(q,) M’nin alt modiili

ieA ieA

oldugundan Teorem 2.4.2. ile N F.(a;) M’nin alt modiiliidiir. Yani V(q,) € [TA, icin

ieA
F(a,) M’nin alt modiiliidiir. Buradan /\A (F,A,;) M iizerinde esnek modiildiir.

Teorem 3.3.1. ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.3.1. @ #ACE olsun. Bu takdirde (Esma[ M ], €) tam kafestir.

Teorem 3.3.2.{(F,A,)| ie A} M iizerinde esnek modiillerin bir ailesi olsun. Bu

takdirde ><A(E LA)) H M, iizerinde bir esnek modiildiir.

ieA
Ispat: x (F,A)=(F.TIA;) olsun. V(a)e[]A,i¢inF(a) M, nin alt modili
= ieA ieA

oldugundan Teorem 2.4.2. ii) ile [1F () [IM, 'nin alt modiilidir. Yani F(a,) [IM,
ieA

ieA ieA
‘nin alt modiiliidiir. Buradan AxA(Fi,Ai) [IM, iizerinde esnek modiildiir.
= ieA
Teorem 3.3.3. {(F,,A,)| i€ A} M iizerinde esnek alt modiillerin bir ailesi olsun. Bu

takdirde;
i) uz (E,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

ieA

ii) NA, =#ise mz (F,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

ie ieA

iii)  x) (F,A,) M iizerinde esnek modiildiir.

ieA
Ispat:
i) uZ(E,Ai) =(F, UA,) olsun. ae UA,olmak ilizere A(a)={i|lacA,} i¢in
icA ieA ieA

F.(a) M’nin alt modiilidiir. Teorem 2.4.3. ile Z F.(a) M’nin alt modiiliidiir. Yani

ieA(a)

F(a) M’nin alt modiiliidiir. Buradan UZ (FE,A,) M iizerinde esnek modiildiir.

ieA

i) mZ(Fl.,Ai) =(F, nA,) olsun. a € nA,iginE(a) M’nin alt modiiliidiir. Teorem
ieA

ieA ieh
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243. ile Z F.(a) M’nin alt modiilidiir. Yani F(a)M’nin alt modiilidiir. Buradan

ieA(a)

mZ(FI.,AI.) R iizerinde esnek modiildiir.

ieh
iii) 1) ve i1)'ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.4.(F,A) ve (G,B) sirastyla M; ve M, lizerinde esnek modiiller ve (@,y)
:(F,A) —(G,B) esnek modiilhomomorfisi olsun.

i) w bire-bir ise (¢(F),B) M, iizerinde esnek modiildiir.

ii) (¢ (G),A)bostan farkli esnek kiime ise (¢7'(G),A) M, iizerinde esnek
modildiir.

Ispat.

i) yeB olsun. y orten oldugundan Jx e A Oyleki w(x)=y’dir. F(x) M;’in alt
modiilii ve Teorem 2.4.5. i) ile @(F(x)) My ’nin alt modiilidiir. Ayrica y bire-bir
oldugundan Vy €B i¢in @¢(F)(y) =@(F(x)) My nin alt modiiliidiir. Buradan (¢(F),B)

M, iizerinde bir esnek modiildiir.

ii) VxeA icin w(x)eB ve (H,B) M, iizerinde esnek modiil oldugundan H(w(x))
My’nin alt modiliidiir. Ayrica Teorem Teorem 2.4.5. ii) ile VxeA i¢in
¢'(H(y(x))) M;in alt modilidir. Buradan (¢'(G),A) M, iizerinde esnek

modildir.

Sonu¢ 3.3.2.¢:M; —>M,modiilhomomorfisi, (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M,
tizerinde esnek modiiller olsun.

i) H:A— P(M,) H(x)=¢(F(x)) ile tanimlanan (H,A) kiimesi M, {izerinde
bir esnek modiildiir ve (4,1, ):(F,A)—(H,A) esnek modiilhomomorfisidir.

ii) ¢ drten ise K:B— P(M,)K(y )=¢"'(G(y)) ile tanimlanan (K,B) kiimesi M,
tizerinde bir esnek modiildiir ve (¢,1;) : (K,B) —=(G,B) esnek modiilhomomorfisidir.
Onerme 3.3.1.(F,A), (G,B), (H,C) sirastyla M;, M, ve M3 iizerinde esnek kiimeler
olsun. Eger (¢,w):(F,A) > (G,B) ve (p,7):(G,B) > (H,C) esnek

modiilhomomorfileri ise (peo @,y oy ):(F,A) = (H,C) esnek modiil homomorfisidir.
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Ispat: Onerme 3.4. i) ile (po@,yow):(F,A)— (H,C) esnek fonksiyondur. Ayrica
¢ M, > M, ve ¢: M, - M, modiil homomorfisi olduklarindan Teorem 2.4.6. ile
@o¢: M, > M, modiil homomorfisidir. Buradan (@o¢,y oy): (F,A) > (H,C) esnek
modiil homomorfisidir.

Tamm 3.3.3. (F,A)ve(G,B) M iizerinde iki esnek modiil olsun. (F,A)’ya (G,B)

’nin esnek alt modiilii denir <

ii) Vx € Des(F,A) icin F(x), G(x) in alt moduludur.

Bu durum (F,A) <, (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 3.3.4.7 R ve (F,A) M iizerinde bir esnek kiime olmak iizere Va € A igin G(
a)= rF(a) ile tanimh (G,A) esnek kiimesine (F,A) esnek kiimesinin r ile ¢carpimi
denir ve (rF, A) ile gosterilir. Agik olarak R degismeli bir halka ve (F,A) esnek
modiil ise (»F, A) esnek modiildiir ve (» F, A) c (F,A)dur.

Onerme 3.3.2. (F,A) ve (G,B) sirastyla M, ve M, iizerinde esnek kiimeler,
(¢,w):(F,A)—=(G,B) esnek modiil homomorfisi ve reR olsun. Bu takdirde
(rg,w):(F,A)—( r G,B) esnek modiil homomorfisidir.

Ispat: Tanim 3.3.2. ve Tamim 3.3.4. ile aciktir.
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4. SONUC VE ONERILER

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuclar sunlardir:

13 2

1. Esnek kiimeler ilizerinde “c” ve “0 “swralama bagintilari ve ikili islemleri
verilerek bunlara ait baz1 6zel sonuglar elde edilmistir. Ozel olarak, bir U kiimesi

(13 2

tizerinde taniml1 biitlin esnek kiimelerin ailesinin “c” ve “6 “bagintilarina gore tam

kafes ve sonsuz Vv -dagilimli kafes yapilarina sahip oldugu gosterilmistir.

2. Evrensel kiime iizerindeki ikili islemler yardimiyla esnek kiimeler tizerinde ikili
islemler verilerek esnek idealler, halkalar ve modiiller icin ikili islemlerin buradaki
etkileri incelenmistir.

3. Esnek cebirsel yapilarin kafes yapilari incelenmistir.

4. Halka ve modiil teorilerine ait bazi sonuglarin esnek yapilar iginde gegerli
oldugu gosterilmistir.

5. Esnek fonksiyon yardimiyla goriintii ve ters-goriintii tanimlarina ait 6zellikler
verilmigtir.

Bu ¢aligmada elde edilen sonuglar dikkate alinarak bazi 6neriler sunulmustur.
1.Esnek cebirsel yapilar yardimiyla klasik cebirsel yapilarin 6zellikleri incelenebilir.
2. Esnek kiimeler farkli cebirsel yapilar iizerinde yeniden degerlendirilip bu yapilara
ait oOzellikleri incelenebilir. Bu sekilde bircok matematiksel yapi esnek kiimeler
tizerinde yeniden ele alinabilir.
3.Esnek cebirsel yapilar, bu alanda c¢alisan diger arastirmacilara tanitilarak farklh

bilim dallar ile ortak ¢alismalar yapilmasi hedeflenebilir.
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