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1. GĐRĐŞ 
 

Günlük hayatta karşılaştığımız her olayı açıklamak ve kesin tanımlamalarda 

bulunmak her zaman mümkün olmayabilir. Bazı olaylar belirsizlikler ve doğrusal 

olmama özellikleri taşır. Belirsizliğin birçok çeşidine özellikle biyoloji, ekonomi, 

mühendislik, çevresel bilimler, sosyal bilimler ve tıp bilimleri gibi alanlarda sık 

rastlanmaktadır. Bundan dolayı bilim adamları belirsizliği anlamak ve buna uygun 

çözümler bulmak için birçok teori geliştirmeye başlamışlardır. Olasılık teorisi, 

bulanık kümeler teorisi (Zadeh, 1965), yaklaşımlı kümeler teorisi (Pawlak, 1982), 

esnek kümeler teorisi (Molodtsov, 1999) en iyi bilinen ve belirsizliği modellemek 

için sık sık kullanılan faydalı matematiksel yaklaşımlardan bazılarıdır.  

Bulanık küme teorisi ilk olarakZadeh(1965) tarafından ortaya atılmıştır. Bulanık 

mantığa göre evrendeki bir nesne, o evrendeki bir kümenin mutlaka elemanıdır ama 

eleman olma derecesi farklıdır. Bulanık mantık, dilsel değişkenler yardımıyla biraz 

sıcak, ılık, uzun, çok uzun, soğuk gibi günlük hayatımızda kullandığımız kelimeler 

yardımıyla insan mantığına en yakın doğrulukta denetimi sağlayabilir. Bulanık 

mantık denetleyici kullanılarak elektrikli ev aletlerinden oto elektroniğine, gündelik 

kullandığımız iş makinelerinden üretim mühendisliğine, endüstriyel denetim 

teknolojilerinden otomasyona kadar her alanda uygulama alanı bulabilir. 

Bulanık küme kavramı uygulamalı bilimlerde kullanım alanı bulduğu kadar 

teorik bilimlerde de kullanılmaktadır. Rosenfeld(1971) bulanık küme kavramını 

kullanarak bulanık grup teoriyi geliştirmiştir. Bulanık grup teorinin temel özellikleri 

klasik grup teorideki sonuçlar kullanılarak elde edilmiştir. Çok sayıda araştırmacı 

cebirsel yapıların bu yeni kavramın özelliklerini çalışmışlardır. Liu (1983) bulanık 

grupları kullanarak daha karmaşık bulanık cebirsel yapılar olan bulanık halkalar ve 

bulanık idealler üzerinde çalışmıştır. Daha sonraNanda (1986) bulanık küme kavramı 

cisim ve lineer uzaylara uyarlayarak yeni bir kavram ortaya atmıştır. 

Belirsizliğe farklı bir yaklaşım olan esnek küme teori ise ilk 

olarakMolodtsov(1999)tarafından yılında belirsizliğe farklı bir yaklaşım olarak 

tanımlandı.Esnek kümeler birçok yönü ile zengin bir uygulama potansiyeline 

sahiptir. Bu uygulamalardan birkaç tanesi Molodtsov (1999, 2004, 2006) tarafından 

kendi çalışmasında incelenmiştir. Son yıllarda ise esnek kümeler üzerine yapılan 

çalışmalar hızlıca artmaktadır. 
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Molodtsov(1999) sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teori, 

yöneylem araştırması, Rienmann integrali, Peron integrali, olasılık teori, ölçüm teori 

gibi bir çok alana esnek küme teoriyi uyguladı. Daha sonra Maji ve ark. (2002)  

Pawlak’ın yaklaşımlı küme teorisi yardımıyla, bir karar verme probleminde esnek 

kümelerin bir uygulamasını yaptılar ve esnek kümelerde bazı işlemler tanımladılar. 

Maji ve ark. (2003) esnek küme işlemlerini tanımladılar. Chen ve ark. (2003, 

2005)esnek kümelerin parametre dönüşümlerini tanımladılar ve bir karar verme 

probleminde esnek kümelerin uygulamasınıgeliştirdiler.Molodtsov (2006) esnek 

küme teorisi üzerine dayalı bir analiz geliştirerek, esnek sayı, esnek türev, esnek 

integral gibi kavramları formüle etti.Ali ve ark. (2009) esnek kümelerde, iki esnek 

kümenin daraltılmış arakesiti, daraltılmış birleşimi, daraltılmış farkı ve genişletilmiş 

birleşimi gibi bazı yeni tanımları verdiler. 

Daha sonra esnek kümeler ve bunlara ait cebirsel özellikler de bazı 

araştırmacılar tarafından çalışılmaya başlandı. Đlk olarak Aktaş ve Çağman (2007) 

esnek küme teorisinin bulanık küme teorisi ve kaba küme teorisi ile olan ilişkisini 

incelediler. Ayrıca Molodtsov’un esnek küme tanımından yola çıkarak esnek grupları 

tanımladılar ve esnek grupların bazı özelliklerini incelediler. Jun(2008) esnek 

BCK/BCI-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarını ortaya atarak, onların bazı temel 

özeliklerini elde ettiler. Jun ve Park (2008) esnek kümeleri BCK/BCI-cebirlerine 

uygulayarak, BCK/BCI-cebirlerinde esnek kümelerin cebirsel özeliklerini tartıştı. 

Park ve ark. (2009) esnek WS-cebirleri üzerine bir çalışma yaptı. Feng ve ark. (2008) 

esnek küme teorisini kullanarak esnek yarı halkaları ve bunlarla ilgili bazı özelikleri 

incelediler. Sun ve ark. (2008) esnek modülleri tanımlayarak modüller yardımıyla 

bazı temel özellikleri elde ettiler. Jun ve ark. (2009) değişmeli esnek ideal kavramını 

vererek değişmeli idealistik esnek BCK cebirlerini incelediler. Jun ve ark. (2011) 

esnek p-idealler ve p-idealistik esnek BCI-cebirleri kavramlarını ortaya koydular ve 

BCI-cebirlerinde p-ideallerin karakterizasyonunu verdiler. Jun ve ark. (2009) esnek 

d-cebirler, esnek d*-cebirler, esnek d-idealler, esnek d*-idealler ve d-idealistik esnek 

d-cebirler kavramlarını vererek onlara ait bazı özellikleri incelediler. Jun ve Park 

(2009) esnek küme kavramını hilbert cebirlerine uyguladılar ve bunlara dair bazı 

özellikleri incelediler. Acar ve ark. (2010) esnek halkaları tanımladılar ve esnek 

halkaların bazı temel özelliklerini incelediler. Babitha ve Sunil(2009) esnek küme 
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bağıntısı kavramını ele aldılar ve bu kavramla ilgili denk esnek küme bağıntısı, 

bölüm, birleşim, fonksiyon gibi birçok kavramı tartıştılar. Çağman ve 

Enginoğlu(2010) esnek matrisleri ve onlarla ilgili işlemleri tanımladılar. Ayrıca bir 

esnek maksimum-minimum karar verme metodunu oluşturdular. Feng ve ark. (2010) 

bulanık kümeler, kaba kümeler ve esnek kümelerin hepsini birleştirmek için bir yapı 

oluşturdular. Kazancı ve ark. (2010) esnek BCH-cebirlerini tanımlayarak esnek 

kümelerin homomorfik görüntü ve homomorfik ters görüntü teoremlerini 

verdiler.Majumdar ve Samanta(2010) esnek dönüşüm kavramını verdiler ve onların 

bazı özellikleri üzerinde çalıştılar. Üstelik esnek dönüşüm altında bir esnek kümenin 

resmi ve ters resmi gibi yeni kavramlar verdiler. Liu ve ark. (2012) esnek halkaların 

bazı sınıflarını tanımlayarak esnek halkalarda birinci, ikinci ve üçüncü izomorfi 

teoremlerini verdiler.  Qin ve Hong (2010) esnek kümelerin kafes yapısını inşaa 

ettiler, esnek eşitlik kavramını incelediler ve bunlarla ilgili bazı özellikler elde ettiler. 

Xuve ark. (2010) vague esnek küme kavramını vererek bunlara ait özellikleri 

incelediler. Atagün ve Sezgin (2011) Molodtsov’un esnek kümelerle ilgili tanımını 

kullanarak bir halkanın esnek alt halkaları ve esnek idealleri üzerinde çalıştılar. 

Ayrıca bir cismin esnek alt cismi ve bir sol R-modülün esnek alt modüllerini ele 

alarak halkalar, cisimler ve modüllerin esnek alt yapıları arasındaki ilişkiyi ortaya 

koydular. Yamak ve ark. (2011) esnek hypergrupoid kavramını verdiler ve esnek 

hypergrupoidlerin L-alt hypergrupoidlerle olan ilişkisini inceledilr. Ayrıca esnek 

hypergupoidlerin bazı yeni özelliklerini elde ettiler. Çelik ve ark. (2011) esnek 

kümeler üzerinde yeni ikili işlemler verdiler ve esnek halkalarla ilgili yeni özellikler 

elde ettiler. Türkmen ve Pancar (2012) esnek alt modüllerin bazı özelliklerini ortaya 

koydular ve esnek alt modüllerin toplamı, direk toplamı gibi bazı yeni kavramları 

incelediler. 

Bu tezin amacı, esnek grup, esnek halka ve esnek modül yapılarını, temel 

özelliklerini ve bu yapılardan elde edilen sonuçlar arasındaki ilişkiyi araştırmaktır. 

Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır. Bölüm 1’de çalışmamızda temel olan 

bazı tanım ve teoremler ifade edilmiştir.  

Bölüm 2 ise üç kısımdan oluşmaktadır. Đlk kısımda esnek kümeler üzerinde yeni 

ikili işlemler tanımlanmış ve bunlara bağlı özellikler elde edilmiştir. Đkinci kısımda, 
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esnek grup, esnek halka ve esnek modül kavramları verilerek bunlara ait cebirsel 

özellikler incelenmiştir. 
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2. GENEL BĐLGĐLER 

2.1. Kafesler 

Bu kısımdaki kafeslerle ilgili Tanım ve Teoremler Birkhoff (1967) dan derlenmiştir. 

Tanım 2.1.1. L boştan farklı bir küme ve " ≤ "   L üzerinde bir bağıntı olsun. L’ye 

sıralı küme denir.  ⇔  

i)∀ a ∈L için a ≤ a  

ii) a∀ ,b ∈L için a ≤ b  ve b ≤ a  ise a =b  

iii) a∀ ,b , c∈L için a ≤ b  ve b ≤ c  ise a c≤  

L sıralı kümesi (L, ≤ ) notasyonu ile gösterilir. 

Tanım 2.1.2. (L, ≤ ) bir sıralı küme olsun.  

i) L’ye kafes denir ⇔ ∀ , La b∈ için Sup{ , }a b a= ∨ b  ve Inf{ , }a b a= ∧ b  

mevcuttur.  

ii) L’ye zincir denir⇔ ∀ , La b∈ için  a ≤ b  veya b ≤ a . 

iii) L’ye tam kafes denir ⇔ T L∀ ⊆  için SupT ve ĐnfT mevcuttur.   

iv) L’ye modüler kafes denir ⇔ L kafes ve  , , La b c∀ ∈ , a ≤ b  için 

( ) ( )a b c b a c∨ ∧ = ∧ ∨  .  

v) L’ye dağılımlı kafes denir ⇔ L kafes ve , , La b c∀ ∈ için 

( ) ( ) ( )a b c a b a c∨ ∧ = ∨ ∧ ∨ ve ( ) ( ) ( )a b c a b a c∧ ∨ = ∧ ∨ ∧  . 

Tanım 2.1.3. (L, )≤  bir kafes ve T L∅ ≠ ⊆ olsun. T’ye alt kafes denir. ⇔ , Ta b∀ ∈

için , T a b a b∨ ∧ ∈ dir. 

Tanım 2.1.4. L bir kafes, 0 L∈  ve Lx∀ ∈  için 0 x≤  ise L’ye alttan sınırlı kafes 

denir ve (L, ,0)≤  ile gösterilir. 1 L∈ ve Lx∀ ∈  için 1x ≤  ise L’ye üstten sınırlı kafes 

denir ve (L, ,1)≤  ile gösterilir. 

L kafesi üstten ve alttan sınırlı ise L’ye sınırlı kafes denir ve (L, ,0,1)≤  ile 

gösterilir. Aksi söylenmedikçe bütün kafesler sınırlı kafes olarak ele alınacaktır. 

Tanım 2.1.5. 1 2(L , ),  (L , )≤ ≤  sıralı kümeler ve 1 2: L Lf →  bir fonksiyon olsun. 
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 i) f ’ye sıra korur (artan) denir. 1,  La b⇔∀ ∈  için a b≤  ise ( ) ( )f a f b≤ . 

ii) f ’ye kafes homomorfisi denir. 1,  La b⇔∀ ∈ için ( )= ( ) ( )f a b f a f b∧ ∧  ve 

( )= ( ) ( ).f a b f a f b∨ ∨  

Tanım 2.1.6. (L,∨,∧)  bir tam kafes olsun. L’ye sonsuz ∨ -dağılımlı kafes denir.⇔

i, L,  a b i∀ ∈ ∈Λ için 
i i

) ( )i ia b a b
∈Λ ∈Λ

∧ ( = ∧V V . 

Sonsuz ∨ -dağılımlı kafeslere aşağıdaki örnekleri verebiliriz.  

Örnek 2.1.1. 

1) L=℘(A)  ailesi ‘’  ⊆   ’’ bağıntısı ilesonsuz ∨ -dağılımlı kafestir. 

2) L sonlu bir küme ve (L,≤ ) dağılımlı kafes ise  (L,≤ ) sonsuz ∨ -dağılımlı 

kafestir. 

3) L=[0,1] kümesi  ‘’≤ ’’bağıntısı ile sonsuz ∨ -dağılımlı kafestir. 

4) (L1,≤ ) ve (L2,≤ ) sonsuz ∨ -dağılımlı kafesler ise L1×L2 kümesi  ( ,a b )≤ ( ,c d )

⇔ a c≤  ve b d≤ bağıntısı ile sonsuz∨ -dağılımlı kafestir. 

NOT: Aksi söylenmedikçe L1×L2üzerindeki sıralama bağıntısı 4) de ifade edildiği 

gibi alınacaktır. 

2.2. Gruplar 

Bu kısımdaki Tanım ve Teoremler Bhattacharyave Jain(1972)'den derlenmiştir. 

Tanım 2.2.1. ∅ ≠  G bir küme ve ‘ ⋅ ’ G üzerinde bir ikili işlem olsun. G’ye bir grup 

denir. ⇔  

G1)∀ , ,x y z ∈  G için ( ) ( )x y z x y z⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ , 

G2)∃ e∈G öyleki ∀ x∈G için . .e x x e x= = , 

G3)∀ x∈G için ∃ y ∈G öyle ki . .x y y x e= = . 

Burada e  elemanına G grubunun birim elemanı denir. . .x y y x e= = ile gösterilir.Đkili 

işlem’’+’’ olarak alınırsa bazen 1x− yerine x− olarakta gösterilebilir. 

Tanım 2.2.2. (G,�) bir grup olsun.G’ye abel (değişmeli) grup denir ⇔ ∀ ,x y ∈G 

için . .x y y x= ’dir. 
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Tanım 2.2.3. (G,�)  bir grup ve ∅ ≠ H ⊆  G olsun. H’ye G’nin bir alt grubu denir 

⇔ ∀ ,x y ∈H için 1.x y− ∈H. Bu durum H≤G notasyonu ile gösterilir.G grubunun 

bütün alt gruplarının kümesi S(G) ile gösterilecektir. 

H alt grubuna G’nin bir normal alt grubu denir ⇔ ∀ x∈G için x -1H x ⊆H. Bu 

durum H( G notasyonu ile gösterilir. 

Teorem 2.2.1.{H | }i i∈Λ G’nin alt gruplarının bir ailesi olsun. Bu takdirde Hi
i∈Λ
∩ , 

G’nin bir alt grubudur. 

Teorem 2.2.2{ | }iG i∈Λ  grupların bir ailesi ve i∀ ∈Λ  için Hi ∈S( Gi )ise  Hi

i∈Λ
∏ ∈S( 

G i

i∈Λ
∏ ). 

Tanım 2.2.4. (G1,�) , ( G 2,o ) iki grup ve 1 2: G Gf → bir fonksiyon olsun. f ’ye bir 

grup homomorfisi denir. ⇔ ∀ ,x y ∈G1 için ( )= ( ) ( )f x x f x f y� o  ‘dir.  

Tanım 2.2.5. ƒ :G1→G2  birgrup homomorfisi olsun. Bu takdirde; 

i) f örten ise f ’ye bir epimorfi denir. 

ii) f bire-bir ise f ’ye bir monomorfi denir. 

iii) f bire-bir ve örten ise ƒ ’ye bir izomorfi denir. 

Eğer  ƒ :G1→G2  bir grup izomorfisi mevcut ise G1 ile G2 grubuna izomorftur denir 

ve G1≅  G2  ile gösterilir.  

Önerme 2.2.1. ƒ :G1→G2  bir grup izomorfisi ise 1
1 2: G Gf − →  bir grup 

izomorfisidir. 

Tanım 2.2.6. ƒ :G1→G2bir grup homomorfisi olmak üzere;  

ƒ (G)={ ( ) | Gf g g∈ } ve '

1

G
({ })={ G | ( )f e g f g e− ∈ = } kümelerine sırasıyla ƒ ’nin 

görüntüsü ve çekirdeği denir. Bu durum sırasıyla Res ƒ  ve Çek ƒ ile gösterilir. 
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Teorem 2.2.3. ƒ :G →G'  bir grup homomorfisi olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

özellikler sağlanır. 

i) '( )e eƒ =   

ii)∀α∈G için 1 1( ) [ ( )]a a− −ƒ = ƒ  

Teorem 2.2.4. ƒ :G →G'  bir grup homomorfisi olsun. Bu takdirde; 

i) H G≤ ise '(H) G 'dır.f ≤  

ii) ' 'H G≤ ise 1 '(H ) G 'dır.f − ≤  

iii) H G( ve f  örten ise '(H) G 'dır.f (  

iv) ' 'H G( ise 1 '(H ) G 'dır.f − (  

v) Res ƒ ≤G 

vi) Çek ƒ ( G 

2.3. Halkalar ve Đdealler  

Bu kısımdaki Tanım ve Teoremler Hungerford (1974) ve Fraleigh (1994) den 

derlenmiştir. 

Tanım 2.3.1. ∅ ≠  R bir küme ve “+” ve “ ⋅ ” R üzerinde tanımlı iki ikili işlem olsun. 

R’ye bir halka denir. ⇔  

R1) (R,+) değişmeli bir grup 

R2) (R, ⋅ ) yarı grup 

R3)∀ , , Ra b c∈  için ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅  ve ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅  

R bir halka olsun. Eğer Ra∀ ∈  için 1R ⋅ R1a a= ⋅ = a  olacak şekilde 1R R∈

mevcut iseR’ye birim elemanlı halka denir ve 1R elamanına da R halkasının birim 

elemanı denir. Eğer R halkası, ∀ ,x y ∈R için x y y x⋅ = ⋅ koşulunu gerçekliyor ise 

R’ye değişmeli (komutatif) halka denir. 

(R,+) abel grubunun birim elemanına R halkasının sıfır elemanı denir ve 0R =0 

ile gösterilir. Bu çalışmada bütün halkalar en az iki elemana sahip birim elemanlı bir 

halka olarak ele alınacaktır. 



9 
 

Örnek 2.3.1. 

1) n∈� \{0} için ( n ,� +, ⋅ ) birim elemanlı ve değişmeli bir halkadır. 

2) (� ,+, ⋅ ), (� ,+, ⋅ ), (� ,+, ⋅ ) birim elemanlı ve değişmeli halkalardır. 

3) n∈� \{0,1} için ( nM ( ),� +, ⋅ ) birim elemanlı bir halkadır. 

4) ∀ n, m∈� \{0,1} için ( n m ,×� � +, ⋅ ) birim elemanlı değişmeli bir halkadır. 

Teorem 2.3.1. R | }i i{ ∈Λ  halkaların bir ailesi ise 

( ) ( ) ( )i i i ia b a b+ = + ve ( ) ( ) ( )i i i ia b a b⋅ = ⋅  

ikili işlemleri ile R i

i∈Λ
∏  bir halkadır. 

Teoremde ifade edilen R i

i∈Λ
∏ halkasına R | }i i{ ∈Λ  halkalar ailesinin kartezyen 

çarpımı denir. 

(R,+) değişmeli bir grup ve {S | }i i∈Λ  R’nin boştan farklı alt kümelerinin bir 

ailesi olmak üzere 
1 2

{ ....... | S , 
n j ji i i i i

a a a a n+ + + ∀ ∈ ∈� \{0}} kümesine {S | }i i∈Λ  

ailesinin toplamı denir ve Si
i∈Λ
∑  ile gösterilir. 

Tanım 2.3.2.(R, +, ⋅ ) bir halka ve ∅ ≠ I ⊆  R olsun. I’ya R’nin bir alt halkası denir 

⇔ , Ia b∀ ∈  için Ia b− ∈  ve Ia b⋅ ∈ . 

Tanım 2.3.3.(R, +, ⋅ ) bir halka ve ∅ ≠ I ⊆  R olsun. I’ya R’nin bir sol (sağ) ideali 

denir ⇔ , Ia b∀ ∈  için Ia b− ∈  ve I ( I)r a a r⋅ ∈ ⋅ ∈ . Eğer I, R’nin sol ve sağ ideali 

ise I’ya R’nin ideali denir. Açık olarak I, R’nin bir ideali ise I, R’nin bir alt 

halkasıdır.  

{0} ve R, R’nin idealleridir ve bu ideallere R halkasının trivial idealleri denir.  

I,J R nin alt kümeleri olmak üzere, I⨀J={
n

i i

i

y z x
∈Λ

=∑ | yi∈I, zi∈J, n∈ ℕ\{0}} 

kümesine I ile J kümelerinin ideal çarpımı denir. Eğer I ve J R halkasının idealleri ise 

I⨀J kümesi de R halkasının idealidir. 

Açık olarak R halkasının bütün alt halkalarının ve ideallerinin kümesi  “⊆ ” 

bağıntısı ile sıralı kümedir ve bu kümeler sırasıyla A(R) ve I(R) notasyonları ile 

gösterilecektir. 
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Teorem 2.3.2. R bir halka {S | }i i∈Λ  R’nin ideallerinin boştan farklı bir ailesi ise 

Si
i∈Λ
∑  kümesi {S | }i i∈Λ  ideallerini kapsayan en küçük idealdir.  

Teorem 2.3.3. {S | }i i∈Λ R’nin alt halkalarının (ideallerinin) bir ailesi olsun. Bu 

taktirde Si
i∈Λ
∩ , R’nin bir alt halkası (ideali) dır. 

Sonuç 2.3.1. {S | }i i∈Λ R’nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde; 

i) Sup{S | }i i∈Λ = Si
i∈Λ
∑ veInf{S | }i i∈Λ = Si

i∈Λ
∩ , 

ii) (I(R), ⊆ )  tam kafestir. 

Teorem 2.3.4. {R | }i i∈Λ  halkaların bir ailesi olsun. Bu takdirde; 

i) i∀ ∈Λ içinSi ∈A( R i )ise  Si
i∈Λ
∏ ∈A( R i

i∈Λ
∏ ), 

ii) i∀ ∈Λ içinSi ∈ I( R i ) ise  Si
i∈Λ
∏ ∈I( R i

i∈Λ
∏ ). 

Tanım 2.3.4. R ve S iki halka olsun. : R Sφ → fonksiyonuna R’den S’ye bir halka 

homomorfisi denir. ⇔ ∀ ,x y ∈R için ( )= ( ) ( )x y x yφ φ φ+ +   ve ( )= ( ) ( )x y x yφ φ φ⋅ ⋅ .  

Tanım 2.3.5. φ :R →  S halka homomorfisi olsun.Eğer φ  birebir ve örten ise φ ’ye bir 

halka izomorfisidenir. 

Eğer  φ :R →  S bir halka izomorfisi mevcut ise R ile S halkalarına izomorftur 

denir ve R ≅  S ile gösterilir. 

Önerme 2.3.1. φ :R →S bir halka izomorfisi ise 1 :S Rφ − →  bir halka izomorfisidir. 

Tanım 2.3.6. φ :R →  S bir halka homomorfisi olmak üzere; 

R esφ ={ ( ) | Rr rφ ∈ } ve SÇek ={ R | ( ) 0r rφ φ∈ = } kümelerine sırasıylaφ

’ningörüntüsü ve çekirdeği denir. 

Teorem 2.3.5. φ :R→S ve θ :S→T halka homomorfileriolsun. Bu takdirdeθ φo :R

→T halka homomorfisidir. 

Teorem 2.3.6. ƒ :R→ 'R  bir halkahomomorfisi olsun. Bu takdirde; 

i) S∈A(R) ise f (S)∈A( 'R ) 
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ii) S∈I(R)  ise f (S)∈I( 'R ) 

iii) 'S ∈A( 'R )  ise 1f − ( 'S )∈A(R) 

iv) 'S ∈I( 'R )  ise 1f − ( 'S )∈I(R) 

v)Çekφ ∈I(R) ve Resφ ∈A(S) 

2.4. Modüller 

Bu kısımdaki Tanım ve Teoremler Hungerford (1974) ve Fraleigh (1994) den 

derlenmiştir. 

Tanım 2.4.1.  R bir halka ve (M,+) değişmeli grup olsun.        

: R×M M

( , )r p r p

⋅ →

→ ⋅
 

dönüşümü , R ve , Mr s p q∀ ∈ ∀ ∈  için 

( )

( )

( ) ( )

r p q r p r q

r s p r p s p

r s p r s p

⋅ + = ⋅ + ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

koşullarını sağlıyorsa M’ye (sol) R-modül denir. Eğer R birim elemanlı bir halka ve 

Mp∀ ∈  için 1 p p⋅ =  ise M’ye üniter R-modül denir.  

Bu çalışmada bütün R-modüller üniter R-modül olarak alınacaktır. Ayrıca r ∈R 

ve m∈M olmak üzere “ r .m” yerine “ rm” kullanılacaktır. 

 Modüllere aşağıdaki örnekleri verebiliriz. 

Örnek 2.4.1. 

1) (G,+) değişmeli bir grup ise G bir � -modüldür. 

2) (R,+, ⋅ ) bir halka ise R bir R-modüldür. 

3) (R,+, ⋅ ) bir halka ve I R’nin bir ideali ise I bir R-modüldür. 

4) R bir halka ise nM (R) bir R-modüldür. 

Teorem 2.4.1.{M | }i i∈Λ  R-modüllerin boştan farklı bir ailesi olsun. Bu takdirde; 

( ) ( ) ( )i i i ix y x y+ = + ,   ( ) ( )i ir x rx=  
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işlemleri ile Mi

i∈Λ
∏  bir R-modüldür. Mi

i∈Λ
∏ modülüne{M | }i i∈Λ  R-modüller 

ailesinin kartezyen çarpımı denir. 

Tanım 2.4.2.  M bir R modül ve ∅ ≠N⊆M olsun. N’ye M’nin bir alt modülü denir 

⇔ , Na b∀ ∈  ve Rr∀ ∈  için Na b+ ∈  ve Nr a⋅ ∈ dir. Açık olarak M modülünün 

bütün alt modüllerinin kümesi  “⊆ ” bağıntısı ile sıralı kümedir ve bu küme S[M] ile 

gösterilecektir. 

Örnek 2.4.2. 

1) R bir halka ise R’nin R-modül olarak düşünüldüğünde R-alt modülleri R 

halkasının sol idealleridir. 

2) M bir R-modül ve x∈M olsun. Bu takdirde R x={ rx | r∈R} kümesi M’nin 

bir R-alt modülüdür. 

Teorem 2.4.2. M R-modül, {M | }i i∈Λ ⊆S[M]olsun. Bu takdirde; 

i) Mi
i∈Λ
∩ ∈S[M] 

ii) i∀ ∈Λ için N
i
∈S[ M

i
] ise  N

i

i∈Λ
∏ ∈S[ M

i

i∈Λ
∏ ] dir. 

Teorem 2.4.3.M R-modül, {M | }
i
i∈Λ  M’nin alt modüllerinin boştan farklı bir ailesi 

ise M
i

i∈Λ
∑  kümesi {M | }

i
i∈Λ  alt modüller ailesini kapsayan en küçük alt modüldür. 

Sonuç 2.4.1.{M | }
i
i∈Λ  M’nin alt modüllerinin boştan farklı bir ailesi olsun. Bu 

takdirde; 

i) Sup{M | }
i
i∈Λ = M

i

i∈Λ
∑ veInf{M | }

i
i∈Λ = Mi

i∈Λ
∩ , 

ii) (S[M],⊆ ) tam kafestir. 

Tanım 2.4.3.  M ve N R-modüller olsun. : M Nφ → fonksiyonuna M’den N’ye bir 

modülhomomorfisi denir. ⇔ 1 2, Mp p∀ ∈ ve Rr∈  için 1 2 1 2( )= ( ) ( )p p p pφ φ φ+ +   ve 

1 1( )= ( )r p r pφ φ⋅ ⋅ . 

Teorem 2.4.4.M1 ve M2 R-modüller, φ :M →  N bir modülhomomorfisi ise Çekφ ∈

S[M1] veResφ ∈S[M2]dir. 
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Teorem 2.4.5. φ :M1→M2  bir modülhomomorfisi olsun. Bu takdirde;  

i) A∈S[M1] ise φ (A)∈S[M2], 

ii) B∈S[M2]  ise 1φ − (B)∈S[M1]. 

Teorem 2.4.6. M, N ve K R-modüller olsun. : M Nφ → , : M Nϕ → , : N Kθ →  R-

modülhomomorfileri ise : M Nφ ϕ+ → , : M Kθ φ →o  R-modül homomorfileridir. 

Eğer R değişmeli halka ve r∈R ise : M Nrφ → modülhomomorfisidir. 

2.5. Bulanık Alt Kümeler 

Bu kısımdaki Tanım ve Teoremler Kaufmann (1975) veMordeson (1998) den 

derlenmiştir. 

Tanım 2.5.1.X bir küme olmak üzere µ :X→ [0,1] fonksiyonuna X’inbulanık alt 

kümesi denir. X’in bütün bulanık alt kümeleri [0,1]Xile gösterilir. 

µ∈[0,1]XiçinRes µ ={ µ (x)| x∈X} ve µ *={x∈X| 0 (x)µ< }  

kümelerine sırasıyla µ ’nün görüntüsü ve desteği denir. 

Eğer 1∈ µ (X) ise µ ’ye X’in normal veya üniterbulanık alt kümesi denir. µ * 

sonlu küme ise µ ’ye sonlu bulanık alt küme denir. 

µ ∈[0,1]X ve α ∈[0,1] ise { Xx∈  | α ≤ µ (x)} kümesine µ ’nün α -seviye alt 

kümesi denir ve αµ  ile gösterilir.   

Tanım 2.5.2. Y⊆X ve L-{0}a∈  için Ya ∈[0,1]Xaşağıdaki gibi tanımlanır.  

Y

,   Y
( )

0,   Y

a x
a x

x

∈
= 

∉
 

Özel olarak a=1 alınırsa 1Y bulanık alt kümesine Y’nin karakteristik fonksiyonu 

denir. Bu durum Yχ notasyonu ile gösterilir. 

Tanım 2.5.3. ,µ ν ∈[0,1]Xolmak üzere  ∀ x ∈X için µ (x)≤ ν (x) ise ν ’ye µ ’yü 

kapsar denir ve µ ≤ ν  ile gösterilir. 

Tanım 2.5.4. ,µ ν ∈[0,1]X ve x∈X olsun. 

(µ V ν )(x) = µ (x)V ν (x) 
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(µ Λν )(x) = µ (x)Λν (x) 

ile tanımlanan bulanık alt kümelere sırasıyla µ  ile ν ’nün birleşimi ve 

kesişimi(arakesiti)  denir. 

Tanım 2.5.5. µ∈[0,1]X
,ν ∈[0,1]Xolsun. Xx∀ ∈ , Yy∀ ∈  için 

( , ) ( ) ( )x y x yµ ν µ ν× = ∧  

ile tanımlanan bulanık alt kümesine µ ve ν bulanık alt kümelerinin kartezyen 

çarpımı denir. 

Tanım 2.5.6. { : i I}
i

µ ∈ ⊆ [0,1]Xve x ∈X olsun. 

( )(x) = (x)i i
i I i I
µ µ

∈ ∈
V V  

( )(x) = (x)i i
i I i I
µ µ

∈ ∈
Λ Λ  

ile tanımlanan bulanık alt kümelerine sırasıyla { : i I}iµ ∈ bulanık alt kümeler 

ailesinin birleşimi ve kesişimi denir.  I={1,2,….,n} ise i
i I
µ

∈
V , 

i
i I
µ

∈
Λ bulanık alt 

kümeleri sırasıyla; 

i
i I
µ

∈
=V 1µ ∨ 2µ ∨ 3µ …∨ nµ ve

i
i I
µ

∈
Λ = 1µ ∧ 2µ ∧ 3µ …∧ nµ notasyonları ile gösterilir. 
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3. ESNEK KÜMELER 

Bu bölümde U ve E boştan farklı kümeler, (U)P U ’nun güç kümesi, A⊆E (U,⊆ ) 

bir tam kafes olarak alınacaktır. 

Tanım 3.1. F: A→ (U)P  bir dönüşüm olmak üzere (F,A) ikilisine U  üzerinde bir 

esnek küme denir. Burada A kümesine esnek kümenin parametre kümesi ve Ax∀ ∈  

için F( )x  kümesine de x -yaklaşımlı küme denir. Des(F,A) ={ A: F( ) }x x∈ ≠ ∅  

kümesine (F,A) esnek kümesinin desteği denir. 

Des(F, A) =∅ ise (F,A)’ya boş esnek küme denir. Bu durum AΦ notasyonu ile 

gösterilir.  

Eğer Des(F,A)≠ ∅  ise (F,A) kümesine boştan farklı esnek küme denir.  

A≠ ∅ ve ∀� ∈A için F( x )≠ ∅ ise (F,A)’ya güçlü esnek küme denir. 

U kümesi üzerindeki bütün esnek kümeler ailesi için aşağıdaki kümeleri verebiliriz. 

• Es(U)={ (F,A) | A⊆E, F: A→ (U)P }  

• EsA(U) ={ (F,A) | F: A→ (U)P } 

• Es(U) ={ (F,A)∈Es(U) | (F,A) güçlü esnek küme}  

• EsA(U) ={ (F,A)∈EsA(U) | (F,A) güçlü esnek küme}. 

Örnek3.1.Örneğin bir ev satın almak istiyoruz. (F,E) satın alırken göz önünde 

bulunduracağımız evlerin özelliklerini tanımlayan esnek küme,  

U={ 1 2 3 4 5 6, , , , ,h h h h h h } belirli şartlar altında 6 adet ev, E={ 1 2 3 4 5, , , ,e e e e e } 

parametreler ailesi, ie ( i =1,2,3,4,5) “pahalı”, “güzel”, “ağaçtan”, “ucuz”, “yeşil 

bahçeli” parametrelerini göstersin.  

F:E (U)P→ dönüşümü için,

1 2 4 2 1 3 3 4 1 3 5 5 1F( ) { , },F( ) { , }, F( ) ,F( ) { , , },F( ) { }e h h e h h e e h h h e h= = = ∅ = =  olsun. Bu 

takdirde,  

(F,E)={(pahalı evler, 2 4{ , }h h ), (güzel evler, 1 3{ , }h h ), (ağaçtan evler,∅ ), (ucuz 

evler, 1 3 5{ , , }h h h ), (yeşil bahçeli evler, 1{ }h ) şeklinde tanımlanır. 

Örnekten de anlaşılacağı üzere bir kesin ve bir yaklaşık değerli küme olmak 

üzereher yaklaşım iki kısımdan oluşur. 
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Tanım 3.2. (F,A) U üzerinde boştan farklı bir esnek küme olsun. 

i) (F,A)’ya sıfır esnek küme denir ⟺ x∀ ∈Des(F,A)  için F( x )={0}, 

ii) (F,A)’ya tam esnek küme denir ⟺ x∀ ∈Des(F,A)  için F( x )=U.  

Tanım3.3. (F,A) ve (G,B) U  üzerinde iki esnek küme olsun. 

i) (F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kümesi denir ⟺A⊆B ve ∀x∈A için 

F(x)⊆G(x).Bu durum (F,A)⊆ (G,B) notasyonu ile gösterilir. 

ii) (F,A)’ya (G,B)’nin daraltılmış esnek alt kümesi denir ⟺A⊆B ve ∀x∈A için 

G(x)⊆F(x). Bu durum (F,A)ô (G,B) notasyonu ile gösterilir. 

Açık olarak " ⊆ " ve "ô "  bağıntıları Es(U),  EsA(U), Es(U), EsA(U) kümeleri 

üzerinde sıralama bağıntılarıdır. 

Esnek küme kavramı ile ilgili aşağıdaki örnekleri verebiliriz. 

Örnek 3.2. 

1) F:A (U)P→ bir dönüşüm olmak üzere Ax∀ ∈  için F( )x =∅  şeklinde 

tanımlanan (F,A)  ikilisi bir esnek kümedir. 

2) : A Uf → bir fonksiyon ve F:A (U),P→ F( ) { ( )}x f x=  şeklinde tanımlanan 

(F,A)  ikilisi U üzerinde güçlü esnek kümedir. 

3) (G,�) grup olsun.  

F:G (G)P→ bir dönüşüm olmak üzere g G∀ ∈  için nF(g)=<g>={g | n }∈�  şeklinde 

tanımlanan (F,G)  ikilisi G üzerinde bir esnek kümedir. 

4)  µ X‘in bir bulanık alt kümesi ve F :µ [0,1] (X)P→ , F ( )=µ αα µ  şeklinde 

tanımlanan ( F ,µ [0,1]) ikilisi X üzerinde bir esnek kümedir. Bu esnek kümeye µ ile 

üretilen seviye esnek küme denir. 

Tersine olarak (F, [0,1]) X üzerinde bir esnek küme ise [ ]F : X 0,1µ → , 

F F( )
( )

x
x

α
µ α

∈
= V  ile tanımlı X’ in bir bulanık alt kümesi mevcuttur. 

5) A⊆E, Y⊆U ve A,Y:A (U)P→φ , A,Yφ (a )=Y ile tanımlanan ( A,Yφ ,A) ikilisi 

U üzerinde esnek kümedir. 

6) : X Yf → bir fonksiyon ise F : Y (X)P→ 1F( )y f −= ({ y }) ile tanımlanan 

(F,Y) ikilisi X üzerinde esnek kümedir. 
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7) R, U üzerinde bir denklik bağıntısı ise F:U (U)P→  F( x )=[ x ]R ile 

tanımlanan (F,U) ikilisi U üzerinde esnek kümedir. 

8) (G,+) bir grup, F:G (G)P→  F( g )=< g > ile tanımlanan (F,G) ikilisi G 

üzerinde güçlü esnek kümedir. 

9) (G,+) bir grup, H≤G ve F:G (G)P→  F( g )=g.H ile tanımlanan (F,G) ikilisi G 

üzerinde güçlü esnek kümedir. 

10) R bir halka, F:R (R)P→  F( a )={ a r⋅ | r∈R} ile tanımlanan (F,R) ikilisi R 

üzerinde bir esnek kümedir. 

11) M R-modül, F:R (M)P→  F( r )={ r a⋅ |a∈M} ile tanımlanan (F,R) ikilisi M 

üzerinde güçlü esnek kümedir. 

12) M R-modül, F:M (M)P→  F( a )={ r a⋅ |a∈M, r∈R} ile tanımlanan (F,R) 

ikilisi M üzerinde güçlü esnek kümedir. 

13) 1 2: U Uϕ → bir fonksiyon ve (F,A), (G,B) sırasıyla 1U  ve 2U  üzerinde esnek 

kümeler olmak üzere; 

2(F) : A (U )Pϕ → , (F)( ) (F( ))x xϕ ϕ=  

1
1(G) : B (U )Pϕ − → , 1 1(G)( ) (G( ))y yϕ ϕ− −=  

ile tanımlanan ( (F), Aϕ ) ve 1( (G),B)ϕ −  ikilileri sırasıyla 2U ve 1U  üzerinde esnek 

kümelerdir. 

Önerme3.1. 1 2: U Uϕ →  bir fonksiyon, 1 1(F , A ) , 2 2(F , A ) 1U  üzerinde ve 1 1(G , B ) , 

2 2(G , B ) 2U  üzerinde tanımlı esnek kümeler olsun. Bu takdirde; 

i) 1 1(F , A ) ⊆ 2 2(F , A ) ise ( 1 1(F ), Aϕ )⊆ ( 2 2(F ), Aϕ ), 

ii) 1 1(F , A ) ô 2 2(F , A ) ise ( 1 1(F ), Aϕ )ô ( 2 2(F ), Aϕ ), 

iii) 1 1(G , B ) ⊆ 2 2(G , B ) ise ( 1
1 1(G ), Bϕ − )⊆ ( 1

2 2(G ), Bϕ − ), 

iv) 1 1(G , B ) ô 2 2(G , B ) ise ( 1
1 1(G ), Bϕ − )ô ( 1

2 2(G ), Bϕ − ). 

Đspat: 

i)  Açıkça 1 1(F , A ) ⊆ 2 2(F , A )  olduğundan 1 2A A⊆  ve 1Ax∀ ∈  için 1 2F ( ) F ( )x x⊆  

dir. Üstelik 1 2(F ( )) (F ( ))x xϕ ϕ⊆  olur. Buradan 1 2(F )( ) (F )( )x xϕ ϕ⊆  dir. Yani (

1 1(F ), Aϕ )⊆ ( 2 2(F ), Aϕ ) elde edilir. 
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ii)i)’ye benzer şekilde yapılır. 

iii) Açıkça 1 1(G , B ) ⊆ 2 2(G , B ) olduğundan 1 2B B⊆  ve 1Bx∀ ∈  için 1 2G ( ) G ( )x x⊆  

dir. Üstelik 1 1
1 2(G ( )) (G ( ))x xϕ ϕ− −⊆  olur. Buradan 1 1

1 2(G )( ) (G )( )x xϕ ϕ− −⊆  dir. 

Yani ( 1
1 1(G ), Bϕ − )⊆ ( 1

2 2(G ), Bϕ − ) elde edilir. 

iv)  iii)’ye benzer şekilde yapılır. 

Tanım 3.4. { (F ,A )i i | i∈Λ} U  üzerinde esnek kümelerin bir ailesi olsun. 

i) A Ai
i∈Λ

= ∪ ve Aa∀ ∈  için, ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  olmak üzere 
( )

F( ) F ( )i
i a

a a
∈Λ

= ∪

şeklinde tanımlanan (F,A) esnek kümesine { (F ,A )i i | i∈Λ} esnek kümeler ailesinin 

birleşimi denir. Bu durum (F ,A )i i
i∈Λ
U notasyonu ile gösterilir. 

ii) A Ai
i∈Λ

= ∩ ve Aa∀ ∈  için F( ) F ( )i
i

a a
∈Λ

= ∩  şeklinde tanımlanan (F,A) esnek 

kümesine { (F ,A )i i | i∈Λ} esnek kümeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum 

(F ,A )i i
i∈Λ
I notasyonu ile gösterilir. 

iii) A Ai
i∈Λ

= ∩ ve Aa∀ ∈  için F( ) F ( )i
i

a a
∈Λ

= ∪  şeklinde tanımlanan (F,A) esnek 

kümesine { (F ,A )
i i

| i∈Λ} esnek kümeler ailesinin daraltılmış birleşimi denir. Bu 

durum (F ,A )i i
i∈Λ
ò notasyonu ile gösterilir. 

iv) A Ai
i∈Λ

= ∪ ve Aa∀ ∈  için, ( ) { | A }
i

a i aΛ = ∈  olmak üzere 
( )

F( ) F ( )i
i a

a a
∈Λ

= ∩  

şeklinde tanımlanan (F,A) esnek kümesine { (F ,A )
i i

| i∈Λ} esnek kümeler ailesinin 

genişletilmiş arakesiti denir. Bu durum (F ,A )i i
i∈Λ
ó notasyonu ile gösterilir. 

v) A Ai
i∈Λ

= ∏ ve ( ) A
i
a∀ ∈  için F( ) F ( )i i i

i
a a

∈Λ
= ∪  şeklinde tanımlanan (F,A) esnek 

kümesine { (F ,A )
i i

| i∈Λ} esnek kümeler ailesinin V -birleşimi denir. Bu durum 

(F ,A )i i
i∈Λ
V notasyonu ile gösterilir. 

vi) A A
i

i∈Λ
= ∏ ve ( ) A

i
a∀ ∈  için F( ) F ( )i i i

i
a a

∈Λ
= ∩  şeklinde tanımlanan (F,A) esnek 

kümesine { (F ,A )
i i

| i∈Λ} esnek kümeler ailesinin Λ -arakesiti denir. Bu durum 

(F ,A )i i
i∈Λ
Λ notasyonu ile gösterilir. 
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Tanım 3.5.{ ( )(F ,A ) Es Ui i i∈ | i∈Λ} esnek kümelerin bir ailesi olmak üzere,

A A
i

i∈Λ
= ∏ ve ( ) A

i
a∀ ∈  için F( ) F ( )i i i

i

a a
∈Λ

= ∏  şeklinde tanımlanan (F,A) esnek 

kümesine { (F ,A )
i i

| i∈Λ} esnek kümeler ailesinin kartezyen çarpımı denir. Bu 

durum (F ,A )i i
i∈Λ
× notasyonu ile gösterilir. 

(F,A) ve (G,B) esnek kümeleri için yukarıda verilen tanımlar sırasıyla aşağıdaki 

şekilde gösterilecektir: 

(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin birleşimi: (F, A)  (G,B)U  
(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin arakesiti : (F,A)I (G,B) 

(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin daraltılmış birleşimi: (F,A)ò (G,B) 

(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin genişletilmiş arakesiti: (F, A)  (G, B)ó  
(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin Λ -arakesiti:  (F,A) Λ (G,B) 

(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin ∨-birleşimi: (F,A) (G, B)V  

(F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin kartezyen çarpımı: (F,A) (G,B)×  

Esnek kümelerin aileleri ile ilgili aşağıdaki özellikler geçerlidir. 

Önerme3.2. { (F ,A )
i i

| i∈Λ} ⊆Es(U) olsun. Bu takdirde; 

i) Des( (F ,A )
i i

i∈Λ
U )= Des(F ,A )

i i
i∈Λ
U , 

ii) Des( (F ,A )
i i

i∈Λ
I )⊆ Des(F ,A )

i i
i∈Λ
I , 

iii) Des( (F,A )i i
i∈Λ
ò )= Des(F ,A )

i i
i∈Λ
U , 

iv) Des( (F,A )i i
i∈Λ
ó )⊆ Des(F ,A )

i i
i∈Λ
I , 

v) Des( (F ,A )i i
i∈Λ
Λ )⊆ ( )Des F ,A

i i
i∈Λ
∏ . 

Đspat: 

 i) x∈ Des( (F ,A )
i i

i∈Λ
U )  olsun. x∈ A i

i∈Λ
∪ için ( ) { | A }

i
x i xΛ = ∈  ve    ( )i x∈Λ  için   

x∈ F ( )
i
x ≠ ∅   dir  ⇔

(χ )
F ( )i

i

x
∈Λ

≠ ∅U ⇔ x∈ Des(F ,A )
i i

i∈Λ
U  dir. 

ii) x∈Des( (F ,A )
i i

i∈Λ
I ) olsun. x∈ A i

i∈Λ
∩ için F ( )

i
x ≠ ∅  dir. ⇒  
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(F ( ) Des(F ,A ))
i i i

i i

x
∈Λ ∈Λ

≠ ∅ ⇒I I  dir 

iii) x∈  Des( (F,A )i i
i∈Λ
ò ) olsun. x∈ A i

i∈Λ
∩ için F ( )

i
x ≠ ∅ ⇔

( )
F ( )
i

i x

x
∈Λ

≠ ∅∪ dir.⇔

x∈ Des(F , A )
i i

i∈Λ
U dir. 

iv) x∈  Des( (F,A )i i
i∈Λ
ó olsun. x∈ A i

i∈Λ
∪ için ( ) { | A }

i
x i xΛ = ∈  ve  ( )i x∈Λ  için   

F ( )
i
x ≠ ∅   dir   ⇒ (F ( )) Des(F ,A ))

i i i
i i

x
∈Λ ∈Λ

≠ ∅ ⇒∩ I  dir 

v)    x∈Des( (F ,A )i i
i∈Λ
Λ ) olsun. A

i
i

x
∈Λ

∈∏ için  F ( )i i
i

a
∈Λ
∩ ≠ ∅ dır. ⇒ F ( )

i
x ≠ ∅ dır. 

⇒ ( )Des F ,A
i i

i

x
∈Λ

∈∏ dir. 

Önerme3.3. { (F ,A )
i i

| i∈Λ}⊆Es(U), (F,B)∈ Es(U)  ve (U, ⊆ ) sonsuz V -dağılımlı 

kafes olsun. Bu takdirde; 

i) (F,B) I (F ,A )i i
i∈Λ

 
 
 
U = ( )(F,B) (F ,A )

i i
i∈Λ

IU , 

ii) (F,B) U (F ,A )i i
i∈Λ

 
 
 
I = ( )(F,B) (F ,A )

i i
i∈Λ

UI , 

iii) (F,B) ó ( )(F ,A )i i
i∈Λ
ò = ( )(F,B) (F ,A )i i

i∈Λ
óò , 

iv) (F,B)⊔ ( )(F ,A )i i
i∈Λ
ó = ( )(F,B) (F ,A )i i

i∈Λ
òó . 

Đspat:  

i) ( )(F,B)  (F , A ) = K,B ( A )i i i
ii ∈Λ∈Λ

  ∩ ∪ 
 

I U ve

( ) ( )(F, B) (F , A ) = H, (B A )i i i
ii ∈Λ∈Λ
∪ ∩IU  olsun.  

( ) { | A }
i

x i xΛ = ∈ , |( ) { | B A }ix i xΛ = ∈ ∩  olmak üzere B ( A )i
i

x
∈Λ

∈ ∩ ∪ =

(B A )i
i∈Λ
∪ ∩  ise 

( )
K( ) F( ) ( F ( ))i

i x
x x x

∈Λ
= ∩ ∪  

( )
(F( ) F ( ))i

i x
x x

∈Λ
= ∪ ∩      (U sonsuz V -dağılımlı kafes olduğundan) 
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=
| ( )

(F( ) F ( ))
i

i x
x x

∈Λ
∪ ∩       ( |( ) ( )x xΛ = Λ olduğundan) 

= H( )x dir. 

Yani K( ) H( )x x=  olur. Buradan ( )(F,B) (F ,A )
i i

i∈Λ
IU = (F,B) I (F ,A )

i i
i∈Λ

 
 
 
U dir. 

ii)  (F,B) U (F ,A )
i i

i∈Λ

 
 
 
I = ( )K,B ( A )i

i∈Λ
∪ ∩  ve 

( )(F,B) (F ,A )
i i

i∈Λ
UI = ( )H, (B A )i

i∈Λ
∩ ∪  olsun.  

B ( A )i
i

x
∈Λ

∈ ∪ ∩ = (B A )i
i∈Λ
∩ ∪  olmak üzere 

• Eğer B\ Ai
i

x
∈Λ

∈ ∩  ise K( ) F( )x x= dir. Ayrıca Ai
i

x
∈Λ

∉ ∩  olduğundan i∃ ∈Λ

Aix∉  ve |Λ = { | A jj x∈ } olmak üzere H( ) =x [
|
(F( ) F ( )i

i
x x

∈Λ
∩ ∪ ] Λ F( )x = F( )x dir. 

Yani K( ) H( )x x=  olur. 
• Eğer A \Bi

i
x

∈Λ
∈ ∩  ise K( )x = F ( )i

i
x

∈Λ
∩ dir. Ayrıca i∀ ∈Λ  için A \Bix∈  

olduğundan H( ) =x F ( )i
i

x
∈Λ
∩ dir. Yani K( ) H( )x x=  olur. 

• Eğer B ( A )i
i

x
∈Λ

∈ ∩ ∩  ise K( )x = F( )x ( F ( ))i
i

x
∈Λ

∩ ∩ = (F( ) F ( ))i
i

x x
∈Λ
∩ ∩ = H( )x  

olur.  

Buradan (F,B) U (F ,A )
i i

i∈Λ

 
 
 
I = ( )(F,B) (F ,A )

i i
i∈Λ

UI dir.   

iii) i)’nin ispatına benzer şekilde yapılır. 

iv)  ii)’nin ispatına benzer şekilde yapılır. 

Teorem3.1.{ (F ,A )i i | i∈Λ}  U üzerinde esnek kümelerin bir ailesi olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki özelikler sağlanır. 

i) (Es(U),⊆) tam kafestir ve 

Sup{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A )
i i

i∈Λ
U , Inf{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A ),

i i
i∈Λ
I  

ii) (Es(U),ô ) tam kafestir ve   

Sup{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A )i i
i∈Λ
ó , Inf{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A ),i i

i∈Λ
ò  

iii) (Es(U),⊆) sonsuz ∨-dağılımlı kafestir, 

iv) (Es(U),ô ) sonsuz ∨-dağılımlı kafestir, 

v) EsA(U) kümesinde (F ,A )i i
i∈Λ
ò = (F ,A )

i i
i∈Λ
U  ve (F ,A )i i

i∈Λ
ó = (F ,A ),

i i
i∈Λ
I  

vi) EsA(U) kümesinde “⊆” ve “ô ”  birbirlerinin ters bağıntılarıdır. 
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Đspat: 

i) Açık olarak j∈Λ  için (F , A ) (F ,A )j j i i
i∈Λ

⊆ U dir. Diğer yandan, (H,A) Es(U)∈  

ve i∀ ∈Λ  için (F , A ) (H,A)i i ⊆  ise i∀ ∈Λ  ve Ax∈  için A Ai ⊆  ve F ( ) H( )i x x≤

dir. Böylece A  Ai
i∈Λ

⊆∪  ve A i
i

x
∈Λ

∈ ∪  için 
( )

F ( ) H( )i
i x

x x
∈Λ
∪ ≤  yani (F ,A ) (H,A)i i

i∈Λ
⊆U  

olur. Buradan Sup{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A )
i i

i∈Λ
U dir. 

Açık olarak j∈Λ  için (F ,A ) (F , A )i i j j
i∈Λ

⊆I dir. Diğer yandan, (H,A) Es(U)∈  ve 

i∀ ∈Λ  için (H,A) (F ,A )i i⊆  ise i∀ ∈Λ  ve Ax∈  için A Ai⊆  ve dir. Böylece 

 A Ai
i∈Λ

⊆ ∩  ve Ax∈  için H( ) F ( )i
i

x x
∈Λ

≤ ∩  yani (H,A) (F , A )i i
i∈Λ

⊆ I  olur. Buradan Inf{

(F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A )
i i

i∈Λ
I dir. 

ii)  Açık olarak j∈Λ  için (F ,A ) (F ,A )j j i i
i∈Λ

ô ó dir. Diğer yandan, (H,A) Es(U)∈  

ve i∀ ∈Λ  için (F , A ) (H, A)i i ô  ise i∀ ∈Λ  ve Ax∈  için A Ai ⊆  ve H( ) F ( )ix x≤

dir. Böylece A  Ai
i∈Λ

⊆∩  ve A i
i

x
∈Λ

∈ ∩  için 
( )

F ( ) H( )i
i x

x x
∈Λ
∩ ≤  yani (F ,A ) (H,A)i i

i∈Λ
ôó  

olur. Buradan Sup{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A )i i
i∈Λ
ó dir. 

Açık olarak j∈Λ  için (F ,A ) (F ,A )i i j j
i∈Λ

⊆ò dir. Diğer yandan, (H,A) Es(U)∈  ve 

i∀ ∈Λ  için (H,A) (F , A )i iô  ise i∀ ∈Λ  ve Ax∈  için A Ai⊆  ve F ( ) H( )i x x≤ dir. 

Böylece  A Ai
i∈Λ

⊆ ∪  ve Ax∈  için F ( ) H( )i
i

x x
∈Λ
∩ ≤  yani (H,A) (F ,A )i i

i∈Λ
⊆ ò  

olur.Buradan Inf{ (F ,A )i i | i∈Λ}= (F ,A )i i
i∈Λ
ò dir. 

iii) Önerme 3.3. i)’nin ispatı ile açıktır. 

iv) Önerme 3.3. ii)’nin ispatı ile açıktır. 

v) vevi)'nin ispatları ve Tanım 3.4. ile açıktır. 

Tanım3.6.“+”  (U)P  kümesi üzerinde bir ikili işlem,  (F,A) ve (G,B) U üzerinde 
esnek kümeler olmak üzere;  

i) C=A∪ B ve c∀ ∈C için 
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F( ),               A \ B 
H( ) = G( ),              B \ A 

F( ) G( ),    A B 

c c

c c c

c c c

∈


∈
 + ∈ ∩

 

şeklinde tanımlanan (H,C) esnek kümesine (F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin 

toplamı denir ve (F, A) +  (G, B)∪  şeklinde gösterilir. 

ii)  C=A∩B ve  c∀ ∈C için H( ) F( ) G( )c c c= +   şeklinde tanımlanan (H,C) 

esnek kümesine (F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin daraltılmış toplamı denir ve (F,A)

∩+ (G,B) şeklinde gösterilir.  

iii)  C=AxB ve  ( ),a b∀ ∈C için ( )H , F( ) G( )a b a b= +   şeklinde tanımlanan 

(H,C) esnek kümesine (F,A) ve (G,B) esnek kümelerinin kartezyen toplamı denir ve 

(F,A) ×+ (G,B) şeklinde gösterilir. 

Tanım3.7. (F,A) 1U üzerinde, (G,B) 2U  üzerinde esnek kümeler ve 1 2: U Uφ → ,

: A Bψ →  fonksiyonlar olsun. Bu takdirde ( , )φ ψ ikilisine (F,A) ’dan (G,B) ‘ye 

esnek fonksiyon denir.⇔ Ax∀ ∈ için (F( )) G( ( ))x xφ ψ= . Bu durum 

( , ) : (F,A) (G,B)φ ψ → notasyonu ile gösterilir.  

Bu tanımda, eğer φ  ve ψ bire-bir (örten) bir dönüşüm ise ( , )φ ψ ’ye bire-bir 

(örten) esnek fonksiyon denir. (F,A) ve (G,B) arasındaki bire-bir ve örten esnek 

fonksiyona esnek tam eşleme denir. Bu durum (F,A)⋍(G,B)  notasyonu ile gösterilir.  

Aşağıdaki önerme ile açık olarak " ⋍ " bağıntısı esnek kümeler üzerinde bir 

denklik bağıntısıdır. 

Önerme3.4.(F,A), (G,B), (H,C) sırasıyla U1, U2 ve U3 kümeleri üzerinde esnek 

kümeler ve ( , ) : (F,A) (G,B)φ ψ → , ( , ) : (G,B) (H,C)ϕ γ →  olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

i) ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o , 

ii) ( , )φ ψ esnek tam eşleme ise 1 1( , ) : (G,B) (F,A)φ ψ− − →  esnek tam eşlemedir, 

iii) 
1U A(I , I ) :(F,A) →  (F,A) esnek tam eşlemedir. 

Đspat:  

i) Açıkça Ax∀ ∈  ve By∀ ∈  için (F( )) G( ( ))x xφ ψ=  ve (G( )) H( ( ))y yϕ γ= dir. 

Ayrıca  1 3: U Uϕ φ →o  ve : A Cγ ψ →o  olmak üzere Ax∀ ∈  için (F( ))xϕ φ =o
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( (F( )))xϕ φ = H( ( ( ))) H( ( ))x xγ ψ γ ψ= o  olur. Buradan ( , )ϕ φ γ ψo o :(F,A)→(H,C) 

dir. 

ii) Açıkça Ax∀ ∈  için φ (F( ))x =G( ( )xψ ) dir. Ayrıca 1
2 1: U Uφ − →  ve 

1 : B Aψ − →  olmak üzere x∀ ∈B için 1φ − (G( ))x = 1φ − (φ (F( 1( )xψ − ))=F( 1( )xψ − ) dir. 

Yani 1 1( , )φ ψ− − : (G,B)→(F,A)dır. Üstelik 1φ −  ve 1ψ −  de bire-bir ve örten 

dönüşümlerdir. Buradan 1 1( , ) : (G,B)φ ψ− − →  (F,A) L-bulanık esnek tam eşlemedir. 

iii) Tanım 3.7. ile açıktır. 

Tanım3.8. (F,A)   U1 üzerinde, (G,B)  U2 üzerinde esnek kümeler ve 

( , ) : (F,A) (G,B)φ ψ →  olsun. Bu takdirde A, Bx y∀ ∈ ∈  için 

( )

                      

(F( )) ,   Im
(F)( )

,   Im
x y

x y
y

y

ψ
φ ψ

φ
ψ

=

∅

∈
= 

∉

U
 

ve 
1 1(G)( ) (G( ( )))x xφ φ ψ− −=  

ile tanımlanan ( (F),B)φ  ve 1( (G),A)φ −  esnek kümelerine sırasıyla (F,A) ve (G,B)’nin

( , )φ ψ  esnek fonksiyonu altındaki resmi ve ters- resmi denir.  

Bu durumlar sırasıyla  ( , )φ ψ (F,A)= ( (F),B)φ  ve 1 1( , ) (G,B) ( (G),A)φ ψ φ− −=

şeklinde gösterilir. 

Açık olarak ( , )φ ψ (F,A)⊆ (G,B) ve 1( , )φ ψ − (G,B)ô (F,A) dır. 

3.1. Esnek Gruplar 

Esnek grup kavramı ilk kez Aktaş ve Çağman (2007) tarafından ortaya konulmuştur. 

Aktaş yaptığı çalışmada esnek grup tanımını vererek esnek küme kavramını gruplar 

için vermiştir. Bu bölümde esnek grupların yapısı, temel özellikleri ve sonuçları 

arasındaki ilişkiler değerlendirilmiştir. 

Bu bölüm boyunca, G bir grup olarak ele alınacaktır.  

Tanım 3.1.1.(F,A) G grubu üzerinde boştan farklı bir esnek küme olsun. Eğer x∀ ∈

Des(F,A) için F( x ) G’nin bir alt grubu ise (F,A)’ya G grubu üzerinde esnek grup 

denir. G üzerindeki bütün esnek gruplar için aşağıdaki kümeleri verebiliriz.   

• Esg(G)={ (F,A)| A⊆E, (F,A) G üzerinde esnek grup} 
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• Esg(G)={ (F,A)| A⊆E, (F,A) G üzerinde güçlü esnek grup} 

• EsgA(G)={ (F,A)| (F,A) G üzerinde esnek grup} 

• EsgA(G)={ (F,A)| (F,A) G üzerinde güçlü esnek grup} 

Tanım 3.1.2. (F,A) ve (H,B) sırasıyla G1 ve G2 üzerinde esnek kümeler ve ( , )φ ψ

:(F,A)→(H,B) olsun. Eğer φ :G1→G2gruphomomorfisi ise ( , )φ ψ ’ye esnek 

gruphomomorfisi denir. Eğer φ  bir izomorfi,ψ bire-bir ve örten ise ( , )φ ψ ’ye esnek 

grupizomorfisi denir. Bu durum (F,A)≅G(H,B) şeklinde gösterilir.  

Önerme 3.1.1. “≅G” bağıntısı esnek gruplar üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 

Đspat: 

i) (F,A)≅G(F,A) olduğu açıktır. 

ii) (F,A)≅G(H,B) olsun. Bu takdirde  : G Kf∃ → ’ya izomorfisi ve  : A Bg∃ →

’yebire-bir, örten bir dönüşümü öyleki (F( )) H( ( ))f x g x= ’dir.  

Buradan 1 : K Gf − → izomorfisi ve 1 : B Ag − → bir dönüşümü By∀ ∈  için 

1 1(H( )) F( ( ))f y g y− −=  şeklindedir.Böylece (H,B)≅G (F,A) olur. 

iii) (F,A)≅G(H,B)≅G(P,C) olsun. Bu takdirde  : G K,  :K Tf ϕ∃ → → izomorfileri, 

 : A B, : B Cg h∃ → → ’ye bire-bir, örten dönüşümleri öyleki A, Bx y∀ ∈ ∈  için 

(F( )) H( ( )) ve (H(y))=P( ( ))f x g x h yϕ= ’dir. Buradan,

(H( ( ))) ( (F( ))) P( ( ( )))g x f x h g xϕ ϕ= = olur. Yani  (F( )) P( ( ))f x h g xϕ =o o ’dir. 

Böylece Tanım 3.1.1ile (F,A)≅G (P,C) elde edilir. 

Örnekler 3.1.1. 

1) (G,�) bir grup, K≤ G olsun. KH : A G→ bir dönüşüm olmak üzere Ax∀ ∈  

için KH ( ) Kx =  ile tanımlanan K(H ,A)  ikilisi G üzerinde bir esnek gruptur. 

2) : K Hf → bir grup homomorfisi ve (F,K) H üzerinde bir esnek küme olsun. 

Kk∀ ∈ için F( ) ( )k f k=< >  şeklinde tanımlanan (F,K) ikilisi H üzerinde bir esnek 

gruptur. 

3)  (G,�) bir grup ve (H,G) G üzerinde bir esnek küme olsun. Gx∀ ∈ için

H( )x x=< >  şeklinde tanımlanan (H,G) ikilisi G üzerinde bir esnek gruptur. 

4)  F: S3→℘(S3),F( x ) = { < x >∈S3│ x Ry ⇔ ny x= , n ∈ � }  olmak üzere 
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F(e) ={e} , 

F(12)={e ,(12)} , 

F(13)={e ,(13)} , 

F(23)={e, (23)} , 

F(123)= F(132)={e ,(123),(132)}    

ile tanımlanan  (F,S3) S3 üzerinde bir esnek gruptur. 

Teorem 3.1.1.{ (F ,A )i i | i∈Λ} G üzerinde esnek grupların bir ailesi olsun. Bu 

takdirde; 

i) (F ,A )
i i

i∈Λ
I boştan farklı esnek küme ise (F ,A )

i i
i∈Λ
I G üzerinde esnek gruptur, 

ii) (F ,A )i i
i∈Λ
ó boştan farklı esnek küme ise (F ,A )i i

i∈Λ
ó G üzerinde esnek gruptur, 

iii) Her Ai
i

a
∈Λ

∈∪  için  { F ( )i a | i∈ ( )aΛ } kümelerin bir zinciri ise (F ,A )
i i

i∈Λ
U G 

üzerinde esnek gruptur, 

iv) (F ,A )i i
i∈Λ
ò boştan farklı esnek küme ve Ai

i

a
∈Λ

∀ ∈∩ için { F ( )i a | i∈Λ } 

kümelerin bir zinciri ise (F ,A )i i
i∈Λ
ò G üzerinde esnek gruptur, 

v) Her i,j∈Λ , i≠j için Ai∩Aj=∅  ise (F ,A )
i i

i∈Λ
U G üzerinde esnek gruptur, 

vi) (F ,A )i i
i∈Λ
Λ G üzerinde esnek gruptur, 

vii) A A
i

i∈Λ
= ∏ ve ( ) Ai ia ∈Λ∀ ∈  için { F ( )i ia | i∈Λ } kümelerin bir zinciri ise 

(F ,A )i i
i∈Λ
∨ G üzerinde esnek gruptur. 

Đspat: 

i) (F , A )i i
i∈Λ

=I (F, Ai
i∈Λ
∩ ) olsun. Her Ai

i
a

∈Λ
∈ ∩ olmak üzere F ( )i a  G’nin bir alt 

grubudur. Teorem 2.2.1 ile F( )i
i

a
∈Λ
∩  G’nin bir alt grubudur. Yani F( )a  G’nin alt 

grubudur. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
I G üzerinde esnek gruptur. 

ii) (F , A )i i
i∈Λ

=ó (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ olmak üzere ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  için 
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Teorem 2.2.1 ile 
( )

F( )i
i a

a
∈Λ
∩ G’nin alt grubudur. Yani F( )a G’nin alt grubudur. 

Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
ó G üzerinde esnek gruptur. 

iii) (F , A )i i
i∈Λ

=U (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ ve ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  olmak üzere {

F ( )i a | i∈ ( )aΛ } bir zincir olduğundan 
( )

F( )i
i a

a
∈Λ
∪ G’nin alt grubudur. Yani F( )a G’nin 

alt grubudur. Buradan (F , A )i i
i∈Λ
U G üzerinde esnek gruptur. 

iv)  iii)'ye benzer şekilde yapılır. 

v) (F , A )i i
i∈Λ

=U (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ ise i∃ ∈Λ  öyle ki Aia∈ dir. 

( ) { | A }ia i aΛ = ∈ olmak üzere F( ) F ( )ia a=  ve F ( )i a G’nin alt grubu olduğundan 

F( )a G’nin alt grubudur. Buradan (F , A )i i
i∈Λ
U G üzerinde esnek gruptur. 

vi) (F , A )i i
i∈Λ

=Λ (F, Ai
i∈Λ
∏ ) olsun. ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏ için F ( )i ia G’nin alt grubu 

olduğundan Teorem 2.2.1 ile F ( )i i
i

a
∈Λ
∩ G’nin alt grubudur. Yani ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏  için 

F( )ia G’nin alt grubudur. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
Λ  G üzerinde esnek gruptur. 

vii)iii)'ye benzer şekilde yapılır. 

Teorem 3.3.1. ile aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.1.1.∅ ≠A⊆E olsun. Bu takdirde (EsgA( G ), ⊆) tam kafestir. 

Teorem 3.1.2. Her i∈Λ için (F ,A )i i Gi üzerinde esnek gruplar olsun. Bu takdirde,  

(F ,A )i i
i∈Λ
× G i

i∈Λ
∏  üzerinde bir esnek gruptur. 

Đspat. (F , A )i i
i∈Λ
× = (F, Ai

i∈Λ
∏ ) olsun. ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏ için F ( )i ia Gi ’ninalt grubu 

olduğundan Teorem 2.2.2 ile F ( )i i
i

a
∈Λ
∏ Gi

i∈Λ
∏ ’ninalt grubudur. Yani F( )ia Gi

i∈Λ
∏ ’ninalt 

grubudur. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
× G i

i∈Λ
∏  üzerindeesnek gruptur. 

Tanım 3.1.3.  (F,A) G üzerinde bir esnek küme olsun. Bu takdirde; 

i) e, G’nin birim elemanı olmak üzere, ∀ x ϵ A için F( x )={e}  ise (F,A) ya G 

üzerinde birim esnek grup denir. 
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ii) Her  x ϵ A için F( x )=G ise (F,A) ya G üzerinde tam esnek grup denir. 

Teorem 3.1.3. (F,A) ve (H,B) sırasıyla G1 ve G2 üzerinde esnek gruplar ve ( , )φ ψ

:(F,A)→(H,B) esnek gruphomomorfisi olsun. 

i) ψ bire-bir ve örten ise ( (F),B)φ G2 üzerinde esnek gruptur. 

ii) 1( (G),A)φ − boştan farklı esnek küme ise 1( (G),A)φ − G1 üzerinde esnek 

gruptur. 

Đspat: 

i) By∈  olsun. ψ örten olduğundan Ax∃ ∈  öyleki ( )x yψ = ’dir. F( x ) G1’in alt 

grubu ve Teorem 2.2.4 i)ile (F( ))xφ  G2’nin alt grubudur. Ayrıca ψ  bire-bir 

olduğundan y∀ ∈B için (F)( ) (F( ))y xφ φ=  G2’nin alt grubudur. Buradan ( (F),B)φ  G2 

üzerinde bir esnek gruptur. 

ii) x∀ ∈A için ( )xψ ∈B ve (H,B) G2 üzerinde esnek grup olduğundan H( ( )xψ ) 

G2’nin alt grubudur. Ayrıca Teorem Teorem 2.2.4 ii)ile x∀ ∈A için 1(H( ( )))xφ ψ−  

G1’in alt grubudur. Buradan 1( (G),A)φ−  G1 üzerinde esnek gruptur. 

Sonuç 3.1.2.φ :G1→G2gruphomomorfisi, (F,A) ve (H,B) sırasıyla G1 ve G2 üzerinde 

esnek gruplar olsun. 

i)  Q:A 2(G )P→ , Q( x )=φ (F( x )) ile tanımlanan (Q,A) esnek kümesi 2G  

üzerinde bir esnek gruptur ve A( , I ) :φ (F,A)→(Q,A) esnek gruphomomorfisidir. 

ii) φ örtenhomomorfi olmak üzere,R:B 1(G )P→ , R( y )= 1φ − (G( y )) ile 

tanımlanan (R,B) esnek kümesi 1G  üzerinde bir esnek gruptur ve B( , I ) :φ (R,B)→

(G,B) esnek grup homomorfisidir. 

Teorem 3.1.4. (F,A) ve (H,B) sırasıyla G1 ve G2 üzerinde esnek kümeler, (F,A) G1 

üzerinde esnek grup olsun. Eğer (F,A) G≅ (H,B)  ise (H,B)’de G2 üzerinde esnek 

gruptur. 

Đspat: (F,A) G≅ (H,B) ise bir ( , ) : (F,A) (H,B)φ ψ → esnekgrup izomorfisi mevcuttur. 

: A Bψ → bire-bir ve örten bir dönüşüm olduğundan By∀ ∈  için Ax∃ ∈ öyle ki 

( )x yψ =  ve (F( )) H( ( )) H( )x x yφ ψ= =  dir. Teorem Teorem 2.2.4 i) ile (F( ))xφ  
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G2’nin alt grubudur. Yani H( )y G2’nin alt grubudur. Buradan (H,B) G2 üzerinde 

esnek gruptur. 

Önerme 3.1.2.(F,A), (H,B), (L,C) sırasıyla G1, G2 ve G3 üzerinde esnek kümeler 

olsun. Eğer ( , ) : (F,A) (H,B)φ ψ →  ve ( , ) : (H,B) (L,C)ϕ γ →  esnek 

gruphomomorfileri ise ( , ) : (F,A) (L,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek gruphomomorfisidir. 

Đspat.Önerme 3.4. i) ile ( , ) : (F,A) (L,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek fonksiyondur. Ayrıca

1 2 : G Gφ →  ve 2 3: G Gϕ →  grup homomorfisi olduklarından 1 3: G Gϕ φ →o  de 

grup homomorfisidir. Buradan ( , ) : (F,A) (L,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek grup 

homomorfisidir. 

Örnek 3.1.2. ( , )+� ve ( , )m +�  gruplarını göz önüne alalım.  

: mf →� �  homomorfisini k∀ ∈�  için ( )f k k=  şeklinde, bir : mg + →� �  

dönüşümünü k +∀ ∈�  için ( )g k k=  olarak tanımlayalım.  

: ( )F P+ →� � ve ( ) 5F x x=< > ;  

: ( )m mH P→� � ve ( ) 5H u u=< >  olsun.  

Buradan ( ) 5F x x= �  ve ( ) { : 5 }H u ku k= ∈ �  olarak elde ederiz.  

Açık olarak görülür ki ( , )F +
� �  üzerinde, ( , )mH � m�  üzerinde esnek 

gruplardır. ( ( )) {5 : }f F x xk k= ∈� ve ( ( )) { : 5 }H g x xs s= ∈ �  olduğu için 

( ( )) ( ( ))f F x H g x=  sonucu elde edilir. Buradan ( , )f g  esnek grup homomorfisidir. 

Tanım 3.1.4. (F,A) ve (H,B) G üzerinde iki esnekgrup olsun. (F,A) ’ya (H,B)

’ninesnekalt grubu denir ⇔  

i) A B⊆  

ii) x∀ ∈Des(F,A)  için F( ) H( )x x≤  

Bu durum (F,A) (H,B)< notasyonu ile gösterilir. 

Örnek 3.1.3. 3 3 3G=S ,  A=S  ve  K=A olsun. Eğer 3F( ) { S :  }x y y x= ∈ =< >  ve

3H( ) { A :  }= ∈ ∈x y y x ise (H,K) <(F,A) olduğu görülür.  

Çünkü 3 3A S<  ve 3Ax∀ ∈  için H( ) F( )x x≤ dir. 
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Gruplar teorisinde mevcut olan bazı teoremlerin esnek alt gruplar için geçerli 

olduğunu aşağıdaki teoremlerle ifade edebiliriz. 

Teorem 3.1.5. (F,A) ve (H,A)  G üzerinde iki esnek grup olsun. 

i) Eğer Ax∀ ∈  için F( ) H( )x x⊆  ise (F,A) , (H,A) ’nınbir esnek alt grubudur. 

ii) Eğer (U,E) , (F,G)  G üzerinde esnek gruplar ve E { }e=  için U( ) F( )e e⊆  ise 

(U,E) , (F,G) ’ninbir esnek alt grubudur. 

Đspat. Tanım 3.1.4 ile ispatı açıktır. 

Teorem 3.1.6. (F,A)  G üzerinde bir esnek grup ve {(H , K ) | }i i i I∈ (F,A) ’nınesnek 

alt gruplarının boştan farklı bir ailesi olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

gerçeklenir.  

i) (H ,K )i i
i I∈
I , (F,A) ’nınbir esnek alt grubudur. 

ii) (H ,K )i i
i I∈
Λ , 

i I∈
Λ (F,A) ’nınbir esnek alt grubudur. 

iii)  Eğer ,i j I∀ ∈  için K Ki j = ∅I  ise (H ,K )i i
i I∈
V , (F,A)

i I∈
V ’nınbir esnekalt 

grubudur. 

Đspat: 

i) Açıkça K Ai
i I∈
∩ ⊆ dır. ∀ i I∈ için ( H , Ki i )< (F,A) olduğundan Ki ia∀ ∈  için 

H ( ) F( )i i ia a≤  dir. Üstelik H ( ) F( )i i i
i I

a a
∈
∩ ≤  dir. Buradan

i I∈
I ( H , Ki i )< ( F, A ) olur. 

Yani
i I∈
I ( H , Ki i ), (F,A)' nın esnek alt grubudur. 

ii) Her i I∈  için ( H , Ki i )< (F,A) olduğundan K Ai ⊆  ve Ki ia∀ ∈  için 

H ( ) F( )i i ia a≤  dir. Dolayısıyla K Ai

i I i I∈ ∈

⊆∏ ∏  ve ( ) Ki i

i I

a
∈

∈∏  için H ( ) F( )i i ia a≤  

olur. Üstelik H ( ) F( )i i i
i I i I

a a
∈ ∈
∩ ≤ ∩ dır. Buradan (H ,K )i i

i I∈
Λ <

i I∈
Λ (F,A) olur. Yani 

(H ,K )i i
i I∈
Λ , 

i I∈
Λ (F,A) ’nın bir esnek alt grubudur. 

iii) ii)ye benzer şekilde yapılır. 

Tanım 3.1.5. (F,A) G üzerinde bir esnek grup ve (H,B) , (F,A) ’nınbir esnek alt 

grubu olsun. Eğer x∀ ∈Des(H,B)  için H( )x , F( )x ’in normal alt grubu ise (H,B) ’ye 
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(F,A) ’nınbir normal esnek alt grubu denir. Bu durum (H,B) (F,A)< notasyonu ile 

gösterilir. 

Teorem 3.1.7. (F,A) , G üzerinde bir esnek grup ve {(H , K ) : }i i i I∈ (F,A) ’nın 

normal esnek alt gruplarının bir ailesi olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

gerçeklenir. 

i) (H ,K )i i
i I∈
I , (F,A) ’nınbir normal esnek alt grubudur. 

ii) (H ,K )i i
i I∈
Λ , (F,A) ’nınbir normal esnek alt grubudur. 

iii) Eğer ,i j I∀ ∈  için K Ki j = ∅I  ise (H ,K )i i
i I∈
V , (F,A) ’nınbir normal esnek 

alt grubudur. 

Đspat: Teorem 3.1.6.'nın ispatına benzer şekilde yapılır. 

3.2. Esnek Halkalar ve Đdealler 

Esnek halka kavramı ilk kez Acar ve ark. (2010) tarafından ortaya konulmuştur. Bu 

bölümde esnek halkaların ve ideallerin yapısı, temel özellikleri ve sonuçları 

arasındaki ilişkiler değerlendirilmiştir. 

Bu bölüm boyunca R bir halka olarak ele alınacaktır.  

Tanım 3.2.1.(F,A) R halkası üzerinde boştan farklı bir esnek küme olsun. Eğer x∀ ∈

Des(F,A) için F( x ) R’nin bir alt halkası (ideali) ise (F,A)’ya R halkası üzerinde 

esnek halka (ideal) denir. Açık olarak R üzerinde her esnek ideal esnek halkadır. R 

üzerindeki bütün esnek halkalar ve idealler için aşağıdaki kümeleri verebiliriz.   

• Esr(R)={ (F,A)| A⊆E, (F,A) R üzerinde esnek halka} 

• Esi(R)={ (F,A)| A⊆E, (F,A) R üzerinde esnek ideal} 

• Esr(R)={ (F,A)| A⊆E, (F,A) R üzerinde güçlü esnek halka} 

• Esi(R)={ (F,A)| A⊆E, (F,A) R üzerinde güçlü esnek ideal} 

• EsrA(R)={ (F,A)| (F,A) R üzerinde esnek halka} 

• EsiA(R)={ (F,A)| (F,A) R üzerinde esnek ideal} 

• EsrA(R)={ (F,A)| (F,A) R üzerinde güçlü esnek halka} 

• EsiA(R)={ (F,A)| (F,A) R üzerinde güçlü esnek ideal} 

Açık olarak sıfır ve tam esnek kümeler R üzerinde esnek ideallerdir.   
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Tanım 3.2.2.(F,A) ve (G,B) sırasıyla R1 ve R2 üzerinde esnek kümeler ve ( , )φ ψ

:(F,A)→(G,B) olsun. Eğer φ :R1→R2 halka homomorfisi ise ( , )φ ψ ’ye esnek halka 

homomorfisi denir. Eğer φ  bir izomorfi,ψ bire-bir ve örten ise ( , )φ ψ ’ye esnek halka 

izomorfisi denir. Bu durum (F,A)≅R(G,B) şeklinde gösterilir. Açık olarak “≅R” 

bağıntısı esnek halkalar üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 

Önerme 3.2.1.R bir halka, I R∅ ≠ ⊆  ve A E∅ ≠ ⊆ olsun. Bu takdirde; 

i) A,I( , A)φ  R üzerinde esnek halka (ideal) dır.⇔ I, R’nin bir alt halkası (ideali) 

dır. 

ii) A,R( ,A)φ  A parametreli en büyük esnek idealdir. 

iii) A,{0}( , A)φ  A parametreli en küçük esnek idealdir. 

Đspat: 

i)  Açıkça a∀ ∈A için A,Iφ (a )=I dır. Buradan A,I( , A)φ  R üzerinde esnek halka 

(ideal) ise I’nın R halkasının bir alt halkası (ideali) olduğu kolaylıkla görülür. Benzer 

şekilde I, R’nin bir alt halkası (ideali) ise A,I( , A)φ  R üzerinde esnek halka (ideal) dır. 

ii) - iii) i) ile ispatları açıktır. 

Örnek 3.2.1. 

1) R bir halka ise F:R (R)P→ , F( )r r=< > ile tanımlanan (F,R) ikilisi R 

üzerinde esnek idealdir. 

2)   R birim elemanlı bir halka ise F:R (R)P→ , F( ) { | }x r rx xr= = ile tanımlanan 

(F,R) ikilisi R üzerinde esnek halkadır. Üstelik (F,R) R üzerinde esnek idealdir ⇔  R 

bir değişmeli halkadır. 

3) nM ( )� , �  üzerindeki bütün n n×  tipindeki matrislerin kümesi ve 

n nF:M ( ) (M ( ))P→� � bir dönüşüm olsun. nF(X)={Y.X | Y M ( )}∈ � ile 

tanımlanan(F, nM ( )� ) ikilisi nM ( )�  halkası üzerinde esnek halkadır, fakat esnek 

ideal değildir. 

4) 6 6F: ( )P→Z Z  

F( 0 )=F �2 � = F( 4 ) = 6Z ,F(1)=F( 3 )=F �5� = �0,2,4 �ile tanımlanan (F, 6Z ) 

esnek kümesi 6Z  üzerinde bir esnek halkadır. 
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Teorem 3.2.1.{ (F ,A )i i | i∈Λ} R üzerinde esnek halkaların (ideallerin) bir ailesi 

olsun. Bu takdirde; 

i) (F ,A )i i
i∈Λ
I  boştan farklı esnek küme ise (F ,A )i i

i∈Λ
I R üzerinde esnek halka 

(ideal) dır, 

ii) (F ,A )i i
i∈Λ
ó  boştan farklı esnek küme ise (F ,A )i i

i∈Λ
ó  R üzerinde esnek halka 

(ideal) dır, 

iii) Her Ai
i

a
∈Λ

∈∪  için  { F ( )i a | i∈ ( )aΛ } kümelerin bir zinciri ise (F ,A )i i
i∈Λ
U R 

üzerinde esnek halka (ideal) dır, 

iv) (F ,A )i i
i∈Λ
ò  boştan farklı esnek küme ve Ai

i

a
∈Λ

∀ ∈∩ için { F ( )i a | i∈Λ } 

kümelerin bir zinciri ise (F ,A )i i
i∈Λ
ò  R üzerinde esnek halka (ideal) dır, 

v) Her i,j∈Λ , i≠j için Ai∩Aj=∅  ise (F ,A )i i
i∈Λ
U  R üzerinde esnek halka (ideal) 

dır, 

vi) (F ,A )i i
i∈Λ
Λ  R üzerinde esnek halka (ideal) dır, 

vii) A Ai
i∈Λ

= ∏ ve ( ) Ai ia ∈Λ∀ ∈  için { F ( )i ia | i∈Λ } kümelerin bir zinciri ise 

(F ,A )i i
i∈Λ
∨  R üzerinde esnek halka (ideal) dır. 

Đspat: 

i) (F , A )i i
i∈Λ

=I (F, Ai
i∈Λ
∩ ) olsun. Her Ai

i
a

∈Λ
∈ ∩ olmak üzere F ( )i a R’nin bir alt 

halkası (ideali) dır. Teorem 2.3.3 ile F( )i
i

a
∈Λ
∩ R’nin bir alt halkası (ideali) dır. Yani 

F( )a  R’nin alt halkası (ideali) dır. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
I R üzerinde esnek halka(ideal) 

dır. 

ii) (F , A )i i
i∈Λ

=ó (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪  olmak üzere ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  için  

( )
F( )i

i a
a

∈Λ
∩  R’nin alt halkası (ideali) dır. Yani F( )a R’nin alt halkası (ideali) dır. 

Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
ó  R üzerinde esnek halka(ideal) dır. 
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iii) (F , A )i i
i∈Λ

=U (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ ve ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  olmak üzere {

F ( )i a | i∈ ( )aΛ } bir zincir olduğundan 
( )

F( )i
i a

a
∈Λ
∪ R ’nin alt halkası (ideali) dır. Yani 

F( )a R’nin alt halkası (ideali) dır. Buradan (F , A )i i
i∈Λ
U R üzerinde esnek halka (ideal) 

dır. 

iv)  iii)'ye benzer şekilde yapılır. 

v) (F , A )i i
i∈Λ

=U (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ ise i∃ ∈Λ  öyle ki Aia∈  dir. 

( ) { | A }ia i aΛ = ∈  olmak üzere F( ) F ( )ia a=  ve F ( )i a  R’nin alt halkası (ideali) 

olduğundan F( )a R’nin alt halkası (ideali) dır. Buradan (F , A )i i
i∈Λ
U  R üzerinde esnek 

halka(ideal) dır. 

vi) (F , A )i i
i∈Λ

=Λ (F, Ai
i∈Λ
∏ ) olsun. ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏  için F ( )i ia  R’nin alt halkası 

(ideali) olduğundan  F ( )i i
i

a
∈Λ
∩ R’nin alt halkası (ideali) dır. Yani ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏  için 

F( )ia R’nin alt halkası (ideali) dır. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
Λ  R üzerinde esnek halka(ideal) 

dır. 

vii)iii)'ye benzer şekilde yapılır. 

Örnek 3.2.2.R =�  , A = 2�   ve B = 3�   olsun.  

F( ) {2 | }x nx n= ∈� veG( ) {3 | }x nx n= ∈� şeklinde tanımlı  

F : A (R)P→ veG : B (R)P→  

küme değerli fonksiyonları dikkate alınsın. C=A∩ B=6�  olmak üzere;  

(F,A)I (G,B)=(H,C) olsun. x∀ ∈C için H(x)=F(x)∩ G(x)=6 x� , F(x)=2 x�   ve 

G(x)=3 x�  halkalarının alt halkalarıdır. Sonuç olarak (F,A)I (G,B), (F,A) ve (G,B) 

nin bir esnek alt halkasıdır. 

Teorem  ile aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.1. ∅ ≠A⊆E olsun. Bu takdirde; 

i) (EsrA( R ), ⊆) tam kafestir,  

ii) (EsiA( R ), ⊆) tam kafestir. 
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Teorem 3.2.2.Her i∈Λ için (F ,A )i i Ri üzerinde esnek halkalar (idealler) olsun. Bu 

takdirde,  (F ,A )i i
i∈Λ
× R i

i∈Λ
∏  üzerinde bir esnek halka (ideal) dır. 

Đspat: (F , A )i i
i∈Λ
× = (F, Ai

i∈Λ
∏ ) olsun. ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏  için F ( )i ia R i ’nin alt halkası (ideali) 

olduğundan Teorem 2.3.4  ile F ( )i i
i

a
∈Λ
∏ Ri

i∈Λ
∏ ’nin alt halkası (ideali) dır. Yani F( )ia

Ri
i∈Λ
∏ ’nin alt halkası (ideali) dır. Buradan (F ,A )i i

i∈Λ
× R i

i∈Λ
∏  üzerinde esnek halka 

(ideal) dır. 

Tanım 3.2.3.(G,+) değişmeli bir grup ve { (F ,A )i i | i∈Λ} Güzerinde esnek 

kümelerin bir ailesi olsun. 

i) A Ai
i∈Λ

= ∪ ve Aa∀ ∈  için, ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  olmak üzere 
( )

F( ) F ( )i

i a

a a
∈Λ

= ∑

şeklinde tanımlanan (F,A) esnek kümesine { (F ,A )i i | i∈Λ} esnek kümeler ailesinin 

toplamı denir ve (F , A )i i

i∈Λ

∪∑ notasyonu ile gösterilir. 

ii) A Ai
i∈Λ

= ∩ ve Aa∀ ∈  için F( ) F ( )
i

i

a a
∈Λ

=∑ şeklinde tanımlanan (F,A) esnek 

kümesine { (F ,A )i i | i∈Λ} esnek kümeler ailesinin daraltılmış toplamı denir ve 

(F , A )i i

i∈Λ

∩∑ notasyonu ile gösterilir. 

iii) A A
i

i∈Λ
= ∏ ve ( ) Ai ia ∈Λ∀ ∈  için F( ) F ( )

i i i

i

a a
∈Λ

= ∑ şeklinde tanımlanan (F,A) 

esnek kümesine { (F ,A )i i | i∈Λ} esnek kümeler ailesinin kartezyen toplamı denir ve 

(F , A )i i

i∈Λ

×∑ notasyonu ile gösterilir. 

Teorem 3.2.3. { (F ,A )i i | i∈Λ} R üzerindeesnek ideallerin bir ailesi olsun. Bu 

takdirde; 

i) (F , A )i i

i∈Λ

∪∑  R üzerinde esnek idealdir, 

ii) Ai
i∈Λ

≠∅∩ ise (F , A )i i

i∈Λ

∩∑  R üzerinde esnek idealdir, 

iii) (F , A )i i

i∈Λ

×∑  R üzerinde esnek idealdir. 
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Đspat : 

i)  (F ,A )i i

i∈Λ

∪ =∑ (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ olmak üzere ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  için  

F( )i a  R’nin idealidir. Teorem 2.3.2 ile
( )

F ( )i

i a

a
∈Λ
∑  R’nin idealidir. Yani F( )a R’nin 

idealidir. Buradan (F , A )i i

i∈Λ

∪∑  R üzerinde esnek idealdir. 

ii) (F ,A )i i

i∈Λ

∩ =∑ (F, Ai
i∈Λ
∩ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∩ için F( )i a  R’nin idealidir. Teorem 2.3.2 

ile
( )

F ( )i

i a

a
∈Λ
∑  R’nin idealidir. Yani F( )a R’nin idealidir. Buradan (F ,A )i i

i∈Λ

∩∑  R 

üzerinde esnek idealdir. 

iii) i) ve ii)'ye benzer şekilde yapılır. 

Teorem 3.2.4.(F,A), (G,B), (H,C) R  üzerinde güçlü esnek idealler olsun.  Bu 

takdirde; 

i) (F, A)  (G, B)∪�  R üzerinde esnek idealdir, 

ii) A∩B≠ ∅ ise (F,A) ∩� (G,B)  R üzerinde esnek idealdir, 

iii) (F,A) ×� (G,B) R üzerinde esnek idealdir, 

iv) “⊆” bağıntısına göre Sup{(F,A),(G,B)}= (F, A)  (G,B)∪+ , 

v) A∩B≠ ∅ ise “⊆” bağıntısına göre Inf{(F,A),(G,B)}= (F,A)I (G,B), 

vi) A∩B≠ ∅ ise “⊑” bağıntısına göre Inf{(F,A),(G,B)}= (F, A) (G,B)∩+ , 

vii) “⊑” bağıntısına göre Sup{(F,A),(G,B)}= (F, A)  (G, B)ó , 

viii) B∩C≠ ∅ ve (F,A) ⊆ (G,B) ise  

[ ](F,A)  (G,B) (H,C)∪+ ∩ = [ ](G,B)  (F,A) (H,C)∪∩ + , 

ix) A∩C≠ ∅ ve  (F,A) ⊑ (G,B) ise  

[ ](F,A)  (G,B) (H,C)∩+ ó = [ ](G,B)  (F,A) (H,C)∩+ó . 

Đspat: 

i) (F,A)  (G, B) = (K,A B)∪ ∪� olsun. A Bc∈ ∪ olmak üzere; eğer A\Bc∈  veya 

B\Ac∈  ise K( c ) R’nin idealidir. Eğer A Bc∈ ∩  ise F( ) G( )c c�  R’nin idealidir. 

Yani K( )c  R’nin idealidir. Buradan (F, A)  (G, B)∪�  R üzerinde esnek idealdir. 

ii) (F,A) (G, B) = (K,A B)∩ ∩� olsun. Açıkça A Bc∈ ∩  ise F( ) G( )c c�  R’nin 
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idealidir. Yani K( )c  R’nin idealidir. Buradan (F,A) (G, B)∩�  R üzerinde esnek 

idealdir. 

iii) (F,A) (G, B) (K,A B)× = ×�  olsun. (F,A) ve (G,B) R üzerinde esnek idealler 

olduğundan ( , ) A Ba b∀ ∈ ×  için F( a )� G(b ) R’nin idealidir. Yani K( )c  R’nin 

idealidir. Buradan (F,A) (G, B)×�   R üzerinde esnek idealdir. 

iv) Açık olarak (F,A)⊆ (F,A)  ∪+ (G,B) ve (G,B)⊆ (F,A)  ∪+ (G,B) dir. Diğer 

yandan (H,C) Esi∈ (R)  için (F,A)⊆ (H,C) ve (G,B)⊆ (H,C) ise A⊆C, B⊆C ve 

F( ) H( )x x⊆ , G( ) H( )x x⊆  dir. Böylece A∪ B⊆C ve x∈A∪ B için 

F( ) G( ) H( )x x x+ ⊆  olur. Buradan (F,A)  (G, B)∪+ ⊆ (H,C) dir. Dolayısıyla 

Sup{(F,A), (G,B)} = (F,A)  (G, B)∪+ olur. 

v) iv) ye benzer şekilde yapılır. 

vi) Açık olarak (F,A) ∩+ (G,B)ô (F,A)  ve (F,A) ∩+ (G,B)ô (G,B)  dir. Diğer 

yandan (H,C) Esi∈ (R)  için (H,C)ô (F,A)  ve (H,C)ô (G,B)  ise C⊆A, C⊆B ve 

F( ) H( )x x⊆ , G( ) H( )x x⊆  dir. Böylece C⊆A∩ B ve x∈C için 

F( ) G( ) H( )x x x+ ⊆  olur. Buradan (H,C)ô (F,A) (G, B)∩+ dir. Dolayısıyla 

Inf{(F,A), (G,B)} = (F,A) (G, B)∩+ olur. 

vii) vi) ye benzer şekilde yapılır. 

viii) [ ](F,A) (G, B) (H,C)∪+ =I (P, A (B C)∪ ∩ ) ve 

[ ](G, B)  (F,A) (H,C)∪+I = (Q, B (A C)∩ ∪ ) olsun. 

Açıkça A⊆B olduğundan A (B C)∪ ∩ = B (A C)∩ ∪  dir. 

x∈ A (B C)∪ ∩ olmak üzere;  

�Eğer A\B Cx∈ ∩  ise A Bx∈ ∩  ve Ax∈ \C dir.  

Buradan P( ) F( )x x=  ve Q( )=G( ) F( ) F( )x x x x∩ =  yani P( )=Q( )x x  olur. 

��Eğer (B C)\Ax∈ ∩  ise x∈B\A ve x∈C\A dır. 

Buradan P( ) G( ) H( )x x x= ∩  ve Q( ) G( ) H( )x x x= ∩  yani P( )=Q( )x x  olur. 

���Eğer A (B C)x∈ ∩ ∩  ise  

P( )=F( ) [G( ) H( )]x x x x+ ∩ ve Q( ) G( ) [F( ) H( )]x x x x= ∩ +  dir. Teorem ile P( )=Q( )x x  

dir. Buradan [ ] [ ](F,A) (G, B) (H,C) (G, B)  (F,A) (H,C)∪ ∪+ = +I I  olur. 

ix)  viii)'ye benzer şekilde yapılır. 
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Örnek 3.2.3.R=� , A={ 2 |  n n∈� } ve B={ 3 |  n n∈� } olsun.  

R halkası üzerinde F:A ( )P→ � ve G:B ( )P→ �  dönüşümleri k∀ ∈�  için 

1

{0}          ,  0
F( )

          ,  2 \ 2   k k

x
x

k x +

=
= 

∈ � � �
ve

1

{0}          ,  0
G( )

2          ,  2 \ 2   k k k

x
x

x +

=
= 

∈ � � �
 

şeklinde tanımlasınlar.  

Açık olarak (F,A) ve (G,B) R halkası üzerinde esnek ideallerdir. 

(F, A)  (G,B)∪+ =(H,A∪B) olsun. x∀ ∈A∪B için  

F( )               , 2 |  ve 3
H( ) = G( )               , 3 |  ve 2

F( ) G( )     , 6 |  

x x x

x x x x

x x x




 +

Œ
Œ  

1

1

               , 2 \ 2 ,  1,  3  
                 , 2  ve 3|   

2      , 2 \ 2 ,  1,  3 |   
 {0}              , 0

k k

k k k

k x k x

x x

k x k x

x

+

+

 ∈ ≥



= 
+ ∈ ≥

 =

� � �

�

� � � �

Œ
Œ

 

şeklindedir. 

(F, A) (G,B)∩+ =(K,A∩B) olsun. x∀ ∈A∩B={ 6 |n n∈� } için 

1 2      , 2 \ 2 ,  1,  3 |   
K( ) F( ) G( )

 {0}               , 0

k k kk x k x
x x x

x

+ + ∈ ≥
= + = 

=

� � � �
 

şeklindedir. 

Açıkça (F, A)  (G,B)∪+  ve (F, A) (G,B)∩+  R üzerinde esnek ideallerdir. 

(F, A) (G, B)∪� =(H,A∪B) olsun. x∀ ∈A∪B için 

F( )               , 2 |  ve 3
H( ) = G( )               , 3 |  ve 2

F( ) G( )      , 6 |  

x x x

x x x x

x x x




 ⋅

Œ
Œ  

1

1

               , 2 \ 2 ,  1,  3  
                 , 2  ve 3|   

.2           , 2 \ 2 ,  1,  3 |   
 {0}             , 0

k k

k k k

k x k x

x x

k x k x

x

+

+

 ∈ ≥



= 
∈ ≥

 =

� � �

�

� � �

Œ
Œ

 

şeklindedir. 

(F, A) (G, B)∩� =(K,A∩B) olsun. x∀ ∈A∩B={ 6 |n n∈� } için 
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1 .2           , 2 \ 2 ,  1,  3 |   
K( ) F( ) G( )

 {0}               , 0

k k kk x k x
x x x

x

+ ∈ ≥
= = 

=

� � �
�  

şeklindedir. 

Açıkça (F, A)  (G,B)∪+ , (F, A) (G,B)∩+ , (F, A) (G, B)∪�  ve (F, A) (G, B)∩�  

R üzerinde esnek ideallerdir. 

 

Teorem 3.2.5. (F,A) ve (G,B) sırasıyla R1 ve R2 üzerinde esnek kümeler ve ( , )φ ψ

:(F,A)→(G,B) esnek halka homomorfisi olsun. 

i) ψ bire-bir ve örten olmak üzere (F,A) R1üzerinde esnek halka ise ( (F),B)φ  R2 

üzerinde esnek halkadır. 

ii) Eğer φ  örten,ψ  bire-bir ve (F,A) R1üzerinde esnek ideal ise ( (F),B)φ  R2 

üzerinde esnek idealdir. 

iii) (G,B) R2 üzerinde esnek halka (ideal) ve 1( (G),A)φ −  boştan farklı esnek 

küme ise 1( (G),A)φ −  R1 üzerinde esnek halka (ideal) dır. 

Đspat.  

i) By∈  olsun. ψ örten olduğundan Ax∃ ∈  öyleki ( )x yψ = ’dir. F( x ) R1’in alt 

halkası ve Teorem 2.3.6. i) ile (F( ))xφ  R2’nin alt halkasıdır. Ayrıca ψ  bire-bir 

olduğundan (F)( ) (F( ))y xφ φ=  R2’nin alt halkasıdır. Buradan ( (F),B)φ  R2 üzerinde 

bir esnek halkadır. 

ii) By∈  olsun. φ örten olduğundan Ax∃ ∈  öyleki ( )x yφ = ’dir. (F,A) R1üzerinde 

esnek ideal olduğundan Ax∀ ∈ için F( x ) R1’in idealidir.ve Teorem 2.3.6.ii) ile 

(F( ))xφ  R2’nin idealidir. Ayrıca ψ  bire-bir olduğundan (F)( ) (F( ))y xφ φ=  R2’nin 

idealidir. Buradan ( (F),B)φ  R2 üzerinde bir esnek idealidir. 

iii) x∀ ∈A için ( )xψ ∈B ve (G,B) R2 üzerinde esnek halka (ideal) olduğundan G(

( )xψ ) R2’nin alt halkası (ideali) dır. Ayrıca Teorem 2.3.6. iii) ve iv) ile x∀ ∈A için 

1(G( ( )))xφ ψ−  R1’in alt halkası (ideali) dır. Buradan 1( (G),A)φ−  R1 üzerinde esnek 

halka (ideal) dır. 

Sonuç 3.2.2.φ :R1→R2 halka homomorfisi, (F,A) ve (G,B) sırasıyla R1 ve R2 

üzerinde esnek halkalar olsun. 
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i)  H:A 2(R )P→  H( x )=φ (F( x )) ile tanımlanan (H,A) esnek kümesi 2R  

üzerinde bir esnek halkadır ve A( , I ) :φ (F,A)→(H,A) esnek halka homomorfisidir. 

ii) φ örtenhomomorfi olmak üzere,K:B 1(R )P→ K( y )= 1φ − (G( y )) ile 

tanımlanan (K,B) esnek kümesi 1R  üzerinde bir esnek halkadır ve B( , I ) :φ (K,B)→

(G,B) esnek halka homomorfisidir. 

 

Teorem 3.2.6.(F,A) ve (G,B) sırasıyla R1 ve R2 üzerinde esnek kümeler, (F,A) R1 

üzerinde esnek halka (ideal) olsun. Eğer (F,A) R≅ (G,B)  ise (G,B)’de R2 üzerinde 

esnek halka (ideal) dır. 

Đspat: (F,A) R≅ (G,B) ise bir ( , ) : (F,A) (G,B)φ ψ → halka izomorfisi mevcuttur. 

: A Bψ → bire-bir ve örten bir dönüşüm olduğundan By∀ ∈  için Ax∃ ∈ öyle ki 

( )x yψ =  ve (F( )) G( ( )) G( )x x yφ ψ= =  dir. Teorem 2.3.6. ile (F( ))xφ  R2’nin alt 

halkası (ideali) dır. Yani G( )y R2’nin alt halkası (ideali) dır. Buradan (G,B) R2 

üzerinde esnek halka (ideal) dır. 

Önerme 3.2.2.(F,A), (G,B), (H,C) sırasıyla R1, R2 ve R3 üzerinde esnek kümeler 

olsun. Eğer ( , ) : (F,A) (G,B)φ ψ →  ve ( , ) : (G,B) (H,C)ϕ γ →  esnek halka 

homomorfileri ise ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek halka homomorfisidir. 

Đspat:Önerme 3.4. i) ile ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek fonksiyondur. Ayrıca

1 2 : R Rφ →  ve 2 3: R Rϕ →  halka homomorfisi olduklarından Teorem 2.3.5. ii) ile

1 3: R Rϕ φ →o  halka homomorfisidir. Buradan ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek 

halka homomorfisidir. 

Tanım 3.2.4. (F,A) ve (G,B)  R üzerinde iki esnek halka olsun. (F,A) ’ya (G,B) ’nin 

esnek alt halkası denir ⇔  

i) A B⊆  

   ii) x∀ ∈Des(F,A)  için F( )x , G( )x  in alt halkasıdır. 

Bu durum R(F,A) (G,B)< notasyonu ile gösterilir. 
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Örnek 3.2.4. R = A = 2� ve  B = 6 ⊆� A olsun. F( ) { | }x nx n= ∈� ve

G( ) {5 | }x nx n= ∈� şeklinde tanımlı  

F : A (R)P→ veG : B (R)P→  

küme değerli fonksiyonları dikkate alınsın. Kolayca görülür ki Bx∀ ∈ için

G( ) 5x x= � , F( )x x= �  in althalkasıdır. Böylece (G,B),(F,A) nın esnekalt  

halkasıdır. 

Teorem 3.2.7. (F,A)  R üzerinde bir esnek halka ve {(H , K ) | }i i i I∈ (F,A) ’nın esnek 

alt halkalarının boştan farklı bir ailesi olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

gerçeklenir.  

iv) (H ,K )i i
i I∈
I , (F,A) ’nın bir esnek alt halkasıdır, 

v) (H ,K )i i
i I∈
Λ , 

i I∈
Λ (F,A) ’nın bir esnek alt halkasıdır, 

vi)  Eğer ,i j I∀ ∈  için K Ki j = ∅I  ise (H ,K )i i
i I∈
V , (F,A)

i I∈
V ’nın bir esnek alt 

halkasıdır. 

Đspat. 

i) Açıkça K Ai
i I∈
∩ ⊆ dır. ∀ i I∈ için ( H , Ki i ) R< (F,A) olduğundan Ki ia∀ ∈  için 

H ( ),  F( )i i ia a ’nin alt halkasıdır. Üstelik H ( ),  F( )i i i
i I

a a
∈
∩ ’nin alt halkasıdır. Yani 

i I∈
I (

H , Ki i ) R< ( F, A ) olur. Buradan 
i I∈
I ( H , Ki i ), (F,A)' nın esnek alt halkasıdır. 

ii) Her i I∈  için ( H , Ki i ) R< (F,A) olduğundan K Ai ⊆  ve Ki ia∀ ∈  için 

H ( ),  F( )i i ia a ’nin alt halkasıdır. Dolayısıyla K Ai

i I i I∈ ∈

⊆∏ ∏  ve ( ) Ki i

i I

a
∈

∈∏  için 

H ( ),  F( )i i ia a ’nin alt halkası olur. Üstelik H ( ),  F( )i i i
i I i I

a a
∈ ∈
∩ ∩ ’nin alt halkasıdır. 

Buradan (H ,K )i i
i I∈
Λ R<

i I∈
Λ (F,A) dır. Yani (H ,K )i i

i I∈
Λ , 

i I∈
Λ (F,A) ’nın esnek alt 

halkasıdır. 

iii) ii)ye benzer şekilde yapılır. 

3.3. Esnek Modüller 
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Esnek modül kavramı ilk kez Sun ve ark. (2008) tarafından ele alınmıştır. Bu 

bölümde esnek modüllerin yapısı, temel özellikleri ve sonuçları arasındaki ilişkiler 

değerlendirilmiştir. 

Bu bölüm boyunca M bir R-modül olarak alınacaktır.  

Tanım 3.3.1.(F,A) M üzerinde bir esnek küme olsun. Eğer x∀ ∈Des(F,A) için F( x )

∈S[M] ise (F,A)’ya M üzerinde esnek modül denir. Açık olarak M üzerindeki sıfır 

ve tam esnek kümeler esnek modüllerdir. M üzerindeki bütün esnek modüller için 

aşağıdaki kümeleri verebiliriz.   

• Esm[M]={ (F,A)| A⊆E, (F,A) M üzerinde esnek modül} 

• Esm[M]={ (F,A)| A⊆E, (F,A) M üzerinde güçlü esnek modül} 

• EsmA[M]={ (F,A)| (F,A) M üzerinde esnek modül} 

• EsmA[M]={ (F,A)| (F,A) M üzerinde güçlü esnek modül} 

Tanım 3.3.2.(F,A) ve (G,B) sırasıyla M1 ve M2 üzerinde esnek kümeler ve ( , ) :φ ψ

(F,A→(G,B) olsun. Eğerφ :M1→M2modülhomomorfisi ise ( , )φ ψ ’ye esnek modül 

homomorfisi denir. Eğer φ  bir izomorfi,ψ bire-bir ve örten ise ( , )φ ψ ’ye esnek 

modülizomorfisi denir. Bu durum (F,A)≅M(G,B) şeklinde gösterilir. Açık olarak 

“≅M” bağıntısı esnek modüllerin kümesi üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 

Örnek 3.3.1. 

1) M bir modül ve N, M’nin bir alt modülü ise ( A,Nφ ,A)  esnek kümesi M 

üzerinde bir esnek modüldür. 

2) F: ( )P→� � , F( ) 2n n= � ile tanımlı (F, � ) ikilisi �  üzerindebir esnek 

modüldür. 

Teorem 3.3.1.{ (F ,A )i i | i∈Λ} M üzerinde esnek modüllerin bir ailesi olsun. Bu 

takdirde; 

i) (F ,A )
i i

i∈Λ
I boştan farklı esnek küme ise (F ,A )

i i
i∈Λ
I M üzerinde esnek modüldür, 

ii) (F ,A )i i
i∈Λ
ó boştan farklı esnek küme ise (F ,A )i i

i∈Λ
ó  M üzerinde esnek 

modüldür, 

iii) Her Ai
i

a
∈Λ

∈∪  için  { F ( )i a | i∈ ( )aΛ } kümelerin bir zinciri ise (F ,A )
i i

i∈Λ
U M 
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üzerinde esnek modüldür, 

iv) (F ,A )i i
i∈Λ
ò boştan farklı esnek küme ve Ai

i

a
∈Λ

∀ ∈∩ için { F ( )i a | i∈Λ } 

kümelerin bir zinciri ise (F ,A )i i
i∈Λ
ò  M üzerinde esnek modüldür, 

v) Her i,j∈Λ , i≠j için Ai∩Aj=∅  ise (F ,A )
i i

i∈Λ
U  M üzerinde esnek modüldür, 

vi) (F ,A )i i
i∈Λ
Λ  M üzerinde esnek modüldür, 

vii) A A
i

i∈Λ
= ∏ ve ( ) Aia∀ ∈  için { F ( )i ia | i∈Λ } kümelerin bir zinciri ise (F ,A )i i

i∈Λ
∨  

M üzerinde esnek modüldür. 

Đspat: 

i) (F , A )i i
i∈Λ

=I (F, Ai
i∈Λ
∩ ) olsun. Her A

i
i

a
∈Λ

∈ ∩ olmak üzere F ( )i a  M’nin bir alt 

modülüdür. Teorem 2.4.2 i) ile F( )i
i

a
∈Λ
∩  M’nin bir alt modülüdür. Yani F( )a  M’nin 

alt modülüdür. Buradan (F ,A )
i i

i∈Λ
I M üzerinde esnek  modüldür. 

ii) (F , A )i i
i∈Λ

=ó (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ olmak üzere ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  için  

( )
F( )i

i a
a

∈Λ
∩  M’nin alt modülüdür. Yani F( )a M’nin alt modülüdür. Buradan (F ,A )i i

i∈Λ
ó  

M üzerinde esnek modüldür. 

iii) (F , A )i i
i∈Λ

=U (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ ve ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  olmak üzere {

F ( )i a | i∈ ( )aΛ } bir zincir olduğundan 
( )

F( )i
i a

a
∈Λ
∪ M'nin nin alt modülüdür. Yani F( )a  

M’nin alt modülüdür. Buradan (F , A )i i
i∈Λ
U M üzerinde esnek modüldür. 

iv)  iii)'ye benzer şekilde yapılır. 

v) (F , A )i i
i∈Λ

=U (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ ise i∃ ∈Λ  öyle ki Aia∈  dir. 

( ) { | A }ia i aΛ = ∈ olmak üzere F( ) F ( )ia a=  ve F ( )i a  M’nin alt modülü olduğundan 

F( )a  M’nin alt modülüdür. Buradan (F , A )i i
i∈Λ
U  M üzerinde esnek modüldür. 



44 
 

vi) (F , A )i i
i∈Λ

=Λ (F, Ai
i∈Λ
∏ ) olsun. ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏ için F ( )i ia  M’nin alt modülü 

olduğundan Teorem 2.4.2. ile F ( )i i
i

a
∈Λ
∩  M’nin alt modülüdür. Yani ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏  için 

F( )ia  M’nin alt modülüdür. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
Λ  M üzerinde esnek modüldür. 

vii)iii)'ye benzer şekilde yapılır. 

Teorem 3.3.1. ile aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.3.1. ∅ ≠A⊆E olsun. Bu takdirde (EsmA[ M ], ⊆) tam kafestir. 

Teorem 3.3.2.{ (F ,A )i i | i∈Λ} M üzerinde esnek modüllerin bir ailesi olsun. Bu 

takdirde  (F ,A )i i
i∈Λ
× M i

i∈Λ
∏  üzerinde bir esnek modüldür. 

Đspat: (F , A )i i
i∈Λ
× = (F, A

i
i∈Λ
∏ ) olsun. ( ) Ai i

i

a
∈Λ

∀ ∈∏ için F ( )i ia Mi ’nin alt modülü 

olduğundan Teorem 2.4.2. ii)  ile F ( )i i
i

a
∈Λ
∏ M

i
i∈Λ
∏ ’nin alt modülüdür. Yani F( )ia M

i
i∈Λ
∏

’nin alt modülüdür. Buradan (F ,A )i i
i∈Λ
× Mi

i∈Λ
∏  üzerinde esnek modüldür. 

Teorem 3.3.3. { (F ,A )i i | i∈Λ} M üzerinde esnek alt modüllerin bir ailesi olsun. Bu 

takdirde; 

i) (F , A )i i

i∈Λ

∪∑  M üzerinde esnek modüldür, 

ii) Ai
i∈Λ

≠∅∩ ise (F , A )i i

i∈Λ

∩∑  M üzerinde esnek modüldür, 

iii) (F , A )i i

i∈Λ

×∑  M üzerinde esnek modüldür. 

Đspat: 

i)  (F ,A )i i

i∈Λ

∪ =∑ (F, Ai
i∈Λ
∪ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∪ olmak üzere ( ) { | A }ia i aΛ = ∈  için  

F( )i a  M’nin alt modülüdür. Teorem 2.4.3. ile
( )

F ( )i

i a

a
∈Λ
∑  M’nin alt modülüdür. Yani 

F( )a M’nin alt modülüdür. Buradan (F , A )i i

i∈Λ

∪∑  M üzerinde esnek modüldür. 

ii) (F ,A )i i

i∈Λ

∩ =∑ (F, Ai
i∈Λ
∩ ) olsun. Ai

i

a
∈Λ

∈ ∩ için F( )i a  M’nin alt modülüdür. Teorem 
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2.4.3. ile
( )

F ( )i

i a

a
∈Λ
∑  M’nin alt modülüdür. Yani F( )a M’nin alt modülüdür. Buradan 

(F ,A )i i

i∈Λ

∩∑  R üzerinde esnek modüldür. 

iii) i) ve ii)'ye benzer şekilde yapılır. 

Teorem 3.3.4.(F,A) ve (G,B) sırasıyla M1 ve M2 üzerinde esnek modüller ve ( , )φ ψ

:(F,A)→(G,B) esnek modülhomomorfisi olsun. 

i) ψ bire-bir ise ( (F),B)φ  M2 üzerinde esnek modüldür. 

ii) 1( (G),A)φ − boştan farklı esnek küme ise 1( (G),A)φ −  M1 üzerinde esnek 

modüldür. 

Đspat. 

i) By∈  olsun. ψ örten olduğundan Ax∃ ∈  öyleki ( )x yψ = ’dir. F( x ) M1’in alt 

modülü ve Teorem 2.4.5. i) ile (F( ))xφ  M2’nin alt modülüdür. Ayrıca ψ  bire-bir 

olduğundan y∀ ∈B için (F)( ) (F( ))y xφ φ=  M2’nin alt modülüdür. Buradan ( (F),B)φ  

M2 üzerinde bir esnek modüldür. 

ii) x∀ ∈A için ( )xψ ∈B ve (H,B) M2 üzerinde esnek modül olduğundan H( ( )xψ ) 

M2’nin alt modülüdür. Ayrıca Teorem Teorem 2.4.5. ii) ile x∀ ∈A için 
1(H( ( )))xφ ψ−  M1’in alt modülüdür. Buradan 1( (G),A)φ−  M1 üzerinde esnek 

modüldür. 

Sonuç 3.3.2.φ :M1→M2modülhomomorfisi, (F,A) ve (G,B) sırasıyla M1 ve M2 

üzerinde esnek modüller olsun. 

i)  H:A 2(M )P→  H( x )=φ (F( x )) ile tanımlanan (H,A) kümesi 2M  üzerinde 

bir esnek modüldür ve A( , I ) :φ (F,A)→(H,A) esnek modülhomomorfisidir. 

ii) φ örten ise K:B 1(M )P→ K( y )= 1φ − (G( y )) ile tanımlanan (K,B) kümesi 1M  

üzerinde bir esnek modüldür ve B( , I ) :φ (K,B)→(G,B) esnek modülhomomorfisidir. 

Önerme 3.3.1.(F,A), (G,B), (H,C) sırasıyla M1, M2 ve M3 üzerinde esnek kümeler 

olsun. Eğer ( , ) : (F,A) (G,B)φ ψ →  ve ( , ) : (G,B) (H,C)ϕ γ →  esnek 

modülhomomorfileri ise ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek modül homomorfisidir. 
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Đspat: Önerme 3.4. i) ile ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek fonksiyondur. Ayrıca

1 2 : M Mφ →  ve 2 3: M Mϕ → modül homomorfisi olduklarından Teorem 2.4.6. ile 

1 3: M Mϕ φ →o modül homomorfisidir. Buradan ( , ) : (F,A) (H,C)ϕ φ γ ψ →o o  esnek 

modül homomorfisidir. 

Tanım 3.3.3. (F,A) ve (G,B)  M üzerinde iki esnek modül olsun. (F,A) ’ya (G,B)

’nin esnek alt modülü denir ⇔  

 i) A B⊆  

ii) x∀ ∈Des(F,A)  için F( )x , G( )x  in alt modülüdür. 

Bu durum M(F,A) (G,B)< notasyonu ile gösterilir. 

Tanım 3.3.4. r∈R ve (F,A) M üzerinde bir esnek küme olmak üzere a∀ ∈A için G(

a )= r F(a )  ile tanımlı (G,A) esnek kümesine (F,A) esnek kümesinin r  ile çarpımı 

denir ve ( r F, A) ile gösterilir. Açık olarak R değişmeli bir halka ve (F,A) esnek 

modül ise  ( r F, A) esnek modüldür ve ( r F, A)⊆ (F,A)dır. 

Önerme 3.3.2. (F,A) ve (G,B) sırasıyla M1 ve M2 üzerinde esnek kümeler,          

( , ) :φ ψ (F,A)→(G,B) esnek modül homomorfisi ve r∈R olsun.  Bu takdirde  

( , ) :rφ ψ (F,A)→( r G,B) esnek modül homomorfisidir. 

Đspat: Tanım 3.3.2. ve Tanım 3.3.4. ile açıktır. 
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4. SONUÇ VE ÖNERĐLER 

 

Yaptığımız çalışmada elde edilen başlıca sonuçlar şunlardır: 

1. Esnek kümeler üzerinde “⊆” ve “ô ”sıralama bağıntıları ve ikili işlemleri 

verilerek bunlara ait bazı özel sonuçlar elde edilmiştir. Özel olarak, bir U kümesi 

üzerinde tanımlı bütün esnek kümelerin ailesinin “⊆” ve “ô ”bağıntılarına göre tam 

kafes ve sonsuz ∨ -dağılımlı kafes yapılarına sahip olduğu gösterilmiştir. 

2. Evrensel küme üzerindeki ikili işlemler yardımıyla esnek kümeler üzerinde ikili 

işlemler verilerek esnek idealler, halkalar ve modüller için ikili işlemlerin buradaki 

etkileri incelenmiştir. 

3. Esnek cebirsel yapıların kafes yapıları incelenmiştir.  

4. Halka ve modül teorilerine ait bazı sonuçların esnek yapılar içinde geçerli 

olduğu gösterilmiştir. 

5. Esnek fonksiyon yardımıyla görüntü ve ters-görüntü tanımlarına ait özellikler 

verilmiştir. 

Bu çalışmada elde edilen sonuçlar dikkate alınarak bazı öneriler sunulmuştur. 

1.Esnek cebirsel yapılar yardımıyla klasik cebirsel yapıların özellikleri incelenebilir. 

2. Esnek kümeler farklı cebirsel yapılar üzerinde yeniden değerlendirilip bu yapılara 

ait özellikleri incelenebilir. Bu şekilde birçok matematiksel yapı esnek kümeler 

üzerinde yeniden ele alınabilir. 

3.Esnek cebirsel yapılar, bu alanda çalışan diğer araştırmacılara tanıtılarak farklı 

bilim dalları ile ortak çalışmalar yapılması hedeflenebilir. 
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