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NEGATIF AKIMLI POZIiTiF SICRAMALI iKi TUTAN BARIYERLI
YARI-MARKOV RASTGELE YURUYUS SURECLERI

OZET

Ozellikle stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin pek cok onemli
problemi, iki bariyerli rastgele yiirliyiis siiregleri yardimiyla ifade edilir. Bu siiregler
hakkinda pek ¢ok ilging calisma yapilmistir. Fakat bu ¢alismalarin ¢ogu, sonlu durum
uzayina sahip rastgele yliriiylis siiregleri i¢in sinir-deger problemlerine aittir. Sinir-deger
problemleri 6nemli olmasina ragmen, ele alinan siireglerin kendi karakteristiklerinin
incelenmesi de oldukc¢a 6nemlidir. Bu konuda da bazi ¢alismalar mevcuttur. Ancak bu
caligmalar1 daha da ilerletmek gerekir. Ozellikle, rastgele yiiriiyiis siireglerinin yerine,
bunlardan daha genel bir sinif olan negatif akimli pozitif sigramali yari-Markov rastgele
yiiriiyiis stireclerine bakmak daha ilgingtir.

Bu ¢alismada, 0 (sifir) ve a(a > 0) seviyelerinde iki tutan bariyere sahip negatif
akimli pozitif sigramali yari-Markov rastgele yliriiyiis slireci X(t) ve bu siirecin 6nemli
siir fonksiyonelleri sayilan, siirecin ilk kez a(a > 0) seviyesindeki tutan bariyere
ulasma an1 y¢ ve siirecin ilk kez 0 (sifir) seviyesindeki tutan bariyere diisme an1 y?
matematiksel olarak kurulmustur. Ayrica yZ ve y? rasgele degiskenlerinin Laplace
dontisiimleri, beklenen degerleri ve varyanslari i¢in agik formiiller verilmistir. Siirecin
iki sigrama ani arasindaki siirenin iistel veya Erlang dagilimmna sahip olmasi 6zel
durumlarinda, y£ ve y? 1n Laplace doniisiimleri, beklenen degerleri ve varyanslar igin

formiiller elde edilmistir.

Anahtar Sézciikler: Stokastik siireg, yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci, negatif
akiml pozitif sicramali rastgele yiiriiyilis siireci, tutan bariyer, Laplace doniisiimii,

Erlang dagilimu, tistel dagilim.



SEMIi-MARKOViIiAN RANDOM WALK PROCESSES WiTH NEGATIVE
DRIFT, POSITiVE JUMPS AND TWO DELAYING BARRIERS

ABSTRACT

In a particular, a number of very interesting problems of stock control, queuing
and reliability theories can be expressed by means of random walk processes with two
barriers. Numerous studies have been done about these processes because of their
theoretical and practical importance. But most of these studies belong to the boundary-
value problems for the random walk processes which has a finite state space. The
boundary-value problems are important, so are the investigation of proper
characteristics of processes at hand. For this reason although there are some studies on
proper characteristics of random walk processes with two barriers, more detailed studies
in this field have to carried out. Especially, it is more interesting to look at semi-Markov
random walk processes with negative drift and positive jumps that is a general class
instead of random walk processes.

In this study, the semi-Markovian random walk processes with negative drift and
positive jumps X(t) which has delaying barrier at O (zero) and at a(a > 0) and the
important boundary functionals of it, the first reaching moment of the process into the
delaying barrier at a(a > 0), y{, and the first falling moment of the process into the
delaying barrier at 0 (zero), y2, which are constructed mathematically. Also, explicit
formulae are given for the Laplace transformation, expected value and variances of the
random variables y£* and y?. In special cases in which the quantity between two jump
instants has exponential or Erlang distributions formulae are obtained for the Laplace

transformation, expected value and variances of the random variables y& and y?.

Key Words: Stochastic process, semi-Markovian random walk process, random walk
processes with negative drift and positive jumps, delaying barrier, Laplace

transformation, Erlang distribution, exponential distribution.
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1. GIRIS

Bilim diinyasinda teoriler, bu diinyaya 6zgii aksiyomlar iizerine insa olunurlar.
Teorik sonuglar, bu aksiyomlardan didaktif mantik yoluyla ¢ikartilirlar. Bilim
diinyasinin teorileri ve iriinleri, gercek diinyanin gergekleri ile uyum igerisinde
olmalarin1 saglayacak sekilde bigimlendirilmis olmalarina ragmen ger¢egin kendisi

degildirler; bircok varsaymmin 1siginda ortaya ¢ikmis varliklardir. Ornegin, yerden d

kadar yiliksekte bulunan bir cismin t = m saniye icerisinde yere diisecegini ifade
eden yasa, ancak ve ancak s6z konusu cismin, havast bosaltilmis bir tiip igerisinde
diisme hareketini gergeklestirmesi durumunda gecerlidir. Bu tip olaylara ve yasalara
deterministik olaylar ve yasalar diyoruz. Ayni kosullar altinda tekrarlandiklarinda ayni
sonuglar1 verdiklerini, vereceklerini biliyoruz.

Oysa bazi olaylar i¢in bu tiir bir determinizm s6z konusu olmayabilir. Diizgiin
bir zar1 aym kosullar altinda atmamiz halinde, gelen yiizlerin hep ayni olmadigini
goriiriiz. Ayni durum, iyi karistirilmis bir deste kart icerisinden rastgele ¢ekilen bir kart
icin de gegerlidir. Karar vermekte acele etmek, bu tiir olaylarin matematiksel
modellerini kurmanin miimkiin olamayacagi sanisina kapilmak dogru olmaz. Diizgiin
bir zar1 bir kez degil de soz gelimi 600 kez atarsak hemen her iki yiiziin esit
sayilabilecek sayida geldigini goriiriiz. Bu atiglarin sayisin1 daha da yiikseltirsek
savimizin yasa mertebesine yiikseldigine sahit oluruz ve bu tiir rastgele olaylarin da
gerisinde yatan istatistiki bir diizenliligin mevcut oldugunu kabul etmeye mecbur
kaliriz. Bir deney ayni sartlar altinda bir¢ok kez tekrar edildiginde sonuglar belli bir
kurala bagli olmaksizin her seferinde degisebiliyorsa, bu deneyin belirli bir sonucuna
bagimli olarak gerceklesen (ya da gerceklesmeyen) bir olaya rastgele olay denmektedir.
Rastgele olaylara etki eden nedenlerin ¢oklugu ve karmasikligi bunlarin incelenmesi
icin 6zel metotlar1 gerekli kilmistir. Uygulamada deneyler gostermistir ki, bir rastgele
olayin gerceklesmesi ya da gerceklesmemesi pek ¢ok sayida gozlemlendiginde, az ¢ok
bir kararlilik gostermektedir. Yani tek basina bir rastgele olaymn karmasikligina karsilik,
bunlarin climlesi i¢in gegerli basit bir kanun elde edilebilmektedir.

On yedinci ylizyillda dogan olasilik teorisi, rastgele olaylarin ve rastlanti
degiskenlerinin ¢izdigi ¢erceveyi kendisine konu edinmistir. Bu nedenle olasilik teorisi,
rastgele olaylara egemen olan kanunlari matematiksel metotlarla inceleyen bir bilimdir.

Sans degismelerine bagli hemen hemen biitiin gdzlemleri, bu sans degismelerinin dogal



0zelligini incelemek olasilik kuramidir. Sans kavramlar1 ve onunla birlikte “Sans” tarih
Oncesine kadar gider, ancak bunlarin matematiksel incelenmesi 300 y1l eskiye dayanir.
Olasilik hesab1 baslangigta sans oyunlar1 ya da kumar oyunlariyla canlandirildi. Bir ¢ift
zar1 24 kez atip en az bir kez diises getirme olasiliginin 4 zar1 bir kez atip en az bir ses
getirmenin olasiligina esit olacagini diisiinen Chevalier de Mere adli kumarbaz, kumar
masalarinda harcadig1 dmriinden edindigi deneyiminin bu diislincesini dogrulamadigini
goriir ve derdine deva olur umuduyla donemin {inlii matematik¢ilerinden Blaise
Pascal’a bagvurur. Pascal (1623-1662) ve Pierre Fermat’in (1601-1665) ortak
calismalari, bir yandan Mere’nin derdine deva olurken 6te yandan olasilik teorisinin
dogmasina neden olmustur.

On yedinci asrin geri kalan kisminda, de Mere tarafindan giindeme getirilen
benzer nitelikteki problemler ve benzerleri tartisilmis ancak ne genel bir ¢erceve ne de
teorik bir taban olusturulamamustir.

On sekizinci asrin hemen baslarinda Jacob Bernoulli (1654-1705) ve Abraham
de Moivre’in (1667-1754) caligsmalari olasilik hesabi teorisinin baglamasini saglamistir.
Bernoulli, 6liimiinden sonra 1713 yilinda yaymnlanan Ars Conectandi (The Art of
Conjecture) adli kitabinda, 6nemli diger ¢aligmalarinin yani sira, adiyla anilan ve
olasilig1, belirli bazi elemanter problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir ara¢ olma
seviyesinden bilimsel bir disiplin olma seviyesine yiikselten teoremi, bilim diinyasinin
hizmetine sunmustur. Olasilik teorisinin temel kanunlarindan biri olan “Biiyiik Sayilar
Kanunu” nu ilk defa J.Bernoulli ispat etmistir ve ilk kez bir olayin olasiligini, bu olayin
frekansinin limiti olarak tanimlamistir. De Moivre (1667-1754), 1718 yilinda The
Doctrine of Chances adli kitabini1 yayinlayarak olasilik teorisine ¢carpim kuralin1 hediye
etmis ve normal olasilik yogunluk fonksiyonunun olusumuna ilk katkiy1 yapmustir.

Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855), Markov (1856-1922), Tchebychev
(1821-1891) olasilik teorisinin gelisimine hiz kazandirmiglardir. Olasilik teorisinin
temel taglarindan biri olan “Merkezi limit teoremi” (Moivre-Laplace teoremi) ilk kez
Laplace tarafindan ispat edilmis ve bircok dikkate deger uygulamalar1 yapilmistir.
Quetelet ve arkadaslar, Maxwell, Boltzman ve Gibbs c¢alismalarinda olasilik
teorisinden sans oyunlarinda, fizik ve astronomi sahalarinda, sigortacilikta, 6zellikle de
Oltim istatistiklerinin  olusturulmasinda, istatistiksel mekanikte bol miktarda

yararlanmiglardir.



Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baslanmistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen {inlii olasilik¢i V. Bortkiyevi¢ (1868—1913) in biiylik
katkisiyla yirminci ylizyilin baglarinda yeniden kullanilmaya baslanmistir.

Stokastik siire¢ kavramu ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin
gibi iinlii olasilik¢ilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde
edilmeye baslanmistir. A. N. Kolmogorov giliniimiizde Markov tipli siire¢ olarak
adlandirilan stokastik siireclerin esaslarini ortaya koyarken A. Y. Hingin ¢aligmalarinda
stasyoner sliregler olarak adlandirdig1 stokastik siirecler lizerinde ¢alismalar yapmustir.
Cagimizda stokastik siireclere iliskin problemlere biiyiik ilgi gosterilmektedir. Bu
alanda emegi gecen baslica bilim adamlar1 arasinda N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, R.
Fisher, J. Neumann ve H. Cramer gibi olasilik¢ilarin isimlerini sayabiliriz.

Ozellikle hizla gelismekte olan teknoloji ve ekonomiye paralel olarak stoklarin
kontrol edilmesi ile ilgili bircok dnemli problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bunun igin ise
ele alinan problemi tam olarak ihtiva eden stokastik siire¢lerin matematiksel
kuruluslarinin  verilmesi olduk¢a &nemlidir. Ornegin bir isletmeci, isletmesinden
maksimum miktarda yararlanabilmek i¢in bazi 6nlemler almalidir. Ciinkii, tirettigi malin
maliyeti, korunmasi, pazarlanmasi, dayanikliligi, stoklanmasi v.s., isletmenin hayatini
etkileyecektir. Biitlin bunlarin belirlenmesinde olasilik teorisinden ve oOzellikle de
stokastik siiregler teorisinden faydalanilmaktadir.

Stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve gilivenilirlik teorisindeki problemlerin
cogu, bariyerli veya bariyersiz rastgele yiirliyiis siirecleri yardimiyla ifade edilebilir dyle
ki bu bariyerler ele alinan probleme bagli olarak degisik tiplerden olabilir (yansitan,
tutan, yutan v.s.,). Ozellikle kuyruk teorisi ve sans oyunlarinda yutan bariyerli rastgele
yiirilyiis siirecleri kullanilir. Ornegin, baslangic sermayesi a, a > 0, birim olan bir
kumarbazin baslangic sermayesi b, b > 0, birim olan bir kumarbaza karsi oyun
oynadigini varsayalim ve kumarbaz her bir oyunun sonunda bir birim kazansin veya
kaybetsin. Ayrica kumarbazin sermayesi sifira diisiinceye kadar veya "a +b" ye
ulagincaya kadar oyuna devam ettigini varsayalim. Bu durumda kumarbazin
sermayesini "0" ve "a+b" de yutan bariyerlere sahip basit rastgele yiiriiyiis siireci
olarak adlandirilan bir stokastik siire¢le karakterize etmek miimkiindiir. Eger
kumarbazin sermayesi belirli bir adim sonrasinda sifir oluyorsa bu durumda kumarbaz

iflas etmis ve kars1 kumarbaz onun biitiin sermayesini kazanmis olacaktir.



Stok kontrol teorisindeki bir¢ok problemin ¢dziimlenmesinde basit rastgele
yiirliylis siirecleri yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle bilim adamlar1 ¢alismalarini basit
rastgele yiiriiylis siiregleri yerine genel durum uzaylarina sahip rastgele yliriiylis
siirecleri veya bariyerli rastgele yiirliyiis siirecleri lizerinde yogunlastirmiglardir. Basit
rastgele yliriiylis siirecleri genel rastgele yiiriiyiis stireclerinin degisik 6zel durumlaridir.

Bu nedenledir ki stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik konularinda ortaya ¢ikan
genel durum uzayma sahip 6zel bir stokastik siirecin ele alinmasi ve bu siirecin

detaylariyla incelenmesi oldukc¢a 6nemli olacaktir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Literatiir Arastirmasi

Bu c¢alismada, stokastik siireclerin dnemli bir kismini1 olusturan iki bariyerli
rastgele yiiriiyiis siireglerinin 6zel bir durumu ele alinmistir. Yari-Markov rastgele
yiiriiyiis siirecleri yari-Markov siireclerin 6zel bir halidir. Yari-Markov siire¢ kavrami
ise ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen ayni zamanlarda, Levy (1954),
Smith (1955) ve Takacs (1954) gibi olasilik¢ilar tarafindan ortaya atilmistir. Fakat
bunlarin hepsinde durum uzayi sonlu oldugundan ve si¢crama anlart fiziksel olarak
belirlendiginden bu kavramin genellestirilmesi gerekliydi. Bu nedenle Cinlar (1968),
Gihman ve Skorohod (1975), Serfoza (1971) ve Ezhov ve Korolyuk (1967)
caligmalarinda genel durum uzaymna sahip yari-Markov rasgele siire¢ tanimlar
vermislerdir. Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu tanimi kisaca verelim:

(Q, 3, Py),x € X, olasilik uzaylar ailesi verilmis olsun ve bir (£, o, P;) olasilik
uzaymda tanimlanmis bir {X,:n > 0} Markov zincirinin verilmis oldugunu kabul
edelim. Bu zincirin P{X,(w) = x} =1 olmak tizere durum uzay1 (X,B) ve gegis
olasiligr ise I1(x, B) olsun. n; (w),n,(w), nz(w), ... bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip
rastgele degiskenler dizisi olsun. Her x,y € X igin F,,(t) nin negatif olmayan herhangi
bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu oldugunu varsayalim. @, (t) ise Fy,(t)
fonksiyonu @4, (§) nin [0,1] arahfinda dagilim fonksiyonu olacak sekilde negatif
olmayan bir fonksiyon olsun, burada & rastgele degiskeni [0,1] araliginda diizgiin
dagilima sahip bir rastgele degiskendir. Bu takdirde
Tk = Pxpe_y (M)
olmak iizere

k-1 Kk 0
X(t) = Xg_1(w), eger Z Ti<t< Z T; ise, (Z = O>
i=1 i=1 i=1
ifadesiyle tanimlanan siire¢ bir yari-Markov siire¢ olusturur. Bu siirecin bir goriiniisii

Sekil 2.1. de gorildiigii gibidir.
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Sekil 2.1. Yari-Markov siirec

Nasirova (1970) yilinda Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu yari-Markov
stire¢ taniminin 6zel bir durumu olan yari-Markov rastgele yiirliylis siireci tanimini
vermistir. Simdi bu tanimi verelim:

{(&,m):i=1,2,..} aym olasilik uzay1 lizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler c¢iftleri dizisi olup & ler pozitif degerli, yani
P{¢ > 0} = 1,i = 1,2, ... olsun. Bu takdirde

n n n+1
X(t) = zﬂi ,eger Ty, = Zgi =t< Zgi = Th4q ise,
i=1 i=1 i=1

ile tanmimlanan X(t) Stokastik siireci bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis stireci olusturur.

Bu stirecin goriiniislerinden biri Sekil 2.2. de verildigi gibidir.
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Sekil 2.2. Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci

Nasirova bu sekilde insa ettigi yari-Markov rastgele yiiriiyiis silirecinin
dagilimini, siirecin supremumunun dagilimini, siirecin verilen bir seviyeye ilk kez
ulagma an1 ile sigramasinin ortak dagilimini, siirecin supremumu ile infimumun ortak
dagilimin ve siire¢ i¢in limit teoremlerini ¢aligmistir.

Yari-Markov siirecleri ile ilgili birgok énemli problemi Borovkov (1965, 1976),
Korolyuk ve Turbin (1976), Cinlar (1968, a.1975, b.1975), Takacs (1954, 1977),
Korolyuk ve Pirliev (1984), Tomko (1989), Smith (1955, 1958), Spitzer (1956, 1964),
Feller (1964, 1971), Anisimov (1970, 1973), Gnedenko ve Kovalenko (1968),
Shurenkov (1984, 1989) v.s., calismalarinda detaylariyla incelemislerdir.

Stokastik siireclerin esas sinir fonksiyonlarinin incelenmesi de oldukga
onemlidir. Bu konuda ilk calismay1 Spitzer (1956) yapmistir. Onun calismalarini
Rogozin (1964) ile Gusak ve Korolyuk (1968) toplam dizisi i¢in genellestirmistir. Daha
sonra Rogozin (1965) ayni c¢alismalar1 artimlari bagimsiz olan siirecler i¢in de
genellestirmistir. Gusak (1969) sigrama anm1 ve degerinin ortak dagilimi i¢in genel
sonuclar elde etmistir. Ayrica Gusak ve Korolyuk (1969) siirecin degerinin ve
supremumunun ortak dagilimini vermistir. Skorohod (1967) sigramalarinin isareti ayni
olan siireglerin karakteristikleri ile verilen bir seviyeye ilk kez ulagmasi an1 arasindaki

iliskileri ortaya koymustur. Borovkov (1965) sigramalarinin isareti ayni ve artimlari



bagimsiz olan siireclerin belirli bir seviyeye ilk kez ulasma aninin dagilimi ile siirecin
degerinin dagilimi arasindaki iligkileri vermistir. Levy (1954) ise boyle bir siirecin
degerinin infimumu ile supremumunun ortak dagilimini vermistir.

Incelenen bu tip siirecler, stokastik siireclerin yeni tiplerinin ortaya ¢ikmasina
neden olmustur. Ornegin Ezhov (1966) “yari-Markov karisimli Markov siiregleri”
olarak adlandirilan stokastik siiregler sinifin1 ortaya koyarken Pyke ve Schaufele (1964)
“Markov yenileme siirecleri” kavramini ortaya koydular ve incelediler.

Ayn yillarda, yari-Markov rastgele yiirliylis siireclerinin caligilmasiyla paralel
olarak, bu siireclerle ilgisi olan ve “yari-siirekli (yani pozitif ya da negatif akimli yari-
Markov siireci” olarak adlandirilan 6zel bir stokastik siirecler smifi calisiimaya
baslanmistir. Simdi bunlardan bir kag tanesini 6zetleyelim.

Dzhafaroz ve Skorohod (1976) asagidaki siireci ele almislardir:

{E,nm):i=12,..} (Q3,P) olasilik uzay: iizerinde tamimli bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi ve §;,1; ler pozitif degerli olsun. Bu

takdirde ¢(t) yari-Markov rastgele yiiriiyts stireci yani

n

n
{Q) =Zni ,eger T, <t < Ty, ise TH=ZEi,n2 1, To=0

i=1 i=1
olmak iizere

X(t) =z+qt) -t eger T, <t < T, ise

ile tanimlanan X(t) siireci negatif akimli pozitif sigramali bir yari-Markov siireg
olusturur. Burada z > 0 siirecin baslangigtaki durumudur. Bu tip siireglerin esas olasilik
Ozellikleri incelenmistir. Bu siirecin gorliniislerinden bir tanesi Sekil 2.3. de

gorilmektedir.



X(t)

v

Sekil 2.3. Negatif akimh pozitif sicramah bir yari-Markov siire¢

Ahmedova (1983) ise asagidaki siireci ele almistir.

{G,m:i=12,..},(Q,3J, P) olasilik uzay: iizerinde tanimli bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi ve §; ler pozitif, n; ler negatif degerli
olsun. Bu takdirde {(t) yari-Markov rastgele ylirliyiis siireci olmak tizere
X)) =z+t—-0t)=z— (C(t) —t),eger T, <t < Ty, ise
ile tanimlanan X(t) siireci pozitif akimli negatif sigramali bir yari-Markov siireci
olusturur. Burada z > 0 siirecin baslangi¢taki durumudur. Bu tip siireclerin de esas
olasilik ozellikleri incelenmistir. Bu siirecin goriiniislerinden bir tanesi Sekil 2.4. de

goriilmektedir.

X(t) A

v

Sekil 2.4. Pozitif akimh negatif sicramal bir yari-Markov siireci
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Hem pratik hem de teorik bakimdan yari-Markov siirecler i¢in ergodik teoremler
ve siireglerin ergodik dagilimlart da olduk¢a 6nemlidir. Yari-Markov sinifina ait olan
yenileme siirecleri i¢in esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith tarafindan
ispatlanmistir. Ayrica Ezhov ve Shurenkov (1977) tarafindan da yari-Markov stiregler
i¢in ergodik teoremler ispatlanmistir. Shurenkov (1989) yari-Markov siireglerin ergodik
dagiliminin varligi i¢in gerek ve yeter sart elde etmistir.

Yari1-Markov siiregler i¢in en genel durumda limit teoremleri Anisimov (1973),
Sil’vestrov (a.1975, b.1975), Dzhafarov ve ark. (1976), Korolyuk ve Svishchuk (1989)
tarafindan verilmistir. Rastgele yiirliyiis siiregleri i¢in limit teoremleri ise Skorohod ve
Slobodenyuk (1970), Nasirova (1970) ve Harlamov (1977) tarafindan verilmistir.

Yari-Markov rastgele yliriiyiis siiregleriyle ilgili, fakat daha karmasik olan
slireglerden biri de yari-Markov toplam rastgele yiiriiylis siireci olarak adlandirilan bir
stokastik stirectir. Bu siireclere 0rnek olarak Nasirova (1970)’nin ele aldigi siire¢
gosterilebilir. Bu siireci kisaca asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.

(2,3, P) bir olasilik uzayr olmak iizere {(¢;",n;",&;,n;7):i = 1,2,...}, bu uzay
tizerinde tanimli bagimsiz ve aym tiir dagilmig rastgele degiskenler dortlilleri dizisi
verilmis olsun. &,nf, &  rastgele degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rastgele
degiskeninin ise negatif degerli oldugunu varsayalim. Bu takdirde

n+1
n

§;St<Z§;=T;ﬂ, n>1ise
=1 n
=1

i

n
X*t(t) = an, eger T =
i=1

ve
n n n+1

X‘(t)=Zni", eger T, = f{£t<Z€i‘=Tn‘+1, n > 1ise
i=1 =1 i=1

olmak iizere (burada Ty = Ty = 0 dir.)

X)) =Xtt)+X (0

ile tanimlanan X (t) stokastik siireci yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci olarak
adlandirilir. Bu siire¢ i¢in 6nemli olan biitlin olasilik karakteristikleri incelenmistir. Bu

stirecin goriiniislerinden biri Sekil 2.5. de verildigi gibidir.
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Sekil 2.5. Yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci

Yar1-Markov siireglerinin incelenmesinden sonra, uygulamada ortaya ¢ikan bazi
problemlerin incelenmesi ve ¢dzlimlenmesi icin yari-Markov siirecinin kendisi degil
onun degisik tipleri, yani bariyerli tipleri incelenmeye baslandi. Bunlar ise bir bariyerli
veya iki bariyerli olarak smiflandirilabilir. Bu bariyerler ise ortaya g¢ikan somut
problemlere bagli olarak yansitan, tutan, yutan, v.s., olabilir.

Nasirova (1970) sifir seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir bariyerli yari-
Markov rastgele yiiriiylis siirecini su sekilde kurmustur: {(&;,n;):i = 1,2,..} aym
olasilik uzay: ilizerinde tanimli bagimsiz ve aym dagilima sahip rastgele degiskenler
ciftleri dizisi olup &; ler pozitif degerli, yani P{{; >0} =1, i =1,2,... olsun. Bu
takdirde
X, =max{0, X1 +n,},n=1;X,=2>0

olmak tzere

n+1

n
X(t) =X, eger T, = Zfi <t< Z ¢ = Tpyq ise,
i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) stokastik siireci sifir seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov
rastgele yiirliylis slire¢ olusturacaktir. Bu siirecin goriintiglerinden biri Sekil 2.6. da

verilmistir.
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Sekil 2.6. Sifir seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siire¢

Nasirova (1970) bu siirecin dagilimi ile siirecin esas sinir fonksiyonlarinin
dagilimini incelemistir. Nasirova ve Skorohod (1978) bu siire¢ igin ergodik teoremi
ispatlamislar ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonunu elde etmislerdir. Nasirova (1970)
ve Borovkov (1975) bu siire¢ icin seriler seklinde limit teoremlerini ifade ve ispat
etmislerdir.

Benzer sekilde f > 0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis
stireci de kurulmus ve incelenmistir: {(&;,7;):i = 1,2, ...} aym olasilik uzayi tizerinde
tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup &; ler
pozitif degerli, yani P{¢; > 0} =1, i = 1,2, ... olsun. Bu taktirde
X, =min{B,Xp_1+n}n=1;X,=2<p

olmak tlizere

n+1

n
X(t) =X, ,eger T, = Zfi <t< Zfi = Th41 iSe,
i=1 i=1

ile tanimlanan X (t) stokastik siireci § > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov

rastgele yliriiyiis siireci olusturacaktir. Bu siirecin bir goriiniisii Sekil 2.7. de verilmistir.
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Nasirova ve Skorohod (1978) bu siire¢ i¢in ergodik teoremini ispatlamislar ve
stirecin ergodik dagilim fonksiyonunu vermislerdir. Ayrica bu tipten stokastik siirecler

Feller (1971), Spitzer (1964), Smith (1958) gibi olasilik¢ilar tarafindan da ¢aligilmstir.

A
X(0) 776; ------ -,
- .
o AR .
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Sekil 2.7. B > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis

siireci

Nasirova (1970) daha sonra, 0 seviyesinde tutan bariyerli daha karmasik
stirecleri de ele almistir.

Dzhafarov (1979) asagidaki stlireci tanimlamis ve siirecin esas olasilik
karakteristikleri incelenmistir:

{¢&,n):i=12,..} (12,3, P) olasilik uzay: iizerinde tanimli bagimsiz ve ayni
tiir dagilima sahip rastgele degiskenler giftleri dizisi ve &;,n; ler pozitif degerli olsun.
Bu taktirde
X, = maks{0,X,_, + n{ —t}, n > 1;X, = maks{0,z — t}

olmak tlzere

n+1

n
X(t) =X, ,eger Tn=25i§t<25i= mt1, N=1;T, =0
i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) siirecine sifir seviyesinde tutan bariyerli negatif akimli, pozitif

sigramal1 bir yari-Markov siireci denir. Burada z > 0, siirecin baslangi¢ctaki durumudur.



14

Bu siireglerin (bariyerli ve bariyersiz) karsilastirmali goriinlislerinden bir tanesi Sekil

2.8. de goriilmektedir.

Sekil 2.8. Sifir seviyesinde tutan bariyerli negatif akiml, pozitif sicramah

bir yari-Markov siireci

Ahmedova (1981) ise, sifir seviyesinde tutan bariyere sahip pozitif akimli yari-
Markov siirecini ele almistir. Bu siire¢ i¢in de ilging olan olasilik karakteristikleri
detaylar1 ile incelenmistir. Simdi bu silirecin tanimin1 verelim:

{(&,n):i=1,2,..} (2,3, P) olasilik uzay tizerinde tanimli bagimsiz ve ayni
tir dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi ve &; ler pozitif, n; ler negatif
degerli olsun. Bu taktirde
X, = maks{0,X,,_; —n, +t}, n=1;X,=maks{0,t — z}

olmak lizere

n+1

n
X(t) =X, ,eger Tn=ZEiSt<Zfi= mi1, N=1;Tp =0
i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) siirecine sifir seviyesinde tutan bariyerli pozitif akimli, negatif
sigramal1 bir yari-Markov siire¢ denir. Burada z > 0, siirecin baslangigtaki durumudur.
Bu siireclerin (bariyerli ve bariyersiz) karsilagtirmali goriiniislerinden bir tanesi Sekil

2.9. da goriilmektedir.
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X(t)

v

Sekil 2.9. Sifir seviyesinde tutan bariyerli pozitif akimli, negatif sicramah

bir yari-Markov siire¢

Ayrica Nasirova (1970) sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-Markov
toplam rastgele yiriiyiis siirecini asagidaki sekilde kurmus ve ¢alismistir: (2,3, P) bir
olasilik uzay1 olmak iizere {(&',n}, & ,n7):i=12,..} bu uzay iizerinde tanimh
bagimsiz ve ayni tiir dagilmis rastgele degiskenler dortliileri dizisi verilmis olsun.
&N ve & rastgele degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rastgele degiskeninin ise

negatif degerli oldugunu varsayalim.

k k
TE= ) g veTi =) &
i=1 i=1

olmak iizere T ve Ty rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve bu

diizenlemeyi T, ile gosterelim.

N = n, Te=T{
Tl Te=T

olarak tanimlayalim. Bu takdirde
Xk = |Xk—1 +T]k|,k2 1,X0 =z>0
olmak iizere

X(t) = Xy, eger Ty <t < Tyyqise
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ile tanimlanan stokastik siire¢ sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-Markov
toplam rastgele yiirliyiis siireci olusturur. Bu siirecin goriiniislerinden biri Sekil 2.10.
daki gibidir.
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Sekil 2.10. Sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-Markov toplam rastgele

yiiriiyiis siireci

Nasirova (1970) bu siire¢ i¢in, slirecin yansitan bariyere ilk kez diisme aninin
dagilimini, siirecin verilen bir seviyeye ilk kez ulasma aninin dagilimini, siirecin sonlu
boyutlu dagilimimin Laplace doniisiimiinii calismis ve siirecin ergodikligini incelemistir.
Ayrica siireg i¢in limit teoremini ifade ve ispat etmistir.

Stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin bir¢gok 6nemli problemi iki
bariyerli rastgele yiiriiylis siiregleri yardimiyla verilir dyle ki bu bariyerler muhtelif
tiirlerden olabilirler. Hem teorik hem de pratik bakimdan 6nemli olmasindan dolay1 iki
bariyerli rastgele yiiriiylis siirecleri hakkinda da bir¢ok ilging bilimsel calismalar
yapilmistir. Ancak yapilan bu ¢aligmalarin ¢ogu sonlu durum uzayimna sahip rastgele
yiirliylls  stiregleri i¢in  smir-deger problemlerine yogunlasmistir (Korolyuk ve
Borovskikh (1981), Lotov (a.1991, b.1991), Prabhu (1980), Zhang (1992), EI-Shehawey
(1992), Weesakul (1961), Kastenbaum (1966), v.s.).
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Sinir-deger problemlerinin incelenmesi Onemli olmasima ragmen ele alinan
stireglerin kendi karakteristiklerinin incelenmesi de oldukc¢a 6énemlidir. Bu nedenle iki
bariyerli rastgele yiiriiylis siireclerinin kendi karakteristiklerine ait bazi bilimsel
caligmalar da mevcuttur (Feller (1971), Spitzer (1964), Borovkov (1975), Lotov (1982),
Afanas’eva ve Bulinskaya (1980, 1981, 1984), Khaniev (1984, a.1986, b.1986, 1988),
Zhang (1992), v.s.). Bunlardan Borovkov (1975) iki bariyerli bir boyutlu rastgele
yiiriiyiis siiregleri i¢in ergodik teoremini ispatlamis ve ergodik dagilim fonksiyonu i¢in
bir formiil ortaya koymustur. Feller (1971) bariyerlerinin her ikisi de yansitan olan veya
her ikisi de yutan olan bir boyutlu rastgele yliriiyiis slireclerini kurmus ve bu siireglerin
bazi olasilik karakteristiklerini hesaplamstir.

Literatiirde iki bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis stirecleri hakkinda da bazi
bilimsel calismalar mevcuttur. Ancak bu calismalarda bariyerlerinin her ikisinin de
tutan veya yutan oldugu durumlar ele alinmistir. Khaniev (1986, 1988) iki tutan
bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecini agagidaki gibi kurmus ve incelemistir:

{(&,m):i =1,2,..} aymi olasilik uzay1 tizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler c¢iftleri dizisi olup ¢; ler pozitif degerli, yani,
P{¢;, >0}=1,i=1,2,..olsun. Bu takdirde
X, = min{,@,max{O,Xn_l,nn}},n >1;X,=z€]0,p]

olmak tzere

n+1

n
X(t)=X,,eger T,, = Zfi <t< Zfi = Th41 iSe,
i=1 i=1

ile tamimlanan X (t) stokastik stireci sifir ve f > 0 seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-
Markov rastgele yiiriiyiis slire¢ olusturacaktir. Bu siirecin goriiniislerinden biri Sekil

2.11. de verilmistir.
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Sekil 2.11. Sifir ve 8 > 0 seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-Markov rastgele

yliriiyiis siire¢

Khaniev (1986, 1988) bu siire¢ i¢in, siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye ilk
kez ulagma aninin dagilimmi ve siirecin beklenen deger ve varyans gibi bazi 6nemli
olasilik karakteristiklerini hesaplamis ve siire¢ icin ergodik teoremini ifade ve ispat
etmistir. Ayrica bu siire¢ i¢in limit teoremlerini vermis ve siirecin asimptotik durumunu
incelemistir.

Ayrica Nasirova ve ark. (1996) sifir seviyesinde yansitan ve S, >0 ,
seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siirecini su sekilde
kurmus ve calismislardir: (2,5, P) bir olasilik uzay: olmak iizere {(¢},nf,&7,n7):i =
1,2,...} bu uzay iizerinde tanimli bagimsiz ve aym tiir dagilmig rastgele degiskenler
dortliileri dizisi verilmis olsun. &', 1] ve & rastgele degiskenlerinin pozitif degerli ve

n; rastgele degiskeninin ise negatif degerli oldugunu varsayalim.

k k
TE=) & veTi =) & k=118 =Tq =0
i=1 i=1
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olmak iizere T}, ve Tj rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve bu

diizenlemeyi Ty, ile gosterelim.

n:U;r» T = T/
Tl =T

olarak tanimlayalim. Bu takdirde

X =min{B, |1 X1, mel} k=2 1,Xo=2>0

olmak {izere

X(t) =Xy, eger Ty <t < Tyyqise

ile tanimlanan stokastik siire¢ sifir seviyesinde yansitan ve [ > 0 seviyesinde tutan
bariyerli bir yari-markov toplam rastgele yiirliylis siireci olusturur. Bu siirecin

goriiniislerinden biri Sekil 2.12. de gorildigii gibidir.
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Sekil 2.12. Sifir seviyesinde yansitan ve § > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-

markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci

Nasirova ve ark. (1996), bu siirecin dagilim fonksiyonunun Laplace doniistimii
ile siirecin ilk kez yansima aninin ve ilk kez tutulma aninin dagilimlarii vermislerdir.

Ayrica siireg i¢in seriler seklinde limit teoremlerini ispatlamiglardir.
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Maden (1997) ise, yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis
siireci olarak adlandirilan bir stokastik siireci su sekilde kurmus ve incelemistir:
(22,3, P) bir olasilik uzay1 olmak tizere {(Ei 1 ): i=1,2,.. } bu uzay iizerinde tanimli
bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rastgele degisken ikilileri dizisi olsun. Ayrica &; ler

pozitif degerli, yani, P{¢; > 0} = 1 olsun. Bu rastgele degiskenler ikilileri yardimiyla

n n
o= &Y= nn21 V=T, =0
i=1 i=1
ve
Xn =min{B; | Xn_1 + a1l n=1;X, €[0,8],8 >0
olmak tizere
X(t) =X, ,egert € [T, Tps1),n =0 ise
ile tamimlanan X(t) siireci sifir seviyesinde yansitan ve [ > 0 seviyesinde tutan

bariyerli bir yari-Markov rastgele yliriiyiis siireci olusturur. Bu siirecin goriiniislerinden

biri Sekil 2.13. deki gibidir.
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Sekil 2.13. Sifir seviyesinde yansitan ve § > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-

Markov rastgele yiiriiyiis siireci
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Maden (1997) bu siirecin 6nemli siir fonksiyonallar1 sayilan, y;-siirecin ilk kez
tutan bariyere diisme anini ve y,-siirecin ilk kez yansitan bariyerden yansima anini
matematiksel olarak kurmus, y; ve y, nin dagilim fonksiyonlari, moment ¢ikaran
fonksiyonlari, beklenen deger ve varyanslari i¢in agik formiiller vermistir. X(t)
stirecinin bir boyutlu stasyoner olmayan dagilim fonksiyonlarmi bir {T;,} yenileme
stirecinin ve bir {V,} rastgele yiiriiylis siirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla
ifade etmistir. Stirecin iki sigrama ani arasindaki siirenin, tstel, Erlang veya Ki-kare
dagilimina sahip olmasi 6zel durumlarinda y; ve y, rastgele degiskenlerinin dagilim
fonksiyonlar1 ve X(t) stirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlar: i¢in formiiller elde
etmistir. Ayrica, bazi varsayimlar altinda X (t) siireci i¢in ergodik teoremi ispatlamis ve

stirecin ergodik dagilimini elde etmistir.
2.2. Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanmm 2.1. Bir rastgele deneyin tim miimkiin sonuglarinin kiimesine 6rnek
uzay, ornek uzaydaki her bir noktaya ornek nokta, O6rnek uzaym herhangi bir
altkiimesine ise olay denir. Her kiime kendisinin altkiimesi ve bos kiime her kiimenin
altkiimesi olacagindan érnek uzaym kendisi ve bos kiime de birer olay olacaktir. Ornek
uzaya kesin olay ve bos kiimeye imkansiz olay denir. A ve B gibi herhangi iki olaymn

ayni anda gerceklesmemesi durumunda bu iki olaya ayrik olaylar adi verilir.

Tanim 2.2. Bir deneyin birbirinden ayrik ve her biri ayn1 sansa sahip olmak

kosuluyla n tane miimkiin sonucundan m tanesi bir A olaymin olmasint gerektiriyorsa

bu taktirde P(A4) = % oranina A olayinin olasihgi denir.

Tamm 2.3. A ve B olaylart bir S 6rnek uzayinda iki olay olsun. B olaymin
gerceklesmesi sart1 altinda A olaymin gergeklesmesi olasiligina sarth olasihik denir. Bir

A olaymin bir B olayina gore sartli olasilig1 P(A|B) ile gosterilir ve

P(ANB)
P(B)

biciminde tanimlanir. Sarth olasiligin yukaridaki taniminin en 6nemli sonucu asagidaki

P(AIB) = ,P(B) >0 (2.1)

formda yazilarak elde edilebilmesidir:
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P(AnB) = P(B|A)P(A),P(A) >0 (2.2)
veya buna denk olarak

P(AnB) =P(A|B)P(B),P(B) >0 (2.3)
dir.

Tamm 2.4. Bir 6rnek uzay iizerinde tanimlanmis gercek degerli bir fonksiyona

rastgele degisken ad1 verilir.

Tammm 2.5. X bir rastgele degisken olmak iizere X’in alabilecegi degerlerin
kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’e bir kesikli rastgele degisken
denir. X rastgele degiskeninin alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin

birlesimi seklinde ise X e siirekli rastgele degisken ad1 verilir.

Tanmm 2.6. X bir kesikli rastgele degisken ve bu rastgele degiskenin deger
kiimesi R, = {xy,x,,..} olmak iizere P(X =x;) =p(x;),i =1,2,... olsun. Bu
durumda asagida verilen kosullarin saglanmasi halinde p: R, — [0,1] fonksiyonuna X
rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir.

Dplx) =20,i=1.2,..

ii) Z p(x;) =1. (2.4)

Tamm 2.7. X bir siirekli rastgele degisken olsun. Genelligi saglamak icin bu X
rastgele degiskenin (—oo, +0) araliginda degerler aldig1 varsayilir. Asagidaki kosullar
saglayan bir f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
ad1 verilir.

D)f(x)=20,—0<x <o

) f FGOdx = 1. (2.5)

Tamm 2.8. E bir deney ve S de bu deneyle ilgili 6rnek uzay olsun. X = X(s) ve

Y =Y(s) ise her biri her bir s €S neticesine bir ger¢cek say1 karsilik getiren iki
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fonksiyon olsun. Bu durumda (X,Y) ikilisine iki boyutlu bir rastgele degisken adi
verilir.

Eger X, = X,(s), X, = X,(s),...,X,, = X,,(s) fonksiyonlar1 her biri her bir
s € S neticesine bir gercek say1 karsilik getiren n tane fonksiyon ise (Xq, X5, ..., X)) ye

n boyutlu bir rastgele degisken veya n boyutlu bir rastgele vektor denir.

Tamm 2.9. Eger (X,Y) nin miimkiin degerleri sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise

(X, Y) ye iki boyutlu kesikli rastgele degisken denir.

Tamm 2.10.

a) (X,Y) iki boyutlu kesikli bir rastgele degisken olsun. Her bir (x;, y;) miimkiin
neticesi ile agagidaki kogullar1 saglayan ve P(X = x;,Y = y;) yi gosteren bir p(x;, y;)
sayisini esleyelim.

i) Her (x;, ;) i¢in p(x;, ;) = 0
i) zZp(xi,yj) 1 (2.6)
j=1i=1

(X,Y) nin ranj uzayindaki her (x;,y;) i¢in tanimli olan p fonksiyonuna (X,Y)
nin ortak olasiik fonksiyonu denir. (xi,yj,p(xi,yj)), i,j =1,2,3,.. Tglilerinin
kiimesine bazen (X, Y) nin olasihik dagilimu da denir.

b) (X,Y) Oklid diizlemin bir R bolgesindeki tiim degerleri alan iki boyutlu
stirekli bir rastgele degisken olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir f fonksiyonuna

(X, Y) nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu denir.
iii) Her (X,Y) €Rigin f(x,y) =0

iv) ﬂ flx,y)dxdy =1 (2.7)

Tammm 2.11. (X,Y) iki boyutlu bir rastgele degisken olsun. (X,Y) rastgele
degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu F yi
F(x,y)=PX<x,Y<y) (2.8)

seklinde tanimlariz.
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Tanim 2.12.

a) (X,Y) iki boyutlu kesikli bir rastgele degisken olsun. Eger her i ve j igin
p(xl-, yj) =p(x;) - q(y;) oluyorsa bu takdirde X ve Y rastgele degiskenlerine
bagimsizdir denir. Baska bir deyisle
P(X=x,Y =y;) =P(X =x) P(Y =y))
esitligi saglaniyorsa X ve Y rastgele degiskenleri bagimsizdir.

b) (X,Y) iki boyutlu siirekli bir rastgele degisken olsun. Eger her (x,y) i¢in
f(x,y) = g(x) - h(y) esitligi saglaniyorsa bu durumda X ve Y rastgele degiskenlerine
bagimsizdir denir. Burada f, (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu ve g ve h sirastyla bir boyutlu X ve Y rastgele degiskenlerinin

marjinal olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Teorem 2.1.

a) (X,Y) iki boyutlu kesikli bir rastgele degisken olsun. Bu takdirde X ve Y
rastgele degiskenlerinin bagimsiz olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart her i ve her j igin
p(x;|y;) = p(x:) veya q(vj|x;) = q(¥;) olmasidr.

b) (X,Y) iki boyutlu siirekli bir rastgele degisken olsun. Bu takdirde X ve Y
rastgele degiskenlerinin bagimsiz olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart her (x,y) ig¢in

g(xly) = g(x) veya h(y|x) = h(y) olmasidir.

Teorem 2.2. (X,Y) iki boyutlu bir rastgele degisken olsun. A ve B olaylarinin
meydana gelmeleri (ya da gelmemeleri) sirasiyla yalmizca X’e ve Y’ye baglh olaylar
olsun. Yani A kiimesi X’in ranj uzay1 R, ’in bir alt kiimesi ve B kiimesi de Y nin ranj
uzayl R, nin bir alt kiimesi olsun. Eger X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler ise bu
taktirde
P(ANnB) =P(A)-P(B)

yazilabilir.

Tammm 2.13. X rastgele degiskeni xq,X;,...,%,, ... mimkin degerlerini
p(x;)) =P(X =x;), i =1,2,..,n,.. olasiliklariyla alan kesikli bir rastgele degisken
olsun. Bu takdirde X rastgele degiskeninin E (X) ile gosterilen beklenen degeri (veya

matematiksel beklentisi)
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o]

EO = ) xi-p(x) 29

i=1
olarak tanimlanir. Burada,

o0

zxi -p(x;)

i=1
serisi mutlak yakinsak, yani

o]

leil p(x;) < oo

i=1

olmalidir. Burada bu sayiya X’in ortalama degeri olarak da miiracaat edilir.

Tammm 2.14. X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
siirekli bir rastgele degisken olsun. Bu durumda X rastgele degiskeninin beklenen

degeri

o]

E(X) = fxf(x)dx (2.10)

olarak tanimlanir. Yine bu genellestirilmis integral yakinsak olmayabilir. Bu nedenle

E(X)’in mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul

flxlf(x)dx (2.11)

integralinin sonlu olmasidir.

Teorem 2.3 X rastgele degiskeni [a, b] araliginda diizgiin olarak dagilmis olsun.
Bu durumda X’in beklenen degeri

a+b
2

olarak hesaplanir.

E(X) =

Tanim 2.15. X bir rastgele degisken ve Y = H(X) olsun.
a) Eger Y rastgele degiskeni y,, y,, ... miimkiin degerlerini alan kesikli bir

rastgele degisken ve q(y;) = P(Y = y;) ise bu taktirde E(Y)

EW) = ) yia(v) (212)
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olarak tanimlanir.
b) Eger Y rastgele degiskeni g olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli
bir rastgele degisken ise bu taktirde E(Y)

0

B = [ y-gmdy (2.13)

— 00

ile tanimlanir.

Tanm 2.16. Bir X rastgele degiskeninin V(X) veya o2 ile gosterilen varyansi
asagidaki gibi tanimlanir.
V(X) =62 =E[X — E(X)]? (2.14)
Bu sekilde tanimlanan V(X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rastgele

degiskeninin standart sapmasi denir ve o, ile gosterilir.
Teorem 2.4 V(X) = E(X?) — [E(X)]? dir.

Tanmm 2.17. Siirekli bir X rastgele degiskeni asagidaki olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip ise bu rastgele degiskene normal dagilima sahiptir denir:

1
f() = —m—=exp (- 5[0 = w)/o1?), ~e0 < x < o0 (2.15)

1
V2no

burada u ve o parametreleri —co < u < o, ¢ > 0 sartlarin1 saglamalidir.

Tanmmm 2.18. Negatif olmayan tiim degerleri alan siirekli bir X rastgele
degiskenine a > 0 parametreli bir Ustel dagihma sahiptir denir, sayet X’in olasilik
yogunluk fonksiyonu

o ={5°

Tax x>0

aksi durumda (2.16)

ile veriliyorsa. Dogru bir integrasyon hesaplayarak fooo f(x)dx =1 oldugu kolayca

goriilebilir. Bu nedenle bu baginti bir olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Tanmm 2.19. X sadece negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele

degisken olsun. Eger X’in olasilik yogunluk fonksiyonu



27

a
) = ﬁ(a.x)r_le_ax, x>0 @2.17)
0, aksi durumda
ile verilirse X’e bir Gamma olasihk dagilimina sahiptir denir. Bu dagilim iki
parametreye baglidir, bunlar r ve a olup r > 0 ve & > 0 olmalar1 gerckmektedir.
Eger r =1 ise (2.17) bagntis1 f(x) = a.e”%* olacaktir. Bu nedenle Ustel

dagilim, Gamma dagiliminin 6zel bir durumudur. Eger r > 1 bir tam say1 ise Gamma

dagilimi yine iistel dagilim ile ilgilidir ancak biraz farklidir.

Tanim 2.20. X sadece negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele

degisken olsun. Eger X’in olasilik yogunluk fonksiyonu

an

f(x) = (n—l)!x

0, aksi durumda

n-1,—ax
e a>0,x>0 (2.18)

seklinde ise X’e n-yinci mertebeden Erlang dagilimina sahiptir denir.

Tamim 2.21. X rastgele degiskeni P(x;) = P(X = x;),i = 1,2,... olasilik
dagilimina sahip kesikli bir rastgele degisken olsun. Bu takdirde X 'in moment

cikaran fonksiyonu M,

[00]

M,(t) = Z e™i.p(x;) (2.19)

j=1
ile tanimlanir.
Eger X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir
rastgele degisken ise bu durumda moment ¢ikaran fonksiyon

400

M,(t) = ] e f(x)dx (2.20)

— 00

ile verilir.



28

3. NEGATIF AKIMLI POZITIiF SICRAMALI iKi TUTAN BARIYERLI
YARI MARKOV RASTGELE YURUYUS SURECLERI

3.1. Modelin Tanimi

Baslangi¢ aninda z, 0 < z < a seviyesinde bulunan sonlu a > 0 hacimli bir
depo gbz Oniine alinsin. Bu durumda depodaki envater seviyesini X (t) ile gosterirsek
X(t) bir rastgele siire¢ olacaktir (Sekil 3.1.). &0 rastgele degiskeni depodan yapilan
talebi gostersin ve bu talep 0° < a@ < 90" agis1 altinda siirekli olarak karsilansin. Eger
bir talep karsilandiktan sonra depo bos degilse bu durumda depo yeni bir parti iiriiniin
kabulii i¢in hazirlik moduna geger ve bu durum 7, zaman aralig: siiresince devam eder.
Bu modun tamamlanmas1 sonucunda {; rastgele miktarinda iiriin depoya eklenir. Bu
asamada depodaki stok seviyesi min(a,z — &2 + {;) ile ifade edilir. Eger depo tam
olarak dolu ise, bu durum da depodaki stok seviyesi rastgele bir zaman araligindan
sonra 0° < @ < 90° agisiyla azalmaya baslar. Ote yandan eger bir talep karsilandiktan
sonra depo tamamen bosalmigsa, bu durumda depo yeni {irliniin kabulii i¢in hazirlik
moduna gecer ve bu durum 71} rastgele zaman aralig1 siiresince devam eder ve bu siire
sonunda depoya {7 rastgele miktarinda iiriin derhal eklenir. Dogal olarak bu durumda
depodaki stok miktar;, min (a,{0) ile belitlenir. Olasilik anlaminda, deponun
tiikkenmeden Onceki ve sonraki isleyis ritimleri aynidir.

v¥ ve y; rastgele degiskenle sirasiyla, deponun ilk kez tam olarak dolma ve
tilkenme anlarini gostersin (Sekil 3.1.). Bu kisimdaki amacimiz y{* rastgele degiskeninin

dagilimini bulup bunun birinci ve ikinci momentlerini hesaplamaktir.
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Sekil 3.1.

3.2. Siirecin Matematiksel Kurulusu

(Q, F, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere {&7, nx, ¢ k}kzl,_oo , Ui¢ boyutlu dizisi ve
e, ¢ h=1 iki boyutlu dizisi bu uzayda tanimli 6zdes dagilmis bagimsiz pozitif

rastgele degiskenler ve 0° < a < 90° olsun.

& =&.tana,k = 1,00 rastgele degiskenler dizisini géz oniine alalim ve

asagidaki siireci olugturalim. z > 0 olmak {izere

k-1 k-1 k-1
Z+Zfl [ zrn] cota, Z(fi+77i)3t< Z(fi"‘ﬂi)"‘fk
i=1 i=1
Z+zfl—C0taZf §(5i+77i)+fkﬁt<zk:(fi+m)
i=1 i=1

i=

X, (t) =

olsun. X, (t) siirecinin bir goriiniimi Sekil 3.2. de gosterilir. Bu durumda

K k-1
v = min{k:z—ZEf + ZQ < O} ,vE=vl g + 4,0 VD Ve Ay
i=1 i=1

bir degisim operatdrii olmak iizere y; rastgele degiskenini
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vi-1

ni
i=1

l

vy
YP = z &+
i=1

olarak tanimlayalim. Bu operatorii de dikkate alarak X, (t) siirecini

[Xl(t), 0<t<y?—§p
o 0, -8y st<yi+ng
X, (t
PO RO =X OR A1), VR-m << VR~ &
0; y’8+1 B El7}](34.1 S t< y’?+1 B E:}g-Fl + ng_l—l

seklinde olusturalim.

/
—
v

Sekil 3.2.

Burada &%, X, (t) siirecinin t eksenini ilk kez kesme anindaki stok seviyesindeki
v 41 y

$yo sigrama miktaridir. Eger X ,(t) siireci a (a > 0) noktasinda tutulursa bu durumda

asagidaki stireci elde ederiz.

X() = a+X,(t) = sup (a,X,(s))

0ss<t
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Herhangi bir t aninda depodaki tiriiniin seviyesi bir stokastik siire¢ olusturur.
X(t) siirecini, a > 0 noktasinda ve sifirda tutan bariyerli, bir 0° < @ < 90" acisiyla
negatif akimli ve pozitif sigramali gecikmeli yari-Markov yiirliyiis siireci olarak

adlandiririz. Bizim bu kisimdaki amacimiz

yE= ) Gt 3D

rastgele degiskeninin dagiliminin Laplace doniisiimiinii bulmak ve bu dagilimin birinci
ve ikinci momentlerini hesaplamaktir. Burada v{ rastgele degiskeni X (t) siirecinin a

seviyesine ilk kez ulasincaya kadarki sigrayislarinin sayisidir.

3.3. ¥ Rastgele Degiskeninin Laplace Doniisiimii

L(6,2) = E(e™"" | X(0) = 2), >0 z> 0\|

Y(u,z) =ZukP{vf=k|X(O) =z}, O<uc< 1$ (3.2)
k=1 |

9e(0) = E(e™%) )

olsun. Bu takdirde (3.1) ve (3.2) den

L(6,2) = (¢, (0). 9, (6),2) (3.3)
elde edilir. L(0,z) yi elde etmek i¢in Y (u,z) yi bulmamiz gerektigi agiktir. k > 2

oldugunda ortak olasilik formiiliinden

a
P{vi = k|X (0) =z} = f[P{Z—E{’ >0z-8+G<az—§ +{ Edy}
y=0
+P{z — &P < 0;¢P € dy }IP{vi = k — 1| X(0) = y}
oldugu goriiliir. Baz1 doniistimlerden sonra

Ywz) =ulP{z—§ >0,z + G >al+ P{z— & <0;() > a}]

+ufwmwww—@>mz—a+gewhw&—@<m@e@ﬂ
y=0

elde edilir. Bu denklem sadelestirilerek
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Z

Y(u,z) = uP{&) > z}P{{ >a}l +u f P{{; > a+ x — z}P{&) € dx}

x=0

f W(u,y)dy f PG > x +y — P(EY € dx} + f Y(w,y)dy
y=z y=0

Z

x f PG < x+y — ZP(EY € dx} +P{E) > 7} f Y(u,y)dy P < y}| (34)
X=zZ-=y y=0

oldugu goriiliir. Bu denklem ardisik yaklasimlar metodu ile ¢oziilebilir. Bu sekildeki bir
denklem uygulamalar i¢in uygun olmadigindan burada denklemi sadece Erlang dagilim
smiflart i¢in ¢dzmek daha uygundur. &9,7; ve ¢ rastgele degiskenlerinin sirasiyla
U, A ve Ay parametreli iistel dagilima sahip olmasi durumunu gbéz Oniine alalim. Bu

durumda (3.4) denklemi

w2 = 1

e—l(a—z)[l _ e—(l+u)z] + ue—uz—loa

a a

e’? fe"lyw(u Y)dy — w2 fe‘lyw(u y)dy
) A’+H )

y=z y=0

Auu
+ U
A+u

Z a

e Mz Je+“y¢(u,y)dy+/10ue‘“z Je"loylp(u,y)dy (3.5)

y=0 y=0

Auu
A+u

seklini alacaktir. Bu integral denkleminden

7 (U, z) — (A — W, (w,z) — Ap(1 —uw)p(u,z) =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢oziimii
Y(u,z) = c;(w)ekr®z 4 ¢, (u)ekWz (3.6)

seklinde olacaktir, burada

A—putJ(A—uw)?+4u(l —w)
kiz(u) = )
dir. z = 0 ve z = a oldugunda (3.5) bagintisindan asagidaki sinir sartlar elde edilir.
( a
Y(u,0) = ue % + Ayu f e My (u, y)dy,
y=0
u
{Y(u,a) = ‘u—ll [1— e~ AHWa] 4 ye~(otwa (3.7)
a
A -2 )
+A T e Ha J (e® —e™NY(u,y)dy| + Ague @ J e oYY (u,y)dy
L y=0
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z = 0 ve z = a oldugunda (3.6) dan ve (3.7) den

( a
c; (W) + ¢, (w) = ue % + Ayu f e~ Y [c; (w)eF1 WY + ¢, (w)e2WY]dy
y=0
Auu
Ky (Wa Kk, (Wa _ K _G+wa —(Ao+w)a KU e
et ci(u)e™2 c,(u) = 1—e + ue~\'o + e
e, = L | ) e
< a
X f(e“z — ™) (Werr WY + ¢, (wek2@Y]dy| (3.8)
y=0

a

+Aque H¢ f e—loy[cl(u)ekl(u)y + Cz(u)ekZ(”)y]dy
\ yZo

elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminden

()  dabz = dah
" T b, = hab,
oy = Gl = b
2 b, = hab,

oldugu goriiliir, burada

Aou
h=1-— 1 — e~ [Ao—ki(W)]a ,
I N L ]
hZ =1- Ao—u [1 — e_[/lo_kZ(u)]a]
Ao — ka2 (w) '
Auu 1
b, = elaWa 4 —ua{ 1 — e-lu-ky@la
1= A+ut u—kl(u)[ ¢ ]

1 Ao
e M —e Pkl - 0" -paq — p-lk-kiW]a }
A—kl(u)[ J Ao = kq(u) | ]
Auu 1
b, = ekzwa 4 —ua{ 1 — e-lu-kp@wla
2= ¢ A+u© u—kz(u)[ ¢ ]
1 Aou
e kla] 0% —pafq _ p-lu—kewla }
A—ky(w) [ ] Ao — k2 (w) [ ]
d, = ue %@

pu
d, = ue~Gotwa . T~ [1 _ o=(A+Wa
2 A+pu [ ]

dir. ¢;(u) ve c,(u) degerleri (3.6) da dolayisiyla (3.3) de yerine konularak y;* rastgele

degiskeninin dagiliminin Laplace doniisiimii elde edilir.
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3.4. y{ Rastgele Degiskeninin Beklenen Deger ve Varyansi

(3.1) bagintisindan Ey{ ve Dy sayisal karakteristikleri
Ey{ = (E&, + Eny)Eve (39)
Dy{ = (D&, + Dn)Evi + [E&; + Enq]?Dvi (3.10)
olarak bulunur. Ote yandan

{EV? = (1)
Dvf = E(v)? — (Ev)? = ¢y (1) + ¢y (D[1 — ¢, (D]

oldugu bilinmektedir. X(t) siirecinin baslangic dagilimi min(a,{)) miktarmin

(3.11)

dagilimiyla ¢akisacagindan

a

Y1) = Evé = ] E,v%dP{min(a,{?) < 2}

z=0
a
= E,v&. P{{Y > a} + f E,v2dP{{? < z} (3.12)
z=0
yazilabilir. Diger taraftan
E v =y,(1,2)
a
(1) = Yl (L a)PLE > a} + f Wi (1, 2)dP(EE < 7} (3.13)
z=0

olacaktir, burada
P (1,2) = ci(1efr @7 4 ¢j (1)ek=V)2

+[es (DKL (D1 D7 + ¢, (1)K} (1) ek 7]z (3.14)

(1, 2) = ¢ (1)eFr Mz 4 o' (1)ek2(Wz
+ 2[c] (DK, (Dekr D7 4 ¢ (1Dky(1)ek=@7]2

+ey (DY (Ve D7 + ¢, (Dky (1) eke@z]2

+Hea (D [k (1)]2eF D2 4 ¢, (1) [ky (1)]2ek2 2] 22 (3.15)
dir. (1) ve ¥y (1) yi belirlemek igin k;(1),k{(1), k{'(1),c;(1), /(1) ve ¢/’ (1)
i = 1,2 degerlerini bilmemiz gerekir. u = 1 oldugunda k;(u) ve k,(u) igin verilen
ifadelerden bu katsayilarin degerlerini Cizelge 3.1. deki bigimde olustururuz.

u = 1 oldugunda (3.8) bagintisindan

0, 4> 0, 1<
am={] o () ={] N
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elde edilir. ¢;(u) ve c,(u) degerleri (3.8) sisteminde simetrik olarak verildiginden ve
Cizelge 3.1. deki 6geler de simetrik olarak ifade edildiginden u = 1 oldugunda (3.8)

cebirsel sisteminden Cizelge 3.2 yi olustururuz.

Cizelge 3.1.
Sart k(1) | k(D K1) | k) | k(D) ky (1)
A<u 0 A 2(Ap)? 1 A _2@w?
(E&, < EG) A—u | A—w? K1 7a=u | Ta=p?
A>u . A ~ 2(Au)? 0 A 2(Ap)?
(E&, > E) HTam | T e i-n | Gou@
Cizelge 3.2.
Sart a( | @) @) | e | @) ¢y (1)
A<u 1 A A 0 B B
(&, < EGy) ' ’ ' ’
A>u 0 B B 1 A A
(E& > EQ) ' ’ ' ?

Ay, A,, Byve By’nin  degerleri asagida bulunacaktir. (3.6) bagmtisindan
Y (u, z) fonksiyonu kullanilarak

Y (u,0) = c1(w) + cz(w)
Yr (u,a) = ef1Wacl (u) + ak)(w)e*r®ac, (u) (3.16)
tefeact () + akl(w)er2@Wac, (u)

elde edilir. u = 1 ve A < p oldugunda

Pu(1,0) = ¢1(1) + (1) (3.17)
¥ (1,0) = ak;(Dep (1) + e ey (1) (3.18)
oldugu goriiliir.

(3.16) ifadesinin ikinci tiirevi alinarak
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w(w,0) =cf' (W) + ¢y’ (W)
! (u,a) = ef1Wacl () + 2aki (w)er®ect (u) + a?[k)(w)]?e**®@ac, (u)  (3.19)
tekeacli(y) + 2aks (w)ek2®ac) (u) + a?[ky(w)]2ek2®ac, (u)

elde edilir.
!1(1,0) = cj' (1) + ¢y (1) (3.20)
w(La) = cf (1) + 2aki (e (1) + e@#ec) (1) — 2ak; (1)e?PHacy (1)
+ak)' (1) + a?[k; (1)]? (3.21)

A < p oldugunda (3.8), (3.16) ve (3.19) bagintilarindan
By =c(1)=A+w@A—e™)
_ p-Gtma] _ gpa A1 _ gmuay _ K (q _ pr-a ' _
pa[l—e |-e (11— T(1 =) jki () + (A — 2+ 1)

X
e — 2] 1 u(1 = e~ [(A — )er — Lye 1]

u(1 — eHayehod 4 (1 — gmha) [a + % 1- /106‘“)”} k! (1)

X 3.22
Me0m7 — ¢ 28] £ (1 — e FO)[(A — e — Zpeth-1] (5:22)
1
Ay = cj(1) = eho® — [a + /1—(1 — eloa)] ki(1)
0
1
Tl et = dee Tt (1) (3.23)
Ay = ¢f' (1) = [aze3(1) — agci (1) — az — ayleo?
A —pu— Age~Go—A+ma N
—_ o n
I T —Ai+a e’0%cy (1) (3.24)
B, = ¢;/(1)
_ {og —p[1 —e”@Wef}ei ()
T A — A+ (e — emHe) — p[1 — e~ [A — pu — AgeA-1Ia]eoc
—{ay + u[1 — e~ Ha|a,etc) (1) + a3 + a, — (az + ay)e’?
R e P IO R PR R T S

200 = 2+ 1)@ = e7#%) — u[1 — " F-P[2 — p = AeC-a]ehoc

elde edilir, burada a; i = 1,2,3,4 katsayilari

a; =2 {1 — e Hha _ [ae"l‘)a - /1—10 (1 - e"loa)] k{(l)} c1(1)
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22,

R P

{1 — e~ Ao=A+pa

1
+ |ae=Go—A+ma _ m [1 _ e—(/lo—l+#)a]] ki’(l)} b (1)

2
as = [aze_’loa + 2ae %02 4 =z (1 — e"lOa)l [k, (D]?
0

1
a, = [ae"loa —5 (- e—loa)] 2k, (1) + k(D]

ve a; i = 1,2,3,4 katsayilari ise

0(1=2{

+(A+ WA — e )

A
[A+pe~*+0e — (4 + p)]a + ; (e™h% — 1) — % [e=ra — e—(/1+u)a]] k{(l)}

A
as = [/'l+,ue_(’1+”)a -1+ /,t)]a + ‘l—l(e_““ -1) - % [e‘”“ — e_(’””)a]] ki'(1)
21 2
a, = |[A+pe=*Wa — (A + w)]a® + oz (e —1) + /1—!21 [e~Ha — e=(H+a]

r2ffe0ome -] B OP + 201+ Wlaki (D) - (1 = 74

dir. A<y, P{¥ >z} =e ™7 ve z>0 oldugunda (3.12) ve (3.13) formiilleri
asagidaki sekli alir.

a EQD
EE) —EG EE —EG

1
+/1—0 e M{Ao[l - e(l—#)a] + (1 - ,u)[e’loa — e~ @Ao—2+pa ]}Cé(l) (3.26)

P (1) = Ev = ehoc (eho® — e~h0a)

() = (1) + %o = (4 — pe~ oAty (1)

+£(1 _ e—/loa)ki(l)c{(l)
Ao

2 A
- — -(Ao—A+wa o 70 1— —(o—A+wa ! !
+AO—A+M (A—wae +AO—A+;1[ e ]] ki(1)cy(1)
1 -2 " 2 -4 1 -4
+—(1— e M)y (1) — — [ae a4 —(1—e oa)] [k (1)]? (3.27)
Ao Ao Ao

(3.26) ve (3.27) ifadeleri (3.11) de yerine konulursa Dv{ degeri elde edilir. Daha sonra
sirasiyla, (3.9) da Ev{ y1 ve (3.10) da Dv{ y1 yerine konularak Ey{ ve Dy{ elde edilir.
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Yukarida elde edilen sonug kullanilarak A < u ve A > u oldugunda, Ey{ ve
Dy’nin hesaplanmasi igin bir algoritma verilebilir (Sekil 3.3.). Elde edilen sonucu

analiz etmek icin ileride MATLAB 4’1 kullanarak bu algoritmaya dayanan programlar

yazilmig ve sayisal hesaplamalar yapilmistir. Sekil 3.4. de A < u oldugunda, B

E¢y
parametresinin fonksiyonu olarak, Eyj(1) ve Dy{(2) doniistimlerinin egrileri

verilmigtir.
Sekil 3.5. de A < pu ve A > u oldugunda, i—? parametresinin bir fonksiyonu
1
olarak Ey{ deki dontisimlerinin egrileri verilmistir. Kolayca gorildugi gibi, A < u
oldugunda, a seviyesine ilk kez ulagma aninin beklenen degeri, A > u oldugunda, a

seviyesine ilk kez ulagsma aninin beklenen degerinden ¢ok daha kiigiiktiir. Bu durum ise

elde edilen sonucun dogrulugunu ispatlar.
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a,a,EEY EY, EQY, DEY, En, ve Dy, baslangig verilerini gir

!

1 1 1

_ 0 _ 0 2 5 1 _ 1
E& = E&tana,Dé = D& (tana)*, 1 = Eil'ﬂ =g ve Ao = 5 hesapla
evet i¢ hayir

Cizelge 3.1 de k, (1) in degerine bak ve bu Cizelge 3.1 de k, (1)in degerine bak ve bu
degeri (3.23) de yerine koyarak c,(1)i bul. degeri (3.23) de yerine koyarak c,(1)i bul.
Formiil (3.26) da c,(1)i yerine koyarak Formiil (3.26) da ¢, (1)in yerine c; (1)i
Evi elde et. koyarak Ev{ elde et.

' '
Ev{ y1(3.9) da yerine koyarak Ey{ y1 bul Eviy1(3.9) da yerine koyarak Ey{ y1 bul
ki (1)ve c,(1)i (3.22) de yerine koyarak k1 (1)ve c;(1)i (3.22) de yerine koyarak
¢, (1) i bul. Sonra, hesaplanms a; ve c; (1) i bul. Sonra, (3.25) ve (3.26)
a;,i = 1,4 degerlerini formiil (3.25) de formiillerinde hesaplanmis a; , a;,i = 1,4
yerine koyarak c,(1)i bul. Sonra (3.24) de ve ¢; (1) icin ¢, (1)i yerine koyarak c,(1)i
¢, (1)i yerine koyarak c; (1)i elde et. bul. Sonra (3.24) de c,(1)i yerine koyarak

A\ 4 Y
Cizelge 3.1 de A < u icin k, (1), k{(1), Cizelge 3.1 de A > u i¢in hesaplanmis
c;(1), c;(1), ¢/ (1) ve c,(1) in degerine k1(1), k{(1) degerlerini ve sirastyla c; (1)
bak ve bu degerleri (3.27) de yerine koyarak icin ¢, (1) i, ¢; (1) icin ¢, (1) i ve c, (1) igin
Y, (1)i bul. c;(1) i, ¢, (1) igin ¢; (1) degerini (3.27) de

yerine koyarak v,,(1)i bul.

\ 4 ¢
Elde edilmis Ev&, 1, (1) e esittir. 1, (1) ve Elde edilmis Ev%, 1, (1) e esittir. 1, (1) ve
Y, (1) i (3.12) de yerine koyarak Dv¢ y1 Y, (1) i (3.12) de yerine koyarak Dv y1

A v
Elde edilmis Ev{ ve Dv{ degerlerini Elde edilmis Ev{ ve Dv{ degerlerini
(3.10) da yerine koyarak Dy{* y1 bul. (3.10) da yerine koyarak Dy{ y1 bul.

| -

Sekil 3.3.
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- Dyf Ey{
7 4
5.0 x 1074 2.5 x 104 1 /1<H
4.0 - 2.0 4
3.0 4 1.5
2
2.0 1.0
a
] By l l l l l l l l
E{q
_ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 —
E&;
Sekil 3.4.
6.0 x 10?3 2.5 x 104
6.0 7 3.0
4.5 504 Eyf(A<p)
3.0 1.5 1
154 104 ErH@>m
| A<u | | | | | | | |
E{q
1.2 14 16 18 20 22 24 26 —
E¢;
A>u

I I I | I I I |
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 035 04 045

Sekil 3.5.
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3.5. 79 Rastgele Degiskeninin Laplace Doniisiimii

Bizim bu kisimdaki amacimiz

V9 v9-1
=D 6+ ) (3.28)
i=1 i=1

rastgele degiskeninin dagiliminin Laplace doniisiimiinii bulmak ve bu dagilimin birinci
ve ikinci momentlerini hesaplamaktir. Burada v, X (t) siirecinin sifir seviyesine ilk kez
diisiinceye kadar gergeklesen sicramalarinin sayisini  gostersin. Ayrica asagidaki

gosterimleri verelim:

L(8,2z) = E(e™®" | X(0) = z) \I

Y(u,z) = Z ukP(v? = k| X(0)=z},0<u<1 } (3.29)
k=1 I

0 (0) = E(e™%) )

olsun. Bu takdirde (3.28) ve (3.29) dan

L(8,2) = 97, (0)(9¢,(0). ¢y, (0), 2) (3:30)
elde edilir. L(0,z) yi elde etmek i¢in Y (u,z) yi bulmamiz gerektigi agiktir. k > 2
oldugunda ortak olasilik formiiliinden

P{v? = k|X (0) = z}
- fP{z—f{’>o;<a,z—f£’+zl>Edy}P{v£=k—1|X<0)=y}
y=0

oldugu goriiliir. Baz1 doniistimlerden sonra

W) =uplz -8 <0 +u [ W@nPE - > 050z +6) € dy)
y=0
veya
Y(u,z) = uP{z — &2 < 0} + Y (u, 2)
=uP{z—-8&>0;z— &+ ¢ > alyp(u,a)

+u j Y(u,y)dy f P{¢? < x +y—z}dx P{&0 < x}
y=0 X=z-y

+u j Y(u,y)dy f P{{; <x+y—z}dx P{&? < x} (3.31)
y=z x=0
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elde edilir.
Bu kisimda da &0 ve ¢ rastgele degiskenlerinin sirasiyla pve A parametreli

tistel dagilima sahip olmasi durumu goz oniine alinacaktir. Bu durumda (3.31) denklemi

Y(u,z) =ue M +

Auu
A+u

e Hz f [e"Y —e~ |y (u, y)dy
y=0
a

Auu
+ U
A+u

u
[e“ - e‘“Z] f e Y (u,y)dy — Sl e Y (u, a) [e”y—e_’ly]
A+u
y=z
seklini alacaktir. Bu integral denkleminden
7 (W, 2) — (A — Wz (u, z) — Ap(l —wyP(u,z) = 0
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢oziimii
Y(u,2) = ¢y (Wek 17 4 ¢, (w)ekz2
seklinde olacaktir, burada

A—pt @ -2+ 4 -w
2

ki, (u) =
dir.
Y(u,0)=u

a
Y, (u,0) = —up + upe **Y(u, a) + Aup f [e=p(u,y)|dy
y=0
sinir sartlarindan ¢; (u) ve ¢, (u) katsayilarinin

ulup — A + ki (W]

= 3.32
Cl(u) [uu — 1+ kl(U)] _ [uu — 1+ kz(u)]e[kl(u)—kz(u)]a ( )
— —A+k elki(w)—kz(wW)]a
(W) = el 2(10)] - (3.33)
[up — A+ ky(w)] — [up — A + ky(u)]elkiw-kz(w]a
oldugu elde edilir.

ki(u), k,(u), ¢, (u) ve c,(u) degerleri (3.6) genel ¢oziimiinde dolayisiyla (3.30)

ifadesinde yerine yazilirsa y{ rasgele degiskeninin Laplace doniisiimiiniin
L(6,2) = 0;1(0) {c1[0¢, (8). ¢y, (6)] e +10es@0n (O]
o, - O] )

olarak yazilabilecegi goriiliir. Uygulamada y; rasgele degiskeninin Laplace déniisiimii

yerine genellikle E,y? beklenen degeri ve D,y standart sapmasi kullanilir.
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3.6. ¥ Rastgele Degiskeninin Beklenen Deger ve Varyansi

¥? rasgele degiskeninin birinci ve ikinci momentleri

V9 v9-1
Y= Z $i+ Z ni

i=1 i=1
bagintisindan
Ey? = (E§ + Eny)Ev? — Eny (3.34)
Dy? = (Dé; + Dy — 2E& Eny)EV? + (E&; + Eny)*Dvy)

+2E& Eny [DvY + (EvD)?] — Dy (3.35)

olarak bulunur. Diger yandan
Ev? =y (1,2) (3.36)
Dvi =y/(1,2) + (1, 2)[1 — ¢y, (1, 2)] (3.37)

oldugu bilinmektedir, burada
Yh(1,2) = ¢ (DefrMz 4 ¢! (1)ek2(Dz
Her (DL (DR D7 + ¢ (Dks (1)ek>M7]z (3.38)
(1, 2) = ¢ (1)efr Dz 4 o/ (1) k(W2
+2[cl (DK, (D M2 4+ ¢ (ks (1)ek2W?]7
e (DY (D)7 + ¢y (kY (1e*>V7]z

+[cl(1)[k1]zek1(1)z + cz(l)[.’cé]zekz(l)z]z2 (3.39)
dir.
A—pt /A -2+ 41 -w
k1,2(u) = )
ve
c(u) =

[up — 2 + ky ()] — [up — A + ky(w)]elki—kz(wla
bagmtilarindan u =1 i¢in  k;(1),ky'(1),c;(1) vec; (1) degerleri A< pu veya
E& < E{; durumunda Cizelge 3.3. deki bigimde, 4 > u veya E&; > E{; durumunda
ise Cizelge 3.4. deki bicimde olusturulur.

Cizelge 3.5. de ¥, (1, z) ve ¥,/ (1, z) degerleri verilmistir. (3.38) bagintisindan
A < p oldugunda
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A
Yr,(1,2) = c; (1) + c5(1)eA=W7 4 - _'“ 2
ve A > poldugunda

A
Pl (1,2) = cj(1)eAW7 4 ch(1) + - _/”"uz

elde edilir.

Dikkat edildiginde A > pu igin ¢3(1) , A < p igin ¢1(1) e esittir. Bu yiizden
A>pve A<pu oldugunda ;,(1,z)yi hesaplamak i¢in Cizelge 3.3. iin kullanilmasi
yeterlidir. Bu durumda (3.39) bagintisindan A < u oldugunda

7 (1,2) = cf (D[1 = eP7] + 2k (1)z[c1 (1) + c(1)eAW?] + ki (1)z
+[k1(D)]?2?
ve A > p oldugunda
1 (1,2) = cf (D[ePP2 — 1] + 2k (1)z[c; (1)eAW?7 — ch (D] + ki (1)z

+k1 (D]?2?
elde edilir.
Cizelge 3.3.
(D) ci(1) k(1) | k1) | kf(D) | (D) (1) k(1) ka(1) k3 (1)
1 1+(af”)ze—u—ma 0 % (i(fuu); 0 _(liu)ze—u—ma aeu |- Aﬂ__uu _(i(fu:;
(1) (i(f"lz; e-G-wa QZ__li)ze—(A—u)aci(l) _ 22 _(’;J:’La)g’l Dl (1)

ey (1) —c'(D)
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Cizelge 3.4.
(D) (D) k(D) | k(D) k(1) | (D) c(D) ka(1) | k3(1) | k(D)
BN _oena Au 2(00)? YV awa | g A | 2(aw?
0 _(A—u)eu vl Ak e 1+(/1—u)e ’ A—u| A-w?
" 2 e BRA-p+Aa@ -] o 2pt
) Ta-w T G AW T e
c'(1) - (D)
Cizelge 3.5.
ew o (B iy - i
” " -wz ZAH A” #2__‘1 4 A_‘uzz
Wy (1,2) ()1 = e w]u_”{ua_”)ﬁ(l_u) e"Gmia[ 4 g~ ]}+(A_H) z
Cizelge 3.6.
aq C{(l)
A
a, _A—M
by e (D) + cf (D1 = 1 ()]
b Au(A? + p*)
’ [CENE
4Au ,
bs m[l — ()]
b, cf (D = [1 =1 (DI = 2c1(D)]
bs [1-ci(D]?
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Dikkat edildiginde A > u igin ¢;(1), A < u igin c3(1) e ve A > p i¢in c5(1),
A < wigin ¢1(1) e esittir. A > p i¢in ¢’ (1) in ters isaretlisi, A > p igin ¢3' (1) e esit
oldugu goriiliir. Bu yiizden A >y ve A < u oldugunda v,/ (1,z)yi hesaplamak igin

Cizelge 3.3. iin kullanilmas: yeterlidir. Boylece

A
VLL2) = (1) + Vel 07 + Ty
" 1" (A=p) ZAM / / (A-p)
L (1,2) = ¢4 (1)[1 —elAH Z] + 1= ”Z[Cl(l) — (et H Z]
2(Ap)? Au 1’
N (A) - [ N
A-—w? A-u
olacaktir. Bu formiillerden
0 ’ A i (A-w)z
E,vi =ci(1) + =7 +[1—c;(D)]e (3.40)

DY = ¢ (1) + ci(D[1 = e (D] = {ef' (1) = cp(D[1 = 2c; (D Pe A7

— ;illﬂ Cé(l)ze(l—u)z + @i—#’u)i‘l (A2 + pu)z — [Cé(l)]zezu_”)z (3.41)
elde edilir. Daha sade sekilde bu ifadeleri
E;vf = as + axz + (1 — ay)e A7 (3.42)
D,v) = by + byz + byze(*=W? — p,e(A=WZ _ p_e2(A-W)z (3.43)

olarak yazabiliriz. Buradaki a; i =1,2 ve b;,i = 1,5 katsayilar1 Cizelge 3.6. da
verilmistir.

Simdi de siirecin baslangi¢c durumunun bilinmedigi varsayimi altinda v} rastgele
degiskeninin birinci ve ikinci momentlerini hesaplayalim. X(t) silirecinin baslangic

durumunun dagilimi min(a, {{) miktarmin dagilimi ile ¢akisacagindan

a
EvY = szv{’dP{min(a, M < z}
z=0
ve

a
Dv? = j D,v9dP{min(a,{?) < z}
z=0
yazilabilir. Bu durumda y? rasgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla
Ey? = (E& + Eny)EV? — Eny (3.44)

ve
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Dy? = (D& + Dy — 2E& Eny)EvY + (E& + En;)?Dvy

+2E& En [DVY + (EvD)?] — Dy (3.45)
sekinde yazilabilir. Burada
a
EvY = E.vdP{{{ > a} + fEvadP{({) <z} (3.46)
z=0
ve
a
DvY) = D vIP{{{ > a} + szvfdP{Cf <z} (3.47)
z=0
dir.
Cizelge 3.7.
dy (1 + Aga)e *o
2 2a 2
d ——Ao|a?+-——— |e e
2 ’10 ° < ’10 /102>
2 a? 2 1
2] _ _ (A-20-pa
s '10{ A—Ao—p7 [/1—/10 —u (/1—/10—#)2<a /1—/10—/1)]8 ’ }
1 1 1
d A2 [ + (a - ) e(A—Ao—u)a]
* 0 A=2—wW?2 A—4—pu A—2g— 1
1 1 1
2 _ (2A-2¢—2wa
ds AO{(ZA—AO—2u)2+[2/1—/10—2y<a 2/1—10—2“)]"’ ’ }
Bu durumda (3.42), (3.43), (3.46) ve (3.47) formiilleri kullanilarak
Ev)=a; + [aaz +(1- al)e(l‘”)a]d1 +a,d, + (1 —ay)d, (3.48)
DV = by + [ab, — abse W@ — p,et-0a — p_e20-wa]g,
+b2d2 - b3d3 - b4d4 - bsds (349)

elde edilir. Burada d,, d,, d5, d, ve ds degerleri
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dy = P{{) < z}

a

d, = fzdP{Clo < z}
z=0
ze-07dp(70 < 7}

e-0z2dp(70 < 7}

ds

QU
N
Il
Lo &~ &~—>s

e20-Wzgplrd < 73
zZ

seklinde olacaktir.

Boylece Ey? ve Dy degerlerini hesaplamak icin (3.44), (3.45), (3.48) ve (3.49)
formiillerinin kullanilmas1 gerekir. {0 rasgele degiskeni A, parametreli iki—boyutlu
Erlang dagilimina sahip oldugunda d;,i = 1,5 degerleri Cizelge 3.7. de verilmistir.

Yani z > 0ve A, > 0 olmak {izere

2

P{l<z}=1—(1+ Ayz)e t?,  1p=—
Eq

, Pro(2) = A2ze~Ao?

dir.

Yukarida, {7 rastgele degiskeninin iki-boyutlu Erlang dagilimina sahip olmasi
durumunda Ey; ve Dy} birinci ve ikinci momentleri bulunmustur. Bu sonuglart P in
listel dagilima sahip olmasi durumuna uyarlayalm. Eyy ve Dy} i¢in asagidaki ifadeler

elde edilmistir.
Ey? = (E& + En)EvY — Eny (3.50)
DV{) = [D¢; + D771]E77f + [E&; + E771]2va —Dn, (3.51)

P{{0 >z} = e ™%, 2, >0, z > 01ig¢in (3.11), (3.14) ve (3.18) formiilleri

kullanilarak
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1
(D) =———=[2 — ~[o-ky(D]a]
YuD) = 7— gy Ao — ka(De Jei (1)
+ - 1 _ [lo — kz(l)e—[lo—kz(l)]a]cé(l) + L{—ae—[ﬂo—h(l)]a
Yo =l %o =l (D
1
L rarcyl the e‘”""‘l(m“]} e (Dk; (1) (3.52)
+ L{—ae_[lo—kz(l)]a + ; [1 — e—[lg—kz(l)]a]}Cz(l)ké(l)
Ao = k(1) Ao — ko (1)
elde edilir.

(3.13), (3.15), (3.21) formiilleri ve {} rastgele degiskeninin dagilimi kullanilarak

v (1) = [0 — kl(1)3_[/10_](1(1)161]6{'(1)

Ao — k1 (D)
1
el o ke ()
0 2

+ ; __aki(l)e—[lo—kl(l)]a + ; [1 _ e—[lo—kl(l)]a]_ C{(l)k:’l(l)

Ao — k1 (1) _ Ao — k1 (D) |
+ ; __aké(l)e—[lo—kz(l)]a + ; [1 _ e—[ﬂo—kz(l)]a]_ Cé(l)ké(l)

Ao — ko (1) _ Ao — k(1) |
+ ; __aki(l)e—[lo—lq(l)]a + ; [1 — e—[lo—kl(l)]a]_ Cl(l)kil(l)

Ao — k1 (1) _ Ao — k1 (D) |
+ ; __aké(l)e—[lo—kz(l)]a + ; [1 _ e—[/lo—kz(l)]a]_ Cz(l)kél(l)

Ao — ko (1) _ Ao — k2 (1) ]
+ _ a2k, (1)e Ro—kiWla 4 #ae—mo—kl(ma

Ao — k1 (1) Ao — k1 (1)

2 ~[Ao—ka(D]a / 2
——————— [1 —e7WRomke@la] ¢, (1) (k1 (1)
(A — k1 (D)
2

- |a%k,(De okeWla 4~ ;o-[0~k2(D]a

Ao — k(1|7 2 Ao — k(1)

2
———————[1 - e RomkeWla]l ¢ (1) (k5(1))? (3.53)

(Ao — k(D)

elde edilir.
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Sekil 3.6. da, i—? parametresinin fonksiyonu olarak A < u oldugunda Ey{
1

ve A > u oldugunda Eyy déniisiimlerinin egrileri verilmistir.
(3.52) ve (3.53) bagmtilarim kullanarak Ey) ve Dy) m sayisal degerlerini

belirlemek i¢in yazilan algoritma Sekil 3.7. de verilmistir.

Eyy

2.5 x 104

E a
2ol YEA<m)

Ey?(A>p)

1.5

1.0

Eh“l

By

12 14 16 18 20 22 24 26
L i~ Eg&

L i

Ey?

0.40 0.60 0.80

Sekil 3.6.
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A

Ilk giris verileri a, a, EEY,E¢,, ECY, D&Y, En, ve Dy

v

Basla EE, = E& tana,DE = DE(tana)?, A= —, 4 = — ve dy = —s
EQq E&]

EQY

evet

!

A<u

hayir

Cizelge 3.3 de ky (1), ko (1), ky (1), ky(D),
c; (1) ve ¢, (1) in degerlerine bak ve bu
degerleri (3.52) de yerine koyarak ,,(1) =
Ev?’1bul.

Cizelge 3.3 de ky (1), ky(1), k,(1), ka(1),
¢, (1) ve ¢, (1) in degerlerine bak ve bu
degerleri (3.52) de yerine koyarak (1) =
Ev?’1bul.

\4

A

Ev? 1(3.50) de yerine koyarak Ey&y1 bul.

Ev01(3.50) de yerine koyarak Ey&y1 bul.

\ 4

v

Cizelge 3.3 de k;(1),k;(1),¢;(1), c;(1),
c; (1) ve ¢, (1) in degerlerine bak ve bu
degerleri (3.53) de yerine koyarak ,,(1)’i
bul.

Cizelge 3.3 de k;(1),k;(1), ¢, (1), c,(1),
c; (1) ve ¢, (1) in degerlerine bak ve bu
degerleri (3.53) de yerine koyarak ,,(1)’i
bul.

A 4

A 4

Ev?,y, (1) e esittir. Elde edilmis 1, (1) ve
Y, (1) i (3.11) de yerine koyarak Dv? 1 bul.

Ev?, ., (1) e esittir. Elde edilmis 1,,(1) ve
Y, (1) i (3.11) de yerine koyarak Dv? 1 bul.

\4

Elde edilmis Ev? ve Dv? degerlerini (3.51)
de yerine koyarak Dy? 1 bul.

A\ 4

Elde edilmis Ev? ve Dv? degerlerini (3.51)
de yerine koyarak Dy, 1bul.

» &
rl‘

Sekil 3.7.
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Yukarida &9 ve P rastgele degiskenlerinin iistel dagilma ve {0 rastgele
degiskeninin A, parametreli iki—-boyutlu Erlang dagilimina sahip olmasi 6zel durumlari
incelendi. Bu kisimdaki amacimiz &) rasgele degiskeninin p parametreli ikinci
mertebeden Erlang dagilimma sahip ve ¢ rasgele degiskeninin A parametreli iistel
dagilima sahip olmas1 varsayimi altinda, y} rastgele degiskeninin Laplace déniisiimii
bulmak ve bunun beklenen deger ve varyansini hesaplamaktir. Bu durumda asagidaki

esitlikler yazilabilir.

vi-1
VL= z i +m)+ f{,g (3.54)
i=1
W) = EuYl = Z WP =k}, 0<u<1 (3.55)
k=1
L,o(8) = Ee~®,0 >0 (3.56)

Burada f{,g rastgele degiskeni, {0 rastgele degiskeninin bir pargasidir.

1 (u) moment ¢ikaran fonksiyonu bulmak igin kosullu(sartli) beklenen degerden

yararlanacagiz, yani

a

E¢ = f E(&/X(0) = 2)P{X(0) € dz} (3.57)

z=0
formiiliinii kullanacagiz. v{ rastgele degiskeni icin (u,z) sarth moment ¢ikaran
fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir.
Y(u,z) = E(uvg/X(O) = Z)
Bu durumda (3.57) ifadesinden i (u) moment ¢ikaran fonksiyonu

Y = j ¥(u, 2)PLX(0) € dz} =
=0

zZ

jtp(u, z)P{min(a, ) € dz} (3.58)
o

z
olacaktir. L,0(6) y1 bulmak i¢in 1(u) moment ¢ikaran fonksiyonu bulmak gerekir.
Y(u) yu bulmak igin ise (u,z) moment ¢ikaran fonksiyonunun bulunmasi
gerekmektedir.

&Y rasgele degiskeninin p parametreli ikinci mertebeden Erlang dagilimima
sahip ve ¢ rasgele degiskeninin A parametreli iistel dagilima sahip olmas1 varsayimi

altinda, ¥ rastgele degiskeninin Laplace doniisiimii bulunacaktir. Bu durumda


http://tureng.com/search/%c3%bcstel%20da%c4%9f%c4%b1l%c4%b1m
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Peo(t) = prte ™M t>0,u>0 (3.59)
Ppo(t) = 2e™, t>0,A>0 (3.60)
elde edilir. Bununla birlikte

EvY = iy, (1) (3.61)
Dvi = E(v))? — (Ev)? = ¥/ (1) + (D[ — ¢ (1) ] (3.62)
oldugu bilinmektedir.

¢} rastgele degiskeni A parametreli {istel dagilima sahip oldugundan (3.58)

ifadesinden asagidaki denklemler yazilir.

Y) = e Y(u,a) + A j e Y (u, z)dz (3.63)
z=0+
Pl (w) = e Y. (u,a) + A j e Y! (u,z)dz (3.64)
z=0+
!(u) = e Yl (u,a) + A j e Yl (u, z)dz (3.65)
z=0+

Boylece (3.54) ve (3.56) dan y? rastgele degiskeninin Laplace déniisiimiinii
MXOIMG)
Le (0).L, (0)

olarak yazmak miimkiindiir. Bu esitlikten y{ rastgele degiskeninin Laplace doniisiimii

L,o(6) = Le 4 (8) (3.66)

bulmak igin v} rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonunu bulmak gerekir.
X(t) siirecinin alt bariyere ilk kez ulasma anin moment ¢ikaran fonksiyonunu

bulmak igin bir integral denklemi kurulmalidir. Bu nedenle v} rastgele degiskeninin

moment ¢ikaran fonksiyonu igin asagidaki integral denklemi yazilabilir. P >0

oldugundan toplam olasilik formuliinii kullanarak k > 2 i¢in

a
PV =k/X(0) =2z} = f P{z— &) > 0,min(a,z — & + ) € dy}
y=0
x P{v? =k —1/X(0) =y} (3.67)
elde edilir. Bu denklemin iki tarafi u* ile carpilip k = 2 den oo a kadar toplam almirsa

Y (u, z) moment ¢ikaran fonksiyonu i¢gin asagidaki integral denklemi elde edilir.


http://tureng.com/search/%c3%bcstel%20da%c4%9f%c4%b1l%c4%b1m
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Y(u,z) = uP{z— &2 <0}z

+u f Y(u,y)P{z — &2 > 0,min(a,z — &2 + {¥) € dy} (3.68)

y=0+
Bu denklemi

Y(u,z) =uP{&) > z}z+up(w,a)P{z— &) >0,z - &2 + {0 > a}

+u [ pdyplz -8+ <) (3.69)

y=0+
olarak yazabiliriz. (3.69) denklemi ise

a
sup f P{z—&)>0,min(a,z—- &+ edy}; <1
z
y=0+
olmak kosuluyla ardisik yaklasim metodu ile ¢oziilebilir. Fakat bu ¢6ziimii kullanmak
uygulamada ¢ok zordur.

&Y rasgele degiskeni u parametreli ikinci mertebeden Erlang dagilimmna ve P
rasgele degiskeni ise A parametreli istel dagilima sahip oldugundan (3.69) denklemi
asagidaki gibi yazilabilir.

Y(u,z) =u(l+ uz)e #*

2 _ z 1 ] —-Aa—uz 1 —Aa+lz}
Fup lp(u,a){ [A+,u+(l+u)2 ¢ +(/1+y)2e
APu ; ~ APu ‘ ~
Yk He J e lyzp(u,y)dy—me He f e YY(u,y)dy
y=0+ y=0+
AuPu ‘ Auu ‘
+ T ‘uze_“Z J e MY (u,y)dy — me‘ﬂz J ye*Yy(u, y)dy (3.70)
y=0+ y=0+
zZ a
AuPu Auu
+(A:l_we_“z J eﬂyll’(U,J’)dy—/1+Mze_”Z f e y(u,y)dy
y=0+ y=z
AuPu ; Antu ;
—mﬂ’_’” f e_lyl/J(u,Y)dY+(/1+—u)2€AZ fe_lylli(u,Y)dY
y=z y=z

integral denkleminden
W (W z) — (A= 200" (w, 2) — p(22 — Wi, (w, 2) — (1 — W, z) = 0 (3.71)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢oziimii
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3

Y(u,2z) = z c;(w)eki (3.72)
seklinde olacaktir. Burada k, (u), k,(u) ve ks (u)
k) — (A = 2p)k*(w) — (24 — k) — ?(1—u) =0 (3.73)

karakteristik denkleminin kokleridir. (3.73) denklemi (3.71) diferansiyel denkleminin
karakteristik denklemidir. Ote yandan (3.73) denklemi

ki) — PW) + Q) - 5
ko(w) = wiP(w) + wiQ(w) — % (3.74)

ks (W) = w;P(0) +w3Q(w) — 5

biciminde yazilabilir. Burada

—1+iV3 —-1-iV3
Wi=—0(— W=—7j7— &= —(A-2w), ap;=-puA—p),
3 3
_ az _ 2& _ a,a, 9201 -
p=a;-—, q@W=—-——-1-w, Vi=-1,
3 3
qu) [p®  q*(w) qgw) |p® q*(w)
P(w) = |——Z4 |Z— N B ST Ll
(u) 2 Tzt W 2 77T s

olacaktir. Bu ifadeler, c;(u), (i = 1,2,3) ler i¢in asagidaki sinir sartlarindan elde edilir.

Y(w,0)=u, P,(u,0)=0

Y (u,0) = —p?u + p?e~uy(u, a) — Apu J e Y (u,y)dy (3.75)
y=0+
(3.75) ve (3.72) ifadelerinden
3 3 3
Yaw=u Y k@a@=0 Y 4w =—pu (3.76)
i=1 i1 i=1

yazilabilir. Buradan

k(W [p? + Az(W)] — kz(w) [p* + A, ()]

6w = u D ,
es) = 30O+ A0) =0 12+ Aa)] 377

ki) [p? + A, (W] = k(W) [p? + Ay (w)]
A(u) ’

cs(u) =u
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elde edilir ki burada

Antu , uk;(w)
-k " 2= k@
A(uw) = ky (W[4, () — As(W)] + k(W [A3(w) — A1 (W] — ks (W) [42(w) — A1 ()]
dur.

Aj(w) = kF(u) - e~-kiWla =123

(3.72) de bu degerleri yerine koyarak (u,z) yi, (3.63) de ¥(u,z) yi yerine
koyarak (u) yu ve son olarak (3.66) da ¥(u) yu yerine koyarak y; rastgele

degiskeninin Laplace doniisiimiinii elde ederiz.

(3.54) ifadesinden

Ey? = (E& + En)(Evy — 1) + Eff,tl) (3.78)
Dy? = (D& + Dny)(EvY — 1) + (E&; + Eny)?Dv) + Df{,g (3.79)
elde edilir.

&, rastgele degiskeni u parametreli ikinci mertebeden Erlang dagilimina sahip

oldugundan

.3 N\ 4 ST
ES,o = Ztan a, (Efv(l)) = Ptanza, D& =4—#2tan2a (3.80)

elde edilir. Bu durumda yukarida verilen (3.78) ve (3.79) esitlikleri

3
Ey) = (E& +En)(EvY —1) + Ztana
0 0 210 4 2
seklinde yazilabilir. Simdi Ev{ ve Dv{ 1 bulahm. Bunun igin k;(1), k/(1), k{'(1),
c;(1), ¢;(1), ¢;'(1), (i =1,2,3) degerleri bulunduktan sonra 1,(1,2z) ve ¥, (1,z)
fonksiyonlar1 elde edilir. Bu fonksiyonlar yardimiyla (3.64) ve (3.65) den ¥, (1) ve
.. (1) degerleri bulunur. Bu durumda (3.73) ve (3.75) ifadelerinden asagidaki Cizelge

elde edilir.
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Cizelge 3.8 (24 < pi¢in)

ki(1) |0
k,(1) (A—2u) + /2% + 4Au
2
ks (1) (A—2u) + /2% + 4Au
2
Ap
ki(1)
1 24— u
k(1) ~2he
2 2+ 40+ (A — 2u) + /22 + 42p
—2Au?
ks (1)

A2+ 42+ (A—2u) + A2 + 4Au

2[3k, (1) — (4 = 2p)]

k(1) = O
2[3k,(1) — (A — 2

P R Y

c;(1) 1

c,(1) |0

c;(1) |0

¢! (1) [ + aollk2(1) = k3 (D] + [k1 (1) + kz(D]arz + [k1(1) + k(D]as
! P2k, (1) — k3(D] + a; — azk3(1)
, k1(1) + k3(1) k3(1) ,

“W LD k@ T - Lo M

(1) ki(1)  ko(1) (1)

OO
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Cizelge 3.8 (24 < pi¢in) (devami)

ko (1) — k3 (1)
vy | D= RO+ (0 + R (0F; o) = ks (DA,
AW 2k (1)(B, = Boh(D) = [ka(D) — ks (D)1, — 2kb(D)(Bs — B)ch(D)
~[kp (1) — k3(1)185 — 2k (1) (B, — Bs)cs(1)
ky (1) 2 (1) 2k, (1)
vy |BO =T B -k® T em -k
@) 2w, SO
B0 - @Y T K Ko W
~ ko (1) — k3 (1)
—[kz(l) - k3(1)]l12 + k3(1)ﬁ4 + kz(l)ﬁs
@ - ksWIB =2k W=,
e/ (1) —[ko(1) — ks (D]u? + k3 (DB + ko (1DBs
’ _ @~ ks, 25D B =),
—[k5(1) — k3(1)]u? + k3 (1) By + k, (1) s 2
k() —ks(IBs — 26 (DB =),
—[k;(1) = k3(1)]u? + k3 (1) By + k, (1) s 3
Burada

ag = —[Aki (1) + ky(Dks (1) + ko (Dk3(D](1 — e74) — pe™4@
a; = k3(1) —p?
@y = k3(1) = A0 — k(D] = [1? = A4 = k(D] FeMla
az = 2[k;(D]? = [Ah (1) + k' (Dke3(1) + ks (k5 (1) + 2k (Dk5(D](1 - e749)
—2k; (D [p? — Ay (D3 (1) — ky (Dkz(D)]e 4
Br =2 |—p2e™ e — [Akj(1) + k3 (1) + kiks(1) + ko (DkS(D]| (1 - e7)
ke (Dk3 (1) = [k (1) + ki (Dks(D][1 — e~ 1Mo
2 { — [uz + aky(D)[u? — A — k3(1)]]] e~k (Dla

ks (Dk3(1) — [Ak3 (1) + k(D3 (D][1 — e~ AksWla]
ps = 2{ — [,uZ + aky(D)[p? — 22 - kz(l)]]] o—lA-ks(]a
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Ba = k3(1) = AA = k3 (D] = [A[A — k3(1)] — p?]e~AH2Wla
Bs = k3(1) — A[A = kp (D] = [A[A — k(1)] = p?]e”A-keWla
dir.
Y, (1) ve Y,/ (1) degerleri igin (3.75) ile birlikte (3.64) ve (3.65) ifadeleri
kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir.

1
2 f e L1, Y)dy = = H(L0) — e (L)

z=0+
y) f —Aay!'(1,y)dy = —[l/);:z(l,()) e (L,0)]e %y (1, ) (3.81)
z=0+

(3.81) esitlikleri (3.64) ve (3.65) ifadelerinde yerine konularak

P, (1) = w w(1,0) ve /(1) = z[w L(1,0) = 297, (1,0)]

veya
Ev} = 21/) (1,0) ve DV} = 21,11;’1‘2(1,0) — Ev)(1+ EvY) (3.82)
oldugu gortiliir.

Burada c¢;(1), ¢;(1), ¢;'(1), i =1,2,3 sayilar1 ile y,(1,0) ve 1|J’Z,l;2(1,0)

degerleri goz 6niine alindiginda

3
1 ! i
Ev) = E;[kim)ci(n + k(D[ (D], (3.83)
1 3
DV) = FZ[k;’(1)ci(1) + 2k{(1)c{(1) + k;(Dc!"(1)] — EVI(1 + EVvY) (3.84)
elde edilir.

Son olarak, 2A < pu veya E&€? < ET? oldugundan c;(1) = 1,c,(1) = c3(1) =0,
k; (1) = 0 elde edilir ki buradan

. 3
1 ! !

B = _k1(1) + Z K (1)c] (1)] , (3.85)
1 r 3 3

Dv? = — K/ (D) +2 Y ki(Dc/(1) + ki(l)ci”(l)] CEGO)A+EY)  (3.86)
|42 MDA ),

oldugu gortiliir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerindeki énemli bazi
problemlerin ¢oziimlenmesinde kullanilabilecek olan 6zel bir stokastik siire¢ ele
alimmustir. 0 (sifir) ve a(a > 0) seviyelerinde iki tutan bariyere sahip negatif akimli
pozitif sigramali yari-Markov rastgele ylirliylis siireci olarak adlandirilan bir X(t) siireci
matematiksel olarak kurulmus ve bu siire¢ ile ilgili asagidaki teorik sonucglar elde
edilmistir.

X(t) stirecinin dnemli sinir fonksiyonelleri sayilan, siirecin ilk kez a(a > 0)
seviyesindeki tutan bariyere ulasma am y{ ve siirecin ilk kez 0 (sifir) seviyesindeki
tutan bariyere diisme an1 y{ matematiksel olarak kurulmustur. Ayrica y{* ve y; rasgele
degiskenlerinin Laplace doniisiimleri, beklenen degerleri ve varyanslari i¢in acik
formiiller verilmistir. Ayrica Siirecin iki sigrama an1 arasindaki siirenin iistel ve Erlang
dagilimlarma sahip olmas1 6zel durumlarinda, y&vey? m Laplace doniisiimleri,
beklenen degerleri ve varyanslari i¢in formiiller elde edilmistir.

Yapilan bu calismada ele alinan konunun asagidaki sekilde gelistirilmesi
miimkiindiir:

% Siirecin bariyerlerinin degistirilmesi. Ornegin, 0 (sifir) seviyesinde tutan,
a(a > 0) seviyesinde yansitan bariyer olmasi, tutan bariyerin a(a > 0) yansitan
bariyerin 0 (sifir) seviyesinde olmasi veya her iki bariyerinde yansitan olmasi
durumlarinda benzer incelemelerin yapilmasi.

% Siirecle ilgili bazi sayisal karakteristiklerin hesaplanmasi i¢in gerekli olan
bilgisayar programlariin gelistirilmesi.
¢ Calismada ele alinan 6zel dagilimlarin (iistel, Erlang) disindaki bazi dagilimlar
icin de benzer hesaplamalarin yapilmasi.
¢ Ele alinacak olan siirecin dagilim fonksiyonunun hesaplanmasinin gii¢ oldugu
durumlarda, dagilim fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin hesaplanmasi.

¢ Yapilan ¢alismada teorik olarak ortaya konulmus sonuglarin uygulanabilecegi

alanlarin tespit edilmesi ve uygulanmas.
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