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OZET

MANNHEIM EGRI CIFTINE AIT FRENET QATISINA GORE
SMARANDACHE EGRILERI
Abdussamet CALISKAN
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 84 s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siilleyman SENYURT

Bu caligma alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Girig Boliimiinde ¢aligmanin amaci ve
konunun ele alimma nedeni tartigildi. Onceki Cahgmalar Boliimiinde Smarandache egrileri
ile ilgili gahigmalara yer verildi. Genel Bilgiler Boliimiinde Oklid uzayn ile ilgili bilgilerden
soz edildi. Materyal ve Yontem Boliimiinde Oklid uzayinda Mannheim egri ciftleri ve
Smarandache egrileri ile ilgili temel kavramlar anlatildi.

Bulgular Boliimi ¢aligmamizin orijinal kismini olugturmaktadir. Mannheim egrisine ait
partner egrisinin Frenet vektorleri ve birim Darboux vektorii konum vektorii olarak alin-
diginda elde edilen Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalar1 hesaplandi ve bulunan
bu degerler, Mannheim egrisine bagh olarak ifade edildi. Son olarak elde edilen Smaran-
dache egrilerinin Mannheim egri ¢iftine ve Bertrand egri ¢iftine dahil olup olmadig: ince-
lendi.

Anahtar Kelimeler: Oklid Uzay1, Mannheim egri cifti, Smarandache egrisi.
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ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES OF MANNHEIM CURVE COUPLE
ACCORDING TO FRENET FRAME
Abdussamet CALISKAN
Ordu University
Institute for Graduate Stadies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 84 p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Siilleyman SENYURT

This study consists six fundamental chapters. In the introduction chapter , the aim of
study and the reasons why this subject is interested are given. The next chapter is covered
with literature review of Smarandache curve. In general formation chapter is included
with some information about Euclidean space. The basic consepts of Mannheim partner
curve and Smarandache curves on Euclidean space are given in the material and method
chapter .

The Findings chapter is the original part of the study. In this chapter, when the Frenet
vectors and the unit Darboux vector of the partner curve of Mannheim curve are taken as
the position vectors, the curvature and the torsion of Smarandache curves are calculated.
These values are expressed depending upon the Mannheim curve and it is examined
whether the resulting Smarandache curves have relations with Mannheim and Bertrand
curves.

Keywords: Euclidean Space, Mannheim Curve, Smarandache curves.
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1. GIRIS

3-Boyutlu Oklid uzaymda egrilerin diferansiyel geometrisi tizerinde bircok cahgmalar yapil-
mugtir. Ozellikle iki egrinin karsihkl noktalarinda Frenet catilar: arasinda bagmtilar ku-

rularak, bircok teoriler geligtirilmigtir. Bunlardan biriside Mannheim egrisidir.

Mannheim egrisi ilk olarak 1878 yilinda A. Mannheim tarafindan tanimlanmigtir. Her-

hangi bir egrinin Mannheim egrisi olmasi icin gerek ve yeter sartin
k= Ak +72),\#0=sb

oldugu gosterilmistir [9]. Burada  egrinin egriligi, 7 egrinin torsiyonudur (burulma).

Liu ve Wang 2007 yilinda yaptiklar1 bir ¢alismada Mannheim egrilerini yeniden ifade
etmiglerdir. Bu yeni duruma gore diferensiyellenebilir iki egriden birinci egrinin asli nor-
mal vektorii ile ikinci egrinin binormal vektorii lineer bagimli olmast halinde birinci egriye
Mannheim egrisi, ikinci egriye Mannheim partner egrisi adini vermiglerdir.Bu yeni durum-
dan yola ¢ikarak Mannheim egri ¢iftleri hakkinda birgok caligmalar yapilmigtir. Bunlardan
bazilar [9], [11], [14], [19].

2008 yilinda M. Turgut ve S.Yilmaz “Smarandache Curves in Minkowski spacetime” isimli
caligmada Smarandache egrisinin tanimini vermigledir. Daha sonra bu egriler, farkhi uza-

ylarda ele alinarak incelenmis ve yeni sonuclar elde edilmistir. Bu ¢aligmalardan bazilar

[, [21, 131, [4), 5], [8], [15], [16], [18].

Bu ¢ahigmada,(«, o) Mannheim egri ¢ifti olmak tizere Mannheim partner egrisinin Frenet
vektorleri T, N*, B* ve birim Darboux vektori C* alindiginda bu vektorler tarafindan
olugturulan T*N* N*B*,T*B*, T*N*B* ve N*C* Smarandache egrilerinin tanimi veril-

erek bu egrilere ait yeni karakterizasyonlar elde edilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Turgut ve Yilmaz, "Smarandache Curves in Minkowski spacetime” isimli galigmada Min-
kowski uzayinda Smarandache egrisinin tanimin ifade etmislerdir. E} de 7By Smaran-
dache egrileri seklinde adlandirilan egrilerin 6zel bazi durumlarini incelemislerdir ve bu
egrilerin Frenet elemanlarini hesaplamiglardir. Bu yontemle E{ uzayimda bir bagka ortonor-

mal gat1 elde etmiglerdir, [18].

Ali, T.A., ”Special Smarandache Curves in the Euclidean Space” isimli cahsmada Oklid
uzayinda bazi 6zel Smarandache egrilerini tanmimlayarak bu egrilere ait Frenet-Serret in-

varyantlarimin 6zel durumlarim ¢aligngtir, [1].

Tagkoprii ve Tosun, ”“Smarandache Curves According to Sabban Frame on S?7 isimli
calismada S? birim kiiresi {izerinde olusan Sabban catisina gore Smarandache egrilerini

incelemiglerdir ve bu egrilerin karakterizasyonlari ile ilgili sonuglar elde etmiglerdir, [16].

Senyurt ve Caliskan, "Smarandache Curves In terms of Sabban Frame of Spherical In-
dicatriz Curves” isimli calismada kiiresel gosterge egrilerinin Sabban catisina gore ozel
Smarandache egrilerini aragtirmiglardir. Bunun yaninda Smarandache egrilerinin bazi

karakterizasyonlar ile ilgili sonuglar bulmuglardir, [4].

Bektag ve Yiice, "Special Smarandache Curves According to Dardoux Frame in FEuclidean
3-Space” isimli caismada Oklid uzayinda Darboux catisina ait Smarandache egrilerini

incelemiglerdir. Bu egrilere ait bazi karakterizasyonlarimi ve sonuglarim vermiglerdir, [2].

Cetin, Tuncer ve Karacan, "Smarandache Curves According to Bishop Frame in Euclidean
3-Space” isimli calismada Oklid uzayinda Bishop catisia gore 6zel Smarandache egrilerini
aragtirmiglardir ve bu egrilerin bazi diferansiyel geometrik 6zelliklerini vermislerdir. Ayrica
Smarandache egrisine ait oskiilator kiirelerinin merkezini ve kiirelerin egriligi ile ilgili

sonuglar bulmuslardir, [5].

Bayrak, Bektas ve Yiice, "Special Smarandache Curves in E3” isimli calismada Minkowski
uzayinda regiiler bir egriye ait Frenet vektorleri tarafindan olusturulan Smarandache

egrilerini incelemiglerdir ve bu egrilere ait baz1 karakterizasyonlarimi elde etmislerdir, [3].



Senyurt ve Sivas, "Smarandache Eqgrilerine Ait Bir Uygulama” isimli ¢alismada bir «
egrisinin Frenet vektorleri T', N, B ve birim Darboux vektorii C' olmak tizere NC'— Smaran-
dache egrisini tanimlamiglardir. Bununla birlikte NB ve T'N B— Smarandache egrilerinin

egrilik ve torsiyonlarim hesaplamiglardir, [15].

Kahraman, Onder ve Ugurlu, "Dual Smarandeche Curves and Smarandache Ruled Sur-
faces” isimli caligmada dual Darboux catiy1 ele alarak birim dual kiire 52 jizerinde dual
Smarandache egrilerini tanimlamiglardir ve dual kiiresel egri (regle yiizey) ve onun dual

Smarandache egrisi (Smarandache regle yiizey) arasinda bagintilar elde etmiglerdir, [8].



3. GENEL BILGILER

Bu bolimde, 3-boyutlu Oklid Uzayut ile ilgili temel kavramlara yer verilmigtir.

3.1 Oklid Uzay1

Tanim 3.1.1 A bosg olmayan bir ciimle, V' de & cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
f: Ax A — V fonksiyonu agagidaki aksiyomlar1 saglarsa A ya V ile birlestirilmig bir afin

uzay denir:

a. A :VP,Q,R € Aicin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

b. Ay : VP € A, Va € Vigin f(P,Q) = «

olacak sekilde bir tek @ € A noktasi vardir.

Tanim 3.1.2 V. A ile birlesen bir afin uzay olsun. Fy, P;,..., P, € A noktalar ic¢in
{PoPy, PyPy, ..., PyP,} ciimlesi V nin bir baz ise {Fy, Py, ..., P,} nokta (n + 1)-lisine
bir afin catis1 denir. Burada F, noktasina catinin baglangic noktasi , P;,1 < i < n,
noktalarina da gatinin birim noktalar1 denir. boyV = n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay

denir.

Tanmim 3.1.3 V, Aile birlesen bir afin uzay olsun.
():VxV =R

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglarsa bu fonksiyona bir i¢ carpim fonksiyonu denir:

Va,y,2€ V,Va,beR igin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(az + by, 2) = a(z, z) + b{y, 2),
(v, ay + bz) = alz, y) + b{z, 2),

b. Simetri Aksiyomu;
(r,y) = (y,2),

c. Pozitif Tanimhhk (kararhlik) Aksiyomu;

(z,z) >0,
(x,2) =0 2z =0.



Tanim 3.1.4 Reel standart afin uzay1r R” olmak tizere, VX, Y € R" i¢in
<7> 'R" X R" — R7 <X7Y> = szyz
i=1

seklinde taniml fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢carpima R" de standart ig
garpim veya Oklid i¢ carpim denir. Standart i¢ ¢carpimin tanimli oldugu R™ vektor uzay1

ile birlesen afin uzayma n-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir.
Ornek 3.1.1 X,Y € R? olmak iizere

(V:REXR? = RA(X,Y) = || X - ||[Y]|cos6,0 <O <7
seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Tanim 3.1.5 X € E” noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlar (z1, za, ..., z,)

olsun. z; : E" — R, 1 <1 < n, fonksiyonuna E™'nin i-yinci koordinat fonksiyonu denir.

n

Tanim 3.1.6 d:E" xE" — R, d(X,Y) = Z(yz — 2;)? seklinde tanmimlanan d fonksi-

i=1

yonuna E” Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y) € Rsayisinada X ile Y noktalar

arasindaki uzaklik denir.

Tanim 3.1.7 R” i¢ carpim uzayi ile birlegen Oklid uzay1 E" olmak tizere, { Py, P,..., P,} €
E™ nokta (n + 1)-lisi i¢in, { Py Py, PoPs,. .., PyP,} ciimlesi E"'nin bir ortonormal baz ise
{Py, P1, ..., P,} ciimlesine E" de bir Oklid cat1 veya dik cat1 denir.

Tanim 3.1.8 a : I C R — E" a(t) = (ai(t),aa(t),...,a,(t)) diferensiyellenebilir
fonksiyona E™ de bir egri denir. Burada [ araligina « egrisinin parametre araligi ve

t € I degigkenine de « egrisinin parametresi denir.
Tanim 3.1.9 «: I C R — E” diferensiyellenebilir bir egri olsun.
o[l = T = R, [la']|(t) = [/ (£)]]

seklinde tanimh ||o/|| fonksiyonuna, [|o/(¢)|] € R sayisina « egrisinin «(t) noktasindaki

skaler hiz |

_da _(dal(t) das(t) dozn(t))
Codtle at odt T dt

vektoriine de « egrisinin hiz vektori denir.

o/(1)

t

parametresine de egrinin yay parametresi denir. Her egri birim hizli yapilabilir.



Tanim 3.1.11 o : I C R — E” bir egri ve a,b € [ igin

b
s:/ |l (t)]|ds (3.1.1)
reel sayisina a(a) ile a(b) noktalar: arasindaki yay uzunlugu denir.
Tanim 3.1.12 o« : I C R — E” bir egri ve ¢ = {o/,a”,a",...a"} ciimlesi lineer

bagimsiz olsun.

o® e Splp}, k>r

olmak iizere ¢ climlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen
{Vi(s), Va(s),...,V,(s)} ortonormal sistemine « egrisinin «(s) noktasindaki Serret Frenet

r-ayakhsi, VV; (1 < ¢ <r) vektoriine de Serret Frenet vektorii denir.

Teorem 3.1.1 a: [ C R — E? egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayakhs;

a) s € [ yay parametresi ise

L,
M) = e )
Vi(s) = B(5) AN (o)

Va(s) = (o/(s) A o(s)

la’(s) Ao (s)]l

seklinde verilir, [7].

Tanim 3.1.13 « : [ — E" egrisinin Frenet r-ayakhs1 {Vi(s), Va(s), ..., V,(s)} olsun.

kil —-R, 1<i<r
s = ki(s) = (V/'(s), Visa(s))

seklinde tammh k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, Vs € [ i¢in k;(s) € R

sayisina da « egrisinin «(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.

Teorem 3.1.2 « : I — E" egrisinin Frenet r-ayaklist {Vi(s), Va(s),...,Vi(s)}, i-yinci
egriligi k;(s) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda
Vils) = ki(s)Va(s)
‘/i/(é’) = —kifl(S)‘/ifl(S) + ki(s)‘/;'Jrl(S) 1<i<r
Vis) = =kra(s)Vi(s)

T

bagintist vardir, [7].



n = 3 ozel halinde « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {T', N, B} ile gosterilir.
Burada T ye teget vektor, N ye asli normal vektor ve B ye de binormal vektor denir. o
egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla s ve 7 ile gosterilir ve x’ya egrinin egriligi,
7’ya da burulmas: adi verilir. Bu halde Frenet formiilleri

T'(s) = k(s)N(s)

(s
N'(s) = —r(s)T(s) + 7(s) B(s) (3.1.2)
B'(s) = —7(s)N(s)

seklinde olur, [7].

Diger taraftan, bir a egrisi tizerinde «(s) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki {7, N, B}
Frenet 3-ayaklisi her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptigi kabul
edilir ve bu eksene egrinin «(s) noktasimndaki Darboux (ani dénme) ekseni denir. Bu

eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,
W=NAN

W =7T + kB (3.1.3)

seklinde olur ve bu vektore Darboux vektorii adi verilir (Sekil 3.1).

O T

=[
\
\
\
[
\
\
\
[
\
\
\
\

Sekil 3.1: Darboux vektorii

W ile B vektorleri arasindaki ac1 ¢ ile gosterilirse gekilden,

K

.
singp = —— cosp = (3.1.4)
Wl W]
yazilir. W Darboux vektorii yontindeki birim vektor C' ile gosterilirse
= T+
Wi wi
olur. Burada « ile 7'nun yerine (3.1.4)’deki kargiliklar1 yazilirsa
C =sin T + cos pB (3.1.5)

seklinde bulunur.



Tanim 3.1.14 « : I — E” egrisinin a(s) noktasindaki 1. ve 2. egrilikleri sirasiyla k; (s)ve

ks (s) olsun.
H:IT—-R

s — Hi(s) = Z;Ei;

seklinde tanmimli H; fonksiyonuna « egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tanim 3.1.15 « : I — E" egrisinin «(s) noktasindaki hiz vektorii, sabit bir U vektorii
ile sabit ac1 yapiyorsa egriye bir egilim ¢izgisi, S,{U} ya da egilim ¢izgisinin egilim ekseni

denir.

Teorem 3.1.3 « : I — E? egrisi bir egilim ¢izgisi ise H,(s) = sabittir, [7].

ispat. ” = 7 Kabul edelim ki « bir egilim ¢izgisi olsun. « egrisinin a(s) noktasmdaki

Frenet vektorleri {T'(s), N(s), B(s)} olmak iizere, egilim ¢izgisi tanimina gore
(T'(s),U) = cos@
olur. Bu ifadenin s’ye gore tiirevi alinirsa
(T'(s),U) =0,
k(N(s),U) =0
bulunur. Bu durumda N LU olur. U € S,{T(s), B(s)} oldugundan
U =aTl(s)+ bB(s)

seklinde yazilabilir. Bu ifade sirasiyla 7" ve B ile i¢ ¢arpilirsa

{(U, T(s)) = a = cosf

(U, B(s)) ; b=siné (3.1.6)

olur. (3.1.6) bagintisindan
U = cosOT(s) + sin0B(s)

bulunur. Diger yandan

<N(S)7 U> =0

ifadesinin tirevi alinir ve gerekli iglemler yapilirsa



R(s)(T(s),U) = 7(s)(B(s),U) = 0,

k(s)cosf — 7(s)sinf = 0,

K(s)

——= = sabit
) sabit,
H;(s) = sabit

elde edilir.

”» < Kabul edelim ki Vs € I icin H,(s) = sabit olsun. Iddia ediliyor ki a bir egilim

cizgisidir.

H,(s) = sabit ise Hy(s) = tan# alabilir. Buradan

k(s)  sinf

7(s)  cosf

= cosOkr(s) —sinfr(s) =0

olur. Simdi

—

U = cosOT(s) + sin0B(s)
vektoriinii tanimlayalim. Acginin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa
U' = cos0T' +sinbB’,
U' = (cosOr(s) — sinf7(s))N(s)

olur ve norm alinirsa

|U'|| = 0= U = sabit
oldugu gorilur. Diger yandan

((s),U) =(T'(s),U)
= (T(s),cos 0T (s) + sin0B(s))

= cos § = sabit

olur ki bu da « bir egilim ¢izgisi olmasi demektir.

Teorem 3.1.4 o : I — E3? egrisinin diizlemsel bir egri olmas: icin gerek ve yeter sart

7 = 0 olmasidr, [7].

ispat. 7 = 7 Kabul edelim ki a birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda Vs € I
icin a(s) noktalarimin tiimii bir E diizlemi iginde bulunur. Diizlemin normali ¢, diizlem

tizerinde herhangi bir nokta p olsun. Bu durumda

(a(s) —p,q) =0



olur. Bu ifadenin turevi alinirsa

olur ve tekrar tiirev alinirsa

bulunur. Buradan ¢ vektortiniin 7" ve N ye dik oldugu goriiliir. Bu durumda ¢ vektori

B ye paralel olur. Dolayisiyla

q
B(s) = £~
lall
seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
B =0
bulunur ve
B'(s) = —7(s)N(s)
esitliginden

elde edilir.

” <7 Kabul edelim ki 7(s) = 0 olsun. B'(s) = —7(s)N(s) idi. Buradan

B'(s) =0,
B(s) = ¢ = sabit

olur. Simdi
F:IT—-R

s = F(s) = (a(s) — a(0), B(s))

fonksiyonu tanmimlansin. s = 0 ise F(0) = 0’dir. F’nin s’ye gore tiirevi alimirsa

F'(s) = {d/(s), B(s)) + (&/(s) = a(0), B'(s))

F(s) = sabit

olur. Buna gore

(a(s) — a(0), B(s)) = 0

esitligi, a egrisinin a(0) noktasindan gegen ve B vektoriine dik olan diizlem i¢inde oldugunu

gosterir.
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Teorem 3.1.5 « : I — [E? egrisinin dogru olmasi icin gerek ve yeter sart £ = 0 olmasidir,

7].

ispat. a : I — E3 birim hizh egrisinin egriligi

dir. Bu durumda

T
@t
I

a(s) =bs+c, bceR.
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4. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde Oklid uzaymda Mannheim egri ciftleri ve Smarandache egrileri ile ilgili temel

kavramlara yer verildi.

4.1 Oklid Uzayimda Mannheim Egri Ciftleri

Tamim 4.1.1 o : I — E3 ve o* : I — E? diferensiyellenebilir iki egri ve bu egrilerin
Frenet 3-ayakhlar sirasiyla {T'(s), N(s), B(s)} ve {T"(s), N*(s), B*(s)} olsun. « egrisinin
asli normal vektori N ile o* egrisinin binormal vektori B* lineer bagimh ise « egrisine

Mannehim egrisi , o* egrisine Mannheim partner egrisi denir, [19].

Sekil 4.1: Mannheim Egri Cifti

Bu tanmima gore Mannheim egrisinin denklemi;

veya
a(s) = a*(s™) + AB*(s)

seklinde yazilir, [11]. Bu denklemden tiirev alinirsa

ds* ds*
ST*—)\T* i

T p—
ds ds

N~ (4.1.1)
olur. T ile T™* arasindaki ag1 6 ile gosterilirse
T = cos0T™ + sinN* (4.1.2)

bulunur. (4.1.1) ve (4.1.2) denklemleri dikkate alinirsa

ds*
cosf = Is
S dsx (4.1.3)
sinf = \7"—
ds



oldugu goriiliir. Mannheim egrisi tanimindan N = B* idi. B =T A N oldugundan
B = —sin 07" + cos N~ (4.1.4)

seklinde bulunur. (4.1.2) ve (4.1.4) denklemlerinden 7%, N* ve B* vektorleri

T* = cosOT — sinfB
N* =sin 0T + cos 0B (4.1.5)
B*=N

seklinde olur, [11].

Teorem 4.1.1 (o, a*) Mannheim egri ¢iftleri arasindaki uzakhk sabittir, [9].

Ispat. Mannheim egrisinin tammindan a(s) = a*(s*)+AB*(s) seklinde yazihr. Buradan

tirev alinirsa
ds* ds*
T = T —Mr*
ds T ds

bulunur. N ile B* lineer bagimli oldugundan (7, B*) = 0 olur ve buradan X\’ = 0 bulunur.

N*

Diger yandan iki nokta arasindaki uzaklik bagintisindan

d(a”(s"),a(s)) = Jlals) —a*(s7)]]
= [AB7|
= A

olur. A sifirdan farklh bir sabit oldugundan (o, *) Mannheim egri ¢iftleri arasindaki

uzaklik sabittir. O

Teorem 4.1.2 (o, ) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin egriligi £ ve burulmasi 7

olmak ftizere bu egrilikler arasinda
Ut — Ak =1, = Acotd (4.1.6)
bagintist vardir, [11].

Teorem 4.1.3 («,a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri x ve 7, a*

egrisinin egrilikleri k* ve 7* olmak tizere bu egrilikler arasinda

ds*
— r*ginf—r
Kk = 7" sin s
(4.1.7)
T——T*cosﬁﬁ
N ds
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do

* _n K

T odsk AMVEE + 72

(4.1.8)
ds*
= inf — 0)—
7" = (ksinf — 7 cos ) s
bagntisi vardir, [11].
Teorem 4.1.4 (o, o) Mannheim egri ¢ifti olsun. a* egrisinin burulmasi 7* ise
K
= — 4.1.9
T AT ( )

dir, [11].

Teorem 4.1.5 (o, *) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin «(s) noktasindaki birim

Darboux vektor C' ve o partner egrisinin teget vektorii 7™ olmak tizere
c=1T" (4.1.10)

dur, [14].

Bu teoremin bir neticesi olarak agagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1.1 « : I — E3 Mannheim egrisi ile o* : I — E3 Mannheim partner egrisinin
Frenet 3— ayaklisi, sirasiyla {T'(s), N(s), B(s)} ve {T"(s), N*(s), B*(s)} olsun. T ile T*
vektorleri arasindaki a¢1 6, B ile W Darboux vektorii arasindaki ¢ aci olmak tizere bu

acilar arasinda

sin ¢ = cos @ (4.1.11)
cosp = —sin@ o
dir . Sonug (4.1.1) dikkate alindiginda (3.1.4), (4.1.3), (4.1.5) bagmtilar
T K
cosf) = —— —sinf = —— (4.1.12)
Wl g
. ds*
sing = —
d
o S dox (4.1.13)
COsp = AT —-
T" = sin 1" + cos pB
N* = —cos T + sinpB (4.1.14)

B*=N

sekline déniigmiig olur. (4.1.11) bagmtisinin bir neticesi olarak agagidaki sonug verilebilir:

14



Sonug 4.1.2 (a, a*) Mannheim egri ¢iftinin a(s) ve a*(s) noktalarindaki Frenet vektorleri
sirastyla {T'(s), N(s), B(s)} ve {T*(s), N*(s), B*(s)} olsun. B(s) binormal vektorii ile
W (s) Darboux vektorii arasindaki aci ¢ olmak iizere bu gatilar arasinda,

T* = sin T + cos pB

N* = —cos¢T +sinpB
B*=N

bagintis1 vardir.

Teorem 4.1.6 (a,a®) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin W Darboux vektorii ile a*

egrisinin W* Darboux vektorii arasinda

K
W* = —secOW + ————N
AT[|[W]|

bagntisi vardir, [14].

Teorem 4.1.7 (o, a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin C' birim Darboux vektorii

ile a* egrisinin C* birim Darboux vektorii arasinda

0/
ey ||W||9, »
v+ () L+ ()

bagintis1 vardir, [14].

a* : [ — 3 Mannheim partner egrisinin (3.1.4) bagmtisindan birim Darboux vektori
C* =sinp™T™ + cos " B” (4.1.15)

yazilir. sin p* ve cos ¢* degerleri (3.1.4) bagmtisina benzer olarak

K" = ||W*] cos ¢*
T ||W*|| sin ™

seklinde olur. Burada (4.1.8) dikkate alinirsa

ot — Wl
VT
* 0’

R = e (4.1.16)
/
o = ] ) VOV

VoW v

olur.

15



Ornek 4.1.1 a(s) = <a cos(%), asin(cfl), b%), d = Va? + b? helis egrisidir. Burada

a = 1

2 2 2 2
C(s) = (0,0,1)
1
K(s) = B
1
\T(S) = 5
K 1
seklinde bulunur. Burada = 3 2 + = 1 oldugu icin helis egrisi bir Mannheim
K272 g4y

egrisidir.

Sekil 4.2: Helis egrisi
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4.2 Oklid Uzaymda Smarandache Egrileri

Tanim 4.2.1 Konum vektorii, herhangi bir « egrisinin Frenet ¢atilari tarafindan olustu-

rulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir, [18].

Bu tanmim su sekilde de verilebilir:

Tanim 4.2.2 « : I — E3 birim hizhi regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {7, N, B} olsun.

a(s)T(s) + b(s)N(s) + c(s)B(s)
Va(s)? +b(s)? + c(s)?

regiiler egriye Smarandache egrisi denir, [15].

B(s) = (4.2.1)

Tanim 4.2.3 « : I — E? birim hizli regiiler egrinin Frenet gatis1 {T, N, B} olsun. TN —
Smarandache egrisi

1
Brn = E<T+N)

seklinde tammlanir, [1].

Teorem 4.2.1 « : I — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7
olsun T'N — Smarandache egrisinin xg,, egriligi ve 73, torsiyonu sirasiyla,

_ BVt

Kary (2/12 +7—2)2 i

V2[(Kk? + 1% — K (ko 4+ Tw) + k(5T +7') (¢ — w) + (k2 + K ) (ko — T¢)]
[7(26%2 + 72) + k7' — K'T]2 + (K'T — K7')% 4 (2K3 + KT2)?

TBrn =

dir. Burada

w1 = —[k2(2k% + 72) + 7(7K — KT')]
po = —[K2(2k2 4+ 37%) + 7(72 — 7K' + KT')]
ps = K[T(26% + 72) — 2(7K' — KT')].
w =k + k(1% = 3K') — K’
¢=—kr— k(T2 +3K) = 377" + K
o= —kK7T -7+ 2Tk + kT + 7"

seklinde birer katsayilardir, [1].
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ispat.
(I'+ N)

ﬁTN(S) = \/5

Smarandache egrisinin sg,, yay parametresine gore tirevi alinirsa

T dsg.y (=K1 + kN 4 7DB)
BrN ds \/5

ds
228N ifa desi

dspr _ [2Kk2 4+ 72
ds 2

olur ve norm alinirsa

seklinde bulunur. Bu ifade (4.2.2) de yerine yazilirsa Sry egrisinin teget vektori

—kT +kN + 1B
T/BTN(S) = \/m

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

w1 = —[k2(2k% + 72) + 7(7K — KT')]
po = —[k2(2k2% + 37%) + 7(72 — 7K' + KT')]
ps = k[T(26% + 72) — 2(7K — KT')].

olmak tizere Tém tliirevi

V2

T/;TN(S> = m(ﬂlT + ,UQN + N3B)

(4.2.2)

(4.2.3)

seklinde bulunur. Sry egrisinin egriligi xg,, ile gosterilirse (4.2.3) bagntisindan kg,

egriligi

KBrn = ||TéTN”’
2 2 2
_ VHT T P+
KBrny = \/5 (2,€2 +7—2)2
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olur. Bry egrisinin aslinormali Npg,, ile gosterlilirse

N _ TéTN
T,

TN
N _ T+ poN + 3B
Brn T

Vi 4 3+ e

seklinde bulunur. Bg,, = Ts,y N Ng,, oldugundan Bg,, vektorii

(kps — Tp2)T + (kus + 7)) N + (=K — kg ) B
VE+ 1B+ 12)(26% + 12)

BﬂTN -

olur. Sy egrisinin ikinci ve tiglincii tiirevleri sirasiyla

sy~ +RT+ (K -k —7*)N+ (k7 +7)B
TN \/5

w  wl+ 6N +0oB
TN \/5

ve

dir. Burada katsayilar

w =k + k(1% = 3K') — K’
¢ =—kr— k(T2 +3K) = 377" + K

0=—R7T -1+ 21k + kT + 1"

seklindedir. fry egrisinin torsiyonu 7g,.,, ile gosterilirse 73, torsiyonu

T :det(ﬁé’Na %N? %IN)
ooy 1Bpn A Byl

V2[(K2 + 72 — ) (ko + Tw) + k(KT + T) (¢ — w) + (K% + K') (ko — 7))

Torn = [T(2k2 + 72) + KT! — K'T]2 + (K'T — KT')2 + (2R3 + KT2)?

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.2.4 « : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet catis1 {T, N, B} olsun. NB—
Smarandache egrisi

Bnp = %(N + B)

seklinde tammlanir, [1].

Teorem 4.2.2 « : I — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7

olsun N B— Smarandache egrisinin xg, , egriligi 75, , torsiyonu sirasiyla,

_ BVt

KBns (272-+-K2)2 ’

V2273w + 272k + TR? @ + K31 — K'TT — K'TO + KT'T + KT 0]
[T(272 + K2)]2 4 [—7K + K72 4+ 272k + K3 — K'T + KT']2

T8ne =

dir. Burada

p1 = T[27%K + K3 — 2K'T + 2KT]

py = —27* — 372k% — k* + K'TK — K21
p3 = =27 — 12Kk% — K'TK + K27,
w=—T%k~+ K+ KT+ 27 — K"

o="134+71K> - 3kK + 3727 — 1"

T=1+7k%2 =317 — 77"

seklinde birer katsayilardir, [15].

ispat.

_ (N+B)
BnB(s) = VA

Smarandache egrisinin sg,,, yay parametresine gore tirevi alimirsa

d —kT — 7N + 1B
1, Sone (AT TN +7B) (4.2.4)

ds V2

dSBNB
S

ifadesi

dsgy, 272+ K?
ds 2

20
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seklinde bulunur. Bu ifade (4.2.4) de yerine yazilirsa fyp egrisinin teget vektorii

—kT'—7TN +71B

TBNB (S) = \/m

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

p1 = T[27%Kk + K3 — 2K'T + 2KT]

pa = =27 — 372k — K + K'TR — KT
ps = =27 — 72K? — K'TK + KT
olmak fizere Tj (s) tiirevi
V2
/ pa—
Thyp(s) = m(mT + p2N + p3B) (4.2.5)

seklinde bulunur. Syp egrisinin egriligi ks, ile gosterilirse (4.2.5) bagintisindan kg, ,

egriligi

K:BNB = HTANBH
2 2 2
_ VP P2t p3
Keng = \/i (27_2 4 ﬁ2)2

olur. Byp egrisinin aslinormali N, , ile gosterlilirse

T/

BNB

1T

p1T' + p2N + p3 B

No, = \/ﬁ
pi+p3+p3

seklinde bulunur. Bg,, = T3, , A Ngy, oldugundan Bg, , vektori
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(=7ps — 7p2)T + (kps + 7p1)N + (—kps + 7p1)B
V(P + 3+ p2) (272 + K2)

BﬁNB =

olur. Syp egrisinin ikinci ve tigiincii tiirevleri sirasiyla

v (' +kT)T + (K2 =7 —T>)N + (-7*+7')B
NB — \/5

m @l +oN+nB
NB \/§

ve

dir. Burada katsayilar

w=—T%k~+ K+ KT+ 27 — K
o="134+71K> - 3kK + 3727 — 1"

T=73+71Kk%2 =377 — 77"

seklindedir. Syp egrisinin torsiyonu 73, , ile gosterilirse 73, , torsiyonu

- :det(ﬁj\,B, Ng: Bys)
e By A Bl

V2[273w + 272k + TR?w + KPT — KT — K'TO 4+ KT'T + KT'0]
[T(272 + K2)]2 4+ [—7K + kT2 + 2725 + K3 — K'T + KT']?

T8N =

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.2.5 « : I — E3 birim hizh regiiler egrinin Frenet catis1 {T, N, B} olsun. TB—

Smarandache egrisi

1
Prp = E(T—F B)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.2.3 « : I — E3? egrisinin Frenet catis1 {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7
olsun T'B— Smarandache egrisinin xg,, egriligi 75,, torsiyonu sirasiyla,
2(K% +12)
Ko = S

V2[K3es — 262Tes + K21y + KT2eg — 2672, 4 T€]
[T(k = 7)22 + [K(k — 7)2]2

TBre =
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dir. Burada

€1 = —3kKk + 2k + K'T
o =R+ TR — kT2 + 3+ K" — 7"
ey = KT + 2k'T — 377’

seklinde birer katsayilardir.

ispat.
(I'+ B)

Brp(s) = NG

Smarandache egrisinin sg,,, yay parametresine gore tirevi alimirsa

dSBTB _ ("i — T)N

TBTB ds - \/5
dSBTB . .
olur ve norm alimirsa —=£ ifadesi
S
dSﬁTB _ (H — 7-)2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade (4.2.6) de yerine yazilirsa Srp egrisinin teget vektorii

TﬁTB (8) =N

olur. Bu ifadenin tekrar tirevi alinirsa

2
(—kT + 7B)

R —T

Tars(s) =

(4.2.6)

(4.2.7)

seklinde bulunur. [rp egrisinin egriligi xg,,, ile gosterilirse (4.2.7) bagmntisindan kg,

egriligi
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Kerg = ||TATB H

2(k% 4 72)

K
Bre K — T

olur. Brp egrisinin aslinormali Ng, , ile gosterlilirse

Nj — h
w 1T,
—kT +71B
NﬁTB T S

VK2 + 72

seklinde bulunur. Bg,, = T3,, A Ng,,, oldugundan Bg,, vektori

B 1T+ kB
Y

olur. Srp egrisinin ikinci ve ti¢linci tiirevleri sirasiyla
" (—k?>+76)T + (K — 7')N + (k7 — 7*)B

TB — \/5

mo €1T+¢N+€3B
TB \/5

ve

dir. Burada katsayilar

€1 = —3kK + 2k7 + K'T
o =K+ TRE — kT2 + 3+ K — 1"

€3 = KT +2k'T — 377’

seklindedir. frp egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

- _ det(BITB’ %37 %/B)
S T

24



V2[K3es — 262Tes + K2Te) + KT2ey — 2672, 4 T€]
[T(k = 7)22 + [r(k — 7)2]2

T8re =
seklinde elde edilir.

O

Tanim 4.2.6 « : I — E3 birim hizh regiiler egrinin Frenet catis1 {T', N, B} olsun. TN B—
Smarandache egrisi

Brnp = %(T—FN-FB)

seklinde tammlanir, [1].

Teorem 4.2.4 « : [ — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7

olsun T'N B— Smarandache egrisinin xg,.,, egriligi ve 73, , torsiyonu sirasiyla,

VBV 4 v+ 03

Kgrng = 2(1%2 + 72— /iT)2 )

\/5[25363 — 2K%Teq + 2K%Tey + 2kT% €5 — 26726y + 2736, + KTes — K'Tes

+rT'ey + KT €1 — K'Tey — K'Teg

T, =
prvn 267(k — 7) + 27% + k7' — K72 + (263 — 267(k — T) + KT/ — K'T]?
+[kT — K'T]?

dir. Burada

(U1 =273k — 472 k2 + 473 — 2k — 26T 4 K TR + 27KT
—I€2T,
vy = =27 + 273Kk — 47%K% 4 27K% — 2k + KR KiTR — KT
—TRT
vy = =27 + 473Kk — 47K + 273+ KT? — 2K/ TR — TRT
L +2k27
€1 = —K'"+ kK =36k + 27k + 7K + T2k
€0 = —3kk + K" — 1" — K3 — kT + T2+ 73— 377
€3 = —K2T + 26’7 — 377 + kT + 7" — 73

seklinde birer katsayilardir, [15].
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ispat.

_ (I'+ N+ B)
ﬁTNB(S) = —\/3

Smarandache egrisinin sg,,,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsgrys _ —KT + (k—T)N+7B
ds V3

TﬁTNB

ds
olur ve norm almirsa —-2INE
s

ifadesi

dSprnp _ \/2(!-@2 + 72— KT)
ds 3

seklinde bulunur. Bu ifade (4.2.8) de yerine yazilirsa Sryp egrisinin teget vektori

_ —kT+(k—7)N+71B
Torwa(s) = \/2(/£2 + 72 — KT)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

olmak fizere Tj  (s) tiirevi
TNB

V3
TéTNB (8> - 2(:%2 42— I<LT)2(U1T + v N + UBB>

(01 = 273Kk — 472K% + 47K3 — 2k — 26/ 7% + K'TR + 27RT
—/€27'/
Uy = =274 4+ 273k — AT K% 4+ 27K — 2k 4+ KP4+ KTk — KT
—7KT
vy = =271 + 473K — 47K + 27R3 4+ K12 — 2K/ TR — TRT!
[ 2R

(4.2.8)

(4.2.9)

seklinde bulunur. Sryp egrisinin egriligi kg, , ile gosterilirse (4.2.9) bagintisindan xg,

egriligi
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HT/;)TNBH )

V3 +vd 402

2(K2+ 72 — KkT1)?

KBrne

KBrne

olur. Bryp egrisinin aslinormali Ng,., , ile gosterlilirse

/
BrNB

Ng,., = -5
T Mgl

’U1T + U2N + UgB

N =

seklinde bulunur. Bg, ., = Ts,n5 N Napnp 0ldugundan Bg,, , vektori

((k — T)vg — TU)T + (kv + TU1)N + (—kvy — (k — T)v1) B
V2(K2 + 72 — k7) (v} + V3 +03)

BﬁTNB =

olur. Srnp egrisinin ikinci ve tiglinc tiirevleri sirasiyla

Y (=K' = K2+ 7R)T + (=K*+ K — 7 =T )N + (k7 — 2+ 7')B

TNB — \/§

ve
" €1T + €2N + €3B

TNB — \/3

dir. Burada katsayilar

€1 = —K'+ K> =36k + 27k + 7K + T2k
€o = —3kk + K" — 7" — K3 — kT2 + TR+ 73 = 377
€3 = —K2T + 26'T — 377 + KT + 7" — 73

seklindedir. Sryp egrisinin torsiyonu 7g,,, ile gosterilirse 73, torsiyonu

o det(Brng, Brne: Brng)

T/g =
e 18w A Brwsll®
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\/3[2/4;363 — 2K%Teq + 2K%Te + 2kT% €5 — 26726y + 2736, + KT es — K'Tes

+KT'€a + kT'e1 — K'Teg — K'Teg

T, =
prvs 267(k — 7) + 27% + k7' — K'T]* + (2K — 267 (k — T) + KT’ — K'T]?
+[kT — K'T]?

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.2.7 «: I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet catis1 {1, N, B} olsun. NC'—

Smarandache egrisi
1
=—(N+C
Bnc \/5( )

seklinde tanimlanir, [15].

Teorem 4.2.5 « : I — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7
olsun NC'— Smarandache egrisinin xg, egriligi ve 73, torsiyonu sirasiyla,

VR X+

Hﬁ = )
YO (P W =20 [ ))

\/5[ — 201729 sin 4 1179 sin? @ — 11K2Q' sin P + KieT 4 3 cos? piy

+¢"% cos? pusk — 2¢' cos pr3k? — @' cos YT — @' coS PLoT — KLy sin @
— KLy cos Y + 199" cos PT — 13" sin T + ' cos Yi3T sin
+igk' @' Sin @ — k13T Sin @ — 1KY’ coS PT + 11KY™ cos Y sin @

K2+ 1003 S0 © — 19K/ T + KigT? 4 1gK3 + L1T3]

TBve = (k" sin ) cos p + (T? sinp — k2 — 27%¢") sin p + K27 + 73]?
(1" — 7' — k) cos o + (K¢ — T79? — k") sinp — 7K' + ¢
+r7))? + [(kp? cos p + T sinp — 2k%p — T2) cos p + K + kT2
— kT’ sin ]?

dir. Burada

(1 = 2720" cos p — k' Q" cos® o — T/ sin g cos p — @' sin — 72K

—Tgcp'2 sin ¢ + 2/{@'3 sin o cos o + 27'<p'3 sin? p — ﬁ2g0'2 sin
—2kK' ¢ cosp — 26T sin g — 7T cos g + Ko cos® p — K

+7'0" sin @ cos pr' Q" + kT — KT sIn @ — Tk sin @

X2 = K@'° cos @ + 3K cos ¢ + 372k cos ¢ — 2k2¢" cos® o — K2
—7%0"% + 3730 sin g + 19" sinp — 27207 sin® p — 4kT" sin g cos

—K* — 2772 + 3K2T sin @

v = 270" + K27 — 2670 cos o — K2 sin o + k'@ sin p cos @
+7¢' 0" sin? o — o cos p — —k%P cosp — 7' sin?
N/)

—720"% cos ¢ + 2k cos? o + 279" sin g cos p — TP — TR

| +Tkre" cos o + KTy cos p + kK@ sinp — K" sin ¢ cos
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(11 = " cosp — 3¢ " sinp — ¢'® cos p — K — K2 cos  — KT sin @

+k3 + kT2
Ly = 2K¢" cos p — 2k sin @ — 3Kk 4 k" cosp + T'¢ sin @ 4 27¢" sin @
+2¢'% cos p — 377!

L3 = (k79 = 3'¢") cos o+ (%) — " + ¢*)sing — w7 — 70 4 77
seklinde birer katsayilardir, [15].

ispat.
(N+C)

ﬂNc(S) = \/5

Smarandache egrisinde C' birim Darboux vektériiniin yerine (3.1.5) den kargiligi yazihirsa

(sinT + N + cos pB)
V2

Bne(s) =

olur. Bu egrinin sg, ., yay parametresine gore tiirevi almirsa

ds (¢ cosp —r)T + (1 — ¢'sing)B
Ty Of?gc = % (4.2.10)

dsﬁNc
S

olur ve norm alinirsa ifadesi

dspye \/90’2 + [[W]]2 — 2| W||
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade (4.2.10) de yerine yazilirsa Sy¢ egrisinin teget vektorii

(¢ cosp —r)T + (1 — ¢'sing)B
VR + W2 =20 [W]]

TBNC (3) =

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
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(Xl = 272" cos ¢ — k' cos® o — T Y sinpcos p — ' sinp — 72K

—72¢% sin ¢ + 2k¢" sin p cos p + 27¢" sin® ¢ — K2 sin
—2kK' ¢ cosp — 26T sinp — 77/ cos @ + K¢ cos® o — K

+7' 0 sin g cos pry' @ + kT — KT sin g — /T Kk sin @

Y2 = k@'? cos @ + 3K3¢ cos ¢ + 372k cos g — 2k29" cos® o — K2
—720% 4+ 373 sin g + T¢" sin o — 2720 % sin? p — 4kt sin p cos

—k* = 26272 + 3K 7Y sin

Y3 = 270" + K27 — 267 cos o — K2 sin o + k' sin @ cos
+70' " sin? o — ¢ cos o — —k2p? cos p — T/ sin?
/I

—7%0"% cos @ + 2k cos® o + 27¢ sinp cos o — TP Y — TRE
+7rE" cos p + KT cos p + kK@ sin p — k' sin g cos

olmak iizere Tj (s) tiirevi
C

Th () = v2
e (®) = G W — 22

(x1T + x2N + x3B)

(4.2.11)

seklinde bulunur. Sy¢ egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (4.2.11) bagintisindan g,

egriligi

KBne = ||T[/3’4H7

V22 + X3+ )2

(@ + llall* = 2¢'|eal])?

KBne

olur. Sy¢ egrisinin aslinormali Ng, . ile gosterlilirse

. _ T
Bne ||T’4|| )

N ~ xiT+x2N +x3B
Bne

VXE+ X3+ X3

30



seklinde bulunur. Bg,, = Tsy. A Ny oldugundan Bg,,, ifadesi

xa2(¢'sing — 7)T + (x1(7 — ¢’ sing) — x3(¢' cos p — K))N
+x1(¢' cosp — K)B

V(e? + W2 =20 [WIHOE + X3+ x3)

5

Bg, =
olur. Syc¢ egrisinin ikinci ve tigiincii tiirevleri sirasiyla
(¢" cosp — @ sing — k)T + (k' cos @ 4+ T sinp — k2 — 72)N

+(7 — ¢ sinp — ¢'* cos go)B]

Bne” = 7%

ve
" L1T + LQN + LgB

NC — \/5

dir. Burada katsayilar

(11 = ¢ cos o — 3¢ " sinp — ¢'® cos p — K — K2P' cos  — KT sin @

+K° 4+ kT

{1y = 2K¢" cos p — 2k sin p — 3kK 4+ k@' cos p + 7' sin @ 4 27" sin @
+2¢'% cos p — 377’

|13 = (kT = 3¢/ ¢") cos o + (729 — " + ) sin — K21 — 13 + 7"

seklindedir. Sy¢ egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

e — det(Bye Bie: Bre)
e 1Byve A Brell®

\/5[ — 201729 sin  + 1179 sin? @ — 11K2Q' sin P + KieT 4 @3 cos? iy
+¢"? cos? pugk — 2¢' cos pr3k? — ' cos Yi3T? — @' cOS PLoT — KL sin @
— Ko cos @ + 190" cos T — 19" sin T + % cos YT sin @

+igk' @' Sin @ — k13T Sin @ — 1KY’ coS PT + 11KY™ cos Y sin @

K27+ 1003 S0 — 19K/ T + KigT? 4 1gK3 F L1T3]

T =
one (k" sin ) cos p + (T? sin — k2 — 27%¢") sin p + K27 + 73]?

(7—90” i T/QOI N ,%0/2) cos ¢ + (/ilgO/ . 7—90/2 _ /igD”) sin g — K + QDIS
+r7)]2 + [(kp"? cos o + T sin p — 2k%0" — 72¢) cos p + K3 + KT?
— kT sin ]2

seklinde elde edilir, [15]. O
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.. 9 1 9 1 6
Ornek 4.2.1 v(s) = <208 n16s — 1 sin 36s, ) 508 <% 16s + —— cos 365, — sin 103)

117 165
egrisinin Frenet vektorleri, [1], ve birim Darboux vektorii

(9 16 365, - sin 165 — - cos 365, =2 10)
13 COS S 13 COS S 13 Sln S 13 COS S, 13 COS S

12 5
' COS 265 sm 26s, —1—3)

'13 13 13

5

< — sm 16s — % sin 36s, — ) cos 16s + i cos 36s, — 12 sin 105)
12
(13 CcoS 268 sm 26s, 13)

seklinde bulunur. Bu egriye ait Smarandache egrilerinin Mapple ile ¢izimi asagidaki

sekillerde gosterilmistir.
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Sekil 4.3: v = v(s) egrisi

Sekil 4.4: ~(s) egrisine ait TN — Smarandache egrisi

525 913 9 sin16 s)Y13- (4 sn3B s)/13, y= (9 cos(16 s)Y13+ (4 cos( s)Y13 +(12 58 13, 2= (12 il
14

12

4

08

05

W

02

0

02

04
062

2

Sekil 4.5: ~y(s) egrisine ait N B — Smarandache egrisi
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t T'B — Smarandache egrisi

Sekil 4.6: v(s) egrisine ai

it TN B — Smarandache egrisi

egrisine ai

)

S

Sekil 4.7: ~(

Sekil 4.8: v(s) egrisine ait NC' — Smarandache egrisi
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5. BULGULAR

Bu béliim calismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Burada, o : 1 — E3 Mannheim
egrisi o* : I — E3 Mannheim partner egrisi olarak alindiginda konum vektorii, partner

egrisinin Frenet catilari tarafindan cizilen regiiler Smarandache egrileri

1
fr=Pr«ne = —(T"+ N*) T*N*-Smarandache egrisi
V2
1
fa = Pn+pr = —=(N"+ B*) N*B*-Smarandache egrisi
V2
1
B3 = Br«p» = —=(T"+ B*) T*B*-Smarandache egrisi
V2
1
Ba = PBren+pr = ﬁ(T* + N* + B*) T*N*B*-Smarandache egrisi

1
Bs = Bnrcr = —2(N* + C*) N*C*-Smarandache egrisi[1].

S

seklinde gosterilecek ve bu egrilerin egrilik ve burulmalar1 hesaplanacaktir. Smarandache
egrilerinin egrilik ve burulmalar1t Mannheim egrisinin egrilik ve burulmalarina baglh olarak

ifade edilecektir.

5.1 T*N* Smarandache Egrisi

(T + N*)

51(5) = \/5

(5.1.1)

Smarandache egrisinin sg, yay parametresine gore turevi alinirsa

dsg (—K*T* + K*N* 4 7*B*)
T L= 5.1.2
B1 dS \/5 ( )

S . .
olur ve norm alinirsa d—ﬂl ifadesi
s

dsg, 2k*2 4 7*2
dﬁ o (5.1.3)

bulunur. Bu ifade (5.1.2) de yerine yazilirsa /3 egrisinin teget vektorii
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Tﬁl (5> = \/W

(5.1.4)

seklinde olur. (5.1.1) ifadesinde T* ve N* i yerine (4.1.5) den kargiliklar1 yazilirsa Smaran-

dache egrisinin Mannheim egrisine bagh ifadesi

(cos@ +sin )T + (cos @ — sin6) B
V2

Bi(s) = (5.1.5)

olur. (5.1.4) denkleminde (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) bagmtilar1 dikkate alinirsa (5.1.5)

ifadesindeki [, egrisinin teget vektori

0'k(sin€ — cosO)T + k(vVK2+ 72+ 0'sin@)N + k' cos 0B

T, (s) = (5.1.6)
\/52(20/2 + K2+ 72)

seklinde bulunur. (5.1.4) ifadesinin tekrar tiirevi alimrsa katsayilar
El — —[li*2<2/€*2 + 7_*2) + T*(T*Ii*/ _ li*T*/)]
by = —[K*2(26*2 + 37°) + (73 — ¥ + K* 7)) (5.1.7)
by = K*[T* (262 + 7%) — 2(T* K" — K*T*)].

olmak fizere T (s) tiirevi

\/5 * * *

olur. (5.1.7) ifadesinde k* ve 7* 1n yerine (4.1.8) ve (4.1.9) den karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
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7 _«9/2/44(29’2 + K2+ 72) B kK3(O"K? +0"72 — 0k — O'TT)

1
Nri( £ 72 TR

_ _53(/<a3\/m + kT2VE2 4 72 — 0" ATR? — 0'MT3 + O NTRE + O AT2T)

ly = 3
MTd(Kr2 4 72)2
9’2&4(20'2 + 3K? + 372)
NTA(K2 4 72)2
_ 9’/{4(29’2 + K2+ 72 200K3(0"K2 4+ 0"7T* — OkK' — O'77")
3= - '

M74(R2 + 72)2 A373(K2 4 72)°
(5.1.9)

seklinde olur. Ty (s) tiirev ifadesinde (4.1.5) ve (5.1.9) bagmtilar yerine yazihrsa T3,

vektortiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

N4 (k2 4+ 72)?
K420 + K2 4 T2
03N + (l5 cosf — £; sin H)B} )

T, (s) = V2

Pﬁamm0+@an@T (5.1.10)

seklinde bulunur. £y egrisinin egriligi xg, ile gosterilirse (5.1.8) bagintisindan kg, egriligi

kg = [Tl

G+6+6
= ——— 5.1.11
Ky (202 + 772)2 ( )

olur. Burada x* ve 7% m yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsihiklar yazilirsa kg, egriliginin

Mannheim egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

N7t (k2 + 72)? 2 2 2
o = \/§/<;4(29’2 + K2+ 72)2 \/51 e o112

sekline doniigiir. () egrisinin aslimormali Ng, ile gosterilirse (5.1.8) bagmtisindan
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T3,
175, 1
OT* + (,N* + (3B*

olur. Burada 7%, N* ve B* m yerine (4.1.5) den karsiliklar yazilirsa N, ifadesinin

Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

Ny, = (01 cos8 + lysin@)T + (3N + ({3 cos6 — {1 sin6)B (5.1.13)

VO 6P+

seklindedir. Bg, = T, A Np, oldugundan Bg, vektori

Bﬁl _ (Ii 63 — T EQ)T + (li 43 +7 £1>N + (—KJ 62 — K €1>B (5114>
VG + B+ 6) (262 +77%)

olur. Burada T*, N*, B* k* ve 7" m yerine (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar

yazilirsa B, binormal vektoriintin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

(l5 cos @ — 01 sin 0)k(||W]| + €' sin ) — l3x6' cos HT
\/H2(li2 724202 (00 + B+ 057

Bﬁl =

+(€_1 cos O + Uy sin 0) k0’ cos O — ({5 cos — £ sin §)6k(sin 6 — cos 6)
\//12(112 + 72+ 29’2)([12 + 07+ f_?,?)
+£_3,0’/{(sin0 —cosf) — (f1cos O + LysinO)k(||W]| + 0 sin 0)
VR + 724+ 20°) (02 + 05 + )

N

B  (5.1.15)

seklinde bulunur. 3 egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

. —(K,*2 4 /ﬁ}*,)T* + (KZ*/ o /‘i*2 - T*Q)N* 4 (H*T* + T*/)B*

o V2

I/ le* +]2N* +]3B*

b V2

ve

38



olur. Burada

9= H;*3 4 H*(T*2 - SH*/) . HJ*”
Jo = —K* — k(72 + 3K*) = 377 4 K (5.1.16)

93 = —K,*QT* _ ,7_*3 + 27_*%*/ + /{*7_*/ + 7_*//

seklinde katsayiladir. 8; egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

det(B,, 8}, B!")
7' pr—
YN

dir. Burada 3, 51" ve 3, tiirevleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 75,

torsiyonu

\/§[(/‘i*2 + 7_*2 - H*/)(K)*]g + 7_*]1> + H*<I€*T* + T*/)(]Z . ]1) + (H*Z 4 :‘i*/)</€*j3 o 7_*]2)]
[7-*(2/43*2 + 7—*2) + H*T*/ _ K*,T*]Z + (H*/T* _ K*T*/)Q + (2/{*3 + 5*7-*2)2
(5.1.17)

T8 =

olur. (5.1.16) katsayilar ifadesinde x* ve 7* m yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar

yazilirsa yeni katsayilar
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(

265720/ k3T + K3T20" — 3TNV KL + 12 — 323NV K2 + 12

AT

 3RT30PARVR? + 72 = 22T AR N 4 6RPTOANT 4 AP0 AN T

AT WP

2BTONNT — 602K2V K2 + T272M7 + 262730 N2k 7 — 3K3 730/ N2

AT

+2/<o7'50’)\27'” — K27 NZK — 2Kk2TANZKO) + 2P TPANO" 4 ARBTIANG"

AT

+2m'6)\/\'0” + 2R5TN2T0" 4+ 6R3TIN2TO" — 2RTOO'N? — 2K°0' N2 172

AT

+4T5)\2T’9” + KOTZOAN + 26372 AN + kTSOAN + KOTO N27" + K503

AT

+3/§49'2A7'm + 364702 N VK2 + 72 + 3TN VR + 72

A3

_'_27'69’)\!1’)\’ + AT N KT — BR3T2ON2T? — 6T N2 + 3T N2 K?

AT

l'i?@, o TGQI)\QHH o Ii57'2/\28/” o 2%37'4)\2(9”/ o RTG/\2(9/// o 27’6)\2%/0,/
N3 WP

2RPT2ON? + ARBTAO'N?

AT

40

(5.1.18)



(3T W + 6r3T3NE | W || + 3675 NK|W| — 664727/ X ||[W |
A3

J2 =

+3n2747"/\||W|| — KRTSOIN" — ROTO N2 + R2TAON2 K" + 33730/ N2
AST3||W [P

262TINZK'O" — 2650 N2 T — 6K3TAN2T0" — 6RTAYO N T2 4 2k2T40 RN
NST3|W [P

ARTONZTO" + 26 T2ANO" + ARPTAIMNO" + 267 AN0" + 2700/ Nk N
AT3|W[5

26°TN2T0" + KOT20 AN + 2k3 T4 AN + 3610/ 70" N ||W ||
XT3

32 T3ON|W || + 30PT3NE |W || + K50" + k70 + 265720 + K374’
AST3[|W[5

k3720 — 3ESTN||W || — 3kSTN|[W]| — 643N || W || — 325N ||W ||
ASTR|W |5

+/<J57'2)\20’” 4 263TAIN20" + kTON20" 4 T N2K + 279 N2k 0" + 2K5T20' N2
AST3[|W[5

+4/€3T49/>\/2 + 2679ON? + 2650’ N272 4 3RAOPTN|W || + 262730’ N2k T
NT3|[W P

+3/»€20’27'3X||W|| + 3KA0PNT |W || 4 53720 N21'2 — 3T N2K2 — AT N2K/ T/
ASTE|W 5

+6/€37'39/)\/\/7'/ +ARTIIINT + 26570 AN T/ + 607 K2 ||W || T2 N7
NT3|WPP

(5.1.19)
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( 50'KEAT2 T — 30 KAT3K — O K3ATE + 2ATARN||W || + 227367 (| W] + 5| W |

b AT

_2/{)\2727’2||W|| — B3| |W| — 072K3||W| + 262N276 T ||W | + 262AT26/ N ||W ||
AT W |3

+2/i2)\7'39” + N2 AW | — 30" kANT — 30 KATN — 30" k23N + 263722 ||[W ||
< AT W |2

2TAIN2|W | + 263 X272 ||W | + 62XN2726"||W || + 263XTN T [|[W | + 26AT3N T ||W |
+
AT W3

_n3A72A”||W|| + BATIN || W | + &3X277"||W || + kX237 (| W | + 262 AT0"
AT3|W[3

(5.1.20)
seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.1.17) de yerine yazilirsa 7* N* Smarandache egrisinin

75, torsiyonunun Mannheim egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi

\/5[/{519/]3 + 1P|W |71 + 26207 N 1 + 264N j1 — AT o — KATNO
+ k3O AT — R3O TR T + 03K3 )3 + 130211 ||W | + k3720 13 + k3072 ||W ||
+R3T2|W |71 + 262730 N J1 + R0 7' AT2 + k20T AT2 )1 — K2T3N0 ),
—R2TINY 102 REAT|W || — 26730 N6y | N33 | W |2

T@ =
' [2&872>\20”2 + 4rON2740"2 4+ 2Kk4N2700"2 + 16K8372072 + 8K5710"2

_{_51%67_29/4 _ 41,{77_29/)\2/{/9// _ 4,%67.39/)\27_/9// _ 4,%57.49/)\2/{/9// + I{69/6
FARPT3OPN K T — AR TIO N2 T0" — ARPTO NG — SKTT30' NG + Ak1?
—26TTOBNY" — ARPTOONG" — 262307 N0 + 2657202 N2 K% + HKBO™M
+AKBOP K AT + ARTOPTAT? + ARST30P\K + 26570 Nk + ARPTAO N T
265720\ + 12K1972 + 8k10972 + 12Kk87% + 4K576 + 2/{47'49’2)\27"2]

seklinde elde edilir.
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5.2 N*B* Smarandache Egrisi

(N*+ B¥)

52(5) = \/5

(5.2.1)

Smarandache egrisinin sg, yay parametresine gore turevi alinirsa

dsg, (—r*T* —T*N*+ 1°B*)
T, 2 = 5.2.2
B2 ds \/5 ( )

S . .
olur ve norm almirsa —-22 ifadesi

ds
ds 272 4 R¥2
d{f =1/ 5 (5.2.3)

bulunur. Bu ifade (5.2.2) de yerine yazilirsa (5 egrisinin teget vektori

5.2.4
Vit (5:24)

T52<S) =

seklinde olur. (5.2.1) ifadesinde T ve N* 1n yerine (4.1.5) den kargiliklar1 yazilirsa Smaran-

dache egrisinin Mannheim egrisine bagh ifadesi

B sinfT + N + cosHB

Ba(s) = NG (5.2.5)

olur. (5.2.4) denkleminde (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar1 yazilirsa (5.2.5) ifadesinde

verilen (5 egrisinin teget vektori

—K(0" cos O + ||W|sin0)T + k||W||N + k(0 sinf — ||W|| cos6)B
\//12(«9’2 + 2K% + 272)

Ty, (s) = (5.2.6)

seklinde bulunur. (5.2.4) ifadesinin tekrar tirevi alinirsa katsayilar
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Ay = 272K + 1* — 2R T 4 2K* T
Ny = =27 — 3722 — g 4 ¥R — w2 (5.2.7)

*2 %2 sl %k ok *2__x/

Ng = =27 — 722 _ ¥t 4 FE

olmak iizere Tj, (s) tiirevi

V2

olur. (5.2.7) ifadesinde xk* ve 7% m yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
(A N0 KOT 4 200 kAR T — 200" K3 T3+ 20O K3 T 4 20'KS + 20/ kA2 + 0" kA
1 pr—
MT4(K2 4+ 72)%
A MO kBT — NOPKAR'T + N0 K313 — NP R3 T2 — 2K8 — 4K572 — 3026
2= —

NTA(R2 + 72)2
2T 1+ 30 kA2 + 0 KA
NT4(R2 1 72)2

Ao - NG RIT 4+ NOPRAR'T — NO"O'K3T3 + NP3 T2 — 2KB — 4kB72 — 9% K5
38— M74(K2 4 72)2

2kA7rd + 0% kA2
NTA(R2 4 72)2

(5.2.9)

seklinde olur. T, (s) tiirev ifadesinde (4.1.5) ve (5.2.9) bagmtilar1 yerine yazihrsa T"g,

vektortiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

AW
/<o4(0’2 + 2Kk2 4+ 272
+A3sN + (Aycosh — Ay sin Q)B].

T,(s) = V2

) [(A_l cos 0 + Ay sin )T (5.2.10)

seklinde bulunur. £y egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (5.2.8) bagintisindan kg, egriligi
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kg, = |75l

VINEWNEWN.
2 5.2.11
ho = V2 (272 + 1*7)2 (G210)

dir. Burada x* ve 7% m yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan kargihklar yazilirsa kg, Mannheim

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

Nz w4 c2 2 o2
=2 A"+ A+ A 5.2.12
e /<a4(0’2 + 2K2 + 272)2 \/ ! 2 3 ( )

sekline doniisiir. [, egrisinin aslinormali Np, ile gosterilirse (5.2.8) bagintisindan

v _ T
& 15,11
ANT* 4+ ANy N* + A3 B*
Nﬂ2 -

VA2 + A2+ A2

olur. Burada 7%, N* ve B* m yerine (4.1.5) den karsiliklar yazilirsa N, ifadesinin

Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

N, = (L1080t LasinO)T & AsN + (Apcosf — Asind)B (5.2.13)

\/A_f + A+ AL

seklindedir. Bg, = T, A Ng, oldugundan Bg, vektori

B . <—T*A3 — T*AQ)T* + (H*Ag + T*Al)N* + (—/ﬁ}*Ag + T*Al)B*
" VAT + A3+ A + w7Y)

(5.2.14)

olur. Burada T, N*, B* k* ve 7* m yerine (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsihiklar

yazilirsa Bg, binormal vektoriiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi
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—k(0'sin A3 — cos O||W || Ay — cos || W || Az + sin 0| W[ Ay)
Bs, = T

VRO + 262 4 27) (B + 55" + B5)
i /ﬁ?(-”WHAl -+ 9’&2) N
VR0 + 202 + 27) (B, + 55 + A1)

+—/~$(9’ cos Oz + cos O||W | Ay + sin §||W || Ay + sin 0||W || As)

— 2 B(5.2.15)
\//{2(9'2 262+ 272) (A + Ay + A5Y)
sekline bulunur. [, egrisinin ikinci ve ti¢lincii tiirevleri sirasiyla
ﬂ” _ (/{3*/ + H*T*)T* + (/{*2 _ 7_*/ _ 7_*2)N* + (_7_*2 + T*/)B*
’ V2
ve
m_ P T* + ha N* + h3 B*
’ V2
olur. Burada
Ry = —7Kk* + 12+ T 260 — 1
By = 73 + 7k — 3x*K* + 3772 — 7 (5.2.16)

hg — 7.*3 + T*Ii*2 _ 37_*7_*/ . 7_>0<,7_>|</l

seklinde katsayilardir. By egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

__ det(By, 3. By
B A B

dir. Burada 3y, 55" ve By tiirevleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 75,

torsiyonu

\/5[27'*3711 + 27*2/€*h3 + 7_*/{*2711 + K*Shg . K*/T*h[), - I{/*/T*h2 + K*T*/hg, + K*T*IFLQ]
[7-*(27_*2 + ,{*2)]2 + [—T*K*, + /{*7-*/]2 + [27-*2/{* + /{*3 — X% + K,*T*/P
(5.2.17)

T8,

olur. (5.2.16) katsayilar ifadesinde x* ve 7* m yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar:

yazilirsa yeni katsayilar
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( 9’/4’)\37'5%2 + 29//,4)\37_5%2 o 2&”%5/\I)\2T3 - 40//,€3)\/>\27_5 - 29//,1)\/)\27_7
hy = —
! AR

+26’”/<a57")\372 + 60" KBTI + 40" kT X376 + O KON NI+ 20/ kPN N2
MTAW[5

+9’I€/\”/\2T7 + 3&’/{37'”)\37'4 + 2‘9’%7’”)\37'6 - 26’”%3/\375 o 9’”%)\37'7 _ /{80/
X WP

+Ii6/\27'26’” + 2,€4)\27_4€// + I£2/\27'69” o 29///4)\37_7 + Q’gli‘r’)\T + 9/31{3)\73
N AR

60" kA3 TPT2 — 2O N2T20' K — BRANATAO K + TRADN2T30 T — O kO T N3 72

X[

ARPN2TP0' T 4 5O k3IN3T3T? — 32700 Kk + 3OO N + 6T N
AW

3ENTOON + 3KON270' T — 20"k NN2TT — 40" K/ T35 + 20/ kP72 N3 1
AW

20" KOIN2ATS + 40" KEN2AT? + 20 kN2 AT — 30' KN30k + 2150/ 72
MTAW[5

R+ O K317 + 20 k2N3TAKI T — 20" RPN X210k + 60/ k3N N2 147/
MW

40’ KN N2757" ++ 20 PN T/ N2 712 4+ 0" kP N3 T3
MW

(5.2.18)
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rﬁ ,{5/\//)\27_3 + Ii57'”>\37'2 _ H4I£”/\3T3 + 21€3)\//)\27_5 + 2/13’7'”)\37'4 _ QKQIQH)\?’TS
2 =
MW |4

KT N3O RN N2 T — 30’ Kk2DN2740" — 30’ kAN27T20" — K'N37T — 6RO N T3

AW

+2/£5/\7'3 — 33NT? + KINTD — 3NKTT — 37 ART + AT + AP N N2
AW

ARZK T N3TY — 2N T N270 — 2k N T/ N272 4+ 262 R N N2T3 4 264K/ T/ N3 72

AW

ARBNTN2TE — 302Kk N217" — 302 Kk2ATAN — 3072 KANT2 N + 302k \214K!
AT

+60’2ﬁ2)\27'37" + 3RATES — 26ON2AT3 — 26720370 4+ 26 NN2TT + 26/ 7/ N3 76
AW

26572 N3 + 6ROTAT? — KPOPAT — 6RARAT® + ARBN2ATD 4 4k3772N\373
AW

3R3TATY — K3OPAT? — 3KZRAT® + 26N AT7
AW

(5.2.19)

( +7’”>\2I€273 _ ,{//)\21%37_2 + )\”)\Ii47'2 + )\”)\/{27'4 + 7_//)\21%47_ _ /{/{//)\27_4

T AW

2 NARPT2 + 26/ T N2R3T — 2N T ARAT — 2N T ARAT3 4+ ARPT — 202 K472
AW |12

ON2R2T4 4+ 272 N2k — ARPT3 4 3R/ N2TY — 26K N AT — 26K T N2 T3
MW |2

+9’2/<;3)\T — 3'N2R3T2 £ ANART? + AN AR2TE + 37 N2k + 37/ N2K2 T3
MTA|W |2

27_/2 )\2 /€27'2

CEE

(5.2.20)
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seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.2.17) de yerine yazilirsa N*B* Smarandache egrisinin

T, torsiyonunun Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

\/5[2559’71_3 — kY \Thg — KA AThy + 263072 hs + K30'K' NThs
+F2N2T2|W ||K3hy + k20| W || Ay + k30" K AThy + 03K3h3 + K20'T' AT2h3
—R2O"ANT3hy— k20" A3 R + K20'T' A2 Ry + 26 X274 ||[W ||y | A3 73| W |2

T8y =

INZT2072 K062 4 2027207272 K2 4 207 KON TR + 207 KA T2 — 8KTH'O N T3
+00K5 + ARBOP AT 4+ AKTOPTNT? — AR20' 0" N1 + AN 1307 K5 K T
—ARPO'ONTD — 267080\t + AKSOPATE K — 265030 \3 4 ARPOP T
—4I€G>\27'39”9/T/ _ 4%5)\2749//9/:‘%/ o 4/%4)\27'59//9,7'/ + 51%80/4 + 8/‘1109/2
+8k807274 4+ 25302 N2 12 4+ 1251072 + 12k874 + 4K576 + 16£307272
+4/€12 + —|—2/€4)\27'69//2 _ 4/47)\27'29”9//43/ + 4,%6)\27_49//2 + 5/4369/47'2

seklinde elde edilir.
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5.3 T*B* Smarandache Egrisi

(T* + B*)

ﬁ3<3) = \/5

(5.3.1)

Smarandache egrisinin sg, yay parametresine gore turevi alinirsa

dsg, (k" —T")N*
T 2= 3.2
B3 dS \/5 (53 )

S . .
olur ve norm alinirsa d—'Bs ifadesi
S

d853 (K’* - 7—*)2

= 5.3.3
ds 2 ( )

bulunur. Bu ifade (5.3.2) de yerine yazilirsa (33 egrisinin teget vektorii
Ts,(s) = N* (5.3.4)

seklinde olur. (5.3.1) ifadesinde T* ve B* 1n yerine (4.1.5) den kargiliklar1 yazilirsa Smaran-

dache egrisinin Mannheim egrisine bagh ifadesi

cosT + N —sin6B
V2

Bs(s) = (5.3.5)

olur. (5.3.4) denkleminde (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) bagmtilar1 dikkate alinirsa (5.3.5)

ifadesindeki (3 egrisinin teget vektori

Tp,(s) = sinOT + cos OB (5.3.6)

seklinde bulunur. (5.3.4) ifadesinin tekrar tiirevi alimirsa Tj (s) tiirevi

\/5 * Tk * %
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olur veya bu ifadelerin yerine 7%, B* k* ve 7" m yerine (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) dan

kargiliklar1 yazilirsa katsayilar

.

1= —V2A2720 cos O||W || + k26" cos 6

0y = V2N2R2 T2 V202 — 120\ W | (5.3.8)

(03 = V22720 sin 0| W || — k26" sin 0

seklinde olur. Tj (s) tiirev ifadesindeki (4.1.5) ve (5.3.8) bagmtilar1 yerine yazihrsa Tp_ (s)

vektoriiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

01T + 09N + 03B
T =
5, (5) o2 W |

(5.3.9)

seklinde bulunur. fs egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (5.3.7) bagintisindan kg, egriligi

Ky = ||T/3H7

2(/{*2 +T*2)
Rgs = Jr— (5310)

olur. Burada x* ve 7 1 yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar1 yazilirsa xg, egriliginin

Mannheim egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

_ Vo’ +o” +05°

= 3.11
= e ] o311

sekline doniigiir. f5 egrisinin aslinormali Np, ile gosterilirse (5.3.7) bagntisindan

N/B, = —Té?’
’ 1T, |l
Nﬂs -

. /KJ*2 + ,7_*2
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olur. Burada 7%, N* ve B* m yerine (4.1.5) den karsiliklar yazilirsa Ng, ifadesinin

Mannheim egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

nT + 0N + 03B
Ny, = 2t % (5.3.12)
\/012 + 012 + 032
seklinde bulunur. Bg, = T, A Ng, oldugundan Bg, vektori
By = r2 (5.3.13)

/I{*2 + 7.*2

olur. Burada 7™, B*, k* ve 7* 1 yerine (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) dan kargiliklar yazilirsa

Bg, binormal vektortiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

—03 080T + (01 cos — 03sinf)N + 0, sin 0B
B, = — (5.3.14)

seklinde bulunur. f3 egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

g (=R T R)T + (K — 7 )N* + (k*1" — 7°%)B*

b V2

ve
"o 1T + paN* + p3 B

o V2

olur. Burada

p1 = =3k Y + 2k* T 4 KT
= Ii*s 4 T*K*Q o K*T*Q 4 7_*3 + KJ*” . 7_*// (5315>

p3 = K*7Y 4+ 2k 7% — 37T

seklinde katsayilardir. B3 egrisinin torsiyonu 7z, ile gosterilirse 73, torsiyonu

o e, 05.00)
* T TR AT

dar.
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Burada f35', 33" ve 33" tiirevleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 75, torsiy-

onu

\/5[5*3173 . 21{*27_*}93 + /43*27—*291 + H*T*ng . 2/{/*7—*2}91 + 7_*3p1]
Ty = (5.3.16)
[T*(K* _ 7_*)2]2 + [/{*(lﬁl* _ 7_*)2]2

olur. (5.3.15) katsayilar ifadesinde x* ve 7* n yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklari

yazilirsa yeni katsayilar

(_ BRMOPN = BEATON|[W| = K4 TONY” + kAN W| + 3K402AT — 3K AT |||
ne AW

+2,%37(9’”I/VH)\/<;’ + 3K27T302N — 3RET3ON |[W | — 32730’ N0" + 273N ||W ||
AST3||W |4

+6,'~<:2729’2)\7" — AR2T20||W || AT — 3KT30 AR + 3730 \K ||W ||
AT W[4

(5.3.17)
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B ANTOO' T KO + 6AT30' T k30" + 2270 T/ K20 + 26/ N33 7' k20" — 26/ ATAN K20
a AW |3

4/1’)\7'4)\’ HW || + 262720 6| W | + 46 N2T37R2 (W | + 26 X277 52| W ||
NT3|[W P

_2)\7'59’7"/£||W|| + ANT3O'T B3|\ W || 4 2A70' 7' K[| W || + 202725 |||
T35

2700 + A0 3|\ W || + 27207265 |[W | — 275072K0" — 4T407 K130k ||W |
AT WIS

+27'29'21€59’—1—2)\27"2/{519/—}—7'2/{39/2”1/[/” _’_)\276,{0///_'_2)\27_4,£39///+/\27_2/{5'9///
AST3|W [P

+)\27‘6/{”9/ + 2/{'>\27‘69” o AZTGKJIIHWH + 1159/2”W|| _ 7_4’,{3‘9/ o 27’21€59/
WP

LR3||W | + 27263 | W || + T2K30 + kPO — K70 + K7||W || — AN2727"263 || W ||
AST3[|W[5

+)\ ORT"||W || 4 2 2736137 |W | + N2re57"||W || + ArCuX||W || + 2A74:3 N || W ||
T35

+)\7'2/<5X’||W|| + 26 A T8O [|[W || + 26/ N2 TP [[W || — 2A7ON KO — ANTIN K30
AST3W |5

OAT20' KP0" 4+ 2X2T7 K50 + 26/ ATONO + ATORN'O + 2DNT4R3N'0" + A2k NG’
NT3|[W P

_)\ TROTG + 2XN2TAR2 K |[W || + N272kAR"||W || + 30’ kA2 T4K2 4 20/ kN30 7"
NT3|[W P

_'_69//4.:)\27'4 /2_|_9/ 2)\2 4 // 39//{3)\27_3 //+59/ 3)\272T2—|—2/€/)\2 29//
ASTS|[ WP

6)\27 71307 + AN TPT0 + 20272k ||[W | + AN TP TR
NST3|W |5

(5.3.18)
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(_ 2rMO'N = 3RMTON 4 3TN W = 34N T + 3N [|[W | + K3TAO'K
a NrW?

+2/i27'30”)\ — 33TAR || W || = 3-2T30'N + 323N ||W| — Br2T2N0' T
. AT W |3

+3112T2/\TI||W|| + 3TN0 — BRTAAK||W |
AT 2

(5.3.19)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.3.16) da verilen yerine yazilirsa 7*B* Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun Mannheim egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi

\/5[/%59’}9_3 — 2650y + KO ||W |1 + k30"ps — 26330 | W ||
+r30 02 |W || + k30" 1203 — 2k30' 72Dy + /{37'2||W||p’1} AT |3

T3 =
[ — 8KE|W|0' 7% + K500 + K'2 + KOTC + k1972 4 TK100 4 3KB74

+TRSTA0"? + TrBO™ + 7RS0T — 4KS||W |0 — 8KS||W |03 72
—ARLW 0" — kS| W0’ — K% W 0% + 1485720"

seklinde elde edilir.
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5.4 T*N*B* Smarandache Egrisi

(T* + N* + B*)
V3

Ba(s) = (5.4.1)

Smarandache egrisinin sg, yay parametresine gore turevi alinirsa

dsg —k*T* + (K* — 7*)N* + 7*B*
Tp, 2t = = (5.4.2)

S . .
olur ve norm almirsa —2% ifadesi

ds

dsg, \/2(/{*2 + 72 — kAT
= 4.
ds 3 (54.3)

bulunur. Bu ifade (5.4.2) de yerine yazilirsa (4 egrisinin teget vektori

— T + (/{* _ T*)N* +T*B*

S (5.4.4)
\/2(/<* + 7% — K*T*)

T54(S) =

seklinde olur. (5.4.1) ifadesinde T* ve N* i yerine (4.1.5) den kargiliklar1 yazilirsa Smaran-

dache egrisinin Mannheim egrisine baglh ifadesi

Ba(s) = (sin@ + cos )T +;//V§+ (cos —sinf)B (5.4.5)

olur. (5.4.4) denkleminde (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) bagmtilar1 dikkate alinirsa (5.4.5)

ifadesindeki [, egrisinin teget vektori
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V=220 =W+ 07 = P[W = 7 [W)

T (5 ( —|[W[/[W][sin @ — k€ /W] ( cos § — sin 8) )T
Ba\S) =

=

s W IV )

_l’_
<¢_2mz<w — W+ 67— W] — W)

+< —k|[WIV/[[W] cos 8 + 0’/ [[W ]| ( cos 6 + sin 6)

2( 20! 2 ) 2 2 B (5'4'6)
V—2k2 (W20 — K2|[W| 4 072 — 72[|[W | — 02|W]])

seklinde bulunur.(5.4.4) ifadesinin tekrar tiirevi alimirsa katsayilar

’91 _ 27_*3/{* . 47_*2/{;2 + 47_*1{*3 . 2,%*4 . 2/{;/7_*2 + K*,T*l{* + 27_*/{*7_*/
—KJ*Q’]'*,
gy = _27_*4 + QT*BH* . 4T*2/€*2 + 27_*&*3 . 2/<L*4 + H*,T*2 + H*/T*/i* . H*QT*/
SR (547
g3 = _27_*4 + 47_*3/{* o 47'*2/{*2 + 27'*,‘{*3 + /{*/T*Z . 2/{*/7_*/{* . 7_*/{*7_*/
+2/€*27—*/

\

olmak iizere T} (s) tiirevi

V3

2(5*2 + T*2 _ KZ*T*)2

Tg,(s) = (1T + g2N* + g3 B%) (5.4.8)

olur. (5.4.7) ifadesinde k* ve 7* 1 yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan kargiliklar yazilirsa yeni

katsayilar
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(. R3T3ONG" — 233N || W || — 02K37 N2 + 263||W || — 720 N7 — 02K AT
" X

+/<a57'6”)\9” + 2RATON|W | — K — 2627 AO" ||W || — 4K472072 + 262720 | W ||
AW

20" kY — 4B ||W || + 4K°0" — 2K50| W ||
AW

. K3T3ONG" + B3N |[W | — 02K37 N2 — K3||W |20 M — 02K AT — 2K
= AW

KATON|W || — ST ||W || + 26474 + 4k1720"2 — 264720 |W || — KPTO'NG”
AW 4

4572 + 20" Kk — 26103 || W || + 4k50% — 2650"||W ||
o 1

B KITIN |W | — 263730 N0" + 20 K3T' A2 — K13||W |20 N7 + 207 KA AT
» XAl

KATON|W K — KPTNO"[|[W || + 2474 + 461720 — 41720 || W | + 4K572
o 1

+2/~@40’3||W|| — 4K50"™ + 450’ ||W || — 2KB — 26570’ NO"
\ o 1
(5.4.9)

seklinde olur. T, (s) tiirev ifadesinde (4.1.5) ve (5.1.9) bagmtilar yerine yazilirsa 15,

vektoriiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

V3 TS| [
2 /14(&272)\2 AN L 9P N2r2 — 9/252)2
+G3N + (o cos 0 — gy sin G)B} . (5.4.10)

gi1cost + gosin®)T

Té4(3) =

seklinde bulunur. £, egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (5.4.8) bagintisindan xg, egriligi
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Kpy = HTé4H7

VWit g +g (5.4.11)

olur. Burada x* ve 7* 1n yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsihiklar1 yazilirsa xg, egriliginin

Mannheim egrisinin egriliklerine baglh ifadesi

2878 4 /=2 ~2 . ~2
s, = V3AST W] \/91 + g2° + g3 (5.4.12)

4 2&4(/#7'2)\2 AN 92 \2+2 — 9/%2)2

sekline doniisiir. [, egrisinin aslinormali Np, ile gosterilirse (5.4.8) bagtisindan

T/
N _ B4
. 175,11
g1 T" + goN* + g3 B*
N54 =

Vi + 95+ 3

olur. Burada 7%, N* ve B* m yerine (4.1.5) den karsiliklar1 yazilirsa N, ifadesinin

Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

Ny, = (g1 cos0 + gosin0)T + gsN + (g2 cos O — g1 sin ) B (5.4.13)

’ Vai? + g2 + gs?

seklinde bulunur. Bg, = T, A Ng, oldugundan Bg, vektori

B — (* = 71%)g3 — T g2)T* + (k*g3 + 75 g1 ) N* + (—K*g2 — (K* — 7%)g1) B* 114
s — 2 2 e (2 212 (5.4.14)
V2(r*2 4+ 72 — k*7) (g7 + 93 + 63)

olur. Burada T*, N*, B* k* ve 7* m yerine (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar

yazilirsa Bg, binormal vektoriiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi
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B _ —k\/[[W][(sin0||W||gy — cos 0|W||(g2 + g3) + 0'gs(sin 6 + cos 6)) T
" V=2 01% + 2 + 657) (520 — K2[W | + 072 — 72{[W]| — 02[|W]))

n —[[W g1 + g1 + 0 g N
V262912 4 ¢ + G32) (K20 — R2|[W || 4 072 — T2[|[W | — 02| W]])

N AW (= cos O|W | gy — sin0|W|[(g2 + g3) + 0 g3 (sin 6 — cos ) B
V262007 + g2° + g5°) (20 — 12 [W| +0'72 — 72 [ W] — 02 W]))
(5.4.15)

seklinde bulunur. (4 egrisinin ikinci ve li¢lincii tiirevleri sirasiyla

<—/‘€*/ - 5*2 T T*K/*)T* 4 (_5*2 4 KZ*/ o ,7_*/ o T*2)N* 4 (H*T* - 7_*2 4 T*/)B*

V3

5//_
4 =

ve
"o flT* + fQN* + f3B*

o V3

olur. Burada

fl — —:‘i*” 4+ :‘1*3 . 3H*I{*/ + 27'*,li* 4 T*KJ*, + T*2H*
fo= =3k + 1 — 7 — g — T2 R S = 3 (5.4.16)
f3 — —H*2T* + 2/{;*/7_* _ 37_*7_*/ + K,*T*/ + ,7_*// _ ,7_*3

seklinde katsayilardir. (4 egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

L _ det(5 51, 5)
T B ABP

dir. Burada 3,, 84" ve B, tiirevleri yerine yazihr ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 75,

torsiyonu
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\/g 253*3']03 - 25*27—*,]03 4 2:‘i*27'*f1 4 2H*T*2f3 . 2H*T*2f1 4 27_*3f1 + H*T*/fg - H*/T*fg
+/€*T*/f2 + H*T*/fl — K,*/T*fg — /‘i*/’f*fl]

T =
Ba [21%*7_*(%* . T*) 4 27_*3 4 H*T*/ . KJ*/T*]Q + [21%*3 . 2!1*7'*(/4&* o T*> 4 H*T*/ o K*,T*]z
—f—[li*T*, . I{*/T*]Q

(5.4.17)

olur. (5.4.16) katsayilar ifadesinde x* ve 7* 1 yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklari

yazilirsa yeni katsayilar

’f B R2TAN2K" + TRAT2ONT 4+ AR2 T2 DNT + 262 TA0N2K'0" + Br3T20' \2 172
b T3 WP

+2/f57'9’)\/<a’ + 5R3T3ONL + 3rTOONK + 6K3T3IN2T0" + ArTON> T + kPO
T3 WP

+4T59’/\2H/T’ + 265T2ANO + ARBTAMNO" + 267ANO" + 265 TN2T0" + K76
N3

2P0 ANK + KT AN + 263DV + K9 AN + KT N T+ 2677 AN K
_|_
AT WPP

_’_3%37'39,)\27'// + 2670 N2 7" + BT N2 K% — GRTAO N2 T2 + 6072 K2 ||W || T2 AT
AST3W[5

2/12T39/)\2/€/T/ _ H3T29,3 _ 2,%5729/ _ /13749/ + /15T2)\29W + 3%739,2)\/€/HWH
AT [WJP

2:37IN20" + kTON20" + TOON2K" + 3KOTON + 6KAT30'N + 22T AN T’
NT3|W 5

_3/@2759’)\’ + 3RSONT — KOTAO" — 2kAT3NO" + 6K3T30 AN T/ + 3230 N" || W ||
AST3|W |2

2T N2K0" + 2P T2O' N2 + ARPTAON? + 26700' N2 + 2KPO V27" 4+ ARTPO AN T
NT3||W 5

+3,%47(9’2)\’HVVH + 3R2T302N ||W | + 310N ||W || — 320N ||W || + k275N
ASTH|[W |5

(5.4.18)
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(]F B 36772 4+ 357 4+ 726302 — KDN278 4+ 3RS + 377KEN + 970 KkAN 4+ 973 K5 )N
: Sl
3TREN — 278Kk N2 — 670K3N2 — 674KP N2 — 272K N2 — 20267772 4 27215072

T3 [6

+RTO W + PP W — 70,3 — K702 — 6ATOK2/ N — 6N2T5R2K'T + 27 KT N
AST3||W ||

623K T — BATORBT N — 6AT3 AT N — 2ATR T/ N + 6T AN 4 2072656/ N
AST3||W |8

+2)\27'/£6/1’7" — 30 KONTO" 4+ 902 kANT2 T — 302 KkPAT3 K — 60’ KANT3O" + 60 K2ATAT
TS
+27’2/€56‘/)\/2HWH — 302KATPK — 30'KEATPO + 270K N2 ||[W || + 44630 N2 || W ||
AST3||W |8

QANZRPO T2\ W | + K N2T50 | W || + 2X270k0” || W | + N270k0"[|W || 4+ 2X274630" || W ||
_I._
IR
+)\27'2I{59/”||W|| + 22N R2O KT |[W || 4 2ATRPO T N |[W || + 40 kN AT || W || 7/
S 1

+69/K3>\/>\T3||W||T/ =20 RENATH|W |6 + 0' 62N W | K" — 260" kX272 || W || 7"
AT W |6

+69’/€)\274||W||7"2 — 30 kN2TH|W ||k = 30" k3N2T3||W || 7" + 50 k3N272||W || 72
AT W6

AINTHBNG|W || + 2A726:3 N0 [|[W || + AN2T067'0" |W || + 627313770 || W ||

WA

AN2TSO' KT\ W || + ATSk@ N ||W || + 2AT4:30 N || W || + AT2:20 N | W ||
T3 W[

+2)\2T4R2I€/9//||W|| + 2)\2T7H/T’ o 3,4/)\27_6,{2 o 3,4/)\27_4,{4 o H//A2T2li6
AST3| W[
+)\2T/£7T” + )\Tsﬁ)\// + 3)\T4/€5>\H + )\7_2,17)\// + )\27_71%7_// + 3)\27_5537_// + 3)\27'3/€5T//
N33 |0

+9)\72m67’ — 3NTR K — 2X270 kT2 — 6APTARB T2 — BAZT2RP T2 4 28K\ + 36072 K5T N
NIe

+39,2/€6)\7'/ — 724 607K 3N + 3072 K2TOIN K303 ||W | — 730" ||W || — 272650 | W] + K°
AT W[6

SATOR2ET — ONTPR3K + ONTARAT — ONT3KSK + 2N27KkPT0" [|[W | + 2M750' ' N | W |
+
AST3||W][6
IR = BT — DTNV |+ XTe0T W
L N373||W |6

(5.4.19)
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’f B _2)\T4l<o’/\’||W|| + 2X273K T |W | 4 B3AT2N||W || 4 kATAN ||[W ||
T NS W

+2/<o)\2727'/2||W|| — BN |[W || — kX237 |W | + 3KAINT || W |
ASTR|W |2

+3/£47'X||W|| + 3R2TN||[W | + N2r46” || W || + 2637202 | W ||

AT (W2
L 2TNW ]+ 26N W — w0 W) = s ) = w42
AT |[WJ2

+2/£4/\79” — 3K TN — 323N + 252T3N0" — 3K NT — K3T2||W |
AST3 || W3

+3m'36”)\/f’ — 5T2R2ONT + O'K3ATK — 33ATH||W || + 32AT27 |||
AT W3

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.4.17) de yerine yazilirsa 7% N* B* Smarandache egrisinin

7, torsiyonunun Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

\/3[2/45973 —26°0' f1 + 26%||W || f1 — KT fo — KATANO f3 — K2T3ND" fo — K2TINO" f3
—@4T>\6”ﬁ + fzfi_?’T@’)\Ko’ + fg/ig’_TH’Afi' + fLR3TONK + 213720 fy — m2_73/\0”f1 )
+fsk2T2ONT 4+ fLRPT2ONT + for?T20' N1 — 263720 f1 + 26372|W || f1 + 207 K3 f5
—2302 | W+ 26502 1| W A8

Ty =
’ [ — 16807 ||W || — 8x0'[|W]| + 16k°720" + 32k87260" + 16K5710"% — S8k503|W ||

+4k12 + 16630 + 16K1°0" + 1261972 4 12874 + 4576 + 4K50"C — 49T NG"||W ||
—8KTTING"||W || — 4r5STING"||W || + 347102 N27"2 — ARTT0BNG — 4KkPT30PN0”
+3K5720% N5 + ARSTOUNK + ARPT20UNT + ARBTO N ||W || + 4RST30 \K||W ||
HARTT2O N |[W || + 4PTAONT |W || — 665730’ N27'0" — 6K7T20' \2K'0" + 3K8T2\20"
+6K5T30ZN2 KT — 6RATION2T'0" — 16Kk57207 | W || — 1663720 ||W || — S8kS740"|W ||
—6557'4(9’)\2/49” + 6/4:67'4)\29”2 + 3H4TG>\29//2}

seklinde elde edilir.
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5.5 N*C* Smarandache Egrisi

_(NT+CY)
ﬁn’)(s) - \/5

Smarandache egrisinde C* birim Darboux vektoriiniin yerine (4.1.15) den kargihg yazilirsa

(sin p*T™* + N* 4 cos ¢* B*)
s) = 5.5.1

olur. Bu egrinin sg, yay parametresine gore tiirevi alimirsa

T dsg, _ (p* cos* — k*)T* + (7% — p*' sin ©*) B* (5.5.2)
55 dS \/5 J.

dSﬁ5 . .
olur ve norm alinirsa s ifadesi
s

dsg; \/90*’2 + WP = 2% [W=]]
P — 5 (5.5.3)

bulunur. Bulunan bu ifade (5.5.2) de yerine yazilirsa (5 egrisinin teget vektorii

(p* cos p* — K*)T* + (7% — p*' sin p*) B*
Ts(s) = — —— (5.5.4)
Ve + W2 = 20w

seklinde olur. (5.5.1) ifadesinde T, N*, B*, sin ¢* ve cos ¢* m yerine (4.1.5) ve (4.1.16)

dan karsiliklar yazilirsa Smarandache egrisinin Mannheim egrisine bagh ifadesi

Ba(s) (cosO|W ||+ sin 1/ 07 + [|[W|2)T + 6'N + (cos04/0”° + [|[W|2 —sin6||W|) B
5\5) =

07 + W2
(5.5.5)

olur. (5.5.4) denkleminde (4.1.5), (4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.16) bagmtilar1 dikkate alinirsa
(5.5.5) ifadesindeki (5 egrisinin teget vektorii
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{(\/0!%) 50 — S }TJF{ (—/%) '%LV

( 4] > VO C ) | _2< (4] )li
9’2+||W||2 AT||[W | AT||W| /9’2+||W||2 o'

/
0'ksinfd [|[W| sinfl B
)\THW” 9/2+HW”2

2
( 4] )’\/0'2+IIW|I2 4RO | s 2( (4] )’;
\/9’2+||W||2 0’ AW AT([W| 02|12 o'

(5.5.6)
seklinde bulunur. (5.5.4) ifadesinin tekrar tiirevi alimirsa katsayilar
.
r = 27720 cos o* — K*" 0™ cos? ot — T ™" sin o* cos * — ¢ sin pF — 72K
T*Qgp*’ sin * + 260" sin " cos " + 277" P sin? o* — 120" sin "
_2/{*,{*/90*/ COoS 4,0 2/{*/7_*90*/ Sln SD 7_>c<7_>s</90>x</ COoS 4,0 + K/*/QD*, COS SD */SD*/
sl x/2 * ok okl k] *, ok __x/ *, _x _x/l w1kl x

+7 " sin " cos p RO O™ + KT — KT " sin pf — " 77 K" sin

/ /
cos " — 2;1*2 % cos? p* — Ii*z *
90 90 @

rgzm*cp* cos * + 33" cos —1—37*2 *o*

_7_*290*1 _}_37_*3('0* SIDQO + 7 4,0 smcp —27' gp SlIl ('0 — 4K T (,D SIHQD COS (,0*
%4 *2 %2 *2 % _x/
—RK"T = 2RI 4 3R " sin

re = 277 0" 4 k*2 2& 7' *o* cos p* — k2" sin " + K" " sin p* cos ©*
+7** p*" sin? p* — * " cos ot — m*Zcp*' cosgo* —7'*'4,0*’2 sin? *
%2 %12 * x /3 2 : * * kI %I * ok k)
—7"%p"" cos p +2/-c<,0 cosgp—|—27g0 smgp cos p* Tgogo —T'R'R
+7* %" cos p* 4+ KT 0 cos ot + K* KM " sin p* ! smgp *cos p*
\
(5.5.7)
olmak iizere T (s) tiirevi
V2
Tp(s) = (rT* +roN* + r3B") (5.5.8)

(@ + W12 — 2| W] )2

olur. (5.5.7) ifadesinde * , 7* ve ¢* 1 yerine (4.1.8) ve (4.1.9) dan karsiliklar yazilirsa

yeni katsayilar
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02+ W v ] ) 02+ W2

I
( O ){( W] )’\/9’2+HW|\2} ( 1w >/\/9’2+HW|\2}/
AT|[W| [0 4 ||W||2 o' \/m 0!

Tl e (G
W)< B () - (A

g VORHIWIR 07 4 w2 o+ WP
O+ W24 e ,
) (=) - () o) - () | (=)

YA LAk 0 + W

Vo + I 2( I 0'n K W )'\/9’2+HWH?]3
| 2

7 2) +2<>\THWH> g o

WLy o) [( )f\/mf

o2+ W2 o2 + w2 ATZLN Jo 1w 4

Q(A_iy([( W) WW (v
|

N—

/N

( i )2_( 0'r )2[( i )IWHWTQ( i )
o2 wwiz I Jor g O 02 + W
WAL w7 I 0 Ok N\’

2 (ATH;VH) [( 9’2+HWH2> 7 }( 9’2+HWH2> _2<>\T||I,jVH)

G ] () )

02 4 |W| o 02 4 W2

[ Bt Y (R0 o

02+ || v 02+ || 02+ W2

PNy (e [y

/ /
’ 0% + W2 07 + W] f

+<)\_’€T>’{< il 2)/\/mr< W] >< o )

0>+ W] g VORI o+ e
() (- )/\/9'2+||W||2}<[< Wi )/\/9'2+||W||2]f)
AW 9’2+||W||2 0 6’2+||W||2 0
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AT
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0 + || W2
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9 0k

)|

W

/
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<)\THWH 0% + ||W||2)

(
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0’k

07 + || W] AW
9/

K

e

Jorew o f
y

W

(
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AWl

T G

(

(
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MWl
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[
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/
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W
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6/
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W
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|2
K

0/
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2
K \2

o

W
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(AT

W

AT
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o
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W

)

O+ W2

W (o

o
o * )\THWH)Q(A_F;) _2<m|§/||)

LY v v
el )P I )~ e

:

Wi VIR 0 Wiy
{( ‘9/2+HWH2> o' } < 9’2—0—HW||2> * (ATHSVH)[( 9,2+HWH2)
VO + ||W||2} [< Wl )/\/9’2 + ||W||2]’< | )( o' )
g R [ O VR L RV T
+(i){< W] )fve’””WHQ} K 4] )fWHWHQ}’
ATTLN o2 e o 07 + W |? v
( W )2_ K W )/WH'WHT( o )
0 + WP 0 + WP o 07 +
_( 0 )z[< | )/\/9/2+IIWIIT( o )_ oy
Ar|[W]| 02 + |W |2 0 62 1 |2 AT
W /ve'%uvvn?r Wl N\ s [ Wiy
( 0’2+|IWH2> i e'2+||wu2> el 9'2+||W||2>
07 + W12 o AL w07 IR
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o 2 o W fv9’2+HWHT W
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(——2 >_<i)[< W] >'v9’2+HWH2] R Wiy
07+ w2’ AT LN Jer 4w v O+ W2
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VORIl N s V[ Wl eIy
4 }(\/m) ()\THWH) {(\/m) 4 }
(=) (——)

VORI o2 w2

seklinde olur. Bulunan bu ifadeler Tj_(s) tiirev ifadesinde yerine yazilirsa Tj_(s) vektoriiniin

Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

\/ﬁ[(ﬂ cos + o sin0)T + 73N + (—77 sin 6 + 75 cos G)B}

Ts (s) = 2

({( Lwi )’\/W}:n(e%nwn?)[ . ( 1w >/L](>5

\/9’2+||W||2 0 AT[W]] AT[[W| a \/9/2+||VV||2 v
seklinde bulunur. 5 egrisinin egriligi xg, ile gosterilirse (5.5.8) bagintisindan kg, egriligi

5.9)

ko = T4,
_ V2/ri i 4 (5.5.10)
T (o L W = 207 W2 -
2 2

olur. Burada x*, 7* ve ¢* m yerine (4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.16) dan karsiliklar1 yazilirsa

kg, egriliginin Mannheim egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

V2V F R+ 750)

9 2
( 4] )’\/ef2+|\W||2 L RO | _2< 1wl )’;
NCZIR v MWl [ AW o> +wiE/ ¢
(5.5.11)

Kps =

sekline donitigiir. f5 egrisinin aslinormali Npg, ile gosterilirse (5.5.8) bagintisindan

v, — T
’ 175,

TlT*+T2N*—|—TgB*
N55 =

VT4 +rd
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olur. Burada 7%, N* ve B* m yerine (4.1.5) den karsiliklar yazilirsa N, ifadesinin

Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

_ (r1cosf 47 sin )T 4 73N + (—r1sin 6 + 75 cos 0) B
Np, = e (5.5.12)

seklinde bulunur. Bg, = T, A Ng, oldugundan Bg, vektori

*

ro(@* sin* — 7)™ + (ri (7% — ©* sinp*) — r3(p* cos * — K*))N
+r1(p* cos p* — Kk*)B*

V@ + W2 = 20 W) (o 41 +13)

Bs, = (5.5.13)

*/

olur. Burada 7™, N*, B*, k*, 7%, sin ¢, cos @™ ve ¢* 1 yerine karsiliklar1 yazilirsa Bg,

binormal vektortiiniin Mannheim egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

’

/ /
— W wi _ = K - kK - W W
1 =179 COSQ( ToCos b — | — 71/
g \/9/2+””7H2 0’ AT AT \/9/2+””7”2 0/

!/
() b ()| s
VR Iw? TIwil

L=n {<\/9’|l‘-ji-v|:lw||2> B )\Tﬁ[g‘/ll}

!/ !/
. Wi\ 1wl . s (W) I
= rysinf (— il I VR s
. { VorwiE) o | T T T )
/
o (vl . Ok
—TIr3|\ —F/— F3—me— | cosf
3( [0+ || W |2 MREPY I

VORI

2
_ _ _ T Jor2a w2 B B _on k(072 2
((7’12 + 7% + 7’32) {( W] ) ;H I ] + (7’12 + 7% + r32)—(9ATﬁ%” )

& =
' p _2( L] )’i
K \ MWl S/ 7
(5.5.14)
olmak tizere
Bg,(s) = éE—IT + éN + gB (5.5.15)

4 &4 &4
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seklinde bulunur. (5 egrisinin ikinci ve ti¢lincii tiirevleri sirasiyla

[(gp*” cos p* — "7 sin* — k)T + (K*@* cos ©* 4+ T sin* — k2 — 772)N*
+(7* — ™" sin * — ' cos @*)B*]
" —
Bs NG

ve

w UT* + 6N +i3B”

T V2

olur. Burada

rtl _ 90*/” cos p* — 390*,90*” sin ¢* — 90*/3 cos p* — KX H*QQO*ICOS ©* — K*T*gp*/sin o
PR B
ty = 26" cos ©* — 2% sin * — 3k* K 4 K* ™ cos p* + T o™ sin ¥ + 270" sin *
—|—2g0*'2 cos ¢* — 377
\ts - (/{*7-*90*/ _ 3<P*/90*H) cos * + (T*2ﬁp*/ _ 90*/” + 90*,3) sin * — P P
(5.5.16)

seklinde katsayilardir. 5 egrisinin torsiyonu 7z, ile gosterilirse 73, torsiyonu

det (34, B, BY')
TRy =
N YN

dir. Burada 85, 85" ve 85" tiirevleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 75,

torsiyonu

*2 _x/

\/5[ — 26,720 sin o + t T2 sin? * — tiR* 2P sin * + KT 4+ *3 cos? p*t,

*// *

+p* "% cos? p*tgr* — 20" cos P tsk* — ¥ cos p¥tsT — ¥ cos PFtaTF — Kty sin g
— K o™ cos ©* + ta*” cos *T* — ta*’? sin T 4 ©*'? cos T sin p*
+tor* ' sin * — K t3T** sin * — t k* P cos *T* + t1Kk**? cos ¢* sin ¢*

2Tt B sin? 0f — tor¥TF 4 KT F tgr™S + t17*3]

T =
Bs [(I{*QO*IZ sin SD*) COS 90* + (7_*90*/2 sin ()0* _ /{*2()0*/ o 27-*2Q0*/) sin SO* + /{*27_* + 7_*3]2
(7_*90*// _ 7_*/90*/ o K*QD*IQ) cos 90* + (/ﬁ)*/g@*l o T*SO*IQ o K/*Qp*”) sin 90* o T*/ﬁ)*/ + S0>x</3
+/€*T*/)]2 4 [(FL*QO*Q cos SO* 4 7_>o<()0*/2 Sin 90* o 25*2§0*/ . 7_*290*/) cOoS SD* 4 5*3 4 :‘1*7'*2
k%, k/

—K*T** sin p*)?
(5.5.17)
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olur. (5.5.16) katsayilar ifadesinde x*, 7%, sin ¢*, cos p* ve ¢*' 1n yerine (4.1.8), (4.1.9) ve
(4.1.16) dan karsiliklar yazilirsa yeni katsayilar

— R W 2)/\/9'2+W2]” 0 2_3[< | >,

02 + W] v 02 + |V 02 + W2
VO + ||W|I2} [< W )/\/9’2 + ||W||2}’ W]
g N 0+ W

_{( W] )f\/9'2+||W||T o - 0 ),,

Jraw  F ) e

_( 0'x )T( W] )’\/9'2+||W||2} o' _( 0'x )(i)
AT W | lo? 4 |w )2 ¢ lo2 + w2 AT||W |/ S AT

[< Tz >/\/9’2+HWHQ} W +< 0'x >3+< 0'x >(i)2
lo? 1 w2 0 /9/2+||W||2 AT||W| AT||W| 7 M AT

A 0'n )[( W] )/\/9’2+IIW||2]’ o o o'n )
L Y P P BV P R P U
{( W] >’\/‘9'2"‘||W||2]2 W _3( 'k )( 0k )’
N Jor e O
N| 0'r >[< W] >'\/9’2+HW|\2}’ % LY
S T S Y e [
R W] )fve’”llWll?] W] +2(£)[< Wiy
versiwp ez AT e e
W} 1l )W}

g o2+ WP ot wpp’
0’ R N
=37 (55)
6/2+”WH2 AT/ AT
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- Or N,k Wi vy Wiy
O (Ll err i B (e e
0° + ||W||2} K Wi )/\/0’% HWH?D v, <(£)2
g Jorwet Vo AT
[( I )MWH( W] )'ve’””W“?}”
Jrewr o
/07 + W23 'K N2, K
%( W )v D W (e

Jerewp” Y Vorwyz ATV AT
K \3 AN}
-2+ (5

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.5.17) de verilen yerine yazilirsa N*C* Smarandache

egrisinin 75. torsiyvonunun Mannheim egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi
Bs y
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2 9 2
=2 (ot ) 5 o () | 5 o (st

( W) ) W +< )t (£) + ( W) )'\/9’2+HW||2 0>,
9/2+|le2 /\T”W” 2 AT \/9/2—‘,—“W”2 24 09/2+HWH2 2
r 2

n < [w] )’ t( ' )_2( (W] )’t< o' )l(&)’t ()
w2/ | P\ Vorawiz) P\ o wz) T
- /
(i _)t( )~ (2 o | (i YWV | L (e
o2 wiz) 2\ MW "2 Vo2 v VerHwiz MW
- 2 - 1
ty ( [wi >/\/0'2+|W||2} o ; ( wi )’\/0'2+||W||2] o

+ty
\Verrwie o VORHIWIE AT\ w2 o VORI

2 2
/! / /
g ( ] ) 02+ Wi, ( W] ) P L +t( )
MV o NCIE VORHW Ao AW
17 /
( |wi )nwu i( Wl )nwn _tli< o' )( (1] >
Vorewip/ 7 it )53 \/9’2+||W||2 o AT MW Ao w2

wk
i e,;r.:m (i) 15+ (b ) 5
t2<xf||vv||) ( ( )

3
K 0k k)3
t )\_ </\THWH> ‘Hl(F)
1 VO W2 e )2
0, = [ = (&) 4o ( [wil : L] _( o' )
¢ AT 02+ W2 AT \/9'2+||WH2 9'2+HW”2 AT[[W|

[(\/H,EZ:%R)IW] —2(71)2(\/6)/237”2)’ ||+<AT”WH> (A”“—T)+(%)3>2
+<%{( W )’\/m]'_(i)/[( Il )’W} {( i ),

VO v Ml \Verwe v NCEETHE
2
vV / !
VORIV | ( 0’k ) 0’ + < 0k > < 4] > VO | w2
0’ AT([W| \/9/2+HW”2 AT||W| \/9’2+||W||2 o
2 /
/ /
3 ( 124 >v9'2+||wu2 _< 0 ) ( 4] )\/9/2+HW||2 4]
AT AV v MW [ \Vor w2 o NCEE

s (stn) [ (e 7] () 0) + (| ()
{( 1w )’\/Wr o +(£)|:< Lwy )’\/Wr 1w

VP W2 o Vorwz - A2 w2 o NEEE
2 !/ /
_2<6’_n> < Il ) VW (k)2 ( W ) NG
AT||[W| \/9’2+||W||2 0’ AT \/9’2+||W||2 o'

2
/ / 3 / !
o +<Aeﬁ ) +< o' >(i)2_(i)i< (i )
\/9, W2 T||W|| AT||W| AT AT ) AT [02 1| W |2

olmak lzere
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0
TB5 - QQ

seklinde elde edilir.

.. 1
Ornek 5.5.1 a(s) = —2( — cos s, —sin 3,3) helis egrisi bir Mannheim egrisidir. Bu

egrinin Frenet vektorleri, birim darboux vektorii, egrilik ve torsiyonu

T(s) = L(sin s, —coss, 1)

V2

N(s) = (coss,sins,0)

B(s) = —=( — sins, cos s, 1)

( V2
seklinde bulunur. Her Mannheim egrisinin bir Partner egrisi vardir. Partner egrisinin

denklemi

2
idi. Burada \ = > alinirsa

Mannheim Partner egrisinin denklemi

(—2cos s, —2sins, s)

olur.

Bu egrinin Frenet vektorleri, birim darboux vektorii, egrilik ve torsiyonu

5



(

T*(s) = (2sins, —2cos s, 1)

Sl

N*(s) = %(sin s,cos s, —2)

B*(s) = (coss,sins,0)

2 2 2 2 1
C*(s) = (S sins + —=cos s, —= cos s + —=sin s, )

5 NG 5 NG 5
_ 22

5
seklinde bulunur. Mannheim Partner egrisine ait Smarandache egrilerinin Mapple ile

¢izimi agagidaki gekillerde gosterilmigtir.
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Sekil 5.1: o*(s) egrisine ait T*N* — Smarandache egrisi

Sekil 5.2: o*(s) egrisine ait N*B* — Smarandache egrisi

Sekil 5.3: o*(s) egrisine ait T*B* — Smarandache egrisi

7



Sekil 5.4: o*(s) egrisine ait T*N*B* — Smarandache egrisi

Sekil 5.5: o*(s) egrisine ait N*C* — Smarandache egrisi
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6. SONUC VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu tezde ilk olarak, o : I — [E3 Mannheim egrisi o* : I — E? Mannheim partner
egrisi olarak alindiginda konum vektorii, partner egrisinin Frenet catilar: tarafindan ¢izilen

regiiler Smarandache egrileri

B1 = Brine = (T* + N*) T*N*-Smarandache egrisi
P2 = Bnepr = (N*+ B*) N*B*-Smarandache egrisi
P3 = Prps = (T* + B*) T*B*-Smarandache egrisi

By = Bren+ps = (T* + N* + B*) T*N*B*-Smarandache egrisi

S eSS s

Bs = By+c» = —=(N*4C*) N*C*-Smarandache egrisi[l].

N

seklinde gosterildi ve bu egrilerin egrilik ve burulmalar1 hesaplandi.

Ikinci olarak a* egrisinin {T* N*, B*} Frenet vektorleri ve C* birim Darboux vektérit
konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin egrilik ve burul-

malart Mannheim egrisinin Frenet elemanlarina bagl olarak ifade edildi.

Son olarak agagidaki sonuclar elde edilmistir.

Sonug 6.1.1 (o, «*) Mannheim egri ¢iftinden elde edilen Smarandache egrilerinin higbiri

Mannheim egri ¢iftine dahil degildir.

Sonug 6.1.2 (o, o) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin 7" ile B vektorleri tarafindan
olugturulan T"B— Smarandache egrisi, * Mannheim partner egrisi ile Bertrand egri ¢iftine

dahildir.

ispat. T B— Smarandache egrisinin Frenet vektorleri Trg, Nrg, Brg ile gosterilsin. Bu

durumda N7 nin denklemi

—K T

T+ -—-B.
Wi v

NTB:|

veya (4.1.12) den
NTB = sin 0T -+ cos 0B
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olur. (4.1.5) denkleminde Mannheim partner egrisinin aslinormal vektorii
N* =sin 0T + cos B

dir. Npp = N* oldugundan Npp ile N* lineer bagiml olur. Ayrica T'B smarandache
egrisi ile a* partner egrisi arasindaki uzaklik sabittir. Sonug olarak Bertrand egri cifti
tanimi geregince T'B— Smarandache egrisi ve a* Mannheim partner egrisi Bertrand egri

¢iftine dahildir. [J

6.2 Oneriler

Bu ¢alisma (o, a*) Mannheim egri ¢ifti alinarak yapilmigtir.
a) (a,a*) Betrand egri ¢ifti olmasi durumunda yapilabilir.

b) a* egrisi @ nin bir involiitii olmast durumunda (o, o*) Evoliit-involiit egrileri iginde

yapilabilir.

Bu iki durum Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitii’siinde Yiiksek Lisans Tezi olarak
yapilmaktadir. Benzer gekilde (o, ) Mannheim egri ¢ifti, («, o) Bertrand egri ¢ifti ve
(o, ) Evoliit-Involiit egrileri i¢in yapilan bu ¢aligmalar Lorenzt uzayinda ve Dual uzayda
da yapilabilir. Hatta bu uzaylar iizerinde degisik ¢atilar alinarak bu gatilar tarafindan

tiretilecek Smarandache egrileri tanimlanabilir ve bu egrilerin bazi ozellikleri incelenebilir.

Not: Tezdeki tiim hesaplamalar Mapple programi ile hesaplanmigtir.
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