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OZET

BULANIK KUMELERIN HALKA VE iDEAL YAPILARINA
UYGULANMASI

Giiven KARA

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal1, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 47s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yildiray CELIK

Bu tezin amaci, bulanik halka ve bulanik ideal yapilarinin temel 6zelliklerini
incelemek ve bu yapilardan elde edilen sonuglari ortaya koymaktir.

Bu c¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Bolim 1°de ¢alismamizda temel olan bazi
tanim ve teoremler ifade edilmistir. B6liim 2’de ise bulanik alt halka ve bulanik ideal
kavramlari verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik kiime, Bulanik alt halka, Bulanik ideal.



ABSTRACT

APPLICATION OF FUZZY SUBSETS ON STRUCTURES OF RINGS
AND IDEALS

Giiven KARA

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Natural and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 47p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yildiray CELIK

The aim of the present thesis is to investigate the basic features of the structures of
fuzzy ring and fuzzy ideal, and is to present the results obtained from this structures.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and
theorems which are crucial for our study are stated. In Chapter 2, the notions of fuzzy
subring and fuzzy ideal are given and algebraic properties belonging to these are
examined.
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1. GIRIS

Belirsizlik problemi, filozoflar, mantik¢ilar ve matematikgiler tarafindan uzun
zamandir ele alinmaktadir. Bu problem, 6zellikle yapay zeka alaninda (risk analizi,
tahmin, fonksiyonel aygitlarin gelisimi) bilim adamlari i¢in 6nemli bir ¢aligma alani
olusturmaktadir. Belirsizligi anlamak ve buna uygun ¢oziimler bulmak i¢in birgok
yaklasim metotlar1 gelistirilmistir. Bu yaklasimlardan en 6nemlileri bulanik kiimeler
(Zadeh, 1965), yaklasimli kiimeler (Pawlak, 1982) ve esnek kiimeler (Molodtsov,
1992) dir.

Bulanik kiimeler hakkinda ilk bilgiler Liitfii Askerzade (Zadeh, 1965) tarafindan
ortaya konulmustur. Bulanik manti§in dayandigi ana fikir, hayatin sadece dogru ve
yanligtan olusmadig1 ya da diinyada sadece siyahin ve beyazin var olmadigi, farklh
renklerin de var oldugu ilkesine dayanir. Bulanik kiimesi karakteristik fonksiyonla
ifade edilen klasik kiimeler yerine, dereceli iiyelik fonksiyonuyla ifade edilen bir
kavram olarak diisliniilebilir. Yani bir ¢esit ¢cok-degerli kiime kuramidir. Bulanik
mantik, makinelere insanlarin 6zel verilerini isleyebilme, onlarin deneyimlerinden ve
Onsezilerinden yararlanarak calisabilme yetenegi verir. Bu yetenegi kazandirirken
sayisal ifadeler yerine sozel ifadeler kullanilir. Bulanik mantiginin temeli, bu tiir
sozlii ifadeler ve bunlar arasindaki mantiksal iligkiler iizerine kurulmustur. Bu
nedenle bulantk mantik uygulanirken sistemin matematiksel modellenmesi sart
degildir. Zadeh, insanlarin denetim alaninda mevcut makinelerden daha iyi oldugunu
ve kesin olmayan dilsel bilgilere bagli olarak etkili kararlar alabildiklerini
savunmustur. Karmasik sistemlerde karsilasilan zorluklar nedeniyle, bulanik mantik
alternatif yontem olarak c¢ok hizli gelismis ve modern denetim alaninda genis

uygulama alani bulmustur.

Bulanik kiime kavrami uygulamali bilimlerde kullanim alanm1 buldugu kadar teorik
bilimlerde de kullanilmaktadir. Cok sayida arastirmaci cebirsel yapilarin bu yeni
kavramin Ozelliklerini ¢alismuslardir. Rosenfeld (1971) bulanik kiime kavramini
kullanarak bulanik grup teoriyi gelistirmistir. Bulanik grup teorinin temel 6zellikleri
klasik grup teorideki sonuglar kullanilarak elde edilmistir. Das (1981) seviye alt
gruplar1 iizerine c¢alismistir. Daha sonra birgok bilim adami tarafindan bulanik

kavrami gelistirilmistir. Liu (1983) bulanik gruplar1 kullanarak daha karmasik



bulanik cebirsel yapilar olan bulanik halkalar ve bulanik idealler iizerinde ¢alismistir.
Mukherjee ve Bhattacharya (1984) bulanik normal alt gruplari ve bulanik yan
ctimleleri, Mukherjee ve Sen (1987) bulanik idealleri, Malik ve Mordeson (1990)
bulanik asal idealleri tanimlamislardir. Nanda (1986) bulanik kiime kavramini cisim
ve lineer uzaylara uyarlamigtir. Dixit ve ark. (1992) bulanik halkalari, Kuraoka ve
Kuroki (1992) bulanik boliim halkalarini incelemistir. Ersoy (2003) bulanik alt
gruplarin ve bulanik ideallerin kartezyen ¢arpimu tizerine ¢alismistir. De Gang (1998)
calismasinda bulanik halkalar ve bulanik boliim halkalarini arastirmiglar ve bunlara
ait sonuclari elde etmislerdir.

Bu tezin amaci, bulanik halka ve bulanik ideal yapilarinin temel 6zelliklerini
incelemek ve bu yapilardan elde edilen sonuglari ortaya koymaktir.

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1’de ¢alismamizda temel olan bazi
tanim ve teoremler ifade edilmistir. Boliim 2°de ise bulanik alt halka ve bulanik ideal

kavramlari verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler degerlendirilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Halkalar ve idealler

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Hungerford (1974) ve Fraleigh (1994) den

derlenmistir.

Tanmm 2.1.1. & # R bir kiime ve “+” ve “-” R iizerinde taniml iki ikili islem olsun.
R’ye bir halka denir. <
R1) (R,+) degismeli bir grup
R2) (R, -) yar1 grup
R3)V a,b,ceR i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c
R bir halka olsun. Eger VaeR i¢in 1r- a=a-1; =a olacak sekilde 1reR

mevcut ise R’ye birim elemanli halka denir ve 1r elamanma da R halkasinin birim

elemant denir. Eger R halkasi, V X,y €R i¢in x-y=y-Xkosulunu gercekliyor ise

R’ye degismeli (komutatif) halka denir.

(R,+) abel grubunun birim elemanina R halkasinin sifir eleman1 denir ve Or =0
ile gosterilir. Bu caligmada biitiin halkalar en az iki elemana sahip birim elemanh

halka olarak ele alinacaktir.
Halkalara asagidaki 6rnekleri verebiliriz.
Ornek 2.1.2.
1) neN\{0} i¢in (Z,, +,-) birim elemanl bir halkadur.
2) (R +,-), (Z,+,-), (Q,+,-) birim elemanli degismeli halkalardir.
3) neN\{0,1} i¢in (M, (R), +,-) birim elemanl1 bir halkadir.

4) v n,meNY0,1} i¢in (Z, xZ,,, +,-) birim elemanli degismeli bir halkadir.

Tamm 2.1.3. { X, |i € A} bostan farkli kiimelerin bir ailesi olsun.

l_IXi ={(x;)|ie A, x, e X.} kimesine { X,|ieA } ailesinin kartezyen g¢arpimi

ieA

denir.

Teorem 2.1.4. {R, |i € A} halkalarin bir ailesi ise



(@)+(0)=(a+b)ve(d)-(b)=(a-b)
ikili islemleri ile H R, bir halkadur.

ieA

Teoremde ifade edilen I_IRi halkasina {R, |i € A} halkalar ailesinin kartezyen

ieA
carpimi denir.
(R,*) degismeli bir grup ve {S, |i € A} R’nin bostan farkli alt kiimelerinin bir
ailesi olmak tizere {&, +a, +....... +a |Vaij eSij ,neN\{0}} kiimesine {S;|ie A}

ailesinin toplami denir ve ZSi ile gosterilir.
ieA

Tammm 2.1.5. (R, +, ) bir halka ve & #1 < R olsun. I’ya R’nin bir alt halkas1 denir

< Va,bel icina-bel ve a-bel.

Tanmmm 2.1.6. (R, +, -) bir halka ve & #1 < R olsun. I’ya R’nin bir sol (sag) ideali
denir < Va,bel igin a—bel ve r-ael (a-rel). Eger I, R’nin sol ve sag ideali
ise I’ya R’nin ideali denir. Agik olarak I, R’nin bir ideali ise I, R’nin bir alt

halkasidir.

{0} ve R, R’nin idealleridir ve bu ideallere R halkasinin trivial idealleri denir.

ILJ R nin alt kiimeleri olmak iizere, I(D‘]:{Z:yi z, =x| vi€l, zi€J, ne N\{0}}

ieA
kiimesine I ile J kiimelerinin ideal ¢arpim1 denir. Eger I ve J R halkasinin idealleri ise

1®J kiimesi de R halkasinin idealidir.

(3 2

Acik olarak R halkasmin biitiin alt halkalarinin ve ideallerinin kiimesi “c
bagintist ile sirali kiimedir ve bu kiimeler sirasiyla A(R) ve I(R) notasyonlar: ile

gosterilecektir.

Teorem 2.1.7. R bir halka {S, |i € A} R’nin ideallerinin bostan farkli bir ailesi ise

ZSi kiimesi {S; |1 € A} ideallerini kapsayan en kiigiik idealdir.

ieA
Teorem 2.1.8. {S, |i € A} R’nin alt halkalarmin (ideallerinin) bir ailesi olsun. Bu

taktirde N S,, R’nin bir alt halkasi (ideali) dir.



Sonug 2.1.9. {S; |i € A} R’nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde;

Sup{S, |ie A}= > S ve Inf{S, |ie A}= NS, seklindedir.

ieA
Teorem 2.1.10. {R, | i € A} halkalarn bir ailesi olsun. Bu takdirde;

) VieAiginS eA(R))ise J[S €A(]]R).

ieA ieA
i) VieAicinS e I(R,)ise TS, el(JR).
ieA ieA

Tamim 2.1.11. R ve S iki halka olsun. ¢:R — S fonksiyonuna R’den S’ye bir halka
homomorfisi denir. < V x,y €Rigin @(X+ Y)=d(X)+a(y) ve d(x-y)=d(x)-4(y) .
Tamm 2.1.12. ¢:R — S halka homomorfisi olsun. Eger ¢ birebir ve orten ise ¢ 'ye
bir halka izomorfisi denir.

Eger ¢:R — S bir halka izomorfisi mevcut ise R ile S halkalarina izomorftur

denir ve R = S ile gosterilir.

Onerme 2.1.13. ¢ :R — S bir halka izomorfisi ise ¢*:S—R bir halka
izomorfisidir.

Tanim 2.1.14. ¢:R — S bir halka homomorfisi olmak {izere;

Resg ={ ¢(r)|[reR } ve Cekg={reR| ¢(r)=05 } kiimelerine sirasiyla ¢ ’nin
gorlntiisii ve ¢ekirdegi denir.

Teorem 2.1.15. ¢:R—>S ve 6:S— T halka homomorfileriolsun. Bu takdirde;

) Cek g €1(R) ve Res¢ € A(S),

i) 6o ¢ :R—T halka homomorfisidir.

Teorem 2.1.16. f:R — R’ bir halka homomorfisi olsun. Bu takdirde;

)] SeAR) ise f (S) eA(R)

i) Sel(R) ise f (S) €l(R)

iii) S eA(R) ise f*(S) cAR)

iv) S el(R)ise f'(S) el(R)



2.2. Bulanik Kiimeler

Bu boliimde bulanik kiime, bulanik kiimelerin birlesimi, kesisimi, tiimleyeni gibi

kavramlar ve bu kavramlarin ¢esitli 6zellikleri tanimlanmistir.

Bulanik kiime teorisi kesin olmayan, belirsiz faaliyet ve gozlemlerinin
tanimlarini igeren problemleri ¢cozmek i¢in gelistirilmistir. Bir bulanik kiime siirekli
tiyelik dereceleri olan nesneler sinifidir. Bu kiime, her bir eleman: 0 ve 1 arasinda
degisen bir liyelik derecesine tayin eden iiyelik (karakteristik) fonksiyonu tarafindan

karakterize edilir.

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Kaufman (1975), Malik ve Mordeson (1991),
Mordeson ve Malik (1998) ve Kumar (1992) dan derlenmistir.

Tamim 2.2.1. X bostan farkli bir kiime ve I=[0,1] ¢ R olsun.
i, - X —[0, 1] fonksiyonu tarafindan karakterize edilen

A={(X, 1 (x)) | xeX}c Xxl

kiimesine X de bir bulanik kiime denir. VX € Xi¢in p,(x) degerine x in A ya ait

olma derecesi denir. ,(x) in 1 e yaklagmasi x in A ya daha fazla ait olmasi anlamina

gelmektedir (Zadeh, 1965).

Klasik kiime teorisinde A bir kiime ise iiyelik fonksiyonu p,(x), X € A oldugunda 1,
X ¢ A oldugunda 0 olmak iizere iki deger almaktadir. Bu sekilde tiyelik fonksiyonu

sadece 0 ve 1 degerini alan kiimelere adi kiime veya basit kiime denir.

1y : X =0, 1] fonksiyonu Vvx e X igin p,(x)=1 olarak tanimlanirsa X kiimesi,

X={(x,1)|xeX}
bulanik kiimesi olarak yazilabilir.

U, : X —[0,1] fonksiyonu Vvx e X igin p,(x)=0 olarak tanimlanirsa bos kiime,

D={(x,0)|xeX}

bulanik kiimesi olarak yazilabilir.

Uyelik fonksiyonu p olan X de bir A bulanik kiimeye kisaca X in u bulamk alt

kiimesi denir ve p = {(x, (x))| x € X} olarak yazilir.



X in tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesini F(X) ile gosterelim.
Tamm 2.2.2. Bir X kiimesinin pu ve n bulanik alt kiimeleri verilsin. Eger Vx € X
i¢in,
H(x) =n(x)

ise u ve n bulanik alt kiimeleri esittir denir ve p=m yazilir.

Tanim 2.2.3. p ve n bir X kiimesinin bulanik alt kiimeleri olsun. Eger Vx € X i¢in,

r(x) <n(x)
ise n bulanik alt kiimesi p bulanik alt kiimesini kapsiyor denir ve pcn ile

gosterilir.

Tanim 2.2.4. Bir X kiimesinin p bulanik alt kiimesinin p' tlimleyeni ¥x € X i¢in,

w(x)=1-p(x)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.5. p ve n bir X kiimesinin iki bulanik alt kiimesi olsun. VX € X igin,

B(x) = maks {u(x), n(x)}

seklinde tanimli § bulanik alt kiimesine, i ve 1 bulanik alt kiimelerinin birlesimi
denir ve B =pun yazilir. Vxe X i¢in,

@(x) =min {u(x), n(x)}
seklinde tanimli ¢ bulanik alt kiimesine p ven bulanik alt kiimelerinin kesisimi

denir ve ¢ =pMm yazilir.

Genel olarak p={u, lie A, e F(X)} bulanik alt kiimeleri i¢in, = Uy, ve

P=Nh bulanik alt kiimeleri VX € X i¢in,
P(x) = sup i ()}

o(x) =inf {u;(x)}
olarak tanimlanir.

Ornek 2.2.6.
1) X={1,2,3,4} olmak iizere X in p ve & bulanik alt kiimeleri,



n1)=¢&(4)=0.7

n2)=0.9

n3)=&1)=pn(4)=0.5

&(2)=1

€B3)=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
p=1{1,0.7),(2,0.9), (3,0.5),(4,0.5)}
£=1{(1,0.5),(2,1),(3,0),(4,0.7)}
n'={(,0.3),(2,0.1),(3,0.5),(4,0.7)}
&'=1{(1,0.5),(2,0),(3,1),(4,0.3)}
pué=4{(1,0.7),(2,1),(3,0.5),(4,0.7)}
pnE=4{(,0.5),(2,0.9),(3,0),(4,0.5)}

olur.

2) w,v:R—[0,1] olmak iizere;

0, 0<x<1 ex—3, 0<x<3

x-1l, 1<x<2 1 3<x<5
nx) =11, 2<x<3 v(x) = x—5

4-x, 3<x<4 1_7' =

0, 4<x 0, 7<X

ise u, v, pUV, uNv bulanik alt kiimelerinin grafikleri asagidaki sekildedir.

0,8 -

0,6 -

0,4 -

0,2 -
0 T * T "
0 2 4 6 8

Sekil 2.1. Ornek 2.2.6. 2) deki p bulanik alt kiimesinin grafigi



0,8 -

Sekil 2.2. Ornek 2.2.6. 2) deki v bulanik alt kiimesinin grafigi

Sekil 2.3. Ornek 2.2.6. 2) deki p ve v bulanik alt kiimelerinin grafikleri

0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

Sekil 2.4. Ornek 2.2.6. 2) deki P\ v bulanik alt kiimesinin grafigi



0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

Sekil 2.5. Ornek 2.2.6. 2) deki v bulanik alt kiimesinin grafigi

Lemma 2.2.7. Bir X kiimesinin pn ven bulanik alt kiinelerinin birlesimi, p ve n yi
igeren en kiigiik bulanik alt kiimedir. Eger B, X kiimesinin, p ve nyi igeren herhangi

bir bulanik alt kiimesi ise pun yi de igerir.

Ispat: B, u ven yi iceren herhangi bir bulanik alt kiime olsun. Bu durumda Vx € X
icin, B(x)=>ux) ve PB(x)=n(x) dir. Dolayisiyla B(x)>maks {pu(x), n(x)} olur.
@ =puUn bulanik alt kiimesi @(x)=maks {j(x), n(x)} seklinde tanimli oldugundan
B(x) = @(x) olup boylece ¢ < dir.

Lemma 2.2.8. Bir X kiimesinin p ver bulanik alt kiimelerinin kesisimi p ven
tarafindan igerilen en biiyiik bulanik alt kiimedir (Zadeh, 1965).

Ispat: o, pven tarafindan igerilen herhangi bir bulanik alt kiime olsun. Bu
durumda WVvxeX igin, px)=a(x) ve nx)=a(x) dir. Dolayisiyla
min {u(x), n(x)} = o(x) olur. y=pMn bulanik alt kiimesi y(x) =min {u(x), n(x)}

seklinde tanimli oldugundan w(x) > a(x) olup boylece y D a elde edilir.
Teorem 2.2.9. X bos olmayan bir kiime p, 1, B € F(X) olsun. Bu durumda,
i) penencpy
i) (pom)'=p'nn'

(wAn)=pon'

10



i) pnun)=EnpuBEnn)
pomm)=Eumn@uon)
iv)  poMmAP =P
puMuUP)=@un)Up
v) (W)'=p
vi)  prm=Z<pcn’
vii)  {u, |[ie A, u, € F(X)} bulanik alt kiimeleri i¢in
(L)'= 0p
(O =y
viii)  pcpunve ncpun
iX) pncPvencB=puncph
dir.
Ispat:
1)  VxeX igin p'(x)=1-p(x) ’dir. Bu durumda,

pen < px)<n(x)
< 1-ux) 21-1(x)

< H(x) 2n'(x)
eonc

olur.
i) pun=p ve uNn=0 dersek,

P(x) = maks {u(x), n(x)}

¢(x) = min {p(x), n(x)}
olur. w(x)=n(x) olsun. Bu durumda p'(x) <n'(x)dir. Dolayisiyla,
(LUM)') =1-(rUn)(x) =1-maks {p(x), N(x)} =1—-p(x) =p(x) ve
(W'oM)(x) =min {W'(x), n'(x)} = p'(x) olur.
Boylece Vx € Xigin (nun)'(x) = (W' Nn')(x) dir. Dolayisiyla
(rumn)'=p Nn'dir. Ayrica,
(LAM)'X) =1-(NM)(x) =1-min {p(X), N(x)} =1-n(X) =n'(x) ve
(0 un)(x) = maks {p'(x), N'(x)} =n'(x) olur.
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Boylece Vx e X igin (uMn)'(x) = (u'own")(x)dir.
Dolayisiyla (unn)'=(u'wn")dir.

i)  u(x) <n(x)<P(x) olsun. Bu durumda,

B(m) =¢ < @(x) =min {B(x), maks p(x), n(x)} } =n(x)

BB =0 < o(x)=maks {min {B(x), u(x)}, min {Bx), n(x)}} =n(x)
olur. Boylece Vx e X igin Bn(pumn) =) u@Bn) dir.

Ayni sekilde,
) <BE)<nx)=BA@un) =B uPnn)
N <px)<pE)=pNEun) =R PEnn)
P <n®) sp)=PpN@Eun)=EnwuPEnn)
) <PE) <pE)=pNEun)=EnpuEnn)
PE) <pE) sn)=PpN@Eun)=EnwuPEnn)
dir.

Bupunmn)=Pupw N(Bun) oldugu da benzer sekilde gosterilir.

V) pn(mnp)=E&<= VxeX igin §(x) =min {p(x), min {n(x), B(x)} }
= min {u(x), n(x), B(x)} ve
(LM NP =y < VxeX igin x(x) =min {min {ux), n(x)}, B(x)}
= min {u(x), n(x), B}
olur. Boylece pn(mMB) =@ n) NP dir.
RUMUP) =3 < WX e X igin 3(x) =maks {u(x), maks n(x), B} }
= maks {p(x), n(x), B(x)} ve
(nom B =C << VXxeX igin {(x) =maks {maks u(x), n(x)}, Bx)} }
= maks {p(x), n(x), B(x)}
olur. Boylece pumup)=(uumn)updir.

v) ¥xeX igin p'(x)=1—w(x) oldugundan

(W)'(x) =1-p(x) =1-(1-pu(x)) =1-1+p(x) = u(x)

olur. Boylece (u')'=pndir.

vi) ()= < VXxeX igin (uNn)(x) =0 < min {u(x), n(x)} = 0dir.
1. Durum: VX € X i¢in p(x) <n(x) olsun. Bu durumda VX € X i¢in p(x) =0 olup
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p=adir. n< X oldugundan (i)den X'cn'<Jdcn'<pcn olur.
2. Durum: ¥x e X igin n(x) <p(x) olsun. Bu durumda ¥x € X i¢in n(x) =0 olup
n=adir. pc X ve X='=n' oldugundan pcn' dir.

Vi) (1 )66) = up {1y (x)} = (1)) = 1=sup f ()}

ieA

=inf {1-p,(0)}

=inf {u/()}

= (N w'(x))

ieA

olur. Boylece (‘Li W) = N L'

(1) =inf {1, (0} = () () =1—inf {0}

= sup {1, (x)}

ieA

= sup {u, ()}

ieA

= (A (X))

ieA
olur. Boylece (_r)\ W) = Y w' dir.
viil) VX e Xigin p(x)<maks {(x), n(x)} oldugundan p < pundir. Benzer sekilde
VX € Xigin n(x) < maks {p(x), n(x)} oldugundan n<pun olur.

iIX) pcp ve ncP olsun. Budurumda VX e X igin,
1(x) <B(X) Ve n(x) <B(x)
olacagindan maks{u(x), n(x)} <P(x) dir. Boylece pumn < pdir.
Tamim 2.2.10. X bos olmayan bir kiime olsun. r € (0,1] ve Vy e X ig¢in,

r LY =X
0 , Y#X

Xr(y)z{

seklinde taniml1 X in bulanik alt kiimesine X de bir bulanik nokta denir.
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Tamm 2.2.11. X bos olmayan bir kiime ve p, X in bir bulanik alt kiimesi olsun.

t €[0, 1] olmak iizere,

e ={xeX|ux) =t}

kiimesine p niin bir seviye alt kiimesi denir (Malik ve Mordeson, 1991).

Ornek 2.2.12. A={a, b, ¢} olmak iizere A nin bir p bulanik alt kiimesi,
u@)=0.3, wb)=0.1, u(c) =0.4 seklinde tanimlansin. Bu durumda,
0<t<0.diginp, ={a,b,c}=A

0.1<t<0.3iginp, ={a,c}

0.3<t<0.4icin p, ={c}

0.4<t<liginp, =< olur.

Lemma 2.2.13. pubir X kiimesinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda X € X ve

k €[0,1] olmak iizere, p(x)=sup {k|x ep,} dir (Kumar, 1992).

Tamim 2.2.14. “.” bir X kiimesi {lizerinde taniml1 ikili islem ve p, n e F(X) olsun.
un carpimi,

sup{min{w(y),n(2)}}  y,zeXiginx=y-z

X=YeZ
) =
0 Y, 2e X igin X # Yoz

seklinde tanimlidir.

Ornek 2.2.15. “+” islemi X={a, b, c, d, e, f} kiimesi iizerinde,
a=esf=bed=a-c

b=a.f=d-.e

d=a-a

e=a+b="f.d

seklinde tanimli bir ikili islem olsun. X kiimesinin p ve n alt kiimeleri,

p(a) = u(b) =n(c) =0.1
u(c) =n(a)=0.5

p(e) =n(b) =n(H) =0.9
n(d)=0.2

pH =n(d) =1
n(e)=0.6
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seklinde tanimlansin. p ven fuzzy alt kiimelerini

n=1{(a,0.1), (b,0.1), (c, 0.5),(d, 0.2), (e, 0.9), (f,D}

n=1{(a, 0.5), (b, 0.9), (c, 0.1), (d, 0.2), (e, 0.6), (f,0.9)}

biciminde de yazabiliriz. Bu durumda

(un)(@) = sup {min {u(e), n(H)}, min {u(b), n(d)}, min{u(a), n(c)}} (a=e-f=bed=a-c)
=sup{min {0.9, 0.9}, min{0.1, 0.2}, min{0.1, 0.1} }
=maks{0.9,0.1, 0,1}
=0.9

(un)(b) = sup {min {p(a), n(H}, min{u(d), n(e)}} (b=a+f=dse)
=sup{min {0.1, 0.9}, min {0.2, 0.6}}
=maks{0.1, 0.2}
=0.2

(u(c)=0 (Vy,zeX iginC#Yye2)

(un)(d) = sup {min {p(a), n(a)} }
=sup{min {0.1, 0.5}}
=0.1

(un)(e) =sup {min {u(a), n(b)}, min {u(f), n(d)}} (e=a<b="f-d)
=sup{min {0.1, 0.9}, min {1, 0.2}}
=maks{0.1, 0.2}
=0.2

(mm)(H) =0 (Vy,zeXiginf = y«2)

Tanmm 2.2.16. X bos olmayan bir kiime, p ven, X’in bulanik alt kiimeleri olsun.
w ve n bulanik kiimelerinin p®m cebirsel garpimi VX € X igin,
H®N=pux).nx)
seklinde tanimlidir.
Teorem 2.2.17. X herhangi bir kiime olmak iizere, p,meF(X) igin
peN c p(x)Nn(x) dir.
Ispat: VX e X icin p(x), n(x) €[0, 1] oldugundan,
pAN(X) = p(x) . n(x) <min {u(x), nX)} = (LAN)(X)

olur. Béylece p®mnc punndir.
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Tamim 2.2.18. X bos olmayan bir kiime, pver, X in bulanik alt kiimeleri olsun.
w ve 1 bulanik alt kiimelerinin p@n cebirsel toplam1 VX € X i¢in,
HON = p(X) +1(x) —p(x) . n(x)
seklinde tanimlidir.
Tamim 2.2.19. X bos olmayan bir kiime, pver, X in bulanik alt kiimeleri olsun.
wve 1 bulanik alt kiimelerinin pu®n cebirsel farki VX € X i¢in,
(HON)(x) = min {u(x), 1-nx)}
seklinde tanimlidir.
Ornek 2.2.20. X={x,, X,, X5, X,} olmak iizere X kiimesinin o ve & bulanik alt

kiimeleri,
o ={(x,,0.3), (x,,0.1), (x5, 0.8), (x,,0.5)}
& =1{(x;,0.6), (x,,0.4), (x5,0.3), (x,,0.6)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

(0®&)(x,) = w(x,).&(x,) =0.18
(0®&)(x,) = 0(x,). &(x,) =0.04
(0®&)(x5)=0.24
(0®E&)(x,)=0.3

olur. Gortildiigl gibi ®®¢& cebirsel ¢carpimi da X in bir bulanik alt kiimesi olup,
0®E&={(x,,0.18), (x,, 0.04), (x5, 0.24), (x,, 0.3)} seklindedir. Benzer sekilde,
0®&=1{(x,,0.72), (x,, 0.46), (x,, 0.86), (x,, 0.8)}

0O ={(x,, 0.18), (x,, 0.04), (x5, 0.24), (x,, 0.3)} olur.

2.3 Bulanik Kiimelerin Bir Fonksiyon Altindaki Goriintiisii ve Ters Goriintiisii

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Rosenfeld (1971), Chang (1968), Malik ve
Mordeson (1991), Kuraoka ve Kuroki (1992) den derlenmistir.

Tammm 2.3.1. X ve Y iki kiime, f:X —Y herhangi bir fonksiyon ve peF(X),
n e F(Y) olsun. Bu durumda,

(i) u nin f altindaki gortntiisii f(u), VyeY igin,
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sup (x) TN (y) =@ ise
xef(y)

f(w(y) =
0 , FHy)=Dise

seklinde taniml1 Y nin bir bulanik alt kiimesidir.

(i) n niin f altindaki ters goriintiisii f (), Vx e X igin,

fme) =n(f (%))

seklinde taniml1 X in bir bulanik alt kiimesidir.

Eger f bir homomorfizma ise f (i) ye u niin homomorfik goriintiisii, f (1) ye

ise M niin ters homomorfik goriintiisii denir (Rosenfeld, 1971).

Ornek 2.3.2. X={X,, X,, X5, X,} ve Y ={y,, ¥,, Y5, ¥, } olsun. f:X—Y fonskyionu,

f(x)=f(x,)=y,, f(x;)=Y, seklinde tanimlansin.

(i) X in bir p={(x,,0.2),(x,,0.9),(x;,0.5)} bulanik alt kiimesinin f altindaki

goruntust,
f (W(y,) = sup {u(x,), Wx,)} =0.9 (F () = {x1. x,})
f (H)(Y2) =(x3)=0.5 (f -+ (yz) ={X3})
f(W(y,)=0 (f(ys) =2)

olmak iizere,

f (M) = {(YI’ O9)a (YZD 05)5 (YBa 0)}
dir. Boylece f(w) de Y nin bir bulanik alt kiimesi olur.
(i) Y nin bir n={(y;,0.3), (y,,0.8), (y3, 0.5)} bulanik alt kiimesinin f altindaki
goruntusu,
f _1(n)(X1) =n(f(x))=n(y,) =03

fHm(x,) =n (f(x,))=n(y,) =0.3
fm(xy) =n(f(x3))=n(y,)=0.8

olmak tizere,

f 71(1']) = {(Xl, 03), (Xzy 03)7 (X3’ 08)}

dir. Béylece f *(n) de X in bir bulanik alt kiimesidir.
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Teorem 2.3.2. X ve Y iki kiime, f:X—Y herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda

herhangi p, ® e F(X) ve Vn, § e F(Y) bulanik alt kiimeleri i¢in,

) frm) =)

i) (f(w)'c f@w)

iii) f birebir = (f(w)'= ()
v) Ecn=f7(©)=1"()

V) ocp=fH(0)=f"(

vi) F(f m)cn

vii) f orten= f(f () =n

viii)  pc ()

ix) f birebir = p=f*(f(w)) dir.

Ispat:
i) VvxeXicin f(n)(x)=n(f(x)) oldugundan

F ) =n'(f(x)
=1-n(f(x)
=1- 17 ()
=(f ()

olur. O halde f~*(n)=(f*(n))' dir.

i) VyeYicin f*(y) bostan farkli ise,

f(u)(y)= sup {W(z)}= sup {I-u(2)}

zef(y) zet(y)

=1- inf {n(2)}

zef(y)

1)

n, X— [0,1] bir bulanik kiime oldugundan f(u) de Y de bir bulanik kiimedir. O

halde,
(fFW)@=1-f(W(y)=1- sup {2}

zef(y)

(1)ve () den 1- sup {u(z)}=<1- inf {n(z)}=(fW)(y)=f@W)y) olup

zef1(y)

(f(w)'< f(u) elde edilir.
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Iii) ii)’ye benzer sekilde yapilir.
IV) o, e F(X) olarak verilmisti. Yani o, p: X — [O,l] bulanik kiimeler ve

f: X —> Y bir fonksiyon olmak {izere

f(0)(y)= sup {o(z)} ve f((y)= sup {u(z)} dir.

zef1(y) zef(y)

® c 1 oldugundan Vy e Y igin
f(@)(y)= sup {w(z)}< sup {W2)}=f(y) olup f(w)c f(w elde edilir.

zef(y) zef™(y)
V) yeYicin f(y) = dise
f(E ()= sup {F M@} = sup {n(f)2)}=n(y)

zef1(y) zef(y)

fH(y) =@ ise f(f'(n)(y)=0 dir.

Bundan dolay1 Vy e Y igin,

f(F)(y)=0 yada f(f (n)(y)=n(y) oldugundan
F(F(y) <n(y) = f(f () cn elde edilir.

Teorem 2.3.3. X, Y ve Z herhangi kiimeler olmak tizere f : X —>Y ve h:Y >Z
herhangi iki fonksiyon olsun. Bu durumda “o” fonksiyonlarin bileske islemi olmak

tizere X in her p bulanik alt kiimesi i¢in,
(he f)(w=h(fW)
dir.
Ispat: Vz e Z icin,
sup { sup {p(x)}} WD) 2G () £D

yeh™(z) xef™(y)

h(f (W)(2) =
0 , h ' ()20, t(2)=0
sup - u(x) AT (@) =(he F) " 20
xef(h™(z))
0 N 2) =(ho f) =0
=(ho f)(W(2)
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2.4 Bulanik Baginti

Tammm 2.4.1. X bos olmayan bir kiime olsun. p: XxX — [0,1] olmak {izere,
VX, y e X igin WX,y) € [0,1] seklinde tanimli pbulanik alt kiimesine X {izerinde bir
bulanik baginti denir.

Tanmm 2.4.2. X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. p XXY—)[O,I] olmak iizere,
VX e Xve vy e Yigin wx,y) € [0,1] seklinde tanimli p bulanik alt kiimesine XxY
tizerinde bir bulanik bagint1 denir.

Ornek 2.4.3

X={a,b,c}, Y={de}
XxY ={(a, d), (a, e), (b,d), (b,e), (c,d), (c,e)}

1 ={((a,d),0.2),((a, e), 0.9), ((b, d), 0.5), ((b, ), 0), ((c, d), 0.5), ((c. €). D}

ile tanimli X x Y nin bir bulanik alt kiimesi bir bulanik bagintidir. Burada p niin
tiyelik fonksiyonu p: XxY — [0,1] ile taniml1 bir fonksiyondur.

Tanim 2.4.4. X bos olmayan bir kiime olsun. X"=XxXxXx..xX Ve
w X" —)[0,1] olmak tizere, Vx,eX , i=12,..,n igin u(xl,xz,...,xn)e[o,l]
seklinde tanimli p bulanik alt kiimesine X tizerinde bir n-li bulanik bagint1 denir.
Tammm 2.4.5. pven, X {lizerinde iki bulanik bagmti olsun. V¥X,ye X igin

(Mo w(x, y) =sup {min { W(x, z), n(y, z) } } seklinde taniml

zeX
now: XxX —[0,1]
bulanik bagintisina p ve n bulanik bagintilarinin bileskesi denir.

Lemma 2.4.6. p,n ve § bir X kiimesi lizerinde bulanik bagintilar ise,
po(meg)=(uom)og
dir (Zadeh, 1965).
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Tamim 2.4.7. X bos olmayan bir kiime, p, X iizerinde bir bulanik baginti ve ¢, X in

bir bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda eger VX,y e X igin,
u(x, y) < min {o(x), o(y)}
ise u ye o tlizerinde bir bulanik baginti denir (Malik ave Mordeson, 1991).
Tamim 2.4.8. X bos olmayan bir kiime, pven, X in bulanik alt kiimeleri olsunlar.
VX, y e X i¢in (uxn)(X, y) = min {i(x), n(y)} seklinde tanimli
uxn: XxX —[0,1]

bulanik bagintiya p ve 1 bulanik alt kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

Teorem 2.4.9. X bos olmayan bir kiime, p ve 1, X in bulanik alt kiimeleri olsunlar.
Bu durumda t e [0,1] olmak tizere,

1) uxmn, X iizerinde bir bulanik bagmtidir.

i) (uxn), =p, xn, dir.

Ispat:

i) VX, yeX icin (uxn)(X,y)=min {i(x), n(y)} € [O,l] oldugundan

uxn: XxX— [0, 1] dir. Buradan pxm, X iizerinde bir bulanik bagintidir.

) p={xeX|wx)=t}ven, ={yeX |n(y) =t} oldugundan,
Hexne = 1% y) [u(x) 2 tven(y) > t}
={(x, y) Imin{u(x), n(y)} = t}
={(x Y[ (uxn)(x, y) > t}
=(uxmn), olur.
Tanim 2.4.10. X bos olmayan bir kiime ve p, X iizerinde bir bulanik baginti olsun.
Bu durumda eger,
1 wxx)=1, vxeX
(i) nxy)=wuy,x), vxyeX

(i) pux,y)= sup {min {u(x, z), Wz, y)} }

ise n ye X tizerinde bir bulanik denklik bagintist denir.
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Tamm 2.4.11. p, X iizerinde bir bulanik denklik bagintisi olsun. Her bir a € X igin
My ya a’mn denklik smifi denir ve
Ha () =p(a, x), ¥xeX
seklinde gosterilir.
Tamm 2.4.12. p, X iizerinde bir bulanik denklik bagintisi olsun. Bu durumda,
Xlp={py | aeX}

kiimesine bulanik bolim kiimesi denir.

Lemma 2.4.13. p, Xiizerinde bir bulanik denklik bagintisi olsun. Bu durumda,

() wab)=0<min {u,, pu,}=0 (abeX)

(i) sup =1

aeX
(iii) Hig = My < (@, b) =1
(iv)  VxeX icin p(X)=py, seklinde tanimli bir p:X —X/p birebir ve 6rten

doniistimii vardir (Kuraoka ve Kuroki, 1992).
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3. BULANIK HALKALAR VE iDEALLER

3.1 Bulamk Alt Halka ve Bulanik idealler

Bu boliimde bulanik alt halka, bulanik ideal, bulanik seviye alt halka ve bulanik
seviye idealleri incelenecektir. Ayrica bulanik boliim halkasiin yapisi ve 6zellikleri
arastirilacaktir.

Tammm 3.1.1 R bir halka, pver, R halkasinin bulanik alt kiimeleri olsun.

p+mn, -y, n-mn, pu-n bulanik alt kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir. VX € R igin,

) (u+m)(x)=sup {min {u(y),n(z)}|y,zeR}

X=y+2Z

i) (-w(x)=pu(-x)
i) (L-m)(x)=sup {min { W(y),n(2)}| y,zeR}

X=Yy-2

iv) (-n)(x)=sup {min { p(y), n(z)}| y,zeR}

X=Yy-Z
pL+mn, u-n ve pu-m sirastyla pven niin toplami, farki ve g¢arpimi olarak

adlandirilir. -p, p niin negatifi olarak tanimlanir.

Tanmm 3.1.2. R bir halka ve p, R nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger
VX,y e Rigin,

() n(x-y) 2 min {ux), n(y)}

(i) p(xy) = min {p(x), u(y)}

ise pye R nin bir bulanik alt halkasi denir (Gupta ve Kantroo, 2001).

Tamim 3.1.3. u, R nin bulanik alt kiimesi olsun. Eger VX, y e R icin,

() n(x-y) 2 min {ux), n(y)}

(i) p(xy) = px)

ise i ye R halkasimnin bir bulanik sag ideali, (ii) yerine

(i) u(xy) = u(y)

ise nu ye R halkasimin bir bulanik sol ideali denir. Eger p, R halkasinin hem sol hem

sag ideali ise p ye R halkasiin bulanik ideali denir (Gupta ve Kantroo, 2001).
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Tanim 3.1.4. p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Eger Vx,y e R icin,

() n(x-y)2min {ux), ny)}

(i) p(xy) = maks {n(x), u(y)}

ise p ye R halkasmin bulanik ideali denir (De-Gang, 1998).

Ornekler 3.1.5

1. Z tam sayilar halkasi olmak {izere u:Z—)[O, 1] , VX €7 igin pu(x)=0.6 olarak
tanimlanan p bulanik alt kiimesi Z tam sayilar kiimesinin bulanik idealidir.

2. u:Z—)[O,l],Verigin

213 , X €27

nx) =
0 , XeZ-27

olarak tanimlanan p bulanik alt kiimesi Z tam sayilar halkasinin bulanik idealidir.

3. u:Z—)[O,l],Verigin

1 , X=0
wx)=<2/5 ,xe2Z-{0}
1/5 |, XeZ-2Z

olarak tanimlanan p bulanik alt kiimesi Z tam sayilar halkasinin bulanik idealidir.

Lemma 3.1.6. p, R halkasinin bulanik ideali olsun. Bu durumda Og, R nin

toplamaya gore birim elemani olmak lizere VX € R igin,

(1) nr0g)=px)
(i) u(-x) =p(x) dir (Dixit ve ark., 1992).

Ispat:
() wO0g)=p(x-x)=min {ux), u(x)} = px) = p(0z) = pu(x)

Q)
(i) p(x) =p(O0 - (-x)) = min { p(0g ), P(-x) } =p(-x) = u(x) = p(-X) (1)

()
H(-%) = 10 - X) 2 min { p(0p ), 1(x) } =p(x) = p(-X) = p(x) ¥

24



(1) ve (2)den p(-x) = u(x) esitligi elde edilir.
Lemma 3.1.7. p,R halkasmin bulanik ideali olsun. Eger X,y e Ricin, u(x) < u(y)
ise,
Hx-y) = pXx) = Wy-x)
dir.
Ispat: x,yeRicin, p(x) < p(y) olsun.

u(x - y) = min {p(x), u(y)}

= W(x)
= WX -y) = p(x) 1)
H(x) = W(x -y - (-y)) 2 min {p(x - y), p(-y)}
=min{u(x-y), wWy)} (rx) <p(y))
=W(x-y)
= ux) 2 u(x-y) (2)

olur. Boylece (1) ve (2) den u(x-y)=u(x) dir.

u(y -x) 2 min {p(y), u(x)}

= W(x)
= Wy -x) = u(x) 3)
r(x) = p(y - (y -x)) 2 min {pu(y), p(y - x)}
=Wy -x)
= Wx) 2 iy -x) 4)

olur. Boylece (3) ve (4) den p(y-x)=pu(x) dir.

Sonug olarak u(x -y) =)= u(y-x) elde edilir.

Lemma 3.1.8. p, bir R halkasinin bulanik alt halkasi olsun. Eger X,y eRigin,
H(X) < u(y) ise,

Hx -y) = (x) = Wy - x)
dir (Dixit ve ark., 1992).

Teorem 3.1.9. p, R nin bir bulanik ideali olsun. x,y € R olmak Uzere,

ux-y) =m(0g) = p(x) = (y)
dir.

Ispat: x,yeR olmak lizere, p(x - y) = pu(0;) olsun.
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p(x) = p(x -y - (-y)) 2 min {(x - y), p(-y)}
= min{n(0z), W(y)}
= Wy)

H(y) = wy - x - (-x)) 2 min {p(y - x), p(-x)}
= min{n(x-y), px)}
= min{p(0g), p(x)}
= Wx)

olur. Boylece u(x)=(y) dir.

Asagidaki 6rnekte bir R halkasinin bulanik alt halkasinin, R nin bir bulanik
ideali olamayabilecegi gosterilmistir.
Ornek 3.1.10. R reel sayilarin bilinen anlamda toplama ve ¢arpma islemi altinda

halkas1 olsun. R nin bir p bulanik alt kiimesi t,, t, € [0,1] vet, > 1, olmak iizere,

t, , X rasyonel ise

ux)=
t, , X irrasyonel ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda x rasyonel ve y irrasyonel ise xy irrasyonel olup
HRY) = ty, W(X) = to, ply) =t, dir.

Dolayisiyla t, = p(xy) = min { p(x), u(y) } = t, ancak p(xy)Zmaks{ u(x), u(y) } = t,
olup p, R nin bir bulanik alt halkasidir ancak bulanik ideali degildir.

Onerme 3.1.11. R halkasimnin bulanik alt halkalarinin herhangi bir ailesinin kesisimi

R nin bir bulanik alt halkasidir (Dixit ve ark., 1992).

Ispat: Vie A igin {i,}, R halkasinin bulanik alt halkalarinimn bir ailesi olsun. {u,},
bulanik alt halkalarinin kesigimini p = T ile gosterirsek, X,y e R igin,
nx-y) =inf {1, (x-y);

2 inf {min {u; (x), 1, (Y)}}

> min{inf p; (x), inf w, (y)}

= min {u(x), u(y)}

26



u(xy) = inf {; (xy)}
2 inf {min {u;(x), 1 (y)}}
> min {inf i, (x), inf ()}
= min {u(x), n(y)}
olur. Boylece p, R nin bir bulanik alt halkasidir.

Onerme 3.1.12. pbir R halkasimin bulanik alt halkasi, 1ise bulanik ideali olsun. Bu
durumda pn, R nin {X e R | w(x) =w(0y) } alt halkasinin bir bulanik idealidir.

Ispat: Tanim 3.1.4 ve Lemma 3.1.6 ile Teoremin ispat1 agiktir.

Teorem 3.1.13. pven, R halkasinin bulanik idealleri olsun. Bu durumda pn de

R halkasinin bir bulanik idealidir.
Ispat: Vx,yeRicin,

(LNM)(x -y) = min {ux-y), n(x-y)}
> min {min {u(x), p(y)}, min {n(x), n(y)} }
= min {min {u(x), n(x)}, min {u(y), n(y)}}
=min{(xNn)(x), (W M)}

(L AM)(xy) = min {p(xy), n(xy)}
> min {maks {n(x), u(y)}, maks {n(x), n(y)}}
= min {maks {p(x), n(x)}, maks {u(y), n(y)}}
= maks {min {u(x), n(x)}, min{u(y), n(y)} }
= maks {(n NM)(X), (LAM(Y)}

olur. Boylece pM1, R halkasmnin bir bulanik idealidir.

Teorem 3.1.14. p, R nin bir bulanik sag ideali, 1 ise bulanik sol ideali olsun. Bu

durumda pnc< pMn dir.

Ispat: Eger x eRicin, pnn(x)=0 ise sonug aciktir.
un(x) = 0 olsun. p bulanik sag, n bulanik sol ideal oldugundan VYy,z e R igin,

w(y) <u(yz) ve n(z) <n(yz) dir. Boylece,
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un(x) = sup {min {u(y), n(2)} }

< min {u(yz), n(yz)}
= min {u(x), n(x)}
=pNn(x)

olur. Béylece unc pmn dir.

Teorem 3.1.15. Vie A igin {u,}, R halkasmn bulanik ideallerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda, p = INT R nin bir bulanik idealidir.

Ispat: x,yeRicin,
u(x-y) =inf {u;(x-y);
 inf {min {u; (%), 1, ()1}
> min{inf ; (x), inf w; (y)}
= min {u(x), u(y);
w(xy) =inf {u;(xy);
> inf {maks {i; (%), ; (Y)}}
= maks {Inf p;(x), inf p;(y); (%)
= maks {(x), w(y)}
olur. Boylece [, R nin bir bulanik idealidir. Burada (*) dogrudur, ¢iinkii Vie A
i¢in,
K (%) 2 inf {p; (xy)} ve pi(y) 2 inf {p;(xy)}
= maks {p; (x), ; ()} = maks {inf g, (x), inf p; (y);
= inf {maks {; (x), u; (y)}} 2 maks {inf p;(x), inf y;(y)}
dir.

Klasik halka teorisinden bilindigi gibi A ve B bir R halkasinin iki ideali ise
AuUBnNIn de R nin bir ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul AcBveyaBc A
olmasidir. Ancak bu sonu¢ bulanik halka teorisine genisletilememektedir.
Birlesimleri bulanik ideal olan ancak birbirini igermeyen bulanik idealler mevcut
olabilir. Genel olarak iki bulanik idealin birlesiminin bulanik ideal olup olmadig,

birlesimlerinin goriintii kiimesine baghdir.
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Asagidaki ornekte iki bulanik idealin birlesiminin bulanik ideal olmayabilecegi
gosterilmektedir.
Ornek 3.1.16. Z mod 6 da tamsayilarin halkas1 olsun.
uven:Z — [O,l] bulanik alt kiimeleri t; € [0,1], 0<i<4igin,
t, <t, <t, <t <t, olmak iizere

n0) =t,

(D) =p2)=p@d) =pn(s)=t,
n3)=t,

n0)=t,
n(M=nB)=n®)=t,
n2)=n#=t,

olarak tanimlansin. p, n ve pun kiimelerini asagida oldugu gibi gosterebiliriz.
r=1(0, o), (1, t3), (2, t5), (3, t,), (4, t5), (5, t3)}
n={(0,t,), (1, t,), (2, ), 3, t,), (4, t,), (5, t,)}
pom={(0,t), (1, ), (2, t,), 3, t,), (4, 1,), (5, t3)}

Bu durumda pvemn, Z nin bulanik idealleridir ancak p\Um, Z nin bir bulanik
ideali degildir. Gergekten X =4,y =3 i¢in,
pun@-3)=pun=t;, pun@ =t,, pun3)=t, olup
pun4-3)=t, 2 min {pun(4), pun(3) } =min {t,, t,} =t, celiskisi elde edilir.

Bu durumda pvemn, Z nin bulanik idealleridir ancak p\um, Z nin bir bulanik
ideali degildir.
Sonu¢ 3.1.17. Eger p, R halkasmin sabit bir bulanik ideali ise bu durumda p
bulanik ideali A  BveB & A olmak iizere R nin A ve B bulanik ideallerinin

birlesimi olarak ifade edilemez (Dixit ve ark., 1991).

Asagidaki ornekte birbirini icermeyen iki bulanik idealin birlesiminin bir bulanik

ideal olabilecegi gosterilmektedir.

Ornek 3.1.18. R herhangi bir halka ve 0., R nin toplamaya gore birim elemant

olsun.
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pven:R —[0,1] bulanik alt kiimeleri t; €[0,1],0<i<3icin, t, <t, <t, <t, olmak

lizere,
t, , X =04
u(x) =
t, , X # 0g
t, , X =04
nx) =
t, , X #0g

seklinde tanimlansin. Bu durumda pznvengzp olup pn ve pumn, R nin

bulanik idealleridir.

Teorem 3.1.19. R halkasinin p bulanik ideali i¢in te[O,l], Im (W) = {0, t} olsun.

Bu durumda n ve 6, R nin bulanik idealleri olmak iizere,
p=nud=ncOHveyabcn

dir.

Ispat: 1z 0ved &z nise u=nuUb oldugunu gosterelim. X,y € R igin,

n(x) > 0(x) ve O(y) > n(y) olsun. p=nu0O oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

H(x) =nx) >0(x) 2 0 ve u(y) = 6(y) >n(y) 20 (@)
olur. Ayrica Im (n) = {0, t} ve (a) dolayisiyla,

H(x) =M(x) = t

uy) =6y =t

nx-y) =t (b)

olur. Bu durumda,
t=nx)>n(y) ve t =0(y) >0(x)
dir. Boylece Lemma 3.1.7 den,
nx-y)=n(y)<tveb(x-y)=6(x) <t

dir. Dolayisiyla
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W(x - y) = maks {n(x - y), 0(x - y)}
= maks {n(y), 0(x)}
<t

olur. Bu ise (b) ile ¢elisir. Kabuliimiiz yanlistir.

Teorem 3.1.20. R veR' iki halka, f :R — R’ bir rten homomorfizma ve pve §, R

nin herhangi bulanik idealleri olsunlar. Bu durumda,

) fr)="fw-+f©

(ii) fO)=FfWf©

(iii) f (ung) < f (W (&) dir (Kumar, 1992).

Teorem 3.1.21. R veR' iki halka, f :R — R' bir homomorfizma ve p, R nin, 1 ise
R' nln bir bulanik ideali olsun. Eger f birebir ve orten ise,

(i) f(w, R'nin bir bulanik idealidir.

(ii) f'(n), R nin bir bulamk idealidir.

ispat:
(1) x'y'eR'igin,
f(WE'-y)= sup w2
f (2)=x"-y'
= SUp p(x-y)
oy

> sup sup {min{u(x), u(y)}}

fO)=x' f(y)=y’

=min{sup u(x), sup w(y)}

f(9=x fy)=y’

=min{f (W), f (W)}
f(WY)= sup u(z)

f (2)=xy'

= SUp u(xy)
(o

> sup  sup {maks {u(x), w(y)} }

fO)=x' f(y)=y'

maks { sup u(x), sup u(y)}

f()=x )=y’
= maks {f ()(x), T (W)}
olur. Boylece f(u), R' niin bir bulanik idealidir.
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(i) x,yeRicin,

frmx-y)=n(f(x-y)
=n(fx)-f(y)
> min{n(f ), n(f(y)}
=min{f (), f m)(y)}
f 2 (m(xy) =n(f (xy))
=n(fx)f(y)
> maks {n(f (), n(f(y))}
=maks{f *(m)(x), f *M)(y)}

olur. Béylece f (1), R nin bir bulanik idealidir.

Teorem 3.1.22. RveR' iki halka, f:R —R' bir homomorfizma olsun.

durumda,

(1) pve 6, Rnin bulanik idealleri olmak tizere f(u)f(0)< f(ud)

(i) m ve & R'niin bulanik idealleri olmak iizere f*(n)f (&)< f (&)
dir.

Ispat:

(i) yeR,a=(ff®)(y) veB=(fuo)(y) olsun.

Eger Vy,, ¥, €R'icin y=y,y, ise a=0<pdir.

Y., Y, € R' olmak iizere y =y,y, ve £ >0 olsun. Bu durumda,

a=(ffO)(Y)
= sup {min {(f (W)(y, (FON(¥)}}

Y=Y1Ya
= sup {min{ sup u(x), sup O(x)}}
YY1y xef(y) xef(y,)

dir. Bdylece herhangi x, € f *(y,) ve x, e f *(y,) i¢in,
or-€ <min {p(x,), 0(x,)}

< (UO)(x,x,)
< sup (UO)(x)

xefi(y)

= (f(u0))(y) =P
dir. Dolayisiyla € >0 keyfi oldugundan o <p dir.
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(i) xeR, 0= (f () T *(E)(x) vey=(f ' (M&))(x) olsun.
Eger VX, X, €R igin X # XX, is€ @ =0<y dur.
X;, X, € R olmak tlizere X =X,X, ve 6 >0 olsun. Bu durumda,

o=(f 7 ENX)
= sup {min {(f " ()(x,), (f “©))(x,))}}

= sup {min{n(f (x)), E(f(x,))}}

X=X X,

dir. Boylece X = X;X, olmak lizere X, X, € R i¢in,

-8 <min n(f(x,), &(f(x,)}
<Mé(f(x)
=(f ' meHx) =y

dir. Dolayisiyla 8 >0 keyfi oldugundan o <y dur.

3.2. Bulanik Seviye Alt Halkalari ve Bulanik Seviye Idealleri

Lemma 3.2.1. p bir R halkasinin bulanik alt halkasi olsun. Bu durumda t <p(0;)

olmak iizere her bir p, seviye alt kiimesi R nin bir alt halkasidir (Dixit ve ark.,

1992).

Teorem 3.2.2. p bir R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda, p, R nin
bir bulanik alt halkasidir < t € Im (1) olmak iizere her bir p, seviye alt kiimesi R

nin bir alt halkasidir (Dixit ve ark., 1992).

Teorem 3.2.3. p bir R halkasmin bulanik sol (sag) ideali olsun. Bu durumda

0<t<pn(0g) olmak iizere n, seviye alt kiimeleri R nin sol (sag) idealleridir.

Ispat: 0<t<p(0y) olsun.

(i) wo={x|ue 2t =0, ep,
=p, #dir.

(if) p bir bulanik sol (sag) ideal oldugundan,
u(x-y) = min {p(x), W(y)} =t = x-yep, dir.
re R olsun. ¥x e R igin,

HIx) 2 pux) 2t=rxep, (pxr2pux)2t=xrep, )
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dir. Boylece (1) ve (i1) den p,, R nin bir sol (sag) idealidir.

Teorem 3.2.4. p bir R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Eger Vt € Im () igin,
(i) p,, Rninbirsolideali = p, R nin bir bulanik sol idealidir.

(i) ., R nin bir sag ideali = p, R nin bir bulanik sag idealidir.

Ispat:

(i) Vtelm(p) i¢in p,, R nin bir sol ideali olsun. Bu durumda Vvt e Im (n) i¢in

0, e p,dir. Dolayisiyla p(0g) >t dir.

x,yeRvet,selm(u i¢in p(x)=t, u(y)=s olsun. Genelligi bozmadan S=>t
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

Wy)=s2t=x,yep,

olur. p,, R nin bir sol ideali oldugundan x-y e p, dir. Bu nedenle,

Wx-y) = t=min {p(x), L(y)}

dir. y e u, ve pg, R nin bir sol ideali oldugundan Xy € p olur. Dolayisiyla,
H(xy) = s = u(y)
olur. Boylece 1, R nin bir bulanik sol idealidir.

(i) Benzer sekilde ispatlanir.

Lemma 3.2.5. p bir R halkasinin bulanik sol (sag) ideali ve t,s e Im (u) olsun.

Bu durumda p, =p, < t=s dir.

Ispat: (<) t=s ise p, =y, olur.
(=) 1, =1, olsun. t e Im (n) oldugundan p(x)=t olacak bigimde 3X € R vardir. Bu
durumda xep, olup bodylece t=p(x)>s olur. Benzer sekilde s>t oldugu da

gosterilebilir. Dolayisiyla t=s dir.

Lemma 3.2.6. A bir R halkasinin sol (sag) ideali olsun. Bu durumda 3t €]0, 1] i¢in

R nin p, = A olacak bi¢cimde bir pbulanik sol (sag) ideali vardir.

Ispat: t<]0,1] ve R nin bir p bulanik alt kiimesi
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t ,XxeAise

wx) =
0 , XegAlse

seklinde tanimli olsun. Bu durumda p, R nin bir bulanik sol (sag) ideali ve A =,
dir.
Tamm 3.2.7. p bir R halkasinin bulanik alt halkasi ve 0<t<p(0;) olsun. Bu

durumdap, alt halkasina pniin bir seviye alt halkas1 denir.

pbir R halkasinin bulanik alt halkasi olsun. Eger,
Im (W) ={ty, t;, ..., t,}» to >t >...>t, iSe uniin seviye alt halkalarinmn zinciri,
M, SH, S-Sy, =R

seklindedir.

Tamm 3.2.8. u, R nin bir bulanik sol (sag) ideali ve t €[0,1] olsun. Eger p,, R nin

bir sol (sag) ideali ise bu durumda p, ye R nin bir seviye sol (sag) ideali denir.

Tanmm 3.2.9. pu bir R halkasinin herhangi bir bulanik ideali olsun. te[0,1] ve

t <u(0;) olmak iizere p, ideallerine pniin seviye idealleri denir.

Lemma 3.2.10. A bir R halkasinin bulanik sol (sag) ideali olsun. Bu durumda,

A, ={xeR|JAX)=A(0)}
kiimesi R nin bir sol (sag) idealidir (Malik ve Mordeson, 1990).
Teorem 3.2.11. Eger p bir R halkasinin herhangi bir bulanik ideali ise S<t olmak
lizere, L niin p, Ve p, seviye idealleri esittir < s<p(x)<t olacak bi¢cimde R nin
bir x eleman1 yoktur (Kumar, 1992).
Ispat:
(=): p,=p, olsun. s<u(x)<t sartim1 saglayan bir XeR bulundugunu
varsayalim. O halde p(x)>s ise X e p,ve u(x) <tise x ¢ p, oldugundan p, & p dir.

Bu da bastaki varsayimimiz ile ¢elisir.

(<) s<p(x) <t sartin1 saglayan bir X € R bulunmasin.
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s<t oldugu i¢in p, < p, dir. (1)
X € u, olsun. O halde p(x)>s olur ve p(x), s ile t arasinda bir deger olmadigindan
wx) > t=x ep, dir. Boylece p, < p dir. (2)

(1) ve (2) den p, = p, elde edilir.

Teorem 3.2.11 den bir p bulanik idealinin seviye ideallerinin farkli olmasi
gerekmedigi anlasilir. Dahasi seviye idealleri bir zincir olusturur. VX e€R igin
u(x) <(0g) oldugundan t=p(0,) olmak iizere p, seviye ideali pniin tim seviye
ideallerinin ailesinin en kii¢lik elemant olur. Eger,

Im () ={ty, t;, ..., t,}, to >t >...>t, ise pniin tiim seviye ideallerinin zinciri
H, SH, Sy =R

seklindedir.

Teorem 3.2.12. pu bir R halkasimnin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda, p, R nin
bir bulanik idealidir < t e Im (n) olmak iizere her bir p, seviye alt kiimesi R nin bir
idealidir (Dixit ve ark., 1992).
Teorem 3.2.13. R bir halka, ¢(a)={A| A, R nin bir ideali,a € A} ve u, R nin bir
bulanik ideali olsun. Bu durumda x, y R igin,
() o(x)=¢(y) = nx) =p(y) dir
(i) o(x) = o(y) = p(x) <p(y) dir.
Ispat:
(1) x,yeR i¢in o(x)=¢(y) olsun. pu(x)>u(y) oldugunu kabul edelim.
Mx)=t=xeu, veyeu,

=l €Q(x) ve p, € 0(y)
olur. Buise ¢(x)=@(y) olmasi ile gelisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.
(i) X,y eR i¢in o(x) < ¢(y) olsun. Bu durumda,
Hx)=t=xep,

= 1 €9(x)

= 1, €9(y)
=yep = uy)2t=ux)
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dir. Boylece p(x)<u(y) dir.

Teorem 3.2.14. R ve R' herhangi iki halka ve f:R — R' homomorfizmasi 6rten
olsun. u, R nin Im(w) = {t,, t,,..., t,}, t, >t;, >...>t, olacak bi¢imde bir bulanik
ideali, n ise R' nin Im(n)={0,, 0y, ..., @, }, @, >0, >...>0, olacak bicimde bir
bulanik ideali olsun. Bu durumda,

() Eger n niin seviye ideallerinin zinciri, n, <, <..cn, =R"ise f (1) niin
seviye ideallerinin zinciri, f(n, )< f*(n,)c..c f™*(n,)=R olur.

(i) Eger  niin seviye ideallerinin zinciri, p, cp, =...cp, =R ise f(n) nin

seviye ideallerinin zinciri, f(u, )< f(n,)c...c f(y, )=R"olur,

Ispat:
(i) n(f(x))=(f"(n)(x) oldugundan Im (n) =Im (f *(v)) diir. Ayrica
xe (), & (F ) 20
<on(fx) 2o,
< f(X) e M,
oxef? M,,)
oldugundan,
(), = f*(n, ) olur.

Boylece f () niin seviye ideallerinin zinciri,
f2m,)c () c..c f*(n,)=R dir.

(i) Agikca Im (f (W) < Im () dir. (f(w), = f(y,) oldugunu géstermek i¢in
y e (f(w), olsun. Budurumda,

t. <(f(W)(y)= sup w(z) dir. Dolayisiyla Ix € f(y) i¢in t, <p(x) dir.

zef(y)
Boylece X ep, olup y e f(x) e f(u, )= (fw), = f(u,) olur.
Sonug olarak (f(w), = f(w,) dir.

Boylece f (w)niin seviye ideallerinin zinciri,
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flu)csfp)c...c fly, )=R" dir

3.3. Bulanik Boliim Halkalarn

Teorem 3.3.1. I bir R halkasinin bulanik ideali olmak iizere V(X,y) €e RxR i¢in,

uxy) =Ix-y)
seklinde tanimli p bulanik bagintist bir denklik bagmtisidir (Kuraoka ve Kuroki,
1992).

Lemma 3.3.2. I bir R halkasimnin bulanik ideali ve V(X,y) e RxR ig¢in p denklik
bagintis1 pu(x,y) =I(x -y) seklinde tanimlansin. Bu durumda Vvx, X' € R i¢in,
Hpg = Kpg < I(x-x) =1 dir.
Ispat: Lemma 2.4.12 den V(x,y) e RxR igin,
Hpg = My < WX, x') =1 dir. Budurumda p,; =, < I(x-x) =1 olur.
R/u={p,, | x €R} olmak iizere R/p iizerinde toplama ve garpma sirastyla VX € R
i¢in,
+:R/uxR/p— R/p olmak tizere W, +Wyp = Koy
T R/uxR/u— R/p olmak tizere W, My = Ky
olarak tanimlansin. Bu durumda,
(s Hyp) = (i Byp) = B = e Ve By = My

= Wpxg T Hpyy = Bpxg + By VE Hpg iy = Bep ~Byyg

= Myl = Hpxesyy VO Higp = Hixyy
dir. R/u bu sekilde tanimlanan iglemler altinda bir halkadir. Bu halkayr R/ ile
gosterecegiz.
Tanim 3.3.3. R bir halka, I, R nin bir bulanik ideali ve K, ¥(X,y) e RxR i¢in,

ney) =I(x-y)
seklinde tanimli R nin bir bulanik denklik bagntisi olsun. Bu durumda R/

halkasina R nin I tarafindan tiretilmis bulanik boliim halkasi denir.
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Lemma 3.3.4. R halka ve R/ bulanik boliim halkasi olmak iizere VX €R i¢in

P(X) =py,, seklinde taniml birebir ve &rten p:R —R/I bir homomorfizmadir

(Kuraoka ve Kuroki, 1992). Bu homomorfizmaya dogal homomorfizma denir.

Teorem 3.3.5. R ve R' iki halka f :R — R' homomorfizma ve f(I) < I' olmak

tizere | ve I' sirasiyla R ve R' niin bulanik idealleri olsun. Bu durumda,

f
R — R
\ \
R/l — RYI
¢

diyagrami degismeli olmak iizere f*:R/1— R I' bir homomorfizmadur.

Ispat: f *(u[x]) =M1 oy Olmak tizere pven,

VX, yeR i¢in p(x,y)=I(x-y)

VX, y eR' i¢in n(x, y) =1(x"-y)

seklinde taniml1 bulanik denklik bagintilar1 olsun. Eger,

Mixg = M, = 1(x; -x,) =1 olup,

N(f(x,), F(x)) =T(F(x)- F(x) =T(F(x;-x,)) = T (I(x;-x,)  (F()< )
2 I(X1 - Xz)
=1

olur. Béylece n(f(x,), f(x,))=1 olup Lemma 2.4.12 den m(, ;; =M, dir-

Dolayistyla f~ iyi tanimhidir. Ayrica,

(b + ) = 7 (Mpeyy)
= et ey
=Nt o+ £
=Nrreor T Mern
= 7 (pg) + T (1)
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f *(“’[x] ) “’[y]) =f *(H’[xy])
=Mrt ey
=MNrt o1 ()1

=MNrtoar Nie
= f*(M[x])‘ f*(u[y])

olup f” bir homomorfizmadir.

Teorem 3.3.6. (Izomorfizma Teoremi) R ve R' iki halka f :R — R' birebir ve
orten bir homomorfizma, ', R' niin bulanik ideali ve f*(I') =1 olsun. Bu durumda,
R/1=RY1'dir.

Ispat: Teorem 3.1.21 den I, R nin bir bulanik idealidir. Ayrica f(I)=f(f*(1"))=1I"
diir. Teorem 3.3.5 den f":R/I—RYI' bir homomorfizmadir. f* m bir drten
fonksiyon oldugu aciktir. f* m birebir oldugunu gostermek i¢in My, € Cek f olsun.
™ (gay) = Mg oy = Mpog = ' (F(2)) =1

= I(a-0y) = (@) = f *(IN(@)=I'(f (a)) =1

= Hpa = Hpog

olur. Béylece f” birebir olup bir izomorfizmadir.

Dolayisiyla R/1=R/1" dir.

Tamim 3.3.7. R ve R' iki halka f :R — R' homomorfizma olsun.

(i) R' niin 0, bulanik noktas: i¢in Cek f = f *(0,) seklinde tanimlanan Cek f

kiimesine f nin bulanik ¢ekirdegi denir.

(i) R nin R bulanik kiimesi i¢in Imf = f(R) seklinde tanimlanan Im f kiimesine
f nin bulanik goriintiisii denir.

Teorem 3.3.8. (Homomorfizma Teoremi)

R ve R' iki halka f :R — R' birebir ve 6rten homomorfizma olsun. Bu durumda

R/Cek f =R’ olur.
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Ispat: f*(0,)=Cekf oldugu igin Teorem 3.3.6 (izomorfizma Teoremi) den
R/Cek f =R'/0, dir.

R'/0, ={X,'| X' €R'} oldugundan R'=R'/0, olup bdylece R/Cek f =R" dir.

Teorem 3.3.9. [, R halkasinin bir bulanik ideali olmak tizere I. ={x eR|I1(x) =1}

ise R/l, = R/l dir.

Ispat: ¢:R — R/I dogal homomorfizma olsun.

Cek(P:{XER’(P(X):H[oR]}
={xeR “’L[x] = Hio.1 ¥
={xeR|I(X)=1}=1.

olur. Boylece Teorem 3.3.9 dan R/l. =R/l dir.

Teorem 3.3.10. RveR' iki halka f:R —R' homomorfizma ve I, R nin, I'de
R' nuin bulanik ideali olsun.

(i) fH(f)=1+Cekf

(i) f(f ) =I'nImf dir.

Ispat:
(i) zeRolsun.

(1+Cek f)(2) = sup{min{1(a), Cek f(b)}}

z=a+b

= sup I(a)

z=a+b
beCek f

sup 1(a) (beCek f = f(b)=0g)

f (a+h)=f (2)

sup 1(a)

f (a+h)=f (2)

F(f(2)=f(f(1)(2)
olur. Béylece f*(f(l))=1+Cek f dir.

(i) VX eR' igin,
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(I'mIm £)(x) = min { I'(x"), Im f (x)}
=1'(x) X'elmf =3y eR'icin f(y)=X)
=I(f (y))
= FHIY)
=(FAI)(F(x))
= F(FHINK)
olur. Béylece f(f*(I")=I'nImf dir.

Teorem 3.3.11. RveR' iki halka f : R — R' birebir ve orten bir homomorfizma ve

A ={I]1, R nin bulanik ideali, Cek f <1}

B={I'|I' R nin bulanik ideali }
olsun. Bu durumda A dan B ye birebir ve orten bir doniisiim vardir.

Ispat: ¥: A — B doniisiimii Vle A icin W(I)= f(l) seklinde tammli olsun. Bu
durumda f (1), R' niin bir bulanik ideali olup V1 e Aigin ¥(I)= f(l) € B olur.

Y nin birebir oldugunu géstermek i¢in W(I) =¥ (J) olsun.

Bu durumda f (1) = f(J) dir.

Ayrica f birebir ve orten oldugundan I=1+Cek f ve J=J+Cek f olup,

| =1+Cek f = f(f (1))

=f7(f Q)
=J+Cek f
=]

dir. Boylece ¥ birebirdir.
W nin 6rten oldugunu géstermek icin 1'eB olsun. Bu durumda f (I, R nin bir
bulanik idealidir. z € Cek f olsun. Bu durumda,
f(1N(2) = I'(f (2)) = I'(0x ) =1 olur. Boylece
Cek f < £7(I"
dir. Ayrica Teorem 3.3.10 dan
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P = (1)
=I'nImf

-
olur. Boylece ¥ ortendir.
Teorem 3.3.12. R bir halka, | ve J, | = J olmak tizere R nin bulanik idealleri olsun.
Herhangi bir ¢ : R — R/I dogal homomorfizmasi i¢in, R/l = (R/1)/ (p(3)) dir.
Ispat: Ceke < I<J oldugu igin ¢(J), R/l nin bulanik idealidir.

Ayrica ¢ (p(J)) =T +Cek =17 oldugu i¢in R/l = (R/1)/ (p()) dir.
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4. SONUC VE ONERILER

(ideal), bulanik seviye alt halkasi (ideali) ve bulanik boliim halkasi kavramlari
verilerek, bu yapilarin temel 6zellikleri detaylariyla incelenmis ve bunlara ait bazi

Oonemli sonuglar elde edilmistir.

Bulanik cebir teorisindeki bulanik halka ve bulanik ideal yapilari ile klasik cebirde
yer alan Klasik halka ve ideal yapilarinin benzer 6zellikler tasidigi gézlemlenmistir.
Bir bakima, klasik halka teorisi genellestirilerek, bulanik mantik ad1 verilen farkl bir
mantik sistemi iizerine insa edilen yeni halka yapilarinin da ayn1 cebirsel 6zelliklerin

korundugu sdylenebilmektedir.

Bu ¢aligma, bulanik cebirsel yapilardan birisi olan bulanik halkalar tizerine olmasi
sebebiyle, bulanik mantik sistemi iizerine kurulan diger bulanik cebirsel yapilarla
calismak i¢in 6nem tagimaktadir. Bu yoniiyle farkli cebirsel yapilar lizerinde yeniden

ele alinarak bu yapilar {izerinde yeniden degerlendirilebilir.
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