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OZET

ISTATISTIKSEL KORELASYON KAVRAMI

Esra DEMUR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2014
Yiksek Lisans Tezi, 105s.

Danigsman: Prof. Dr. Cemil YAPAR

Bu tez on boliimden ibarettir. Bu boliimlerde korelasyon katsayisi cesitli
yonlerden ele alinmistir. Buna ek olarak, kanonik korelasyon hakkinda
aciklayic1 bilgiler verilmistir. Konulara iliskin geometrik yorumlar
eklenmistir. Tezde ihtiya¢ duyulan bilgiler ekte sunulmustur.

Anahtar Kelimeler : Pearson korelasyon katsayisi, Kanonik korelasyon, Kanonik
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ABSTRACT

CORRELATION CONCEPT iN STATISTIC
Esra DEMUR

Ordu University
Institute of Science
Department of Mathematic, 2014
Master Thesis ,105p
Supervisor: Prof. Dr. Cemil YAPAR

This thesis consists of ten chapters. In these chapters, correlation coefficient
has been discussed from various aspects. In addition to this, explanatory
information on canonical correlation has been given. Geometric
interpretations relating to the topics have been appended. Information
needed for this thesis has been presented in the appendix.

Key Words: Pearson’s Correlation coefficient, Canonical correlation, Canonical
correlation coefficient, Singular value decomposition, Salton’s cosines
similarity.



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasi siirecinde, ¢ok kiymetli zamanlarini ayirarak
calismalarima yardimci olan engin bilgi ve deneyimleriyle bana yol
gosteren degerli danismanim Prof. Dr. Cemil YAPAR ‘a en igten
tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, zaman zaman bilgi ve goriislerine
basvurdugum Ordu Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik
Bolimi  6gretim iiye ve Ogretim elemanlarina tesekkiir ederim.
Calismalarim boyunca yardimlarint eksik etmeyerek bana moral veren
Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii yiiksek lisans 6grencisi
kiymetli arkadasim Fatma Buglem YALCIN’ a ve hayatim boyunca
yanimda olan, maddi ve manevi yardimlariyla ideallerimin
gerceklesmesini saglayan degerli aileme ylirekten tesekkiirii bir borg

bilirim.



ICINDEKILER

AB S T R A C T .

TESEKKUR. ...t

ICINDEKILER. ... ..o,

SEKILLER LISTESI. ... el

CIZELGELER LISTEST. ..o e,

SIMGELER VE KISALTMALAR..........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii s
EKLISTESI......ooooiiii e,
ONCEKI CALISMALAR...........cocooiiiiitoieeeeee ettt
1. GIRIS ... e,
2. KORELASYON KAVRAMINA GENEL BIR BAKIS................
2.1.  Korelasyon kavrami ve korelasyon ¢esitleri...................ooooeeneen...
2.2.  Korelasyon katsayisina bakmanin on ti¢ yolu...................ooeeinn.
2.3.  Ham sayilar ve onlarin ortalamalarinin bir fonksiyonu olarak
KOTEIASYON. ... .t
2.4.  Standartlastirilmis kovaryans olarak korelasyon............................
2.5.  Regresyon dogrusunun egimi olarak korelasyon............................
2.6.  Iki regresyonun egiminin geometrik ortalamasi olarak korelasyon ......
2.7.  Iki varyansim ortalamasinin karekokii olarak korelasyon .................
og  Standartlagtirilmis degiskenlerin ortalamalarinin ¢apraz garpimi olarak
KOTEIASYON. ...t
2.9. ki standartlastirilmis regresyon dogrusu arasindaki acmimn bir
fonksiyonu olarak Korelasyon...........ccccvviviiiiiiiic i
2.10. ki degiskenli vektorler arasindaki agmin bir fonksiyonu olarak
KOT@IASYON. ...t
2.11. Standartlastirilmis sayilar arasindaki farki yeniden oOl¢eklendiren bir

varyans olarak korelasyon ................ccooiiiiiiiii

Sayfa



2.12.
2.13.

2.14.

2.15.

3.1
3.2.

4.1.
4.2.
4.3.

6.1.

6.2.
6.3.

6.4.

7.1.
7.2.

Balon kuralindan tahmin edilen Korelasyon..............cccceoveeviveveiiieinennn, 8

Es yogunlugun iki degiskenli elipslerle iligkisinde korelasyon............ 9

Tasarlanan denemelerden test istatistiklerinin bir fonksiyonu olarak

KOPEIASYON. ...\t 10
Iki ortalamanin bir oran1 olarak korelasyon...................c..cccuuvvunnni. 11
KANONIK KOR]:ZLASYON KAVRAMI KANONIK
KORELASYON DEGISENI VE KANONIiK KORELASYON
KATSAYISL.ccuaiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiisattcsessscssssscssnssossnnsses 13
Kanonik korelasyon kavramina sade bir bakis........................o. 13
Kanonik korelasyon kavramina genel bir bakis....................oooen.e. 16

KORELASYON KATSAYISI HAKKINDA EK YORUMLAR..... 26

Orneklem korelasyonunun bir geometrik yorumu.......................... 26
Kitle korelasyonu hakkinda ¢ikarimlar.............................ocoe e 28
picin giiven araliklart........ ... 29
X in korelasyonu ve dagilimi..............coooviiiiiiiiiiiiie e 31

BiR DEGIiSiK BAKISLA KORELASYON KATSAYISINI ELDE

Bagka bir bakisla korelasyon katsayisinin ortaya konmasit................. 34

PEARSON’UN KORELASYON KATSAYISI VE SALTON’UN

KOSINUSU ARASINDAKI ILISKI ..o, 38
Pearson r korelasyon katsayis1 ve Salton’ un kosiniisii arasindaki

iliskinin geometrik yOrumu...........ooviiiiiiiiii i 38
Problemin formiillemesi..............oooiiiiiiiiii 39
r vecos(@)arasindaki iliski i¢in matematiksel modeller.................. a1

Kosiniis iliskisinden bagka r ve diger benzerlik dlgiileri arasindaki

TSKI. e 44
PEARSON’UN r SININ YENI BIR YORUMU.......................... 45
I NN QEOMETITK YOTUMU. ....uutitititit et e 45
Baska bir bakisla korelasyon katsayist............c.cooeiiiiiiiiiiiiinn 48

\



8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.

9.1
9.2.
9.3.
9.4.
9.5.
10.
10.1.
10.2.
10.3.
10.4.
10.5.
10.6.
10.7.
10.8.
10.9.
10.10

10.11.

10.12

10.13.

11

OLAYLA ARASINDAKI BAGIMLILIK VE BAGIMSIZLIK

TLISKIST ICIN KORELASYON........oioiiiiiiiiiiii i, 52
Olaylar arasindaki bagimlilik................co 52
Ug bagimlilik: mitkemmel ve zit..............ooooiiiiiiiiiiiiii o4
Olaylar arasindaki korelasyon.................ccoooviiiiiiiiiiiiiaieieeann 57
Bilinmeyen bagimlilik i¢in hesaplama......................ccooiiinL . 61
Bagimliligin isareti hakkinda bilgiyi kullanma.............................. 63
KORELASYON SINIRI. ... 64
TanImlar. .. ... 64
HIPOtOZ. .o 65
ISPt o e 65
GOTSEIESHIIIC. . .ottt e e aee e 67
GEOMELITK SEZGI. . vt eee ettt et e e e e e 70
BAZI YARARLI DONUSUMLER VE DAGILIMLAR............... 72
Lineer dOntsimIer...........ooiiiiiii i 72
Mahalonobis donUsimil...........coeoeiinii e, 73
Orneklem Mahalonobis dontistmii..............ovvevvniiniiiiiieieenn, 74
Orneklem dlcekleme dOnUSUMI. ... ....uevneeeeen e, 74
Bir yararlt matris Ornegi.......o.ouvvuiieiiiiiii i 74
Temel bilesen analizi................oooiiiiiiiii e, 75
Formulleme..........oooiii i 75
Hesaplama...... ... 76
TBA Ve tayfi ayrigim.........oooouiuiiii e 79
Varyansin agiklanmasi...........oooiiiiiiiiiiii 80
Olgek deGismezIiFi.........ovvie i 81
Temel bilesen sayilari..............coooiiiiiiiiiii 82
Orijinal degerle ile temel bilesenlerin korelasyonu......................... 82
SONUC VE ONERILER..... ..o, 84

Vi



VI



SEKILLER LISTESI

Sekil No Sayfa

Sekil 2.1  Standartlagtirilmig degiskenler i¢in iki degiskenli korelasyonun geometrisi 5
Sekil 2.2  Es yogunluk elipslerinin fonksiyonlarina baglanan korelasyon ............... 10

Sekil 4.1  Standartlagtirilmis degiskenler arasindaki korelasyonun geometrik yorumu 27

Sekil 4.1  xin korelasyonu ve dagilimi (1) ..........oooiiiiiiiiiiiiiiiie e, 31
Sekil 4.3  x in korelasyonu ve dagilimi (2) .........cooooiiiiiiiiii 32
Sekil 6.1  Pearson un r si ve Salton un Kosintisii ............cceuveviiiiiinininen.n. 38
Sekil 7.1 pearson un r =cos® /2 —SiN? ot/ 261GHSH ........ovveiiiiii 46
Sekil 8.1  Iki olay arasindaki bagimlilik ..................cooeiiiiieiiiiiniiieei 54
Sekil 8.1  Frank korelasyonunun bir fonksiyonu olarak iki iligkili olayin olasiligi...... 60
Sekil 9.1 X ve y nin tiim pozitif lineer kombinasyonlarinin bir gérsellemesi......... 70



CIZELGELER LISTESI

Tablo No

Cizelge 7.1 p korelasyon katsayisi, nu ve pu arasindaki iligki....................ooe..

Cizelge 9.5 Degisken sartlar altinda korelasyon sinir yiizeyi



SIMGELER VE KISALTMALAR

GKT : Genel kareler toplami
RKT : Regresyon kareler toplami
HKT : Hata kareler toplami1
SDA : Singiiler deger ayrigimi1
mnku : Miikemmel negatif korelasyondan
uzaklik
) Miikemmel pozitif korelasyondan
mpku ' uzaklik
Pu : Pozitif uzaklik
Nu : Negatif uzaklik
Koseg : Kosegen
Kov : Kovaryans
Var : Varyans
E[] : Beklenen deger
B : Temel bilesen
TBA : Temel bilesen analizi
CDND : Cok degiskenli normal dagilim
Y cos : Yalanci kosiniis
J ; Jaccard
P() : Olasilik
o.y.f : Olasilik yogunluk fonksiyonu

XI



EK No

EK 1.
EK 2.

EK LIiSTESI

Gosterge fonksiyonlart.............ooooiiiiiiiiiii i

Cok degiskenli normal dagilimlar

Xl



ONCEKI CALISMALAR

Istatistiksel konular olarak tanimlanan deneysel ve teorik gelismeler 1885°de Sir
Francis Galton tarafindan sunuldu. Bundan sonra 1895°de Karl Pearson, Pearson r

sini yayimladi. Chatilon eliptik es yogunluk ¢evre egrilerine sahip olan iki degiskenli
dagilimlarm bir smifim verdi ve korelasyonun kabacar =/1—(h/H )2 oldugunu

belirledi. . Marks (1982) basit bir hesaplaz, =0daki teget dogrunun egiminin

korelasyon oldugunu gosterdi.

Iki degiskenli normallik altinda r’nin rneklem dagilimi ilk olarak 1915°de Fisher

tarafindan ortaya konan ve biraz karmasiktir. Bununla beraber, sonunda anlasildi ki,

2
1_ 2
n bitytidiigiinde bu dagilim yaklasik olarak p ortalamali ve V () = M

varyansl
n-1 y

normal dagilim oldugunu gosterdi.

Jones ve Furnas (1987) Salton’ un kosiniisii ve Pearson’ un korelasyon katsayisi

arasindaki farki geometrik terimlere gore acikladilar.

Xl






1.GIRIS

Istatistikte ve olasilikta korelasyon katsayist kavrami dnemli bir yer tutar. Istatistikte,
Ozellikle lineer modellerde ve lineer regresyon modellerinde bagimli degisken ve
aciklayici degiskenler arasindaki lineer iligkilerin varligimin kesfinde, korelasyon
katsayis1 ve belirleme katsayisindan yararlanilir. Olasilikta ise olaylar arasindaki
bagimlilik ve bagimsizlik iligkileri ¢ogu kez olaylarin korelasyonlarinin belirlenmesi
ile ortaya konur. Korelasyon katsayisi lineer iligkileri belirleyen bir katsayidir. Lineer
olmayan iliskilerin belirlenmesi baska yontemlerle ortaya konulur. Korelasyon
katsayis1 kavramini birgok yonden ele almak miimkiindiir. Burada bu kavrama
bakiglardan 6nemli bir kismin tanitildi. Bu tanitimlardan sonra korelasyon
katsayisinin geometrik yorumlari da ortaya kondu. Ciinkii geometrik bakig, konunun
anlasilmasinda 6nemli kolayliklar getirmektedir. Ozellikle kanonik korelasyon
kavrami1 daha agik ve anlasilabilir bir sekilde ortaya kondu. Bu kavramin
aciklanmasinda kullanilacak olan lineer cebir ifadelerine yer verildi. Tiim konularin
incelenmesinde agiklayici 6rneklere basvuruldu. Ozellikle geometrik yorumlar
sekillerle aciklanmaya calisildi. Biitiin bunlar yapilirken genis bir kaynak taramasina

yer verildi.



2.KORELASYON KAVRAMINA GENEL BiR BAKIS

Burada korelasyon katsayist kavramina genel bir bakis yapilacaktir. Cok genis olan

bu kavram birbirinden on ti¢ farkli bakisla ele alinacaktir.
2.1 Korelasyon Kavrami ve Korelasyon Katsayisi

Korelasyon iki rasgele degisken arasindaki iliskinin (lineer iliskinin) bir 6l¢iisiidiir.
Bu iliskiyi olgen katsayiya korelasyon katsayisi denir. Korelasyon katsayisi

dlgekleme biriminden bagimsizdir ve [-1,1] kapali aralifinda degerler alir. Kitle
korelasyon katsayis1 pile, 6rneklem korelasyon katsayisirile gosterilir. Korelasyon

katsayisiin karesine belirleme katsayis1 denir. Kitlede R?ile 6rneklemde r?ile

gosterilir. r’, R? nin 6rneklemden tahminidir. I nin sifira yakin olmas1 X veY arasinda
zayif bir korelasyon (iliski) oldugunu +1 ‘re yakin olmasi ise miikemmel bir
korelasyonun oldugunu sdyler. Korelasyonun negatif olmasi degiskenlerden birinin
degeri artiyorken digerinin azaldigini, pozitif olmasi biri artarken digerinin arttigini

(ya da biri azalirken digerinin azaldigini) soyler.

Biz burada korelasyon katsayisina bakmanin 13 yolunu kisaca 6zetleyecegiz ve sonra

da kanonik korelasyon katsayis1 tizerinde ayrintil1 bir sekilde duracagiz.
2.2. Korelasyon Katsayisina Bakmanin On Uc Yolu

[statistiksel konular olarak tanimlanan deneysel ve teorik gelismeler 1885°de Sir
Francis Galton tarafindan sunuldu. Bundan sonra 1895°de Karl Pearson, Pearson "un
I sini yayimladi. Biz burada I nin istatistigi 6gretenlere yararli olacak olan hem
gecmisine ve hem de bir takim kavramsallastirmalar iizerinde duracagiz. Asagida,
korelasyon katsayisini yorumlamak i¢in daha uzun bir inceleme bi¢imini sunacagiz.
Bu boliim, korelasyonun bir genis ve kavramsal farkli katsayiya gelistirildigini, ayni
zamanda bir ylizyll Onceki katsaymin onun gegen zamanla Onemli derecede

etkilenmedigini gosterir.



2.3.Ham Sayillarin ve Onlarin Ortalamalarinin Bir Fonksiyonu Olarak

Korelasyon

Pearson ¢arpim-moment korelasyon katsayisi her iki degiskenin lineer doniisiimiiyle
degismeyen bir boyutsuz katsayidir. Pearson ilk olarak 1895°de bu 6nemli 6l¢iim i¢in

matematisel bir formiil ortaya koydu. Bu formiil:

(X -X)(v-Y)
X (x-X) XNV

dir. Bu veya bazi basit cebirsel degisik bicim, istatistik ders kitaplarinda bulunan

r =

- 2.1)

formiil i¢in alisilagelen bi¢imdir. Pay kisminda ham sayilar her bir degiskenden
ortalama ¢ikarilarak merkezilestirilir ve merkezilestirilen degiskenlerin capraz-
carpimlarinin toplami yapilir. Paydada, ayni birimlere sahip olmak icin degiskenlerin
Olcekleri ayarlanir. Boylece (2.1) bagintis1 r yi iki degiskenin capraz-¢arpiminin
merkezilestirilmis ve standartlagtirilmis toplami olarak ifade eder. Cauchy-Schawarz
esitsizligini kullanarak payin mutlak degerinin paydadan kiigiik veya esit oldugu
gosterilebilir. Bu nedenle r icin +1 lik sinirlar belirlenir. Bu formiiliin bir¢ok basit

cebirsel dontistimleri hesaplama amaclari i¢in kullanilabilir.
2.4. Standartlastirilmis Kovaryans Olarak Korelasyon

Korelasyon gibi, kovaryans da degiskenler arasindaki lineer iligskinin bir Slgiisiidiir.
Kovaryans merkezilestirilen degiskenlerin capraz-carpimlarinin toplami tizerinde
tamimlanir, degiskenlerin 6lcegi icin diizeltilmemistir. Istatistik ders kitaplarinda
cogu kez onemsenmemis olmakla beraber varyans (kovaryans degil) kovaryansin
ozel bir durumudur, yani varyans bir degiskenin kendisi ile kovaryansidir. iki
degiskenin kovaryansi sonsuz kitlelerde sinirsizdir, 6rneklemde ise belirsiz sinirlara
(ve kaba yoruma) sahiptir. Bu nedenle kovaryans ¢ogu kez iliskinin yararli bir
tanimlayict Olclisii  degildir, ¢ilinkii onun degeri X ve Y icin Olgiimiin

Olgeklendirmelerine baghdir. s, orneklem kovaryansi s, ves, drneklem standart

xy
sapmalar1 olmak iizere, korelasyon katsayist yeniden Ol¢eklendirilmis kovaryanstir.

Yani;

r=s,/ss, (2.2)



dir. Kovaryans iki standart sapmayla boliindiigiinde, kovaryansin degisim araligi —1
ve+1 arasinda yeniden oOlc¢eklendirilir. Bu nedenle iligskinin bir 6l¢iimii olarak
korelasyonun yorumu kovaryansinkinden genel olarak daha izlenebilirdir (ve farkl

korelasyonlar daha kolay karsilastirilirlar).
2.5 Regresyon Dogrusunun Standartlastirilmis Egimi Olarak Korelasyon

Korelasyon ve regresyon arasindaki iliski

r:bY.X (SX/SY):bX.Y (SY/SX) (2-3)

de ¢ok daha kolay tanimlanir. Burada b, , veb,, sirasiyla X denY ‘yi veY den X

’i tahmin etmek icin ortaya konan regresyon dogrularinin egimleridir. Burada
korelasyon her iki regresyon dogrusunun egimleri ve iki degiskenin standart
sapmalarinin bir fonksiyonu olarak ifade edilir. Standart sapmalarin oran1 regresyon
egiminin birimlerini korelasyonun birimlerine yeniden Olgeklemenin etkisine

sahiptir.

Benzer bir yorum korelasyonu standartlastirilmis regresyon dogrusunun egimi olarak
icerir. Iki ham degiskeni standartlastirdigimizda, standart sapmalar birim olur ve
regresyon dogrusunun egimi korelasyon olur. Bu durumda, sabit terim 0 dir ve

regresyon dogrusu

7. =rz (2.4)

y X

olarak kolayca ifade edilir. Bu yorumdan, korelasyonun, standartlastirilmis Y
degiskeninin birimlerini tahmin etmek i¢in standartlagtirilmis X degiskenlerinin

birimlerini yeniden 0lgeklendirdigi agiktir.z, ninz, lizerindeki regresyonunun

egiminin Sekil 2.1 iin tarali bolgesinde gosterilen iki kosegen arasina diisecek
regresyon dogrusuna smirlayacagina dikkat edelim. Pozitif korelasyonlar dogrunun
birinci ve tiglincii bolgelerden gececegini ifade eder, negatif korelasyonlar dogrunun

ikinci ve dordiincli bolgelerden gegecegini ifade eder. z, in z, lzerindeki

regresyonunun y ekseni ile yaptigl ag1z, nin tlizerindeki regresyonunun x ekseniyle

yaptig1 acinin aynisidir ve o gosterildigi gibi, Sekil 1 rin tarali olmayan bolgesine

diisecektir.



Sekil 2.1 Standartlastirilmis degiskenler i¢in iki degiskenli korelasyonun geometrisi
2.6 Tki Regresyon Egiminin Geometrik Ortalamas1 Olarak Korelasyon

Korelasyon standartlagtirilmamis regresyon dogrularinin iki egiminin, yani b, , ve
b, ynin es anli bir fonksiyonu olarak da ifade edilebilir. Gergekten, fonksiyon

geometrik ortalamadir ve bu fonksiyon I nin 6zel bir ortalama tipi olarak birkag

yorumundan ilkini gosterir. Yani:

r:ixfb?.xbx.v (2.5)

dir. Bu iliski r? yi ortaya koymak icin esitlikteki ikinci ve iigiincii terimleri ¢arparak,

standart sapmalar1 yok ederek ve karekok alarak, (2.1) bagintisindan elde edilebilir.



2.7 iki Varyansin Oraninin (Agiklanan Degisebilirligin Oraninin) Karekokii

Olarak Korelasyon

Korelasyon ¢ogu kez birimlerinin i¢in agik yoruma sahip olmadig i¢in elestirilir. Bu
elestiri korelasyonun karesi alinarak hafifletilir. Karesi alinmig katsayiya ¢ogu kez
belirleme katsayis1 denir ve birimler bir degiskendeki degisimin digerindeki

farkliliklarla agiklanan orani olarak yorumlanabilir. Y icin genel kareler toplamini

(GKT) yi regresyon kareler toplam1(RKT)ve hata kareler toplami (HKT) na

ayirabiliriz. Y deki farkliliklarla agiklanan X deki degisebilirlik (RKT) ‘nin (GKT)

ye oranidir ver bu oranin karekokiidiir, yani;

r = JRKT/GKT (2.6)

dir. Esdeger olarak bu yorumun pay ve paydasin—1in karekoki ile boliinebilir ver

tahmin edilen ve gozlenen degiskenlerin varyanslarin oraninin karekokii olur. Yani

=XV D) = JRRTTORT

dir. Bu yorum katsaymin daha Once harekete gecirilen Pearson

kavramlastirmalarindan biridir. Iki varyansin bir orani olarak korelasyon iki
ortalamanin orani olarak korelasyonun baska bir yorumuyla karsilastirilabilir. O

yorumu da on tigiincii bakista sunacagiz.

2.8 Standartlastirilmis Degiskenlerin Ortalama Capraz Carpim Olarak

Korelasyon

Korelasyonu bir ortalama olarak yorumlamak igin baska bir yol onu
standartlastirilmis degiskenlerin ortalama ¢apraz ¢arpimi olarak ifade etmektir. Buna

gore,
r=>12,z,/N (2.7)

dir. (2.5) bagmtisi, (2.7) bagmtisindaki pay ve paydanin her ikisinde iki 6rneklem
standart sapmasinin ¢arpimi ile bélmek suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.
Bir dagilimin ortalamasi onun birinci momenti oldugundan, bu formiil korelasyon
katsayisinin adlandirilmasinda “carpim momenti” nin anlamina iligskin bilgi verir.

Bundan sonraki iki tanimlama korelasyonun trigonometrik yorumlarini gosterir.



2.9 1ki Standartlastirilmis Regresyon Dogrusu Arasindaki A¢imin  Bir
Fonksiyonu Olarak Korelasyon

Daha once de belirtildigi gibi, iki standartlastirilmis regresyon dogrusu her iki
kosegen etrafinda simetriktir. Iki dogru arasindaki ac1 £ olsun.(bkz. Sekil 2.1) Bu

takdirde,
r=tan(8)xsec(p) (2.8)

dir. Bu iliskinin basit bir ispat1 hemen clde edilebilir.(2.8) bagintis1 sezgisel olarak
acik degildir, dahasi digerlerinin bazis1 gibi hesapsal ve kavramsal amaclar i¢in
yararlt degildir. Bu yorumun degeri korelasyon ve iki regresyon dogrusu arasindaki
acisal uzaklik arasinda bir sistematik iligkinin var oldugunu gdstermektir. Bundan
sonraki yorum bir trigonometrik yorumdur, esas olarak daha fazla kavramsal degere

sahiptir.
2.10 Iki Degisken Vektor Arasindaki A¢inin Bir Fonksiyonu Olarak Korelasyon

Degiskenler arasindaki iliskiyi gostermek igin standart geometrik model sagilim
grafigidir. Bu uzayda gozlemler degisken eksenlerle tanimlanan bir uzaydaki
noktalar olarak gosterilirler. Bu uzayin genellikle “sahis uzay1” denilen i¢i disina
donmiis (ters yiiz) versiyonu her bir eksenin bir gézlemi temsil etmesine izin vererek
tanimlanabilir. Bu uzay biiyilkk boyutlu uzaydaki vektorlerin u¢ noktalarim
tanimlayan her bir degisken i¢in bir-iki noktay: icerir. Her ne kadar bu uzayin ¢ok
boyutlulugu gorsellemeyi  engellese de, iki degisken vektér kolayca

kavramsallastirilan bir iki boyutlu alt uzay: tanimlar.

Eger degisken vektorler merkezilestirilmis degiskenlere dayandirilirsa bu takdirde
korelasyon dogrudan dogruya degisken vektorler arasindaki tek bira agisiyla

anlasilir bir iliskiye sahiptir. Yani;
r=cosa (2.9)

dir. Agi sifir derece oldugunda vektorler ayn1 dogrular iizerine diiser ve COSar ==+1
dir. A¢1 doksan derece oldugunda ise vektorler dik olurlar ve cosa =0 dir. Bununla
beraber r nin bir a¢inin kosiniisii olarak gosterilmesine imkan veren bu tersine

cevrilmis uzay bir yorum araci olarak goreceli bir sekilde 6Gnemsenmez



2.11 Standartlastirilmis Sayilar Arasindaki Farklarin Yeniden Olgeklendirilen
Bir Varyansi Olarak Korelasyon

Z, —Z, her bir gozlem i¢in standartlastirlan X veY degiskenleri arasindaki fark

olarak tanimlayalim. Bu takdirde,
r=1-s? /2 (2.10)

dir. Bu, bir fark sayilarinin varyansi ile baslamak suretiyle gosterilebilir. Buna gore

S, =S. +8. —2rs,s, dir. Degiskenler standartlagtirildiginda standart sapmalar ve
. - 2 2 2
varyans bir oldugundan, S; , =S; +S; —2rSZySZX yazar ves, =s, =1 koyarak

(2.8) bagintisini kolayca elde ederiz. Bu denklemde korelasyon -1 den +1 e aralikla
siirlandigindan, bu fark sayisinin varyansinin 0 dan 4 e aralikla sinirlandigini
gormek ilgingtir. Bu nedenle standartlastirilmis sayilarin bir farkinin varyans: 4
asla ge¢cmez. Korelasyon -loldugunda varyans igin {ist sinira ulasilir. r i

standartlagtirilmis sayilarin bir toplaminin varyansi olarak da tanimlayabiliriz. Yani;

r=s?,, /2-1 (2.11)

Iy +Zy

dir. Burada, toplamin varyansi da 0 dan 4 e degisir ve korelasyon +1oldugunda, {ist
sinira ulasir. Bu dokuzuncu yorum, korelasyonun bir varyansin belli tipten bir lineer
doniislimii  oldugunu gostermektedir. Bu nedenle korelasyon verildiginde
standartlastirilmis degiskenlerin toplaminin veya farkinin varyansina dogrudan

tanimlayabiliriz.

Korelasyon katsayisinin yukardaki yorumlarinin hepsi aslinda cebirsel veya
trigonometrikti. X ve Y nin bir degigskenli veya iki degiskenli dagilimlarin yapisi
hakkinda dagilimsal varsayimlar yapilmadi. Son yorumlarda iki degiskenli normallik
kabul edilecek. r’nin kavramsal ve hesapsal versiyonlari ile ilgilenecegiz fakat kitle
dagilimi hakkindaki bu ortak varsayim {iizerindeki yorumlarin son kiimesine

dayanacagiz.
2.12 Balon Kuralindan Tahmin Edilen Korelasyon

Bu yorum Chatilon’ a aittir. O, bir iki degiskenli iliskinin sacilim grafigi etrafinda bir

balon ¢izmeyi onerdi. Balon gercekten yaklasik bir elipstir, bu elipsten iki h veH



oOlgiileri elde edilir (bkz. sekil 2.2). h x ekseni iizerindeki dagilimin merkezinde
elipsin dik capidir. H y ekseni iizerinde elipsin degisim araligidir. Chatilon

korelasyonun kabaca

r=1-(h/HY (2.12)

olarak hesaplanabilecegini gosterdi. O, hem iki degiskenli normalligi hem de iki
degiskenli degismezligi kabul ederek, bu kaba ama ise yarar hesapsal yonteminin
etkiliginin bir teorik dogrulamasini verdi. O teknik ¢alismalarda oldukga iyi bir takim
ornekleri de sundu. Onun yaptig1 ilging Oneri bazi belirli korelasyonlarla bir, iki
degiskenli iliskiyi yaklasik olarak kurmak i¢in kullanilabilen “balon kurali” dir.
Istenilen r vyi iireten bir elips ¢izeriz ve bundan sonra elipsi basindan sonuna diizgiin

bir sekilde noktalarla doldururuz.
2.13 Es Yogunlugun iki Degiskenli Elipslerle iliskisinde Korelasyon

I nin es yogunluklu iki degiskenli elipslere bagli yorumunu farkl: iki yazar 6nerdi.
Bu elipslerin Kisim 2.10 daki balonun daha formal versiyonlar1 olduguna ve onlarin
deneysel veride Galton(1984)’ un gozlemledigi geometrik yapilar olduguna dikkat
edelim. Chatilon(1984a) eliptik es yogunluk ¢evre egrilerine sahip olan iki degiskenli
dagilimlarin bir siifini verdi. Kitle korelasyonu verildiginde her pozitif sabit i¢in bir
elips vardir. Bir sagilim grafigi etrafinda cizilmesi gereken balon biiyiik bir pozitif
sabit icin bu elipslerden birine yaklagsmalidir. Eger degiskenler standartlastirilir ise
bu elipsler orijinde merkezilesirler. p >0 i¢in biiyiik eksen pozitif kdsegen lizerine
diiser; p <0 icin negatif eksen iizerine diiser. Marks (1982) basit bir hesaplaz, =0
daki teget dogrunun egiminin korelasyon oldugunu gosterdi. Sekil 2.2 egimi I ye
esit olan bu teget dogruyu gosterir. Korelasyon 0 oldugunda elips bir ¢gemberdir ve
teget 0 egimine sahiptir. Korelasyon loldugunda elips bir dogruya yaklasir ki o
dogru kosegendir ve egimi 1 dir. Es yogunlugun, elipslerinin tiimii paralel
oldugundan, yorumun elipslerin se¢cimine gére degismedigine dikkat edelim. z, =0
da tegetin egiminin standartlastirilmis regresyon dogrusunun egimiyle ayni oldugunu

belirtmemiz gerekir. Schilling (1984) benzer bir iligskiyi ¢ikarmak i¢in bu yapiy1 da

kullandi. Degiskenler standartlagtirilmis olsun. Bu nedenle 6nceden oldugu gibi



elipsler orijinde merkezilesirler. Eger D es yogunlugun herhangi elipsinin biiyiik

ekseninin uzunlugu ved kiigiik eksenin uzunlugu ise, bu takdirde
r=(D*-d*)(D*+d?) (2.13)

dir. Sekil 2.2 de bu eksenler de gosterildi ve dnceden oldugu gibi yorum elipsin

secimine gore degismez.

Ey

Zx=0 da teget
l'[ h

Ex
I. \‘-Bu_\‘uk eksen wuniugu=D

Kigiik eksen uwzuniugu=d

Sekil 2.2 Es yogunluk elipslerinin fonksiyonlarina baglanan korelasyon

2.14 Tasarlanan Denemelerden Test Istatistiklerinin Bir Fonksiyonu Olarak

Korelasyon

I nin dnceki yorumlar: sayisal degiskenlere baglanmisti. Bu korelasyon yorumumuz
degiskenlerden birinin (bagimsiz degisken) bir kategorik degisken oldugu,
tasarlanmis denemelerden test istatistigi ile korelasyonun iligkisini gosterir. Bu da ele
alman deneysel tasarimda korelasyonun deneysel ayrimin yapayligini gosterir.
Gergekten, Fisher (1925) ilk olarak varyans analizini sinif i¢i korelasyona dayanarak
sundu. Iki islem sartli bir tasarlanmis denemeye sahip oldugumuzu farz edelim.
Sartlar arasindaki farki test etmek icin standart istatistiksel model iki-bagimsiz
orneklem t testidir. X grup tyeligini gosteren (grup 1 ise 0, grup 2 ise 1) bir iki
degerli degisken olarak tanimlanirsa bu takdirde X veY bagimli degiskeni arasindaki

korelasyon

r=t/\t2+n-2 (2.14)
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dir. Burada n iki islem grubundaki gbzlemlerin birlestirilmis toplam sayisidir. Bu
korelasyon katsayist bir etkinin dnemine zit olarak bir igslem etkisinin giicliniin bir
Olgiisii olarak kullanilabilir. Bu kurgulamada r nin 6neminin testi alisilagelen t testi
ile ayni testi ortaya koyar. Asikar olarak, bu takdirde r gozlemsel kurgulamalardaki
iliskinin bir dl¢iislinii vermesinin yant sira, tasarlanan bir denemede bir test istatistigi
olarak hizmet gorebilir. Cok gruplu ve ¢ok faktorlii varyans analizi kurgulamalarinda
bu iligkinin genislemesi daha karmasik denemelerde asil etkilere ve etkilesimlere

iliskin ¢oklu korelasyon katsayilarini tanimlar.
2.15 iki Ortalamanm Oram Olarak Korelasyon

Bu, ortalamalari iceren korelasyonun fiiglincii yorumudur. X annenin 1Q sunu

gosteren bir degisken olsun veY onun en yasl ¢ocugunun 1Q sunu gostersin. Bundan
baska, u(X)veu(Y) ortalamalarmm 0 ve o(X),o(Y)standart sapmalarmm 1

olduklarin1 kabul edelim. Simdi X in X_diyecegimiz, herhangi keyfi biiyiik

degerini sececegiz. 1Q su X den daha biiyiik olan annelerin ortalama IQ sunu
hesaplayalim. Bu ortalama ,u(X|X > XC) ile yani 1Q su X_ den daha biiyiik olan

annelerin ortalama 1Q su ile gosterilmis olsun. Sonra da, bu istisna annelerin en

yaslt cocugunun 1Q sayilarinin (yani Y lerin) ortalamasini alalim. Bu ortalamayi
,u(Y| X > Xc)yani, IQ lar1 X, den daha biiyiik olan annelerin en yash ¢ocugunun
ortalama IQ su ile gosterelim. Bu takdirde,

. p(Y[X > X,)- s _ p(Y[X>X,)
p(X|X > X )= p(X]X>X,)

(2.15)

oldugu gosterilebilir. Bu bagintinin ispat1 standartlastirilmis X ve Y nin bir iki
degiskenli normallik varsayimina ihtiya¢ duyar. Ispat basittir sadece bu iki sarth
ortalamanin oraninin yani sira z, Ve z, i¢in I nin regresyon dogrusunun egimi
oldugu gergegini sarta baglar. Ornegimiz &zeldir, fakat yorum belli secimin bir
degisken iizerinde, dolayli se¢imlerin ikinci bir degisken {izerinde oldugu herhangi

bir ortama uygulanir.
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SONUC:

Hi¢ siiphesiz korelasyon katsayisini yorumlamak i¢in diger yollar da mevcuttur.
Korelasyon problemine daha fazla istatistiksel ve daha az cebirsel bir yaklasim
alindiginda, ek ilging ve faydali tanimlamalar mevcuttur. Cok dar tanimladigimiz
cergeve icinde kalsa bile faydali veya ilging yaklasimlarin tiimiinii 6zetledigimizi
asla kabul edemeyiz. Ama yine de bu On ii¢ yaklasim, korelasyonu kullanan
Ogretmenler ve arastirmacilar i¢in mevcut yorumlarin degisik tiirlerini agiklar. (Daha

fazla ayrinti igin bkz. Joshep L. Rodgers; Alan Nicewander (1988)).
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3. KANONIK KORELASYON KAVRAMI, KANONIiK KORELASYON
DEGISKENLERI VE KANONiK KORELASYON KATSAYISI

Burada kanonik korelasyonu basit olarak ele aldiktan sonra, buna ek olarak daha

genel bir agiklamayi ele alacagiz.
3.1 Kanonik Korelasyona Sade Bir Bakis
Simdi kanonik korelasyona daha anlagilabilir sade bir bakisi sunalm. n, +n =n,

T >n olmak iizere, sirasiyla T xn, ve T xn, boyutlu X ve Y matrislerini ortaya

koyan iki degisken kiimesi iizerinde T sayida gézlemin var oldugunu diisiinelim. Bu
matrislerin ortalamalarinin siitun ortalamalarini ¢ikarmak suretiyle ayarlandiklarini

ve matrislerin  tam  stitun rankli  olduklarmi  kabul edelim. Amag

(Vl,Wl),(Vz,WZ),...,(Vp,Wp) ciftleri dahilinde vektorlerin korelasyonlart maksimum

olacak sekilde, y nin siitunlarini karsilikli olarak iliskisiz lineer kombinasyonlarinin

bir kiimesini yani
v,=Ya,,V,=Ya,,...,V,=Ya, (3.1)
kiimesini ve X siitunlarinin kombinasyonlariin benzer bir kiimesini, yani

W= XA, W, = X By, W, = X B (3.2)

yi bulmaktir. Bu sartlar saglandiginda i+ j oldugundav,=Ye¢; ve w,=Xp, nin
iligkisiz olmalart garti bir yan irtin olarak ortaya ¢ikar. v, ve w,vektorleri v yinci

kanonik degiskenler olarak ifade edilirler. Degiskenlerin deneysel varyans-kovaryans

matrisini
S,, S, Y'Y Y'X
L (3.3)
Sy Se| TLXY XX

ile gosterelim. Bu duruda kisitlamalar: Her i igin oS, o; =1 , her j igin

B;S,.; =1ve i # joldugunda,
ai'Syx,Bj =0 (3.4)

olur. Kanonik degiskenler v, ve w, ile baslayarak sira ile bulunurlar.
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a'S, p
r(oB)= = > (3.5)
O s 5.7

korelasyonunu goz oniine lalim. (3.4) kisitlamalar1 altinda, maksimum

L(ap)=(a'S,8) —A(a'S,a—1)~u(fSL~1) (3.6)

Lagrange fonksiyonunun degerini belirleyerek aranir. Bu fonksiyonu o ve f ya gore

diferensiyelleme ve sonucu sifir esitleme:
4S8, +(a'S,B)S,B=0 o)
(a,SyxlB)Sxya _/USxxﬂ =0

denklemlerini ortaya koyar. Birinci denklemi o' ve ikinci denklemi g ile dnden
¢arpma,
, 2
i=p=(a'S,B) (3.8)

oldugunu gosterir ki bu, verilen kisitlamalar altinda A  Lagrange c¢arpaninin

degerinin hera ve f icin r(a, i ) nin maksimum degeri oldugunu séylemektedir.

(3.8) bagintisina gore (3.7) denklem sistemi

A8, s, |[a] [0
o s i

olarak tekrar yazilabilir. & ve £ y1 ayr veren denklemler ise;

(5,858, - 45, Ja=0

yx = xx S xy

(8,58, - 48, | B=0

Xy "yy “yx

(3.10)

denklemidir.(3.9) sisteminin aa=0 ve =0 dan bagka bir ¢c6zlime sahip olmasi i¢in

sistemin katsayilar matrisinin tekil olmas1 veya esdeger olarak determinantinin sifir

olmas1 gerekir. Yani,

1y
-A"’S, S,
S -AY?S

Xy

=0 (3.11)
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olmalidir. Determinant n-yinci dereceden bir polinomdur. Matrisin simetrikliginin

sonucu olarak onun kokleri reel degildir ve azalan biiyiikliige gére 4, >4, >...>2 4,
bi¢iminde siralanabilirler. a, ve S, 4, karsilik gelen ¢oziimler olsun. Bu takdirde
v,=Ya, ve w=Xp, birinci (ilk) kanonik degiskenlerdir. \/Z onlarin kanonik
korelasyonudur.

Ikinci kanonik degiskenler, birinci v,ve w, kanonik degiskenlerle iliskisiz olma

sartina bagl olarak maksimum korelasyona sahip olan maksimum korelasyona sahip

olan v, =Ya, ve w, = Xp, lineer kombinasyonlaridir. Tiim sdylenen sartlar
Q) r(a,al)=a'Syyal=0 (iii) I‘(,B,ﬁl)Zﬁ’SXXﬂIZO
(ii) r(a.f)=aSup=ha'Sya, =0 (W)r(B.ay)= S 0 =1pSp =0

dir. Fakat (i1) ve (iv) sartinin, (i) ve (iii) den otomatik olarak sezilmesi anlaminda,

liizumsuz (gereksiz) olduklarr agiktir. Ikinci kanonik degiskenlerin korelasyonu

L(ap)=(a'S,8) - ('S, a-1)-u(B'S,B-1)+xa'S, a,+ pp'S,.p, (3.13)

Lagrange fonksiyonu vasitasiyla maksimumlastirir. Burada A,u, # ve p Lagrange
carpanlaridir. o ve [ ya gore diferensiyelleme ve sonucu sifira esitleme asagidaki

sartlar1 verir.
A8, +(a'S, B)S,B+7S 0 =0

(3.14)
(a,Syxﬁ)Sxya - /quxﬁ +prxﬁ1 =0

Bu denklemleri sirastyla a, ve g, ile 5nden garpma ve (3.12) nin sartlarin1 kullanma

nalSyyal =7=0

3.15
p/ngxxﬂlszO ( )

oldugunu ortaya koyar. Bu sartlar altinda (3.14) denklemleri (3.7) nin bigimini kabul

eder ve bu, denklemlerin a, ve p, den baska ¢oziimlerinin (3.12) nin sartlarim

otomatik olarak sagladigini1 gosterir. Eger a,ve p, karsilik gelen ¢oziimler ise, bu
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takdirde v,=Ya, vew,=Xp, ikinci kanonik degiskenlerdir Veﬁ onlarin

korelasyonudur.

Miiteakip kanonik degiskenler (3.11) rin biiyiikliigline gore siralanmis sifir olmayan
koklerine karsilik bulunabilirler. X ve Y biri veya digerinin sahip oldugu en az

stitun sayisindan olusturulabilen bagimsiz lineer kombinasyonlarin maksimum sayisi

olan p=min (nx, n, ) daha fazla kokiiniin olmadig1 gosterilebilir.

Mesele (3.10) denklemlerine bagli sonuca gore en iyi anlasilabilir. S, S 'S~ ve

yx~xx “xy

SX},S;yl S,, swrastylaY nin X siitun uzayi lizerine ve X in Y nin siitun uzay1 {izerine

iz diigiimiiniin deneysel moment matrisidirler. Bu moment matrislerinin ortak

ranklar1 X ve Y nin ranklarinin p minimumuna esittir. Eger n, = n, ise bu takdirde

moment matrislerinden biri noksan rankli olmaya mecburdur. (3.8) e gore S ile

tanimlanan metrige gore SyXS);}SXy n stfirdan farkli 6z degerleri S, ile tanimlanan

metrige gore SXyS;;SyX sifir olmayan 6z degerlerinin aynisidir. Onlarin p sayisi

moment matrislerinin ortak rankina esittir.
3.2 Kanonik Korelasyona Genel Bir Bakis

Faktor analizi degiskenlerin bir kiimesindeki iligkiyi modelleme ve 6zetlememize
yardim eder. Eger degiskenlerin iki kiimesi arasindaki iligkiyi 6zetlemek istersek ne

1)

yapmaliy1z? Ornegin, X" in bir mekanda (asidik) dékiintiiyii 1slatmaya iliskin sekiz

bilesenli bir vektor oldugunu farz edelim. Yani bilesenlerin: PH, SO,, NO,,Cl ,

NH,,Ca, Na ve Mg konsantrasyonlar1 oldugunu farz edelim. Ayn1 zamanda x® nin

de dokiintiiyli kurutmaya iligkin ii¢ bilesenli bir vektdr oldugunu farz edelim. Bu

bilesenler de: SO,,0, ve PMLO olsun.

X @

hangi durumlar1 X' ile en ¢ok iliskilidir? Bu giizel bir sorudur. Genel olarak

1)

x® ve x'nin hangi lineer kombinasyonlarini kabulleniriz. Yani x” vex®nin en

yiiksek derecede iliskili olan lineer kombinasyonlarini kabulleniriz. Yani, x ve x?

nin en yliksek derecede iligkili olan lineer kombinasyonlarini, veya
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p= kor(ax b'x )

maksimum olacak sekilde a ve b vyi bulmak istiyoruz. p ya bir “kanonik
korelasyon” denir ve u =ax¥, v=bx? bir kanonik degisken ciftidir. Simdi bunu
formiile baglayalim. XY bir rasgele p -vektordiir, ve x@ Dpir rasgele g -vektordiir.

Basit olmasi i¢in, p<q oldugunu kabul edelim. & ,i=12,..., portonormal p-
vektorler ve b,,i=12,...,p ortonormal q-vektorler olsun. p, = (ai'x(l),b'1 X(Z))
maksimum olacak sekilde a,veb segelim. 1<i<k igin iligkisiz olan a X, a, x® ve
bx? b x? ciftine bagh olarak, p, = kor(al'( X(l),b,'(x(z))maksimum olacak sekilde a,

veb, >y1 segelim. p, ler kitle kanonik korelasyonlaridir ve u, =ax"”,v. =bx® kitle

kanonik degisken ciftleridir. p ne kadar biiyiik olursa olsun, en fazla p tane sifirdan

farkli kanonik korelasyon vardir. le varyansina, X2 222 varyansina sahiptir.
@)
: X . Xy X :
Kov(x(l),x(z)):ledlr ve x=[x(2):l alindiginda, Var(x):[zz sz dir. Bu
takdirde, Kor(aix b x ) %24, dir. G, tersi almabilir(tersinir)

J(a1 >ha)b Y, b)

bir px p matris olmak {izere, g GX olsun. Ayni sekilde G,tersinir birgxq

matris olmak tizere, X 2 _ =G, x? olsun. Bu takdirde
Var(2¥)=G, %, G,
Var(f( ) G,>,,G,
Kov(s¥,2%)=G, 2, G,

olur. A kare matrisi igin (A7), A mnin tersinin transpozesi olmak iizere,

(A*) =(A)" dira =(G")a veb=(G;')b olsun. Bu takdirde asagidaki

sonucu elde ederiz.

e 8G, X, Gb,
0r(81X bl ) \/(%612116151)(61'622226'261)
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_ 3,G,'G, ¥, G,(G,) b,

J@G'G, Y, G/(G) "a)(BG;'G, %,,G,(G,) 'b)
— a1 Z12 bl

J@,a)b,h)
= kor (al'x(l),bl'x(z))

Bu sonug, yenileri ve vs. den orijinal kanonik degiskenleri yeniden -ele

gecirebildigimizden dolayi, orijinal kanonik degiskenlerin tersinir lineer

kombinasyonlarmin kanonik degiskenleri degistirmedigini soyler. Y, = X7 (Zl]/lz )
ve Y, =37 (232/22 ) oldugunu  farz edelim. G = (Z]l/f )_1 =77 e
G,=(Z% )_1 = -¥2 olsun. Bu takdirde,
Va{z“’}_ SN (ZF) T ()
S5 Ta(T) Tl (ZH)
) 1, Y2y, (24)
T T (57) E

olur. Eger ||ﬁ|| =1ve HBH =1 secersek, bu takdirde

var (&%) = g8, =1
ve

var(ﬁl'i(z)) =bIb =1

dir. Ciinkii &, ve & ortonormal olduklarindan normlari 1 dir. Bu nedenle birim (bir)

uzunluklu & ve b, ile, en biiyiik korelasyon
8% %,(22°) b

maksimum oldugunda vuku bulur. Bu tami1 tamina bir singiiler deger ayrisimi (SDA)

yapmadir. Simdi burada tam singiiler deger ayrisimin bir 6rnekle agiklayalim:
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Ornek 3.1 (tam singiiler deger ayrisiminin bir 6rnegi)

SDA; bir A dikdortgen matrisinin, bir U ortogonal matrisi, bir S kosegen matrisi ve
bir V ortogonal matrisinin transpozesinin ¢arpimi olarak yazilabilecegini sdyleyen
lineer cebirden bir teoreme dayanir.U'U =1 ,V'V =1, U -nun siitunlar1 AA'niin
ortonormal 6z vektorleri, V nin siitunlar1 A' Anin ortonormal 6z vektorleri ve S; U
dan veya V den azalan sirada 6z degerlerin karekoklerini igeren bir kdsegen matris

olmak {izere, teorem genel olarak Anin
A =U_S V.

mm = mn " nn

biciminde yazilabilecegini soyler. Asagidaki 6rnek onun SDA sin1 hesaplamak igin

kiigiik bir matrise bu tanimin uygulanmasidir.

3 11
A:
[—131}

olsun. U yu bulmak i¢in AA' ile ise baslariz. Anin transpozesi

matrisidir. Bu nedenle,
3 -1
13 11 11 1
AA'= 1 3 |=
-1 31 1 11
1 1

olur. Simdi AA' niin karsilik gelen 6z vektdrlerini ve 6z degerlerini bulalim. Oz

vektorlerin Av = Av olarak tanimlandigini biliyoruz ve bunu AA' ye uygularsak,

el

elde ederiz. Bunu

11X + X, = AX,
X, +11x, = AX,

denklemlerinin bir kiimesi olarak yeniden yazariz ve
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(11-2)x +x,=0
X +(11-4)x, =0

elde etmek icin yeniden diizenleriz. Katsay1 matrisinin determinantini sifira esitler ve
A i¢in ¢6zim yapilirsa,
(11 - /1) 1
-0,
1 (11 - /1)
(11— l)(ll— /”L) -1.1=0
(ﬂ —10)(& -12)=0
A=10 ve 1 =12

0z degerlerini buluruz. A degerlerini AA'v=Av bagintisinda yerine koyarak 6z

vektorlerimizi elde ederiz. 4 =10 igin;

(11-10)x, +x,=0

X =%
olup bu x, nin her degerleri i¢in dogrudur. Bu nedenle X, =1 ve X, =-1 segecegiz.

Ciinkii bunlar kiigliktiir ve onlarla ¢alismak daha kolaydir. Boylece biz 4 =106z

degerlerine karsilik gelen [1 —1] 0z vektoriinii elde ederiz. 4 =12 igin,
(11-12)x, +x,=0

X =%
elde ederiz ve Oncekiyle ayni nedenle X, =1 vex, =1 alacagiz. Simdi A=12 i¢in

[1 1] 0z vektoriine sahip oluruz. Bu 6z vektorler karsilik gelen 6z degerlerin

bliytikliigline gore diizenlenen bir matriste siitun vektorler olur. Bagka bir deyisle, en
biiylik 6z degerin 6z vektorl birinci siitundur, bundan sonraki en biiylik 6z degerin
0z vektorii ikinci siitundur ve en kiigiik 0z degerin 6z vektdrii matrisimizin son
stitunu oluncaya kadar devam ederiz. Asagidaki matriste A =12 igin 6z vektor

birinci stitundur ve 4 =10 i¢in 6z vektor ikinci siitundur.
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e

Son olarak, Gram-Schmidt ortonormallestirme yoOntemini siitun vektorlere

uygulayarak bu matrisi bir ortogonal matrise c¢evirmeliyiz. V,’i normallestirerek

baslariz.
LoV [1 1] :[1 ﬂ{i i}
ol ez V2 V2 2
dir.
1 1 1 1
g )t E B
=[1 -1]-[0 0]
=[1 1]
hesaplar ve
1 1
L 2
1 4
NN

2

matrisini elde etmek i¢in U, = W —{ 1 _1} normallestirmesini yapariz. Burada
Wl E '

||
X.y; X vey vektorlerinin i¢ ¢arpimini veya nokta ¢arpimini gosterir. 'V nin

hesaplanmast da buna benzerdir.V matrisi A'A ya dayanir, bu nedenle

3 -1 10 0 2
3 11
A'A=|1 3 =0 10 4
-1 31
1 1 2 4 2
elde ederiz.
10 0 2| x X,
0 10 4| x, |=4]|X%,
2 4 2| x X,
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ile A" Anin 6z degerlerini buluruz. Bu
10x, + 2%, = AX,
10x, +4x, = AX,
2%, +4x%, +(2—2)%, =0
olarak yeniden yazilir ve katsayilar determinant: sifira esitleyerek

(10-2) 0 2
0 (10-2) 4 |=0
2 4 (2-2)

dir. Buna gore,
A(A-10)(1-12)=0

dir. Buradan 4=0, 41=10 ve A =12 bulunur. Bunlar A'Anin 6z degerleridir.

A y1 A'Al=Av bagntisinda yerine koyarak A =12 icin 6z vektoér X, keyfi bir
parametre olmak iizere ,[X; 2X, X,]dir. Bu nedenle x, =1 alindiginda A =12 igin,
v, = [1 2 1] dir. Benzer sekilde 4 =10 igin 6z vektor x, keyfi bir parametre olmak
iizere V,=[-2X, X, O]dir.x,=—-lalirsak 1=10 i¢in v,=[2 -1 0] bir oz
vektordiir. Ayni sekilde A=0 igin 6z vektdr X, bir parametre olmak {izere,
[% 2% —5x]dir. x, =1 segersek,v;=[1 2 —5] A=0 igin bir 6z vektdrdiir. Oz

degerin biiyiikliigiine gore V;,V,,V, vektorlerini bir matris i¢inde diizenleyerek

1 2 1
2 -1 2
1 0 -5

elde ederiz ve bir ortonormal matrise ¢evirmek i¢in Gram-Schmidt

ortonormallestirme yontemini bu matrisin siitun vektorlerine uygulayarak,
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g~ &l sl
gle o &l

g &lv &l

elde ederiz.

S i¢in sifirdan farkli 6z degerlerin karekoklerini aliriz bunlarin en bilyiigiinii S,
ondan sonraki en biiyligiiniis,, ve en kiictigiinii de s, alarak onlar ile kdsegeni

olustururuz. U nun ve V nin sifir olmayan 6z degerleri daima aynidir. Bu nedenle
onlardan birininkini almaniz énemli degildir. Indirgenmis singiiler deger ayrisimi
yerine tam singiiler deger ayrisimi yapiyor oldugumuzdan, U ve V arasinda ¢arpima
izin verecek uygun boyutlara sahip olacak sekilde,S ye bir sifir siitun vektori
eklemeliyiz. S deki kdsegen elemanlar A nin singiiler degerleridir, U nun siitunlarina

sol singiiler vektorler denir ve V deki siitunlara sag singiiler vektorler denir.

W

0 10 0

dir. Simdi tiim pargalari elde ettik. Buna gore,

A’ﬂﬂ = UmmSmnVn-Ir; =

1

1 1
ﬁﬁ{ﬁ 0 0}
1 -
2 2

BRI
glé o sl-

gl &lv &l

13 11

|-131
dir. Bu da goriildiigii gibi A nin kendisidir. Yani teori dogrulanmustir.
Simdi,

Y47 5, (24°) =UDV
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SDA ’n1 yapalim. D’deki singiiler degerler kanonik korelasyonlardir, ve U ve V nin

stitunlar a ve b katsayilarini verir.

a .V, =b.

U,

a :(Zﬁ/z)éi ’bi :<Zz/2) 6.
ile orijinallerini elde ederiz. i # j igin

Ozéilg-j :a'ilzllaj
olduguna dikkat edelim.d, ve & nin ortogonallifi bize kanonik korelasyon igin
istenen a x" ve a'jx(l) iliskisiz olduklarin1 sdyler. Aym sekilde, bx® ile b}X(Z) de
iliskisizdir. SDA nin 6zelliklerinden, &,

Pt (211/12) a = zl_i/z DI WD I zl_lT/z (211/12) a
veya
,012 (211/12) a = 21_11/2 21 22 2n zl_lT/z (211/12) CA
veya
2 -1 -1
Pray=2020202n8

bagintilarim saglayan bir 6z vektordiir. Bu nedenle a,, > >, >, >, in veya bir
baska sekilde, X, >, >, in X, ile ilgili bir 6z vektdriidiir. Benzer sekilde, b,
YA 2, 2>, nin veya bir baska sekilde, X, > >, nin X, ile ilgili bir 6z

vektodrdiir. A, i-yinci satir1 a olan bir matris olsun ve ayn1 sekilde, B, i-yinci satir1 b,

olan bir matris olsun. Bu takdirde p=3 ve q=4 i¢in 6rnegimizdeki yolu izleyerek

DITEDIN (Z;;/ ? ) =UDV singiiler deger ayrigimi yapildiginda,
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1 0 0 p O O O]
0O 1 0 0 p, 0 O
Ax® 0O 0 1 0 0 p, 0
korl:Bx(z)} =lp, O O 1 O O O
0O p,b 0 0 1 0 O
0 0 pob 0O 0 1 O

;0 0 0 0O O 0 1]

elde edilir. Buradan da goriildiigii gibi, p, en bilyilik korelasyondur, o halde p,’i

olusturan ciftler kanonik korelasyon ¢iftleridir.

Notlar:

1.Kanonik korelasyon lineer kombinasyonlari x ve x? arasindaki korelasyonu

@) (2

(iliskiyi) oOzetler; onlar X"’ ve X'deki degisimi Ozetlemenin kotii bir ¢alismasini

yapabilir.

2.Birinci kanonik korelasyon x® ve x® deki herhangi bir degisken c¢iftleri arasindaki
iligkiden daha biiyiiktiir.

3.0rneklem kanonik korelasyonlar1, ). nin yerine Sile ¢alisma haric, ayn1 yapiya

uyar.
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4. KORELASYON KATSAYISI HAKKINDA EK YORUMLAR

Burada korelasyon katsayis1 hakkinda bazi yorumlara yer verecegiz. Bu yorumlardan

bazilarini geometrik olarak aciklayacagiz.
4.1 Orneklem Korelasyonunun Bir Geometrik Yorumu

Korelasyon katsayisina geri donerek, iki degiskenli gozlemlerin bir

{(%.y,):i=1..,n}

kiimesine sahip oldugumuzu farz edelim. Simdi

X = (X, Xp 000 Xy )’
Y= (Yo Yoo V)’

vektorlerine n-boyutlu uzaydaki iki vektor olarak bakabiliriz. Simdi n-boyutlu
i=(11...1)

birim vektoriinii goz oniine alalim. Bu vektorlerle gerilen uzay yani ER(J) herhangi

K reel sayis1 i¢in,

bicimindeki tiim n-boyutlu vektorlerin bir toplulugudur. X vektoriiniin YR( j)
izerine izdiisiimii (dik izdiistimii)
X* — J(JJ .)—1 j)( = J(lj J 'Y = J;:(;,)_(’,;)
n
dir. Burada j'x= in =nx dirve x, X1 Xy,... X, nin Orneklem ortalamasidir. Ayni

sekilde, y nin R( j) iizerinde izdiisiimii

y = yJ :(y’)_/l""y)l

olur. Burada 9; Y1, Y, Y, nin Orneklem ortalamasidir. X ve onun izdiislimii

n

arasindaki fark

x—x*:(xi—x,xz—x,...,xn—x)'
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ve y ile onun ortalamasi arasindaki fark

dir. Bu fark vektorleri ortalama sifir olacak sekilde bir sabitle degistirilen orijinal X

veyveri vektorleridir. Onlar, goézlemlerin onlarin ortalamasindan sapmalarini
gosterir. Simdi 6rneklem korelasyonunu yorumlamaya haziriz. Korelasyon katsayisi

sapmalarin bu iki vektoriin arasindaki aginin kosiniisiidiir. Gorsel olarak X den ER( j)
tizerine bir dik inildigini ve y den ‘.R( j) tizerine baska bir dik inildigini diistinelim.
Korelasyon katsayisi bu iki dik dogru yani x-— J)_( ve y-— J)_/ arasindaki ag¢inin

kosiniisiidiir. J = jj' olmak tizere bu iki dogrultuyu

x—j)_<:x—1jj 'x:x—ljx:(l —EJJX
n n n

ve
= 1., 1 1
y=1y=y—1 y:y——Jyz(I ——ij
n n n

vektorlerinin dogrultular ile temsil edebiliriz. Burada (I 1 Jj matrisinin simetrik
n

idempotent olduguna dikkat edelim.

-~k

Iy L

- It \%
T

- - r
] ! (Lel..... 1)

= o=(0,0,...,0) _
o8
Sekil 4.1 Standartlastirilmis degiskenler arasindaki korelasyonunun geometrik yorumu

Burada R(A), A matrisinin siitunlar tarafindan gerilen vektor uzaymi, yani A

matrisinin siitun uzaymi gosterir. Eger X; lerin onlarin ortalamasindan sapmalari, Y,
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lerin onlarin ortalamasindan sapmalari ile birlikte inis ¢ikisa meylederse, bu takdirde
bu iki sapma vektorii ayn1 bir yonii gosterecek, o zaman arasindaki ac1 kiigiik olacak
ve aginin kosinilisii 1 e yakin olacak. Eger iki degisken iliskili degillerse sapma
vektorlerinin her biri digerine hemen hemen ortogonal ve aginin kosiniisii sifira yakin

olacak.
4.2 Kitle Korelasyonu Hakkinda Cikarimlar

I orneklem korelasyon katsayis1 herhangi bir kabul edilebilir iki degiskenli dagilim

altinda p kitle korelasyon katsayisinin bir tutarli tahminidir. (Tutarlilik n — ocoikenr
nin kesin olarak (1 olasilikla) p ya yakinsamasini ifade eder. Bununla beraber,
bunun otesine de H, : p =0hipotezini test etmemiz veya picin bir giiven aralif
hesaplamamiz gerekir. H,: p=0 hipotezini test etmek i¢in bir yontem r ’yi bir t-
istatistigine ¢evirmektir. Egery,’nin X, {iizerindeki bir basit lineer regresyonu

uydursaydik, yani
Yi[% N (,Bo +BiXi, 0'2) (4.1)

olsaydi, bu takdirde egimin sifir oldugunu kabul eden sifir hipotezinin, yani

H, : 3, =0 hipotezinin bir testi sifir korelasyonunun bir testine esdeger olacakti. Iki

degiskenli normal modelin, yani;

(), 7o)

nin,
ﬁl :po-y/o-x
ﬁo :/uy _ﬂl/’lx
o’ = o, (1—,02)

olmak iizere X; verildiginde y, nin sartli dagilimimin (4.1) ile ifade ettigini biliyoruz.
Bu nedenle S, =0 olmasi igin gerek ve yeter sart p =0 olmasidir. (4.1) basit lineer

regresyon modelinin iki degiskenli normallikten daha genel olduguna dikkat edelim.
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Ciinkii basit lineer regresyon modeli X, agiklayicisinin normal dagilimli olmadigi,

yani o iki gdsterge oldugunda, durumlar1 kapsar.

Bir basit lineer regresyon modelinde H, : B, =0 icin test bir t-istatistigine, yani
t= ﬁl/SE(ﬁl) (4.2)

istatistigine dayanir. Burada ﬂl, p, rin alisilmis en kiigtik kareler tahmini ve SE ( ,@1)
onun standart hatasidir.

Bu istatistik n—2 serbestlik dereceli bir standart t-dagilimi ile karsilastirilir. Simdi
sadece r orneklem korelasyon katsayisi ve (4.2) ile verilen t-istatistigi arasinda bir

bagmtinin var oldugunu belirtecegiz. sd =n—2 olmak iizere, bu baginti

re= (4.3)

dir. (4.3) bagintisindan

2
t? :(1I - }sd

elde ederiz. r ve £, ayni isarete sahip olduklarindan, onu

r2
t= isaret(r) [1 2 jsd

olarak da yazabiliriz. Eger I yi bir t-istatistigine ¢evirir ve t nin 2 den daha biiyiik, ve

-2 den daha kiigiikk oldugunu bulursak iki degisken arasindaki korelasyonun

istatistiksel olarak anlamli oldugunu sodyleyebiliriz. Daha genel 01arak,—|t| de

birikimli dagilim fonksiyonunu bulur ve iki-yanl test i¢in 2 ile ¢arparak, p-degerini

hesaplayabiliriz.
4.3 p Icin Giiven Araliklar

H, : p = 0sifir hipotezini test etmek i¢in Sd = n—2 olmak iizere

r2
t= isaret(r) (1 = ]sa’
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formiiliinii kullanarak, orneklem korelasyonunu bir t-istatistigine g¢evirdik. o =0

oldugunda, bu istatistik bir standart t-dagilimina sahiptir. Bir giiven aralig1 ortaya
koymak icin p nun keyfi degerleri icin I nin dagilim o6zelliklerini anlamamiz

gerekir.

Iki degiskenli normallik altinda r nin &rneklem dagilim ilk olarak 1915°de Fisher
tarafindan ortaya konan ve biraz karmasiktir. Bununla beraber, sonunda anlasildi ki,

n biiylidiigiinde bu dagilim yaklasik olarak p ortalamali ve

2
(1-r')
V(r)s——
(==
varyanslt normal dagilimdir. p i¢in bir giiven araligi olusturmanin bir yolu,
yukaridaki varyans formiilii i¢ine I drneklem korelasyonunu koymak ve
(1-p')

r=+1.96
¢n—1

araligini bir yaklagik %095 giiven araligi olarak olmaktir. Daha da iyi bir yontem

varyansini istikrara kavusturmak ic¢in I ye bir doniisim uygulamaktir.r nin
2
varyansini gosteren yukaridaki formiil yaklasik olarak (1— E(r)z) ile orantilidir.

Bu, r i¢in varyans-istikrarlastirma doniistimiiniin ters hiperbolik tanjant, yani

g(r)=ta”h‘1(r)=%log[l+rj

1-r

oldugunu ifade eder. Bu doniisiim ilk olarak Fisher (1921) tarafindan sunuldu ve

genellikle Fisher’ in Z doniisiimii olarak bilinir. Fisher iki degiskenli normallik

altinda, g (r)’nin yaklasik olarak g(p)ortalama ve 1/(n—3)varyans ile normal

dagildigini gosterdi. g ( p) icin yaklasik %95 giiven araligi basit olarak

1
—+1.96 /—
a(p) —

araligidir. Eger z=g(r) ise, bu takdirde ters doniisiim
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eZ_e—Z
r=tanh(z)= e

dir. Bu nedenle, p igin bir giiven aralig1 elde etmek igin, g ( p) icin aralig1 bulabiliriz
ve onun ug¢ noktalarina tanh uygulayabiliriz.[] de hiperbolik tanjant ve onun tersi
tanh veatanh olarak elde mevcuttur.

4.4 x in Korelasyonu ve Dagilimi

Eger (X,¥;),i=1..,n gozlemleri ilgili kitleden bir basit rasgele Srneklem ise r
orneklem korelasyonu p nun bir tutarli tahminidir. Fakat 6rneklem kitlenin temsilcisi
degilse, bu takdirde r ¢ok yanli bir tahmin olabilir. Ozellikle eger &rnekleme
mekanizmasi 6rneklemde kitledeki X lerden oldukg¢a degisken X leri ortaya koyarsa
r yanh olacak. Ornegin, drneklemden X < X, veya olan herhangi bir birimi attigimiz1
farz edelim. Yani noktanin asagidaki golgesiz bolgede bulunmasi kaydiyla (Xi , yi) yi
gozlemledigimizi farz edelim. Bu takdirde 6rneklemden elde edilenr degeri p dan

onemli derecede daha kiiciik olacaktir.

N
N
)

\

A
Q
\

//’

N\
N
N

_

7 <

2%

N\

N\

x
X

-

o

Sekil 4.2 X in korelasyonu ve dagilimi (1)
Eger golgeli bolgelerdeki her gozlemi belirleyici bir sekilde atmazsak fakat sadece
onlar1 alt 6rneklem yaparsak bu takdirde 6rneklemimizdeki X lerin varyansi yine X in
kitledeki varyansindan diisiik olacak ve drneklem korelasyonu yine sifira yakin yanh
olacak. Ote yandan efer Orneklem segim yontemi kitledekinden daha biiyiik

varyansli X leri ~ lretirse, bu takdirde Orneklemdeki korelasyon kitledeki



korelasyondan daha biiyiikk olmaya meyledecek. Eger bir birimin Orneklemde

icerilmesi olasiligi X e bagh fakat y ye bagh degilse, bu takdirde daha biiyiik

kitlede p yu yanl 6rneklemden tahmin etmek miimkiindiir. Asagidaki sekilde X =~ X~

oldugu diisey seridi diisiinelim.

7

- L |

1 "\
(? C T;D>L>
ae—===og

X

Sekil 4.3 X in korelasyonu ve dagilimi (2)

Eger 6rneklem olasiliklar1 X e bagh fakaty ye bagh degilse, bu takdirde 6rneklemde
bu serit i¢ine diisen noktalarin orani kitlede bu serit i¢ine diisen noktalarin oranindan
cok farkl1 olabilir. Bununla beraber diisey serit i¢inde y nin gozlenen degerleri X = X~
verildiginde y nin kitle sartli dagilimindan temsil edici 6rneklemdir. Eger kitle iki
degiskenli normal dagilim ise, bu takdirde g = po, /o, Ve B, = u, — B u, olmak

iizere, bu sartli dagilimin ortalamasi
E(y[x)=8,+pBx
ve sartli varyans,
V(yh)=or. =0, (1)

dir. Bu sarth dagilimin iig¢ parametresi yani £, sabiti §, egimi ve o, hata varyansi
orneklemde y nin X iizerindeki basit lineer regresyonundaki tutarli olarak tahmin
edilebilir. Bu tahminler bir kez elde mevcutsa p igin kastedilen tahmini elde etmek
icin geriye dogru ¢oziim bulabiliriz. Kiiglik bir cebirsel islemle o, ilgili kitlede

(6rneklemde degil) X in varyansi olmak iizere,
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2
p — ﬂl O-xx
2
O-yy.x + ﬂl O-xx

dir. Bu formiilii uygulamak i¢in kitlede X in degiskenligi hakkinda bazi seyleri

bilmemiz gerekir. Bunu ¢ogu kez biliriz. y ninX iizerindeki lineer regresyonunda

yani
Yi |Xi ON (ﬁo +131Xi’o'yy.x)

dan ( B B 1o-yyx) parametrelerinin tahminlerinin nasil hesaplanacag hakkinda

heniiz bir sey demedik. Bu tahminler i¢in formiillere vardir. Bununla beraber bu
formiilleri bilmeksizin istatistiksel yazilimi kullanarak bu tahminleri yine

hesaplayabiliriz.
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5. BiR DEGISIK BAKISLA KORELASYON KATSAYISINI ELDE ETME

Burada bazi lineer cebir kavramlarmi kullanarak korelasyon katsayisini elde

edecegiz.

5.1 Baska Bir Bakisla Korelasyon Katsayisinin Ortaya Konmasi

X Y, 11 1
X = , Y= ja =(11..,1) , I =|: =ji" (i"i=n)
X, Y, 11 1.,
_Xl_)_(_ _yl_;/_
x'=| " :(I——ij:x—J§ y =| Y27 :[I——ijzy—.ﬁ
n
_Xn_)_(_ _yn_y_

olmak tlzere

Sy
Eb T 20

dir.

Aglklamazﬂlx+22y:0:>/11;+22§/20 :>/11(X- j>_<)+22(y- j§)=0

orneklem korelasyon katsayisidir. Eger, AX + A4,y =0 denklemini saglayan en az
bir 4, #0 ,i=12,..,n varsa X ve y~ vektorleri lineer bagimhidirlar. Bu denklem
yalniz A4, =4, =0 icin saglamyorsa, X~ ve Y vektdrleri lineer bagimsizdirlar.
AX +AY =AX —Alj;( + A, X—=4, j)_/ =0 denklemine denktir. Eger x'vey
vektorleri lineer bagimli (ya da bagimsiz) ise X vey vektorleri de lineer bagimli (ya
da bagimsiz) dir. Clinkii A X+ A,y = ﬂlj)_( + A, jgl olur. ( Ozellikle 4 =4, =0 ise, x

ve y lineer bagimsizdir)
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_X1_)_(_ _y1_§_
. . —X -y 0 :
Bu nedenle A4Xx +4,y =0=> X2 =X yz. y {2}:{0} yani A1=0
% —x] Y, -y |

homojen denklemi sistemine verilir. Bu sistem daima tutarli yani, bir ¢oziime
sahiptir. A katsayilar matrisi siitun rankli, yani r(A)=r(A'A)=2 ise x" ve y
vektorleri lineer bagimsizdir. Ciinkii bu durumda sistemi saglayan A4 =A4,=0
¢Ozlimiinden bagka bir ¢6ziim yoktur.

—\2 _ _
20-x) Zlex)(n-y)

S-x)n-y) Zx-x)

A'A=

oldugundan, det(A'A)=Z(xi—x)ZZ(yi—y)z{ n (xi—i)(yi—g/)}z dir. Eger

i=1
Z:(Xi - >_()( Y, — )7) =0 ise, kareler toplamlar1 sifir olamayacagindan det(A'A)=0

ve r(A'A) =2 olacagindan X" ve Yy~ vektorleri lineer bagimsiz olurlar.

Ciinkii bu durumda, det( A'A) = Z:(Xi —;()ZZ(yi - y)2 ye esittir. Genel olarak

n —_— —_—

det(wA) =3 (=) 25 -9) | Slx-) (-

i=1

2
)} =s¢s, —s,, =kell dir.
Buradan,

X (x5 0 k=[x -H)(n-9)]

elde edilir. Bu ise,

— —\ 2
zxi_x Yi—y _ k o
1_5x25§=! ( st)j( ) erV:Jr\/l_Tsj : (rxy:cos(x,y) )

oldugunu gosterir.

=~
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0<r? <1 oldugundan, 051—%2 <1 du, yaniOS%Sl dir. k ; pozitif yar
X<y X7y

tamml1 bir matrisin determinanti oldugundan k>0 dir. k =0, yani det(A'A)=0 ya

da r(A)<2 ise, X" ve y arasinda milkemmel bir lineer bagnti (iliski) vardir.

k :
1-——=0 vyani 7
X<y X

=1lyada det(A'A)=k =s}s’ ise, butakdirde r(A)=2 ya

wn
<N

da Z(xi —>_<)<yi —?/):0 oldugu gorilir. Bu durumda x° vey" lineer
— —\ 72 ) . .

bagimsizdirlar. s 5_[2()9 —x)(yi —y)} =0 ise X ve y lineer bagimlidur.
NOT: x ile y arasindaki lineer iliski X iizerinde y nin regresyonundan, =0
olmak iizere,y, =a+fBX;+¢&;, 1=12,..,nbasit lineer regresyon dogrusuyla
belirlenir. x— jx ile y—y arasindaki lineer iliskide de aym S = 0olmalidir.
Gergekten, y,=a+pBX +g1=12,.,n = y=a+pX,Y, —yi:ﬂ(xi —Z)+gi,
y-yzﬂ(X-Q), S ayni egimdir.

* ok

y

Ny =7y = €06 oldugundan, —-1<r, <1 olacaktir. Burada 6 , X vey
XNy
arasindaki pozitif yonlii ag¢idir. O halde 0< rxf, <1 dir. Bu ise, Osl—%él
S, S
Xy
< . ) k k . . .
oldugunu gdsterir. €0s"0=1-——=——=sin"0 dir. = ya da =0 ise bu
S, S
x 2y x>y

durum gerceklenir. O halde x” ve Yy miikemmel lineer bagmtiya sahip olurlar.

0 =r/2 oldugunda, % =1=k =s;s; oldugunda x" ve y" lineer bagimsizdirlar.

X7y

>

n

Simdi de, s, = Z(xi—i)z .S, = (yi—§)2 ve SXV:Z(xi—Q)(yi—y) olmak

i=1 i=1 i=1

lizere, X.*:—<X —j?) , *:Si<y—j§) alalim. Bu durumda,
y
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olacaktir. Yukaridaki ayni diisiinceyle 4 X +4, X =0 , yani

X _)_( Y1 _y
i Xz._x i yz._y |:ﬂl:|:|:0:| (5.1)
S, : Sy : ﬂQ 0
L _Xn_X_ _yn_y__
denklemi en az bir 4 #0 , i=1,2 i¢in saglamirsa X~ ve y  vektorleri lineer bagimli

ve A, = A, =0 i¢in saglanirsa lineer bagimsizdir. $imdi,

Xl_)_( Y1_§'
B = i X; =X i Yo~y
SO T -
L _Xn_)_(_ _yn_y__

alalim. Eger r(B):2 ise, (5.1) sistemi yalmiz sifir ¢6ziime sahiptir ve vektorler

lineer bagimsizdirlar. r(B)=r(BB') oldugundan, det(BB')=0 ise r(B)=2

olacagindan, bu vektorlerin lineer bagimsiz olmalari i¢in gerek ve yeter sart:

L AR

olmasidir. T, , x"ve Y vektorleri arasindaki acinin (¢ diyelim) kosiniisii

oldugundan, tam bagimsizlik icin 1—cos® @ =sin’ ¢ # 0 olmaldir. ¢ = % oldugunda

tam lineer bagimlilik vardir. ¢ =0 veya ¢ =z oldugunda tam lineer bagimlidir.
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6.PEARSON’UN ' KORELASYON KATSAYISI VE SALTON’UN KOSINUS
OLCUSU ARASINDAKI ILiSKi

Jones ve Furnas (1987) Salton’ un kosiniisii ve Pearson’ un korelasyon katsayisi
arasindaki farki geometrik terimlere gore acikladilar ve her iki dl¢iiyii diger birtakim

benzerlik olgiitleri ile kargilastirdilar.

6.1 Pearson’ un r Korelasyon Katsayisi ve Salton’un Kosiniis Olciisii Arasindaki

Iliskinin Geometrik Yorumu

Pearson korelasyonu, vektorlerin degerlerini onlarin  ortalamalarina  gore
normallestirir. Geometrik terimlere gore, kosiniis tim vektorlerin bir sifir degere
sahip oldugu bir orijinden vektdr uzay:r olustururken, bu; vektdr uzayinin orijininin

kiimenin ortasinda yerlestirildigini ifade eder. Bu durum Sekil 6.1 de gosterilmistir

Sekil 6.1 Pearson’ un r si ve Salton’ un kosiniisii arasindaki iligki
Sonu¢ olarak, kosiniis sadece bir tek dortte bir dilimde sifirdan bire degisirken
Pearson korelasyonu -1 den 1 re degisebilir. ( Eger biri sadece pozitif degerleri

kullanmay1 isterse, (r+1) / 2 vyi kullanarak korelasyonun degerlerini lineer olarak

dontstiirebilir.) Bununla beraber birgok uygulamali durumlarda Pearson’ un
korelasyon katsayisi ve Salton’ nun Kkosiniisiinii kullanma arasindaki farklar

onemsenmeyebilir.
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6.2 Problemin Formiillemesi
X= (Xl, Xy yeenr X, ) ve y= ( A ) tiim koordinatlarin pozitif oldugu iki vektor

olsun. Bu iki vektoriin Jaccard indeksi (sayis1) (bu vektorlerin benzerligini 6lgen)

X.y
= (6.1)
X[ + Iyl - x.y

PRA7

J= E (6.2)

Zn:xiz +Zn:yi2 _ixiyi
i=1 i=1 i=1

olarak tanimlanir. Burada Xxy= ZX Y;,» X ve Yy vektorlerin i¢ ¢arpimidir.

||X|| /ZX ve || y|| = /z y? smastyla X ve Y vektdrlerinin Oklit normlaridir
i=1 i=1

(L* normlar da denir). Salton’ un kosiniis 6l¢iisii, yukaridaki ayni notasyonla

X.y
cos(0) = ———
1, ¥,

(6.3)

D XY,
i=1

n Xﬁ/f y!
i=1 i=1

olarak tanimlanir. Burada @; Xve Y vektorlerinin arasinda pozitif yonlii agidir.

cos(0)= (6.4)

Diger sonuglar arasinda eger ||x||2=||y||2ise, bu takdirde deneysel bulgularla

tamamen uyusan basit bir

_ cos(6) 65)
2—cos(6)
bagintisini ispatlayabiliriz. Dice’ nin E 6l¢iisii i¢in: yani
0 (6.6)
[+
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2 X Yi
E — i=1

n

ZXiZJan: ]

i=1 i=1

(6.7)

icin eger x|, =|y||, ise, E =cos(@) elde ettigimizi bile gdsterebilirdik. Aynis diger

bir¢ok benzerlik dlgiisii i¢in gosterilebilir. Diger benzerlik 6l¢iileri i¢in bkz. Boyce,
Meadov ve Kraft (1955), Tague-Sutcliffe (1995), Grossman ve Frieder (1998); Loose
(1998); Salton ve McGill (1987) ,Van Rijsebergen (1979) ,Egghe ve Michel (2002,
2003). Egghe (2008) diger Olgiilerle Pearson korelasyon katsayisinin iliskisi

problemine degindi. r nin tanimi
inyi _(in](z yij
i=1 i=1 i=L

P30 i3]

dir. Bu ¢alismada Pearson’ un korelasyon katsayist ve Salton’ un kosiniisii arasindaki

r= (6.8)

iliski hakkinda bu geriye kalan bu soruya deginecegiz.

Problem, Pearson korelasyon katsayisinin taniminda X:()<1,X2,...,Xn)' ve

y= (yl, Yoren Yn ) vektorlerinin L? normlar1 ve bu vektdrlerin L' normlarinin es anli

vukuu bulmasinda yatar. L normlar1 asagidaki gibi tanimlanur.

=3 69
I, =2y (6.0

rve COS(@)arasmdaki iligkiyi belirlemek icin temel, asikar olarak, X ve Yy

vektorlerinin L' ve L? normlar arasindaki iliski olacaktir. Bundan sonraki kisimda

N
AT

verdigini gosterecegiz.

nin her sabit degerinin r ve COS(Q) arasindaki bir iliskiyi
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6.3 I ve cos(0) Arasindaki iligki icin Matematiksel Model

X :(Xi, Xy yeens xn)'ve y :(yl, Yoreen yn)' n uzunluga sahip iki vektor olsun.

a= M (6.11)
[,
ve
b= M (6.12)
Y1,

olsun. Asikar olarak a>1 ve b>1 olduguna dikkat edelim. Ayni zamanda a < Jn

ve b<n oldugunu da elde ettik. Gergekten, Cauchy-Schwartz esitsizligine gore
(bkz. Hardy, Littlewood ve Polya, 1988)

I, =3 -3

() (34
-l

elde ederiz. Bu nedenle,

s

L

dir. Fakat eger X niin sabit vektor olmadigini farz edersek, a;t\/ﬁ , bu nedenle
yukardan, a < «/ﬁ elde ederiz. y vektorii i¢in ayn1 muhakeme siirdiiriilerek, b < \/ﬁ

elde edilir. Boylece asagidaki sonucu elde ederiz.

Yardimci Teorem 6.3.1:  (6.11) ve (6.12) verildiginde ne x ne de Yy sabit

vektorler ise asagidaki bagint1 genel olarak gecerlidir.

cos(H)—a—bj (6.13)

n
r =
\/n—aZ«/n—bz( n
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Yukariya gore kok altindaki sayilarin pozitif olduklarina dikkat edelim. ( ve kesin
olarak pozitif olan ne x ne de y sabit degildir.)

Ispat:
2%,

S5

“Yalancit Kosiniis” (Y c0S) Ol¢iisiinii tanimlayalim. Jones ve Fumas (1987) ‘deki

Y cos(6) = (6.14)

onceki tanimlar1 bulabiliriz. (6.2.3) formiiliinde ( herkes tarafindan bilinen x vey

vektorleri arasindaki aginin reel kosiniisii ) ||X||2 ve ||y||2 yerlerine s1ras1y1a||x||1ve

|| y||l koydugumuzdan dolay1, dl¢iiye “Yalanci Kosiniis” denir. Bu nedenle (6.2.4) ve
6.3.4) den goriilecegi gibi (6.3.1) ve (6.3.2)” yi kullanarak,
g grg

(o) (22
Y cos(6 Iznlle\/g

COS(Q) _ ”X”l”y”l
Yeos(0) ], ]Yl,

—ab (6.15)

0
elde ederiz. Simdi, ne X ne de Y sabit olmadigindan (gelecek ifadede 0 dan

sakinma) (6.11), (6.12) ve (6.14) den

pea)

n_ n

i D XY,

i=1

cos(8) (ixi)z (Iz_nl: , jz

NERNE n—

n n

PR D

i=1 i=1
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1
r n_Ycos(<9)

cos(0)  Jn—a*Jn-b?

elde ederiz. Simdi (6.15) den

ab
n -
r oS

cos(0)  Jn—atn—b*

elde ederiz ki; buradan

:x/n—azx/n—bzr +ab

cos(6) -

(6.16)

olarak yeniden elde edilebilir. (6.16) dan r yi ¢ézerek (6.13) iin dogru oldugunu

goriiriiz. (6.13) iin r vecos(6) arasinda bir lineer iliski olduguna fakat a ve b
parametrelerine bagli olduguna dikkat edelim. (X ve Yy vektorlerinin uzunlugu olan

N nin sabit olduguna dikkat edelim). cos(&)=0 olmas i¢in gerek ve yeter sartin

r=— <0 (6.17)
n—a’«n-b?

ve I =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

cos(e):%b>0 (6.18)

olmas1 gerektigine dikkat edelim.

Formiillerin her ikisi de a veb degiskenine gore degisirler, fakat (6.17) daima
negatif ve (6.18) daima pozitiftir. Bu nedenle degisen a ve bigin git gide artan bir

dogru demeti elde ettik.

Bu nedenle, degisen a ve b igin bir artan dogrular demeti elde ettik. Uygulamada a

ve b kesin olarak degiseceginden (yani |||| X||||1
X
2

olmayacagindan ) burada r ve c0s(#) arasindaki bagintinin bir fonksiyonel baginti

sayilar1 tiim vektorler i¢in ayni

olmadigini fakat artan bir noktalar bulutu gibi bir baginti oldugunu gosterdik. r=0
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icin noktalar bulutunun pozitif apsis degerli noktalarin bir alanin1 kapsayacak iken
COS(Q) =0 i¢in noktalar bulutunun sifirdan kiiciik ordinatli noktalarin bir alanini isgal
edecegini bekleyebiliriz. (Tim vektdr koordinatlar1 pozitif iken COS(H) >0

oldugundan bu agiktir). Aynit zamanda, (6.17) ( onun mutlak degeri) ve (6.18) in
vektoriin uzunlugu olan n ile ( sabit a ve b igin) azaldiklarina da dikkat edelim. Bu
ayn1 zamanda hemen goriildiigii gibi, ( sabit a ve b i¢in) n nin biiyiik degeri igin,

(6.13) iin egiminin 1 e gitmesi durumdur.

6.4 Kosiniis Iliskisinden Baska r ve Diger Benzerlik Olciileri Arasindaki Iliski
Giriste cos ve Jaccard, Dice vs. gibi diger benzerlik Ol¢iileri arasindaki fonksiyonel
iligkileri belirtti. L* norm iliskilerine yani ||X||2 =||y||2 ye (ancak genellestirmeler
Egghe (2008) de verilir) dayanarak (J=Jaccard)

cos(0)

- 2—cos(0) ¢19)

E :COS(H) oldugunu ve Egghe (2008) de ele alinan diger benzerlik Slgiileri i¢in
aynisinin  gerceklendigi  gosterebiliriz. Bu takdirde (6.13) ile bu sonuglarin
birlestirilmesinin r ve diger ol¢iiler arasindaki iligkileri verdigi agiktir. E = COS(H)
oldugundan L? norm esitliginin yukaridaki varsayimlar1 altinda COS(Q) yerine E
koyarak (6.13) iin yine gegerli oldugunu goriiriiz. J i¢in (6.13) ve (6.4.1)’u
kullanarak

cos(0) = 32_:31 (6.20)

elde ederiz ve buradan da,

n 2) ab
r= _ 6.21
«/n—azx/n—bz(J +1 nj (6.21)

bagintisi I' ile Jaccard arasindaki bagintidir.
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7.PEARSON’UN I ’SiNiN YENIi BiR YORUMU
Bu kisimda Pearson’ un I ’sinin yeni bir yorumunu geometriye dayanarak verecegiz.
7.1 r nin Geometrik Yorumu

z, ve 1,, beklenen degerleri sifir ve varyanslar1 1 olan iki iki-degiskenli normal

rasgele degiskenler olsun. Bu takdirde

(z,+2,) =(zl—(—zz))2

ifadesine miikkemmel negatif korelasyondan uzakligin karesi (( umnk)2 )ve (z,-1, )2

‘ye de mitkemmel pozitif korelasyondan uzakligin karesi ((umpk )2 ) olarak bakilir.
E(z+2,) =E(2))+2E(z2,)+E(2})
=1+2p+1=2(1+p)

dur. Burada p korelasyon parametresidir. Ayni sekilde, E(z, -z, )2 =2(1-p) olur.

(13 2

Negatif uzakligi “nu” ile gosterelim. Buna gore (nu)2 =(z,+z, )2 dir ve pozitif

uzakligi “ pu” ile gosterelim. (pu)2 =(z,-2, )2 dir. Yani (nu)2 ve (pu)2 strastyla,
negatif ve pozitif korelasyondan uzakliklarin  karesidir. Buna  gore

E(nu)’ —E(pu)’ o
p= 2 dur. Asagidaki tablo bunu agiklar.

Cizelge 7.1. p korelasyon katsayisi,NU ve pu arasindaki iliskiler

Korelasyon E[(nu)z}:E(Zl+Zz)2 E[( pu)2]=E(zl-zz)2
~1 0 4
0 2 2
1 4 0
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X,y N-boyutlu veri vektorleri olsun. SS, ,SS ; ortalamalar etrafindaki yani X,y

etrafindaki, kareler toplami olsun. Simdi standartlastirilmis veriyi j ; 1 ‘lerin birn -

boyutlu siitun vektorii olmak iizere,
z, =(x—>_<j)/(SSX)J/2 2, =(y—§j)/(ssy)”
olarak tanimlariz.
|zl =zz.=1 |z =22,=1 ,2j=0 ve(z,-2,)'(z,+2,)=0 dir. Eger & n-
boyutlu uzayda z, vez, arasindaki a¢1 ise cosa=zz,=r Pearson un moment

carpim korelasyon katsayisidir. Simdi agagidaki sekli ¢izelim.

z1+z2

z2

1,2,3 o/ 2 blyiklagine
sahip agilardir

z1-z2

Sekil 7.1 Pearson un I =cos” a/2—sin’ a/2

Sekil 7.1 de z, ve z, sifirda merkezilesen vektorlerdir ve « onlarin arasindaki agidur.

a/2 agis1 /2 dir. Simdi,

2 _ |2+ 2| _”21_22”2
2~ 24 4

Q.
COS @ = COS E—sm

oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun i¢in asagidaki trigonometrik O6zdeslikleri

kullanacagiz.
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A ., o f1+cosa 3T « . a fl—COSa
cos¢ =c0S" —-SsIn"—, coS—=,[—— CoS| —+— |=SIN—=,|——
2 2 2 2 2 2 2 2

. 7, vez, +1, arasindaki ag1 olsun. Bu takdirde

cos 3 = Z +Z 1+zz 1+c05a
Hawz+an 2 Y

dir. Bu nedenle, S 2% dir. z,+z, ve z, -z, ortogonal vektdrler oldugundan, z,

: . . .. 3
den z, - z,ye saat yonii tersindeki ag1 bir an igin ?ﬂ +% = [ dir. Boylece

cos 3 = 7,(2,-2,) _ fl—ziz2 _ fl—cos(x _
”21””21 'Zz|| 2 2

dir. Simdi,
2.+ 2, _l+zz, _ cos2Z ve |z~ 2| _1-z27, _ sin? &%
4 2 2 4 2 2

olur. Bu nedenle, Pearson’ un I sinin

lz+zl Ja-zl _1+zz, 1-zz,
4 4 2 2

: 2 . L,
r=z7,= =c0s” ——sin’ —
2 2

olarak yazilabildigi goriiliir. Buna gore

E(nu)2_||zl+zz||zcoszﬂ ve E( u)2:||zl—22||zsin2g

_ P
4 4 2 4 4 2

dir. Standartlastirilmig veriler igin kovaryans matrisli korelasyon matrisidir ve bu

2x 2 boyutlu matrisin 6z degerleri A4 =1+r ve A, =1-—r dir. Bu nedenle,

COos ve SI" —=——=

ca _1+r A4 Lo _l-r_ 24,
2 2 2 2 2 2
oldugundan, r nin bir parcalanmasinin baska bir bi¢imi veya yorumu r = (ﬂl -4 ) / 2

E(nu)’  E(pu)
(nu) ve (zu) arasindaki farktir.

dir, ve 6z degerler arasindaki farkin yarisi



L E(nu)2 E(pu)2 .. 2 U
Simdi, R farkinin yorumu i¢inz, =z, veya a =0 , cos Ezl :

sin?< =0 oldugunda, miikemmel negatif korelasyonun maksimum oldugu

- E (nu)’ E (pu)’
kolaylikla goriiliir. Bu durumda 2 =1 ve 2 =0 dir. Bu nedenle,
E(nu)2 E(pu)2
r= YR =1-0=1 dir. Miikkemmel negatif korelasyon durumu igin
Z,=-7, Ve a=nx ,cosz%:o ,sinZ%:1 dir.  Bu  nedenle,
E(nu)* E(pu)’ .
r= (4 ) - (Z ) =0-1=-1 dir. Fazladan iki durumu da verelim. Ilk olarak z,
ve z, ortogonal oldugunda, a=2 ,Sing=cosg=£ (SinZE:COSZEZl )
2 2 2 2 2 2 2
_ E(nu)2 E(pu)2 37
dir. Bu nedenle, = 2 dir ve r=0 dir. Son olarak a:T ,
, 37 ., 31
cos” — =0,1464 ve sin §:0,8536 olsun. Bu nedenle,

2 2
E(’;“) _E(zu) —0,1464—0,8536 = -0, 7072

2
dir. Sekilden, z, =2z, oldugunda, E(r;u) =|z,+2,|/4 ifadesinin maksimum ve

2
E(zu) =|z,—z,|/4 ifadesinin minimum oldugu agik olarak goriilebilir ve

yukaridaki orneklerin geometrisi Kolaylikla gorsellestirilebilir. (Ayrintilar igin bkz.
Rudy A. Gideon, Universty of Montana,email:gideon@selway.umt.edu, Depertmant
of Mathematical Sciences, “ A Generalize Interpretation of Pearson’s 1.”)

7.2 Bir Baska Bakisla Korelasyon Katsayisi

Bu kisimda daha oOnceden ele aldigimiz bazi kavramlar1 kullanarak korelasyon

katsayisini baska bir bigimde inceleyecegiz.
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Korelasyon katsayisini tanimlamadan oOnce, Pearson un r si tamimlar1 daha
dogallastiracak bi¢imde ifade edilecek. r nin bu yeni ifadesi mutlak degerlere
dayanan parametrik ve parametrik olmayan korelasyonlarin bir dogal tanimim

miimkiin kilacak.

(%,¥;) » 1=12,..,n bir iki degiskenli veri kiimesi olsun. Alisilmig ortalama
notasyonu kullanacagiz ve X =x. —x , y =y, —y, i=12,..,n merkezilestirilmis
verilerdir. Orneklem kovaryansi le* y, ile orantilidir. Daha sonraki tanimlari

hazirlamak i¢in, bu kovaryans

XY =(Z 06w () -y )) /4

olarak yeniden yazilabilir. Merkezilestirilmis notasyona gore, bu ifade

(S x5y 0w ) ) 2

olarak yazilabilir. Kovaryans fonksiyonunun bu bi¢imi, onlarin yeniden
6l¢eklendirilmis bir varyans yorumlar1 bir araya getirildiginde, Rodgers ve Nicewater

deki Pearson un r sinin bir yorumu olarak goziikiir. X—Y wverileri arasindaki
iligkinin bir 6l¢iisti olarak bu bigim igin bir sezgisel diirtii (motivasyon) simdi verilir.
Bu, tanimlanacak olan tiim korelasyon katsayilari i¢in gecerli olacak. Bir pozitif

* * - —\2 - o .
korelasyon var oldugunda (xi +Y, )2 = (xi —X+Y, - y) , 1=12,...,n terimleri ayn1

dogrultu ve yone meyledecek ve 2 standart sapma kadar biiylik olacaktir. Biri, bir
negatif iligkiden (korelasyondan) uzakligin biiyilk oldugunu ve bu nedenle
korelasyonun pozitif olmasi gerektigini sdyleyebilir. Ote yandan (Xi*—yi* )2,

i=12,..,n herhangi yok etme etkisine sahip olacak, bu nedenle onlar kiigiik olmaya

meyledecek ve net etki kovaryansin biiylik olacagidir. Biri, bir pozitif iliskiden
uzakligin kiiclik oldugunu bu nedenle korelasyonun pozitif olmasi gerektigi

sOylenebilir. x vey bagimsiz degiskenler oldugunda, her iki terimde de benzer bir

yok etme miktar1 ortaya ¢ikacak ve kovaryans sifir civarinda degisecek. Negatif

korelasyon var oldugunda, pozitif korelasyondan uzaklik biiylimeye meyledecek.

(xi* -y, )2 ,i=12,...,n terimleri kadar biiyiik olacak fakat hiikiimsiiz kilma negatif
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korelasyondan yakinlik kiiciik olacak sekilde (xl* eri*)2 ,i=12,...,n terimlerinde
vukuu bulacaktir.

Simdi bu kavramlar1 n -boyutlu Oklid uzayma genisletecegiz. Bu paragraf icin X ve
Y merkezilestirilmis verinin n-boyutlu vektorleri olsun. Her birisinin 1 uzunluguna
sahip oldugunu, yani ||x||=||y| =1 oldugunu kabul edelim. n-boyutlu uzayda x+y
vektoriinii goz oniine alalim. Bu vektor orijinden (bu vektor igin orijin miikemmel
negatif korelasyonu gosterir) ne kadar uzak ise, korelasyon o Olclide pozitiftir.
Miikemmel pozitif korelasyon igin, cos(x,y)=1 ve |x+y|=2 yani orijinden
uzaklik 2 dir. Simdi X—Y vektoriinii géz Oniline alalim. Bu vektor orijine ne kadar
yakin ise, korelasyon o kadar pozitiftir. X—Y i¢in orijin pozitif korelasyonu gosterir
ve bu nedenle ||x—y| nin kiigiik olmas1 miikemmel pozitif korelasyondan uzakligin
kiigiik oldugunu ifade eder. Bunu ifade etmek i¢in bagka bir yol, X—Y icin 2

yarigaplt n-boyutlu merkezi kiirenin (topun) yiizeyinin biiyiik olmasi miikemmel

pozitif korelasyondan uzakligin biiyiikk oldugunu ifade eder. Miikemmel negatif

korelasyon igin, cos(x,y)=1 ve |x—y||=0 dir. Bu nedenle 2 yarigaph kiireden

uzaklik bir maksimumdur.

Parametrelere gore bunu ifade etmek igin bagka bir yol, Var(X +Y)>Var(X -Y)

oldugunda pozitif korelasyonun ve esitsizlik ters yonde oldugunda negatif

korelasyonun var olmasidir. Negatif korelasyondan uzaklik ve Var ( X +Y)
arasindaki iligki simdi gosterilir. Z ve Z, i¢cin
E(2,2,)=p=|Var(Z,+2,)-Var(Z,-Z,)]/4 olduguna dikkat edelim. Bu
takdirde, Var(Z,+Z,) miikemmel negatif korelasyondan uzakliga esittir ve bu p
nun bir lineer fonksiyonudur yani 2+2p dur. p=-1 ig¢in bu uzaklik 0 dir, fakat
p =+1 igin bu uzaklik 4 tir. $imdi Var(Z, —Z,) mitkemmel pozitif korelasyondan

uzakliktir ve bu 2—2p dur. p=-1 i¢in bu uzaklhk 4 tir, fakat p=+1 igin bu
uzaklik O dir. Bu uzakliklarin o nun monoton fonksiyonlari olduklarina ve bu

durumda Pearson un korelasyon katsayisi i¢in Var(Z,+Z,)—-Var(Z,-Z,) genel
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korelasyonu 4 ya esittir. Bununla beraber, diger korelasyon katsayisi i¢in uzakligin

bir birlesimi basit degildir. Pearson korelasyon katsayisinin bu durumda

1, Var(z,+2,) :%Inl+p _anh pin Nar(z,+2,)

| ar
—In
1-p JVar(z,-2,)

2 Var(Z,-Z,)
olduguna da dikkat edelim. Bu ise Fisher’ in normallestirme doniigiimiidiir.

Bir korelasyon katsayisi negatif korelasyon i¢in 1’ den kiigiik, bagimsiz rasgele
degiskenler i¢in 1 ve pozitif korelasyonlar i¢in 1’ den biiyiikk olacak olan

Var (X +Y)/Var (X —Y) oranina dayandirilabilir
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8. OLAYLAR ARASINDAKi BAGIMLILIK VE BAGIMSIZLIK iLiSKiLERI
ICIN KORELASYON

Burada olasilik hesapta olaylar arasindaki bagimlilik ve bagimsizlik iligkileri i¢in

korelasyon kavramini kullanacagiz.
8.1 Olaylar Arasindaki Bagimsizhik

Hata veya olay agaclari, giivenilirligi tahmin etmek i¢in risk degerlendirmelerinde
veya sistemin bilesenlerinin basarisizliklarinin olasiliklarina gore bir sistemin
basarisizlig1 gibi bir {ist olayin riskinde, yaygin bir sekilde kullanilirlar. (Veseley ve
ort.) Bir hata agacindaki bilesik olaylar, daha basit olaylarin birlikte olmalari, birlikte
olmamalar1 veya eksiklikleri olarak tanimlanirlar. B ile A olaylarinin birlikte olmasi
A&B ile gosterilir ve bazen buna “ve” olay1 da denir. Bu hem A hem de B olaymin
oldugu olayidir. Ornegin, bir giivenlik degerlendirmesinde, A olay: bir kapali alanda
bir yanici buhar tireten dikkatsizlikten kaynaklanan bir petrol sizintisin1 gosterebilir.
B olay1 alandaki bir yerde bir elektrik devresinin kapatilmasindan kaynaklanan bir
kivileim gibi bir atesleme kaynaginin varligim1 gosterebilir. Bu iki olayin birlikte
olmasi bir patlama icin gerekli sart: gdsterecektir. Iki olaym birlikte olmamasi, A
veya B nin biri veya digerinin veya her ikisinin oldugu olaydir. Birlikte olmamaya
bazen” veya olayr” da denir ve bu olay Av B ile gosterilir. Ornegin, eger olaylar
normalden fazla gilivenlik sistemlerinin tasarlanmis isleyisini gosterirse, bu takdirde

olaylarin yalniz biri sakinilacak herhangi bir olumsuz sonug i¢in olmalidir.

Bir hata agacinin amaci, daha basit olaylarin boyle birlikte olmalar1 ve birlikte
olmamalarini iceren bir fonksiyon olarak {iist olayr kendi kendini tekrarlar sekilde
ifade etmektir. Alt olaylarin daha fazla ayristirilamayan bu tekrarlarin ug noktalarma
temel olaylar denir. Onlar diger olaylara bagli olarak tanimlanmadigindan, temel
olaylar1 deneysel gozlemleri veya teorik diisiinceyi temsil eden analizlere girdilerle
tanimlamak gerekir. Bu temel olaylar, cogu kez bazen onlar1 olasilik dagilimlarindan

ayirmak i¢in toplam olasiliklar denen reel degerli olasiliklara karakterize edilirler.

Bu kisim, temel olaylar ve onlarin bir hata agaci gibi mantiksal modeli vasitasiyla
yayitlimi arasindaki bagimliliklarin gdsterimini yeniden gdézden gecirir. Iki olaymn

bagimsiz olmalari durumunda, onlarin birlikte olmalarinin olasiligr iki olaym
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olasiliklar1 ¢carpimi olarak hesaplanabilir. Bu nedenle, a = P(A) ve b= P(B) olmak

lizere,
P(A&B)=ve,,,..(a,b)=ab

dir. Birlikte olmamanimn olasilig1 da,
P(AvB)=veya,,,,..(a,b)=1-(1-a)(1-b)

formilii ile ayr1 ayr1 olaylarin olasiliklarina bagli olarak da hesaplanabilir. Uygun
olabilmesine ragmen, bir hata agacindaki olaylarin bir digerinden bagimsiz
olduklarmi kabul etmek daima miimkiin degildir. Ornegin, Vesley ve ortaklari (1981)
olaylarin genel olarak bagimsiz olmayacagi ortak-neden veya ortak-mod
basarisizliklarmi iceren birgok durumu ifade etti. Ornegin, ayn1 anda bazen birkag
bilesenli basarisizligi ortaya koyabilen bir tek neden olabilir. Ortak nedenlerin
kategorileri; etki, yapim, tarih kullanimi, yer, titresim, bulastirma, rutubet, sel,
sicaklik, yangin vs. gibi, bir¢ok seyi icerebilir. Eger bir hata agacinin minimal kesik
kiimesinde bilesenlerin tiimii ayni nedenden etkilenirlerse, bu neden iist olayi
baslatabilir. Bu bigimde iist olayin riski bu ortak nedenlerden birinin vukuu bulma
riskine dejenere olabilir. Bir sistemin ortak neden basarisizliklarina duyarliliginin
belirlenmesi risk analizinde git gide artarak daha onemli olmaktadir. Miihendislik
uygulamasinda, ortak neden basarisizliklar1 ¢ogu kez rasgele donamim

basarisizliklarina yon verebilir.

Bagimsizlik varsayimlarina giivenmeye gerek olmaksizin, riskleri ve giivenilirlikleri
degerlendirebilmek  i¢in, bdyle olaylar1 igeren  sistem  verimliliginin
degerlendirmesini diizeltmek O©nemli olacak. Bundan bagska, ateslemeler gibi
cevreleri anormal islemlere tutma kapsaminda sistemin planlayicilarn tarafindan
planlanmis bir sistemde, bilesenlerin bagimsiz calistirilmast gergekten bagimli
davraniglara devrolabilir. Bu takdirde degerlendirmede tahmin edilmis olan riskler ve
giivenlikler lizerinde bagimsizligin bir noksanliginin sonuclarini tahmin edebilmek

ciddi bir sorun olur.

Eger olaylar karakterize eden olasiliklar bir Venn diyagraminda gosterilirlerse,
olaylar arasindaki bagimlilik kiimeler arasindaki ortiismenin alani ile tam olarak

belirlenir. Sekil 8.1 de gosterilen bes venn diyagramini géz oniine alalim. ilki noktali

53



bir daire ile gosterilen ve ikincisi gri daire ile gosterilen her bir sekil, iki olayn
olasiliklarint gosterir. Sekillerin daire olmasi 6nemli degildir, sadece onlarin alanlar
onemlidir. Benzer sekilde sadece onun alani 6énemli oldugundan Ortiisme bolgesinin
seklinin karmasikligr mesele degildir. Bu diyagramin hepsi ayn1 6lgekle cizilmistir,
daha kii¢tik gri dairenin alani 0.22 iken daha biiyilik noktali dairenin alan1 0.29 dur. A
olayr tami tamina noktali olay igindeki gri olay1r gosterir. Bu olaylarin marjinal
olasiliklar1 verildiginde bu, iki olay arasinda en giicli mimkiin olan bagimlilig
gosterir. Bu miikemmel bagimlilikta, eger gri daire ile gosterilen olay vukuu bulursa,
noktali daire ile gosterilen diger olaymn da vukuu buldugu garanti edilir. C durumu
bagimsiz durumu gosterir. Bu durumda ortiismenin alanit 0,0638 olan 0.29x0.22
carpimiyla verilir. Genel olarak, ortak olayin ( her iki olaymn da vukuu buldugu )
olasilig1 olasiliklarin ¢arpimiyla verilir. Bu sayisal iligki saglanmadikca olaylar
bagimsiz degildirler. E durumu olaylarin karsilikli olarak ayrik olduklarini gosterir.
Onlarmm ortiisen alanlar1 sifirdir. Bu, bir olayin vukuu bulmasinin digerinin vukuu
bulmasini engelledigini ifade ettiginden, bagimliligin diger ekstrem (ug) olasi

durumunu gosterir. B ve D durumlari u¢ durumlar ve bagimsizlik arasinda ortada

(@

C D E

olan bagimliliklar1 gosterir.

A B

Sekil 8.1 Alan olasilig1 gostermek iizere Venn diyagraminda gosterilen iki olay arasindaki

bagimlilik
8.2. U¢ Bagimhilik: Miikemmel ve Zit

Temel olaylar arasindaki farkli bagimliliklart gostermek igin, Sekil 8.1 rin
diyagraminda gosterilen gri ve noktalanmig alanlar, alanlar degismedigi siirece, kare
icindeki civarda hareket ettirilebilir ve onlarin sekilleri keyfi olarak bozulabilir.
Alanlar verilen degerlere kisitlandiginda, belirli iligkiler iki kiimenin alanlari ve
onlarin bagimlilig1 arasinda onlarin ortiisme derecesiyle temsil edildigi gibi devam

etmelidir. Ornegin en biiyiik ortiisme alanina gotiiren bagimliik A diyagraminda
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gosterilendir. Eger alanlar sabit iseler, alanlarin nasil konumlandirildiklar1 mesele
degildir, iki alan arasindaki boyle bir Ortlisiim biiylik olabilir. Bu nedenle, bu
bagimliiga  “miilkemmel” diyebiliriz. Alanlardan biri digerini tam olarak
icerdiginden Ortlismenin alani iki alanin minimumudur. Bu ¢esit bagimlilik igin,
olaylar arasindaki ayni zamanda olma ve ayni zamanda olmamanin olasiliklarini

hesaplamak ¢ok basittir:
(Tam)

P(A&B)=ve,,(ab)=min(ab)
P(Av B)=veya,, (a,b)=max(a,b)

formiilleriyle ifade edilirler. Burada A ve B iki alandir. Birlikte olmanin (ayni
zamanda olmanin) olasilig1, iki alanin kesisiminin alani ile 6lgiiliir. Onlar tam olarak
ortiistiigiinde, kesisimin alan1 iki alandan daha kii¢ligli olmalidir. Birlikte olmamanin
olasiligr iki alanin birlesiminin alani oldugundan bu olasilik alanlarin daha biiytgi

olmalidir.

Sekil 8.1 de ortiismenin en kiigiik alanina gotiiren bagimlilik kalibi E diyagraminda
gosterilene gotiirendir. Ortiismenin alan1 sifir oldugundan, kiimeler ayriktirlar.
Minimal ortiismeye iliskin bagimlilia “zit” bagimlilik diyecegiz. Zit bagimliliga
sahip olmanin ister istemez olaylarin karsilikli olarak ayrik olmalarini ifade ettigine
dikkat edelim. Ornegin, her iki olay %50 den daha biiyiik olasiliklara sahip olabilir.
Bununla beraber, boyle bir durumda, ¢izilen olaylarin alanlar1 bir miktar ortiismek
zorundadir. Bu nedenle olaylarin karsilikli olarak ayrik olduklarini sdyleme onlarin
bagimlilig1 hakkinda heniiz bir iddia yapma degildir. O, olaylarin olasiliklar
hakkinda da bir ey soyler. Olaylarin zit bagimliliga sahip oldugunu sdyleme sadece

bagimlilik hakkinda bir iddiadir.
Z1t bagimhilik altinda birlikte olma ve birlikte olmama olasiliklar i¢in formiiller:
(Z1t)

P(A&B)=ve, (a,b)=max(a+b-10)

t

P(AvB)=veya,, (a,b)=min(1,a+b)
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dir. Bu formiiller olasiliklarin 1 den daha biiyiikk olmamas1 gerektigi sinirlamasini

aciklar.

Ornek: P(A)=a=0.29 ve P(B)=b=0.22 oldugunu ve A ve B olaylarinin tam

olarak bagimli olduklarmi farz edelim. Bu durum alanlarin maksimal olarak
Ortligmesini gosteren Sekil 8.1 rin A diyagraminda gosterilmistir. A& B birlikte
olmasinin olasiligi min(0.29,0.22)=0.22 dir. Minimum operatoriiniin kullanimina
ragmen, bu; bu marjinaller verildiginde olasiligin miimkiin olan en biiyiik degeridir.
Av B birlikte olmamanin olasiligit max(0.29, 0.22)=0.29 dur. Maksimuma ragmen
bu herhangi bir olas1 bagimlilik i¢in olasilifin miimkiin olabilir en kiigiik degeridir.
Simdi bagimliligin, olaylarin zit olarak bagimli olduklar1 E diyagraminda gosterilene
benzer oldugunu farz edelim. Simdi alanlar minimal olarak Oortiisiiyorlar. Bu
durumda, birlikte olmanin olasiligi ~ max(1.029+0.22-1,0)=0 dir ve birlikte
olmamanin olasiligi min(1,0.29+0.22)=0.51 dir.

Bu u¢ durumlar analizci, bagimlilik hakkinda deneysel bilgi veya teorik diisiinceye
sahip olmadiginda smurlar olarak ¢ogunlukla yararhidir, fakat onlarin kendilerinin
sagindaki bir gercek degerlendirmede kullanilabildikleri diisiiniilebilir. Ornegin,
bircok miihendislik sistemlerinde temel bilesenlerin birkaci ¢ogu kez tek bir bayii
tarafindan temin edilir veya ayni muayene, hizmet ve onarim tarihineé maruz
kalmistir. Bundan bagka, bilesenler, bir ates veya birbirini izleyen gegici ¢evre sarti
gibi, benzer bir anormal sarta maruz kalabilir. Boyle topluluklar bu bilesenlere iligkin
basarisizlik olasiliklarinin  bagimsizliktan ziyade tam bagimlilia daha yakin
olabildigini énermeye meyledebilirler. Ote yandan zit bagimlilik degis tokuslarla
kullanmay1 dnerebilir. Ornegin, gerekenden fazla emniyet sistemlerinin bir ¢iftinden
biri daima bir 6zel uyarici ¢esidine cevap vermede ilk harekete geger ve uyaricinin
cesitleri sistemler vasitasiyla rasgele tecriibe edilmezler. Eger bir emniyet sisteminin
islemi sistem iizerinde normal durumda asinip eskimeye gotiiriirse (sevk ederse) bu
takdirde her iki sistemin ortak basarisizigi onlarin bagimsiz olduklarmnin bir
varsayimindan ziyade, zit olarak bagimli olan olaylarla daha iyi modellenebilirler.
Boyle durumlarda, wug¢ ekstrem-bagimhilik-bagimsizlik formiillerinin  yerine
kullanilabilir, ¢iinkii u¢ bagimlilik bir dereceye kadar bagimsizliktan daha mantikl

bir varsayimdir.
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8.3 Olaylarin Arasindaki Korelasyon

Bagimlilik kavrami hem rasgele degiskenlere ve hem de basit olaylara uygulanmakla
beraber korelasyon sozli ¢ogu kez sadece rastgele degiskenler ile kullanim igin
ayrilir. Iliskinin genel derecesini -1 ve +1 arasindaki degisen herhangi skalar
nicelikle 6lgme genel olarak risk belirlemelerinde ¢ok yararli olabilir. Bu nedenle,
her biri bir toplam olasilikla karakterize edilen olaylar ile kullanim i¢in kavramin
(vani sifir ve bir arasinda boyutsuz bir reel sayiya ) genisletilmesi istenebilir. Olaylar
baglaminda bagimliligin basitliginden dolayi, olaylarn iliskisinin (korelasyonunun)
boyle bir skalar Sl¢iislinii tanimlama biitiin yonleriyle akla uygundur. Gergekten, bu
kullanim rastgele sayilar arasindaki genel bagimliligin skalar dlgiilerinin geleneksel
kullanimindan ¢ok daha fazla mantikli goriiliir. Rastgele sayilar arasindaki bagimlilik
sonsuz-boyutludur, bu nedenle bir korelasyon katsayisinin bir tek boyutu, bagimlilik
fonksiyonunun potansiyel karmasikligini yansitamaz. Bununla beraber olaylar
arasindaki bagimlilik, tam olarak ve bir skalar olgiiyle bilgiyi kaybetmeksizin

karakterize edilebilir.

Lucas (1955, bkz.Cheng 2003, Cui ve Blockley 1990; Davis ve Hall 2003) olaylar
arasindaki korelasyonu onlarin gosterge fonksiyonlarinin iliskisi olarak tanimlamay1
onerdiler. Bu diisiinceyi agiklamak igin, Sekil 8.1 deki gibi gosterilen bir Venn
diyagraminda rasgele oklar firlatmay1 ve her bir olay i¢in bir ve sifir ikili degerlerini
kullanarak her bir firlatmay1 puanlamay1 diisiinelim. Eger ok olayin alanini 1skalarsa
(kacirirsa) gosterge fonksiyonunun degeri sifir olacak ve ok olaym alanina isabet
ederse bir olacaktir. Rasgele firlatilan oklar (dartlar) i¢cin boyle sayilarin uzun bir
dizisi i¢in iki olay arasindaki bagimliligin Lucas 6l¢iisii korelasyon katsayis1 olacak.
Eger, rasgele firlatilan oklar yerine bir¢ok dislinin bir sistemi benzer puan ¢iftlerinin
diizgiin ve sistematik olarak aliyor olsaydi 6l¢ii ayni olacakti. Bildigimiz gibi, X ve Y
rastgele degiskenleri arasindaki bir korelasyon (Pearson carpim-moment

korelasyonu) i¢in formiil

dir. Burada E beklenen degeri ve V varyansi gosterir. Bir A olayi igin bir indikator

fonksiyonunun beklenen degeri olaymn P(A) olasiligidir. indikatdér fonksiyonu igin
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varyans P(A)(l-P(A)) dir. Sonug olarak, gosterge fonksiyonlarmin ¢arpiminin

beklenen degeri iki olay arasindaki bagimlilifi veren birlikte olmanin olasilig
oldugundan, korelasyon i¢cin formiil A ve B olaylar1 i¢in gosterge fonksiyonlarina

(bkz. EK1) uygulandiginda, o;
P(A&B)-P(A)P(B)

JP(A)(1-P(A))P(B)(1-P(B))

olur. Yeniden bir diizenlemeyle, bu

P(A&B)=ve,.(abr)= ab+r\fa(1—a)b(1—b)

formiillemesine gotiiriir. Burada a = P(A) ve b= P(B) dir. Bu formiile diizeltilmis

olaylar igin Lucas modeli diyecegiz. Ornegin a=029 ,b=0.22 ve

r korelasyonu = 0.2 oldugunu farz edelim.

Lucas modeli, A ve B nin birlikte olmas1 olasiliginin 0.101 olmas1 gerektigini onerir.
Eger r sifira esit alinirsa, Lucas modeli 0.638 degerini verir. Bu ise, A ve B
olaylarmin bagimsiz olduklarim1 kabul ederek birlikte olmanin olasiligidir. r
degisirken Lucas modeline gore birlikte olmanin olasiligi lineer olarak degisir.
Birlikte olma icin bdyle olasiliklar1 sinirlayan Frechet sinirlarint diglayan degerleri
iretebilmesi hari¢ bu model istenilen model olarak g6z oniine alinabilir. Gergekten,
bu model sifirdan daha kii¢iik veya birden daha biiyiik olan olasiliklar1 bile iiretebilir.
Ornegin, egerr =—1 alirsak Lucas modelinin sonucu -0.124 diir. Hi¢ kimse negatif

bir olasiliktan hoslanmaz.

Problem, formiiliin kendisi ile degildir ancak korelasyonun pozitif ve negatif bir
deger arasinda herhangi bir degeri alabilmesi yanlis disilincesiyledir. Pearson
korelasyon katsayilarinin daima bu tam araliga yayilmadigi herkesce bilinir. Bu
durumda, gosterge fonksiyonlar i¢in en kiiciik olasi korelasyon katsayis1 -1 degildir
fakat sadece -0.339 dur. Ayrica en biiyiik deger +1 degildir fakat sadece 0.831 dir.
Bu, sayilarin iki siitununu diisiinmek suretiyle gosterilebilir. A olay: i¢in indikator
fonksiyonunu gosteren birinci siitun 290 tane 1 e ve 710 tane sifira sahiptir. B olay1
i¢in sayilarin ikinci siitunu 220 tane bire ve 780 tane sifira sahiptir. Eger siitunlardaki

degerler tiim sifirlar siitunlarin iis kisminda olacak sekilde siralanirsa bu takdirde iki
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stitun arasindaki korelasyon 0.831 olacaktir. Bundan sonra, eger siitunlardan birini
ters sirada tim sifirlar altta olacak sekilde siralarsak bu takdirde korelasyon -0.339
olacaktir. Sifirlarin ve 1 lerin siitunlar i¢inde nasil bir yerden alip baska bir yere
koyulmasi mesele degildir, sayilarin bu iki siitunu arasindaki korelasyon katsayisi bu

uc degerlerden hicbir sekilde daha biiylik veya daha kiiciik olamaz. Eger r
korelasyonu i¢in girdi degerleri [—0.339,0.83] araligina kisitlanirsa bu takdirde
Lucas modeliyle hesaplanan olasiliklar negatif olmayan olasiliklar1 veya 1 den daha

bliyiik olasiliklar1 garanti eden miimkiin olabilir araliga uygun sekilde sinirlanirlar.

Lucas modelini mantiki kilmak i¢in yegane yontem,

‘e max (a+b—-1,0)
~ Ja(l-a)b(1-b)
c_ min(a,b)—ab

\/a(l—a)b(l—b)

olmak iizere giris korelasyonlarmm1 r den daha kiigiik ve r den daha biiyiik

olmayacak sekilde sinirlamaktir. Olaylarin korelasyonu i¢in baska bir formiilleme ilk
olarak Frank (1979) tarafindan ortaya koyulan kopulalarin ( kopula: marjinal
dagilimlar1 birim aralikta diizgiin dagilimlar olan iki degiskenli olasilik
dagilimlarmin bir sinifidir. Iki degiskenli dagilimlarin Frank ailesi buna bir 6rnektir.)
Frank ailesinden elde edilebilir. Olaylar arasindaki korelasyonun Frank modelinde A

ve B olaylarinin birlikte olmasinin olasilig

min(a,b) eger r = +1 ise

ab egerr =0 ise

P(A&B)=Ver. (a,br)= max (a+b—1,0) eger r =—1 ise
Iogs[lJr(sa ~1)(s"” —1)/(5—1)] aksi takdirde

formiilii ile verilir. Burada s=tan(z(1-r)/4), a=P(A) ve b=P(B) dir. Bu

fonksiyon siireklidir; r, +1, 0 veya -1 oldugundaki 6zel durumlar, r sirasiyla bu
degerlere gittiginde bu formiiliin sag yanindaki dip ifadenin limit degerleri olur.
Mliskili olaylarin birlikte olmamas1 Frank 1n ko-es-kopula (co-copula) s1 ile benzer

sekilde tanimlanabilir. Bu nedenle,
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max (a,b) eger r =+l ise
1-(1-a)(1-b) eger r =0 ise
P(AV B)zveyaFrank (a'b’r): min(a+b,1) egerr:_l ise

1-log, [1+(sl‘a -1)(s°-1) /(s —1)} aksi takdirde

dir.

Ornek: Eger yine a=0.29 ve b=0.22 ve r korelasyonu r=0.2 oldugunu farz
edersek bagimsizligin Frank modeli A& B nin olasiligimin 0.0695 oldugunu ifade

eder.

Bagimsizligin Frank modelinde -1 ve +1 arasinda degerin olmamasi bir miimkiin
olmayan iliskidir. Sekil 2, iki olay arasindaki iligkinin Frank modeline gore
korelasyonunun cesitli degerleri i¢in birlikte olmamanin (gri ¢izgi ile gosterilen) ve

birlikte olmanin (siyah ¢izgi olarak gosterilen) olasiliklarini gosterir.

0.6 7

olasilik

-1 075 05 025 0 025 05 075 1

Frank Korelasyon Katsayisi

Sekil 8.2 Frank korelasyonunun bir fonksiyonu olarak 0.29 ve 0.22 olasilikli iki iligkili

olayin birlikte olmamasi (gri) ve birlikte olmasi (siyah) olasilig

Frank modeli olaylar i¢in bir korelasyon kavramini parametrelemek igin birgok
miimkiin yoldan sadece birisidir. Birgok arastirmaci “ve” ve “veya” islemleri icin
modeller olarak t-normlarini ve t-ko (es) normlarin1 kullanmay1 6nerdi. t-normlarina
genellestirilmis kesisim islemcileri (operatorleri) de denir ve t-normlari, olaylar
arasindaki bagimhiligin ¢esitli modelleri altinda birlikte olmalarin1 degerlendirmek

igin Veg,, mn yani swrave,. .., Ve, , Ve, fonksiyonlarmi, 6zel durumlar olarak

igerirler. Ayni sekilde, genellestirilmis birlesim operatorleri denen t-ko (es) normlari
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VEY oz 1 VEYR,,  VEVEYA fonksiyonlarmi igerirler. Bununla beraber, birlikte

Frank
olmalar ve birlikte olmamalarin olasiliklarin1 tahmin etmek i¢in islemleri
tanimlamada t-normlarin1 ve t-es normlarini kullanmak mantikli gériinmez. Nedeni
bu fonksiyonlarn bazisinin olasilik degerleri ile bagdasmazhigidir. Ornegin, uygun
bir sekilde yeniden adlandirilan “giiglii kesisim” (Klir ve Yuan 1994) olasiliklarla
miimkiin olmayan sonuglar1 verir. Ciinkii onlar Frechet sinirlar1 disindadirlar. Bu
nedenle bagimlilik arasinda iliskileri karakterize eden bir model olarak kopulalara
bakmak daha ihtiyatli goriiniir. Frank modeli bir kopuladir. (Frank 1979; Nelsen
1999) . Nelsen (1999) bu amag icin de kullanilabilen kopullalar ve es kopullalarin

diger birgok ailesini ifade eder.
8.4 BILINMEYEN BAGIMLILIK iCIN HESAPLAMA

Sadece olaylarin olasiliklart hakkinda marjinal bilgiyi kullanarak ve onlarin
bagimlilig1 hakkinda higbir bilgiyi kullanmadan birlikte olmalar, birlikte olmamalar
ve diger misterek (ortak) olaylar iizerindeki sinirlar1 tahmin etmek miimkiindiir.

Boyle hesaplamalar klasik

P(A&B)=Vey ., (a,b) = max(0,a+b—-1),min(a,b)]|

P(AvB)=Vveya, . (a,b)=[ max(a,b),min(La+b) ]

Frechet

Frechet esitsizliklerini kullanirlar. Buradaa = P(A),b = P(B) dir ve elde edilen

koseli parantezlera ve b kesin olsalar bile elde edilen olasilik tahminlerinin kesin

reel degerlerden ziyade araliklar olduklarini gosterirler.

Bu, gergek olasilik ne olursa olsun, onun araligin i¢inde olmasi gerektigini sdyler.
Williamson (1989, s.131) bunlardan en azindan birincisinin Boole (1854) ‘e gore
bilindigini belirtti. Frechet (1935) onlarin sadece ekstrem (ug¢) durumlar
olmadiklarin1 fakat ayni zamanda onlarin bagimliligin miimkiin olabilir tiim
durumlar tizerindeki sinirlar da olduklarini ve ayrica onlarin bagimlilik hakkindaki

bilginin yoklugunda en iyi olas1 bdyle sinirlar olduklarini gosterdi.

Frechet esitsizliklerinin ispatlar1 basittir. Birlikte olma i¢in ispati ele alalim.

P(AvB)=P(A)+P(B)-P(A&B) tanmi P(A&B)=P(A)+P(B)-P(AvB)
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oldugunu ifade eder. P(AvB)<1 oldugundan yani, tim olasiliklar 1 den daha
biiyik  olmadigindan, P(A)+P(B)-1<P(A&B) durumu gergeklesmek
zorundadir. Yine tim olasiliklar sifirdan daha kii¢iik olamayacagindan
0<P(A&B) oldugu dogrudur, bu nedenle max(0,P(A)+P(B)-1)<P(A&B)
esitsizliginin dogru oldugu da gergeklesmis olur. Bu, birlikte olma iizerindeki alt
st belirler. Ust simin elde etmek igin P(A&B)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A)
oldugunu hatirlayalim. Tiim olasiliklar igin, P(A|B)<1 ve P(B|A)<1 oldugundan
P(A&B)<P(A) ve P(AB)<P(B) oldugu, bu nedenle
P(A&B)<min(P(A),P(B)) oldugu griliir. Onlarin, A ve B olaylar: arasmdaki

herhangi bagimlilik iliskisiyle gergeklendiklerine dikkat etmek suretiyle bu sinirlarin

en iyi olas1 yapist goriiliir.
Ornek: P(A)=a=0.001 veP(B)=b=0.002 oldugunu farz edelim. Bu takdirde,
P(A&B) nin [max(0,0.001+0.002-1),min(0.001,0.002)| araliginda olacag:

kesindir. Ayni sekilde P(AvB) de [max(0.00l,0.00Z),min(1,0.001+0.002)]

arasinda herhangi bir yerde oldugu kesindir. A ve B olaylari arasindaki bagimlilik

her ne olursa olsun bu araliklar kesin ve dogrudur.

Frechet (1935) esitsizlikleri ¢cok degiskenli duruma indiiksiyonla genellesir. Sonucta

elde edilen formiiller anlasilir genisletmelerdir, bu nedenle, a, = P(A ) olmak iizere,
P(A&A, <§L...8u0h):[max(0,a1 +a, +...+a,—(n-1)), min(ai,az,...,an)]

P(AVAVv..vA)=[max(a,a,,..a,),mn(La +a,+..+a,)]
dir.

Ornek: P(A)=a =0.001,P(A)=a,=0.002 veP(A)=a,=0.003 oldugunu

farz edelim. Bu takdirde,
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P(A &A, &A,) [ max(0,0.001+0.002+0.003—(3-1)), min (0.001,0.002,0.003) |
—[0,0.001]

P(AVAVA)e [max (0.001,0.002,0.003), min(1,0.001+0.002 + 0.003)]
=[0.003,0.006]

olur.

8.5 Bagimhiligin isareti Hakkindaki Bilgiyi Kullanma

Eger A ve B olaylar1 pozitif olarak bagimli olabilseydi bu takdirde,

(Pozitif)

P(A&B)=Ve . (a,b)=[ab,min(a,b)]

P(AvB)=veya,,; (ab)=[ max(a,b),1-(1-a)(1-b)]

olacakti. Eger A ve B olaylar1 sadece negatif olarak bagimli olabilseydi bu takdirde

(Negatif)

P(AvB)=veya, .. (a,b)=[1-(1-a)(1-b),min(La+b) ]|

negatif
olacakt.

Ornek: A ve B nin kesin olarak pozitif bagimli olduklarini ve P(A) =a=0.003 ve
P(B)=b=0.005 olduklarim farz edelim. bu takdirde P(A&B) kesin olarak
[O.OOSX 0.005, min (0.001, 0.002)] =[0.000015,0.003] araliginda olacagi kesindir.
Bununla beraber, eger A ve B negatif bagimh iseler, bu takdirde P(Av B) nin

[1-(1-0.003)(1-0.005), min (,0.003+0.005) | = [0.007985, 0.008] olacag1

kesindir.
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9.KORELASYON SINIRI

Bu bolimde korelasyon smnir1  hakkinda bazi bilgiler verilecektir. (bkz.
https://www.google.com.tr/#q=the+correlation =~ +boundary ,“The correlation

Boundary”.)
9.1 Tamimlar
Bagimsiz olarak ayni dagilan rasgele degiskenler olan X, ve X, servet getirileri

onlarin p lineer bagimlilig1r ve bir x4 getirisi i¢in asagidaki tanimlar1 géz Oniine

alalim.
7t E[Xi]
o’ UV[X]
kor[X,, X,]0 p

M O w X, +w,X,

kor[M,Xi]>poldugunu gdstermek istiyoruz. X, i¢in X, ri kullanacagiz. Indisleri
degistirerek ispat1 X, ye genisleyecegiz. Korelasyon icin standart tanimlar ve

doniistimler ile ise koyulacagiz.

kov[M, X,] _ E[MX,]-E[M]E[X,]

On0y On0y

kor[M, X,]=

E[MX,]=E[ (WX, +W,X,)X, ]
E[MX,]=E[wX/ |+ E[w,X,X,]
E[MX,]=WE[ X} [+ W,E[X,X,]

dir. Burada E [ X ZJ =V [X ] +E [X ]2 gercegini kullaniriz.

E [Mxl] = WOy + Wy +W, 00,0, + W4 4,

= kor[M, X,]= Y0, + o0,
Owm
kor M, X W0, + W000

2 __2
\jw ol + W0} + 2WW, 00,0,
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dir.

a2 2
a=Wwo;
22
b=wo,

C =2W,W,0,0,

=C= 2\5%
a,b,c>0
olsun. ¢ iizerindeki son sart agirliklarimizin pozitif oldugu ger¢eginden ¢ikar. Simdi

kor[M, X, | ifadesini

Va+pib

kor[M, X,] = 22N

Ja+b+cp

olarak yeniden yazabiliriz.
9.2 Hipotez
kor[M, X,]>kor[X;,X,]  oldugunu  varsayalm. Bunu tersini  (yani

kor[M, X,]<kor[X,, X,]= p)oldugunu kabul edelim ve bu varsayimin o *nun tiim

durumlar i¢in ¢elisme ile ihlal edilecegini (bozuldugunu) gostererek ispatlayacagiz.

Celismemizi gostermek i¢in agsagidaki dort durumu arastiracagiz.
p=-1, pe(-1,0), p=0 vepe(0,1]

9.3 ispat

p =-1i¢gin ispat:

picin-1’r1 yerine koyarsak korelasyon -1°re esit ya da ondan daha biiylik olmasi

tanimiyla sinirlandigindan dolayi bir ¢elisme oldugunu bildigimiz

:—x/a_\/5 <-1
Ja+b-c

kor[M, X,]

[fadesini elde ederiz.
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pPE (-1,0) icin ispat:
cor[M, X, ]<p
cor[M, X,]" > p?

a+bp®+cp g
a+b+cp

a+bp® +cp>ap’+bp’+cp’
a—ap’+cp—cp’ >0
dir. f(x)=a-ax’+cx—cx® olsun. pe(-1,0) i¢in f(p)>0 oldugunu kabul

edecegiz. f ; 1 ya da 3 koke sahip ve koklerden ikisinin x=1 ve x=-1de yer aldig1 bir

kiibik olacagindan, denklemin bir {igiincii koke sahip olmasi gerektigini biliyoruz.

Ja+pib

g(p)=k0r[M,X1]:— olarak tanimlayalim. lim,_ f(x):—oo ve

«/a+b+0p

lim, f(X)=oo iken, ¢ nin isareti bize f nin seklini verir. f nin seklini
bildigimizden, eger, g(p*):O olacak sekilde p~ igin f(p*)<0 oldugunu

ispatlarsak, pe(-10) i¢in f(p)<0 oldugunu goriiriiz. Egerv/a+pb =0 ise,

'y :—\/% alarak, g(p) :M: 0 olur. |p|<1 oldugundan, bu durumda

Ja+b+cp

a<b almamiz gerektigini biliyoruz.

Simdi f ( p*)<0 oldugunu gostermeliyiz. Son olarak zithg: kabul edecegiz ve bir

2 2
celismeyi gosterecegiz. p igin p alarak, f(,o*):—a+%>0 veya %>a elde

ederiz, ki bu %>1 oldugunu ifade eder. Bu ise p  igin ¢dziimle buldugumuz

sonucla bir celismedir. Bu nedenle, f ( p*) <0 oldugunu biliyoruz, ki bu f(p)>0

varsayimiyla direkt bir ¢eligsmedir.
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p =0 igin ispat:

kor[M,Xl] in tanimindan, o igin 0 koyarsak <0 esitligini ortaya koyariz.

Ja
Ja+b
Halbukia ve b nin her ikisi de pozitiftirler, bu nedenle bu bir ¢elismedir.
pE (0,1] i¢in ispat:

cor[M, X,]< p
cor[M, X, < p?

a+bp2+Cp< 2
a+b+cp

a+bp’ +cp<ap’+bp’+cp’
a—ap’+cp—cp’ <0
dir.

Tekrar f (X) =a—ax”+cx—cx® fonksiyonunu tanimlariz. Yukaridaki ikinci ispatta

belirtilen koklerden ikisi x=1 ve x=-1 de yer alir ve bu nedenle denklem bir Giglincii

koke sahip olmalidir. Sifir koyarak, f(0)=a>0 elde ederiz. ikinci ispatta
tanimladigimiz f nin sekli ile birlestirmeden kayip kokiin sifirdan kiigiik olmasi

gerektigini biliyoruz. Bu nedenle, 0< p <1 igin, f( p)ZO dir, ki bu varsayimla
celisir. ( Bu fonksiyon i¢in kayip kok -_2 dir)Bu dort durum iligkili X, ve X,
C

servet getirilerinin bir lineer kombinasyonu olan bir M strateji getirileri igin M ve

X, ya daX, arasindaki korelasyonun X, ve X, arasindaki en az korelasyon

oldugunu gosterir.
9.4 Gorsellestirme

kor[M, A

Korelasyonu, kor[A,B] olan iki servetin, A ve B getirileri verildiginde, ————
kor[A, B]

nin ylizeyini veya W degisirken, stratejimiz ve A nin, A ve B nin korelasyonuna gére
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goreceli seviyesini ve e degisirken, B nin A ya gore goreceli oynakligin

Ox
grafikleyebiliriz. kor[A, B] nin farkli degerleri i¢in yiizeyin nasil degistigini gormek

icin bkz. Tablo 9.1

68



Cizelge 9.1 Degisken sartlar altindaki korelasyon sinir yiizeyi

Po Drwnier Banien S/ %e - W e Dwnar St Btes M -

o Srnnie Bardiy Bove e - iy o Dmadn Bamtm A ™« %

"-\

Pu Dt Basiha Batie e - WSy Yo Dumadn Bamton Btue e . We

| 5552 &
- "/'-’v¢f,

o Ot Borvbe Srie e - P1oy Pl Dumashn Bimdion Sotne ™ o O
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9.5 Geometrik Sezgi

Korelasyon sinir1 i¢in, korelasyonun bir geometrik yorumu ile daha belirgin olacagi
bir sezisi elde edecegiz. ilk olarak Pearson’ un r korelasyonu i¢in geometrik sezisi

belirleyecegiz. Asagidaki tanimlar1 g6z oniine alalim.

w=(W,...,w,)
= W = (V,W, +...+V,W,)
= 2w, =[V][w]cos()
dir. Burada,
—\2
X122 (% %)
- 1
X0 =E(x1+x2+...+xn)

dir. Terimleri basit olarak yeniden diizenleyerek,

0s(6)= w

[VIliwl

elde ederiz.

Sekil 9.2 Koyu golgeli alan X ve y nin tim mimkiin pozitif lineer kombinasyonlari

tarafindan tanmimlanan konveks konidir. Sag {istteki yay koninin sonsuz genislediginin

gostergesidir
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COS(@) icin tanimin iki normallestirilmis vektor arasindaki nokta carpimi (skalar

carpim, i¢ carpim) olarak da tanimlanabilecegine dikkat edelim. Simdi Pearson un r

orneklem korelasyon katsayisi i¢in asagidaki tanimi g6z oniine alalim.

V)
V23 (0 -5)

Eger vektorler v = (x1 Xy X —)_() ve w= (y1 SRV y) ise, merkezilestirme

v=w=0 yapar. Bunlar1 cos (0) tanimimizda yerine koyarak

cos(6)= S/'VY: 2.(ww) — Z(Xi_)_()(yi_y) .
R i ST

elde ederiz.

I =Cos (6’) oldugunu bulduk. Coklu boyutta bu durumun zihinde canlandirilmasi ¢ok
zor olmakla beraber iki boyutlu bir durumu g6z 6niine alabiliriz.

R?de iki v vew vektdriinii gz oniine alalm ve @ bu vektdrler arasindaki agi

olsun. Agirliklarimizi, yani katsayilarimizi, pozitif olacak sekilde sinirlayarak bu

vektorlerin herhangi bir z lineer kombinasyonu, {V,W} kiimesinin konveks koni

kapaniginin bir elemani olacak. Eger v ve z arasindaki aciy1 ¢ ve w ile z

arasindaki aciy1 ¢ olacak sekilde tanimlarsak, 0<¢<8 ve 0<@p<6 oldugunu
biliyoruz. cos(x)=cos(—x) oldugundan 6>z i¢in O=27-6 yeniden
tanimlayabiliriz.(Yani @, v ve W arasindaki en kiigiik acidir.)

Bu dontisim 0< 68 <7z smirlamasini ortaya koyar veCOSX bu aralikta kesin olarak

azaldigindan, cos(¢)>cos(6) ve cos(¢)=>cos(8) oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

COS(H) veya r korelasyon siirmmizdir.

Vektorlerin herhangi bir pozitif lineer kombinasyonu, vektorlerin kiimesi tarafindan
tanimlanan konveks koni kapaniginin bir elemani olacagina goére, bu geometrik sezgi

coklu o6zellikleri (yani ¢coklu vektorleri) igerecek sekilde genisletilebilir.
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10.BAZI YARARLI DONUSUMLER VE DAGILIMLAR

Burada konunun genel olarak anlasilmasina yardimeir olan bazi yarali doniisiim ve

dagilimlar ele alacagiz.

10.1LIlineer Doniisiimler

X=(X1,...,Xp ) bir rastgele p-vektor olsun. Bazen, x in bilesenlerinin Grnegin

Yy, =X+X, veyay, =X +2X,—X, lineer kombinasyonlarin1 diisiinmek dogal ve

yararlidir. Genel olarak, P sayida bilesene sahip x vektoriinden
y=Ax+b (10.2)
ile verilen, q (q< p) sayida bilesene sahip bir y vektoriine bir doniisiimii goz oniine

alahm. Burada A(qx p) ve b(qx1) sabit matrislerdir
y igin karsilik gelen ifadelerin E(X)=p veV (x)=X oldugunu farz edelim.
E(y)=Au+b (10.2a)
Var(y)=AXA' (10.2b)

dir. Bunlar beklenen deger operatoriiniin lineerliginden,

E(y)=E(Ax+b)

= AE(x)+E(b)
=Au+b
= U, (diyelim) ,

Var(y): E[yy']_luy'uyl
= E[(Ax+b)(Ax+b)'|-(Au+b)(Au+b)'
= AE(xx") A+ AE(X)b'+bE (x') A'+bb'= Apu' A'— Aub'—buA'+bb'
= A[E(xx")—pp' A']
=AZA'

dir.
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10.2 Mahalonobis Doniisiimii

E(x)=p ve Var(x)=2X olmak iizere, p-degiskenli bir x rastgele vektorii verilmis

olsun. Iliskisiz degiskenlerin bir standartlastirilmis kiimesine bir doniisiim;

Mahalanobis doniisiimiiyle verilir.
2. nin pozitif tanimli oldugunu, yani x de tam lineer bagimlilik olmadigini, farz
edelim. Bu takdirde X ters kovaryans matrisi

>V VAT (10.3)

fle verilen bir Y ¥? karekokiine sahiptir. BuradaY,=VAV' spektral (tayfsal)

ayrisimdir, yani V ,stitunlar1 ), nin 6z vektorleri olan bir ortogonal matristir yani
V'V =W'=1, seklindedir. Azk(’j;eg(ﬂl,...,lp) karsilik gelen 6z degerlerdir.

Mahalonobis doniistimii
2= (x-pu) (10.4)
bigimini alir. (10.2a) ve (10.2b) sonuglarini kullanarak,
E(z)=0
v(z)=1,

oldugunu gosterebiliriz. Gergekten,
E(z)=E[Z(x-p)]

=X [E(x)-#]
=0
Var(z)=X"*X3"
_

p

olacaktir.
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10.3 Orneklem Mahalanobis Déniisiimii

Verilen bir X' =(x,,...,X,) veri matrisi i¢in S =S, doniistiiriilmiis bir il X "HX

orneklem kovaryans matrisi olmak tizere, i =1,...,n igin z, = g2 (xi —i) orneklem
Mahalanobis doniisiimii bir Z'=(z,,...,,z,)doniistiriilmiiy veri matrisini ortaya
koyar. Simdi veri matrisleri

Z'=S™*X'H veya,

Z = HXS™? (10.5)

ile baglanirlar. Burada H merkezilestirme matrisidir. Z' niin merkezilestirilmis

oldugunu ve S, =1 oldugunu kolayca gorebiliriz.

10.4 Orneklem Ol¢ekleme Déniisiimii
Her bir degiskeni sifir ortalama ve bir varyansa dlgekleyen fakat korelasyon yapisini

koruyan bir veri donilistimii D:kbseg(sl,...,sp) olmak iizerei=1,...,n icin

y,=D" (Xi —;) ile verilir. Boylece,

Y'=D"X'H veya

Y = HXD™
dir.
10.5 Bir Yararh Matris Ozdesligi
u,v n- vektorler ve. A=uv' matris olsun. Bu takdirde

[l+uv|=1+v'u

dur.
Ispat
Ik olarak Av=4v = (1+A4)v=(1+A)v olmasm gerektirdiginden A ve |+A'

0z vektorlerinin ortak bir kiimesini paylastigina dikkat edelim. Bundan baska,

I + A" nin 6z degerleri 1+ A dir. Burada A , A nin 6z degerleridir.
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Simdi uv' 1 rankli bir matristir, bu nedenle bir tek sifir olmayan 6z degerlere

sahiptir. (uv')u=u(v'u) oldugundan |+uv' 6z degerleri 1+4,1,. lerdir.

Burada A=V'u dur. I+uv' nin determinantt 6z degerlerin ¢arpimidir, bdylece

sonug elde edilir.
10.6 Temel Bilesenler Analizi

Teknigin Ana Hatlar:

X':(Xl,xz,...,xp) , A ortalamali ve Y, kovaryans matrisli bir rastgele vektor

olsun. Temel bilesenler analizi (TBA) p boyuttan k< p boyuta boyutlulugun
indirgenmesi i¢in bir tekniktir. Bu analiz sira ile, Y,,Y,,..., Y, degiskenlerinin bir
kiimesinin en bilgilendirici k sayida lineer kombinasyonunu bulmaya calisir. Burada
bilgi 2. daki toplam degisimin bir yiizdesi olarak yorumlanacaktir. Bir S 6rneklem
kovaryans matrisindeki toplam degisim %x ini agiklayan Kk tane Orneklem temel

bilesen benzer sekilde tanimlanabilir.
10.7 Formiilleme

Y =a,;% +8a,X+...+a,X, , a,a,=1ve j#Kk icin, a,a, =0 olacak sekilde, yani

8,8, 8, ler p-vektorlerin bir ortonormal kiimesini olusturacak sekilde, x lerin

standartlastirilmis lineer kombinasyonlarinin (SLK nin) bir dizisi olmak iizere,

Yi=a;X
Y, =a,X
yp =apx

olsun. Esdeger olarak, {aj} situnlarindan  olusan A pxp  matrisini

A'A= AA" = | olacak sekilde bir ortogonal matris olarak tanimlayabiliriz. aa =1

sart1 altinda
Var(y,)=a, > a,

ifadesini maksimum yapacak a, ri segeriz.
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Bundan sonra da, y, in VY, ile iligkisiz olacagimi garantileyen a,a, =1 vea,a, =0

sart1 altinda
Var(y,)=a,Xa,

ifadesini maksimum yapacak olan a, yi segeriz. Miiteakip TB ler 6nceki TB ler ile

iliskisiz olmaya bagli maksimum varyansa sahip olan standartlastirilmis lineer
kombinasyonlar olarak secilirler. Bazen temel bilesenler x lerin “ortalama-
diizeltilmis” lineer doniistimleri, yani temel bilesenlerin, bir dagilimin dagilmanin

maksimumlastigr merkezine gore P boyutlu uzaydaki dogrultu vektorleri olarak

diistintilebildigini vurgulayan,
Y, =4, (x-#)

lineer doniisiimleri olarak alinirlar. Herhangi bir durumda hangi tanim kullanilirsa

kullamlsin Var(y,) aymdur.

10.8 Hesaplama

Ik olarak TB leri bulmak igin, bir f(x) fonksiyonunun bir g(x)=0 esitlik

kisitlamasina bagli maksimumunu bulmak i¢in Lagrange c¢arpanlar1 teknigini

kullaniriz. 4 bir Lagrange ¢carpani olmak iizere,
L(a,)=4,Ya - 1(aa -1)

Lagrange fonksiyonunu kullaniriz. Diferansiyel alarak

oL

= -2%a -24a =0
oa, 22, &
Ya =1a

elde ederiz. Bu nedenle a,, > nin A 6z degerli bir 6z vektorii olarak secilmelidir.
2. nin 8z degerlerinin farkli oldugunu ve 4 >4, >...> 4, >0 olacak sekilde azalan

sirada siralandigini farz edelim.
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Var(y,)=a,Za

= laa
=4

dir. Bu nedenle a,,2. mmn en biyik 6z degere karsilik gelen 6z vektor olarak
secilmelidir.
Ikinci Temel Bilesen

A, u Lagrange carpanlar1 olmak iizere Lagrange fonksiyonu
L(a,)=2,%a, - 4(aa,~1)
2—u (a’zal)

dir. a,a, =0 oldugundan,

a_,
oa,

(Z-41,)a, - pa, =0
2a,Ya,—u=0
dir. Bununla beraber,
a, xa,=a,>a,
=Ja,a, =0
dir. Bu nedenle, #£=0 ve

2a,=41a,

dir. Bundan dolayr a, , 2. nm ikinci en biiyiikk A, 6z degerlerine karsilik gelen 6z
vektoriidiir.

Ornek:

Olgeklendirilmis (standartlagtirilmig) X, ve X, degiskenlerine karsilik gelen

kovaryans matrisi
1
p 1
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(gercekten kovaryans matrisi) dir. 2. nin toplam degisimi 2 olan bir matris olduguna

dikkat edelim. 2 nin 6z degerleri

[Z-4l1|=0
1-4
Lk
p 1-1
(1—/1)2—,02 =0

determinant denkleminin kokleridir. Bu nedenle, A=1+p, 1—p dur. Eger p>0
ise, bu takdirde, 4 =1+p ,4,=1-p dur. a ri bulmak i¢in, Xa =1a, de A i

yerine koyariz.

Not : Bu, hemen a, =(a,,a,) nin bilesenlerine bagh bir

—pa, +pa, =0

denklemini ortaya koyar. Bu nedenle, a, =a, dir.

aa =a/+a; =1

normallestirmesini uygulayarak,

1
NG
Tl

NA

elde ederiz. Ayn sekilde,

elde edilir. Bu nedenle

Y1 :%(Xf"xz)
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Y, :%(Xl_XZ)

100(1+p) ., 100(1-p)

sirastyla toplam degisimin % sini agiklayan TB lerdir.

Her bir TB ile agiklanan toplam degisimin orani p ya bagh iken, TB lerin p dan
bagimsiz olduklarina dikkat edelim.

10.9 TBA ve Tayfi (Spektral) Ayrisim

2. (ayni zamanda S) bir reel simetrik matris oldugundan, onun

> =AAA

p
=) Aaa
=1

spektral ayrisimma (6z analizine) sahip oldugunu biliyoruz. Burada A (pxp)

matrisinin  siitunlar1  olarak girdigimiz {a,}ler, X nm &6z vektorleridir ve

A2 A =24, ler karsihik gelen 6z degerleridir.

Eger baz1 6z degerler ayni iseler, sdyle ki A4 =4, =...=4 =Aise, 6z vektorleri tek
degildirler, fakat |—k+1 boyutlu bir alt uzayr germek i¢in 6z vektorlerin bir
X2 y2

h2

ortonormal kiimesini segebiliriz. ( b—a iken bir —2+b =1 elipsinin biiytik/
a

kiiglik eksenlerini karsilastiriniz.) Boyle bir durum esit (es) korelasyonlu matris ile

ortaya ¢ikar.

Bir x p -rastgele vektoriiniin (onun x ortalamasina gore diizeltilmis ) onun y p

vektoriinde igerilen temel bilesenlerinin (TB lerinin) kiimesine bir doniistimii
y=A'(x-u)

dir.y, ; X in maksimum varyansa sahip olan lineer kombinasyonu

(standartlastirilmis lineer kombinasyonu) dur. y,;Y, ile iligkisiz olma sart1 altinda

maksimum varyansa sahip olan standartlagtirilmis lineer kombinasyondur v.s.

Var(y,)=4, ,Var(y,)=4,,...oldugunu goriiriiz.
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10.10 Varyansin Ac¢iklanmasi

(y) Temel bilesenlerinin, varyansin toplam degisimi, yani (x) orijinal

degiskenlerinin varyanslarinin toplamini, agiklayan bilesenleri olarak yorumu

asagidaki sonugla agiklanir.
Sonuc:
Orijinal degiskenlerin ve onlarin TB lerinin varyanslarinin toplami aynidir.
Ispat:
iz(X) iizerine bir not:
Bir X (pxp) kare matrisinin kosegen elemanlarmin toplami X nim izi olarak
bilinir ve

iz(X)= Zp:J i

i=1

dir. Bu tanimdan AB ve BA tanimli olduklarinda, (yani A mxn veB nxm

oldugunda) iz( AB)=iz(BA) oldugu, yani
iZ(AB) = Zzaub,-i
i
=2 2.bay
joi
=iz(BA)
oldugunu gosterebiliriz. TB ler i¢in varyanslarin toplami

ZVar(yi)=Zi:i. =iz(A)

dir. Simdi X = AAA' tayfsal ayrisimdir ve A ortonormaldir, bu nedenle A'A=1

dir. Buradan,
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olur.

2., X in kovaryans matrisi oldugundan, onun kosegen elemanlarinin toplami

orijinal degiskenlerin o varyanslarinin toplamidir. Boylece sonug ispatlanmis olur.

Bu nedenle, A i orijinal verideki toplam degisimin i-yinci temel
A+ +. 44,
bilesen tarafindan agiklanan kismi1 olarak yorumlamak ve
A+ 44
A+t i,

yi toplam degisiminin ilk K sayida TB ler tarafindan agiklanan kismi olarak
yorumlamak miimkiindiir. Bir S (10x10) 6rneklem kovaryans matrisi {izerindeki
bir Temel Bilesen Analizinden 6rnegin ilk ii¢c TB nin (p=10 tane TB nin bir
toplami1  diginda) verideki toplam degisimin %80 ini agikladigi sonucunu
cikarabildik. Bu, verideki degisimin bilyiik Olciide Y,,Y,,Yy, temel bilesenleri
tarafindan belirlenen bir 3-boyutlu alt uzaya baglandigini (sinirlandigini) ifade
etmelidir.

10.11 Olgek (Olgii) Degismezligi

Bu maalesef TBA nin sahip olmadigi bir 6zelliktir. Uygulamada ekseriya farklh {xi}
degiskenlerimiz i¢in Olglim birimlerini segmeliyiz ve ozel bir X, degiskeniyle
aciklanan toplam degisimin miktar1 bu se¢ime (ton, kg veya gram) baghdir.

Bir uygulama ¢alismasinda X veri vektorii ekseriya fiziksel olarak karsilastirilamaz
niceliklerden olusur.( ornegin, boy, agirlik, sicaklik) Bu nedenle, benimsenecek
aritmetik 6l¢ekleme yoktur. Bir olabilirlik, bir korelasyon matrisi (her bir degiskeni
birim Orneklem varyansina sahip olacak sekilde segerek) iizerinde Temel Bilesen
Analizini uygulamaktir. Fakat bu hala &lgeklemenin dolayli olarak anlasilan bir

secimidir. Asil mesele bir Temel Bilesen Analizinin benimsenen 6lgeklemeye bagl

olmasidir.
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10.12 TEMEL BIiLESEN SAYILARI

Bir X veri matrisi tizerinde 6rneklem TB doniisiimii r -yinci birey (6rneklemin r -

yinci satir1) igin,
y = A'( X, —?)

bi¢imini alir. Burada A nim siitunlar1 S Orneklem kovaryans matrisinin 6z

vektorleridir. Birinci Y, bileseninin X ile A nin birinci siitununun skalar ¢arpimina
karsilik geldigine v.s dikkat edelim.y, nin bilesenleri, r-yinci birey igin temel

bilesen sayilar1 (ortalama- diizeltilmis) olarak bilinirler.
y, = A',

sayilar1 r-yinci birey i¢in ham TB sayilaridir. Geometrik olarak, TB sayilar1 her bir
veri noktasinin TB ler ile tanimlanan yeni eksenlere gore, yani bir dondiiriilmiis
koordinat sistemine gore, koordinatlaridir. Sayilar bireyler hakkinda nitel bilgi

verilebilir.
10.13 Orijinal degiskenler ile TB lerin Korelasyonu

X; degiskeni ile k-yme1 TB nin p(xi, yk) korelasyonlar1 TB leri yorumlamak i¢in

bir yardimcidir.
y=A'(x-p)
oldugundan,
ov(x,y)=E[(x-#)y]

=E[(x-p)(x-p)'A]
YA

ve tayfsal (tayfi) ayrisimdan,
T A=(AAA)A
=AA

elde ederiz.
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A y1 bir A kOsegen matrisiyle sondan ¢arpma onun siitunlarimi 6lgeklemenin

etkisine sahiptir. Bu nedenle,
kOV(Xi v Y ) = ﬂkaik

I-yinci degigsken ve kK-ymci TB arasindaki kovaryanstir.

~ kOV(Xi,yk)
p(Xi, yk)_var(xi )Var(yk)

_ A8y
JouJ%

2
<[8)

korelasyonu x, deki degisimin K-yinct TB tarafindan agiklanan kismi olarak

yorumlanabilir. (Ayrintilar i¢in bkz. Ek-2)
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SONUC VE ONERILER

On boliimden olusan bu ¢aligsmada istatistikte korelasyon katsayisi tanitildiktan sonra
bu katsayiya cesitli yonlerden bakislar ele alindi. Bazi geometrik yorumlarla
korelasyon kavrami agiklanmaya calisildi. Bunun yaninda olasilik teorisinde
olaylarin bagimlilik ve bagimsizligi korelasyon katsayist kavramu ile iligkilendirildi.
Ayrica kanonik korelasyon katsayisi ayrintili bir agiklamayla verildi. Miikemmel
negatif korelasyon, miikkemmel pozitif korelasyon, miikkemmel negatif korelasyondan
uzaklik ve miikemmel pozitif korelasyondan uzaklik kavramlarina da yer verildi.
Pearson korelasyon katsayis1 ve kosiniis benzerligi arasinda iliski kuruldu. Bunlari

yaparken bazi yararli doniisiimler ve dagilimlar hakkinda bilgi verildi.

Bu tezde sunulan bilgiler, korelasyon kavrami i¢in istatistiksel uygulamalarda

karsilasilan bircok giicliigli yenecektir.
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EK-1 GOSTERGE FONKSIYONLARI

Q bir 6rneklem uzay1r olsun. E € bir olay olsun ve onun olasilig P(E) ile

gosterilsin. Bir E olaymin I; ile gosterilen gosterge fonksiyonu (veya gosterge

rasgele degiskeni), asagidaki gibi tanimlanan bir rasgele degiskendir.

E(0)

L - 1 egerwekE ise
0 egerwgEise

Bagka bir deyisle E olayinin gosterge fonksiyonu E oldugunda 1 degerini ve E
olmadiginda 0 degerini alan bir rasgele degiskendir.

Ornek: diizgiin bir oyun zarimi attigimizda onun iiste gelen yiiziinde 1’den 6’ya kadar
sayilar goziikiir. Bu nedenle 6rnek uzay1r Q = {1, 2,3,4,5, 6} dir. “Gste gelen yiizde bir

tek say1 goziikmesi” climlesiyle ifade edilen
E={1,35}

olaymi tanimlayalim. Uste gelen yiizde tek bir say1 goziiktiigiinde 1 degerini ve aksi

takdirde 0 degerini alan bir rasgele degisken E olayinin bir gostergesidir.

Yukaridaki tanimda, .

R, ={0,1}

le
degerli ise,
P(E) eger x=1 ise,
P. (x)=1P(E°)=1-P(E) eger x=0 ise,
0 diger durumlarda
olasilik dagilim fonksiyonlu bir kesikli rasgele degiskendir. Gosterge fonksiyonlar

teoremleri ispatlamak ve kavramlar1 basitlestirmek i¢in olasilik teorisinde sik sik

kullanilirlar.
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Ozellikler
Gosterge fonksiyonlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1.Kuvvetler
I, ,0 veya 1 den biri ve 0" =0 , 1" =1 oldugundan I, nin n-yinci kuvveti I _ ye
esittir, yani
n
(Yeg) =Tew » VW
dir.
2.Beklenen Deger

Iz nin beklenen degeri P ( E) ye esittir:

E[1c]= D xPlc(x)=1PI.(1)+0PR_(0)

XeR
=1P(E)+0.P(E°)=P(E)
yazilabilir.

3.Varyans

|- varyans1 P ( E)(l— P ( E)) ye esittir. Bilinen varyans formilii ve yukaridaki

kuvvetler 6zelligi nedeniyle
var (1) =E[ (1)* |-[E(1c)]

(IE)_[E(IE)T
(E)-P(E)
(E)(1-P(E))

E
P
P

elde ederiz.
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4. Kesisimler

E ve F iki olay ise bu takdirde 1. . =I1.1. dir. Ciinkii eger we ENF ise bu
takdirde ler(W)=1 ve weE, weF =l (w)=1 ,I.(w)=1
= I (w) 1 (w)=1 dir.

5.Birlesimler

A ve B bir ornek uzaym herhangi iki olay1 olsun. Her A,B €S (6rnek uzay) igin

| g =415 oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

lpos =1~ IAcch
=1- IAC IB°
=l—(l— A)(l— B)

=l,+1;=1,15

dir. Her iki tarafin beklenen degerini alarak P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

yani bildigimiz formiili elde ederiz. Bunu genellestirebiliriz. A; j=12,..,n

olaylarin bir koleksiyonuna sahip oldugumuzu ve B :UAJ olaymnin olasiligiyla
j=1

ilgilendigimizi farz edelim. Iy =1-]](1-1,) olduguna dikkat edelim. Herhangi
j=1

a,d,,...,a, reel sayilari i¢cin kolayca gergeklesen

n

[T(1-a)=1-> a;+> aa - Y +.+(-1)"a..a, ifadesini elde ederiz.

j=1 I<j<n I<i<n I<i<j<k<n
simdi a; yerine |, koyar ve bundan sonra her iki tarafinda beklenen degerlerini
J

alirsak asagidaki bildigimiz formiilii de elde ederiz.

P(B)=> P(A)- X P(AnA)- 3 P(AF\AJ.mA()+...+(—1)nP(A&m...mA1)

i<j<n I<i<j<n 1<n<j<k<n

we ENF ise bu takdirde I . (w)=0 veya wg E yawg F yadawwe E dir.

Aym sekilde yal. (w)=0 yal.(w)=0 yada I_(w)=0 vel_(w)=0dur.
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EK-2
EK 2.1 Cok Degiskenli Normal Dagilim

Cok degiskenli normal dagilim (CDND) , x dagilimmin ortalamasi ve o varyansi

olmak iizere,

f(x):\/%aexp{—(xz;’l:) } , —00< X <00

olasilik yogunluk fonksiyonuna (0.y.f) sahip olan bir degiskenli normal dagilimin bir

genellemesidir. p -boyutta yogunluk
1 1 — .
f(X)=Wexp{—§(X—ﬂ)Zl(X-,u)} (|)

olur. Burada g ortalama vektorii iginde P tane (bagimsiz) parametre vardir ve

. . . 1
simetrik X, kovaryans matrisi i¢inde > p(p+1) tane bagimsiz parametre (toplamda

% p(p+3) tane bagimsiz parametre) vardir.

E ( X) =Uu
beklenen deger vektoriine ve,
kov(x)=X
kovaryans matrisine
sahip olan, CDND sahip bir x rastgele vektoriinii géstermek icin
x ~N, (1) (i)

notasyonunu kullaniriz. CDND larin, dagilim birinci ve ikinci momentleriyle tam

olarak belirlendiklerine dikkat edelim.
EK 2.2 Temel Ozellikler

Eger x (px1) rastgele vektorii g ortalamali ve X kovaryans matrisli CDND a

sahipse,
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o X in herhangi bir lineer kombinasyonu CDND”’ a sahiptir.

A (gxp) ve c(gqx1) olmak iizerey = AX+cC olsun. Bu takdirde 4, = Ap+c ve

>, =AX A’ olmak iizere

y =N, (luy ’ Zy)
dir.
o x’ deki degiskenlerin herhangi bir alt kiimesi bir CDND’ a sahiptir.
. Eger degiskenlerin bir kiimesi iligkisiz iseler, bu takdirde onlar bagimsiz

olarak dagilirlar. Ozellikle,

i. o; =0 ise, bu takdirde x;, x J. bagimsizdirlar.
ii. Eger x, 2 kovaryans matrisli CDND’ a sahipse, bu takdirde Ax ve BXx in
bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Cov(Ax,Bx)=AXB'=0 (iii)
olmasidir.

. Sartli dagilimlar CDND lardur.
Sonug¢ Ek 2.1

CDND i¢in, degiskenlerin iligkisiz olmas1 i¢in gerek ve yeter sart degiskenlerin

bagimsiz olmasidir.
Ispat.

X (px1) rastgele vektorii

q
M
ﬂ_
K |,

ortalama vektoru ve

X 2|
Z — |: 11 12:|
Z21 Z22 p—q

kovaryans matrisine sahip olmak iizere
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q
X
X p—q

seklinde parcalanmis olsun.

i Bagimsizlik iliskisiz olmay1 gerektirir. X,,X, nin bagimsiz olduklarmi farz
edelim. Bu takdirde Y, =kov(x,x,)=E[(X X,—1)' | . E(x)=m ve
E(X,) =, oldugundan her ikisi de sifir olan E[( X —,ul)] ve E[(X,—)'] nin

carpimi seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Bu nedenle 2., =0 dur.
ii. Mliskisizlik bagimsizlig1 gerektirir. (CDND igin )

2., =0 oldugunda bu sonug (1) o.y.f ‘nun nu carpanlarina ayirmaya baghdir. Bu

durumda (x— )’ X" (x— ) :

RO R

SERTIEVS o il

= (X =) Ty (% =)+ (X = 1) Zp (%, — 1)
parcalanmis  formuna  sahiptir. Bu  nedenle exp{(x— B)Z(x— ,u)}

eXp{(Xl—/,tl)'Zl_ll(Xl—ﬂl)} ve exp{(xz—,uz)'zgg(xz—,uz)} carpimi bi¢iminde

carpanlarina ayrilir. Boylece (0.y.f) X,ve X, nin bagimsiz olduklarini gosteren o.y.f

olarak yazilabilir.

Sonug¢ Ek 2.2
q q .
X
X = [ 1} , u= {ﬂl} ortalamali ve 2= {211 212} kovaryans matrisli
X, p—q A ], 221 222 -

CDND?’ a sahip olsun. X, verildiginde X, nin sartl dagilimi

E(X2|X1):/‘2+2212111(X1_M) (iv)
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ortalamali ve
KOV( X, | Xl) =X+ 20 2y 2y (V)
kovaryans matrisli CDND dir.

Ispat: x,=x,-X, 2.1 X, olsun. ilk olarak X, ve X, rin bagimsiz olduklarini

gosteririz.

X | | 0 .
MEESS w
= Ax ( diyelim) (vii)

lineer doniistimiinii géz Oniine alalim. Bu lineer iliski(xl, X2) niin ortaklasa CDND

(CDND 1n yukarida ifade edilen birinci 6zelligine gore) olduklarini gosterir.

X, Ve X, nin iliskisiz olduklarini iki sekilde gdsterebiliriz. [lk olarak

kov(x,, X, ) = kov( X, X, =2, To1 %)
=kov (X, X, )—kov (X, X ) X1 Xy,
= 212 _211 z:1_11 212
=0
B
veya eger A= [C} yazarsak,
kov(xl, x2) = kov(Bx,Cx)

=BXC'
v, ) [0 0 7 3 | B

= [211 212 ] {Zl_llzu}

=0

elde ederiz.
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CDND ve iligkisizlikten X, ve X, rin bagimsiz olduklarini gsterdik. Bu nedenle

E(%,|%)=E(x,)
= E(Xz —2n Zill X1)
=t~ Zn b
dir. Simdi X, = X, — X, >, X, oldugundan,
E(Xlz |X1) = E(Xlz |X1)+221 I:Ll X
SV ROV IGTED I IS4
=K +22121_11(X1 _Iul)
dir. X, ve X, bagimsiz olduklarindan
kov( X, |, ) =kov(x,)
X, re verilen bir sabit olma sart1, X, =X, —2,, >,;; X, olmasidir, yani X, Ve X, nin
bir sabit kadar fark etmesidir. Bu nedenle,
kov(x,|x, ) = kov(x,]x,)
dir. Boylece C :[—221 " I] olmak iizere,
kov(x,|x, ) =kov(x;,)

=CcXxcC

dir. Bu nedenle de,

-1 Z1l Z12 z:l_ll le
[_ 221 11 I ][221 sz{ I }

[0 %555, M

= Z:22 _221 Zill le

dir.
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Ornek:

1 p
1

Y2,
X, 2= 0 | kovaryans matrisi bir CDND a sahip olsun. X, verildiginde
1

(%, X,) nin sarth dagiliminin aym zamanda
_ {uwz (%, —ﬂz)}
H,

ortalamali, ve

1-p* p
Yol 1

kovaryans matrisli CDND dur.
EK 2.3 En Cok Olabilirlik Tahmini

X' =(Xgn %), N, (#,Z) Kitlesinden n-boyutlu bir bagimsiz rasgele drneklemi

' n

igersin. &£, 2. nin en ¢ok olabilirlik tahminleri (ECOT leri)
=X (viii)

ve

A

3=5 (ix)

dir. X veri matrisi verildiginde
L(Z|X)=T]f(x|u.X) (x)
r=1

en c¢ok olabilirlik fonksiyonu g, 2. parametrelerin bir fonksiyonudur. Sag yan
{Xl, Xn} farkli veri vektorlerinin N | (#,X) ni olasilik yogunluk fonksiyonunda

sirayla yerlerine koyarak ve carpimi alarak belirlenir. Buna gore,

[T (elaB)=(20)F 0 esp| 330,23,

r=1
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olacaktir. K , 4 ve 2 dan bagmmsiz bir vektor olmak ftizere, L i

maksimumlastirma

| =—2logL

:znllog f(x,
r=1

75
= K+n|og|2|+Zn:(Xr —1)' (X — )

ifadesini minimumlastirmaya es degerdir. X, —u= (Xr - Q) + (§ - y) olduguna
dikkat ederek yukaridaki son terim

n n _

Z(xr —?)'Z’l(x_r—i)+2(xr —§)'Z’l(x—y)

r=1 r=1

(0= EH (3 - x)+n(x-a) T*(x- )
olarak yazilabilir. Bu nedenle,
(1X)=iz(Z*A)+nd'Z"d
=nfiz(Z*s)+d' = "d] (xi)
dir. Burada notasyonun kolayligi igin
A=nS
d=x—u (xii)

tanimin1 yapariz ve S (n ile bolenli) 6rneklem kovaryans matrisidir. C ,nxp

merkezilestirilmis veri matrisi

C':(xl—x,...,xn—Q)

olmak iizere NS =C'C yi kulandik.
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n

Z(xr —?)'Z‘l(x, —§)= iz(CZ ¥ C)

=
=iz(L'C'C)
:iz(Z’1 A)
=(n)iz(*s)

oldugunu goririiz. 1=1(x,%) ve g iizerindeki bagimliligin kesin olarak d ye

dayandigina dikkat edelim. Simdi 2, nin pozitif tanimli oldugunu kabul edelim. Bu

nedenle X' de pozitif tanimlidir. Béylece Vd #0 i¢in d'X'd >0 elde etmemiz,

d =0 oldugundan sabit 2 i¢in | nin g ye gére minimumlastigini gosterir. Bu

nedenle = x dir.
= ( U, z) fonksiyonunun log -olabilirligini ¥, ya gére minimumlastirmak icin,
keyfi bir ek bir sabite bagl log -olabilirlik
I (?, Z) =nlog|X|+iz(X™* A)
= n(log 2| +iz(X S))
dir.
®(%)= n{log 3] +iz(Z s)} (xiii)
olsun.
D(X)-@(S)= n{log 2| -log |S|+iz(Z‘1 S)— p}
= n{Jriz(Z‘l S)-log[=* s|- p}
>0
oldugunu gosteriniz.

Lemma 1: XS pozitif tanimhdir ( Iki pozitif tanimli matrisin ¢arpimi pozitif

taniml1 oldugundan).
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Lemma 2: Pozitif sayilarin herhangi sayilari icin A>logG+1 dir. Burada Ave G

sirasi ile aritmetik ve geometrik ortalamadir.
Ispat: Her x icin e >1+ x elde ederiz. Bu nedenle, bir ie{1,2,..,n} kiimesinin,

her bir y, >0 sayis1 i¢in
y, >1+logy.

2y, zn+2Xlogy,

1
Az1+log([ Ty)"
=1+1ogG (xiv)

elde ederiz. (xiv) bagmntisinda X, 'S nin 6z degerlerinin pozitif olduklarmi kabul

ederek herhangi bir A kare matrisini i¢in, iz(A)=34 ,yani 6z degerlerin toplanu

ve A= Hﬂi yani 6z degerlerin ¢arpimi oldugunu hatirlayalim.

A (i =12,.., p), >"S nin 6z degerleri olsun ve (xiv) de asagidaki ifadede yerine

koyalim.
log ‘Z‘l S‘ =log([ T4)

=(p)logG

ve

iz(zls)zpzA:z1

dir. Burada , A, lerin aritmetik ortalamasidir. Boylece,
®(X)-@(S)=np{A-logG-1} 20

elde edilir.
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EK 2.4 X ves nin Orneklem Dagilimi
Wishart Dagilimi (Tanim)
Xmxp N (0,X) da bir veri matrisi olmak iizere, M, M=X"X olarak

yazilabilirse, bu takdirde M ye 2. 0l¢ek matrisli vem serbestlik dereceli bir

Wishart dagilimina sahiptir denir. Bunu
M ~Ww (X,m) (xv)
seklinde yazariz. = I oldugunda dagilimin standart formda oldugunu sdyleriz.

Not: Wishart dagilim1 »® dagiliminin ¢ok degiskenli genellestirmesidir.

EK 2.5 BIR WiSHART DAGILIMINA SAHiP MATRIiSLERIN BASKA BiR
OZELLIGI

M,, M, bagimsiz olarak M, ~W (X,m,) ve M, ~W_(Z,m,) Wishart dagilimmna
sahip olan matrisler olsun. Bu takdirde

M, +M,~W, (Z,m,+m,)

dir. Eger ,

X =| 2
=[x,
m, +m, satirdan ibaret birlestirilmis bir veri matrisi ise bu takdirde

XX = XX, + X, X,

X Dbirlestirilmis veri matrisinden olusturulan veri matrisi (“Gram matris” olarak
bilinir) olmasi anlaminda veri matrisleri toplanabilir oldugundan bu 6zellik Wishart

dagiliminin tanimindan goriiliir.

p=1 durumu:

p=1 oldugunda »’ nin dagilminin r sayida bagimsiz N(O,l) degiskeninin

karelerinin toplami olarak dagilimindan
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m

M=) x~c"y’
=1

oldugunu bu nedenle de

W, (0'2 ,m) =5’y
oldugunu biliyoruz.
EK 2.5 Orneklem Dagilimlari

X, X000 X, N (#,2) dan n-boyutlu bir rastgele 6rneklem olsun. Bu takdirde

1.x Orneklem ortalamasi

§~Np(u,%2j

normal dagilimina sahiptir.

2.S orneklem kovaryans matrisi (ECOT: S = %C 'C)

nS~W, (Z,n-1)
Wishart dagilimina sahiptir.

3.X ve S nin dagilimlar1 bagimsizdirlar.

EK 2.7 Verilen Bir Vektor ile Orantih z

Bazen, 4 niin, u=ky, olacak sekilde, verilen bir vektdre orantili oldugu bilinir.
Ornegin eger x tekrarli Olgiimlerin bir Orneklemini gosterirse bu takdirde

j=(11,..1)" Llerin p-vektorii olmak tizere g#=Kkj dir. Bu durum igin k en gok
olabilirlik tahminini buluruz. 2 nin bilindigi ve g =kg,oldugunu farz edelim. log -

olabilirlik
| =-2logL

= n{log|Z|+iZ(Z_l S)+(>_(—kﬂo)'z_l()_(_kﬂ°)}

102



: . ..ol :
dir. | yi k ya gbre minimumlagtirmak i¢in &:0 koyariz, yani

X T x— 2k pgy X7 X+ Koy X g, =0
koyariz ve buradan

_ XX

k=== -1
Mo X My

(xvi)
elde ederiz. kK nin k nin bir yansiz tahmin edicisi oldugunu gosterebiliriz ve kK nin
varyansim belirleyebiliriz. (xvi) bagintisinda €' =g, > " ve a = 2 'y, olmak

" 1.7
tizere kK ‘y1 —c'X formunu alir. Bu nedenle,

(xvii)
olur. Boylece, E(k) =k dir. Bu ise da k nin bir yansiz tahmin edicisi oldugunu

gosterir.  Var [ﬂ = %Z ve bu nedenle Var [c'ﬂ = %c '2.C olduguna dikkat

edelim. Boylece,

Var(k): nizc'Zc

3 1
et X7 py

oldugunu goriiriiz.
EK28 u Uzerinde Lineer Kisitlama

A (m>< p) olmak tizere g i¢in A =Db lineer kisitlamasini saglayan bir tahmin

ediciyi belirleyecegiz. m sayida Lagrange ¢arpaninin bir 4 vektoriinii ortaya

koyalim.

103



1+24 (Au—b)= n{(i—y)' Zl(i—y)+2,1'(Ay—b)}
minimumlastirmaya ¢alisalim. g ‘ye gore diferansiyel alarak
25 (x—p)+2A4=0
X—pu=YAA (xviii)

elde ederiz. Lagrange c¢arpanlarinin degerini belirlemek i¢cin Au=b kisitlamasini

kullaniriz. A ile 6nden ¢arparak
Ax-b=AXTA'A
A=(AZA))"(Ax-b)
elde ederiz. Bunu (xviii) de yerine koyarak
— . =1 —
p=x-ZA(AZA) (Ax—b)
elde ederiz.

EK 2.9 Verilen Bir Matrise Orantih 3, Kovaryans Matrisi

2. =k2, oldugunda ve 2, verildiginde k y1 tahmin etmeyi diisiinelim. Bu,

| = n{log|k20|+iz(%201 Sj}

art1 K y1igermeyen terimler asagidaki bigimi alir. Béylece

_ iz(Zgl S)
p

yazilabilir.
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