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OZET

Bu c¢alisma dort boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Genel bilgiler boliimiinde Oklid uzay: ve Lorentz uzayi
ile ilgili bilgilere yer verildi. Materyal ve yontem boliimiinde Oklid uzayinda Mannheim egri
ciftleri ile ilgili temel kavramlara yer verilerek, bu egrilerin kiiresel gosterge egrileri ile sabit
pol egrisinin E’e ve S®ye gore yay uzunluklari ve geodezik egriliklerinin hesab1 verildi.
Ayrica bu iki egrinin yay uzunluklar1 ve geodezik egrilikleri arasindaki bagintilarina yer
verildi.

Bulgular boliimii c¢aligmamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu bdliimde
Mannheim egrisi timelike, partner egrisi spacelike binormalli spacelike egri alinarak bu egri
¢iftlerinin kiiresel gdsterge egrileri ile sabit pol egrisinin IL° e gére yay uzunluklari, S;* ve
H,’ye gore geodezik egrilikleri hesaplandi ve bu iki egrinin yay uzunluklar ile geodezik

egrilikleri arasindaki bagmtilar bulundu. Ayrica Mannheim partner egrisinin kiiresel
gostergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray igin integral egrisi olma sarti Mannheim

egrisine bagl olarak ifade edildi.

Anahtar Sozciikler: Lorentz uzayi, Mannheim egrisi, Geodezik egrilik, Geodezik spray,
Tabii lift.



ABSTRACT

This study consists four fundamental chapter. In introduction, it is discussed aim of
and why this study is taken into consideration. In general in formation part, the basic consepts
of Euclidean space and Lorentzian space have been pointed out. In material and method part,
Mannheim curves are defined in the 3-dimensional Euclidean space. Arc-lengths and geodesic
curvatures of the spherical indicatrix curves with the fixed pole curve of Mannheim partner
curve are given with respect to E® and S*. In addition the relations among the geodesic
curvatures and arc-lengths are given.

In the last chapter is the original part of the study. In this chapter, Arc-lengths and
geodesic curvatures of the spherical indicatrix curves with the fixed pole curve of Mannheim

curves have been obtained with respect to IL* and S or H,?. In addition, the relations

among the geodesic curvatures and arc-lengths are given. Finally, the condition being the
natural lifts of the spherical indicatrix curves of the Mannheim partner curve are an integral
curve of the geodesic spray has expressed depending on Manheim curve.

Key Words: Lorentzian space, Mannheim curve, Geodesic spray, Geodesic curvatures,
Natural lift.
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1. GIRIS

3-Boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferensiyel geometrisi iizerinde bir¢ok calismalar
yapilmistir. Ozellikle iki egrinin karsilikli noktalarinda Frenet catilari arasinda bagmtilar
kurularak, birgok teoriler gelistirilmistir, [10],[12],[17]. Bunlardan en iyi bilineni Bertrand
egrileri ve Involiit-Evoliit egrilerdir, [21],[22],[23],[24],[25]. Bu egriler, farkli uzaylarda da
ele almarak incelenmis ve birgok karakterizasyonlar elde edilmistir. Oklid uzayr ve
Minkowski uzaymda Bertrand egrileri ile Involiit-Evolut egrilerin kiiresel gdsterge egrilerinin
egrilikleri, tabii liftleri ve tabii lift egrilerinin tanjant demeti lizerinde geodezik spraymn bir

integral egrisi olma sartlar1 [1],[2],[6],[7],[18] kaynaklarinda verilmistir.

Mannheim egrisi ilk olarak; 1878 de A. Mannheim tarafindan ortaya atilmig ve

herhangi bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
Kz/l(/cz +z'2),l¢0=sb,

oldugu gosterilmistir. Burada x egrinin egriligi, 7 egrinin torsiyonudur (burulma).

Son yillarda, Mannheim egrisi Liu ve Wang tarafindan yeniden tanimlanmustir. Verilen
bu yeni tanima gore birinci egrinin asli normal vektorii ile ikinci egrinin binormal vektorii
lineer bagimli oldugunda birinci egriye Mannheim egrisi, ikinci egriye Mannheim partner
egrisi adi1 verilmistir,[4],[5]. Liu ve Wang’in bu tanimindan sonra bu egriler {izerinde birgok
yeni ¢alismalar yapilmistir, [3],[19],[8],[20].

Bu calismada, Mannheim egrisi timelike bir egri, partner egrisi spacelike binormalli

spacelike bir egri olarak alinarak Mannheim partner egrisinin (T*),(N*),(B*) kiiresel
gosterge egrileri ile (C) sabit pol egrisinin 1> Lorentz uzayma, S,° Lorentz kiiresine veya

H,” Hiperbolik kiireye gore yay uzunluklar ile geodezik egrilikleri hesapland: ve bunlar

arasindaki bagntilar bulundu. Ayrica, Mannheim partner egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin
tabii liftleri geodezik sprayin integral egrisi olmasi i¢in, Mannheim egrisinin nasil bir egri
olmasi gerektigi ifade edildi. Mannheim egrisinin teget vektorii ile partner egrisinin Darboux

vektoriiniin lineer bagimli oldugu goriildii.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzay1 ile Minkowski uzayina ait temel kavramlara yer

verilmistir.

2.1 Oklid Uzay1

Tamim 2.1.1: A bos olmayan bir ciimle ve V de Jcismi iizerinde bir vektor uzayr olsun.

f : AxA—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa A ya V ile birlestirilmis bir afin

uzay denir:

A:VP,Q,ReAicinf(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R),

A :VPeAveVaeViginf(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.

Tamm 2.1.2: V, A ile birlesen bir afin uzay olsun. R,,P,..,P, € A noktalar1 igin
{R,P,,R,P,.,...,R,P.} ciimlesi V nin bir bazi ise {R,,R,,..., P,} nokta (n+1)-lisine A afin uzayinin
bir afin ¢atis1 denir. Burada P, noktasina catinin baslangic noktas1 ve P, 1<i<n,
noktalarma da catinin birim noktalar1 denir. boyV =n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay

denir.

Tanim 2.1.3: V, A ile birlesen bir afin uzay olsun.
(Y:VxV > IR
fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir:
VX, Y,z €V i¢in
i)Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by, z) =a(x,z) + by, z),
(x,ay+bz) =a(x,y)+b({x,z),

ii)Simetri Aksiyomu;
X Y)=(Y,2),
iii)Pozitif Tanimlilik (kararlilik) Aksiyomu;

(X, X)>0, (X,X)=0<>x=0.
Ornek 2.1.1: X,Y e IR?*olmak iizere

(VI IR*xIR* 5 IR, (X,Y) =||X||||Y||COS6’, 0<O=<nr
seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur.

Tamm 2.1.4: IR" standart reel afin uzay1 olsun. vX,Y € IR" i¢in



() IR"xIR" - IR, (X,Y)zixiyi

i=1
seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima IR"de standart ic¢
carpim veya OKklid i¢ carpim denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu IR" vektor uzayi ile
birlesen afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzayi denir. ve E" ile gosterilir.

Tamm 2.1.5: X €E" noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlart (X, X,,...,X,)

olsun. x, : E" — IR ,1<i <n, fonksiyonuna E"nin i-yinci koordinat fonksiyonu denir.

Tamm 2.1.6: d:E"xE" - IR, d(X,Y) = /Z(yi—xi)z
i=1

seklinde tamimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzaymnda uzakhk fonksiyonu ve

d(X,Y) e IR sayisimada X ile Y noktalar1 arasindaki uzakhk denir.

Tamm 2.1.7: IR" i¢ arpim uzay1 birlesen Oklid uzay1 E" olsun.{R,,R,...,P,} € E" nokta
(n+1)-lisi i¢in, {R,P,R,P,,...,RP} ciimlesi E" nin bir ortonormal bazi ise {P,,R,...,P,}
ciimlesine E" de bir Oklid ¢at1 veya dik cat1 denir.

Tanm 2.1.8: a:1 cIR—E" a(t)=(a(t), o, (t),....a, (1)) diferensiyellenebilen fonksiyona

E™ de bir e@ri denir. Burada | araligina « egrisinin parametre araligi ve te | degiskenine de
o egrisinin parametresi denir.
Tamm 2.1.9: «: 1 < IR — E" diferensiyellenebilir bir egri olsun.

| ® =[O

seklinde tanimli ||0('|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu, ||a'(t)|| € IR sayisina « egrisinin

1> IR, [

a!

a(t) noktasindaki skaler hizi,

do (dal(t) da, (t) -da”(t)jlt

"(t)=—2| = ,
(1) dt : dt dt dt

vektoriine de « egrisinin hiz vektorii denir.

Tamm 2.1.10: «:l cIR—E" egrisi i¢in |a'(S)||=l ise egriye birim hizh egri, Sel

parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tamm 2.1.11: «:1 < IR — E" bir egri ve a,b el i¢in

s=[le’ (t)]ds (2.1.1)



reel sayisia a(a) ile a(b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

Tamm 2.1.12: a:1 cIR—E" bir egri ve ¢p={a’,a",a”,..a”} ciimlesi lineer bagimsiz
olsun.

a™ eSp{g}, k>r olmak iizere
¢ cimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen
{V,(9),V,(S),...,.V,(s)} ortonormal sistemine ¢ egrisinin a(s) noktasindaki Serret Frenet r-
ayaklisi, VV,, 1<i <r, vektoriine de Serret Frenet vektorii denir.

Teorem 2.1.1: a:1 < IR — E’egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist;
1) se | yay parametresi ise

Vy(s) =2(s)
1 "
e

V() =T(8)xN(s)

Vz (S) =

2)s el yay parametresi degilse

1
G

Vi(s) = a'(s)
V,(s) =B(s)xN(s)

Vi(s) = (a'(s)xa"(s))

1
le'(s) < a"(5))|

seklindedir,[9].
Tanmim 2.1.13: o : | — E" egrisinin Frenet r-ayaklisi {V,(s),V,(s),...,V,(s)} olsun.
k:l—>IR, 1<i<r
S— ki (s)= <Vi,(s)’vi+1(s)>
seklinde tanimli k, fonksiyonuna o egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, Vsel igin
ki (s) € IR sayisina da « egrisinin «(S) noktasindaki i-yinci egriligi denir.
Teorem 2.1.2: a: 1 — E"egrisinin Frenet r-ayaklisi {V,(s),V, (s),...,V,(S)} Ve i-yinci egriligi

k,(s) olsun. Bu durumda, Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda



Vi(s) =k, (s)V,(s)
Vi(s) = ki1 (S)Viy (8) + ki (S)Vi1(S), I<i<r
V() =k 48V, (5)

bagntis1 vardir, [9].
n=3 0Ozel halinde « egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T,N,B} ile

gosterilir ve T ye teget vektorii, N ye asli normal vektorii ve B ye de binormal vektori denir.

« egrisinin «(S) noktasindaki birinci ve ikinci egrilikleri sirasiyla « ve r ile gosterilir ve x
ya egrinin egriligi, 7 ya da burulmasi ad1 verilir. Bu halde Frenet formiilleri
T'(s)=x(s)N(s),
N'(s) = —x(S)T (s) + z(s)B(s), (2.1.2)
B'(s) =—z(S)N(s)

olur, [9].

Diger taraftan, bir «egrisi lizerinde «(s) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki
{T,N, B} Frenet 3-ayaklis1 her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptigi
kabul edilir ve bu eksene egrinin «/(s)noktasindaki Darboux (ani dénme) ekseni denir. Bu
eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,

W=NAN",
W =17T +xB (2.1.3)

seklinde olup Darboux vektorii adini alir, ( Sekil.2.1.1).

Sekil.2.1.1 Darboux vektori

W ile B arasindaki a¢1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

sinp=—"_ | cosp=-—— (2.1.4)

W] W]

dir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse



C= WT +W B
olur. Burada xile r nun yerine (2.1.4) deki karsiliklar1 yazilirsa

C =singT +cospB (2.1.5)
bulunur.

Tamm 2.1.14: «:1 — E" egrisinin a(s) noktasindaki 1. ve 2. egrilikleri sirasiyla k, (s) ve
k,(s) olsun.
H,:1 - IR

s — H,(s) :%

seklinde tanimli H, fonksiyonuna « egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tamm 2.1.15: «:1 - E" egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii, sabit bir U vektorii ile
sabit ag1 yapiyorsa egriye bir egilim ¢izgisi (helis), S {U} ya da egilim cizgisinin egilim

ekseni denir.
Teorem 2.1.3: a: | — E® egrisi bir egilim cizgisidir <> H,(s)=sbt.

Ispat: "="Kabul edelim ki « bir egilim ¢izgisi olsun. « egrisinin «(s) noktasindaki

Frenet vektorleri {T (s),N(s).B (S)} olmak iizere, egilim ¢izgisi tanimina gore
(T(s),U)=cosé

olur. Bu ifadenin s’ ye gore tiirevi alinirsa
(T'(s),U)=0,
K(N(s),U)y =0

bulunur ve buradan N LU oldugu goriiliir.U € S, {T (s),B(s)} oldugundan

U =aT (s)+bB(s)



seklinde yazilabilir. Bu ifade sirasiyla T ve B ile i¢ ¢arpilirsa
(U, T(s))=a=cosé,
(U,B(s))=b=sing
olur ve buradan da
U =cosdT (s)+singB(s)
bulunur. Diger yandan
(N(s),U)=0

ifadesinin tiirevi alinirsa

(N'(s),U) +(N(s),U") =0,
(x(s)T(s)-z(s)B(s),U)=0,
x(s)(T(s),U)—7(s)(B(s),U) =0,

Kk(s)cos@—z(s)sind=0,

K(s) _
() =sht,
H, (s)=sbt.

"«<"Kabul edelimki Vs el igin H,(s)=sbt olsun. Iddia ediliyor ki « bir egilim gizgisidir.
H,(s)=sbt ise H,(s)=tangd=sbt alinabilir. Buradan

k(s) _sino = C0sOk(s)-sinfzr(s)=0.
r(s) cosd

olur.

U =cosdT (s)+sin6B(s)



vektoriinii tanimlayalim. Tiirev alinirsa
U'=cosdT'+singB’,
U’ =(cosbk(s)—sin&z(s))N(s)
olur ve norm alinirsa

lU'|=0 = U =sbt.

bulunur. Buradan da
(@'(s),Uy=(T (s),U)
=(T(s),cosdT (s)+sinFB(s))

= C0S @ = sht.

olur ki bu da « bir egilim ¢izgisi olmasi demektir.

Teorem 2.1.4: a1 — E® egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart 7 =0

olmasidir,[26].

Ispat: "= "Kabul edelim ki « birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda Vs el igin

a(s) noktalariin tiimii bir E diizlemi i¢ginde bulunur. Diizlemin normali q, diizlem tizerinde

herhangi bir nokta p olsun. Bu durumda
(a(s)-p.a) =0

olur. Tiirev alinirsa
(&'(s), o) +<a(s)—- p,q’) =0,
(a'(s),qy =0

olur ve tekrar tiirev alinirsa

(a"(s),q) =0.



Buradan qvektoriiniin T ve N vektorlerine dik oldugu goriiliir. O halde T ve N vektorleri &
egrisinin i¢inde bulundugu diizlemin i¢indedir. B vektorii her «(S) noktasinda T ve N

vektorlerine dik oldugundan q vektdriine paraleldir. Oyleyse

B(s) =+ -+

Ja

alinabilir. Buradan tiirev alinirsa
B'=0
bulunur ve
B'(s) =—7(S)N(s)
esitligi géz Oniine alinirsa
7(s)=0
elde edilir.
"«<"Kabul edelim ki z(s) =0 olsun. B’(s) =—z(s)N(s) idi. Buradan
B'(s) =0,
B(s) =c =sht. |

F:1 - IR
s — F(s) ={a(s)—a(0), B(s))

fonksiyonu tanimlansin. s=0 ise F(0)=0 dir. F nin sye gore tiirevi alinirsa
F'(s)=('(s), B(s)) +(e'(s) - a(0), B'(S))
=(T(s), B(s)+ <T(s),~x(s)N(s))
=0,
F(s) = sbt.

Buna gore
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(a(s) - a(0),B(s)) =0

esitligi, «egrisinin «(0) noktasindan gegen ve B vektoriine dik olan diizlem icinde

oldugunu gosterir.

Teorem 2.15: «a:l—E’egrisinin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart x =0

olmasidir,[26].

Ispat: o :1 — E?® birim hizl bir egri olsun.

x(s) =[a"(s)]
=[T'e)l
oldugundan
K(s) =0 [a"(s)] =0,

< a"(s)=0, = o'(s)=b.
a(s)=bstc, b,celR.
Tamm 2.1.16: E" n-boyutlu Oklid uzayinda Vp € M igin Vf| 0 olmak iizere
M ={xeE"|f:U IR, x> f(x)=c, celR, f difbilir fonk., U acik alt ciimle|

ile tanimlanan bos olmayan bir M ciimlesine de (n-1)- boyutlu yiizey veya (n-1)- yiizey

denir. Bu yiizey i¢in hiperyiizey olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.2: E" de birim kiire S"* ile gdsterilir ve denklemi
s™t :{X = (X, Xpyees X | £(X) =in2}
i=1
seklinde tanimlanir. Bu kiire ylizeyine E"de bir hiperkiire ad1 verilir. Burada

F(X) =%’
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olmak uzere

0 _,i),(2x1,2x2,...,2xn)>

0
VE (X, %,,..., X ) = .
(50 %g1-00%,) <(6x1 x, ' ex

n

seklinde ve (X, X,,...,X,) #0 i¢in daima Vf (x,X,,...,x,) =0 dir.

Tamm 2.1.17: M cE®de bir yizey, a:l >M birim hizli bir egri ve M iizerinde

diferensiyellenebilir bir vektor alan1 X olsun.

d

&) =x(a()) (2.7)

ise  « egrisine X in bir integral egrisi denir. M ylizeyinin P noktasindaki tanjant uzay1

Ty (P), vektdralani uzayr y(M)= T, (P) olmak iizere

PeM

a:l —>z(M), a(s)z(a(s),a'(s))

seklinde tanimli egriye, «a:l —M egrisinin tabii lifti denir. M yiizeyinin birim normal

vektor alant N olmak iizere VX € (M) igin

S(X)=DyN (2.1.8)
seklinde taniml1 doniisiime sekil operatorii (Weingarten Déniisiimii) denir. ve y(M )igin

X(1)=~(v,S(V))NI, (2.19)
seklinde tanimlanan X € (M) vektor alanina geodezik spray denir[1].

DxY =D,Y +(S(X),Y)N (2.1.10)

seklinde tamimlanan denkleme de M iizerinde Gauss denklemi denir. Burada; D Gauss
anlaminda kovaryant tiirev operatérii olup, bu operator M lizerinde bir Riemann

konneksiyonudur.
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a1 — M egrisinin birim teget vektori T olsun.

D,T=0 (2.1.11)
ise a egrisine E®de bir geodezik egri,

BT -0 (2112
ise «a egrisine M iizerinde bir geodezik egri denir. Buna gore;

(,-Io] (2113
ifadesine « egrisinin E*’e gore geodezik egriligi ve

7, =DrT| (2.1.14)
ifadesine de « egrisinin M ’ye gore geodezik egriligi denir.

o egrisinin {T, N, B} Frenet vektorlerinin kiire tizerinde ¢izdigi (T),(N) ve (B)
kiiresel gosterge egrileri ile C birim Darboux vektdriiniin kiire iizerinde ¢izdigi sabit (C) pol

egrisinin E®e gore yay uzunluklar ve geodezik egrilikleri sirasiyla,

S :des sB:J'rds
R (2115)
s =[Wlds  |sc =[pds
0 0
1 1
e = cos @ s “sing
(2.1.16)
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S? ye gore geodezik egrilikleri,

y; =tane, Vg =COto,

o ] (2117)
VN S Y ==
Cw ‘o

seklinde verilir, [4].

Teorem 2.1.6: a:l — M egrisinin | — (M) tabii lifti, X geodezik spraymin bir

integral egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart M {izerinde bir geodezik egri olmasidir, [1] .

Ispat: : "=" X geodezik sprayinin bir integral egrisi olsun. Bu durumda
X(a(t)) = d o (t
@) =5 @O,

olur. X, ;(( M ) tizerinde bir geodezik spray oldugundan

X(a(t)) = —<&(t), S(C_Z(t)» N |a(t)

yazilir. Tabii lift tanimindan

d, . . : d
5 @0, ) == (a0, S, ) 5 Nl

bulunur. Bu son esitlik biitiin «(t) ler i¢in dogru oldugundan ve

da ,
d_z = Da’(s) (0‘ (S))

esitligi de goz oniine alindiginda
Dd(t)d(t) = _<d(t); S(d(t)» N
olur. Gauss denkleminden

D, a(t)=0
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bulunur. Boylece « nin M iizerinde bir geodezik oldugu goriiliir.

"<" anin M iizerinde bir geodezik olsun. Bu durumda
D, wa(t)=0
olur. Gauss denkleminden

Dd(t)o'z(t)‘a(t) +(a(), S(a))N],, =0

yazilir. X bir geodezik spray oldugundan

(60, ) - X @), =0

d,. .
S(E0],) =X @O,
olur. Tabii lift tanimindan
d z t = X(x(t
@), = X @)

bulunur ki bu da ispati tamamlar.

Bir o egrisinin (T) tegetler gostergesinin tabii lifti (T) olmak {izere bu egrinin geodezik
sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

D, ¢ =0

dr
dir. Gauss denkleminden

D, o5 + (07,5(c7))T(s)=0
yazilir. Birim kiire i¢in S = |, oldugundan
D, ¢ +|a; | T(s)=0,

D, xN+ K°T(s) =0,
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d 2
— (kN)+x°T(s)=0
ds,

bulunur. Turev alinirsa,
(K - )T + ()N =7B =0
K

D, ¢, =0olmas igin

T

K -x=0, (x=0,1)

!

£:O , (k=sbt, x#0)
K

=0

olmalidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 2.1.1: o egrisi bir birim ¢ember ise @ egrisinin tegetler gostergesi birim kiire yiizeyi
tizerinde bir biiyiik ¢emberdir. Bu durumda, ('F) tabii lifti T (32) tanjant demeti tizerinde

geodezik sprayn bir integral egrisidir, [1].

a egrisinin (N) asli normaller gdstergesinin tabii lifti (N) olmak {izere geodezik spray

i¢in bir integral egrisi olmasi i¢in

dir. Gauss denkleminden
DdeN +(o’zN,S(dN)> N(s) =0,
D, ay +lan | N(s) =0,

D,, (-«T +7B)+ (* +7*)N(s) =0,

%(_KT +2B)+ (W[HN(S) =0,
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olur. Tiirev alinirsa,
AT 4 QWP - FIN +B =0
bulunur. D, ¢, =0 olmas igin
K'=0, (x=sht)

'=0 , (r=sht)

k=7=0 veya x’+7°=1

olmalidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 2.1.2: o egrisi bir dairesel helis ise @ mnin asli normaller gostergesi, birim kiire

ylizeyi tizerinde bir biiyiik ¢emberdir. Bu durumda, (N) tabii lifti T(Sz) tanjant demeti

izerinde geodezik sprayin bir integral egrisidir, [1].

a egrisinin (B) binormaller gdstergesinin tabii lifti (B) olmak iizere geodezik spray
icin bir integral egrisi olmasi i¢in

D, ¢, =0

dir. Gauss denkleminden
DdBdB +<dB,S(dB)> B(s) =0,

a

5, (@) *lésl" BE) =0

olur. Turev alinirsa,
KT +(E)N+ (2 -7)B=0
T

bulunur. D, &g =0 olmast igin
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k=0,
? o
T
P-7=0

olmalidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 2.1.3: (B) binormaller gostergesi, birim kiire iizerinde bir biiyiik ¢ember olacak

sekilde herhangi bir « egrisi yoktur. Bu durumda, (g) tabii lifti T(Sz) tanjant demeti

izerinde geodezik sprayin bir integral egrisi olamaz, [1].

a egrisinin (C) sabit pol egrisinin tabii lifti (C)olmak iizere geodezik sprayin bir
integral egrisi olmas1 i¢in

D, ¢. =0

dir. Gauss denkleminden
D, i +(de,S(é))C(8) =0,
I ae) e () =0
ds.

olur. C=sindT +cos@B oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa;
(0"cos@—6'sin@+6"sinO)T + (k&' cosO+6'sin )N
+(@"sin@—6'* cos @+ 6" cos9)B =0,

bulunur. [_)dco'cc = 0olmasi i¢in

0"cos@—0"7sinf+60"sind=0,

x0'cos@+0'sin@ =0,

6"sin@—0"%cosh+6"cosd =0
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olmalidir. Bu son denklemler 8'=0 veya x=7=0 oldugunu gosterir. Boylece asagidaki

sonug Verilebilir:

Sonu¢ 2.1.4: « egrisi bir helis ise (C) sabit pol egrisi birim kiire iizerinde bir biiyiik
cemberdir. Bu durumda, (6) tabii lifti T (Sz) tanjant demeti lizerinde geodezik sprayim bir

integral egrisidir, [1].

2.2 Lorentz Uzay1

Tanim 2.2.1: V bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxV —>IR

donlisimii Va,b € IR ve Vu,v,we IR igin;
) g(u,v) =g(v,u),
i) g(au+bv,w)=ag(u,w)-+bg(v,w)

g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(u,w)
ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V vektor uzay1 tizerinde simetrik bilineer form denir.
Tanmim 2.2.2: V reel vektor uzay iizerinde simetrik bilineer form g olsun.
i) YveV vev=0icin g(v,v)>0ise g simetrik bilineer formuna pozitif taniml,
i) YweV vev=0iging(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna negatif taniml,
iii) YweV vev=0iging(v,v) >0 ise g simetrik bilineer formuna yari-pozitif taniml,
iv) YveV vev=0icin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif taniml,

V) WveV vev=0icing(v,w)=0=W=0ise g simetrik bilineer formuna non-dejeneredir

denir, [13].



19

Tamim 2.2.3: V bir reel vektor uzayi olsun.
g:VxV >IR

doniistimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise g’ye V iizerinde bir skalar ¢arpim, bu

durumda V vektor uzayina da skalar ¢carpim uzayi denir, [13].

Tanim 2.2.4: V bir reel vektor uzayi ve g:V xV — IR simetrik bilineer form olsun.
g, WxW — IR

negatif taniml1 olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna g simetrik bilineer

formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. g skalar ¢arpiminin indeksiVv ise 0<v <boyV dir.

Tanim 2.2.5: V bir skalar ¢carpim uzayi olsun. V nin indeksiV olmak iizere v=1veboyV >2

ise V skalar ¢carpim uzayina bir Lorentz uzayi denir, [13].
Tamm 2.2.6: IR" n-boyutlu standart reel vektér uzayr olsun. X =(X,X,,...,X,),
Y = (Y Yorees Yn) iGN,

g:IR"xIR" > IR

n-1
(X,Y) - g(X1Y) :inyi - XY,

i=1

seklinde tanimli fonksiyon bir skalar ¢arpim fonksiyonudur ve bu fonksiyona Lorentz

metrigi denir.

Tanm 2.2.7: IR" lizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte{IR", g} ikilisine n-boyutlu

Lorentz uzay1 veya kisaca Lorentz uzay denir ve IL" ile gosterilir.
Tanim 2.2.8: IL" , n-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun. Bir X e IL" vektorii i¢in;

i) g(X,X)>0vwveyaX =0 ise X vektoriine spacelike vektor, (uzay benzeri)
i) g(X,X)<0 ise X vektoriine timelike vektor, (zaman benzeri)

i) g(X, X)=0 ise X vektoriine lightlike veya null vektor (1sik benzeri) denir, [13].
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Tanmm 2.2.9: Bir X € IL" vektoriiniin normu

X, =lg(x. x)|

seklinde taniml1 fonksiyona denir.

Tamm 2.2.10: e=(0,0,...,0,1) olmak tizere X =(x,X,,...,X,) e IL" time-like vektoriiniin
future pointing (past pointing) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul g(X,e) <0 (g(X,e)>0)
olmasidir, [13].

Tamm 2.2.11: X,Y eIl” i¢in X #0 ve Y #0 olmak tizere; g(X,Y)=0ise, bu durumda X

ve Y vektorlerine ortogonal vektor denir, [13].

Teorem 2.2.1: X,Y eIl” igin X #0ve Y #0 olmak tizere; g(X,Y)=0olsun. Eger X time-

like vektor ise bu durumda Y spacelike vektordiir, [15].

Teorem 2.2.2: IL" , n-boyutlu bir Lorentz uzayi ve X e IL" olsun. Bu durumda,

i) | X[, >0.

i) [ X, >0« X bir null vektdrdiir.

iii) X bir timelike vektor ise[|X |, * =-g(X, X) dir.

iv) X bir spacelike vektor ise||X | * = g(X,X) dir, [13].

Tanim 2.2.12: IL" , n-boyutlu bir Lorentz uzayi, M < IL" bir egri olsun. M egrisinin teget

vektorii T olmak iizere;
i) g(T,T) >0 ise M egrisine spacelike egri,
i) g(T,T) <0 ise M egrisine timelike egri,

iii) g(T,T) =0 ise M egrisine lightlike veya null egri denir, [13].



21

Tanmmm 2.2.13: a:l >McIL" bir egri olsun. a,bel olmak tizere M egrisinin

a(a) ve «a(b) noktalar arasindaki yay uzunlugu;
b
[lle’ @)t (2.2.1)

dir, [13].
Tamm 2.2.14: I, 3-boyutlu bir Lorentz uzayinda X = (X, %,,%;) Ve Y =(¥;,¥,,Ys)
olmak tizere

XY = (XY, =% Y3 X Ys = %Y1, %Y, =% Y1)

vektoriine X ve Y nin vektorel carpimi (dis ¢arpimi) denir. X xY veya XAY seklinde
gosterilir, [11].

1 i=]ise
o; = Ve € :(é‘il’5i2’5i3

ij
0, i=jise

olmak tizere vektorel carpim

—€ -6 &
XxY=det| x, X, X
Yi Y, Ys

Buna gore €, e, ve e, birim vektorlerin vektorel carpimi
€ xe, =6€;, €, Xg;=—-€, e;xX¢ =-6,

dir. Burada saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak alinmistir. Eger saat yoniiniin tersi negatif

yon olarak kabul edilirse,
€ X6, =6, E,XE =6, E;xE =6,

olur. Bu durumda vektorel ¢arpim
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€ €, —&
XxY=det| x, X, X
Yi Y, Ys

seklindedir.

Tamim 2.2.15: «:1 > M c IL" diferensiyellenebilir egrisinin Frenet vektorleri {T,N, B}

olsun.
i) a timelike bir egri ise;

Bu durumda « nin Frenet vektorleri; T timelike, N ve B spacelike vektorlerdir. Bu

vektorlerin vektorel garpimi
TxN=-B,NxB=T ,BxT =-N.

dir. Buna bagl olarak Frenet formiilleri

T'=xN
N'=«xT -7B (2.2.2)
B'=zN

seklinde olur, [17]. Bu durumda Frenet ani donme vektorii de
W =7T —xB
seklinde bulunur, [16].
ii) o spacelike bir egri ise;
Bu durumda e egrisi iki farkli Frenet denklem sistemine sahiptir.

a) «a egrisinin Frenet vektorleri; T ve B spacelike, N timelike vektor olsun. Bu vektorlerin

vektorel garpimi
TxN=-B,NxB=-T ,BxT =N

olur ve Frenet formiilleri
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T =xN
N'=«xT+7B (2.2.3)
B'=zN

seklinde bulunur, [17]. Bu durumda Frenet ani donme vektorii
W =—T +xB
seklinde olur, [16].

b) « egrisinin Frenet vektorleri; T ve N spacelike, B timelike vektor olsun. Bu vektorlerin

vektorel ¢arpimi
TxN=B,NxB=-T ,BxT =-N

olur ve buna bagli olarak Frenet formiilleri

T =«N
N'=—xT +7B
B'=7N

seklinde bulunur, [17]. Frenet ani donme vektori de
W =7T —xB

olur, [16].

Teorem 2.2.3:

i) X,Y e IL"pozitif (negatif) timelike vektor olsun. Bu durumda
g(X.Y)<|X]lv]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart X ve Y nin lineer

bagimli olmasidir. X ve Y pozitif(negatif) timelike vektorler ise

a(X,Y) =|X[[Y[coshe, @=n(X,Y)
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olacak sekilde bir tek ¢ >Oreel sayis1 vardir. Bu @agisina X ve Y vektorleri arasindaki

Lorentzian timelike ag1 denir.

ii) X,Y eIL" spacelike vektorler olsun. Bu durumda
9O <[X v

esitsizligi vardir. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem spacelike ise
a(X,Y) =||X||[Y[cose, @=n(X.Y)

olacak sekilde bir tek 0 < ¢ < rreel sayis1 vardir. Bu g acisina X ve Y vektorleri arasindaki

Lorentzian spacelike ag1 denir.

iii) X,Y eIL" spacelike vektor olsun. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem timelike ise
9= [X]Iv]

esitsizligi vardir. Bu durumda
a(X,Y) =|X|[Y[coshe, @=n(X,Y)

olacak sekilde bir tek ¢ >Oreel sayis1 vardir. Bu @acisina X ve Y vektorleri arasindaki

Lorentzian timelike a¢1 denir.
iv) X e IL"spacelike ve Y e IL" pozitif timelike vektor olsun. Bu durumda
9, =| X [V]|sinh g, @=n(X,¥)

olacak sekilde bir tek ¢ >Oreel sayis1 vardir. Bu @acisina X ve Y vektorleri arasindaki

Lorentzian timelike a¢1 denir, [14].

Teorem 2.2.4. I, 3-boyutlu bir Lorentz uzayinda X =(X,%,,%), Y =(Y,, Y, Ys) Ve

Z =(z,,2,,2;) olsun. Bu durumda
i) g(XxY,Z)=—det(X,Y,Z),

i) (X xY)xZ =-g(X,Z)Y +g(Y,Z)X,
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i) g(XxY,X)=0 ve g(XxY,Y)=0,

V) g(X xY,XxY)=-g(X,X)g(Y,Y)+(g(X,Y))*

bagintilar1 vardir, [15].

Teorem 2.2.5. 1L®, 3-boyutlu bir Lorentz uzayinda iki vektor X ve Y olsun. Bu durumda
i) X ve Y spacelike vektor ise X xY bir timelike vektordiir.

i) X ve Y timelike vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

iii) X spacelike ve Y timelike vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

iv) X ve Y null vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

v) X timelike veY null vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

vi) X spacelike ve Y null vektor olmak tizere g(X,Y)=0 ise X xY bir null vektor, eger

g(X,Y) =0 ise X xY spacelike vektordiir, [15].

2.3. Yani-Riemann Manifoldu
Tanim 2.3.1: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M {izerinde simetrik non-dejenere ve

sabit indeksli
9: x(M)xz(M)—>C*(M,IR)
fonksiyonuna bir metrik tensor denir.

Tanmim 2.3.2: IR", n-boyutlu standart reel vektér uzayr tizerinde VPelR" ve

Xp =X, %000 %0)s Yo = (Y1 Youees ¥) €T e (P) igIn

n

9(Xp, Yp) zixiyi - Z % Yi
i—0

i=n-v+1
esitligiyle verilen v-indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yar1-Oklidyen uzay

denir ve IR," ile gosterilir, [13].

Tamm 2.3.3: IR", yari-Oklidyen uzaymda v=1ven>2 ise IR" yari-Oklidyen uzayina

Minkowski n-uzay denir.
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Tamm 2.3.4: M, bir diferensiyellenebilir manifold g de M {izerinde sabit indeksli bir metrik

tensor olsun. (M,g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir ve M ile gosterilir.

Tamm 2.3.5: M, bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine yari-Riemann

manifoldunun indeksi denir.

Tamm 2.3.6: M, bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM >2ve M nin indeksi 1 ise M ye

bir Lorentz manifoldu denir.

Tamm 2.3.7: M bir Lorentz manifoldu ve M de M nin bir Lorentz altmanifoldu olsun. M

tizerindeki konneksiyon D olsun.
D: z(M)x (M) - z(M)
fonksiyonuna M Lorentz alt manifoldu iizerine indirgenmis konneksiyon denir.

Tamm 2.3.8: M , M nin bir Lorentz altmanifoldu ve M iizerindeki konneksiyon D olsun.

vX,Y € (M) icin
D,Y =tanD, Y
seklinde tanimli D fonksiyonuM fiizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir, [13].

Tamm 2.3.9: M , M nin bir Lorentz altmanifoldu olsun.
I 7 (M) x 2(M) = z(M)*
(X,Y)—> 1 (X,Y)=norD,Y
seklinde tanimli fonksiyona M nin ikinci temel form tensérii denir, [13].

Tammm 2.3.10: n-boyutlu bir M Lorentz manifoldunun (n-1)-boyutlu birM Lorentz

altmanifolduna M nin Lorentz hiperyiizeyi denir.
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Tamm 2.3.11: M nin bir Lorentz hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alam N

olsun. ¥X,Y € »(M) i¢in
9(S(X),Y) =g(I1(X,Y),N)
seklinde tanimli S ye M nin N den elde edilen sekil operatorii denir.
S sekil operatdrii M nin her P noktasinda
S, Ty (P)—>T,(P)
lineer ve self adjoint (eki kendisine esit) bir doniistimdiir, [13].

Teorem 2.3.1: M nin Lorentz hiperyiizeyi M, M nin N birim normal vektor alanindan elde

edilen sekil operatorii S olsun. Bu durumda X e y(M) igin
S(X)=-DyN
dir, [13].

Tammm 2.3.12: M bir Lorentz manifoldu, M de M nin bir hiperyiizeyi olsun. M nin N
normalinden elde edilen sekil operatorii S, M iizerindeki konneksiyon D veM iizerindeki

konneksiyon D olmak iizere, X,Y e y(M)icin Gauss denklemi
D,Y =D,Y +£g(S(X),Y)N (2.3.1)
seklindedir. Burada & =g(N, N)dir, [13].

Tamm 2.3.13: M Lorentz manifoldunun bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. «: | >M

egrisinin birim teget vektorii T olmak tlizere
g9(S(T), T)=0

ise « egrisine asimptotik cizgi denir.
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Tamm 2.3.14: M Lorentz manifoldunun bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. M iizerindeki

konneksiyon D ve M iizerindeki konneksiyon Dolsun. «: 1 —>Megrisinin birim teget

vektora T olmak lizere

B.T=0 2.32)
Ise & egrisine M iizerinde geodezik egri,

D,T =0 2.3.3)
ise egrisine M tlizerinde geodezik egri denir.

Tamim 2.3.15: IR"", Minkowski (n+1)-uzaymnda

8/ () ={X eR"™

g(X,X)=r*relR, r :sabit}

ile tanimlanan hiperkuadrige n-boyutlu Lorentz hipekiiresi veya n-Lorentz hiperkiiresi

denir.

Hy'(r) ={X e IR

g(X,X)==r*,relR, r =sabit}
nokta kiimesine de n-boyutlu r-yarigaph hiperbolik kiire denir.
n=2 i¢in 6zel halinde
S.2(r) ={X eIR®|g(X, X)=r*, relR, r =sabit}
nokta kiimesine r-yarigaph Lorentz kiiresi,
Hoz(r)={x € IR’[g(X,X)=—r* relR, r=sabit}

nokta kiimesine de r-yaricaph hiperbolik kiire denir.

Tanim 2.3.15: o :1 — I® birim hizli non-null egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist
{T,N,B}olsun. T,N,B Frenet vektorlerinin baslangi¢ noktalar1 egriyi ¢izerken ug
noktalarinin ciimlesi S,°birim Lorentz kiiresi veya H,’hiperbolik birim kiiresi lizerinde

cizdigi egrilere « egrisinin tegetler gostergesi (birinci kiiresel gostergesi), asli normaller
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gostergesi (ikinci kiiresel gostergesi) ve binormaller gostergesi (iiclincii kiiresel gostergesi)

denir ve sirastyla (T),(N), (B) ile gosterilir.

\ % k\\

1/ \&/ '

\D = Poe P

> o
Ay , \

Sekil 2.3.2. Timelike bir egrinin (Lorentzian kiiresi tizerinde) binormaller gostergesi

C birim Darboux vektoriiniin S, veya H,’ iizerinde ¢izdigi egriye sabit pol egrisi

denir ve (C) ile gosterilir.
Tanim 2.3.16:

1) a:1 — I birim hizl timelike egrisinin Frenet catis1 {T, N, B}, egriligi « ve burulmasi 7

olsun. Bu durumda T timelike, N ve B spacelike vektorlerdir. Buna bagl olarak « egrisinin

Frenet ani donme vektori

W=eT-xB,  [W], =vi?—7? (2.3.4)

seklinde olur. Bu halde birim Darboux vektorii i¢in iki durum vardir:
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a) W spacelike ise (|/<| > |r|) —Bile W arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ olmak iizere

Kk = |W||cosh g
, W =gwW W) =x? -2 (2.3.5)
r:”\N”Sinhq)

olur ve birim Darboux vektorii
C =sinh¢T —cosh ¢B (2.3.6)
seklinde bulunur.
b) W timelike (|x|<|]) ise
Kk =|W/|sinh ¢

C W] =g W) =— (&2 - 7?) (2.3.7)
v =|W|coshg

olur ve birim Darboux vektori
C =cosh ¢T —sinh B (2.3.8)
seklinde bulunur.

2) a:l —I® birim hizli spacelike bir egri olsun. T ve B spacelike, N timelike vektor

olarak alinirsa « egrisinin Frenet ani donme vektorii ve normu
W=—cT+xB,  |W|=[|x*-7’| (2.3.9)

seklinde olur. Burada g(W,W) =17’ —x”>0oldugundan W spacelike vektordiir. B ile W

arasindaki Lorentzian spacelike ag1 ¢ ile gosterilirse,

= W]cosy
(2.3.10)

Tz”\N”Singo

olur ve birim Darboux vektori

C =-singT +cospB (2.3.11)
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seklinde bulunur.

3) a:1 > I birim hizli spacelike bir egri olsun. T ve N spacelike, B timelike vektor

olarak alinirsa « egrisinin Frenet ani donme vektorii ve normu
W=7T-xB, [W[=|r*-«’| (2.3.12)
seklinde olur. Bu halde birim Darboux vektorii i¢in iki durum vardir:

a) W spacelike (|z|>|«]) ise

K‘:"\N”Sinh(o
C W[ = gW W) =2 kP (2.3.13)
7 =|W||cosh ¢

olur ve birim Darboux vektori
C =cosh ¢T —sinh @B (2.3.14)
olur.

b) W timelike (|7 <|x]) ise

Kk =|W|cosh e
W =g W) = (22 ?) (2.3.15)
r =|W/||sinh ¢

olur ve birim Darboux vektoru
C =sinh¢T —cosh ¢B (2.3.16)

seklinde bulunur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde Oklid uzayinda Mannheim egri ¢iftleri ile ilgili temel kavramlara yer
verildi. Bu egrilerin kiiresel gosterge egrileri ile sabit pol egrisinin E’e ve S’ye gore yay
uzunluklari, geodezik egrilikleri ve tabii liftleri hesaplanarak bunlar arasindaki bagintilara yer

verildi.

3.1 E*de Mannheim Egri Ciftlerinin Kiiresel Gostergelerinin Egrilikleri ve Tabii

Liftleri

Tamm 3.1.1 «:1 >E° ve " :1 —E® diferensiyellenebilir iki egri, « egrisinin «(s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {T(s),N(s),B(s)} ve o egrisinin o (s) noktasindaki Frenet
3-ayaklis {T*(S),N*(S), B*(S)} olsun. « egrisinin asli normal vektdrii ile o  egrisinin

binormal vektorii lineer bagimli ise, o egrisine Mannheim egrisi ve «” egrisine Mannheim

partner egrisi denir, [4]. (Sekil 3.1.1)

" () (a* >
\\/ B\V/

a(s) -

A

<%

a*(s *)

O
Sekil 3.1.1 Mannheim Egri Cifti
Bu tanima goére Mannheim egrisinin denklemi;
a (s)=a(s)—AN(s)
veya
a(s)=a (s)+AB'(s)

seklindedir, [3]. Bu egrilerin Frenet ¢atilar1 arasinda
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T =c0sAT" +sinON”
N =B’ , (3.1.1)
B=—sindT"+cosON"

cos«9:di
ds o (31.2)
sin@=Azr" s
ds

T =cosdT —sinéB
N* =sindT +cosdB (3.1.3)
B*=N

bagintilart mevcuttur. Burada, S (T,T")= 6, [3].

Teorem 3.1.1 (0{ : 0{*) Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egriler arasindaki uzaklik sabittir, [5] .

Teorem 3.1.2 (0{,0!*) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrili§i x ve burulmasi 7

olmak tizere

ur—xA=1, y=A7cot@- (3.1.4)
bagintis1 vardir, [3].
Teorem 3.1.3 (a,a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. a egrisinin egriligi x ve burulmast 7 ,

a egrisinin egriligi x~ ve burulmasi 7 olmak iizere egrilikler arasinda

*

. S
k=7 8ng -—
d

S
3.15
oo (3.15)
T=—7 C0SO-—
ds
. dé
K =

as' (3.1.6)

s

r*z(zcsine—rcose)-c;is

bagntilar1 vardur, [3].
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Teorem 3.1.4. (0{,0{*) Mannheim egri ¢ifti olsun olsun. " egrisinin burulmast z* ise

= (3.L.7)
dir, [3].

Teorem 3.1.5. (a,a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin a(s) noktasindaki birim

Darboux vektor C ve a" partner egrisinin teget vektorii T™ olmak tizere
C=T" (3.1.8)

dir, [19].
Bu teoremin bir neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 3.1.1: «:1 — E® Mannheim egrisi ile " : | — E*Mannheim partner egrisinin Frenet
3-ayaklisi, sirasiyla {T(s),N(s),B(s)} ve {T*(S), N*(s), B* (S)} olsun. T ile T" vektorleri

arasindaki ag1 @, B ile W Darboux vektorii arasindaki ¢ ag¢1 olmak iizere bu agilar arasinda

{singozcose (3.19)

cosp =-sind
bagintis1 vardir.

Sonu¢ 3.1.1 dikkate alindiginda, (2.1.4), (2.1.16), (2.1.17), (3.1.2) ve (3.1.3)

bagintilar

C0sf=—— , -sinf=_— (3.1.10)

W] Wl
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1
ko ==
T sing
o\
kg, =, |1+ — | ,
-l
(3.1.11)
ko=t
® cosd
2
k 1+ M
C 9; !
¥ =—coté,
N T o
N — Thasll?
W : (3.1.12)
7g =—tano,
Ve :”\2/_,”1
singp = ,
ds (3.1.13)
cosp=At" as
ds '
T" =singl +coseB
N =—cosgT +sinpB- (3.1.14)
B*=N

sekline doniigmiis olur. (3.1.9) bagintisinin bir neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 3.1.2: (a,a*) Mannheim egri iftinin -~ @(s) ve «@"(s) noktalarindaki Frenet

vektdrleri sirastyla {T(s),N(s), B(s)} ve {T*(S), N*(s), B*(S)} olsun. B(s) binormal vektorii
ile W(s) Darboux vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak iizere bu ¢atilar arasinda,
sinp o0 cose||T

-I-*
N* |=|—-cosep O sing ||N
B* 0 1 O B

bagintis1 vardir.
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*

Teorem 3.1.6: (a,a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. a egrisinin W Darboux vektorii ile «

egrisinin W* Darboux vektorii arasinda

K

Az|W]

W* =—secOW + N

bagintis1 vardir, [19].

Teorem 3.1.7: (e, ") Mannheim egi cifti olsun. o egrisinin C birim Darboux vektorii ile

a”egrisinin C* birim Darboux vektorii arasinda

C*=iC+iN
k

N C
bagintis1 vardir, [19].

a” Mannheim partner egrisinin (T)(N) ve (B*) kiiresel gosterge egrileri ile (C*)

sabit pol egrisinin E°® e gore yay uzunluklari,

Ds. g'ds,

:SC:

O ey 0

2)'s,. = [\@) W[ s = [, wlds = [k oas
0 0 0

3) S, =Sy

!

i

0 C

ds,

geodezik egrilikleri,

L=ke =, 1+ 5
1) k. \/1 (kT')
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2 2 2
2k = cosé L 1 N sind) 7
N ke Ky Ky Ke ky |
’\2
3) k. =k, = [L+ Z(kf)z ,
W kg (ki -1)
2
Hk.=h K‘kaé
c* '
/17( 5—1)
S? ye gore geodezik egrilikleri,
k 2
N (053
e,
’ 2 ! 2 ’
2) 7y = coso + X 4 cose 1 + sind +—+sind
ke Ky Ky Ke k
Ve
3) Vg =- ,
T Wi(ke)
4) . = Ky kS

o)

seklinde ifade edilir, [19].
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4.BULGULAR

Bu bolim ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Burada Mannheim egrisi
timelike, partner egrisi spacelike binormalli spacelike egri alindiginda ilk olarak Mannheim

egrisinin teget vektdri ile partner egrisinin Darboux vektoriiniin lineer bagimli oldugu

gosterildi. ikinci olarak Mannheim partner egrisinin (T* ) : ( N* ) , ( B*) kiiresel gosterge egrileri
ile (C*) sabit pol egrisinin IL® Lorentz uzayma, S*> Lorentz kiiresine veya H,> Hiperbolik

kiireye gore yay uzunluklar1 ve geodezik egrilikleri hesaplanarak, bunlar arasindaki bagintilar
bulundu. Son olarak partner egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray

icin integral egrisi olma sart1 arastirilarak Mannheim egrisinin nasil bir egri olmas1 gerektigi

ifade edildi.

4.1. Timelike-Spacelike Mannheim Egri Ciftleri

Tanm 4.1.1 : a:1 —> I ve, " :1 — I diferensiyellenebilir iki egri olsun. « egrisinin

a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T(S), N(s), B(S)} ve o egrisinin a*(s) noktasindaki
Frenet 3-ayaklisi {T*(S), N*(s),B’ (S)} ile gosterilsin. o egrisinin aslinormal vektérii ile o
egrisinin binormal vektorii lineer bagimli ise, o egrisine Mannheim egrisi ve «” egrisine

Mannheim partner egrisi denir ve (a, a*)ile gosterilir.
Lorentz uzayinda (a, a ) Mannheim egri ¢ifti i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

1. a:1 -1 Mannheim egrisi, timelike bir egri oldugunda o :1 — Ilpartner egrisi

timelike veya spacelike olabilir. Buna gore
a) T™ timelike vektor, N” ile B spacelike vektordiir.

b) T ile B spacelike vektor, N “timelike vektordiir.

Bu durumda
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g(T,T)=-1 9T’ T)=+1=¢,
g(N,N)=+1 ve <g(N',N)==+l=g
9(B,B)=+1 g(B",B") =+1.

2. a:1 = I® Mannheim egrisi spacelike binormalli spacelike egri oldugunda o : 1 — I

partner egrisi timelike binormalli spacelike egri olur. Bu durumda

gT, T)=+1 g™, T)=+1
g(N,N)=-1 ve <g(N,N)=-1
9(B,B)=+1 g(B",B") =+1.

3. a:1 > 1> Mannheim egrisi timelike binormalli spacelike egri oldugunda o : 1 — I
timelike veya spacelike olabilir. Buna gore

a) T~ timelike vektdr, N ile B”spacelike vektordiir.

b) T ile B" spacelike vektdr, N timelike vektordiir.

Bu durumda
g(T,T)=+1 g(T"\T)=41=¢,
g(N,N)=+1 ve Jg(N',N)=+l=¢g
9(B,B)=-1 g(B",B") =+1.

Calismamiz boyunca «:1 — I.®> Mannheim egrisi timelike egri, o :1 — IL® partner

egrisi spacelike binormalli spacelike egri olarak alinacaktir. Bundan sonra bu egri ¢ifti kisaca,

(a, a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.1.1: (a : a*) timelike-spacelike Mannheim egri ciftleri arasindaki uzaklik sabittir.

Ispat: a(s)=a (s))+A(s)B"(s") yazilabilir. s”a gore tiirev alinirsa

ds

T o~ =T +A(s)B(s)+A(s)B"(s)
S

=T "+AB +A(z'N")
=T +Ac'N + 1B’

olur ve B’ile i¢ carpilirsa
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T ;"TS BY = (T", B+ A (N, B") + (B, B"),

A'=0
A =sbt.

olur. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik fonksiyonu tanimindan

d(a'(s"),a(s) =a(s)-a"(s)
e
=|A|=sht.

bulunur ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.2: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri cifti olsun. o egrisi ile o

egrisinin Frenet catilari sirastyla {T, N, B} ve {T",N", B’} olsun. Bu catilar arasinda

T =—sinhdT +cosh 9B
N" =—cosh T +sinh 6B , (4.1.1)
B'=N
sinhez(jjis
. 4.1.2)
cosh¢9:—/1r*di
ds

T =sinhdT "~ —cosh@N”~
N=B" (4.1.3)
B" =coshdT" —sinhON”~

bagmtilar1 vardir. Buradaki € acisi, T ile T arasindaki agidir.
Ispat: o' (") = a(s) —AN(s) denkleminin s ye gére tiirevi alirsa

T*O;is = (1- Ax)T(s)— A7B (4.1.5)

olur. Bu ifade sirasiyla T ve B ile i¢ ¢arpilirsa
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*

_sinho % 1, (4.1.6)
ds

cosh Hdizlr (4.12.7)
ds

bulunur ve bu degerler (4.1.5) denkleminde yerine yazilirsa

T  =—sinh @T +cosh B

olur . Benzer sekilde Teorem (2.1.1) deki Frenet formiillerinden

N =—coshdT +sinh ¢B

ve B"=T xN" ifadesinden

*

B =N

elde edilir. Boylece (4.1.1) bagmtis1 gosterilmis olur. Bu bagmtidan T ve B degerleri
cekilirse (4.3.1) bagintis1 bulunur.

a(s)=a (s)+AB'(s)

denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa

*

T=TE 278
ds ds

olur ve (4.1.3) deki T nin degeri dikkate alindiginda

*

sinho =95
ds
cosh@=-A7r" g

ds

bulunur. Boylece (4.1.2) nin de ispati tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.3: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin egriligi x
ve burulmasi 7 olmak iizere, bunlar arasinda
Ak —ur=1
bagintis1 vardir.
Ispat: (4.1.6) ve (4.1.7) bagmtilar1 oranlanirsa

—sinh @ coshé
1-Ax At

veya bu esitlikten

Ax—1
AT

tanh @ =

yazilabilir ve x = Atanh @ alinirsa
Axk—ur=1
bulunur.

Teorem 4.1.4: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu durumda egrilikler

arsinda asagidaki bagintilar vardir.

K =—7 cosh edi
ds (4.1.8)
7 =—7 sinh Hdi
ds
K = 39 =0 (;js
S S (4.1.9)
N ds . ds
7 =—KkC0Sh@—+7sinh@—
ds ds

Ispat: (T,B") =0 ifadesinin s”parametresine gore tiirevi alinirsa

(T",B)+(T,(B"))=0
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olur. (2.2.2), (2.2.3), (4.1.1) ve (4.1.3) bagmntilarindan T',B", T ve (B")'m karsiliklar1 yerine

yazilirsa
ds . . . wx
(kN F,N)+<smh6’T —coshéN ,z N ) =0,
S
K ds* +7 cosh@ =0,
ds
K =—1 cosh Hdi
ds
bulunur.

(B,B") =0 ifadesinin s"parametresine gore tiirevi alinirsa
(B',B)+(B,(B"))=0

olur. (2.2.2), (2.2.3), (4.1.1) ve (4.1.3) bagintilarindan B’,B",B ve (B") i karsiliklar1 yerine

yazilirsa
ds . o g
(rNE,NH(coshHT —sinh&ON ",z N ) =0,
rd—s*+z'*sinh9:0,
ds
r=—2'*sinh9di
ds
bulunur.

(T, T")=sinh @ ifadesinin s"parametresine gore tiirevi alinirsa
T TH+(T,(T7))=0

olur. (2.2.2), (2.2.3), (4.1.1) ve (4.1.3) bagntilarmdan T',T",T ve (T") m karsiliklar1 yerine

yazilirsa

(kN d—i,T*>+<T,K*N*> =cosh Hd—e*,
ds ds
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& (T,—cosh 8T +sinh @B) = cosh 9%,
s

& cosh @ = cosh Bd—e*,
ds

& = do P ds
ds ds

* *

olur. Benzer sekilde (N,N") =0 ifadesinin tiirevini alinirsa

<KT—TB%, NY+(N,« T +7B")=0,
S

(kT —TB%,—COSh gT +sinh¥B) +(B",« T +7 B") =0,
s

xcosh @ ds* —rsinh @ ds* +7 =0,
ds ds
7 =—kcosh@ ds* +7sinh @ ds*
ds ds

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5: (a, a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. o egrisinin egriligi «

burulmast 7, & egrisinin burulmasi 7 olmak {izere bunlar arasinda

r=— (4.1.10)

bagintis1 vardir.
Ispat: (4.1.2) deki ifadeler (4.1.6) ve (4.1.7) deki bagintilarla taraf tarafa carpilirsa

—sinh?@=1- Ak
cosh?0=—-A7r"

olur ve bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa;

1=1-A7t- %1,
. K
T =——
At

bulunur.
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Teorem 4.1.6: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin W Darboux

vektorii ile o egrisinin T tegeti arasinda

w9 (4.1.11)
ds

bagintis1 vardir.
ispat:
W =7T -xB

ifadesinde T ve Bnin yerine (4.1.3) bagmtisindan, xve 7 nun yerine de (4.1.8)

bagintisindan karsiliklart yazilirsa

w=r 3 g
ds

olur. Bu teoremin bir neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.1.1: (a, a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. @ Mannheim egrisinin C

birim Darboux vektorii ile o partner egrisinin T~ teget vektorii lineer bagimlidr.

Sonu¢ 4.1.2: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin Darboux

vektori ile binormal vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak tizere 6 ile ¢ agisi arasinda;

W spacelike vektor ise

sinh @ =—sinh @
, (4.1.12)
—cosh ¢ =cosh 8
W timelike vektor ise
cosh @ =-sinh @
i , (4.1.13)
—sinh ¢ =cosh @

bagintilart vardir.
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Ispat: W spacelike vektor ise (2.3.6) ve (4.1.1) bagmtilarindan
C =sinh T —coshgB,
T =—sinh gT +cosh 6B
dir. C =T oldugu dikkate almirsa

sinh@ =—-sinh @
—coshg =cosh &’

olur. Benzer sekilde W timelike vektor ise (2.3.7) bagintisindan
C =cosh ¢T —sinhpB
dir. C =T "esitligi dikkate almirsa

coshe =—sinh @
—sinhg =cosh &

olur. Bu son ifade oranlanirsa
cothg =tanh 6,
olur. Tirev alinir ve —sinhg =cosh @ oldugu dikkate alinirsa

' 1 o -1
v sinh?¢p ~ cosh?@’

0 =0 (4.1.14)
bulunur.

Teorem 4.1.7 : (a, a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin W Darboux

vektorii ile o egrisinin W~ Darboux vektdrii arasinda

* _1 9,’(
W = w N
Sinhe Ax|W]

bagintis1 vardir.
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Ispat: W' =T +4«B" =7T =W +«B"
yazilabilir. Bu ifade (4.1.11) de yerine yazilir ve B"=N esitligi de gdz dniine alinirsa

ds”

W=—"
ds

(W +x'N)

olur. Buradan 3—3 in yerine (4.1.2) deki degeri yazilirsa
S

W’ = __1
sinh @

W —x"N (4.1.15)

bulunur. Diger yandan (4.1.8) bagintisindan

*

ds T

ds” W]

olur ve burada 7" m yerine (4.1.10) daki karsilig1 yazilirsa

L
ds*  Ar|W||
bulunur. Bu esitlik &~ =6’ C?S* ifadesinde yerine yazilirsa
S
K= —= (4.1.16)

Az|W]

olur ve x 1n bu degeri (4.1.15) de yerine yazilirsa ispat tamamlanmis olur.

4.2 Timelike Mannheim Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin Yay Uzunluklar:

Calismamizin bu boliminde « timelike Mannheim egrisinin (T),(N),(B) kiiresel
gosterge egrileri ile (C)sabit pol egrisinin yay uzunluklart hesaplanmistir. Burada T timelike

vektor, N ve B spacelike vektorlerdir.
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(T) Tegetler gostergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse Tanim 2.2.13 den,

I ds I l<N | s,
0
S; = I|K| ds
0 (4.2.1)
olur.
(N) asli normaller gostergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse,
= J' dN d
ol ds
I”K‘T rB||dS H K +7 ‘ds
0
] os (4.2.2)
0
seklinde bulunur.
(B) binormaller gdstergesinin yay uzunlugu s; ile gosterilirse,
I ds = .[ l=N| ds,
0
= j|r| ds
0 (4.2.3)

olur.

(C) sabit pol egrisinin yay uzunlugu S. ile gosterilirse,
JS~ dC
0

ds,
ds
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s = [|#]ds (4.2.9)

seklinde bulunur.

4.3 Timelike Mannheim Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin IL°e gore Geodezik

Egrilikleri

(T) tegetler gostergesinin IL%e gore geodezik egriligi k; ile gdsterilsin. (T)nin yay

parametresi s, ve birim teget vektorii T, olmak iizere geodezik egrilik
o =Io, T
seklinde yazilir. (T) tegetler gostergesinin denklemi

a; () =T(s)

dir. Her iki tarafin s, parametresine gore tiirevi alinirsa,

o, _da; ds
ds, ds ds,
T, =xN E
ds;
olur. Norm alinirsa
1o, 08
ds,
veya
o 1
ds; «

bulunur. Bu ifade T, de yerine yazilirsa

T =N (4.3.1)
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olur. Tekrar tiirev alinirsa

o T _dT ds
! ds, ds ds;
_dN ds
T ds ds,

olur. Burada (2.2.2) ve (4.3.2) denklemleri yerine yazilirsa

D, T,=T-—B
K

bulunur. Geodezik egrilik tanimindan

2
T
.

K

seklinde olur. Burada W spacelike ise (2.3.5) denkleminden

Z:tanh0
K

olur ve geodezik egrilik

ky = J|-1+tanh? 4],

B 1
T cosh@

seklinde bulunur. W timelike ise (2.3.7) denkleminden

r_ coth@
K

olur ve bu durumda geodezik egrilik

kr = |1+ coth? 6],

1
k. —
T sinho

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)
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seklinde olur.

(N) asli normaller gdstergesinin IL%e gére geodezik egriligi k,, ile gdsterilsin. (N)

nin yay parametresi s, ve birim teget vektorii T, olmak iizere geodezik egrilik
o =[o.

seklinde yazilir. (N) egrisinin denklemi
ay (sy) =N(s)

dir. Burada s, ye gore tiirev alinirsa

T, =T —B-2
ds,

olur. Norm alinirsa,

ds 1

dsy W]

olur ve bu deger T, ifadesinde yerine yazilirsa

T, =WK”T —ms (4.3.6)
bulunur. W spacelike ise (4.3.6) ifadesi (2.3.5) denkleminden

Ty =—coshdT +sinh B
sekline doniisiir ve tekrar tlirev alinirsa

D, T, =(&'sinh &T +|W|N -6’ cosh eB)i (4.3.7)

W]

olur. Geodezik egrilik tanimindan,

1 2
ky =— 0%+ (4.3.8)
W] Ie” +H W]

oldugu goriiliir. W timelike ise (4.3.6) ifadesi (2.3.7) denkleminden
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Ty =—sinh T +cosh 6B

sekline donisiir. T, nin tekrar tiirev alinirsa

D, Ty = i”(—cosh gT +sinh6B)+N

W

olur. Geodezik egrilik tanimindan,

(4.3.9)

1 2
o= [+ ]
Cw |

seklinde bulunur.

(B) binormaller gostergesinin 1L e gére geodezik egriligi K, ile gdsterilsin. (B) nin yay

parametresi s, ve birim teget vektorii T, olmak iizere geodezik egrilik
o =[o. 7

seklinde yazilir. (B) nin denklemi
a5 (Sg) = B(9)

dir. Her iki tarafin s, parametresine gore tiirevi alinirsa,

Tz =7N E
ds,

olur ve norm alinirsa,

ds 1

ds; [
bulunur. Bu deger T, ifadesinde yerine yazilirsa
T, ==N

olur. Pozitif yonlendirme segilirse,

T =N
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aliabilir. Buradan tekrar tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

D, T,==T-B (4.3.10)
T

olur. W spacelike ise (2.3.5) denkleminden
K _cotho
T

olur. Bu deger (4.310) da yerine yazilir ve norm alinirsa

1
k — 4.3.11
® sinh@ ( )
seklinde bulunur. W timelike ise (2.3.7) denkleminden
£ —sinho
T
olur. Bu deger (4.3.10) da yerine yazilir ve norm alinirsa
1
= 4.3.12
® coshé ( )

elde edilir.

(C) sabit pol egrisinin 1.%e gore geodezik egriligi k. ile gosterilsin. (C)nin yay

parametresi s ve birim teget vektorii T, olmak iizere geodezik egrilik
ko =[Pe.Te]

seklinde yazilir. (C)nin denklemi
ac(sc) =C(s)

dir. W spacelike ise (2.3.6) dan
C =sinh¢T —cosh ¢B

dir. Her iki tarafins, parametresine gore tiirevi alinirsa,
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T. =cosh T —sinh @B

olur ve tekrar turev alinirsa,

D, T, =sinh T —cosh ¢B+MN (4.3.13)
P

bulunur. Geodezik egrilik tanimi dikkate alinirsa

(4.3.14)

olur. W timelike ise (2.3.8) den

C =cosh ¢T —sinh B
dir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

T, =sinh T —cosh B

olur ve tekrar turev alinirsa,
D, T. =cosh T —sinh goB—M N (4.3.15)
¢ @

bulunur. Geodezik egrilik tanimindan

(4.3.16)

seklinde olur. Bu durumda asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.3.1: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. @ Mannheim egrisinin

(C) sabit pol egrisinin geodezik egriligi

W spacelike ise
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W timelike ise

dir.

4.4 Timelike Mannheim Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin S,>veya H,>gore Geodezik
Egrilikleri

S,> Lorentz kiiresi veya H,’hiperbolik kiireye gore (T),(N),(B)kiresel gosterge
egrilerinin geodezik egriliklerini hesaplayabilmek igin I1L.>deki konneksiyon D, S?deki

konneksiyon D, H,’deki konneksiyon D, S2ve H,’ m birim normal vektdr alani ¢ olmak

uzere

DY =D,Y +£9(S(X).Y)s,  &=9(.¢)

D,Y =D,Y +£9(S(X).Y)E,  &=0(£&)

Gauss denklemlerinden yararlanacagiz. Burada S, S,°ve H,*in sekil operatorii olup, buna

karsilik gelen matris

dir, [18].

(T) tegetler gostergesinin H,*daki geodezik egriligi y, ile gosterilirse,

D, T,

V& :‘
dir. Gauss denkleminden
D, T, =D, T; +£g9(S(T;), T;)T

yazilabilir. Burada
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e=9(T.T)=-1 S(T;)=-T;, ve g(S(T;),T;)=-1

dir ve bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa

D, T, =D T, -T

olur. (4.3.3) denklemi bu son esitlikte yerine yazilirsa,

T.=-1B (4.4.1)
K

D

T

bulunur. Norm alinirsa

7T =
K

olur. W spacelike ise (2.3.5) denkleminden
¥, =tanh @ (4.4.2)
ve W timelike ise (2.3.7) denkleminden

¥, =cothd (4.4.3)
a

seklinde bulunur. (N) asli normaller gostergesinin S,* daki geodezik egriligi y, ile gosterilirse,

7 =[Bi T
dir. Gauss denkleminden

D, Ty = By Ty +£9(S(T,). TN
yazilabilir. Burada

e=g(N.N)=+1 S(T,)=-T,. ve g(S(T,).T,) =+
dir ve bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa

D; Ty =D, T, —N

olur. (4.3.7) denklemi bu son esitlikte yerine yazilirsa,
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5.1 =Y

W]

olur ve norm alinirsa geodezik egrilik

(sinh gT —cosh B) (4.4.4)

9!

N :M

(4.4.5)

seklinde bulunur. (B) binormaller gostergesinin S daki geodezik egriligi y, ile gosterilirse,

7o =[D5Te| -
Gauss denkleminden
D, T, = D Ty +£9(S(T,), T)B
yazilabilir. Burada
£=9(B,B)=+L S(Ty)=-T, ve g(S(T,).Ty)=-1

dir ve bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa

D T, =D, Ty +B
olur. (4.3.12) denklemi bu son esitlikte yerine yazilirsa,
T, =57 (4.4.6)

bulunur. Norm alinirsa

Vs =
T

olur. W spacelike ise (2.3.5) denkleminden geodezik egrilik
¥s =cothé@ (4.4.7)
ve W timelike ise (2.3.5) denkleminden geodezik egrilik

7, =tanh @ (4.4.8)
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seklinde bulunur. (C) sabit pol egrisinin S daki geodezik egriligi y. ile gosterilirse,
re=l5.r)
dir. Gauss denkleminden
Dy Te =D Tc +£9(S(Te). Tc)C
yazilabilir. Burada
£=g(C,C)=+1, S(T.)=-T., Ve g(S(T,),T.)=-1
dir. Bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa
D, T.=D, T.-C
olur. W spacelike ise (4.3.13) ve (2.3.6) bagintilarindan

D, T, =sinh T —cosh B + m N — (sinh T —cosh ¢B),
%4

D, T, = M N (4.4.9)
@
olur ve norm alinirsa
=2 (44.10)
@

bulunur. W timelike ise (4.3.15) ve (2.3.8) bagintilarindan

D, T, =cosgT —sinhgB —m N — (cosh @T —sinh @B),
4
D, T. = M N, (4.4.11)
®

Ve = M (4.4.12)
¢

seklinde bulunur. Boylece asagidaki sonug verilir:
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Sonug¢ 4.4.1: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. o Mannheim egrisinin

(C) sabit pol egrisinin S,* deki geodezik egriligi

7(::"\2:_,”-

45 Spacelike Binormalli Spacelike Mannheim Partner Egrisinin Kiiresel
Gostergelerinin Yay Uzunluklar:

Calismamizin bu bolimiinde o  spacelike binormalli spacelike Mannheim partner
egrisinin (T7),(N7),(B") kiiresel gosterge egrileri ile (C) sabit pol egrisinin yay uzunluklar

hesaplanmustir.

(T") egrisinin yay uzunlugu s_. ile gosterilirse Tanim 2.2.13 den,

*

“lat* ||, .
S. = —||ds
T -([ ds
veya
+dT”
S.. = ||{|—lds
T l. ds

yazilir. (4.1.1) bagintisindan T 1n tiirevi alinirsa

*

ddl =—@'cosh dT +6'sinh @B + (—xsinh & + r cosh O) N

S
olur. W spacelike ise
—xSinh@+7coshd=0

oldugundan

*

ddl = @'(—cosh dT +sinh 6B)
s

olur ve norm alinirsa
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S |¢'|ds

I
O Ly, 0

olur.

(N”) egrisinin yay uzunlugu s, 1le gosterilirse,

olur. (4.1.1) bagintisindan N 1n tiirevi alinirsa,

dN”

e 6'(—sinh gT +cosh 8B) + (—x cosh 8+ zsinh &) N

olur. W spacelike ise

—xcosh@+zsinh @ =|W|
oldugundan

% = 0'(—sinh 4T +cosh 6B) + W N

olur ve norm alinirsa

ds

SN* =

O Ly 0

@)+ W[

bulunur. Benzer sekilde W timelike ise
—xcosh@+zsinhd=0

oldugundan

*

dd% — 0/(~sinh 6T +cosh 6B)

olur ve

(4.5.1)

(4.5.2)



S, :j|¢9'|ds
0

bulunur.

(B) egrisinin yay uzunlugu s_. ile gosterilirse,

di ds
ds

S
o=
0

dir. (4.1.1) den B’ 1n tiirevi almirsa,

*

di:KT —-7B
ds

olur ve norm alinirsa

s = [W]as
0

seklinde bulunur.

(C') egrisinin yay uzunlugu s_. ile gosterilirse,

di dS
ds

s
s =|
0

veya

s =J[twy]as
0

olur. Diger yandan (2.3.9) bagntisindan

W' =—T +xB

yazilir. W ile B” arasindaki a¢1 ¢~ olmak iizere, (2.3.11) bagmtisina benzer olarak

*

Wi

sing =

, CoS@ =

61

*

Wi

(4.5.3)

(4.5.4)
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ve
C =—sing T +cosgp B

yazilir. Buradan

. * T*
sing” =——
”W* = tang = T*
cosg’ = *
[w

olur. Tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

bulunur. Burada x ver  1n yerine (4.1.9) ve (4.1.13) deki karsiliklar1 yazilir ve (4.2.9)

dikkate alinirsa

(4.5.5)

seklinde bulunur. (4.5.5) ifadesi (4.5.4) de yerine yazilirsa

2]
EANLAVAN P (4.5.6)

w
(@)
()
Il
O t—

olur. (4.3.14) ifadesi (4.5.5) de yerine yazilirsa

* 12 k '
(@) =k—c2 (45.7)
C
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olur. (4.5.7) ifadesi (4.5.4) de yerine yazilirsa
S k!
s = [|%

0

>—|ds (4.5.8)
k Cc

seklinde bulunur. Béylece su sonuglar verilebilir:

Sonu¢ 4.5.1: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin o (S)
noktasindaki {T",N", B }Frenet vektorlerinin (T"),(N”) ve (B") kiiresel gosterge egrileri ile

birim Darboux vektdriiniin ¢izdigi (C") sabit pol egrisinin IL>e gdre yay uzunluklari, sirasiyla

1) W spacelike ise
5. =5, :I|9'| ds,
0

W timelike ise

s = [V @7
2) W spacelike ise
s.. :i 7 + W s,
W timelike ise
S\ :j '|ds,
>
3) 5. =5, ::[|[\/V||ds ,

),

4) S+ :j
0
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Sonu¢ 4.5.2: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin geodezik

egriligi k. olmak iizere (C”) sabit pol egrisinin yay uzunlugu

S
o=
0

dir.

4.6 Spacelike Binormalli Spacelike Mannheim Partner Egrisinin Kiiresel
Gostergelerinin 1L° e gore Geodezik Egrilikleri

(T") egrisinin 1%e gore geodezik egriligi k..ile gosterilsin. (T ") nin yay

parametresi s_. ve birim teget vektorii T_. olmak iizere,

|

D, T.

yazilil. o egrisinin yay parametresi S ve birim teget vektorii T olmak iizere, (T") egrisinin

denklemi
a (s )=T(s)
dir ve bu denklemin s_. parametresine gore tiirevi alinirsa,

do’ - (s) _dT"(s) ds’

ds.. ds” ds_.
olur.
o _dT" ds
ds" ds ds

ifadesi yukarida yerine yazilirsa

s
T ds ds..
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bulunur. W spacelike ise (4.1.1) bagmtisindan T 1n tiirevi

*

O:jls — 0'(—cosh T +sinh 6B) ,

T. =6'(—coshdT +sinh 6B) ddTS

o

olur ve norm alinirsa,

1-g 95
dsT*
veya
g 1
dsT* o'

bulunur. Bu deger (4.6.1) de yerine yazilirsa

TT* =—cosh dT +sinh @B

olur. Tekrar tirev alinirsa

T

D, T.. =—sinh T +cosh 6B +”\2)/_'” N

bulunur. Norm alinirsa

olur.

(N7) egrisinin I%¢ gore geodezik egriligi k.

parametresi s . ve birim teget vektori T . olmak tizere,

k. =‘

D, T

(4.6.1)

(4.6.2)

(4.6.3)

(4.6.4)

ile gosterilsin. (N*) nin yay
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yazilir. (N7) egrisinin denklemi
a (s )=NI(s)
dir ve bu denklemin s . parametresine gore tirev alinirsa

da’-(sy) _dN"(s) ds

T.= .
ds dsN*

N ds,

olur. W spacelike ise

*

ddis = 0'(~sinh T +cosh #B) +|W/||N

olur ve bu deger yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

T . =[6'(~sinh 4T +cosh 6B) +|W| N]dds—S (4.6.5)

N

seklinde bulunur. Norm alinirsa

ds _ 1
S Jor i

olur ve buradan

T, = L’Z (—=sinh dT +cosh &B) +% N
@) +w| (@) +{w]|
veya
1

T. =—2(—sinhHT+cosh oB) +
1+("\N”j
H!

bulunur. Burada (4.3.8) ve (4.3.14) bagintilar1 dikkate alinirsa

T. :ki(—sinhQT +cosh 6’B)+ki N (4.6.6)

N
C N
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olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

dT .
7 = O
N ds dsN*

dT,. “sinhg) [« —xsinh@) (zcosh@ 1Y coshd) 7
= + — | |T+ + +— | [N+ -— 1B
ds ke K, ke ke K, ke K,

veya
[—sinh QJ, 4{1{] (1} [COShHJ’_T
D, T.= ke EN T+ Ky = [N+ ke kzN B (4.6.7)
@)+ W] @)+ W] @) + W]
bulunur. Norm alinirsa,
2 2 2

k.= 2 (4.6.8)
) \ @) +[W]
olur. W timelike ise ( 4.1.1) den Nin tiirevi
aN_ =6'(-sinh T +cosh &B),
ds
T =-sinhdT +coshoB , (4.6.9)
olur ve tekrar tiirev alinirsa
D; T, =-coshdT +sinh 6B —”%” N (4.6.10)

seklinde bulunur. Norm alinirsa
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(4.6.11)

olur.

(B") egrisinin 1%e gore geodezik egriligi k- ile gosterilsin. (B") nin yay parametresi

S, ve birim teget vektori T_. olmak tizere,

k§{

D, T,

yazilir. (B”) egrisinin denklemi
o .(s,)=B(s)
dir ve bu ifadenin s_.a gore tiirevi alinirsa

do’y dB(s) ds

* H

ds - ds dsB*
TB* =zsinh ¢9B£
ds .

B
bulunur. Norm alinirsa

ds 1

ds. W

olur ve bu deger T_. ifadesinde yerine yazilirsa

(4.6.12)

K T
T.=—T-—B
©owl W
bulunur. W spacelike ise (4.6.12) ifadesi

TB* =—coshdT +sinh 6B

sekline doniisiir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
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D, T.. =[6'(~sinh T +cosh #B)+|W|N ]m,

D, T.=

o IIVVII

olur. Norm alinirsa

——(=sinh dT +cosh&B) + N (4.6.13)

9’

k.. ("W ”] (4.6.14)

bulunur. W timelike ise (4.6.12) denklemi

TB, =sinh 8T +cosh 6B

sekline donisiir ve bu ifadenin tiirevi alinirsa

D, T

0 IIWII

olur. Norm alinirsa

(cosh g7 —sinh #B) + N

(4.6.15)

bulunur.

(C") egrisinin I’ e gore geodezik egriligi k. ile gosterilsin. (C”) nin yay parametresi

S, ve birim teget vektori T . olmak tizere,

e =|

yazilir. (C”) egrisinin denklemi
a.(s.)=C(s)

dir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
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da’..  dC™ ds
ds o ds dsc*

olur. W™ spacelike oldugundan ( 2.3.11) bagintisindan
C ' =—cosp T +sing B
olur. Buradan tiirev alinirsa

a@© _ (go*)'(—COSgo*T* +sin go*B*)
ds

veya
* 12 *. * - * * dS
T.=(¢p) (—COS(pT +sing B )—
ds..-

bulunur. Norm alinirsa

ds 1

ds. (@)

olur. Bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
T.=-cospT +sing B

bulunur. Buradan tekrar tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

D, T.=singT —cosg B’ —‘(IW—*), N
c ®

olur. Norm alinirsa

olur. Diger yandan

w*

= |V + ()

(4.6.16)

(4.6.17)

(4.6.18)
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ifadesinde x~ ve 7~ 1 yerine (4.1.9) ve (4.1.10) deki karsiliklar1 yazilirsa

bulunur. (4.5.5) ve (4.6.19) bagintilar1 dikkate alindiginda

v

W xlke)®

@) Ark.

olur ve bu deger (4.6.18) de yerine yazilirsa

elde edilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

(4.6.19)

(4.6.20)

Sonu¢ 4.6.1: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri c¢ifti olsun. o egrisinin

(T"),(N") ve (B") kiiresel gosterge egrileri ile (C")sabit pol egrisinin IL’e gore geodezik

egrilikleri, sirasiyla,

1) k. =
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2) W spacelike ise

2 2 2

W timelike ise

W timelike ise

4) k.

seklinde verilir.

4.7 Spacelike Binormalli Spacelike Mannheim Partner Egrisinin Kiiresel
Gostergelerinin S veya H ’e gore Geodezik Egrilikleri

S? wveya Hyjye gore (T),(N"),(B") egrilerinin geodezik egriliklerini
hesaplayabilmek igin yine S, ve H,* deki konneksiyonlari kullanip Gauss denkleminden

yararlanacagiz.
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(T") tegetler gostergesinin S, deki geodezik egriligi 7, 1le gosterilirse,

D, T.

T

=
dir. Gauss denkleminden

Dy T =Dp T, +£g(S(T,.).Tr.)T"
yazilabilir. Burada

e=g(T,T)=+1 S(T.)=-T., ve g(S(T..),T.)=+1

dir ve bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa

5, T, =D, T.-T’

T

olur. (4.6.3) denklemi bu son esitlikte yerine yazilirsa,

D, T..=-sinhdT +cosh6’B+”\g—,”N —(—sinh T +cosh ON)

™ T

D, T.= (M] N (4.7.0)

T o'
olur ve norm alinirsa

bulunur. (T) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

Dr.T.=0
olmalidir. (4.7.1) bagintisindan
x=0,7=0

bulunur. Bu ise « egrisinin bir dogru olmasi demektir. Bdylece su sonug verilebilir:
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Sonug¢ 4.7.1: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. @ Mannheim egrisi bir

dogru oldugundan partner egrisi yoktur.

(N7) asli normaller gdstergesi i¢in H,* daki geodezik egriligi 7, ile gosterilirse,

D, T.

N

7/N*=‘

dir. Gauss denkleminden

Dy T, =D T, +£9(S(T,.), T )N

yazilabilir. Burada
e=g(N",N")=+1, S(Ty)=-T,, ve g(S(T ), T,.)=+1

dir. Bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa

I3TN*TN* =D; T.-N’

N

olur. W spacelike ise (4.6.7) ve (4.1.1) denklemlerinden

[—sinh@}{x} [1} (coshej’ 3
_ k k k k k
D, T.= < NZAT + N N + < N |B—(—coshdT +sinh B)

J@r +w

Jevemp] || e+ wi

(—sinh&}j{x] [1} (cosh@j_r
_ k k k k k
D, T.= < 2 +cosh @ [T +| ——=— [N + < N —sinh & |B

@) +WIf| @) +w[f

olur ve norm alinirsa
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- -2 — -2 —

(—sinh QJ' ( zcj
k) ko
c NZ +coshé

\ (69 +W[| @) +w|f

bulunur. W timelike ise (4.6.10) bagintisindan

5, 7, - My
T & 0/

v N

olur ve norm alinirsa

bulunur. (W) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

Dr.T.=0

olmalidir. Bu durumda

(—sinhej' (K)
.
c NZ +coshéd =0,

Jeoz +iwff
%)

N g
@)+ W[
(cosh GJ' T
ke kzN —sinh@=0
@) + W]

olur. Bu ifade higbir zaman sifira esit olamaz. O halde su sonug verilebilir:
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Sonu¢ 4.7.2: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. «® Mannheim partner
egrisinin (N*) asli normaller gostergesi hiperbolik kiire tizerinde olacak sekilde bir «®
Mannheim partner egrisi yoktur.

(B") binormaller gostergesi igin S* daki geodezik egriligi y,.ile gosterilirse,

]/B* :‘
dir. Gauss denkleminden

Dy T, =Dy T, +9(S(T,).Te)B’

;B
yazilabilir. Burada
£=g(B',B)=-1 S(T,)=-T,, ve g(S(T,),T;)=-1
dir. Bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa
D, T, =Dy T, -8
olur. W spacelike ise B" =N oldugu dikkate alinirsa (4.6.13) denkleminden

D, T..=——(—sinh@T +cosh&B)+N —N,

w P IIVVII

D T (4.7.3)

o IIWII

bulunur. Norm alinirsa

9!

7/*:
* Wl

olur. Benzer sekilde W timelike ise

D, T

o IIWII

olur ve norm alinirsa
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V4 :i’
©o vl

bulunur. (E) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

olmalidir. Bu durumda (4.7.3) bagintisindan

—@'sinh @ 0
i

@' cosh @ 0
W

olmalidir. Bu ise & =0 demektir. Bu durumda (4.1.8) bagintisindan x =0 ve 7" =0 olur.

(4.1.10) bagintisindan da « =0 ve 7z =0 bulunur. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonucg 4.7.3: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. @ Mannheim egrisi bir

dogru oldugundan partner egrisi yoktur.
(C") egrisinin S, deki geodezik egriligi 7 ile gosterilirse,

D, T.

c C

-
dir. Gauss denkleminden

D, T = I3TC*TC* +£9(S(T.), T..)C
yazilabilir. Burada

£=0(C",C")=+1, S(T..)=-T.., ve g(S(T_.),T.)=-1
dir. Bu degerler yerine yazilirsa

D, T..=D; T.+C
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olur. Diger yandan W~ spacelike oldugundan

C =—singT +cosp B’

olur. C* m bu degeri ve (4.6.17) ifadesi dikkate almirsa,

N +C"

!

D, T, =singT" —cosp'B" - ‘(Ng:*)

veya

Dy T.=- il N (4.7.4)

seklinde bulunur. Norm alinirsa

]
NPT

olur. Burada (4.6.20) dikkate alinirsa geodezik egrilik

_ K (Ko )3
/Irkc'

-
sekline doniisiir. (C?) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

Dr.T.=0

olmalidir. (4.7.4) bagintisindan

bulunur ve boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 4.7.4: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. @ Mannheim egrisi bir

dogru oldugundan partner egrisi yoktur.
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Sonu¢ 4.7.5: (a,a*) timelike-spacelike Mannheim egri ¢ifti olsun. « egrisinin
(T7),(N7) ve (B") kiiresel gosterge egrileri ile (C”) sabit pol egrisinin S,*> veya H,’ye gore
geodezik egrilikleri, sirasiyla

1) Ve = Ve ="\g—,”

2) W spacelike ise

2 r -2
(—Sinhej +[1<] [1) [COShH] T
k k k k
Yy = < N2 +coshé | + N <

s
\ @) +w[| @) +w|f

W timelike ise

_ Wi

0’

3) 4

7/*:
Wl

3
) _ ko)
Atk

seklinde verilir.
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5. TARTISMA

Bu tezde ilk olarak timelike Mannheim egrisi ile spacelike binormalli spacelike
Mannheim partner egri ¢ifti alinarak dnce Mannheim partner egrisinin Darboux vektori ile

Mannheim egrisinin teget vektoriiniin lineer bagimli oldugu gosterildi.

Ikinci olarak Mannheim partner egrisinin {T*, N*, B*} Frenet vektorlerinin ve bu

vektorlere bagl olarak olusan C* birim vektoriiniin Lorentzian veya Hiperbolik kiire tizerinde
meydana getirdikleri (T*),(N*),(B*) kiiresel gosterge egrileri ile (C) sabit pol egrisinin
Ile ve S veyaH,’ ye gore yay uzunluklari ve geodezik egrilikleri hesaplandi ve bu iki

egrinin yay uzunluklari ve geodezik egrilikleri arasindaki bagintilar bulundu.

Son olarak da partner egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray

icin integral egrisi olma sartt Mannheim egrisine bagli olarak ifade edildi.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alisma Mannheim egrisi timelike, partner egrisi spacelike almarak yapilmistir.
Benzer sekilde o :1 — I ve o : 1 — IL*Mannheim egri ciftleri sirasiyla spacelike-spacelike
ve timelike-timelike alinarak yapilabilir. Ayrica bu ¢alismanin Dual ve Dual-Lorentz

uzaylarinda da karsiliklar1 bulunabilir.
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