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MATRİSLERİN GENELLEŞTİRİLMİŞ TERSİNİN (İNVERSİNİN)  

CEBİRSEL ÖZELLİKLERİ ÜZERİNE 

 

 

ÖZET 

 

 

Bu tez beş bölüm halinde düzenlenmiştir. Birinci bölümde çalışmanın 

amacından bahsedilerek bir giriş verilmiştir. İkinci bölümde çalışmamızda gerekli 

olacak temel tanım ve teoremler ifade edilmiştir. Üçüncü bölümde genelleştirilmiş 

inversler incelenmiş ve bir algoritma verilerek örneklerle desteklenmiştir. Dördüncü 

bölümde yansımalı genelleştirilmiş invers kavramı verilmiş ve yansımalı 

genelleştirilmiş inverslerin hesaplanmasında rank formülleri kullanılmıştır. Ayrıca iki 

matrisin toplamının ve çarpımının yansımalı genelleştirilmiş inverslerinin hesaplanması 

yöntemleri verilmiştir. Son bölümde ise Moore–Penrose tipi genelleştirilmiş inversler 

ele alınmıştır. Bu bölümde öncelikle Moore–Penrose inversin varlığı ve bir takım 

özellikleri ortaya konulmuştur. Ayrıca matris çarpımının Moore–Penrose inverslerinin 

karakterizasyonu verilmiştir. 

 

 

Anahtar Sözcükler:  Matris, Kare Matris, Singüler Matris, Nonsingüler Matris, Bir 

Matrisin Rankı, Determinant, Bir Matrisin İnversi, Genelleştirilmiş İnvers, Yansımalı 

Genelleştirilmiş İnvers, Moore–Penrose Tipi Genelleştirilmiş İnvers,  İki Matrisin 

Toplamının ve Çarpımının Genelleştirilmiş İnversi. 
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ON ALGEBRIC PROPERTIES OF GENERALIZED INVERSE OF MATRICES 

 

 

ABSTRACT 

 

This thesis consist of five chapters. In the first chapter, it is given an introduction 

and the aim of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems in this 

thesis stated and proved. In the third chapter, generalized inverses are considered, 

algorithm is given and improved with examples. In the fourth chapter, reflexive 

generalized inverses are studied and some rank formulae are used to calculate the 

reflexive generalized inverses. Also, it is given the methods of calculation of reflexive 

generalized inverses of sum and product of two matrices. In the last chapter,           

Moore–Penrose generalized inverses studied. The Moore–Penrose inverses are given in 

the last chapter. Firstly the existance of Moore–Penrose invers and some properties of it 

are obtained. Finally characterization of Moore–Penrose inverses of matrix product is 

given. 

 

Key Words: Matrix, Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Rank of a 

Matrix, Determinant, Inverse of a Matrix, Generalized Inverse, Reflexive Generalized 

Inverse, Moore–Penrose Generalized Inverse, Generalized Inverse of Sum and Product 

of Two Matrices. 
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SİMGELER DİZİNİ 

 

 

Գ         : Doğal sayılar kümesi 

Թ         : Reel sayılar kümesi 

ॶ         : K kümesi 

ԧ         : Kompleks sayılar kümesi 

ॶ
        : ॶ cismi üzerinde tanımlı ݉ ൈ ݊ tipindeki tüm matrislerin  kümesi 

ԧ
        : ԧ üzerinde tanımlı ݉ ൈ ݊ tipindeki tüm matrislerin kümesi 

݊ :         ܫ ൈ ݊ tipindeki birim matris 

 T         : A matrisinin transpoz matrisiܣ

 A matrisinin eşlenik matrisi (eş matrisi) :          ܣ

 A matrisinin eşlenik transpoz matrisi (Hermitian matrisi) :         כܣ

 A matrisinin determinantı :         |ܣ|

Ekሺܣሻ         : A matrisinin ek matrisi 

  matrisinin bir ܽ elemanının kofaktörü ܣ :        ܣ

 ଵ         : A matrisinin inversiିܣ

 ሻ        : A matrisinin rankıܣሺݎ

ࣨሺܣሻ         : ܣ marisinin null (sıfır) uzayı 

࣬ሺܣሻ         : ܣ marisinin ranj (sütun) uzayı 

ܲሺ࣬ሺሻሻ        : ܣ matrisinin ࣬ሺܣሻ sütun (ranj) uzayının yansıtıcısı (izdüşümü) 

 ሺଵሻ       : A matrisinin genelleştirilmiş inversi (iç inversi)ܣ veya ିܣ

 ሺଶሻ        : A matrisinin dış inversiܣ

 ሺଵ,ଶሻ       : A matrisinin yansımalı genelleştirilmiş inversiܣ  veyaܣ

 ற         : A matrisinin Moore–Penrose tipi genelleştirilmiş inversiܣ

ܺ
ି         : ܺ

ି. ܺ ൌ  şartını sağlayan ܺ matrisinin bir sol inversi  ܫ

ܺோ
ି         : ܺ. ܺோ

ି ൌ  şartını sağlayan ܺ matrisinin bir sağ inversi   ܫ
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1.     GİRİŞ 

 

Bir singüler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yılında Moore (1920, 1935) 

tarafından ortaya atılmıştır. Bu fikrin genel operatörlere genişletilmesi ise Tseng 

(1949a, 1949b, 1956) tarafından yapılmıştır. Ancak, daha sonra 1955 yılına kadar bu 

konuda her hangi bir sistematik çalışmaya rastlanamamaktadır. 1955 yılında, önceki 

çalışmalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farklı bir yoldan Moore 

tarafından verilen invers kavramını tekrar tanımlamıştır. Penrose ile aynı zamanlarda 

yaşayan bilim adamlarından birisi olan Rao (1955), bir singüler matrisin Pseudo İnversi 

olarak adlandırdığı, en küçük kareler teorisinde singüler matrisli normal denklemlerin 

çözümünde ve tahmin edicilerin varyanslarının hesaplanmasında kullanılan yeni bir 

invers kavramı geliştirmiştir. Rao tarafından geliştirilen Pseuda invers, Moore ve 

Penrose tarafından ortaya konulan kısıtlamaların tümünü sağlamamaktadır. Bu nedenle 

de bu invers, Moore–Penrose inversten farklıdır, fakat gözlem denklemlerinin rankları 

üzerinde herhangi bir kısıtlama konulmaması durumunda en küçük kareler yönteminin 

genel teorisinin ortaya konulmasında oldukça yararlıdır. Rao (1962), daha sonraki bir 

çalışmasında, lineer denklemlerle ilgili problemlerinin çözümünde yeterli olabilecek ve 

Moore ve Penrose’ un vermiş olduğu tanımdan çok daha zayıf bir tanım ortaya 

koymuştur. Böyle bir invers, bir genelleştirilmiş invers (g–invers) olarak adlandırılmış 

ve bunun uygulamaları Rao(1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun birçok çalışmasında 

yer almıştır. 

Genelleştirilmiş inversler üzerinde 1955’ lerden itibaren çalışan başlıca bilim 

adamları arasında Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve 

Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell 

(1966) sayılabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adlı ders notlarında g–inversi 

kullanmıştır. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kısıtlamalı inversini tanımlamıştır 

ki bu invers bilinen g–inversten farklıdır ve bazı uygulamalarda kullanılır. Chernoff 

(1953), singüler nonnegatif tanımlı bir matrisin g–inversini göz önüne almıştır ki bu 

invers, bir g–invers olmamasına rağmen bazı tahmin problemlerinin incelenmesinde 

yararlıdır. Rao (1962) tarafından verilen daha zayıf tanımı sağlayan g–invers tek 
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olmamakla birlikte matris cebirinde ilginç bir çalışma olarak kabul edilir.1967 yılında 

bir yayınında Rao (1967), değişik amaçlarla kullanılmak üzere g–inverslerin bir 

sınıflandırmasını vermiştir. Bu çalışmalar daha sonra genelleştirilmiş inverslerin yeni 

bir sınıflandırmasını ortaya atan Mitra (1968a, 1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969, 

1970) tarafından geliştirilmiştir. Genelleştirilmiş inverslerin diğer çeşitli uygulamaları 

Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafından yapılan bir dizi çalışmada 

ele alınmıştır. 

Genelleştirilmiş inverslerin hesaplanmasındaki sistematik gelişmeler ve onların 

çeşitli uygulamaları Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971) 

adlı kitapta verilmiştir. 
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2.     GENEL BİLGİLER 

 

 2.1.     Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1: a. ॶ bir cisim olsun. ݉, ݊∈Գ ve 1≤ ݅ ≤ ݉, 1≤ ݆ ≤ ݊ olmak üzere bütün ሺ݅, ݆ሻ 

sıralı ikililerinin kümesi ܣ ൌ Գ  Գ olsun. 

ƒ: ื ܣ  ॶ  

fonksiyonu 

ሺ݅, ݆ሻ ื ƒሺ݅, ݆ሻ ൌ ܽ  

olarak tanımlansın. ܽ ∈ ॶ olacak şekilde seçilen  ݉. ݊  tane elemanın oluşturduğu 


ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ
… ܽଶ … …

ܽଵ ܽଶ  
… …
… ܽ

                     (2.1) 

sayı tablosuna ॶ cismi üzerinde tanımlı ݉ ൈ ݊ tipinde bir matris denir. 

ܣ ൌ 
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ
… ܽଶ… …

ܽଵ ܽଶ  
… …
… ܽ

                              (2.2) 

matrisi kısaca ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 şeklinde gösterilir. Her ሺ݅, ݆ሻ, 1  ݅  ݉, 1  ݆  ݊ 

ikilisine karşılık gelen ܽ elemanına ܣ matrisinin ሺ,  .ሻ–yinci bileşeni denir

b. ݉ ൈ ݊ tipinde olan ve bileşenleri bir ॶ cismi üzerinden seçilen bütün ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

 

matrislerinin kümesi ॶ
 ile gösterilir. 

c. ܣ ൌ ൣܽ൧ ve ܤ ൌ ൣܾ൧ ݉ ൈ ݊ tipinde her hangi iki matris olmak üzere, her ሺ݅, ݆ሻ için 

ܽ ൌ ܾ, 1  ݅  ݉  ve  1  ݆  ݊   ise bu iki matrise eşit matrisler denir. 



4 
 

d. ܣ ൌ ൣܽ൧ ݉ ൈ ݊ tipinde bir matris olmak üzere, her bir ܽ  elemanı sıfıra eşitse ܣ 

matrisine sıfır matris denir. 

e. ܣ ൌ ൣܽ൧ ve ܤ ൌ ൣܾ൧ ݉ ൈ ݊ tipinde iki matris olmak üzere, ܣ ve ܤ matrislerinin 

toplamı, ሺ݅, ݆ሻ–yinci bileşeni ܽ  ܾ olan bir matris olup 

:  ॶ
 ൈ ॶ

 ื ॶ
  

ሺܣ, ሻܤ ื ܣ  ܤ ൌ ൣܽ൧  ൣܾ൧  

ܣ  ܤ ൌ 
ܽଵଵ  ܾଵଵ ܽଵଶ  ܾଵଶ
ܽଶଵ  ܾଶଵ ܽଶଶ  ܾଵଶ

… ܽଵ  ܾଵ
… ܽଶ  ܾଶ… …

ܽଵ  ܾଵ ܽଶ  ܾଶ

  … …
  … ܽ  ܾ

  

şeklinde tanımlanır. 

f. ܿ א ॶ  bir skaler olmak üzere ܿܣ א ॶ
  matrisi ሺ݅, ݆ሻ –yinci bileşeni ܿܽ  olan bir 

matristir. Yani 

. :  ॶ ൈ ॶ
 ื ॶ

  

ሺܿ, ሻܣ ื ܣܿ ൌ 
ܿܽଵଵ ܿܽଵଶ
ܿܽଶଵ ܿܽଶଶ

… ܿܽଵ
… ܿܽଶ… …

ܿܽଵ ܿܽଶ  
… …
… ܿܽ

  

olur. O halde her ܣ א ॶ
 matrisi için 0 א ॶ olmak üzere, 0ܣ ൌ 0 א ॶ

 matrisi, ݉ ൈ ݊ 

tipinde sıfır matristir. 

g. ܣ ൌ ൣܽ൧ א ॶ
  ve ܤ ൌ ൣܾ൧ א ॶ

   olmak üzere, ܣ  ve ܤ  matrislerinin çarpımı 

ܥ ൌ ൣܿ൧ א ॶ
 şeklinde bir matristir ve 

. :  ॶ
 ൈ ॶ

 ื ॶ
  

ሺܣ, ሻܤ ื .ܣ ܤ ൌ   ܥ

ൣܽ൧. ൣܾ൧ ൌ ൣܿ൧ ൌ ൣ∑ ܾܽ

ୀଵ ൧,  1  ݅  ݉,   1  ݆  ݊  

şeklindedir, yani 
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.ܣ ܤ ൌ 
൫ܽଵଵܾଵଵ  ڮ  ܽଵܾଵ൯ … ൫ܽଵଵܾଵ  ڮ  ܽଵܾ൯

… … …
൫ܽଵܾଵଵ  ڮ  ܾܽଵ൯ … ൫ܽଵܾଵ  ڮ  ܾܽ൯

  

olarak tanımlanır. O halde matris çarpımının tanımlı olabilmesi için birinci çarpanın 

sütun sayısı, ikinci çarpanın satır sayısına eşit olmalıdır. Herhangi ܣ ve ܤ matrislerinin 

çarpımı  ܣ.  ile gösterilir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) ܤܣ veya ܤ

Tanım 2.2: a. ॶ ൌ Թ, reel sayılar kümesi olarak alınırsa, ॶ cismi üzerinde tanımlı 

݉ ൈ ݊ tipindeki ܣ matrisine bir reel matris denir. 

b. ॶ ൌ ԧ , kompleks sayılar kümesi olarak alınırsa, ॶ  cismi üzerinde tanımlı ݉ ൈ ݊ 

tipindeki bir  ܣ matrisine bir kompleks matris denir. (Branson R., 1999) 

Tanım 2.3: a. Bir ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

 matrisinde ݉ ൌ  ݊ ise, ܣ matrisine kare matris denir. 

ܣ ൌ 
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ
… ܽଶ… …

ܽଵ ܽଶ

… …
… ܽ

                     (2.3) 

kare matrisinde ܽଵଵ, ܽଶଶ, … , ܽelemanlarına köşegen (esas köşegen) elemanları denir.  

b. Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 kare matrisinin  ܽଵଵ, ܽଶଶ, … , ܽ  köşegen elemanları dışındaki tüm 

elemanları sıfır ise yani,  ܽ ൌ 0  ሺ݅ ് ݆ሻ  ise bu matrise köşegen matris denir ve  

ܣ ൌ  Köşሼܽଵଵ, ܽଶଶ, … , ܽሽ  ile gösterilir. 

c.  Bir köşegen matriste ܽଵଵ, ܽଶଶ, … , ܽ ൌ k, k א ॶ ise bu matrise skaler matris denir. 

d. Köşegen üzerindeki elemanları 1 ve köşegen dışındaki elemanları 0 olan ݊ ൈ ݊ 

tipindeki bir matrise birim matris denir ve  

ܫ ൌ 
1 ڮ 0
ڭ ڭ 
0 ڮ 1

൩  

şeklinde gösterilir. Her hangi bir ܣ א ॶ
 matrisi için, ܫܣ ൌ ܫܣ ൌ  .olur ܣ

e. Bir  ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

  matrisinden aynı numaralı satırlar ve sütunlar kendi aralarında yer 

değiştirilerek elde edilen ்ܣ  ൌ  ൣܽ൧
ൈ

  matrisine ܣ matrisinin transpozu (transpoze 

matrisi) denir. Buna göre ܣ ve ܤ uygun matrisler olmak üzere 
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ሺܣ  ሻ்ܤ ൌ ்ܣ  ሻ்ܤܣve   ሺ   ்ܤ ൌ   ்ܣ்ܤ

eşitlikleri sağlanır. 

f. ܣ bir reel kare matris olmak üzere ்ܣ ൌ  .ise, A matrisine simetrik matris denir ܣ

g.  ܣ ve ܤ kare matrisleri arasında ܤܣ ൌ  bağıntısı varsa, bu matrislere değişmeli ܣܤ

(komutatif ) matrisler denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Tanım 2.4: a. ሼ1,2, … ݊ሽ kümesinin kendisi üzerine bir birebir ve örten bağıntısı veya eş 

değer olarak  1,2, … ݊  sayılarının yeniden bir sıralanmasına  ሼ1,2, … ݊ሽ kümesinin bir  ࣌  

permütasyonu denir. Böyle bir permütasyon 

ߪ ൌ ቀ 1 2 … ݊
݆ଵ ݆ଶ … ݆

ቁ    

veya 

ߪ ൌ ݆ଵ, ݆ଶ, … , ݆   ,  ݆ ൌ  ሺ݅ሻߪ

ile gösterilir.  Bu permütasyonların tümünün kümesi ܵ ile gösterilir. ܵ de gelişigüzel 

bir ߪ permütasyonu, örneğin ߪ ൌ ݆ଵ, ݆ଶ, … , ݆ düşünüldüğünde ߪ da çift veya tek sayıda 

permütasyonlar olmasına göre ߪ ya çift veya tek permütasyon denir. o halde bir ߪ nın 

işareti 

ߪ݊݃ݏ ൌ ൜   1, eğer  ߪ  çift ise
െ1, eğer  ߪ  tek ise  

şeklinde tanımlanır ve ߪ݊݃ݏ  ile gösterilir. 

b. ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

 bir ॶ cismi üzerinde tanımlı kare matris olsun.  

ܣ ൌ 
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ
… ܽଶ… …

ܽଵ ܽଶ

… …
… ܽ

  

matrisinin her satırından ve her sütunundan yalnız ve yalnız bir eleman alınmak üzere ݊ 

elemanın bir çarpımı düşünülsün. Böyle bir çarpım 

ܽଵభ, ܽଶమ, … , ܽ  
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şeklinde yazılır. Burada çarpanlar ardışık satırlardan gelir ve bu yüzden alt indisler  

1, 2, … , ݊ doğal sayı sırasındadır. Çarpanlar farklı sütunlardan geldiğinden, ikinci alt 

indislerin dizisi ܵ  de bir ߪ ൌ ݆ଵ, ݆ଶ, … , ݆  permütasyonunu oluşturur. Tersine, ܵ  deki 

her permütasyon yukarıdaki şekilde bir çarpım tanımlar. Böylece ܣ matrisi böyle ݊! 

çarpım kapsar. 

ܣ  ൌ ൣܽ൧
ൈ

 kare matrisinin determinantı det(ܣ) veya |ܣ| şeklinde gösterilir 

ve yukarıdaki her çarpanı ߪ݊݃ݏ ile çarpılan veya ݊! tane çarpımların toplamıdır. Yani 

|ܣ| ൌ ∑ ሺߪ݊݃ݏሻܽଵభ, ܽଶమ, … , ܽఙ   

veya 

|ܣ| ൌ ∑ ሺߪ݊݃ݏሻܽଵఙሺଵሻ, ܽଶఙሺଶሻ, … , ܽఙሺሻఙאௌ   

şeklinde ݊ mertebedendir. 

ܣ  ൌ ൣܽ൧
ൈ

  matrisinin determinantı aşağıdaki şekilde de tanımlanmaktadır. 

c.  1 ൈ 1  tipinde bir ܣ matrisinin determinantı kendisidir. 

ܣ ൌ ሾܽሿ ise, detሺܣሻ ൌ |ܽ| ൌ ܽ  

olur. 

d.  2 ൈ 2  tipinde bir ܣ matrisinin determinantı aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

ܣ ൌ ቂ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

ቃ ฺ detሺܣሻ ൌ ቚ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

ቚ ൌ ܽଵଵܽଶଶ െ ܽଵଶܽଶଵ  

olur. 

n > 2 için bir kare matrisin determinantı, aşağıda gösterildiği gibi bir indirgeme 

işlemi ve minörleri ile işaretli minörleri kullanılan bir açılımla hesaplanır. 

e. Bir  ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

  matrisinin bir  ܽ  elemanının หܯห şeklinde tanımlanan minörü, 

matrisinden ݅–yinci satırın ve ݆–yinci sütunun atılması ile oluşan  ሺ݊ ܣ െ 1ሻ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ  

tipindeki kare matrisin determinantıdır. 
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f. Bir  ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

  matrisinin bir  ܽ  elemanının minörü หܯห olsun. ܣ matrisinin bir 

ܽ elemanının ܣ şeklinde gösterilen kofaktörü (işaretli minörü veya eş çarpanı) 

ܣ ൌ ሺെ1ሻା. หܯห  

şeklinde tanımlanır. 

g.  Bir  ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

  matrisinin determinantı her hangi bir satır (sütun) elemanlarının 

kendi kofaktörleriyle çarpılıp bu çarpanların toplanmasıyla bulunur. Yani herhangi ݅ ve 

݆ ሺ݅, ݆ ൌ 1,2,3, … , ݊ሻ için 

detሺܣሻ ൌ ∑ ܽ. ܣ

ୀଵ ൌ ∑ ሺെ1ሻାܽ|ܯ| 

ୀଵ                    (2.4) 

detሺܣሻ ൌ ∑ ܽ. ܣ

ୀଵ ൌ ∑ ሺെ1ሻାܽ|ܯ|  

ୀଵ               (2.5) 

şeklinde tanımlanır. 

Her bir i için, (2.4) ile verilen toplama, ܣ matrisinin determinantının ݅–yinci satır 

elemanlarına göre açılımı, her bir ݆  için, (2.5) ile verilen toplama ise ܣ  matrisinin 

determinantının ݆–yinci sütun elemanlarına göre açılımı denir. 

h. Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 kare matrisi için |ܣ| ൌ 0  ise ܣ matrisine singüler (tekil) matris, 

0 ≠ |ܣ|  ise, ܣ  matrisine nonsingüler (tekil olmayan veya regüler) matris denir. 

(Branson R., 1999) 

Tanım 2.5: a.  Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 matrisinde bir ܽ elemanının kofaktörü  ܣ olsun.  

Ekሺܣሻ ൌ ൧்ܣൣ ൌ   ൧ܣൣ

şeklinde tanımlanan matrise  matrisinin ek matrisi denir. Buna göre 

ሻܣሺ݇ܧ ൌ 
ଵଵܣ ଵଶܣ
ଶଵܣ ଶଶܣ

ڮ ଵܣ
ڮ …ଶܣ …

ଵܣ ଶܣ

… …
ڮ ܣ



்

ൌ 
ଵଵܣ ଶଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ

ڮ ଵܣ
ڮ …ଶܣ …

ଵܣ ଶܣ

… …
ڮ ܣ

  

olur. 

b.  Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 matrisi  için ܣ. ܤ ൌ .ܤ ܣ ൌ ܫ  olacak şekilde bir ܤ ൌ  ൣܾ൧
ൈ

 

matrisi varsa, ܤ  matrisine   matrisinin inversi denir ve  ିܣଵ ൌ ܤ    ile gösterilir. 

(Hacısalihoğlu H.H., 1977) 
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Teorem 2.1:  Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 matrisi ile bu matrisin ek matrisinin çarpımı bir skaler 

matris olup 

ሻܣEkሺ.ܣ ൌ Ekሺܣሻ. ܣ ൌ |ܣ| 
1 0
0 1

ڮ 0
ڮ 0… …

0 0
… …
ڮ 1

 ൌ   ܫ|ܣ|           (2.6) 

 ile verilir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat:  ܣ.Ekሺܣሻ ൌ 
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ
… ܽଶ… …

ܽଵ ܽଶ

… …
… ܽ

 . 
ଵଵܣ ଶଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ

ڮ ଵܣ
ڮ …ଶܣ …

ଵܣ ଶܣ

… …
ڮ ܣ

 

    ൌ 
|ܣ| 0
0 |ܣ|

ڮ 0
ڮ 0… …

0 0
… …
ڮ |ܣ|

  

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer şekilde 

Ekሺܣሻ. ܣ ൌ 
ଵଵܣ ଶଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ

ڮ ଵܣ
ڮ …ଶܣ …

ଵܣ ଶܣ

… …
ڮ ܣ

 . 
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ
… ܽଶ… …

ܽଵ ܽଶ

… …
… ܽ

  

    ൌ 
|ܣ| 0
0 |ܣ|

ڮ 0
ڮ 0… …

0 0    
… …
ڮ |ܣ|

  

olduğu görülür. O halde 

ሻܣEkሺ.ܣ ൌ Ekሺܣሻ. ܣ ൌ |ܣ| 
1 0
0 1

ڮ 0
ڮ 0… …

0 0
… …
ڮ 1

 ൌ   ܫ|ܣ|

bulunur. 

Teorem 2.2:  Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 nonsingüler matrisinin inversi 

ଵିܣ ൌ ଵ
||

.Ekሺܣሻ                        (2.7) 

dır. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 
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İspat:  (2.6) bağıntısından dolayı  ܣ.Ekሺܣሻ ൌ  ଵ ileିܣ olur. Bu ifadenin her iki yanı  ܫ|ܣ|

çarpıldığında 

ሺିܣଵܣሻ.Ekሺܣሻ ൌ ฺ  ܫ|ܣ|ଵିܣ   Ekሺܣሻ ൌ ฺ   ܫଵିܣ|ܣ|  Ekሺܣሻ ൌ   ଵିܣ|ܣ|

olur. Öte yandan ܣ matrisi nonsingüler olduğundan |ܣ| ് 0 olup 

ଵିܣ  ൌ ଵ
||

.Ekሺܣሻ     

elde edilir. 

Teorem 2.3:  ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 nonsingüler bir matris ve  ܤ  ve  ܥ çarpıma uygun matrisler 

olmak üzere  ܤܣ ൌ ܤ ise ܥܣ ൌ  olur. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) ܥ

İspat:  ܤܣ ൌ    ଵ ile çarpılmasıylaିܣ eşitliğinin her iki tarafı soldan ܥܣ

ܤܣଵିܣ ൌ ܤ  yani   ܥܣଵିܣ ൌ  .elde edilir  ܥ

Teorem 2.4: a. Bir ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

 nonsingüler matris olsun. ିܣଵ matrisi tektir. 

b. ܣ nonsingüler matris ise  ିܣଵ  matrisi de nonsingüler olup ሺିܣଵሻିଵ ൌ  .dır ܣ 

c. ܣ  ve ܤ  çarpmaya uygun nonsingüler matrisler ise ܤܣ  matrisi de nonsingüler olup 

ሺܤܣሻିଵ ൌ  .ଵ dırିܣଵିܤ 

d. ܣ nonsingüler bir matris ise ்ܣ  matrisi de nonsingüler olup ሺ்ܣሻିଵ ൌ  ሺିܣଵሻ்  dir. 

(Branson R., 1999) 

İspat: a. ܤ ve ܥ matrislerinin ܣ matrisinin herhangi iki inversi olduğu varsayılsın. O 

zaman ܤܣ ൌ ܣܤ ൌ ܥܣ ve ܫ ൌ ܣܥ ൌ  olur. Buradan ܫ

ܥ ൌ ܫܥ ൌ ሻܤܣሺܥ ൌ ሺܣܥሻܤ ൌ ܤܫ ൌ    ܤ

elde edilir. 

b. ሺିܣଵሻିଵ matrisi ିܣଵ matrisinin inversidir. Aynı zamanda ܣ matrisi de ିܣଵ matrisinin 

inversidir. Nonsingüler bir matrisin inversinin tekliğinden bu inversler birbirine eşittir. 

c. ሺܤܣሻିଵ matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrıca 

ሻܤܣଵሺିܣଵିܤ ൌ ܤሻܣଵିܣଵሺିܤ ൌ ܤܫଵିܤ ൌ ܤଵିܤ ൌ    ܫ
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ve 

 ሺܤܣሻିܤଵିܣଵ ൌ ଵିܣଵሻିܤܤሺܣ ൌ ଵିܣܫܣ ൌ ଵିܣܣ ൌ    ܫ

yazılabilir. Böylece ିܤଵିܣଵ  matrisi de ܤܣ  matrisinin inversi olur. Nonsingüler bir 

matrisin inversinin tekliğinden bu inversler birbirine eşittir. 

d. ሺ்ܣሻିଵ matrisi ்ܣ matrisinin inversidir . Ayrıca ்ܫ ൌ  olduğundan ܫ

ܫ ൌ ்ܫ ൌ ሺିܣܣଵሻ் ൌ ሺିܣଵሻ்ሺܣሻ்  

olur. Bu durum, ሺିܣଵሻ்  matrisinin  ்ܣ  matrisinin bir inversi olduğunu gösterir. 

Nonsingüler bir matrisin inversinin tekliğinden ሺ்ܣሻିଵ ൌ  ሺିܣଵሻ் elde edilir.  

Tanım 2.6: a. Bir ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 matrisi için ܣଶ ൌ ܣ   ise, ܣ  matrisine idempotent 

matris denir. 

b. ԧ  kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı ܣ  matrisinin elemanlarının yerlerine 

eşlenikleri yazılarak elde edilen matrise ܣ matrisinin  eşleniği (eş matrisi) denir ve ܣ  

ile gösterilir. 

c. ԧ kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı ܣ matrisi için ൫ ܣ ൯
்

ൌ  matrisine ܣ ise ܣ

hermitian matris denir ve כܣ ൌ ൫ ܣ ൯
்
 ile gösterilir. 

d. Bir ܣ matrisi için כܣܣ ൌ   .matrisine normal matris denir ܣ ise ܣכܣ

e. ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

nonsingüler bir matris olmak üzere, ିܣଵ ൌ כܣܣ veya) כܣ ൌ ܣכܣ ൌ  (ܫ

ise ܣ matrisine birimsel (unitary) matris denir. 

f. ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

 bir matris olmak üzere,  ିܣଵ ൌ ்ܣ  ise ܣ  matrisine ortogonal (dik) 

matris denir.  

g. ܣ ൌ  ൣܽ൧
ൈ

  reel simetrik bir matris olmak üzere, sıfırdan farklı her ݔ∈Թଵ
 vektörü 

için ݔܣ்ݔ   0 ሺ0 ≤ ݔܣ்ݔሻ ise, ܣ  matrisine Pozitif Tanımlı (Pozitif Yarı Tanımlı) 

Matris denir.  
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h. ܣ, ݊ ൈ ݊ tipinde bir kare matris olsun. ሺܣ െ ݔሻܫߣ ൌ 0  eşitliğini sağlayan ߣ skalerine 

ܣ  matrisinin bir özdeğeri, sıfır olmayan ݔ  vektörüne de ܣ  matrisinin bir özvektörü 

denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Teorem 2.5: ܣ ve ܤ uygun matrisler olmak üzere 

a. ൫ܣ൯
்

ൌ ሺ்ܣሻ. 

b. ሺכܣሻכ ൌ  .ܣ

c. ሺܣ  כሻܤ ൌ כܣ   .כܤ

d. ሺܤܣሻכ ൌ   .כܣכܤ

eşitlikleri sağlanır. (Branson R., 1999) 

İspat: a.  ܣ ൌ  ൣܽ൧ ݉ ൈ ݊ tipinde bir matris olsun. Bu takdirde 

ܣ  ൌ  ൣܽ൧   ve    ൫ܣ൯
்

 ൌ  ൣ ܽ൧  

olur. Diğer taraftan 

்ܣ ൌ ൣ ܽ൧   ve   ሺ்ܣሻ ൌ ൣ ܽ൧  

olduğundan 

ሺ்ܣሻ ൌ ൫ܣ൯
்
  

olduğu görülür. 

b. כܣ ൌ ൫ ܣ ൯
்
 olduğundan 

ሺכܣሻכ ൌ ቆ൫ ܣ ൯
்

ቇ
்

ൌ ሺ்ܣሻ் ൌ   ܣ

elde edilir. 

c. Hermitian matris tanımına göre 

ሺܣ  כሻܤ ൌ ൫ܣ  ൯ܤ
்

ൌ ൫ܣ  ൯ܤ
்

ൌ ൫ܣ൯
்

 ൫ܤ൯
்

ൌ כܣ    כܤ
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elde edilir. 

d. Hermitian matris tanımına göre 

ሺܤܣሻכ ൌ ൫ܤܣ൯
்

ൌ ൫ܤ ܣ൯
்

ൌ ൫ܤ൯
்

൫ܣ൯
்

ൌ   כܣכܤ

yazılabilir. 

Teorem 2.6: Reel simetrik bir ܣ matrisinin pozitif tanımlı (pozitif yarı tanımlı) olması 

için gerek ve yeter şart, tüm özdeğerlerinin (sıfırdan farklı özdeğerlerinin) pozitif 

olmasıdır. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat: ܣ matrisi pozitif tanımlı olmak üzere, ߣ özdeğerine ve ilgili ݔ özvektörüne sahip 

olsun. Bu takdirde bu ݔ vektörü için  ݔܣ ൌ ,ݔܣۃ  ve  ݔߣ ۄݔ  0  bağıntıları vardır. O 

halde  0 ൏ ,ݔܣۃ ۄݔ ൌ ,ݔߣۃ ۄݔ ൌ ,ݔۃߣ ۄݔ   olur. ݔ  bir özvektör olduğundan, sıfırdan 

farklıdır ve dolayısıyla ݔۃ, ߣ pozitiftir. Bu durumda ۄݔ  0 olmalıdır.  

 özvektörüne ݔ özdeğerine ve ilgili ߣ ,matrisi pozitif yarı tanımlı olmak üzere ܣ 

sahip olsun. Bu takdirde bu ݔ vektörü için 

ݔܣ ൌ ,ݔܣۃ  ve  ݔߣ ۄݔ  0  

bağıntıları vardır. O halde 

0  ,ݔܣۃ ۄݔ ൌ ,ݔߣۃ ۄݔ ൌ ,ݔۃߣ   ۄݔ

olur. ݔ  bir özvektör olduğundan, sıfırdan farklıdır ve dolayısıyla ݔۃ, ۄݔ  pozitiftir. Bu 

durumda ߣ  0 olmalıdır. 

 Tüm (sıfırdan farklı) özdeğerleri pozitif olması halinde A matrisinin pozitif 

tanımlı (pozitif yarı tanımlı) olacağı benzer şekilde gösterilebilir. (Lanchester, P., 1969) 

Tanım 2.7: a. ݔଵ, ,ଶݔ … ∑ . vektörler kümesi verilmiş olsunݔ ܽݔ

ୀଵ ൌ 0 eşitliği ancak 

ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ  skalerlerinin tümü birden sıfır olduğunda sağlanıyorsa bu durumda 

,ଵݔ ,ଶݔ … ݔ  vektörlerine lineer bağımsızdır denir. Aksi halde yani, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ 

skalerlerinden en az biri sıfırdan farklı olmak üzere ∑ ܽݔ

ୀଵ ൌ 0 eşitliği sağlanıyorsa 

bu durumda ݔଵ, ,ଶݔ …  . vektörlerine lineer bağımlıdır denirݔ
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b.  ܣ  matrisi ݉ ൈ ݊  tipinde bir matris olsun. ܣ  matrisinin sütun vektörlerini 

,ଵכܣ ,ଶכܣ … , כܣ  ile, ve satır vektörlerini ܣଵכ, ,כଶܣ … , כܣ  ile gösterelim.                    

כܣ  ,  ݅ ൌ 1, 2, … , ݉   vektörleri arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız 

vektörler kümesinin eleman sayısına ܣ  matrisinin satır rankı, כܣ ,  ݆ ൌ 1, 2, … , ݊ 

vektörleri arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız vektörler kümesinin eleman 

sayısına ise ܣ matrisinin sütun rankı denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Teorem 2.7: Bir matrisin iki satırının kendi aralarında yer değiştirmesi matrisin satır 

rankını değiştirmez. (Branson R., 1999) 

İspat: ܣ  matrisinin herhangi iki satırı yer değiştirdiğinde satır vektörlerinin kümesi 

değişmeyeceğinden, bu durum matrisin satırları arasındaki lineer bağımsızlığı 

değiştirmez ,  Yani satır rankını değiştirmez. 

Teorem 2.8: ܺܣ ൌ 0  ve  ܺܤ ൌ 0 denklemlerinin çözüm kümeleri aynı ise, o zaman ܣ 

ve ܤ  ݊ ൈ ݊ tipindeki matrislerin sütun rankları aynıdır. (Branson R., 1999) 

İspat: ܺܣ ൌ 0 sistemi 

ଵܣଵݔ  ଶܣଶݔ  ڮ  ܣݔ ൌ 0            (2.8) 

olarak yazılabilir. Burada  ܣ, ܣ  matrisinin ݅-yinci sütunudur ve  ܺ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሿ்ݔ

olur. Benzer şekilde,  ݔܤ ൌ 0  sistemi 

ଵܤଵݔ  ଶܤଶݔ  ڮ  ܤݔ ൌ 0            (2.9) 

olarak yazılabilir. 

ܣ   matrisinin sütun rankı ܽ ܤ ,  matrisinin sütun rankı ܾ  ile gösterilsin. ܣ 

matrisinin sütun rankı, ܤ  matrisinin sütun rankından büyük kabul edilsin. Böylece 

ܽ  ܾ olur. Bu durumda ܣ matrisinin ܽ tane lineer bağımsız sütunu olmalıdır. Genellik 

kaybedilmeden, bunların ܣ matrisinin ilk ܽ sütunu olduğu varsayılabilir. (Eğer değilse, 

 matrisinin sütunları bu şekilde yeniden düzenlenebilir. Bu durum ise Teorem 2.7’ ye ܣ

benzer şekilde ܣ matrisinin sütun rankını değiştirmez.) Ancak ܽ  ܾ kabul edildiğinden  

ܤ  matrisinin ilk ܽ  sütunu lineer bağımlıdır. Böylece, hepsi sıfır olmayan öyle 

݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀ vardır ki 

 ݀ଵܤଵ  ݀ଶܤଶ  ڮ  ݀ܤ ൌ 0   
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olur. Buradan 

݀ଵܤଵ  ݀ଶܤଶ  ڮ  ݀ܤ  ାଵܤ0  ڮ  ܤ0 ൌ 0   

ve (2.9) sisteminin çözümü olarak 

ଵݔ ൌ ݀ଵ     ݔଶ ൌ ݀ଶ ݔ     …     ൌ ݀     ݔାଵ ൌ ାଶݔ ൌ ڮ ൌ ݔ ൌ 0  

bulunur. Bu aynı değerler (2.8) sisteminin de çözümü olarak verildiğinden 

݀ଵܣଵ  ݀ଶܣଶ  ڮ  ݀ܣ ൌ 0  

dır. Burada, belirtildiği gibi, ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀  sabitlerinin tümü sıfır değildir. Ancak bu 

,ଵܣ ,ଶܣ … ,  .  matrislerinin lineer bağımlı olduğunu gösterir ki, bu da bir çelişkidirܣ

ܣ   ve ܤ  matrislerinin rollerini değiştirerek yapılan benzer bir çalışma, ܤ 

matrisinin sütun rankının da ܣ matrisinin sütun rankından daha büyük olamayacağını 

gösterir. Böylece bu iki matrisin sütun rankları eşit olmalıdır. 

Teorem 2.9: Elemanter satır işlemleri herhangi bir matrisin sütun rankını değiştirmez. 

(Branson R., 1999) 

İspat: ܣ matrisine elementer satır işlemleri uygulanarak elde edilen matris ܤ olsun. Bu 

durumda  ݔܣ ൌ 0  ve  ݔܤ ൌ 0  homojen denklem sistemlerinin çözüm kümeleri aynıdır.               

Teorem 2.8 yardımıyla ܣ ve ܤ matrislerinin sütun rankları aynıdır. 

Teorem 2.10: Herhangi bir ܣ matrisi için satır rankı sütun rankına eşittir. (Branson R., 

1999) 

İspat: ݉ ൈ ݊ tipindeki bir ܣ matrisinin satır rankının ݎ ve sütun rankının ise  ܿ olduğu 

kabul edilsin. ݎ ൌ ܿ  olduğu gösterilecektir. ܣ  matrisinin satırları ilk ݎ  satırı lineer 

bağımsız ve kalan ݉ െ ݎ  satırı ilk ݎ  satırın lineer birleşimi olacak şekilde yeniden 

düzenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardımıyla bu işlemin ܣ matrisinin satır ve 

sütun ranklarını değiştirmediği görülür. ܣ matrisinin satırları sırasıyla ܣଵ, ,ଶܣ … ,   ileܣ

gösterilsin ve ܥ ve ܦ matrisleri 

ܥ ൌ 
ଵܣ
…ଶܣ
ܣ

  ve  ܦ ൌ 
ାଵܣ
…ାଶܣ
ܣ
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olarak tanımlansın. O zaman ܣ matrisi ቂܥ
 matrisinin ܦ ቃ bloklanmış matrisidir. Ayrıcaܦ

her bir satırı ܥ matrisinin satırlarının bir lineer birleşimi olduğundan, öyle bir ܶ matrisi 

vardır ki, ܦ ൌ  olur. Özel durumda eğer ܥܶ

ାଵܣ ൌ ݀ଵܣଵ  ݀ଶܣଶ  ڮ  ݀ܣ  

ise o zaman ሾ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀ሿ vektörü T matrisinin ilk satırıdır. Buradan, her hangi bir ݊ 

boyutlu ݔ vektörü için 

ݔܣ ൌ ቂݔܥ
ቃݔܦ ൌ ቂ ݔܥ

  ቃݔܥܶ

yazılabilir. Bu durumda, ancak ve ancak  ݔܥ ൌ 0  ise  ݔܣ ൌ 0  olur ve Teorem 2.8’ den 

dolayı ܣ ve ܤ  matrislerinin sütun rankı c dir. Ancak ܤ  matrisinin sütunları ݎ  boyutlu 

vektörlerdir. Böylece ܤ matrisinin sütun rankı ݎ den büyük olamaz. Yani 

ܿ   (2.10)               ݎ

olur. 

Yukarıdaki durum ்ܣ  matrisi için tekrarlanırsa, ்ܣ  matrisinin sütun rankının 

்ܣ ,matrisinin satır rankından büyük olamayacağı görülür. Ancak ்ܣ  matrisinin 

sütunları ܣ  matrisinin satırları olduğundan bu durum ܣ  matrisinin satır rankının ܣ 

matrisinin sütun rankından büyük olamayacağı anlamına gelir. Yani 

ݎ  ܿ              (2.11) 

olur. (2.10) ve (2.11) bağıntılarından ݎ ൌ  ܿ olduğu görülür. 

Tanım 2.8 Herhangi bir ܣ matrisinin rankı, satır ve sütun rankı olarak tanımlanır ve  

rankሺܣሻ veya ݎሺܣሻ şeklinde gösterilir. (Branson R., 1999) 

Teorem 2.11: ܣ bir matris olmak üzere ݎሺܣሻ = ݎሺ்ܣሻ dir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat: ܣ  matrisinin satırları ்ܣ  matrisinin sütunları ve ܣ  matrisinin sütunları ்ܣ 

matrisinin satırları olduğundan, Teorem 2.10’ dan istenilen sonuç elde edilir. 
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Tanım 2.9:  ݊ ൈ ݊  tipindeki bir ܣ  kare matrisi için eğer ݎሺܣሻ ൌ ݊  ise ܣ  matrisine 

Nonsingüler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, ݎሺܣሻ ൏ ݊  ise ܣ 

matrisine Singüler (Tekil) Matris denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Tanım 2.10:  a.  ܣ א ॶ
, ݉ ൈ ݊ tipinde bir matris olsun. 

ࣨሺܣሻ ൌ ሼݔ: ݔܣ ൌ 0ሽ  

şeklinde tanımlanan kümeye ܣ marisinin null (sıfır) uzayı denir. 

b. ܣ א ॶ
, ݉ ൈ ݊ tipinde bir matris olsun. 

࣬ሺܣሻ ൌ ሼݕ: ݔܣ ൌ   ሽݕ

şeklinde tanımlanan kümeye ܣ  matrisinin ranj (sütun) uzayı denir. (Hacısalihoğlu 

H.H., 1977) 

Teorem 2.12: Eğer ܣ ݎ ,  ranklı ݉ ൈ ݊  tipinde bir matris ise, bu durumda aşağıdaki 

şartları sağlayan nonsingüler ܲ  ve ܳ  matrisleri vardır. ܫ ݎ , ൈ ݎ  boyutlu birim matris 

olmak üzere 

a.   ݉ ൌ  ݊ ൌ ݎ  ฺ ൌ ܳܣܲ  . ܫ 

b.   ݉ ൌ ൏ ݎ   ݊ ฺ ൌ ܳܣܲ   ሾܫ , 0ሿ . 

c.   ݉  ,ݎ  ݊  ฺ ݎ  ൌ ܳܣܲ   ቂ I 0
0 0ቃ .         (2.12) 

İspat: Lancaster, P., (1969) 

Teorem 2.13: Çarpmaya uygun ܣ  ve ܤ  matrislerinin çarpımının rankı ܣ  ve ܤ 

matrislerinin  rankını geçemez. Yani 

ሻܤܣሺݎ  min ሼݎሺܣሻ ,  ሻሽ          (2.13)ܤሺݎ

dir. (Lancaster, P., 1969) 

İspat: AB matrisinin her bir sütunu A matrisinin sütunlarının bir lineer kombinasyonu 

olduğundan AB matrisinin sütun uzayı A matrisinin sütun uzayının alt kümesi olur. 

Böylece ݎሺܤܣሻ  ሻܤܣሺݎ ሻ eşitsizliği bulunur. Benzer şekildeܣሺݎ   ሻ eşitsizliği deܤሺݎ

sağlanır. Böylece  ݎሺܤܣሻ  minሼݎሺܣሻ,  .ሻሽ elde edilirܤሺݎ
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3.     GENELLEŞTİRİLMİŞ İNVERSLERİN İNCELENMESİ 

 

 

3.1  Giriş 

 

Herhangi bir ܣ  matrisi bir inverse sahipse ܣ  matrisinin nonsingüler ve kare 

matris olması gerekir. Bu durumda ܣ matrisi yardımıyla 

ܺܣ ൌ  (3.1)                ܤ

lineer denklem sisteminin var olan tek çözümü  ܺ ൌ  ଵB şeklindedir. Ayrıcaିܣ

െ1ܣܣ  ൌ ൌ ܣଵିܣ    ܫ 

şartını sağlayan ve ܣ  matrisinin inversi olarak adlandırılan ିܣଵ matrisi vardır. Bununla 

birlikte ܣ matrisinin kare matris olmadığı durumlarda ya da ܣ matrisinin kare matris 

fakat singüler olduğu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda ିܣଵ  matrisinin 

özelliklerini de içeren ve genelleştirilmiş invers (g–invers) matris adını alan yeni bir 

kavram sayesinde (3.1) sisteminin bir çözümü olabilir. 

ԧ
 , kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı ݉ ൈ ݊  tipindeki tüm matrislerin 

kümesini göstersin. Bir ܣ א ԧ
  matrisi için aşağıdaki dört şartı (Moore–Penrose 

şartları) sağlayan bir ܩ matrisine ܣ matrisinin Moore–Penrose inversi denir ve ܣା veya 

 .ற ile gösterilirܣ

(i) ܣܩܣ ൌ  ,ܣ 

(ii) ܩܣܩ ൌ  ,ܩ 

(iii) ሺܩܣሻכ  ൌ  ,ܩܣ 

(iv) ሺܣܩሻכ  ൌ  (3.2)             .ܣܩ 

Eğer ܩ  matrisi sadece (i) şartını sağlıyorsa bu ܩ  matrisine ܣ  matrisinin bir 

genelleştirilmiş inversi (iç inversi) denir ve ିܣ veya ܣሺଵሻ ile gösterilir. Sadece (ii) şartını 
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sağlayan ܩ  matrisine ܣ matrisinin bir dış inversi denir ve ܣሺଶሻ  ile gösterilir. Hem (i) 

hem de (ii) şartını sağlayan ܩ matrisine ise ܣ matrisinin bir yansımalı genelleştirilmiş 

inversi denir ve ܣሺଵ,ଶሻ veya ܣ ile gösterilir. 

 

3.2  Bir Matrisin Genelleştirilmiş İnversi İçin Bir Algoritma 

 

Moore–Penrose şartlarından  sadece (i) şartını sağlayan, yani 

ൌ ܣܩܣ  (3.3)               ܣ 

olacak şekildeki ܩ matrisine ܣ matrisinin bir g–inversi (genelleştirilmiş inversi) denir. 

Bir matrisin g–inversini bulmak için aşağıdaki algoritma kullanılır. 

Algoritma 3.1:  ܣ ൌ ൣܽ൧
ൈ

 .ranklı herhangi bir matris olsun  ݎ  

1. Adım: ݎ ranklı ܣ matrisinde, ܯ ile gösterilen ݎ ൈ  tipinde nonsingüler her hangi bir ݎ
alt matrisi seçilir. 

2. Adım: ܯ alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alınır. 

3. Adım: ܣ matrisinde ܯ alt matrisinin her bir elemanına karşılık gelen yere ሺିܯଵሻ் 
matrisinin elemanları yerleştirilir. 

4. Adım: ܣ matrisinin diğer tüm elemanlarının yerine sıfır yazılır. 

5. Adım: Elde edilen matrisin transpozu alınır. Bu  matrise ܩ  denirse, ܩ  matrisi ܣ 
matrisinin bir g–inversidir. 

Örnek 3.1: Algoritma 3.1  3 ൈ 3 tipindeki 

ܣ ൌ 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩  

matrisine uygulansın. ܣ  matrisi singüler matristir. Bu yüzden tam ranklı değildir. ܣ 
matrisinin rankı 2 dir. 

1. Adım: ܣ matrisinin 2 ൈ 2 tipinde bir nonsingüler 

ܯ ൌ ቂ1 2
1 4ቃ  
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alt matrisi seçilsin. 

2. Adım: |ܯ| ൌ  4 –  2 ൌ  2 ്  0   olduğundan  ିܯଵ mevcut olup 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 2. ቂ 4 െ2
െ1 1 ቃ ൌൗ  2 െ1

െ1 2⁄ 1 2⁄ ൨  

elde edilir. Bu matrisin transpozu alınırsa 

ሺିܯଵሻ் ൌ  2 െ1 2⁄
െ1 1 2⁄ ൨  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Bulunan ሺିܯଵሻ்  matrisi ܣ matrisinde elemanları ܯ  alt matrisinin 
elemanlarının yerlerine karşılık gelecek şekilde yerleştirilir. Diğer tüm elemanları sıfır 
alınır. Böylece 


2 െ1 2⁄ 0

െ1 1 2⁄ 0
0 0 0

൩  

matrisi elde edilir. 

5. Adım: Bir önceki adımda bulunan matrisin transpozu alınarak 

ܩ ൌ 
2 െ1 0

െ1 2⁄ 1 2⁄ 0
0 0 0

൩   

matrisi oluşturulur. Bu şekilde oluşturulan ܩ  matrisi ܣ  matrisinin bir g–inversidir. 
Gerçekten 

ܩܣ ൌ 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩ . 
2 െ1 0

െ1 2⁄ 1 2⁄ 0
0 0 0

൩ ൌ 
1 0 0
0 1 0
4 െ1 0

൩  

olup 

ܣܩܣ ൌ 
1 0 0
0 1 0
4 െ1 0

൩ . 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩ ൌ 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩ ൌ   ܣ

olduğu görülür.  

Verilen ܣ  matrisinin başka bir ܯ  alt matrisini seçerek, seçilen bu yeni ܯ  alt 
matrisine Algoritma 3.1 uygulansın. 

1. Adım: ܣ matrisinin rankı 2 olduğundan ܯ matrisi 

ܯ ൌ ቂ2 1
4 3ቃ  



21 
 

şeklinde seçilsin. 

2. Adım: |ܯ| ൌ 6 െ 4 ൌ 2 ്  0 olduğundan 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 2.⁄ ቂ 3 െ1
െ4 2 ቃ ൌ ቂ3 2⁄ െ1 2⁄

െ2 1 ቃ  

bulunur. Böylece 

ሺିܯଵሻ் ൌ  3 2⁄ െ2
െ1 2⁄ 1 ൨  

elde edilir. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda 


0 3 2⁄ െ2
0 െ1 2⁄ 1
0 0 0

൩  

olur. 

5. Adım: Bu şekilde bulunan matrisin transpozu alındığında 

ܩ ൌ 
0 0 0

3 2⁄ െ1 2⁄ 0
െ2 1 0

൩   

matrisi elde edilir. Bulunan bu ܩ matrisi ܣ matrisinin bir g–inversi olur. Gerçekten 

ܩܣ ൌ 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩ . 
0 0 0

3 2⁄ െ1 2⁄ 0
െ2 1 0

൩ ൌ 
1 0 0
0 1 0
4 െ1 0

൩  

ve 

ܣܩܣ ൌ 
1 0 0
0 1 0
4 െ1 0

൩ . 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩ ൌ 
1 2 1
1 4 3
3 4 1

൩ ൌ   ܣ

olduğu görülür. 

Sonuç 3.1: Yukarıdaki iki seçim, bir matrisin g–inversinin tek olmadığını gösterir. Bu 
nedenle bir matrisin tanımlı birden çok g–inversi bulunabilir. 

Örnek 3.2: Algoritma 3.1  4 ൈ 4 tipindeki 

ܤ ൌ 
1  3
3  2

4    2
1    5

7  7
9 13

6 12
14 16

  

matrisine uygulansın. ܤ matrisi singüler bir matris olup, rankı 2 dir. 
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1. Adım: ܯ matrisi 

ܯ ൌ ቂ3 2
7 7ቃ  

şeklinde seçilsin. 

2. Adım: |ܯ| ൌ 21 െ 14 ൌ 7 ് 0 olup 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 7⁄ ቂ   7 െ2
െ7    3ቃ ൌ  1 െ2 7⁄

െ1 3 7⁄ ൨  

ve 

ሺିܯଵሻ் ൌ  1 െ1
െ2 7⁄ 3 7⁄ ൨  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda 

൦
0         0
1      െ1

0 0
0 0

െ2 7⁄ 3 7⁄
0    0

0 0
0 0

൪  

elde edilir. 

5. Adım: Bulunan bu matrisin transpozu alınarak elde edilen 

ܩ ൌ ൦
0    1
0 െ1

െ2 7⁄ 0
3 7⁄ 0

0   0
0   0

0         0
0         0

൪  

matrisi ܤ matrisinin bir g–inversidir. Gerçekten 

ܩܤ ൌ 
1  3
3  2

4    2
1    5

7  7
9 13

6 12
14 16

 . ൦
0    1
0 െ1

െ2 7⁄ 0
3 7⁄ 0

0   0
0   0

0         0
0         0

൪ ൌ 
0 െ2
0    1

1 0
0 0

0    0
0 െ4

1 0
3 0

  

olup 

ܤܩܤ ൌ 
0 െ2
0    1

1 0
0 0

0    0
0 െ4

1 0
3 0

 . 
1  3
3  2

4    2
1    5

7  7
9 13

6 12
14 16

 ൌ 
1  3
3  2

4    2
1    5

7  7
9 13

6 12
14 16

 ൌ   ܤ

olduğu görülür. ܤ matrisinden 2 ranklı diğer ܯ alt matrisleri seçilerek başka g–inversler 
de bulunabilir. 
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Örnek 3.3: 4 ൈ 4 tipindeki 

ܥ ൌ 
1 2
2 3

3 2
4 1

6 6
3 1

9 7
2 4

  

matrisi alındığında ݎሺܥሻ ൌ 3 tür. Şimdi Algoritma 3.1 bu  ܥ  matrisine uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda ܯ matrisi 

ܯ ൌ 
1 2 3
2 3 4
6 6 9

൩  

olarak seçilebilir. 

2. Adım: 

|ܯ| ൌ 1. ሺെ1ሻଵାଵ. ଵଵܣ  2. ሺെ1ሻଵାଶ. ଵଶܣ  3. ሺെ1ሻଵାଷ.   ଵଷܣ

       ൌ ቚ3 4
6 9ቚ െ 2 ቚ2 4

6 9ቚ  3 ቚ2 3
6 6ቚ ൌ 3  12 െ 18 ൌ െ3 ് 0   

ve 

Ekሺܯሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ሺെ1ሻଵାଵۍ ቚ3 4

6 9ቚ ሺെ1ሻଵାଶ ቚ2 4
6 9ቚ ሺെ1ሻଵାଷ ቚ2 3

6 6ቚ

ሺെ1ሻଶାଵ ቚ2 3
6 9ቚ ሺെ1ሻଶାଶ ቚ1 3

6 9ቚ ሺെ1ሻଶାଷ ቚ1 2
6 6ቚ

ሺെ1ሻଷାଵ ቚ2 3
3 4ቚ ሺെ1ሻଷାଶ ቚ1 3

2 4ቚ ሺെ1ሻଷାଷ ቚ1 2
2 3ቚے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

்

  

   ൌ 
   3 െሺെ6ሻ    െ6
   0    െ9 െሺെ6ሻ
െ1 െሺെ2ሻ    െ1



்

ൌ 
   3    0 െ1
   6 െ9    2
െ6    6 െ1

൩  

olup 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 െ3⁄ 
   3    0 െ1
   6 െ9    2
െ6    6 െ1

൩ ൌ 
െ1   0    1 3⁄
െ2    3 െ 2 3⁄
   2 െ2    1 3⁄

൩  

ve 

ሺିܯଵሻ் ൌ 
െ1   െ2   2
  0      3 െ2

   1 3⁄ െ 2 3⁄ 1 3⁄
൩  

bulunur. 
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3. ve 4. Adımlar: Bu durumda 

൦

െ1 െ2    2
0    3 െ2

   1 3⁄ െ2 3⁄    1 3⁄

0
0
0

0         0           0 0

൪  

olur. 

5. Adım: Buradan 

ܩ ൌ ൦

െ1 0    1 3⁄
െ2    3 െ2 3⁄
   2 െ2    1 3⁄

0
0
0

0   0       0 0

൪  

bulunur. Bulunan bu ܩ matrisi ܥ matrisinin bir g–inversidir. Gerçekten 

ܩܥ ൌ 
1 2
2 3

3 2
4 1

6 6
3 1

9 7
2 4

 . ൦

െ1 0    1 3⁄
െ2    3 െ2 3⁄
   2 െ2    1 3⁄

0
0
0

0   0       0 0

൪  ൌ 
1   0
0   1

0 0
0 0

0 0
െ1 െ1

1 0
1 0

  

ve 

ܥܩܥ ൌ 
1    0
0    1

0 0
0 0

0  0
െ1 െ1

1 0
1 0

 . 
1 2
2 3

3 2
4 1

6 6
3 1

9 7
2 4

 ൌ 
1 2
2 3

3 2
4 1

6 6
3 1

9 7
2 4

 ൌ   ܥ

olduğu görülür. 

Örnek 3.4: 3 ൈ 4 tipindeki  

ܦ ൌ 
1 2 4
3 1 2
4 3 1

5
െ1
2

൩  

dikdörtgen matrisi alınsın. ܦ  matrisinin rankı 3 tür. Algoritma 3.1 ܦ  matrisine 
uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda ܯ matrisi 

ܯ ൌ 
1 2 4
3 1 2
4 3 1

൩  

olarak seçilebilir. 

2. Adım:  
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|ܯ| ൌ 1. ሺെ1ሻଵାଵ. ቚ1 2
3 1ቚ  2. ሺെ1ሻଵାଶ. ቚ3 2

4 1ቚ  4. ሺെ1ሻଵାଷ. ቚ3 1
4 3ቚ ൌ 25  

ve 

Ekሺܯሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ሺെ1ሻଵାଵۍ ቚ1 2

3 1ቚ ሺെ1ሻଵାଶ ቚ3 2
4 1ቚ ሺെ1ሻଵାଷ ቚ3 1

4 3ቚ

ሺെ1ሻଶାଵ ቚ2 4
3 1ቚ ሺെ1ሻଶାଶ ቚ1 4

4 1ቚ ሺെ1ሻଶାଷ ቚ1 2
4 3ቚ

ሺെ1ሻଷାଵ ቚ2 4
1 2ቚ ሺെ1ሻଷାଶ ቚ1 4

3 2ቚ ሺെ1ሻଷାଷ ቚ1 2
3 1ቚے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

்

  

  ൌ 
െ5 5 5
10 െ15 5
0 10 െ5

൩
்

ൌ 
െ5 10 0
5 െ15 10
5 5 െ5

൩  

olup 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 25⁄ . 
െ5 10 0
5 െ15 10
5 5 െ5

൩ ൌ 
െ1 5⁄ 2 5⁄ 0
1 5⁄ െ3 5⁄ 2 5⁄
1 5⁄ 1 5⁄ െ1 5⁄

൩  

ve buradan da 

ሺିܯଵሻ் ൌ 
െ1 5⁄ 1 5⁄ 1 5⁄
2 5⁄ െ3 5⁄ 1 5⁄

0 2 5⁄ െ1 5⁄
൩  

elde edilir. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda 


െ1 5⁄ 1 5⁄ 1 5⁄
2 5⁄ െ3 5⁄ 1 5⁄

0 2 5⁄ െ1 5⁄

0
0
0

൩  

bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 

ܩ ൌ ൦

െ1 5⁄ 2 5⁄ 0
1 5⁄ െ3 5⁄ 2 5⁄
1 5⁄ 1 5⁄ െ1 5⁄
0         0          0

൪  

matrisi ܦ matrisinin bir g–inversidir. Gerçekten 

ܩܦ ൌ 
1 2 4
3 1 2
4 3 1

5
െ1
2

൩ . ൦

െ1 5⁄ 2 5⁄ 0
1 5⁄ െ3 5⁄ 2 5⁄
1 5⁄ 1 5⁄ െ1 5⁄
0         0          0

൪ ൌ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩  
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ve 

ܦܩܦ ൌ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ . 
1 2 4
3 1 2
4 3 1

5
െ1
2

൩ ൌ 
1 2 4
3 1 2
4 3 1

5
െ1
2

൩ ൌ   ܦ

olduğu görülür. 

Örnek 3.5:  3 ൈ 4 tipindeki 

ܧ ൌ 
2 1 3
4 3 1

10 6 10

5
3

18
൩  

dikdörtgen matrisi alınsın. ܧ  matrisinin rankının 2 olacağı açıktır. Algoritma 3.1  ܧ 
matrisine uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda ܯ matrisi 

ܯ ൌ ቂ2 1
4 3ቃ  

olarak seçilebilir. 

2. Adım: |ܯ| ൌ  6–  4 ൌ  2 ് 0 olup 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 2⁄ . ቂ 3 െ1
െ4 2 ቃ ൌ ቂ3 2⁄ െ1 2⁄

െ2 1 ቃ  

ve dolayısıyla 

ሺିܯଵሻ் ൌ  3 2⁄ െ2
െ1 2⁄ 1 ൨  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan 


3 2⁄ െ2 0

െ1 2⁄ 1 0
0 0 0

0
0
0

൩  

bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 

ܩ ൌ ൦
3 2 ⁄ െ1 2⁄ 0
െ2 1      0
0    0      0
0      0       0

൪  

matrisi E matrisinin bir g–inversi olduğu gösterilebilir. Gerçekten 
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ܩܧ ൌ 
2 1 3
4 3 1

10 6 10

5
3

18
൩ . ൦

3 2 ⁄ െ1 2⁄ 0
െ2 1      0
0    0      0
0      0       0

൪ ൌ 
1 0 0
0 1 0
3 1 0

൩  

ve 

ܧܩܧ ൌ 
1 0 0
0 1 0
3 1 0

൩ . 
2 1 3
4 3 1

10 6 10

5
3

18
൩ ൌ 

2 1 3
4 3 1

10 6 10

5
3

18
൩ ൌ   ܧ

olduğu görülür. 

Örnek 3.6: 4 ൈ 3 tipindeki  

ܨ ൌ 
2 3 7
1 2 1
3 4 3
5 2 1

   

matrisi verilmiş olsun. ܨ matrisinin rankı 3 tür. Algoritma 3.1 ܨ matrisine uygulansın. 

1. Adım: ܯ matrisi 

ܯ ൌ 
1 2 1
3 4 3
5 2 1

൩  

olarak alınsın. 

2. Adım: |ܯ| ൌ 1. ሺെ1ሻଵାଵ. ቚ4 3
2 1ቚ  2. ሺെ1ሻଵାଶ. ቚ3 3

5 1ቚ  1. ሺെ1ሻଵାଷ. ቚ3 4
5 2ቚ ൌ 8  

ve 

Ekሺܯሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ሺെ1ሻଵାଵۍ ቚ4 3

2 1ቚ ሺെ1ሻଵାଶ ቚ3 3
5 1ቚ ሺെ1ሻଵାଷ ቚ3 4

5 2ቚ

ሺെ1ሻଶାଵ ቚ2 1
2 1ቚ ሺെ1ሻଶାଶ ቚ1 1

5 1ቚ ሺെ1ሻଶାଷ ቚ1 2
5 2ቚ

ሺെ1ሻଷାଵ ቚ2 1
4 3ቚ ሺെ1ሻଷାଶ ቚ1 1

3 3ቚ ሺെ1ሻଷାଷ ቚ1 2
3 4ቚے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

்

  

  ൌ 
െ2 12 െ14
0 െ4 8
2 0 െ2

൩
்

ൌ 
െ2 0 2
12 െ4 0

െ14 8 െ2
൩  

olup 

ଵିܯ ൌ ଵ
|ெ|

.Ekሺܯሻ ൌ 1 8⁄ . 
െ2 0 2
12 െ4 0

െ14 8 െ2
൩ ൌ 

െ1 4⁄ 0 1 4⁄
3 2⁄ െ1 2⁄ 0

െ7 4⁄ 1 െ1 4⁄
൩  

ve dolayısıyla 
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ሺିܯଵሻ் ൌ 
െ1 4⁄ 3 2⁄ െ7 4⁄

0 െ1 2⁄ 1
1 4⁄ 0 െ1 4⁄

൩  

elde edilir. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda 

൦

0        0          0
െ1 4⁄ 3 2⁄ െ7 4⁄

0 െ1 2⁄ 1
1 4⁄ 0 െ1 4⁄

൪  

bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 

ܩ ൌ 
0
0
0

െ1 4⁄ 0 1 4⁄
3 2⁄ െ1 2⁄ 0

െ7 4⁄ 1 െ1 4⁄
൩  

matrisi ܨ matrisinin bir g–inversidir. Gerçekten 

ܩܨ ൌ 
2 3 7
1 2 1
3 4 3
5 2 1

 . 
0
0
0

െ1 4⁄ 0 1 4⁄
3 2⁄ െ1 2⁄ 0

െ7 4⁄ 1 െ1 4⁄
൩ ൌ ൦

0 െ33 4⁄
0          1

11 2⁄ െ5 4⁄
0 0

0          0
0          0

1        0
0        1

൪  

olup 

ܨܩܨ ൌ ൦
0 െ33 4⁄
0          1

11 2⁄ െ5 4⁄
0 0

0          0
0          0

1        0
0        1

൪ . 
2 3 7
1 2 1
3 4 3
5 2 1

 ൌ 
2 3 7
1 2 1
3 4 3
5 2 1

 ൌ   ܨ

olduğu görülür. 

Algoritma 3.1 rankı 1 olan matrislerin g–inversini bulmak için aşağıdaki şekilde 
uyarlanabilir. 

Algoritma 3.2: 

1. Adım: ܣ matrisinin sıfırdan farklı her hangi bir elemanı ܯ olarak seçilir. 

2. Adım: Seçilen bu elemanın inversi bulunur. 

3. Adım: Bulunan bu invers  ܣ  matrisinde karşılık gelen yere yazılır. 

4. Adım: ܣ matrisinin diğer tüm elemanlarının yerine sıfır yazılır. 
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5. Adım: Elde edilen matrisin transpozu alınır. Bulunan bu sonuç ܣ matrisinin bir g–
inversidir. 

 Örnek 3.7:  

ܪ ൌ ቂ3 2
6 4ቃ  

matrisi verilmiş olsun. ܪ matrisinin rankı 1 dir. Algoritma 3.2  ܪ matrisine uygulansın. 

1. Adım: ܯ ൌ ሾ3ሿ alınsın. 

2. Adım: ିܯଵ ൌ ሾ1 3⁄ ሿ olur. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda ቂ1 3⁄ 0
0 0ቃ olacaktır. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen ܩ ൌ ቂ1 3⁄ 0
0 0ቃ matrisi ܪ matrisinin bir g–inversidir.  

Gerçekten 

ܩܪ ൌ ቂ3 2
6 4ቃ ቂ1 3⁄ 0

0 0ቃ ൌ ቂ1 0
2 0ቃ  

ve 

ܪܩܪ ൌ ቂ1 0
2 0ቃ ቂ3 2

6 4ቃ ൌ ቂ3 2
6 4ቃ ൌ   ܪ

olur. ܪ matrisinin diğer g–inversleri   0 0
1 2⁄ 0൨ , ቂ0 1 6⁄

0 0 ቃ , 0 0
0 1 4⁄ ൨  şeklindedir. 

Örnek 3.8: 

ܭ ൌ ቂ2 4 8
1 2 4ቃ  

olarak alınsın. ܭ matrisinin rankı 1 dir. Algoritma 3.2   ܭ  matrisine uygulansın. 

1. Adım: ܯ ൌ ሾ4ሿ alınsın. 

2. Adım: ିܯଵ ൌ ሾ1 4⁄ ሿ olur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan ቂ0 1 4⁄ 0
0 0 0ቃ olacaktır. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen ܩ ൌ 
0 0

1 4⁄ 0
0 0

൩ matrisi ܭ matrisinin bir g–inversidir. 

Gerçekten 
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ܩܭ ൌ ቂ2 4 8
1 2 4ቃ 

0 0
1 4⁄ 0

0 0
൩ ൌ  1 0

1 2⁄ 0൨  

ve 

ܭܩܭ ൌ  1 0
1 2⁄ 0൨ ቂ2 4 8

1 2 4ቃ ൌ ቂ2 4 8
1 2 4ቃ ൌ   ܭ

olur.  

Örnek 3.9:  3 ൈ 4 tipindeki 

ܮ ൌ 
2 4 6
4 8 12
5 10 15

8
16
20

൩   

matrisi alınsın. ܮ  dikdörtgen matrisinin rankı 1 dir. Algoritma 3.2  ܮ   matrisine 
uygulansın. 

1. Adım: ܯ ൌ ሾ16ሿ seçilsin. 

2. Adım: ିܯଵ ൌ ሾ1 16⁄ ሿ olur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
1 16⁄

0
൩ elde edilir. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen ܩ ൌ ൦

0   0     0
0   0     0
0   0     0
0 1 16⁄ 0

൪  matrisi ܮ  matrisinin bir                    

g–inversidir. Gerçekten 

ܩܮ ൌ 
2 4 6
4 8 12
5 10 15

8
16
20

൩ ൦

0   0     0
0   0     0
0   0     0
0 1 16⁄ 0

൪ ൌ 
0 1 2⁄ 0
0 1 0
0 5 4⁄ 0

൩  

ve 

ܮܩܮ ൌ 
0 1 2⁄ 0
0 1 0
0 5 4⁄ 0

൩ 
2 4 6
4 8 12
5 10 15

8
16
20

൩ ൌ 
2 4 6
4 8 12
5 10 15

8
16
20

൩ ൌ   ܮ

olur.  ܮ  matrisi 3 ൈ 4 tipinde olduğu için 3.4 = 12 tane g–inversi bulunabilir. 

Sonuç 3.2: Genel olarak 1 ranklı ve ݉ ൈ ݊ tipindeki matrislerin m.n tane g–inversi 
bulunabilir.  Matrisin sıfırdan farklı herhangi bir elemanının inversini alıp, diğer tüm 
elemanlarını sıfır aldıktan sonra elde edilen matrisin transpozu alınarak g–inversi 
bulunur. Eğer ܣ matrisi 
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ܣ ൌ 
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

ڮ ܽଵ
ڮ ܽଶ… …

ܽଵ ܽଶ

… …
ڮ ܽ

  

şeklinde 1 ranklı bir matris ise, ܣ matrisinin  

1–ncisi; 
ሺܽଵଵሻିଵ 0

0 0
ڮ 0
ڮ 0… …

0 0
… …
ڮ 0

 

2–ncisi; 
0 0

ሺܽଵଶሻିଵ 0
ڮ 0
ڮ 0… …

0 0
… …
ڮ 0

 

…  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  … 

(m.n)–ncisi; 
0 0
0 0

0             ڮ
…0             ڮ …

0 0
…            …
ڮ ሺܽሻିଵ

 

şeklinde m.n tane g–inversi bulunabilir. 
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4. YANSIMALI GENELLEŞTİRİLMİŞ İNVERSLERİN İNCELENMESİ 

 

4.1. Yansımalı Genelleştirilmiş İnvers Hesabında Rank Formüllerinin 

Kullanılması 

 

 ሻ üzerinde izdüşümler olduğuܣሻ ve ࣬ሺܣ matrislerinin sırasıyla ࣬ሺܣܣ ve ܣܣ 

ve  ܨ → ܧ :ܣ  ve  ܣ,  ܣ matrisinin bir yansımalı g–inversi olmak üzere 

ൌ ܧ  ࣬ሺܣሻ ⊕ ࣨሺܣሻ, 

ൌ ܨ  ࣬ሺܣሻ ⊕ ࣨሺܣሻ, 

࣬ሺܣܣሻ  ൌ  ࣬ሺܣሻ, 

ࣨሺܣܣሻ  ൌ  ࣨሺܣሻ, 

࣬ሺܣܣሻ  ൌ  ࣬ሺܣሻ, 

ࣨሺܣܣሻ  ൌ  ࣨሺܣሻ  

olduğu bilinmektdir. 

İki matrisin toplamının g–inversini bulmak için aşağıdaki lemmalar kullanılır. 

Lemma 4.1: ܣ  ve ܤ  ݉ ൈ ݊  tipinde iki matris olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

a. ݎሺܣ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ   ,ሻܤሺݎ

b. ࣬ሺܣሻ ∩ ࣬ሺܤሻ  ൌ  ሼ0ሽ, 

    ࣬ሺܣ௧ሻ ∩ ࣬ሺܤ௧ሻ  ൌ  ሼ0ሽ. 

İspat:  ݎሺܣ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ  ሻܤሺݎ  eşitliği sağlansın.  ݎሺܣሻ ൌ ݎ ሻܤሺݎ  , ൌ ݏ  olarak 

verilsin.  ܣ ൌ ܻܺ   ve   ܤ ൌ  .matrislerinin rank parçalanışları olsun  ܤ ve ܣ   ,ܸܷ
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ܺ ൌ ሾxଵ, xଶ, … , xሿ ,  ܷ ൌ ሾuଵ, uଶ, … , u௦ሿ   alınsın. Bu durumda  { xଵ, xଶ, … , x }  ve 

{uଵ, uଶ, … , u௦}  sırasıyla   ࣬ሺܣሻ  ve  ࣬ሺܤሻ  uzaylarının bazları olacaktır. O halde  

 ܣ ൌ ܤ   ሾܺ, ܷሿ ቂܻ
ܸቃ             (4.1) 

yazılabilir. Dolayısıyla 

ܣሺݎ  ሻܤ  ,ሺሾܺݎ ܷሿሻ  ݎ  ݏ ൌ ሻܣሺݎ  ሻܤሺݎ ൌ ሺܺሻݎ   ሺܷሻݎ

elde edilir. Öte yandan 

ܣሺݎ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ    ሻܤሺݎ

iken 

,ሾܺݎ ܷሿ ൌ ሺܺሻݎ  ሺܷሻݎ ൌ  ݎ       ݏ 

elde edilir. Bu sebeple xଵ, xଶ, … , x, uଵ, uଶ, … , u௦ vektörler kümesi lineer bağımsızdır. 

v ∈ ࣬ሺܣሻ ∩ ࣬ሺܤሻ olsun. Bu takdirde 

vൌα1x1  αଶ  … …   αx ൌ βଵuଵ  βଶuଶ   … …   β௦u௦     

olacak şekilde αଵ, αଶ, … , α,  βଵ, βଶ, … , β௦  vardır. Buradan 

0 ൌ  αଵxଵ  αଶ   …   αx  ൫െβଵ൯uଵ  ൫െβଶ൯uଶ   …   ሺെβ௦ሻu௦  

yazılabilir.  xଵ, xଶ, … , x, uଵ, uଶ, … , u௦  vektörler kümesi lineer bağımsız olduğundan  

αଵ ൌ αଶ ൌ  … … ൌ α ൌ βଵ ൌ βଶ ൌ  … … ൌ β௦ ൌ 0       

elde edilir ve bu sebeple  v = 0  olur. Öte yandan 

ሻ்ܣሺݎ  ሻ்ܤሺݎ ൌ ሻܣሺݎ  ሻܤሺݎ ൌ ܣሺݎ  ሻܤ ൌ ܣሾሺݎ  ሻ்ሿܤ ൌ ்ܣሺݎ    ሻ்ܤ

yazılabilir. Bu durumda önceki sonuç uygulandığında ࣬ሺܣ௧ሻ ∩ ࣬ሺܤ௧ሻ  ൌ  ሼ0ሽ  elde 

edilir. 

Tersine olarak (b) şartının sağlandığı varsayılsın. ܣ ൌ  ܻܺ, ൌ ܤ   ܤ ve ܣ  ,ܸܷ 

matrislerinin rank parçalanışları olduğundan 

࣬ሺܣሻ ൌ ࣬ሺܺሻ   ve   ࣬ሺܤሻ ൌ ࣬ሺܷሻ  
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elde edilir. Bu takdirde 

࣬ሺܺሻ ∩ ࣬ሺܷሻ  ൌ  ሼ0ሽ   ve   ࣬ሺܻሻ ∩ ࣬ሺܸሻ  ൌ  ሼ0ሽ  

olur. Dolayısıyla (4.1) bağıntısı  ܣ   matrisinin bir rank parçalanışı olup  ܤ

 ܣሺݎ ሻܤ  ൌ ,ሾܺݎ ܷሿ ൌ ሾܺሿݎ  ሾܷሿݎ ൌ ሻܣሺݎ    ሻܤሺݎ

olduğu görülür. 

Hatırlatma 4.1: ܣ ve ܤ matrisleri Lemma 4.1’deki gibi olsun. Eğer 

ܣሺݎ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ    ሻܤሺݎ

ise (4.1) bağıntısı ܣ   .matrisinin rank parçalanışıdır ܤ 

Lemma 4.2: ݎሺܣ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ  ሻܤሺݎ  olan ݉ ൈ ݊  tipinde iki matris verilsin. Bu 

takdirde 

a. ܲܳܣ ൌ  ቀܫ 0
0 0ቁ,   ܲܳܤ ൌ  ቀ0 0

0 ܻቁ  olacak şekilde nonsingüler iki ܲ ve ܳ 

matrisi vardır. 

b. ܣ   matrisinin bir ܤ matrisinin, hem de ܣ matrisinin her bir g–inversi hem ܤ 

g–inversidir. 

İspat: a. Genellemeyi bozmaksızın ܣ ൌ  ቀܫ 0
0 0ቁ olduğu kabul edilsin. ܤ  matrisinin 

rank parçalanışı  ܤ ൌ  ܷܸ şeklinde verilsin. Ayrıca ܤ matrisi  ଵܷ ve ଵܸ  sırasıyla  ݎ ൈ   ݏ

ve  ݏ ൈ  tipinde matrisler olmak üzere  ݎ

ܤ ൌ  ଵܷ
 ܷଶ

൨ ሾ ଵܸ , ଶܸሿ              (4.2) 

formunda yazılsın. 

 i) Önce  ݎሺܷଶሻ ൌ ݏ ൌ ሺݎ ଶܸሻ   olduğu ispatlanacaktır. Eğer  ݎሺܷଶሻ ൏ ݏ  ise, 

ܷଶܺ ൌ 0  olacak şekilde,  ܺ א ԧଵ
,   ܺ ് 0  vardır. O halde  ܤ ൌ ܷܸ olduğundan 

ሺܤ ோܸ
ିሻܺ ൌ  ଵܷ

ܷଶ
൨ ܺ ൌ  ଵܷܺ

ܷଶܺ൨ ൌ  ଵܷܺ
0ሺିሻൈଵ

൨ א ࣬ሺܤሻ         (4.3) 

ve 
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ܺܣ ൌ ቀܫ 0
0 0ቁ ൬ ଵܺ

ܺଶ
൰ ൌ ቀ ଵܺ

0 ቁ ൌ 
ܫ

0ሺିሻൈଵ
൨ ܺ א ࣬ሺܣሻ     

elde edilir. Burada  ܺோ
ି  matrisi,  ܺ. ܺோ

ି ൌ  şartını sağlayan ܺ matrisinin bir sağ inversi ܫ

olarak adlandırılır. Bu nedenle 

 ଵܷܺ
0ሺିሻൈଵ

൨ ൌ 
ܫ

0ሺିሻൈଵ
൨ ଵܷܺ א ࣬ሺܣሻ             (4.4) 

olur. (4.3) ve (4.4) bağıntılarından 

 ଵܷܺ
0ሺିሻൈଵ

൨ א ൫ ࣬ሺܣሻ ∩ ࣬ሺܤሻ൯  

yazılabilir.  ݎሺܣ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ   ሻ  olduğundan Lemma 4.1’ i kullanarakܤሺݎ

 ଵܷܺ
0ሺିሻൈଵ

൨ ൌ 0  

elde edilir ki bu da  ܷܺ ൌ 0 anlamına gelir. 

 ܷ matrisi tam ranklı olduğundan  ܺ ൌ 0 elde edilir ki bu hipotezle çelişir. O 

halde ݎሺܷଶሻ ൌ olup  ଵܷ  ݏ ൌ  .matrisi vardır ܯ  ଶ  olacak şekilde birܷܯ

 ii) ܤ ൌ ܷܸ  olduğundan  ܸ ൌ ܷ
௧ሺܤ  ve dolayısıyla  ܤି ܷ

ିሻ௧ ൌ ܸ௧  elde edilir. 

Burada  ܺ
ି   matrisi  ܺ

ି. ܺ ൌ ܫ   şartını sağlayan ܺ  matrisinin bir sol inversi olarak 

adlandırılır. 

Aynı metot ile önceki ispat ve Lemma 4.1’in 2. sonucundan yararlanarak 

ሺݎ ଶܸሻ ൌ  .olduğu gösterilebilir  ݏ

 ଵܸ ൌ ଶܸܰ olsun.  ଵܷ ve ଵܸ  değerlerini (4.2) bağıntısında yerine yazarak 

ܤ ൌ ܷܯଶ
ܷଶ

൨ ሾ ଶܸܰ , ଶܸሿ ൌ ܷܯଶ ଶܸܰ ଶܷܯ ଶܸ
ܷଶ ଶܸܰ ܷଶ ଶܸ

൨      

elde edilir. 

 ܵ ve ܶ matrisleri  ܤ ൌ ܵ ቀ0 0
0 ܻቁ ܶ   olacak şekilde iki matris olsun. Bu takdirde 
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൬ ଵܵଵ ଵܵଶ
ܵଶଵ ܵଶଶ

൰ ቀ0 0
0 ܻቁ ൬ ଵܶଵ ଵܶଶ

ଶܶଵ ଶܶଶ
൰ ൌ ൬0 ଵܵଶܻ

0 ܵଶଶܻ൰ ൬ ଵܶଵ ଵܶଶ
ଶܶଵ ଶܶଶ

൰  

         ൌ ൬ ଵܵଶܻ ଶܶଵ ଵܵଶܻ ଶܶଶ
ܵଶଶܻ ଶܶଵ ܵଶଶܻ ଶܶଶ

൰ 

         ൌ ܷܯଶ ଶܸܰ ଶܷܯ ଶܸ
ܷଶ ଶܸܰ ܷଶ ଶܸ

൨      

elde edilir. Bu durum 

ܻ ൌ ܷଶ ଶܸ , 

ଵܵଵ ൌ  ,   ଵܵଶܫ ൌ ଶଵܵ , ܯ ൌ 0 , ܵଶଶ ൌ  , ିܫ

ଵܶଵ ൌ  , ଵܶଶܫ ൌ 0 ,  ଶܶଵ ൌ ܰ , ଶܶଶ ൌ  ିܫ

almak için yeterlidir. O halde  

ܵ ൌ ൬ܫ ܯ
0 ିܫ

൰   ve   ܶ ൌ ൬ܫ 0
ܰ ିܫ

൰  

nonsingüler matrisler olup  ܲ ve ܳ  matrisleri 

ܲ ൌ ܵିଵ ൌ ൬ܫ െܯ
0 ିܫ

൰   ve   ܳ ൌ ܶିଵ ൌ ൬ ܫ 0
െܰ ିܫ

൰  

şeklinde alınırsa 

ܳܣܲ ൌ ܵିଵିܶܣଵ ൌ ቀܫ 0
0 0ቁ ܳܤܲ    , ൌ ܵିଵିܶܤଵ ൌ ቀ0 0

0 ܻቁ   

olduğu görülür. 

b. ܤ ,ܣ  ve  ܤ + ܣ  matrisleri Lemma 4.1’in ispatında verildiği gibi olsun. Bu takdirde  

ܣ  ܣmatrisinin her  ሺ  ܤ   ሻ  yansımalı g–inversi içinܤ

ሾܺ , ܷሿ ቂܻ
ܸቃ ሺܣ  , ሻሾܺܤ ܷሿ ቂܻ

ܸቃ ൌ ሾܺ , ܷሿ ቂܻ
ܸቃ   

yazılabilir. 
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 Hatırlatma 4.1’ de yer aldığı gibi  ݎሺܣ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ   ሻ  olduğundan (4.1)ܤሺݎ

bağıntısı  ܣ  ܤ   matrisinin bir rank parçalanışıdır. Bu nedenle  ሾܺ , ܷሿ
ି  ve  ቂܻ

ܸቃ
ோ

ି
  

matrisler vardır. Bu durumda 

ሾܺ , ܷሿ
ିሾܺ , ܷሿ ቂܻ

ܸቃ ሺܣ  , ሻሾܺܤ ܷሿ ቂܻ
ܸቃ ቂܻ

ܸቃ
ோ

ି
ൌ ቂܻ

ܸቃ ሺܣ  , ሻሾܺܤ ܷሿ  

       = ܻሺܣ  ሻܺܤ ܻሺܣ  ሻܷܤ
ܸሺܣ  ሻܺܤ ܸሺܣ   ሻܷ൨ܤ

ା௦ܫ =        ൌ ܫ 0
0 ௦ܫ

൨ 

yazılabilir. Öte yandan  

ܻሺܣ  ሻܺܤ ൌ ܫ ฺ ܻܺሺܣ  ሻܻܺܤ ൌ ܻܫܺ ൌ ܻܺ      

dır. Bu durumda 

ܣሺܣ  ܣሻܤ ൌ   ܣ

ܻሺܣ  ሻܷܤ ൌ 0  

ܸሺܣ  ሻܺܤ ൌ 0  

ܸሺܣ  ሻܷܤ ൌ ௦ܫ ֜ ܷܸሺܣ  ሻܷܸܤ ൌ ௦ܸܫܷ ൌ ܷܸ      

olacaktır. Bu nedenle 

ܣሺܤ  ܤሻܤ ൌ     ܤ

olur. 
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4.2. İki Matrisin Toplamının Yansımalı Genelleştirilmiş İnversi     

  

1. Durum:  Bu kısımda ilk olarak  ࣬ሺܣሻ ת ࣬ሺܤሻ ൌ ሼ0ሽ  durumunda toplamın g–inversi 

incelenecektir. 

Teorem 4.1. ܣ ve ܤ matrisleri ݎሺܣ  ሻܤ ൌ ሻܣሺݎ  ݉ ሻ  olacak şekildeܤሺݎ ൈ ݊ tipinde 

herhangi iki matris olsun. Bu takdirde   

ሺܣ  ሻܤ ൌ ሺܣ     ሻܤ

ܣ   ܤ  veܣ matrislerinin ܤ ve ܣ matrisinin bir yansımalı g–inversi olacak şekilde ܤ

yansımalı g–inversleri vardır. 

İspat: Lemma 4.2  uygulandığında 

ܣ ൌ ܲିଵ ቀܫ 0
0 0ቁ ܳିଵ   

ܤ ൌ ܲିଵ ቀ0 0
0 ܻቁ ܳିଵ   

ܣ  ܤ ൌ ܲିଵ ቀܫ 0
0 ܻቁ ܳିଵ      

elde edilir. ܻ, ܻ matrisinin bir yansımalı g–inversi olmak üzere 

ܣ ൌ ܳ ቀܫ 0
0 0ቁ ܲ   ve   ܤ ൌ ܳ ൬0 0

0 ܻ
൰ ܲ      

almak yeterlidir. Bu durumda 

ܣ   ܤ ൌ ܳ ൬ܫ 0
0 ܻ

൰ ܲ   

olur. Böylece 
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ሺܣ  ܣሻሺܤ  ܣሻሺܤ  ሻܤ ൌ ܲିଵ ቀܫ 0
0 ܻቁ ܳିଵܳ ൬ܫ 0

0 ܻ
൰ ܲܲିଵ ቀܫ 0

0 ܻቁ ܳିଵ  

  ൌ ܲିଵ ൬ܫ 0
0 ܻ ܻܻ൰ ܳିଵ 

  ൌ ܲିଵ ቀܫ 0
0 ܻቁ ܳିଵ 

  ൌ ܲିଵ ቀܫ 0
0 0ቁ ܳିଵ  ܲିଵ ቀ0 0

0 ܻቁ ܳିଵ 

  ൌ  ܣ  ܤ 

elde edilir. 

Hatırlatma 4.2:  Lemma 4.2’ den 

ܣሺܣ  ܣሻܤ ൌ ܣ ฺ ܣܤܣ ൌ 0  

ve 

ܣሺܤ  ܤሻܤ ൌ ܤ ฺ ܤܣܤ ൌ 0   

olduğu görülür. 

Teorem 4.2: ܣ ve ܤ matrisleri Lemma 4.2’ deki gibi olsun. Bu takdirde 

ܣ  ܤ ൌ ሺܣ      ሻܤ

 ܣ ܤ   matrisinin yansımalı g–inversi olacak şekilde ܣ  ve ܤ  matrislerinin ܣ  ve ܤ 

yansımalı g–inversleri vardır. 

İspat:  ܻ , ܻ matrisinin bir yansımalı g–inversi olmak üzere 

ܣ ൌ ܳ ቀܫ 0
0 0ቁ ܲ   ve   ܤ ൌ ܳ ቀܫ 0

0 0ቁ ܲ   

almak yeterlidir. Bu durumda, Teorem 4.1’den  ܣ , ܤ ve ܣ   ve ܤ , ܣ  , sırasıylaܤ

 ܣ ܤ   matrislerinin yansımalı g–inversleridir. Moore–Penrose şartlarının birincisi 

sağlanır. Öte yandan 

ܣܣܣ ൌ ܤܤܤ      veܣ ൌ ܳ ൬0 0
0 ܻܻ ܻ

൰ ܲ ൌ ܳ ൬0 0
0 ܻ

൰ ܲ ൌ  ܤ
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olacağından 

ሺܣ  ܣሻሺܤ  ܣሻሺܤ  ሻܤ ൌ ܳ ൬ܫ 0
0 ܻ

൰ ܲܲିଵ ቀܫ 0
0 ܻቁ ܳିଵܳ ൬ܫ 0

0 ܻ
൰ ܲ  

     ൌ ܳ ൬ܫ 0
0 ܻܻ ܻ

൰ ܲ 

     ൌ ܳ ൬ܫ 0
0 ܻ

൰ ܲ 

     = ܲିଵ ቀܫ 0
0 0ቁ ܳିଵ  ܲିଵ ൬0 0

0 ܻ
൰ ܳିଵ 

     ൌ ܣ    ܤ

olduğu görülür. 

Hatırlatma 4.3:  Teorem 4.2’den 

ܣሺܣ  ܣሻܤ ൌ ܣܣܣ  ܣBܣ ൌ   ܣ

ve 

ܣሺܤ  ܤሻܤ ൌ ܤܣܤ  ܤܤܤ ൌ       ܤ

olacağı ve dolayısıyla 

ܣܤܣ ൌ 0   ve   ܤܤܣ ൌ 0   

eşitlikleri elde edilir. Gerçekten  ܣ  ܤ  matrisi ܣ  ܤ   matrisinin bir yansımalı g–

inversi olduğundan  ܣ  ܣ  matrisi de  ܤ   .  matrisinin bir yansımalı g–inversi olurܤ

 Lemma 4.2a’ yı kullanarak  ܣ    ܤ    matrisinin hem deܣ  matrisinin hem  ܤ

matrisinin g–inversi olduğu sonucu elde edilir. 

2. Durum: İkinci olarak  ࣬ሺܣሻ ת ࣬ሺܤሻ ് ሼ0ሽ olması durumunda toplamın g–inversi 

incelenecektir.  

ܥ  ൌ ሼܿଵ, ܿଶ, … , ܿሽ  kümesi  ࣬ሺܣሻ ת   ࣬ሺܤሻ nin bir bazı olsun. Bu takdirde  ܥ,  

࣬ሺܣሻ  için bir  ܺ  ܥ   bazına ve aynı zamanda  ࣬ሺܤሻ  için de bir  ܷ  ܥ    bazına 

genişletilebilir.  ܺ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … , ܷ  ିሽ   veݔ ൌ ሼݑଵ, ,ଶݑ … ,   .௦ିሽ  olsunݑ
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ܥ ൌ ሾܿଵ, ܿଶ, … , ܿሿ , ܺ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ … , ିሿݔ  ve ܷ ൌ ሾݑଵ, ,ଶݑ … , ௦ିሿݑ  ile sırasıyla 

sütunları ܿ, ݔ ve ݑ olan matrisler gösterilsin. Buradan 

࣬ሺܺሻ ת   ࣬ሺܥሻ  ൌ  ሼ0ሽ, 

࣬ሺܺሻ ת   ࣬ሺܷሻ  ൌ  ሼ0ሽ, 

࣬ሺܥሻ ת   ࣬ሺܷሻ  ൌ  ሼ0ሽ    

elde edilir. Bu takdirde 

ܣ ൌ ሾܥ , ܺሿ  ଵܻ
ଶܻ

൨   ve   ܤ ൌ ሾܥ , ܷሿ  ଵܸ
ଶܸ

൨      

yazılabilir.  ሾܥ , ܺሿ  ve  ሾܥ , ܷሿ sırasıyla  ݉ ൈ ݉  ve  ݎ ൈ  tipinde matrisler olduğundan  ݏ

 .matrislerinin rank parçalanışları elde edilmiş olur ܤ ve ܣ

a. ݎሺܣሻ  ሻܤሺݎ ൌ  olsun. Bu durumda  ݎ

ܣ  ܤ ൌ ሾܥ , ܺሿ  ଵܻ
ଶܻ

൨  ሾܥ , ܷሿ  ଵܸ
ଶܸ

൨ ൌ ሺܥ ଵܻ  ଵܸሻ  ሺܺ ଶܻ  ܷ ଶܸሻ  

yazılabilir.  ܯ  ve  ܰ  matrisleri 

ൌ ܯ ሺܥ  ଵܻ  ଵܸሻ   ve   ܰ ൌ  ሺܺ ଶܻ  ܷ ଶܸሻ   

olarak verilsin. ܥ , ݉ ൈ ݇  tipinde bir matris olduğundan ܯ  matrisinin bir rank 

parçalanışı elde edilir. 

 ଵܻ  ଵܸ,  ݇ ൈ ݊  tipinde bir  matris olduğundan,  ݎሺܯሻ ൌ ݇  olur.  

Benzer şekilde ࣬ሺܺሻ ת ࣬ሺܷሻ ൌ ሼ0ሽ   olup  ܺ , ሺݎ –  ݇ሻ   ranklı  ݉ ൈ ሺݎ –  ݇ሻ 

tipinde bir matris ve  ଶܻ, ሺݎ –  ݇ሻ ൈ ݊  tipinde bir matris olduğundan  ݎሺܺ ଶܻሻ ൌ  ሺܺሻݎ

elde edilir. Benzer durumda  ܷ ଶܸ  için de  ݎሺܷ ଶܸሻ ൌ  .ሺܷሻ  yazılabilirݎ

Lemma 4.1 uygulandığında 

ሺܰሻݎ ൌ ሺܺݎ ଶܻሻ  ሺܷݎ ଶܸሻ ൌ ሺܺሻݎ      ሺܷሻݎ

elde edilir. Öte yandan 

࣬ሺܺሻ ת   ࣬ሺܥሻ  ൌ  ሼ0ሽ   ve   ࣬ሺܷሻ ת   ࣬ሺܥሻ  ൌ  ሼ0ሽ  
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 olduğundan 

࣬ሺܯሻ ת  ࣬ሺܰሻ  ൌ  ሼ0ሽ      

yazılabilir. Bu nedenle Lemma 4.1’e göre  ݎሺܯ  ܰሻ ൌ ሻܯሺݎ   .ሺܰሻ  olduğu görülürݎ

 ve ܰ matrislerine Lemma 4.2 uygulanırsa ܯ

ܳܯܲ ൌ ቀܯଵ 0
0 0ቁ  ve  ܲܰܳ ൌ ൬0 0

0 ଵܰ
൰  

olacak şekilde nonsingüler  ܲ ve ܳ  matrislerinin var olduğu görülür. Burada  ܯଵ, ݇ ൈ ݇ 

tipinde bir matris olup  ଵܰ, ሺ݉ –  ݇ሻ ൈ ሺ݊ –  ݇ሻ  tipinde bir matris ve  ݇ ൌ  .ሻ  dirܯሺݎ

Teorem 4.1’ e göre 

ሺܣ  ሻܤ ൌ ሺܯ  ܰሻ ൌ ܯ  ܰ  

olacak şekilde  ܯ  ve ܰ   matrislerinin  ܯ  ve ܰ  yansımalı g–inverslerinin varlığı 

görülür. 

b. ݎሺܣሻ ൏  matrisi ܣ ሻ  olsun. Bu durumdaܤሺݎ

ܣ ൌ , ܥൣ ܺ , 0ൈሺ௦ିሻ൧ 
ଵܻ
ଶܻ

0ሺ௦ିሻൈ

  

şeklinde parçalansın.  O halde 

ܣ  ܤ ൌ ሺܥ ଵܻ  ଵܸሻ  ൫ሺܺ ଶܻ  0ሻ  ܷ ଶܸ൯      

yazılabilir.  ܣ   nin g–inversini elde etmek için ܤ 

ܯ ൌ ሺܥ ଵܻ  ଵܸሻ  ve  ܰ ൌ ሺܺ ଶܻ  0ሻ  ܷ ଶܸ  

almak yeterlidir. 

Örnek 4.1:  ܣ ൌ 
1 0 0
2 1 2
1 0 0

൩  matrisi verilmiş olsun. Bu durumda 

ሾܥ , ܺሿ ൌ 
1 0
2 1
1 0

൩  alınırsa 
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ܣ ൌ ሾܥ , ܺሿ  ଵܻ
ଶܻ

൨ ൌ 
1 0
2 1
1 0

൩ ቂ1 0 0
0 1 2ቃ  

olduğu görülür. Benzer şekilde 

ܤ ൌ 
1 1 2
2 0 0
1 1 2

൩   

matrisi verilmiş olsun. Bu durumda 

ሾܥ , ܷሿ ൌ 
1 1
2 0
1 1

൩  

olarak alınırsa 

ܤ ൌ ሾܥ , ܷሿ  ଵܸ
ଶܸ

൨ ൌ 
1 1
2 0
1 1

൩ ቂ1 0 0
0 1 2ቃ  

ve 

ܯ ൌ ሺܥ ଵܻ  ଵܸሻ ฺ ܯ ൌ ൭
1
2
1

൱ ሺ2 0 0ሻ ൌ ൭
2 0 0
4 0 0
2 0 0

൱  

 yazılabilir. ܯ matrisi ቀܫ 0
0 0ቁ formuna indirgenirse 

∆ିଵܯΛ ൌ ൭
2 0 0
4 1 0
2 0 1

൱
ିଵ

൭
2 0 0
4 0 0
2 0 0

൱ ൭
1 0 0
2 1 0
1 0 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 0 0

൱  

elde edilir. Öte yandan 

ܰ ൌ ሺܺ ଶܻ  ܷ ଶܸሻ ฺ ܰ ൌ ൭
0
1
0

൱ ሺ0 1 2ሻ  ൭
1
0
1

൱ ሺ0 1 2ሻ ൌ ൭
0 1 2
0 1 2
0 1 2

൱  

dır. Bu durumda 

࣬ሺܯሻ ת ࣬ሺܰሻ ൌ ሼ0ሽ   ve   ࣬ሺܯ௧ሻ ת ࣬ሺܰ௧ሻ ൌ ሼ0ሽ  

elde edilir. Böylece 
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ܲ ൌ ൬ܫଵ െܴ
0 ଶܫ

൰  ,   ܳ ൌ ൬ ଵܫ 0
െܵ ଶܫ

൰  ,   ܰ ൌ  ൭
1
1
1

൱ ሺ0 1 2ሻ   

olarak alınabilir. Eğer  ݑଵ ൌ ሺ1ሻ, ଶݑ ൌ ቀ1
1ቁ  alınırsa  ݑଵ ൌ ଶݑܴ ฺ ܴ ൌ ሺ1 0ሻ  elde 

edilir. Benzer şekilde  ݒଵ ൌ ሺ0ሻ, ଶݒ ൌ ሺ1 2ሻ  alınırsa  ݒଵ ൌ ଶܵݒ ฺ ܵ ൌ ቀ0
0ቁ ൌ 0 elde 

edilir. Dolayısıyla 

ܲ ൌ ൬ܫଵ െܴ
0 ଶܫ

൰ ൌ ൭
1 െ1 0
0 1 0
0 0 1

൱   ve   ܳ ൌ ൬ ଵܫ 0
െܵ ଶܫ

൰ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱  

olduğundan 

ܲܰܳ ൌ ൭
0 0 0
0 1 2
0 1 2

൱  ve  ܲሺ∆ିଵܯΛሻQ ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 0 0

൱  

yazılabilir. ܯ matrisi  ܯ ൌ ܳሺ∆ିଵܯΛሻܲ ve ܰ matrisi  ܰ ൌ ܳሺܲܰܳሻܲ yardımıyla 

hesaplanırsa 

ܯ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൭
1 0 0
0 0 0
0 0 0

൱ ൭
1 െ1 0
0 1 0
0 0 0

൱ ൌ ൭
1 െ1 0
0 0 0
0 0 0

൱  

olup 

ቀ1 2
1 2ቁ ൌ ቆ

1 1
ିଵ
ଶ

1ቇ ቀ0 0
0 3ቁ ቌ

ଶ
ଷ

ିଶ
ଷ

ଵ
ଷ

ଶ
ଷ

ቍ ฺ ቀ1 2
1 2ቁ


ൌ ቌ

ଵ
ଽ

ଶ
ଽ

ଵ
ଽ

ଶ
ଽ

ቍ,  

ሺܲܰܳሻ ൌ ൮

0 0 0
0 ଵ

ଽ
ଶ
ଽ

0 ଵ
ଽ

ଶ
ଽ

൲  

olduğundan 

ܰ ൌ ൮

0 0 0
0 ଵ

ଽ
ଶ
ଽ

0 ଵ
ଽ

ଶ
ଽ

൲  

elde edilir. Böylece 
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ܰ  ܯ ൌ ൮

0 0 0
0 ଵ

ଽ
ଶ
ଽ

0 ଵ
ଽ

ଶ
ଽ

൲  ൭
1 െ1 0
0 0 0
0 0 0

൱ ൌ ൮

1 െ1 0
0 ଵ

ଽ
ଶ
ଽ

0 ଵ
ଽ

ଶ
ଽ

൲  

bulunmuş olur. 

 

4.3. İki Matrisin Çarpımının Yansımalı Genelleştirilmiş İnversi 

 

,ܧ ,ܨ ܩ  elemanları ॶ  cismi üzerinde olan ve aşağıdaki diagramı sağlayan 

vektör uzayları olsun. 

 

Bu takdirde 

ܨ ൌ ࣬ሺܤሻ ْ ࣨሺܤሻ ൌ ࣬ሺܣሻ ْ ࣨሺܣሻ            (4.5) 

olur. Eğer,  ࣬ሺܣሻ ؿ ࣨሺܤሻ  ise bu takdirde  ܤܣ ൌ 0  olacaktır. Dolayısıyla 

࣬ሺܣሻ م ࣨሺܤሻ olduğu kabul edilebilir. 

Teorem 4.3:  Eğer ࣬ሺܣሻ ك ࣬ሺܤሻ  veya  ࣬ሺܤሻ ك ࣬ሺܣሻ  ise bu takdirde  ܤܣ matrisi 

 .matrisinin bir yansımalı g–inversidir ܤܣ

İspat:  1- ࣬ሺܤሻ ك ࣬ሺܣሻ olduğu kabul edilsin. Bu takdirde ܤ ൌ  ܺ olacak şekilde birܣ

ܺ matrisi vardır. Dolayısıyla 

ܤܣܣܤܤܣ ൌ ሻܺ ൌܣܣܣሺܤܤܣ ܺሻܣሺܤܤܣ ൌ ܤܤܤܣ ൌ  ܤܣ

ve 

ܣܤܤܣܣܤ ൌ ܣܤሻܺܣܣܣሺܤ ൌ ܣܤܺሻܣሺܤ ൌ ሺܤܤܤሻܣ ൌ       ܣܤ

eşitlikleri sağlanır. 
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2- ࣬ሺܣሻ ك ࣬ሺܤሻ olduğunu kabul edilsin. Bu takdirde  ܣ ൌ  ܺ olacak şekilde bir ܺܤ

matrisi vardır. Dolayısıyla  

ܤܣܣܤܤܣ ൌ ൌ ܤܣሻܺܤܤܤሺܣ ܤܣሻܺܤሺܣ ൌ ሺܣܣܣሻܤ ൌ   ܤܣ

ve 

ܣܤܤܣܣܤ ൌ ሻܺܤܤܤሺܣܣܤ ൌ ሻܺܤሺܣܣܤ ൌ ܣܣܣܤ ൌ       ܣܤ

eşitlikleri gerçeklenir. 

Aşağıdaki Teorem ile ሺܤܣሻ matrisi genel durumda verilecektir. 

Teorem 4.4: ܣ ve ܤ, sırasıyla ܣ ve ܤ matrislerinin  

࣬ሺܣሻ ת   ࣬ሺܤሻ  ്  ሼ0ሽ, 

࣬ሺܣሻ ת   ࣨሺܤሻ  ്  ሼ0ሽ, 

ࣨሺܣሻ ת  ࣬ሺܤሻ  ്  ሼ0ሽ    

şartlarını sağlayan yansımalı g–inversleri olsun. Bu durumda, ܤܲܳܣ  matrisi ܤܣ 

matrisinin bir yansımalı g–inversi olacak şekilde ܲ ve ܳ matrisleri vardır. 

İspat:  ܷ, ܸ ve ܹ matrisleri 

࣬ሺܣሻ ת   ࣬ሺܤሻ  ൌ  ࣬ሺܷሻ, 

࣬ሺܣሻ ת   ࣨሺܤሻ  ൌ  ࣬ሺܸሻ, 

ࣨሺܣሻ ת  ࣬ሺܤሻ  ൌ  ࣬ሺܹሻ, 

࣬ሺܣሻ  ൌ  ࣬ሺܷሻ  ْ  ࣬ሺܸሻ, 

࣬ሺܤሻ  ൌ  ࣬ሺܷሻ ْ ࣬ሺܹሻ  

şartlarını sağlasın. Bu durumda (4.5) bağıntısı 

ܨ ൌ ࣬ሺܷሻ ْ ࣬ሺܸሻ ْ ࣨሺܣሻ ൌ ࣬ሺܷሻ ْ ࣬ሺܹሻ ْ ࣨሺܤሻ        (4.6) 

şeklini alacaktır. 
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 ܲሺ࣬ሺሻሻ ifadesi ܣ matrisinin ࣬ሺܣሻ sütun (ranj) uzayının yansıtıcısı yani izdüşümü 

olarak tanımlıdır. 

ܥ ൌ ܲሺோሺబሻሻܲሺோሺሻሻ    olsun. Bu durumda ܤܣܥ  matrisinin ܤܣ  matrisinin bir 

yansımalı g–inversi olduğu aşağıdaki gibi gösterilebilir. 

 x א ܧ  olsun. Dolayısıyla ܤx א ܨ  olur. Bu takdirde ܤx ൌ a  b  olacak şekilde 

a א ࣬ሺܷሻ ve b א ࣬ሺܹሻ vardır. 

 b א ࣬ሺܹሻ ؿ ࣨሺܣሻ olduğundan  ܣb ൌ  0  olup 

xܤܣ ൌ aܣ  bܣ ൌ  a             (4.7)ܣ

xܤܣܣ ൌ aܣܣ ൌ a      

elde edilir. 

a א ࣬ሺܷሻ ൌ ࣬ሺܣሻ ת   ࣬ሺܤሻ   olduğundan  

xܤܣܣܥ ൌ aܥ ൌ ܲሺோሺబሻሻܲሺோሺሻሻa ൌ a  ฺ xܤܣܣܥܤܤ   ൌ aܤܤ ൌ a  

           ฺ xܤܣܣܥܤܤܣ ൌ aܣ ൌ   xܤܣ

elde edilir. Dolayısıyla ܤܣሺܤܣܥሻܤܣ ൌ  .olduğu görülür  ܤܣ

 x א ܩ   ve dolayısıyla  ܣx א ࣬ሺܣሻ  olsun. Bu takdirde ܣx ൌ a  b  olacak 

şekilde a א ࣬ሺܷሻ ve b א ࣬ሺVሻ vardır. Öte yandan  b א ࣬ሺܸሻ ؿ ࣨሺܤሻ olduğundan 

ܲሺ࣬ሺబሻሻܲሺ࣬ሺሻሻb ൌ ܲሺ࣬ሺబሻሻ0 ൌ 0     

ve  a א ࣬ሺܷሻ ൌ ࣬ሺܣሻ ת   ࣬ሺܤሻ  olduğundan 

xܣܥ ൌ aܥ  bܥ ൌ ܲሺ࣬ሺబሻሻܲሺ࣬ሺሻሻa  ܲሺ࣬ሺబሻሻܲሺ࣬ሺሻሻb ൌ a  

yazılabilir ve dolayısıyla 

xܣܥܤ ൌ  a               (4.8)ܤ

elde edilir. O halde 
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xܣܥܤܤܣ ൌ aܤܤܣ ൌ ฺ  aܣ xܣܥܤܤܣܣ ൌ aܣܣ ൌ a    

    ฺ xܣܥܤܤܣܣܥ ൌ aܥ ൌ a    

    ฺ xܣܥܤܤܣܣܥܤ ൌ aܤ ൌ    xܣܥܤ

elde edilir. Bu nedenle 

ܣܥܤሻܤܣሺܣܥܤ ൌ       ܣܥܤ

olduğu görülür. 

 ܲ ve ܳ sırasıyla ܲሺ࣬ሺబሻሻ ve ܲሺ࣬ሺሻሻ nin matrisleri olsun. Bu durumda 

ܣܲܳܤ ൌ ሺܤܣሻ  

yazılabilir. 
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5 MOORE–PENROSE TİPİ GENELLEŞTİRİLMİŞ İNVERSLERİN 

İNCELENMESİ 

 

5.1.     Moore–Penrose Tipi Genelleştirilmiş İnverslerin Varlığı 

 

ଵିܣ nonsingüler matrisinin inversi olan ܣ  matrisinin Moore–Penrose şartlarını 

sağlayacağı açıktır. Yani ିܣଵ ൌ ାܣ  olur. Bununla birlikte, eğer ܣ bir singüler matris 

veya kare olmayan bir matris ise bu durumda Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir ܣା 

matrisinin mevcut olup olmadığı ile ilgili bir soru ortaya çıkar. Bu kısımda her ܣ matrisi 

için bir  ܣା matrisinin var ve tek olduğu gösterilecektir. Ayrıca bu şekilde tanımlanan 

Moore–Penrose inversin bir takım özellikleri ifade ve ispat edilecektir. 

Teorem 5.1: ݉ ൈ ݊ tipindeki bir ܣ matrisinin bir Moore–Penrose inversi varsa ݊ ൈ ݉ 

tipindedir. 

İspat: ܣܣା  matrisinin simetrik ve dolayısıyla kare olması gerçeğinden ispat görülür. 

Teorem 5.2: Eğer ܣ  matrisi ݉ ൈ ݊  tipinde sıfır matris ise, ܣା  matrisi ݊ ൈ ݉  tipinde 

sıfır matristir. 

İspat: Açık olarak ܣା ൌ 0 alındığında Moore–Penrose şartlarının sağlandığı görülür. 

Teorem 5.3: Her ܣ matrisi için Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir ܣା matrisi vardır. 

İspat: Eğer ܣ ൌ  0  ise Teorem 5.2’ den ܣା ൌ 0  olduğu açıktır. ܣ ്  0  olsun. ܣ 

matrisinin ݎ ranklı olduğu kabul edilsin. Bu durumda ܣ matrisi 

ൌ ܣ  (5.1)               ܥܤ 

şeklinde parçalanabilir. Burada ܤ  matrisi ݉ ൈ ݎ  tipinde ݎ   0  ranklı ve ܥ  matrisi 

ݎ ൈ ݊  tipinde ݎ   0  ranklı matrisler olup, ܤכܤ  ve כܥܥ  çarpımlarının her ikisi de 

nonsingülerdir. Bu durumda eğer  ܣା matrisi  

ାܣ ൌ  (5.2)            כܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ
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olarak alınırsa, ܣା  matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) ܣܣାܣ ൌ ሺܥܤሻכܥሺכܥܥሻିଵሺܤכܤሻିଵכܤሺܥܤሻ ൌ  ܥሻܤכܤሻିଵሺܤכܤሻିଵሺכܥܥሻሺכܥܥሺܤ

            ൌ ܥܤ ൌ  ,ܣ

(ii) ܣାܣܣା ൌ   כܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥሻܥܤሺכܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ

   ൌ  כܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሻሺכܥܥሻሺܤכܤሻିଵሺܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ

   ൌ כܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ ൌ  ,ାܣ

(iii) ሺܣܣାሻכ ൌ ሾሺܥܤሻכܥሺכܥܥሻିଵሺܤכܤሻିଵכܤሿכ ൌ   כܤሻכܥܥሻିଵሺכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤ

  ൌ כܤሻିଵܤכܤሺܤ ൌ   כܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሻሺכܥܥሺܤ

  ൌ ሺܥܤሻכܥሺכܥܥሻିଵሺܤכܤሻିଵכܤ ൌ  ,ାܣܣ

(iv)  ሺܣାܣሻכ ൌ ሾכܥሺכܥܥሻିଵሺܤכܤሻିଵכܤሺܥܤሻሿכ  

    ൌ   ܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሻሺܤכܤሺכܥ

  ൌ   ܥሻିଵכܥܥሺכܥ

  ൌ    ܥሻܤכܤሻିଵሺܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ

  ൌ ሻܥܤሺכܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ ൌ   ܣାܣ

olduğu görülür. 

Teorem 5.4: Herhangi bir ܣ matrisi için Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir tek  ܣା 

matrisi vardır. Yani her ܣ matrisinin bir tek Moore–Penrose inversi vardır. 

İspat: ܣ   matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağlayan herhangi iki Moore–Penrose 

inversi ܣଵ
ା ve ܣଶ

ା olsun. Bu durumda 
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ଵܣ
ା ൌ ଵܣ

ାܣܣଵ
ା ൌ ଵܣ

ାሺܣܣଵ
ାሻכ ൌ ଵܣ

ାሺܣଵ
ାሻכܣכ ൌ ଵܣ

ାሺܣଵ
ାሻכሺܣܣଶ

ାܣሻכ  

     ൌ ଵܣ
ାሺܣଵ

ାሻכܣכሺܣଶ
ାሻכܣכ ൌ ଵܣ

ାሺܣܣଵ
ାሻכሺܣܣଶ

ାሻכ ൌ ଵܣ
ାܣܣଵ

ାܣܣଶ
ା ൌ ଵܣ

ାܣܣଶ
ା 

     ൌ ଵܣ
ାܣሺܣଶ

ାܣܣଶ
ାሻ ൌ ሺܣଵ

ାܣሻכሺܣଶ
ାܣሻܣכଶ

ା ൌ ଵܣሺכܣ
ାሻכܣכሺܣଶ

ାሻܣכଶ
ା  

     ൌ ሺܣܣଵ
ାܣሻכሺܣଶ

ାሻܣכଶ
ା ൌ ଶܣሺכܣ

ାሻܣכଶ
ା ൌ ሺܣଶ

ାܣሻܣכଶ
ା ൌ ଶܣ

ାܣܣଶ
ା ൌ ଶܣ

ା 

olduğundan  ܣଵ
ା ൌ ଶܣ

ା olur. Yani ܣା matrisi tektir. 

Teorem 5.5: a.  ݉ ൈ ݊  tipindeki bir  ܣ ൌ ൣܽ൧  matrisinin tüm elemanları 1 ise bu 

takdirde 

ାܣ ൌ ଵ
.

  כܣ

dir. 

b. ܽ, ݊ ൈ 1 tipinde ve ܽ ്  0 olan bir sütun vektörü ise bu durumda ܽା 

ܽା ൌ ሺܽܽכሻିଵܽכ  

şeklindedir. 

c. ܽ, 1 ൈ ݊ tipinde ve ܽ ്  0 olan bir satır vektörü ise bu durumda ܽା 

ܽା ൌ   ሻିଵכሺܽܽכܽ

şeklindedir. 

İspat: a. İspat için teoremde verilen ܣା matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağladığını 

göstermek yeterlidir. Bu durumda 

(i) ܣܣାܣ ൌ ܣ ቀ ଵ
.

ቁ  כܣ ܣ ൌ ܣ ଵ
.

ሺܣכܣሻ ൌ .ܣ ଵ
.

. ݉. ݊ ൌ  ,ܣ

(ii) ܣାܣܣା ൌ ቀ ଵ
.

ቁ  כܣ ܣ ቀ ଵ
.

ቁ  כܣ ൌ ଵ
.

ሺܣכܣሻ ቀ ଵ
.

ቁ  כܣ ൌ ଵ
.

. ݉. ݊. ቀ ଵ
.

  ቁ  כܣ

       ൌ ቀ ଵ
.

ቁ  כܣ ൌ  ,ାܣ

(iii) ሺܣܣାሻכ ൌ ቀܣ ଵ
.

ቁכܣ
כ

ൌ ܣ ଵ
.

כܣ ൌ  ,ାܣܣ
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(iv) ሺܣାܣሻכ ൌ ቀ ଵ
.

ቁܣכܣ
כ

ൌ ଵ
.

ܣכܣ ൌ  ܣାܣ

olduğu görülür. 

b.  ܽା matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) ܽܽାܽ ൌ ܽሺܽܽכሻିଵܽܽכ ൌ ܽሺܽܽכሻିଵሺܽܽכሻ ൌ  ܽ, 

(ii)ܽାܽܽା ൌ ሺܽܽכሻିଵܽܽכሺܽܽכሻିଵܽכ ൌ ሺܽܽכሻିଵሺܽܽכሻሺܽܽכሻିଵܽכ 

     ൌ ሺܽܽכሻିଵܽכ ൌ ܽା, 

(iii) ሺܽܽାሻכ ൌ ሾܽሺܽܽכሻିଵܽכሿכ ൌ ܽሺܽܽכሻିଵܽכ ൌ ܽܽା, 

(iv) ሺܽାܽሻכ ൌ ሾሺܽܽכሻିଵܽܽכሿכ ൌ ሺܽܽכሻିଵܽܽכ ൌ ܽାܽ   

olduğu görülür. 

c.  ܽା matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) ܽܽାܽ ൌ ሻିଵܽכሺܽܽכܽܽ ൌ ሺܽܽכሻሺܽܽכሻିଵܽ ൌ ܽ, 

(ii)ܽାܽܽା ൌ ሻିଵכሺܽܽכሻିଵܽܽכሺܽܽכܽ ൌ  ሻିଵכሻሺܽܽכሻିଵሺܽܽכሺܽܽכܽ

     ൌ ሻିଵכሺܽܽכܽ ൌ ܽା, 

(iii) ሺܽܽାሻכ ൌ ሾܽܽכሺܽܽכሻିଵሿכ ൌ ሻିଵכሺܽܽכܽܽ ൌ ܽܽା, 

(iv) ሺܽାܽሻכ ൌ ሾܽכሺܽܽכሻିଵܽሿכ ൌ ሻିଵܽכሺܽܽכܽ ൌ ܽାܽ   

olduğu görülür. 

Örnek 5.1: ܣ ൌ ቂ1 1 1
1 1 1ቃ matrisi verilmiş olsun. 

݉ ൌ  2, ݊ ൌ  3  ve  כܣ ൌ 
1 1
1 1
1 1

൩  

olarak alınırsa 

ାܣ ൌ ଵ
.

כܣ ൌ ଵ
2.3


1 1
1 1
1 1

൩ ൌ 
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄

൩   
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matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) ܣܣା ൌ ቂ1 1 1
1 1 1ቃ . 

1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄

൩ ൌ 1 2⁄ 1 2⁄
1 2⁄ 1 2⁄ ൨    

ܣାܣܣ ൌ 1 2⁄ 1 2⁄
1 2⁄ 1 2⁄ ൨ . ቂ1 1 1

1 1 1ቃ  ൌ ቂ1 1 1
1 1 1ቃ ൌ  ,ܣ

(ii) ܣାܣ ൌ  
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄

൩ . ቂ1 1 1
1 1 1ቃ ൌ 

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

൩  

ାܣܣାܣ  ൌ 
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

൩ . 
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄

൩ ൌ 
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄
1 6⁄ 1 6⁄

൩ ൌ  ,ାܣ

(iii) ሺܣܣାሻכ ൌ 1 2⁄ 1 2⁄
1 2⁄ 1 2⁄ ൨

כ
ൌ 1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄ ൨ ൌ  ,ାܣܣ

(iv) ሺܣାܣሻכ ൌ  
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

൩

כ

ൌ 
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

൩ ൌ  ܣାܣ

olduğu görülür. 

Örnek 5.2: ܽ ൌ ቂ1
2ቃ olsun. Bu durumda 

ܽା ൌ ሺܽܽכሻିଵܽכ ൌ ቀሾ1 2ሿ. ቂ1
2ቃቁ

ିଵ
. ሾ1 2ሿ  

     ൌ ሾ5ሿିଵ. ሾ1 2ሿ ൌ ሾ1 5⁄ ሿ. ሾ1 2ሿ ൌ ሾ1 5⁄ 2 5⁄ ሿ   

matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) ܽܽା ൌ ቂ1
2ቃ . ሾ1 5⁄ 2 5⁄ ሿ ൌ 1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄ ൨  

ܽܽାܽ ൌ 1 5⁄ 2 5⁄
2 5⁄ 4 5⁄ ൨ . ቂ1

2ቃ ൌ ቂ1
2ቃ ൌ ܽ, 

(ii) ܽାܽ ൌ  ሾ1 5⁄ 2 5⁄ ሿ. ቂ1
2ቃ ൌ ሾ1ሿ  

ܽାܽܽା ൌ ሾ1ሿ. ሾ1 5⁄ 2 5⁄ ሿ ൌ ሾ1 5⁄ 2 5⁄ ሿ ൌ ܽା, 
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(iii) ሺܽܽାሻכ ൌ 1 5⁄ 2 5⁄
2 5⁄ 4 5⁄ ൨

כ
ൌ 1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄ ൨ ൌ ܽܽା, 

(iv) ሺܽାܽሻכ ൌ  ሾ1ሿכ ൌ ሾ1ሿ ൌ ܽାܽ  

olduğu görülür. 

Örnek 5.3: a ൌ ሾ1 2 1ሿ alınırsa 

  ܽା ൌ ሻିଵכሺܽܽכܽ ൌ 
1
2
1

൩ . ൭ሾ1 2 1ሿ. 
1
2
1

൩൱
ିଵ

ൌ 
1
2
1

൩ . ሾ6ሿିଵ ൌ 
1 6⁄
1 3⁄
1 6⁄

൩  

matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) ܽܽା ൌ ሾ1 2 1ሿ. 
1 6⁄
1 3⁄
1 6⁄

൩ ൌ ሾ1ሿ 

ܽܽାܽ ൌ ሾ1ሿ. ሾ1 2 1ሿ ൌ ሾ1 2 1ሿ  ൌ ܽ, 

(ii) ܽାܽ ൌ  
1 6⁄
1 3⁄
1 6⁄

൩ . ሾ1 2 1ሿ ൌ 
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

൩  

 ܽାܽܽା ൌ 
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

൩ . 
1 6⁄
1 3⁄
1 6⁄

൩ ൌ 
1 6⁄
1 3⁄
1 6⁄

൩ ൌ ܽା, 

(iii) ሺܽܽାሻכ ൌ ሾ1ሿכ ൌ ሾ1ሿ ൌ ܽܽା, 

(iv) ሺܽାܽሻכ ൌ  
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

൩

כ

ൌ 
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

൩ ൌ ܽାܽ  

olduğu görülür. 
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5.2 Moore–Penrose Tipi Genelleştirilmiş İnverslerin Özellikleri 

 

Teorem 5.6: ܣ herhangi bir matris olmak üzere 

ሺכܣሻା ൌ ሺܣାሻ(5.3)              כ 

eşitliği geçerlidir. 

İspat: (5.1) bağıntısındaki gibi ܣ ൌ כܣ .olsun ܥܤ  ൌ  olduğundan כܤכܥ

ାܣ ൌ   כܤሻିଵܤכܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ

alınırsa 

ሺܣାሻכ ൌ  (5.4)             ܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤ

olur ki bu da  כܣ matrisinin Moore–Penrose inversidir. Gerçekten 

(i) כܣሺכܣሻାכܣ ൌ כܤכܥܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤכܤכܥ ൌ כܤכܥ ൌ  ,כܣ

(ii) ሺכܣሻାכܣሺכܣሻା ൌ  ܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤכܤכܥܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤ

       ൌ ܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤ ൌ ሺכܣሻା, 

(iii) ሾכܣሺכܣሻାሿכ ൌ ሾሺכܤכܥሻܤሺܤכܤሻିଵሺכܥܥሻିଵܥሿכ ൌ ሾכܥሺכܥܥሻିଵܥሿכ 

  ൌ ܥሻିଵכܥܥሺכܥ ൌ ܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሻሺܤכܤሺכܥ ൌ  ,ሻାכܣሺכܣ

(iv) ሾሺכܣሻାכܣሿכ ൌ ሾܤሺܤכܤሻିଵሺכܥܥሻିଵܥሺכܤכܥሻሿכ ൌ ሾܤሺܤכܤሻିଵכܤሿכ 

  ൌ כܤሻିଵܤכܤሺܤ ൌ כܤሻכܥܥሻିଵሺכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤ ൌ ሺכܣሻାכܣ 

olur. Böylece 

ሺכܣሻା ൌ  (5.5)           ܥሻିଵכܥܥሻିଵሺܤכܤሺܤ

elde edilir. (5.4) ve (5.5) bağıntılarından ve bir matrisin Moore–Penrose inversi varsa 

tek olacağından dolayı 

ሺכܣሻା ൌ ሺܣାሻכ  
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olduğu görülür. 

Teorem 5.7: Bir matrisin Moore–Penrose inversinin Moore–Penrose inversi matrisin 

kendisine eşittir. Yani her hangi bir ܣ matrisi için 

ሺܣାሻା ൌ   ܣ

olur.  

İspat: Moore–Penrose invers tanımından 

(i) ܣାሺܣାሻାܣା ൌ ାܣܣାܣ ൌ  ,ାܣ

(ii) ሺܣାሻାܣାሺܣାሻା ൌ ܣାܣܣ ൌ ܣ ൌ ሺܣାሻା, 

(iii) ሾܣାሺܣାሻାሿכ ൌ ሾܣାܣሿכ ൌ ܣାܣ ൌ  ,ାሻାܣାሺܣ

(iv) ሾሺܣାሻାܣାሿכ ൌ ሾܣܣାሿכ ൌ ାܣܣ ൌ ሺܣାሻାܣ ற 

olduğu görülür. 

Teorem 5.8: ܣ matrisinin Moore–Penrose inversinin rankı ܣ matrisinin rankına eşittir. 

Yani 

ሻܣሺݎ ൌ  ାሻ              (5.6)ܣሺݎ

dır. 

İspat: Teorem 2.13  ܣܣାܣ ൌ   Moore–Penrose şartına uygulandığında  ܣ

ሻܣሺݎ ൌ ሻܣାܣܣሺݎ  minሼݎሺܣሻ, ାሻሽܣሺݎ   ାሻ          (5.7)ܣሺݎ

elde edilir. Benzer şekilde Teorem 2.13  ܣାܣܣା ൌ ାܣ  Moore–Penrose şartına 

uygulanırsa 

ାሻܣሺݎ ൌ ାሻܣܣାܣሺݎ  minሼݎሺܣሻ, ାሻሽܣሺݎ   ሻ          (5.8)ܣሺݎ

elde edilir. (5.7) ve (5.8) bağıntılarından dolayı (5.6) bağıntısı sağlanır. 

Sonuç 5.1: ܣ matrisinin rankı ݎ ise, ܣା, ,ାܣܣ ,ܣାܣ ,ܣାܣܣ  ା  matrislerinin herܣܣାܣ

birinin rankı da ݎ dir. 
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Teorem 5.9: ܣ simetrik ve idempotent matris ise, ܣା ൌ   .olur ܣ

İspat: Moore–Penrose invers tanımından 

(i) ܣܣାܣ ൌ ܣܣܣ ൌ ܣଶܣ ൌ ܣܣ ൌ ଶܣ ൌ  ,ܣ

(ii) ܣାܣܣା ൌ ܣܣܣ ൌ ܣଶܣ ൌ ܣܣ ൌ ଶܣ ൌ ܣ ൌ  ,ାܣ

(iii) ሾܣܣାሿכ ൌ ሾܣܣሿכ ൌ ሾܣଶሿכ ൌ כܣ ൌ ܣ ൌ ଶܣ ൌ ܣܣ ൌ  ,ାܣܣ

(iv) ሾܣାܣሿכ ൌ ሾܣܣሿכ ൌ ሾܣଶሿכ ൌ כܣ ൌ ܣ ൌ ଶܣ ൌ ܣܣ ൌ  ܣାܣ

olduğu görülür. 

Teorem 5.10:  ܤ ൌ  Köşሼbଵଵ, bଶଶ, … , bሽ  ise, ܤ  matrisinin Moore–Penrose inversi 

, ݅–yinci satırı ve ݅–yinci sütununda yer alan köşegen elemanı bܤ  ്  0 ise b
ିଵ ve 

b ൌ  0 ise “0” olan bir köşegen matristir. 

İspat: ܤ matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağladığı açıkça görülür. 

Örnek 5.4: 

ܦ ൌ 
2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

  

şeklinde verilen D matrisinin Moore–Penrose inversi 

ܦ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵ
ଶ

0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 ଵ

ଷے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
  

matrisidir. Gerçekten 

ܦܦ ൌ 
2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

 .

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵ
ଶ

0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 ଵ

ଷے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ 
1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1

  

ve 
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ܦܦܦ ൌ 
1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1

 . 
2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

 ൌ 
2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

 ൌ   ܦ

olduğu görülür. 

Teorem 5.11: a. ܣ, ݉ ൈ ݊ tipinde tam satır ranklı bir matris ise, bu durumda 

ାܣ ൌ ାܣܣ  ሻିଵ  veכܣܣሺכܣ ൌ   ܫ

olur. 

b. ܣ, ݉ ൈ ݊ tipinde tam sütun ranklı bir matris ise, bu durumda  

ାܣ ൌ ሺܣכܣሻିଵכܣ  ve  ܣାܣ ൌ   ܫ

olur. 

İspat:  Teoremde verilen ܣା  matrislerinin Moore–Penrose şartlarını sağladığını 

göstermek yeterlidir. Buna göre 

a. (i) ܣܣାܣ ൌ ܣሻିଵכܣܣሺכܣܣ ൌ ሺכܣܣሻሺכܣܣሻିଵܣ ൌ  ,ܣ

(ii) ܣାܣܣା ൌ ሻିଵכܣܣሺכܣܣሻିଵכܣܣሺכܣ ൌ  ሻିଵכܣܣሻሺכܣܣሻିଵሺכܣܣሺכܣ

      ൌ ሻିଵכܣܣሺכܣ ൌ  ,ାறܣ

(iii) ሺܣܣାሻכ ൌ ሺכܣܣሺכܣܣሻିଵሻכ ൌ ሺሺכܣܣሻሺכܣܣሻିଵሻכ ൌ כܫ ൌ  ܫ

         ൌ ሺכܣܣሻሺכܣܣሻିଵ ൌ ሻିଵכܣܣሺכܣܣ ൌ  ,ାܣܣ

(iv) ሺܣାܣሻכ ൌ ሺכܣሺכܣܣሻିଵܣሻכ ൌ ܣሻିଵכܣܣሺכܣ ൌ  ܣାܣ

olduğu görülür. Benzer şekilde 

b. (i) ܣܣାܣ ൌ ܣכܣሻିଵܣכܣሺܣ ൌ ሻܣכܣሻିଵሺܣכܣሺܣ ൌ  ,ܣ

(ii) ܣାܣܣା ൌ ሺܣכܣሻିଵܣכܣሺܣכܣሻିଵכܣ ൌ ሺܣכܣሻିଵሺܣכܣሻሺܣכܣሻିଵכܣ 

      ൌ ሺܣכܣሻିଵכܣ ൌ  ,ାܣ

(iii) ሺܣܣାሻכ ൌ ሺܣሺܣכܣሻିଵכܣሻכ ൌ כܣሻିଵܣכܣሺܣ ൌ  ,ାܣܣ
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(iv) ሺܣାܣሻכ ൌ ሺሺܣכܣሻିଵܣכܣሻכ ൌ ሺሺܣכܣሻିଵሺܣכܣሻሻכ ൌ כܫ ൌ  ܫ

        ൌ ሺܣכܣሻିଵሺܣכܣሻ ൌ ሺܣכܣሻିଵܣכܣ ൌ   ܣାܣ

olduğu görülür.  

Örnek 5.5:  2×3 tipindeki bir  ܣ ൌ ቂ2 1 2
1 1 2ቃ matrisi alındığında rank(ܣ) = 2 olduğu 

açıktır. Yani ܣ tam satır ranklı bir matristir. O halde Teorem 5.11a’dan dolayı 

ାܣ ൌ ሻିଵכܣܣሺכܣ ൌ 
2 1
1 1
2 2

൩ . ൭ቂ2 1 2
1 1 2ቃ . 

2 1
1 1
2 2

൩൱
ିଵ

ൌ 
2 1
1 1
2 2

൩ . ቂ9 7
7 6ቃ

ିଵ
  

    ൌ 
2 1
1 1
2 2

൩ . 9 5⁄ 7 5⁄
7 5⁄ 6 5⁄ ൨ ൌ 

5 4
16 5⁄ 13 5⁄
32 5⁄ 26 5⁄

൩  

olur. 

Örnek 5.6:  3×2 tipinde bir  ܣ ൌ 
2 1
2 0
1 1

൩  matrisi verilmiş olsun. Bu durumda                  

rank( ܣ ) = 2 olduğu açıktır. Yani, ܣ  tam sütun ranklı bir matristir. O halde                   

Teorem 5.11b’den dolayı 

ାܣ ൌ ሺܣכܣሻିଵכܣ ൌ ൭ቂ2 2 1
1 0 1ቃ . 

2 1
2 0
1 1

൩ ൱
ିଵ

. ቂ2 2 1
1 0 1ቃ  

     ൌ ቂ9 3
3 2ቃ

ିଵ
. ቂ2 2 1

1 0 1ቃ ൌ  1 1 3⁄
1 3⁄ 2 9⁄ ൨ . ቂ2 2 1

1 0 1ቃ ൌ 7 3⁄ 2 4 3⁄
8 9⁄ 2 3⁄ 5 9⁄ ൨ 

olduğu görülür. 

Teorem 5.12: ܤ ് 0  ve ܥ ് 0  matrisleri sırasıyla ݉ ൈ ݎ  ve ݎ ൈ ݊  tipinde matrisler 

olmak üzere ݎ ranklı olsun. Bu durumda 

ሺܥܤሻ ൌ                (5.9)ܤܥ

eşitliği gerçeklenir. 
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İspat: Teorem 5.11’e göre 

ାܥ ൌ ܤ  ሻିଵ   veכܥܥሺכܥ ൌ ሺכܤܤሻିଵכܤ  

olur ve buradan 

ܤܥ ൌ   כܤሻିଵכܤܤሻିଵሺכܥܥሺכܥ

elde edilir. Bu değer zaten (5.2) bağıntısından dolayı ሺܥܤሻ matrisidir. O halde 

ܤܥ ൌ ሺܥܤሻ  

olduğu görülür. 

 

5.3. Matris Çarpımının Moore–Penrose İnverslerinin Karakterizasyonu 

 

Bu kısımda ԧ
 , kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı ݉ ൈ ݊ tipinde bir ܣ 

matrisinin Moore–Penrose inversi ܣା  olmak üzere, ሺܤܣሻା ve ܤାܣା  ile ifade edilen 

matrisler için bir dizi rank formülleri verilecektir. Bu rank formülleri ሺܤܣሻା ve ܤାܣା 

matrislerini içeren çeşitli eşitlikleri karakterize etmek için kullanılacaktır.  

 Aynı boyutlu pሺܣଵ
ା, … , ܣ

ାሻ  ve  qሺܤଵ
ା, … , ܤ

ାሻ matris ifadeleri verilmiş olsun. 

Bu kısımda  pሺܣଵ
ା, … , ܣ

ାሻ ൌ  qሺܤଵ
ା, … , ܤ

ାሻ   olması için bir takım gerek ve yeter 

şartlar ortaya konulacaktır.  Açık olarak bu eşitlik 

ଵܣሾpሺݎ
ା, … , ܣ

ାሻ െ  qሺܤଵ
ା, … , ܤ

ାሻሿ ൌ 0  

eşitliğine denktir. Sol taraftaki matrisin rankını ifade etmek için bir formül 

bulunabilirse, bu formülden  pሺܣଵ
ା, … , ܣ

ାሻ ൌ qሺܤଵ
ା, … , ܤ

ାሻ  eşitliğinin sağlanması için 

bir gerek ve yeter şart türetilebilir. Bu yöntemin matrislerin Moore–Penrose 

inverslerinin çeşitli eşitliklerini karakterize etmek için oldukça etkili bir yöntem olduğu 

kanıtlanmıştır. (Tian, Y., 1999) 

Bu kısımda öncelikle blok matrisler için gerekli olabilecek bazı rank formülleri 

hatırlatılacaktır. (Marsiglia G., Styan , G.P.H., 1974) 
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,ܣሾݎ ሿܤ ൌ ሻܣሺݎ   – ܤ൫ݎ   ൯.          (5.10)ܤାܣܣ 

ݎ ቂܣ ܤ
ܥ 0ቃ ൌ ሻܤሺݎ  ሻܥሺݎ  – ܫሾሺݎ  ሻሿ.       (5.11)ܥାܥ – ܫሺܣାሻܤܤ 

Eğer ࣬ሺܤሻ ك   ࣬ሺܣሻ  ve  ࣬ሺכܥሻ ك   ࣬ሺכܣሻ ise, bu durumda 

ݎ ቂܣ ܤ
ܥ ቃܦ ൌ ሻܣሺݎ    – ܦሺݎ   ሻ         (5.12)ܤାܣܥ 

olur. (5.12) bağıntısı ve  כܣሺכܣܣכܣሻାכܣ ൌ  ା eşitliğindenܣ

– ܦ൫ݎ ൯ܤାܣܥ  ൌ ݎ ቂכܣܣכܣ ܤכܣ
כܣܥ ܦ ቃ െ  ሻ        (5.13)ܣሺݎ

olduğu görülür. 

ܥ ൌ ሾܥଵ, , ଶሿܥ ܤ ൌ ܤଵ
ଶܤ

൨  ve  ܣ ൌ ܣଵ 0
0 ଶܣ

൨ olsun. Bu takdirde (5.13) bağıntısı 

rሺܥ – ܦଵܣଵ
ାܤଵ – ܥଶܣଶ

ାܤଶሻ  ൌ ݎ 
ଵܣ

כ ଵܣ
ଵܣכ

כ 0 ଵܣ
ଵܤכ

0 ଶܣ
כ ଶܣଶܣ

כ ଶܣ
כ ଶܤ

ଵܣଵܥ
כ ଶܣଶܥ

כ ܦ
 െ – ଵሻܣሺݎ  ଶሻ      (5.14)ܣሺݎ 

şeklini alır. 

Bir matrisin her hangi iki ଵܺ ve ܺଶ  dış inversleri için yaygın şekle kullanılan 

başka bir rank formülü, onların farklarının rankının 

ሺݎ ଵܺ െ ܺଶሻ ൌ ݎ  ଵܺ
ܺଶ

൨  ሾݎ  ଵܺ, ܺଶሿ െ ሺݎ  ଵܺሻ െ  ሺܺଶሻ      (5.15)ݎ 

şeklinde olmasıdır. 

(5.15) bağıntısının basit bir sonucu olarak, bir matrisin ଵܺ ve ܺଶ gibi her hangi 

iki dış inversi için 

ଵܺ ൌ ܺଶ  ࣬ሺ ଵܺሻ ൌ ࣬ሺܺଶሻ  ve  ࣬ሺ ଵܺ
ሻכ ൌ ࣬ሺܺଶ

 ሻ         (5.16)כ

bağıntısı yazılabilir. 
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Lemma 5.1: . א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

 verilsin. O halde ܤାܣା çarpımı 

ାܣାܤ ൌ െሾכܤ, 0ሿ ቂ 0 כܣܣכܣ

כܤܤכܤ כܣכܤ ቃ
ା

ቂכܣ

0 ቃ ൌ െܲܬାܳ        (5.17) 

şeklinde yazılabilir. Burada ܲ,  ve ܳ blok matrisleri ܬ

ሻܬሺݎ  ൌ ሻܣሺݎ    , ሻܤሺݎ  ࣬ሺܳሻ ك   ࣬ሺܬሻ  ve  ࣬ሺܲכሻ ك  ࣬ሺכܬሻ       (5.18) 

şartlarını sağlar. 

Buna ilaveten aşağıdaki basit özellikler verilebilir. 

࣬ሺܤሻ ك    ࣬ሺܣሻ  ֞ ,ܣሾݎ  ሿܤ  ൌ  ሻ ,        (5.19)ܣሺݎ 

࣬ሺܣሻ ك    ࣬ሺܤሻ  ve  ݎሺܣሻ  ൌ ሻܤሺݎ    ฺ   ࣬ሺܣሻ  ൌ  ࣬ሺ(5.20)      , (ܤ 

࣬ሺܣሻ ك    ࣬ሺܤሻ  ฺ  ࣬ሺܲܣሻ ك   ࣬ሺܲܤሻ ,         (5.21) 

࣬ሺܣሻ  ൌ  ࣬ሺכܣܣሻ  ൌ  ࣬ሺܣכܣܣሻ  ൌ  ࣬ሺܣAறሻ  ൌ  ࣬ሾሺܣାሻכሿ ,     (5.22) 

࣬ሺכܣሻ  ൌ  ࣬ሺܣכܣሻ  ൌ  ࣬ሺכܣܣכܣሻ  ൌ  ࣬ሺAାሻ  ൌ  ࣬ሺAାܣሻ ,      (5.23) 

࣬ሺܣଵሻ  ൌ  ࣬ሺܣଶሻ  ve  ࣬ሺܤଵሻ  ൌ  ࣬ሺܤଶሻ  ฺ ,ଵܣሾݎ  ଵሿܤ  ൌ ,ଶܣሾݎ   ଶሿ .    (5.24)ܤ

ሺܤܣሻା ve ܤାܣା  çarpımlarına ilişkin bazı önemli rank eşitlikleri değişik kaynaklarda 

verilmiştir. (Baksalary, J.K. ve Styan, G.P.H., 1993) 

– ܤܣሺݎ ሻܤܣାܣାܤܤܣ   ൌ – ܣାܣାܤܤሾݎ  ሺܤܤାܣାܣሻଶሿ  

    ൌ ,כܣሾݎ  ሿܤ   – ሻܤܣሺݎ  – ሻܣሺݎ   ሻ      (5.25)ܤሺݎ 

eşitliğini ispatlamışlardır. 

Açıkça görülebilir ki ܤାܣା  matrisinin ܤܣ  matrisinin genelleştirilmiş inversi 

olması için gerek ve yeter şart  ܤܣ –  .matrisinin rankının sıfır olmasıdır  ܤܣାܣାܤܤܣ 

Ayrıca ܤܤାܣାܣ  matrisinin idempotent olması için gerek ve yeter şart                 

ൌ ܣାܣାܤܤ  ሺܤܤାܣାܣሻଶ olmasıdır. (5.25) bağıntısından iki ifadenin denk olduğu ve 

bunların sağlanması için gerek ve yeter şartın  ݎሾכܣ, ሿܤ  ൌ ሻܣሺݎ     – ሻܤሺݎ   ሻܤܣሺݎ 

olduğu görülür. Öte yandan  
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ାሻܤܤܣାܣ – ܣାܣାܤܤሺݎ  ൌ – ܣାܣାܤܤሾݎ2  ሺܤܤାܣାܣሻଶሿ      (5.26) 

eşitliği verilebilir. (Bérubé ve ark.,1991,1993) 

(5.25) ve (5.26) bağıntıları birleştirilerek 

– ܤܣሺݎ ሻܤܣାܣାܤܤܣ   ൌ – ܣାܣାܤܤሾݎ  ሺܤܤାܣାܣሻଶሿ  

   ൌ ଵ
ଶ

 ାሻܤܤܣାܣ – ܣାܣାܤܤሺݎ

   ൌ ,כܣሾݎ  ሿܤ   – ሻܤܣሺݎ  – ሻܣሺݎ   ሻ      (5.27)ܤሺݎ 

elde edilir. Bu sonuçlar göz önüne alındığında (5.27) bağıntısı ile ilgili olarak aşağıdaki 

yeni rank eşitlikleri verilebilir. 

Teorem 5.13:  א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

  matrisleri verilmiş olsun. Bu durumda 

ାሻܣାܤܤܣାܣାܤ – ାܣାܤሺݎ ൌ   ା൧ܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ – ାܣାܤൣݎ

          ൌ  ାሻାሿܤܤܣାܣሺ – ܣାܣାܤܤሾݎ 

          ൌ ,כܣሼሾݎ  ,כܣሿሾܤ – ܣାܣ – ሿାܤ ାܤܤ     ାሽܤܤܣାܣ 

          ൌ ,כܣሾݎ  ሿܤ   – ሻܤܣሺݎ  – ሻܣሺݎ   ሻ       (5.28)ܤሺݎ 

olur. 

İspat.   (5.25) bağıntısının birinci ve üçüncü rank ifadelerinde ܣ yerine ܤା ve ܤ yerine 

 ା yazıldığındaܣ

ାሻܣାܤܤܣାܣାܤ – ାܣାܤሺݎ ൌ ,כାሻܤሾሺݎ  ାሿܣ   – ାሻܣାܤሺݎ  – ାሻܤሺݎ   ାሻ    (5.29)ܣሺݎ 

elde edilir. Bunun sonucu olarak (5.22)–(5.24) bağıntılarından 

,כାሻܤሾሺݎ ାሿܣ  ൌ   ,ሿכܣ , ܤሾݎ 

ାሻܣାܤሺݎ  ൌ ሻכܣכܤሺݎ   ൌ   ,ሻܤܣሺݎ 

ାሻܣሺݎ  ൌ   ,ሻܣሺݎ 

ାሻܤሺݎ  ൌ   ሻܤሺݎ 
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eşitlikleri yazılabilir. Böylece (5.28) bağıntısının birinci ve beşinci ifadelerinin eşit 

olduğu görülür. 

(5.13) bağıntısına ve sonra da (5.28) bağıntısının ikinci ifadesine Blok Gauss 

Eliminasyonu uygulayarak 

ାሻܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ – ାܣାܤሺݎ  ൌ ݎ ሺܤܤାܣାܣሻଶ ାܣାܤܤ

ܣାܣାܤ ାܣାܤ ൨ െ  ାሻܤܤܣାܣሺݎ

      ൌ ݎ ሺܤܤାܣାܣሻଶ െ ାܣାܤܤ 0
0 ା൨ܣାܤ െ  ሻܤܣሺݎ

      ൌ ሻଶܣାܣାܤܤሾሺݎ െ ሺܤܤାܣାܣሻଶ] 

elde edilir. Bu sonuç ve (5.27) bağıntısından (5.28) bağıntısındaki üçüncü ve beşinci 

rank ifadelerinin eşit olduğu görülür. 

Öte yandan her hangi bir  ܯ matrisi için 

ାܯሺܯכܯ െ ሻכܯ ൌ ାܯܯכܯ  െ כܯܯכܯ ൌ כܯ െ   כܯܯכܯ

ve 

כܯሺכାሻܯାሺܯ െ ሻכܯܯכܯ ൌ כܯכାሻܯାሺܯ  െ   כܯܯכܯכାሻܯାሺܯ

          ൌ ାܯ  െ   כܯܯାܯ

        ൌ ାܯ െ   כܯ

eşitliklerinin sağlandığı kolayca görülür. Böylece 

ାܯሺݎ െ ሻכܯ  ൌ כܯሺݎ  െ ሻכܯܯכܯ  ൌ ܯሺݎ  െ   ሻܯכܯܯ

elde edilir. Bu durum  ܤܤାܣାܣ െ ሺܣାܤܤܣାሻା matrisine uyguladığında 

ାሻାሿܤܤܣାܣሺ – ܣାܣାܤܤሾݎ ൌ ାܤܤܣାܣሾݎ െ ሺܣାܤܤܣାሻଶሿ  

           ൌ ܣାܣାܤܤሾݎ െ ሺܤܤାܣାܣሻଶሿ  

sonucuna varılır. Bu eşitlik ile birlikte (5.28) bağıntısından (5.28) bağıntısındaki üçüncü 

ve beşinci rank ifadelerinin eşit olduğu görülür. 
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Bir ܯ  matrisinin ranjı üzerindeki ortogonal izdüşümün  ܯܯା  ile ifade 

edilebileceği hatırlanırsa eğer  ࣬ሺܯሻ ൌ ࣬ሺܰሻ  ise,  ܯܯା ൌ ܰܰା  olacağı görülür. 

Herhangi bir  ܯ ൌ ሾܣ ,  ሿ satır blok matris içinܤ

ൌ ܯ  ሾܣ , ሿܤ  ൌ  ሾܣ , – ܤ ሿܤାܣܣ  ቂܫ ܤାܣ
0 ܫ

ቃ  

yazılabilir. Bu nedenle 

࣬ሺܯሻ  ൌ  ࣬ሾܣ , – ܤ   ሿܤାܣܣ 

olur. Bu durumda tanımdan 

ሾܣ , – ܤ ሿାܤାܣܣ   ൌ   ାܣ

ሺܤ–   ሻା൨ܤାܣܣ

olduğu kolayca görülür. Böylece 

ሾܣ , , ܣሿሾܤ ሿାܤ ൌ ሾܣ , – ܤ , ܣሿሾܤାܣܣ  – ܤ   ሿାܤାܣܣ 

ൌ ሾܣ , – ܤ ሿܤାܣܣ  ቈ
ାܣ

൫ܤ – ൯ܤାܣܣ 
ା  

  ൌ ାܣܣ  ሺܤ – – ܤሻሺܤାܣܣ   ሻା       (5.30)ܤାܣܣ 

yazılabilir. 

ܯ ൌ  ሾכܣ,  ሿ  alınsın.  Bu durumdaܤ

– ܣାܣ – ାܯܯ ାܤܤ   ାܤܤܣାܣ ൌ  ሺܫ െ –ାܯܯሻሺܣାܣ  ାሻ      (5.31)ܤܤ

olduğu kolayca gösterilebilir.  Bu durumda (5.30) bağıntısına göre 

– ାܯܯ ାܤܤ   ൌ  ሺכܣ– –כܣሻ ሺכܣାܤܤ    ሻାכܣାܤܤ 

yazılabilir. Böylece 
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– ܣାܣ – ାܯܯሺݎ ାܤܤ     ାሻܤܤܣାܣ

 ൌ ܫሾሺݎ  െ –ାܯܯሻሺܣାܣ   ାሻሿܤܤ

 ൌ , כܣሾݎ  ሺכܣ– –כܣሻ ሺכܣାܤܤ  – ሻାሿכܣାܤܤ   ሻ          ( (5.10) dan )ܣሺݎ 

 ൌ , כܣሾݎ  –כܣ – ሿכܣାܤܤ   ሻ          ( (5.24) ten )ܣሺݎ 

 ൌ , כܣሾݎ  – ሿכܣାܤܤ  ሻܣሺݎ 

ൌ ܫሾሺݎ  െ ,כܣାሻܤܤ – ሿכܣାܤܤ   ሻܣሺݎ 

 ൌ ܫሾሺݎ  െ ሿכܣାሻܤܤ  ሻכܣାܤܤሺݎ  െ  ሻܣሺݎ

 ൌ , כܣሾݎ  ሿܤ  ሻܤܣሺݎ െ ሻܣሺݎ െ  ሻ          ( (5.10) dan )ܤሺݎ

olur ki bu da (5.28) bağıntısının  son eşitliğini ispatlar. 

Teorem 5.14:   א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

  matrisleri verilmiş olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler birbirine denktir. 

(a) ܤାܣା matrisi ܤܣ matrisinin bir g–invers matrisidir. 

(b) ܤାܣା matrisi ܤܣ matrisinin bir dış invers matrisidir. 

(c) ܣାܣ matrisi ile  ܤܤା matrisi değişmelidir. 

(d) ܣାܤܤܣା  matrisi idempotenttir. 

(e) ܤܤାAାܣ  matrisi idempotenttir. 

(f) ܤାሺܣାܤܤܣାሻାܣା ൌ  .ାܣାܤ

(g) ሺܣାܤܤܣାሻା ൌ  .ܣାܣାܤܤ

(h) ሾכܣ , , כܣሿሾܤ ሿାܤ  ൌ  ܣାܣ  ାܤܤ  െ  .ାܤܤܣାܣ

(i) ݎሾכܣ , ሿܤ  ൌ ሻܣሺݎ    – ሻܤሺݎ   .ሻܤܣሺݎ 

(j) boyሾ࣬ሺכܣሻ ת   ࣬ሺܤሻሿ  ൌ  .ሻܤܣሺݎ 

(k) ݎ൫ܤ – Aାܤܣ൯ ൌ ሻܤሺݎ  െ  .ሻܤܣሺAାݎ
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(l) ݎ൫ܣ – ା൯ܤܤܣ  ൌ ሻܣሺݎ െ  .ାሻܤܤܣሺݎ

İspat:  (c) ฺ (a):  Bu durumda 

ାܤܤܣାܣ ൌ Bܣାܣାܤܤ ฺ ܤାܤܤܣାܣܣ ൌ ܤܣାܣାܤܤܣ ฺ ܤܣ ൌ   ܤܣାܣାܤܤܣ

olur. Bu ise ܤାܣା matrisinin ܤܣ matrisinin bir g–invers matrisi olduğunu gösterir. 

(c) ฺ (b): Bu durumda  

ାܤܤܣାܣ ൌ ܣାܣାܤܤ ฺ ାܣାܤܤܣାܣାܤ ൌ   ାܣܣାܣାܤܤାܤ

                                    ฺ ାܣାܤܤܣାܣାܤ ൌ   ାܣାܤ

olur ki bu ܤାܣା matrisinin ܤܣ matrisinin bir dış inversi olduğunu gösterir. 

(c) ฺ (d): ܣାܣ ,  ା ile değişmeli olsun. Bu durumdaܤܤ

ሺܣାܤܤܣାሻଶ ൌ   ାܤܤܣାܣାܤܤܣାܣ

                    ൌ   ܣାܣାܤܤାܤܤܣାܣ

                    ൌ  ܣାܣାܤܤܣାܣ

                    ൌ   ାܤܤܣାܣܣାܣ

                    ൌ   ାܤܤܣାܣ

elde edilir. 

(c) ฺ (e): ܣାܣ ,  ା ile değişmeli olsun. Bu durumdaܤܤ

ሺܤܤାܣାܣሻଶ ൌ   ܣାܣାܤܤܣାܣାܤܤ

                    ൌ   ାܤܤܣାܣܣାܣାܤܤ

                    ൌ  ାܤܤܣାܣାܤܤ

                    ൌ   ܣାܣାܤܤାܤܤ

  ܣାܣାܤܤ =                    

olduğu görülür. 
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(c) ฺ  (f) ve (c) ฺ  (g) ve (c) ฺ  (h) ve (c) ฺ  (k) denklikleri benzer şekilde 

gösterilebilir. 

(i) ฺ (j):  ݎሾכܣ, ሿܤ ൌ ሻܣሺݎ  ሻܤሺݎ െ   ሻ olsun. Tian (1999)  tarafından verilenܤܣሺݎ

,כܣሾݎ ሿܤ ൌ ሻכܣሺݎ  ሻܤሺݎ െ boyሾ࣬ሺכܣሻ ת ࣬ሺܤሻሿ   

rank formülünden 

boyሾ࣬ሺכܣሻ ת ࣬ሺܤሻሿ ൌ   ሻܤܣሺݎ

elde edilir. 

(i) ฺ (k): ݎሾܣ, ሿܤ ൌ ሻܣሺݎ   – ܤ൫ݎ   ൯ şeklindeki (5.10) bağıntısından çıkar. Buܤାܣܣ 

durumda 

,ܣሾݎ ሿܤ ൌ ሻܣሺݎ   – ܤ൫ݎ  ൯ܤାܣܣ  ൌ ሻכܣሺݎ  ሻܤሺݎ െ     ሻܤכܣሺݎ

yazılabilir. Öte yandan (5.23) ve (5.24) bağıntılarından 

– ܤ൫ݎ ൯ܤାܣܣ  ൌ ሻܤሺݎ െ   ሻܤାܣܣሺݎ

olur. 

(i) ฺ (l): Bu durum  ݎሾܣ, ሿܤ ൌ ሻܣሺݎ   – ܤ൫ݎ   ൯  şeklindeki (5.10) bağıntısındanܤାܣܣ 

elde edilir.  

Teorem 5.15:   א ܣ ԧ
  ve  א ܤ ԧ

  matrisleri verilmiş olsun. Bu takdirde 

(a) ݎሾሺܤܣሻሺܤܣሻା െ ሺܤܣሻሺܤାܣାሻሿ ൌ ,ܤሾݎ ሿܤܣכܣ െ  ሻܤሺݎ

              ൌ ܤܣכܣሺݎ െ   ሻܤܣכܣାܤܤ

(b) ݎሾሺܤܣሻାሺܤܣሻ െ ሺܤାܣାሻሺܤܣሻሿ ൌ ݎ ቂ ܣ
ቃכܤܤܣ െ ሻܣሺݎ ൌ כܤܤܣሺݎ െ  ሻܣାܣכܤܤܣ

olur. Özel olarak 

(c) ሺܤܣሻାሺܤܣሻ ൌ ሺܤାܣାሻሺܤܣሻ  כܤܤܣ ൌ   ܣାܣכܤܤܣ

࣬ሺܤܣכܣሻ ك ࣬ሺܤሻ  ାܣାܤ  matrisi ܤܣ   matrisi için Moore–Penrose şartlarından ilk 

üçünü sağlar. 
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(d) ሺܤܣሻାሺܤܣሻ ൌ ሺܤାAାሻሺܤܣሻ  Aܤܣכ ൌ ܤܣכାAܤܤ  

࣬ሺܤBכAכሻ ك ࣬ሺAכሻ   ,matrisi için Moore–Penrose şartlarından (i) ܤܣ ାAା matrisiܤ

(ii) ve (iv) şartlarını sağlar. 

(e) Aşağıdaki dört ifade denktir. 

 (1) ሺܤܣሻା ൌ  .ାAାܤ

 (2) ሺܤܣሻሺܤܣሻା ൌ ሺܤܣሻሺܤାAାሻ  ve   

      ሺܤܣሻାሺܤܣሻ ൌ ሺܤାAାሻሺܤܣሻ. 

ൌ ܤܣכܣ (3)   ve ܤܣכܣାܤܤ 

כܤܤܣ        ൌ  .ܣାܣכܤܤܣ 

 ve  (ܤ)࣬ ك ሻܤܣכܣ)࣬ (4) 

 .(כܣ)࣬ ك (כܣכܤܤ)࣬       

İspat. ܰ ൌ ܤܣ  olsun. Lemma 5.1’ den  ܰା ൌ െܲܬାܳ  yazılabilir. (5.13) bağıntısına 

göre  

ሺܰܰାݎ െ ାሻܣାܤܰ ൌ ݎ ቂܰܰכ כܰ

ܰ ାቃܣାܤܰ െ   ሺܰሻݎ

         ൌ ݎ ቂ0 כܰ െ ାܣାܤܰכܰ

ܰ 0
ቃ െ   ሺܰሻݎ

         ൌ כሺܰݎ െ  ାሻ   ( (5.17) bağıntısından)ܣାܤܰכܰ

         ൌ כሺܰݎ     ାܳሻܬܲܰכܰ

         ൌ ݎ ቂ ܬ ܳ
ܲܰכܰ െܰכቃ െ   ሻܬሺݎ

         ൌ ݎ 
0 כܣܣכܣ כܣ

כܤܤכܤ כܣכܤ 0
כܤܰכܰ 0 െܰכ

൩ െ ሻܣሺݎ െ   ሻܤሺݎ

         ൌ ݎ 
0 0 כܣ

כܤܤכܤ כܣכܤ 0
כܤܰכܰ כܣܣכܰ 0

൩ െ   ሻܤሺݎ
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         ൌ ݎ ቂכܤܤכܤ כܣכܤ

כܤܰכܰ ቃכܣܣכܰ െ ሻܣሺݎ െ   ሻܤሺݎ

         ൌ ݎ ቂ כܣכܤ ܤכܤ
כܣܣכܣכܤ ቃܰכܰ െ  ሻܤሺݎ

         ൌ ݎ ቂܤכܤ ܤܣכܣכܤ
ܤܣ ܤܣכܣܣ ቃ െ   ሻܤሺݎ

         ൌ ݎ ቀቂכܤ

ܣ ቃ ሾܤ , ሿቁܤܣכܣ െ  ሻܤሺݎ

        ൌ , ܤሾݎ ሿܤܣכܣ െ   ሻܤሺݎ

elde edilir. Bu durum teoremin (a) maddesindeki ilk eşitliği doğrular. (a) şıkkındaki 

ikinci eşitlikteki blok matrise (5.10) bağıntısı uygulandığında  

, ܤሾݎ ሿܤܣכܣ ൌ ሻܤሺݎ   ܤܣכܣሺݎ  െ   ሻܤܣכܣାܤܤ

, ܤሾݎ ሿܤܣכܣ െ ሻܤሺݎ ൌ ሻܤሺݎ   ܤܣכܣሺݎ  െ ሻܤܣכܣାܤܤ െ   ሻܤሺݎ

            ൌ ܤܣכܣሺݎ െ   ሻܤܣכܣାܤܤ

olduğu görülür.  

Benzer şekilde (b) deki eşitlikler de gösterilebilir. (c) ve (d) deki sonuçlar (a) ve 

(b) maddelerinin direkt sonuçlarıdır. (e) ise doğrudan (c) ve (d) maddelerini takip 

ederek elde edilir. 

Yukarıdaki durum, iki matrisin çarpımının Moore–Penrose inversini alırken, 

bazı rank eşitliklerinin direkt sonucunu dikkate almak gerektiğini göstermektedir. 

Aşağıda iki matrisin çarpımının Moore–Penrose inversi ile ilgili bazı rank 

eşitlikleri ortaya konulacaktır. Bu eşitlikler ሺܤܣሻା ൌ  ା olması için gerek ve yeterܣାܤ

şartların tespit edilmesine yardımcı olacaktır. 

Teorem 5.16:   א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

 matrisleri verilmiş olsun. Bu takdirde 

(a) ݎሾܤܤܣା െ ሺܤܣሻሺܤܣሻାܣሿ ൌ , ܤሾݎ ሿܤܣכܣ െ  .ሻܤሺݎ

(b) ݎሾܣାܤܣ െ ሻሿܤܣሻାሺܤܣሺܤ ൌ ݎ ቂ ܣ
ቃכܤܤܣ െ  .ሻܣሺݎ
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(c) ݎሺܤܤܣכܣା െ ሻܣכܣାܤܤ ൌ , ܤሾݎ2 ሿܤܣכܣ െ  .ሻܤሺݎ2

(d) ݎሺܣାכܤܤܣ െ ሻܣାܣכܤܤ ൌ ݎ2 ቂ ܣ
ቃכܤܤܣ െ  ሻܣሺݎ2

olur. Özel olarak 

(e) ሺܤܣሻሺܤܣሻାܣ ൌ ାܤܤܣ  ାܤܤܣכܣ ൌ ܣכܣାܤܤ  

࣬ሺܤܣכܣሻ ك ࣬ሺܤሻ   matrisi için Moore–Penrose şartlarından ilk  ܤܣ ା  matrisiܣାܤ

üçünü sağlar.  

(f) ܣାܤܣ ൌ ሻܤܣሻାሺܤܣሺܤ  כܤܤܣାܣ ൌ ܣାܣכܤܤ  

࣬ሺכܣכܤܤሻ ك ࣬ሺכܣሻ   ା  matrisi AB için matrisi için Moore–Penrose şartlarındanܣାܤ

(i), (ii) ve (iv) şartlarını sağlar. 

(g) Aşağıdaki üç ifade denktir. 

 (1) ሺܤܣሻା ൌ  .ାܣାܤ

 (2) ሺܤܣሻ ሺܤܣሻାܣ ൌ ܤܣାܣ   ା   veܤܤܣ  ൌ  .ሻܤܣሻାሺܤܣሺܤ

ାܤܤܣכܣ (3)  ൌ כܤܤܣାܣ   ve   ܣכܣାܤܤ ൌ  .ܣାܣכܤܤ

İspat. (a). Bu maddenin ispatında aşağıdaki rank formülü kullanılacaktır. (Tian ve 

Styan, 2001) 

ܷ ve ܸ idempotent matrisler olmak üzere 

ܯሺܷݎ െ ሻܸܯ ൌ ݎ ቂܷܯ
ܸ ቃ  ,ܸܯሾݎ ܷሿ െ ሺܷሻݎ െ  ሺܸሻ        (5.32)ݎ

dır. ܤܤା  ve ܤܣሺܤܣሻା  çarpımlarının her ikisi de idempotenttir. (5.32) bağıntısında      

ܷ ൌ ܸ   ,ାܤܤ ൌ ሺܤܣሻሺܤܣሻା ve   ܯ ൌ  alınırsa istenildiği gibi  ܣ

ାܤܤܣሾݎ െ ሺܤܣሻሺܤܣሻାܣሿ  

ൌ ݎ  ܣାܤܤ
ሺܤܣሻሺܤܣሻା൨  ,ሻାܤܣሻሺܤܣሺܣሾݎ ାሿܤܤ െ ାሻܤܤሺݎ െ   ሻାሿܤܣሻሺܤܣሾሺݎ

 ൌ ሻܤܣሺݎ  ,כሻܤܣሺܣሾݎ ሿכܤ െ ሻܤሺݎ െ   ሻܤܣሺݎ
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 ൌ ,ܣכܣכܤሾݎ ሿכܤ െ   ሻܤሺݎ

 ൌ ,ܤܣכܣሾݎ ሿܤ െ  ሻܤሺݎ

 ൌ ,ܤሾݎ ሿܤܣכܣ െ  ሻܤሺݎ

olduğu görülür. 

(b)  ܣܣା  ve ሺܤܣሻାܤܣ  çarpımlarının her ikisi de idempotenttir. Bu durumda (5.32) 

bağıntısında  ܷ ൌ ܸ   ,ܣାܣ ൌ ሺܤܣሻାሺܤܣሻ ve   ܯ ൌ  alınırsa ܤ

ܤܣାܣሾݎ െ   ሻሿܤܣሻାሺܤܣሺܤ

ൌ ݎ  ܤܣାܣ
ሺܤܣሻାሺܤܣሻ൨  ,ሻܤܣሻାሺܤܣሺܤሾݎ ሿܣାܣ െ ሻܣାܣሺݎ െ   ሻሿܤܣሻାሺܤܣሾሺݎ

 ൌ ሻܤܣሺݎ  ,כሻܤܣሺܤሾݎ ሿכܣ െ ሻܣሺݎ െ   ሻܤܣሺݎ

 ൌ ,כܣכܤܤሾݎ ሿכܣ െ   ሻܣሺݎ

 ൌ ݎ ቂ ܣ
ቃכܤܤܣ െ   ሻܣሺݎ

olduğu görülür. 

(c) Bu maddenin ispatlanmasında aşağıdaki rank formülü kullanılacaktır. (Tian, Y., 

1999) 

ܷ ve ܸ idempotent matrisler olmak üzere 

ሺܷܸݎ െ ܸܷሻ ൌ , ሾܷݎ2 ܸሿ  ሾܷܸሿݎ2 െ ሺܷሻݎ2 െ  ሺܸሻ        (5,33)ݎ2

dır. ܣכܣ  ve ܤܤା  çarpımlarının her ikisi de idempotenttir. (5,33) bağıntısında                 

ܷ ൌ ܸ   ve  ܣכܣ ൌ  ା alındığında, istenildiği gibiܤܤ

ାܤܤ ܣכܣሺݎ െ ሻ ܣכܣାܤܤ  ൌ ,  ܣכܣሾݎ2 ାሿܤܤ  ାሿܤܤ ܣכܣሾݎ2 െ ሻ ܣכܣሺݎ2 െ   ାሻܤܤሺݎ2

      ൌ ሻ ܣכܣሺݎ2  , ܤሾݎ2 ሿܤ ܣכܣ െ ሻ ܣכܣሺݎ2 െ   ሻܤሺݎ2

      ൌ , ܤሾݎ2 ሿܤ ܣכܣ െ   ሻܤሺݎ2

olduğu görülür. 
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(d) ܣାܣ  ve כܤܤ  çarpımlarının her ikisi de idempotent olup (5,33) bağıntısında                 

ܷ ൌ ܸ  ve ܣାܣ ൌ   alınırsa כܤܤ

כܤܤ ܣାܣሺݎ െ ሻ ܣାܣכܤܤ  ൌ ,  ܣାܣሾݎ2 ሿכܤܤ  ሿכܤܤ ܣାܣሾݎ2 െ ሻ ܣାܣሺݎ2 െ   ሻכܤܤሺݎ2

      ൌ ሻכܤܤሺݎ2  ݎ2 ቂ ܣ
ቃכܤܤ ܣ െ ሻ ܣሺݎ2 െ   ሻכܤܤሺݎ2

      ൌ ݎ2 ቂ ܣ
ቃכܤܤ ܣ െ   ሻܣሺݎ2

elde edilir. 

(e)  ve (f)  maddelerinin ispatı benzer şekilde Tian ve Styan (2001) tarafından verilen 

rank formüllerinden elde edilir.  

(g) Bu şıktaki üç denklik Moore-Penrose inversin özelliklerinden görülebilir. 

Teorem 5.17:  א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

  verilsin. Bu takdirde 

(a) ݎሾሺܤܤܣାሻା– ାሿܣାܤܤ ൌ –ାሻାܤܤܣାሺܤሾݎ ାሿܣାܤ ൌ , ܤሾݎ –ሿܤܣכܣ  .ሻܤሺݎ

(b) ݎሾሺܣାܤܣሻା– ሿܣାܣାܤ ൌ –ାܣሻାܤܣାܣሾሺݎ ାሿܣାܤ ൌ ݎ  ቂ ܣ
ቃכܤܤܣ –  .ሻܣሺݎ

olur. Özel olarak 

(c) ሺܤܤܣାሻା ൌ ାܣାܤܤ  –ାሻାܤܤܣାሺܤ ାܣାܤ  ࣬ሺܤܣכܣሻ ك ࣬ሺܤሻ. 

(d) ሺܣାܤܣሻା ൌ ܣାܣାܤ  ሺܣାܤܣሻାܣା– ାܣାܤ  ࣬ሺכܣכܤܤሻ ك ࣬ሺכܣሻ. 

olur. 

(e) Aşağıdaki üç ifade denktir. 

 (1) ሺܤܣሻା ൌ  ାܣାܤ

 (2) ሺܤܤܣାሻା ൌ ሻାܤܣାܣା    ve    ሺܣାܤܤ ൌ  . ܣାܣାܤ

ାሻାܤܤܣାሺܤ (3)  ൌ –ሻାAାܤܣାܣ)   ା  veܣାܤ BାAା . 

İspat.   Burada teoremin sadece (a) maddesinin ispatı verilecektir. Diğer maddeleri de 

benzer şekilde ispatlanabilir. 
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(a)   ܤାሾሺܤܤܣାሻା െ ାሿܣାܤܤ ൌ ାሻାܤܤܣାሺܤ െ   ାܣାܤ

ve 

ାሻାܤܤܣାሺܤሾܤ െ ାሿܣାܤ ൌ ሺܤܤܣାሻା െ   ାܣାܤܤ

olduğundan 

ାሻାܤܤܣሾሺݎ െ ାሿܣାܤܤ ൌ ାሻାܤܤܣାሺܤሾݎ െ    ାሿܣାܤ

olduğu görülür. Diğer taraftan 

ାሻାܤܤܣሾሺכܤ െ כܣܣାሿܣାܤܤ ൌ כܣܣାሻାܤܤܣሺכܤ െ    כܣכܤ

ve 

ሺܤାሻכሾכܤሺܤܤܣାሻାכܣܣ െ ሻାכܣܣሿሺכܣכܤ ൌ ሺܤܤܣାሻା െ    ାܣାܤܤ

olduğundan 

ାሻାܤܤܣሾሺݎ െ ାሿܣାܤܤ ൌ כܣܣାሻାܤܤܣሺכܤሾݎ െ   ሿכܣכܤ

  ൌ ܤܣሾݎ െ   ሿܤሻାכܣାܤܤሺכܣܣ

yazılabilir. Buna göre (5.13) bağıntısı uygulandığında 

ܤܣሾݎ െ   ሿܤሻାכܣାܤܤሺכܣܣ

ൌ ݎ ሺܤܤܣାሻሺܤܤାכܣሻሺܤܤܣାሻ ሺܤܤܣାሻܤ
ାሻܤܤܣሺכܣܣ ܤܣ ൨ െ    ሻכܣାܤܤሺݎ

 ൌ ݎ ቂܤܤܣାܤܤܣכܣା ܤܣ
ܤܣכܣܣ ܤܣ

ቃ െ    ሻכܣାܤܤሺݎ

 ൌ ݎ ቂ 0 ܤܣ
ܤܣכܣܣ െ ܤܣכܣାܤܤܣ 0 ቃ െ    ሻܤܣሺݎ

 ൌ ܤܣכܣሺݎ െ    ሻܤܣכܣାܤܤܣ

 ൌ ݎ ቂܤכܤ ܤܣכܣכܤ
ܤܣ ܤܣכܣܣ ቃ െ    ሻܤሺݎ

 ൌ ݎ ቀቂכܤ

ܣ ቃ ሾܤ, ሿቁܤܣכܣ  െ ሻ ൌܤሺݎ ,ܤሾݎ ሿܤܣכܣ  െ    ሻܤሺݎ
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elde edilir. 

Teorem 5.18:   א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

  matrisleri verilsin. B takdirde 

(a) ݎሾAା– ሻାሿܤܣሺܤ ൌ r ቂ A
ABBכቃ –  .ሻܤܣሺݎ

(b) ݎሾBା– ሻାሿܤܣሺܤ ൌ , ܤሾݎ Aܤܣכሿ–   .ሻܤܣሺݎ

dir. Özel olarak 

(c) ܣା ൌ ሻାܤܣሺܤ  ࣬ሺAכሻ ൌ ࣬ሺܤBכAכሻ. 

(d) ܤା ൌ ሻାܤܣሺܤ  ࣬ሺܤሻ ൌ ࣬ሺAܤܣכሻ. 

yazılabilir. 

İspat. Burada teoremin sadece (a) maddesinin ispatı verilecektir. Diğer maddeleri de 

benzer şekilde ispatlanabilir. 

(a)   (5.14) bağıntısı ve Blok Gauss Eliminasyonu uygulanarak 

–ାܣሾݎ ሻାሿܤܣሺܤ ൌ ݎ 
כܣܣכܣ 0 כܣ

0 െሺܤܣሻܤܣכሺܤܣሻכ ሺܤܣሻכ

כܣ כሻܤܣሺܤ 0
൩ െ ሻܣሺݎ െ   ሻܤܣሺݎ

    ൌ ݎ 
כܣܣכܣ 0 כܣ

ሺܤܣሻכܣܣכ 0 ሺܤܣሻכ

כܣ כሻܤܣሺܤ 0
൩ െ ሻܣሺݎ െ   ሻܤܣሺݎ

    ൌ ݎ 
0 0 כܣ

0 0 ሺܤܣሻכ

כܣ כሻܤܣሺܤ 0
൩ െ ሻܣሺݎ െ   ሻܤܣሺݎ

    ൌ r ቂ A
ABBכቃ –   ሻܤܣሺݎ

olduğu görülür ve böylece (a) elde edilir. Öte yandan 

ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤܤܣାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ ൌ   ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ

olduğu kolayca görülür. Bu ise ܤାሺܣାܤܤܣାሻାܣା  matrisinin ܤܣ  matrisinin bir dış 

inversi olduğunu gösterir. Zira ሺܤܣሻା  matrisi  ܤܣ matrisinin bir dış inversi idi.  
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(5.15) bağıntısından aşağıdaki ilginç sonuçlara ulaşılabilir. 

Teorem 5.19:   א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

  matrisleri verilsin. Bu takdirde 

ሻାܤܣሾሺݎ െ ሺܣାܤܣሻାܣାሿ ൌ , ܤܣሾݎ ሿܤܣכܣܣ െ  ሻ       (5.34)ܤܣሺݎ

ve 

ሻାܤܣሾሺݎ െ ାሻାሿܤܤܣାሺܤ ൌ ݎ ቂ ܤܣ
ቃܤכܤܤܣ െ  ሻ        (5.35)ܤܣሺݎ

dır. Özel olarak 

ሺܤܣሻା  ൌ  ሺܣାܤܣሻାܣା     ࣬ሺܤܣכܣሻ  ൌ  ࣬ሺܤܣሻ       (5.36) 

ve 

ሺܤܣሻା ൌ  (5.37)       [כሻܤܣ)] ࣬ = [כሻܤܣሺܤכܤ] ࣬  ାሻା  ܤܤܣାሺܤ

bağıntıları sağlanır. 

İspat. Moore–Penrose tanımına göre ሺܤܣሻା matrisi ሺܤܣሻ matrisinin bir dış inversidir. 

ଵܺ ൌ ሺܣାܤܣሻାܣା  ve   ܺଶ ൌ  ାሻା  olsun. Bu durumdaܤܤܣାሺܤ

ଵܺܤܣ ଵܺ ൌ ሺܣାܤܣሻାܣାܤܣሺܣାܤܣሻାܣା ൌ ሺܣାܤܣሻାܣା ൌ ଵܺ  

ve 

ܤܣ ଵܺܤܣ ൌ ܤܣାܣሻାܤܣାܣሺܤܣ ൌ ሺܣܣାܣሻܤሺܣାܤܣሻାܣାܤܣ  

    ൌ ܤܣାܣሻାܤܣାܣሺܤܣାܣܣ ൌ ܤܣାܣܣ ൌ    ܤܣ

elde edilir. Bulunan bu iki sonuç ଵܺ matrisinin ܤܣ matrisinin bir yansımalı g–inversi 

olduğunu gösterir. Benzer şekilde 

ܺଶܺܤܣଶ ൌ ାሻାܤܤܣାሺܤܤܣାሻାܤܤܣାሺܤ ൌ ାሻାܤܤܣାሺܤ ൌ ܺଶ  

ve 

ܤܣଶܺܤܣ ൌ ܤܣାሻାܤܤܣାሺܤܤܣ ൌ ܤାܤܤܣାሻାܤܤܣାሺܤܤܣ ൌ ܤାܤܤܣ ൌ   ܤܣ

olduğundan ܺଶ  matrisi de ܤܣ  matrisinin bir yansımalı g–inversidir. (5.15) bağıntısı 

ሺܤܣሻା െ ܺ matrisine uygulandığında 
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ሻାܤܣሾሺݎ െ ܺሿ ൌ ݎ ሺܤܣሻା

ܺ
൨  ,ሻାܤܣሾሺݎ  ܺሿ െ ݅     ,ሻܤܣሺݎ2 ൌ 1,2.     (5.38) 

bulunur. (5.20) ve (5.22) bağıntıları yardımıyla 

࣬ሺ ଵܺሻ ൌ ࣬ሾሺܣାܤܣሻାܣାሿ ൌ ࣬ሾሺܣାܤܣሻכሿ ൌ ࣬ሾכܤሺܣାܣሻכሿ ൌ ࣬ሺכܣכܤሻ  

 ൌ ࣬ሾሺܤܣሻכሿ  

࣬ሺ ଵܺ
ሻכ ൌ ࣬ሼሾሺܣାܤܣሻାܣାሿכሽ ൌ ࣬ሾሺܣାሻכሺܣכܤାܣሻାሿ ൌ ࣬ሾሺܣାሻכሺܣכܤାܣሻכሿ   

 ൌ ࣬ሾሺܣାሻܤכሿ ൌ ࣬ሾሺܣାሻכሺܤାሻכሿ  

olduğu görülür. (5.24) bağıntısından 

,ሻାܤܣሾሺݎ ଵܺሿ ൌ ,כሻܤܣሾሺݎ ሺܤܣሻכሿ ൌ  ሻ        (5.39)ܤܣሺݎ

ve 

ݎ ሺܤܣሻା

ଵܺ
൨ ൌ ,כሻାሻܤܣሾሺሺݎ   ሺ ଵܺሻכሿ   

                 ൌ ,כሻାሻܤܣሾሺሺݎ   ሾሺܣାܤܣሻାܣାሿכሿ  

                 ൌ ,ܤܣሾݎ ሺܣାሻܤכሿ          (5.40) 

elde edilir. Ayrıca  

,ܤܣሾכܣܣ   ሺܣାሻܤכሿ ൌ ሾܤܣכܣܣ, ሿܤכାሻܣሺכܣܣ   ൌ ሾܤܣכܣܣ,   ሿܤܣ

ve 

ሺܣାሻܣכାሾܤܣכܣܣ, ሿܤܣ  ൌ ሾሺܣାሻܣכାܤܣכܣܣ, ሺܣାሻܣכାܤܣሿ  ൌ ሾܤܣ, ሺܣାሻܤכሿ  

olduğundan 

,ܤܣሾݎ ሺܣାሻܤכሿ ൌ ,ܤܣכܣܣሾݎ  ሿ          (5.41)ܤܣ

olduğu görülür. (5.41) bağıntısını (5.40) bağıntısında ve (5.40) ile (5.39) bağıntıları 

(5.38) bağıntısında yerlerine yazıldığında ݅ ൌ 1 için (5.34) bağıntısındaki rank eşitliği 

sağlanır. 

 Benzer şekilde (5.35) bağıntısı da gösterilebilir. 
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 Öte yandan (5.34) ve (5.35) bağıntılarının sağ tarafları sıfır alınıp, (5.19) ve 

(5.20) bağıntıları uygulandığında (5.36) ve (5.37) eşitliklerinin sağlandığı görülür. 

Teorem 5.20:   א ܣ ԧ
  ve  א ܤ ԧ

  matrisleri verilsin. Bu takdirde 

ሻାܤܣሾሺݎ െ ାሻܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ ൌ ݎ ቂ ܤܣ
ቃܤכܤܤܣ  , ܤܣሾݎ ሿܤܣכܣܣ െ  ሻ    (5.42)ܤܣሺݎ2

olur. Özel olarak 

ሺܤܣሻା ൌ  ା          (5.43)ܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ

olması için gerek ve yeter şart 

࣬ሺܤܣכܣܣሻ ൌ ࣬ሺܤܣሻ  ve  ࣬ሾܤכܤሺܤܣሻכሿ ൌ ࣬ሾሺܤܣሻכሿ       (5.44) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. 

İspat.  ܺ ൌ  ା  olsun. Bu durumdaܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ

ܺܤܣܺ ൌ ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤܤܣାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ ൌ ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ ൌ ܺ  

ve 

ሺܺሻݎ ൌ   ሻܤܣሺݎ

olduğundan (5.15) bağıntısından 

ሻାܤܣሾሺݎ െ ܺሿ ൌ ݎ ቂሺܤܣሻା

ܺ
ቃ  ,ሻାܤܣሾሺݎ ܺሿ െ  ሻ       (5.45)ܤܣሺݎ2

olduğu görülür. Ayrıca (5.21)–(5.23) bağıntılarından 

࣬ሺܺሻ ك ࣬ሾܤାሺܣାܤܤܣାሻାሿ ൌ ࣬ሾܤାሺܣାܤܤܣାሻכሿ ൌ ࣬ሾܤାכܣሺܣାሻכሿ ك ࣬ሾܤାכܣሿ  

yazılabilir ve buradan da ݎሺܤାכܣሻ ൌ ሻܤܣሺݎ ൌ ሺܺሻݎ  elde edilir. Bu nedenle (5.20) 

bağıntısına göre  ࣬ሺܺሻ ൌ ࣬ሺܤାכܣሻ olur. Sonuç olarak (5.24) bağıntısını kullanarak 

,ሻାܤܣሾሺݎ ܺሿ ൌ ,כሻܤܣሾሺݎ  ሿ          (5.46)כܣାܤ

elde edilir. Ayrıca  

,כሻܤܣሾሺܤכܤ ሿכܣାܤ ൌ ሾܤכܤሺܤܣሻכ, ሿכܣାܤܤכܤ ൌ ሾܤכܤሺܤܣሻכ,   ሿכܣכܤ
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ve 

,כሻܤܣሺܤכܤሾכାሻܤାሺܤ ሿכܣכܤ ൌ ሾܤାሺܤାሻܤכܤכሺܤܣሻכ,   ሿכܣכܤכାሻܤାሺܤ

         ൌ ሾሺܤܣሻכ,   ሿכܣାܤ

olduğu görülür. Bu nedenle 

,כሻܤܣሾሺݎ ሿכܣାܤ ൌ ,כሻܤܣሺܤכܤሾݎ  ሿ         (5.47)כܣכܤ

elde edilir. (5.47) bağıntısı (5.46) bağıntısında yerine yazıldığında 

,ሻାܤܣሾሺݎ ܺሿ ൌ ݎ ቂ ܤܣ
 ቃ           (5.48)ܤכܤܤܣ

eşitliği elde edilir. Benzer bir yaklaşımla  

ݎ ቂሺܤܣሻା

ܺ
ቃ ൌ ݎ ቂ ሺܤܣሻכ

ቃכܣܣכܣכܤ ൌ ,ܤܣሾݎ  ሿ        (5.49)ܤܣכܣܣ

elde edilir. (5.42) bağıntısını elde etmek için son iki bağıntı olan (5.48) ve (5.49) 

bağıntıları (5.45) bağıntısında kullanılırsa (5.42) bağıntısının sol tarafı sıfır olur. 

Buradan (5.44) bağıntısına eşit olan 

ݎ ቂ ܤܣ
ቃܤכܤܤܣ ൌ ,ܤܣሾݎ ሿܤܣכܣܣ ൌ   ሻܤܣሺݎ

bağıntısı elde edilir.  

 (5.34), (5.35) ve (5.42) bağıntılarının bir birleşimi olarak 

ሻାܤܣሾሺݎ െ   ାሿܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ

 ൌ ሻାܤܣሾሺݎ െ ሺܣାܤܣሻାܣାሿ  ሻାܤܣሾሺݎ െ   ሻାሿܤܣାܣାሺܤ

eşitliği elde edilir. Böylece 

ሺܤܣሻା ൌ ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ  ሺܤܣሻା ൌ ሺܣାܤܣሻାܣା ൌ   ሻାܤܣାܣାሺܤ

bulunur. 

 Teorem 5.14 ile birlikte (5.44) bağıntısı göz önüne alınırsa ሺܤܣሻା ൌ  ାܣାܤ

eşitliğinin sağlanması için bir takım yeni denk ifadeler verilebilir. 
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Teorem 5.21:   א ܣ ԧ
  ve א ܤ ԧ

  verilsin. Bu takdirde, ሺܤܣሻା ൌ BାAା olması için 

gerek ve yeter şart ܤܣ matrisinin (5.34) bağıntısını ve aşağıdaki şartlardan herhangi 

birini sağlamasıdır:  

(a) ܤାܣା matrisi ܤܣ matrisinin bir g–inversidir. 

(b) ܤାܣା matrisi ܤܣ matrisinin bir dış inversidir. 

(c) ܣାܣ matrisi ܤܤାile değişmelidir. 

(d) ܣାܤܤܣା idempotenttir. 

(e) ܤܤାܣାܣ idempotenttir. 

(f) ܤାሺܣାܤܤܣାሻାܣା ൌ  .ାܣାܤ

(g) ሺܣାܤܤܣାሻା ൌ  .ܣାܤܤ

(h) ሾכܣ, ,כܣሿሾܤ ሿାܤ ൌ ܣାܣ  –ାܤܤ  .ାܤܤܣାܣ

(i) ݎሾכܣ, ሿܤ ൌ ሻܣሺݎ  –ሻܤሺݎ  .ሻܤܣሺݎ

(j) boyሾܴሺܣሻ ת ܴሺכܤሻ ൌ –ሻܤሺݎ  .ሻܤܣାܣሺݎ

(k) ݎሺܤ– ሻܤܣାܣ ൌ –ሻܤሺݎ  .ሻܤܣାறܣሺݎ

(l) ݎሺܣ– ାሻܤܤܣ ൌ –ሻܣሺݎ  .ାሻܤܤܣሺݎ

İspat. Eğer ሺܤܣሻା ൌ  matrisinin bir g–inversi olur. Bu ܤܣ ା  ise, BାAା matrisi deܣାܤ

nedenle Teorem 5.14’ün (a)–(l) maddeleri sağlanır. Öte yandan  ሺܤܣሻା ൌ   ାܣାܤ

olması Teorem 5.15e’ ye göre  

࣬ሺܤܣכܣሻ ك ࣬ሺܤሻ  ve  ࣬ሺכܣכܤܤሻ ك ࣬ሺכܣሻ 

olmasını işaret eder. Dolayısıyla (5.21) bağıntısından 

࣬ሺܤܣכܣܣሻ ك ࣬ሺܤܣሻ  ve  ࣬ሺכܣכܤܤכܤሻ ك ࣬ሺכܣכܤሻ       (5.50) 

elde edilir. Ayrıca  

ሻܤܣכܣܣሺݎ ൌ ሻכܣכܤܤכܤሺݎ ൌ   ሻܤܣሺݎ

dır. Bu nedenle (5.50) bağıntısı (5.44) bağıntısına denktir. Tersine olarak, eğer                    

 matrisi Teorem 5.14’ ü ve (5.44) bağıntısını sağlıyorsa, bu takdirde  ܤܣ

ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ ൌ ାܣାሻାܤܤܣାܣାሺܤ  ା  veܣାܤ ൌ ሺܤܣሻା 

elde edilir. Böylece ሺܤܣሻା ൌ  .ା  olduğu görülürܣାܤ
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında kare olmayan ya da kare olduğu halde bilinen anlamda 

inversi mevcut olmayan matrisler için geliştirilen ve lineer denklem sistemlerinin genel 

durumda çözümünde kullanılan  ve bilinen anlamda invers özelliklerini de sağlayan 

genelleştirilmiş invers kavramı ele alınmıştır. Bu amaçla bir matrisin genelleştirilmiş 

inversi, yansımalı genelleştirilmiş inversi ve Moore–Penrose tipi genelleştirilmiş inversi 

tanımları verilerek bu inverslerin çeşitli özellikleri ortaya konulmuştur. Ayrıca her hangi 

iki matrisin toplamının ve çarpımının inverslerinin matrislerin ayrı ayrı inversleri 

cinsinden ifadeleri verilmiştir. 

Yapılan bu çalışmalara ilaveten üç ya da daha fazla matrisin toplam ve 

çarpımlarının genelleştirilmiş inversleri için hesaplama yöntemleri geliştirilebilir. 

Ayrıca bu inverslerin hesaplanmasında kullanılmak üzere bilgisayar programları ya da 

algoritmalardan faydalanılabilir. Bunların yanında parçalı matrislerin genelleştirilmiş 

inversleri de araştırılabilir. Elde edilen bu genelleştirilmiş inversler lineer denklem 

sistemlerinin çözümlerine uygulanabilir. 
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