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OZET

TIMELIiKE BERTRAND EGRIi CiFTLERININ KURESEL
GOSTERGELERININ GEODEZIiK EGRILIKLERIi VE TABii LIFTLERI

Omer Faruk CALISKAN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2013
Yiksek Lisans Tezi, 81s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siileyman SENYURT

Bu ¢alisma dort boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Genel bilgiler boliimiinde Oklid uzayr ve
Lorentz uzayi ile ilgili bilgilere yer verildi. Materyal ve yontem boliimiinde Oklid
uzayinda Bertrand egri ciftleri ile ilgili temel kavramlara yer verildi.

Bulgular boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde (a, a*)

timelike Bertrand egri ¢ifti alinarak bu egri ¢iftlerinin kiiresel gosterge egrileri ile
sabit pol egrisinin /L’ e gore yay uzunluklari, S,*> Lorentz kiiresi ve H,” Hiperbolik
kiireye gore geodezik egrilikleri hesaplanarak bu iki egrinin yay uzunluklar ile

geodezik egrilikleri arasindaki bagmtilar bulundu. Ayrica o egrisinin kiiresel
gostergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray icin integral egrisi olma sarti «
egrisine bagl olarak ifade edildi.

Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayi, Bertrand egri ¢ifti, Geodezik egrilik, Geodezik
spray, Tabii lift.



ABSTRACT

THE NATURAL LIFT CURVES AND GEODESIC CURVATURES OF THE
SPHERICAL INDICATRICES OF THE TIMELIKE BERTRAND CURVE
COUPLE

Omer Faruk CALISKAN

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematic, 2013
MSec. Thesis, 81p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Stileyman SENYURT

This study consists four fundamental chapter. In introduction, it is discussed aim of
and why this study is taken into consideration. In general in formation part, the basic
consepts of Euclidean space and Lorentzian space have been pointed out. In material
and method part, Bertrand curves are defined in the 3-dimensional Euclidean space.

In the last chapter is the original part of the study. In this chapter, arc-lengths and
geodesic curvatures of the spherical indicatrix curves with the fixed pole curve of
Bertrand curves have been obtained with respect to L’ and S,* or H,’. In addition,
the relations among the geodesic curvatures and arc-lengths are given. Finally, the

condition being the natural lifts of the spherical indicatrix curves of the " curve are
an integral curve of the geodesic spray has expressed depending on « curve.

Key Words: Lorentzian Space, Bertrand Curve, Geodesic Spray, Geodesic
Curvatures, Natural Lift.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Levi-Civita konneksiyonu

: S,” Lorentz kiiresindeki konneksiyon

: H,” Hiperbolik kiiredeki konneksiyon

: 3-boyutlu Oklid Uzay1

: Lorentz metrigi

: (n-1)-boyutlu Hiperbolik kiire
: (n-1)-boyutlu Lorentz kiiresi

: Hiperbolik birim kiire

: Birim Lorentz kiiresi

. IL deki geodezik egrilik

: n- Boyutlu Lorentz uzay1

: Norm

: Sekil operatorii
: Darboux vektorii

. H,> (veya) S, deki geodezik egrilik

Vil



1. GIRiS

3-Boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde birgok
calismalar yapilmistir. Ozellikle iki e@rinin karsilikli noktalarmda Frenet catilari
arasinda bagintilar kurularak, birgok teoriler gelistirilmistir. Bunlardan en iyi bilineni
Bertrand egrileri, Manheim egrileri ve Involiit-Evoliit egrileridir. Bertrand egri cifti
ilk olarak 1850 yilinda Bertrand Russel tarafindan tanimlanmistir. Bertrand egri ¢ifti,
birinci egrinin aslinormal vektorii ile ikinci egrinin aslinormal vektdrii lineer bagiml
olan egri ¢iftidir. Bu tanimlamadan sonra Bertrand egri cifti lizerinde bir¢ok
calismalar yapilmistir (Gorgiilii ve Ozdamar 1986, Ekmekgi ve Ilarslan 2001,
Balgetir ve ark. 2004, Senol ve ark. 2012).

Manheim egrisi ilk olarak 1878 yilinda A. Manheim tarafindan ortaya atilmis ve son

yillarda Liu ve Wang tarafindan yeniden tanimlanmistir (Wang ve Liu 2007, 2008).

Involiit-Evoliit egri ¢iftleri ile ilgili bilinen, temel teorem ve problemlere, Millman ve

Parker (1977), Hacisalihoglu (1983) ve Sabuncuoglu (2006) agiklik getirmislerdir.

Yukarida belirtilen egriler, farkli uzaylarda da ele alinarak incelenmis ve bircok
karakterizasyonlar elde edilmistir. Oklid uzay1 ve Lorentz uzayinda Manheim egrileri
ile Involiit-Evoliit egrilerin kiiresel gdsterge egrilerinin egrilikleri, tabii liftleri ve
tabii lift egrilerinin tanjant demeti iizerinde geodezik spray icin integral egrisi olma
sartlar1 lizerinde ¢aligmalar yapilmistir (Caliskan ve ark. 1984, Sivridag ve Caliskan
1991, Turgut ve Esin 1992, Bilici ve ark. 2002, Bilici 2009, Bilici 2011, Ergun ve
Caliskan 2011, Demet 2012, Senyurt 2012).

Bu calismada ise o ve a egrileri timelike alinarak (a,a*) timelike Bertrand egri
¢ifti tanim1 yeniden ifade edildi. Buradan timelike o egrisinin (T *),(N ) ve (B)
kiiresel gosterge egrileri ile (C *) sabit pol egrisinin /L’ Lorantz uzayma, S} Lorentz
kiiresine veya H,> hiperbolik kiireye gore yay uzunluklar ile geodezik egrilikleri

hesapland1 ve bunlar arasindaki bagtilar bulundu. Ayrica o egrisinin kiiresel
gosterge egrilerinin tabii liftlerinin geodezik sprayin integral egrisi olmasi igin, o

egrisinin nasil bir egri olmasi gerektigi hakkinda dnemli sonuglar verildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Caligkan ve ark. (1984) tarafindan yapilan bir c¢alismada, «:I — M egrisinin
a:l—> ;((M ) tabii liftinin, geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi icin gerek ve
yeter sartin M {lizerinde bir geodezik egri olmasi gerektigini ifade etmislerdir.
Ayrica bir o egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin tabii liftlerinin geodezik sprayin
integral egrisi olmasi i¢in ¢ egrisinin nasil bir egri olmas1 gerektigine dair sonuglar

da bulmuslardir.

Bilici (2009) doktora tezinde, Lorentz uzayinda non-null egrilerin involiitleri i¢in
egrilikler ve burulmalar, Frenet vektorleri, Frenet vektorlerinin S; birim Lorenz
kiiresi veya H; hiperbolik birim kiiresi {izerindeki kiiresel gdsterge egrilerinin yay
uzunluklar, IL°, S’ veya H[ ye gore geodezik egrilikleri ve Frenet ani dénme

vektorlerinden yararlanarak bazi 6nemli sonuglar elde etmistir.

Ekmekgi ve ilarslan (2001) yaptiklar1 bir calismada, /L' Lorentz uzayinda Bertrand
egri ciftlerini tanimlayarak bu egri ciftler arasinda uzakligin sabit oldugunu ve
egrilerin teget vektorleri arasindaki aginin sabit oldugunu gdstermislerdir. Ayrica

Bertrand egri ciftleri i¢in Manheim ve Schell teoremlerini ispatlamiglardir.

Ergun ve Caligkan (2011) yaptiklar1 bir ¢aligmada, Lorentz uzayinda integral egrisi,

tabii lift egrisi ve geodezik egriyi tanimlayarak, o :/ S>M egrisinin a:l—> ;((M )

tabii liftinin, geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi icin gerek ve yeter sartin M

izerinde bir geodezik egri olmas1 gerektigini belirtmislerdir.

Senyurt (2012) yaptig1 bir calismada, Oklid uzayinda Manheim egrilerinin kiiresel

gostergelerinin  yay uzunluklarini, geodezik egriliklerini hesaplamistir. Ayrica
(a,a*) Manheim egri ¢ifti olmak lizere, " egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii

litlerinin geodezik sprayin integral egrisi olmasi i¢in & egrisinin nasil bir egri olmasi

gerektigine dair sonuglar vermistir.



3. GENEL BIiLGILER

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid Uzay1 ile Lorentz Uzayma ait temel kavramlara yer

verilmistir.

3.1. Oklid Uzay1

Tamim 3.1.1: 4 bos olmayan bir climle, ' de J cismi lizerinde bir vektdr uzayi
olsun. f:AxA—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar: saglarsa 4 ya V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir:

A :VP,Q,Re Aiginf (P,0)+ f(O,R)= f(P,R),

A,:VPe A, VaeViginf(P,0)=a olacak sekilde bir tek O € 4 noktasi vardir.
Tanmmm 3.1.2: V', A ile birlesen bir afin uzay olsun. P, F,...,P, € A noktalar1 i¢cin

{RR,RP,...RP} cimlesi V' nin bir baz1 ise {F,,F,...,P,} nokta (n+1)-lisine 4

n

afin uzaymin bir afin catis1 denir. Burada £, noktasina catinin baslangi¢c noktasi ve
P, 1<i<n,noktalarma da catinin birim noktalar1 denir. boyV =n ise 4 ya n-

boyutlu bir afin uzay denir.
Tanim 3.1.3: V', Aile birlesen bir afin uzay olsun.
Gy:VxV —> IR
fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ carpim fonksiyonu
denir:V x, y,zeV i¢in
i) Bilineerlik Aksiyomu;
(ax+by,z) =a{x,z) +b(y,z),
(x,ay+bz) =alx,y)+b{x,z),

ii) Simetri Aksiyomu;
(x,y)=(y,2),

iii) Pozitif Tanimlilik (kararlilik) Aksiyomu;
(x,x)20, (x,x)=0=x= 0.

Tanim 3.1.4: Reel standart afin uzay1r /R" olmak lizere, V X,Y € IR" igin

() IR"XIR" —> IR, (X,Y)=) X,

i=1



seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima [R" de

standart i¢c carpim veya Oklid i¢ ¢carpim denir. Standart i¢ carpimin tanmiml1 oldugu
IR" vektdr uzayi ile birlesen afin uzayina n -boyutlu standart Oklid uzayi denir ve
E" ile gosterilir.
Ornek 3.1.1: X,Y € IR? olmak iizere

(y:IR*xIR* — IR, (X,Y) =||X|||Y]cos6, 0<O<x
seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.
Tanmm 3.1.5: X e E" noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlari
(x,,%,,..,x,) olsun. x,: E" — IR , 1<i <n, fonksiyonuna E" nin i-yinci koordinat

fonksiyonu denir.
Tamm 3.1.6: d:E"xE" — IR, d(X,Y)= > (y,-x

seklinde tammlanan d fonksiyonuna E” Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d(X,Y)e IR sayisimada X ile Y noktalari arasindaki uzakhk denir.

Tamm 3.1.7: IR" i¢ carpim uzay: ile birlesen Oklid uzayr E” olmak iizere,
{P,P,...,P,} € E" nokta (n+1)-lisi i¢in, {RR,RP,..,RP,} cimlesi E" nin bir

(ERBERY 1-10

ortonormal bazi ise {PO,E,...,P} ciimlesine E" de bir Oklid cat veya dik cati

denir.

Tamm 3.1.8: a:/cIR—>E" alr)= (al (1),0,(1),...x, (t)) diferensiyellenebilir
fonksiyona E” de bir e@ri denir. Burada / araligina « egrisinin parametre arahigi ve
tel degiskenine de o egrisinin parametresi denir.

Tamim 3.1.9: o : [ c IR — E" diferensiyellenebilir bir egri olsun.
| (1) =]l ()]

seklinde taniml ||a'|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu,

a' a'

I —> IR,

a'(t)”e[R sayisina o

egrisinin « (¢) noktasindaki skaler hizi,

()-8 fe0)_ a0,

Cdrt " dt ~ dt 77 dt

vektoriine de « egrisinin hiz vektorii denir.



Tanmm 3.1.10: o:/ c IR — E" egrisi igin Ha'(s)”zl ise egriye birim hizh egri,

sel parametresine de egrinin yay parametresi denir. Her egri birim hizl
yapilabilir.

Tamim 3.1.11: «:/ c IR — E" bir egri ve a,b € [ igin
b
s= [l (1)) (3.1.1)

reel sayisina o (a) ile a(b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

Tanim 3.1.12: a:/ c IR — E" bir egri ve ¢={a’,a”,a’”,..a(”} ciimlesi lineer
bagimsiz olsun.

a® eSp{g}, k>r
olmak iizere ¢ climlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde
edilen {¥(s),¥;(s),...7,(s)} ortonormal sistemine & egrisinin a (s) noktasindaki
Serret Frenet r-ayakhisi, V V,, 1 <i<r, vektoriine de Serret Frenet vektorii denir.
Teorem 3.1.1: «:1 c IR — E° egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi;

1) s € I yay parametresi ise

/i (s) = (5

Vi(s)=T(s)xN(s)
2) s € I yay parametresi degilse

1

Vl(SFW“'(S)

V(s)=B(s)xN(s)

_ 1
Ha'(s)xa”(s)”

seklinde verilir (Hacisalihoglu 1983).

(a'(s)xa”(s))

Vi(s)




Tanim 3.1.13: o : ] — E" egrisinin Frenet r -ayaklisi {Vl (s),V2 (s),...,V, (S)} olsun.

k:I—>IR, 1<i<r
sk (5) = 0/(5). V. (5)
seklinde taniml1 &, fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, V se/
igin k, (s)€ IR sayisma da a egrisinin «(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.
Teorem 3.1.2: «o:[ — E"egrisinin Frenet r-ayaklisi {Vl(s),Vz(s),...,Vr(s)}, i-

yinci egriligi £, (s) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri

arasinda

Vi(s)=—k_ (s)Vi(s)+k (s)V (s), 1<i<r

V!(s)=—k_ (s)V,(s)
bagintis1 vardir (Hacisalihoglu 1983).
n=3 Ozel halinde o egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T ,N, B} ile

gosterilir. Burada 7 ye teget vektor, N ye asli normal vektor ve B ye de binormal
vektor denir. « egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla x ve 7 ile gosterilir

ve k ya egrinin egriligi, 7 ya da burulmasi adi verilir. Bu halde Frenet formiilleri

T'(s)=x(s)N(s)
N'(s)=—/((s)T(s)+r(s)B(s) (3.1.2)

B’ (s) = —T(S)N(S)

seklinde olur (Hacisalihoglu 1983).

Diger taraftan, bir o egrisi {izerinde «(s) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki
{T,N,B} Frenet 3-ayaklis1 her s aminda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi
yaptig1 kabul edilir ve bu eksene egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani déonme)

ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,



W=NAN',
W=1T+xB (3.1.3)

seklinde olur ve bu vektore Darboux vektorii adi verilir ( Sekil 3.1.1.).

Sekil 3.1.1. Darboux vektorii

W ile B vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

singozm , cosgozm (3.1.4)
yazilir. W Darboux vektort yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse
C=roT+ B
1l
olur. Burada « ile 7 nun yerine (3.1.4) deki karsiliklari yazilirsa
C =sin @I +cospB (3.1.5)

bulunur.

Tamm 3.1.14: o :] — E" egrisinin «(s) noktasindaki 1. ve 2. egrilikleri sirasiyla
k (s) ve k,(s) olsun.
H :1—>IR

s—)Hl(s): kl(s)

seklinde taniml1 /| fonksiyonuna ¢ egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.
Tamm 3.1.15: :] — E" egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii, sabit bir U
vektorii ile sabit ag1 yapiyorsa egriye bir egilim ¢izgisi, S {U} ya da egilim
cizgisinin egilim ekseni denir.

Teorem 3.1.3: r:/ — E’ egrisi bir egilim ¢izgisidir < H, () = sbr.



Ispat: "=" Kabul edelim ki « bir egilim ¢izgisi olsun. ¢ egrisinin afs)

noktasindaki Frenet vektorleri {T (s),N (s),B(s)} olmak iizere, egilim ¢izgisi

tanimina gore
(T'(s),U)=cos@
olur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
(T’(s),U) =0,
K(N (S) ,UY=0
bulunur. Bu durumda N LU olur. UeS, {T (s),B(s)} oldugundan
U= aT(s)+bB(s)
seklinde yazilabilir. Bu ifade sirasiyla 7 ve B ile i¢ ¢arpilirsa

(U,T(s)y=a=cosd
(U,B(s)y=b=sin6

olur. (3.1.6) bagmtisindan
U =cos 0T (s)+sin6B(s)
bulunur. Diger yandan
(N(s),U)=0
ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa
(N'(s),Uy+(N(s),U") =0,
(x(s)T(s)-2(s)B(s).U) =0,
(T(5).Uy-7(s)(B(s),U)=0,

K(S

A

S

()
Kk(s)cos@—7(s)sind=0,
(s)

=sbt.,

N—"

(s
H,(s)=sbt.

elde edilir.

(3.1.6)

"«<" Kabul edelim ki V s e/ i¢in H, (S) = sht. olsun. iddia ediliyor ki « bir egilim

cizgisidir.



H,(s)=sbt. ise H (s)=tan® almabilir. Buradan

Kk(s) _sinf
z(s) Y

= cosfk(s)—sinfr(s)=0

olur. Simdi
U =cos 0T () +sin 6B(s)
vektoriinii tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa
U' =cos@T' +sinOB',
U’ =(cos O (s)—sindz(s))N(s)
olur ve norm alinirsa
lU]|=0 = U=sbr.
oldugu goriiliir. Diger yandan

(a'(s),Uy=(T(s),U)
=(T(s),co8 0T (s)+sin 6B (s))

=cos @ = sht.

olur ki bu da a bir egilim ¢izgisi olmas1 demektir.

Teorem 3.1.4: o : 1 — E° egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart
7 =0 olmasidir (Hacisalihoglu 1983).
Ispat: "=" Kabul edelim ki o birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda

Vsel igin a(s) noktalarinin timii bir £ diizlemi i¢inde bulunur. Diizlemin

normali ¢, diizlem tizerinde herhangi bir nokta p olsun. Bu durumda
(a(s)=p.q)=0

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

(a'(s),q)+<(a(s)-p,q") =0,

(a'(s).q)=0
olur ve tekrar tiirev alinirsa
(@"(s),q)=0



bulunur. Buradan ¢ vektoriiniin 7 ve N ye dik oldugu goriiliir. Bu durumda ¢

vektorii B ye paralel olur. Dolayisiyla

s
)=

seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

B'=0
bulunur ve

B'(s)=—(s)N(s)
esitliginden

7(s)=0
elde edilir.

"<&" Kabul edelim ki 7(s)=0 olsun. B'(s)=—7(s)N(s) idi. Buradan

B'(s) =0,

B(s) =c=sbht.
olur. Simdi

F:I1—>IR

S—)F(S)z(d(S)—Ot(O),B(S))

fonksiyonu tanimlansin. s =0 ise F (0) =0 dir. F nin s ye gore tiirevi alinirsa

F’(S) :<a'(s),B(s)) +(a'(s)—a(0),B’(s)>

Buna gore
<a(s)—a(0),B(s)>:O
esitligi, o egrisinin o (0) noktasindan gegen ve B vektdriine dik olan diizlem

icinde oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.5: «:] — E° egrisinin dogru olmas1 igin gerek ve yeter sart x =0

olmasidir (Hacisalihoglu 1983).
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Ispat: a: 1 — E’ birim hizh egrisinin egriligi
K(s) = ‘ a"(s)”

dir. Bu durumda

K(s):O<:>Ha"(s)H:O,
<a'(s)=0, = a'(s)=b.

a(s)=bstc, bcelR.
Tamm 3.1.16: E", n -boyutlu Oklid uzayinda V p € M igin Vf |, #0 olmak lizere
M={xeE"| f:U—>IR, x— f(x)=c, celR, f difbilir fonk., U agik alt ciimle}
seklinde tanimlanan bos olmayan M ciimlesine (n—1)-boyutlu yiizey veya (n—1)-

yiizey veya hiperyiizey olarak denir.

Ornek 3.1.2: E” de birim kiire S"' ile gdsterilir ve denklemi
St = {X = (xl,xz,...,xn ) | f(X) = inz}
i=1
seklinde tanimlanir. Bu kiire yiizeyine E”" de bir hiperkiire ad1 verilir. Burada

f(X):gxf

olmak tzere

o 0 0
Vf(xl,xz,...,xn ) = ((a—xl,a—xz,...,G—%J,(le,sz,...,an ))

seklinde ve (xl,xz,...,xn) # 0 i¢in daima Vf(xl,xz,...,xn) #0 dir.

Tamm 3.1.17: M c E° de bir yiizey, a:1 —> M birim hizli bir egri ve M {izerinde

diferensiyellenebilir bir vektor alan1 X olsun.

d
d—(a(s)):X(a(s)) (3.1.7)
s
ise «a egrisine X in bir integral e@risi denir. M yiizeyinin P noktasindaki tanjant

uzay1 T,, (P), vektor alani uzayr y(M)= | T,, (P) olmak iizere

PeM

5:1—);((M) , a(s):(a(s),a'(s))
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seklinde tanimli egriye, o :1 — M egrisinin tabii lifti denir (Thorpe 1979, Caliskan

ve ark. 1984). M yiizeyinin birim normal vektér alami N olmak {izere

VXey(M)igin

S(X)=D,N (3.1.8)
seklinde tanimli S doniisiimiine Sekil operatorii (Weingarten Doniisiimii) denir.
ve ;((M ) icin

X(v):—<v,S(v)>N|P (3.1.9)

seklinde tanimlanan X € ;((M ) vektor alanina geodezik spray denir (Thorpe 1979).
DxY =D,Y+(S(X),Y)N (3.1.10)

seklinde tanimlanan denkleme de M iizerinde Gauss denklemi denir. Burada; D
Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii olup, bu operatdér M iizerinde bir
Riemann konneksiyonudur.
a1 — M egrisinin birim teget vektorii 7 olsun.

D,T=0 (3.1.11)
ise «a egrisine E’ de bir geodezik egri,

DT =0 (3.1.12)
ise «a egrisine M iizerinde bir geodezik egri denir. Buna gore;

k, =|D. T (3.1.13)
ifadesine « egrisinin £’ ’e gore geodezik egriligi ve

7, =[Dr7] (3.1.14)

ifadesine de « egrisinin M ’ye gore geodezik egriligi denir.

o egrisinin T, N,B Frenet vektorlerinin birim kiire lizerinde ¢izdigi (T ),(N ) ve
(B) kiiresel gosterge egrileri ile C birim Darboux vektoriiniin birim kiire iizerinde
cizdigi (C ) sabit pol egrisinin E’e gore yay uzunluklar ve geodezik egrilikleri

sirastyla,
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sT=jde s3=jfrds
0 0
, (3.1.15)
Sy = I”W”ds Se = j(p'ds
0 0
ky = 1 ky = 1
cos @ sing
; (3.1.16)
A Y
= o ke =1
weeli) e
S? ye gore geodezik egrilikleri,
yp=tang |y, =coty
; (3.1.17)
_ 7]
Yy =T |}
B

seklinde verilir (Hacisalihoglu 1983).
Teorem 3.1.6: o :1 — M egrisinin «:1 — 2 (M) tabii lifti, X geodezik spraymimn

bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart M lizerinde bir geodezik egri
olmasidir (Caligkan ve ark. 1984).

Ispat: : "=" X geodezik sprayinim bir integral egrisi olsun. Bu durumda
_ d _

x(@(0)=—(a(1))

olur. X, y(M) iizerinde bir geodezik spray oldugundan

X(&(t)) = _<§(t)’S(§(t))>N|a(t)

yazilir. Tabii lift tanimindan
d :
alr) ) - —<0{ (t)

E(d(t) » ,S(d(z)am)>%zv|am

bulunur. Bu son esitlik biitiin «(¢) ler i¢in dogru oldugundan ve

a(t)

da ,
d_?/ = Da’(s) (a (S))
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esitligi de goz ontline alindiginda
Dy e(1)= _<0"(’)’S(0"(’))>N

olur. Gauss denkleminden
Dy ,a(1)=0

bulunur. Boylece « nin M iizerinde bir geodezik oldugu goriiliir.

"«<" a nmin M lizerinde bir geodezik olsun. Bu durumda
D,,a(t)=0
olur. Gauss denkleminden

Da'md(t)‘a(t) + <d (4), S(d(t))> N, =0

yazilir. X bir geodezik spray oldugundan

<(a(0),, - X (@()

atty

d

L(a(),,, =¥ (@)
olur. Tabii lift tanimindan
d _
a(t) :X(a(t))

—(@())

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

a(t)

Bir o egrisinin (7') tegetler gostergesinin (T ) tabii lifti geodezik sprayin bir integral
egrisi olmasi icin
D, ¢, =0
dir. Gauss denkleminden
D, ¢, +(c;.S(é,))T(s)=0
yazilir. Birim kiire i¢in § =/, oldugundan
D, d, +|a,| T (s)=0,

D, kN +x°T(s)=0,

i(KN)+K2T(S) =0

ds,
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bulunur. Tirev alinirsa,

(x? —K‘)T+(£jN—TB ~0.
K
D, ¢, =0olmasi igin

ar

k’-k=0, (x=0,1)

olmalidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 3.1.1: « egrisi bir birim ¢ember ise « egrisinin tegetler gostergesi birim
kiire yiizeyi tizerinde bir biiylik ¢gemberdir. Bu durumda, (f) tabii lifti 7 (S 2) tanjant

demeti lizerinde geodezik sprayin bir integral egrisidir (Caliskan ve ark. 1984).

a egrisinin (N) asli normaller gostergesinin () tabii lifti geodezik spray igin bir
integral egrisi ise

D, ¢, =0
dir. Gauss denkleminden

D, cy +{dy,S(ay))N(s)=0,

D, o+ N (5) =0,

D. (—KT+TB)+(K'2 +2'2)N(s)=0,

ay

(kv B)+ (W) N (s) = 0.

ds,
olur. Tirev alinirsa,

T+ (W =) v +2B =0

bulunur. D, a, =0 olmasi i¢in
N
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k'=0, (x=sbt.)

=0 , (T:sbt.)

k=7=0 veya K*+7° =1

olmalidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 3.1.2: o egrisi bir dairesel helis ise @ nin asli normaller gdstergesi, birim
kiire yiizeyi iizerinde bir biiyilk ¢emberdir. Bu durumda, (ﬁ) tabii lifti 7 (Sz)
tanjant demeti lizerinde geodezik sprayin bir integral egrisidir (Caliskan ve ark.
1984).
a egrisinin (B) binormaller gostergesinin (Z_?) tabii lifti geodezik spray icin bir
integral egrisi ise

D, ¢, =0
dir. Gauss denkleminden

D, a, +(d,,S(d,))B(s)=0,

d .\
d—%(a3)+ll%llzB(S)=Os

olur. Tirev alinirsa,

7' ) 3
KT-{-(?jN-I-(Z‘ —T)B—O

bulunur. l_)dg a, =0 olmasi i¢in

k=0,
T!

=0 ,
T

2
°—7=0

olmalidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 3.1.3: (B) binormaller gdstergesi, birim kiire iizerinde bir biiylik ¢ember

olacak sekilde herhangi bir « egrisi yoktur. Bu durumda, (f_B) tabii lifti 7 (Sz)
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tanjant demeti lizerinde geodezik sprayin bir integral egrisi olamaz (Caliskan ve ark.
1984).
a egrisinin (C) sabit pol egrisinin (C_f ) tabii lifti geodezik sprayin bir integral egrisi
ise

D, c.=0
dir. Gauss denkleminden

D, . +{d.,S(a.))C(s)=0,

d . .
EC( C)JFHO‘CH2 C(s)=0

olur. C nin tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

((9"cos6’—¢9'2 sin @+ 6" sin 6’)T+(1<6"cosl9+«9'sin 0)N

+ (6’" sin@—60" cos @+ 6" cos 49) B=0,
bulunur. Edc ¢ =0 olmasi igin

6" cos@—0"*sin@+6"sind=0,

k60" cos@+0'sinf =0,

6"sin@—0"" cosf+6" cos8=0

olmalidir. Bu son denklemler '=0 veya x=7=0 oldugunu gosterir. Boylece

asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc¢ 3.1.4: « egrisi bir helis ise (C ) sabit pol egrisi birim kiire iizerinde bir
biiyiilk ¢emberdir. Bu durumda, (E’) tabii lifti 7 (Sz) tanjant demeti tlizerinde

geodezik sprayin bir integral egrisidir (Caliskan ve ark. 1984).
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3.2. Lorentz Uzay1

Tanim 3.2.1: V' bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxV —>IR
doniisimii V a,be€ IR ve ¥V u,v,welV igin;
i) g(u,v)z g(v,u),
ii) g(au +bv, w) =ag (u,w) + bg(v, w)
g (u, av+ bw) =ag (u, v) +bg (u, w)
ozelliklerine sahip ise g doniisimiine V vektor uzay: lizerinde simetrik bilineer

form denir.

Tanim 3.2.2: V' reel vektor uzay1 iizerinde simetrik bilineer form g olsun.

i) VveV vev#0iging(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif taniml,

ii) VvelV vev=0iging(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimh,
iii) VvelV vev#0iging(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna yari-pozitif
taniml,

iv) VveV vev#0icing(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif
tamiml,

v) VveV vev#0iging(v,w)=0= w=0ise g simetrik bilineer formuna non-

dejeneredir denir (O’neill 1983).
Tanim 3.2.3: V' bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxV —>IR
doniisiimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise g ye V lizerinde bir skaler

carpim, bu durumda V' vektor uzayina da skaler ¢carpim uzayi denir (O’neill 1983).

Tamim 3.2.4: V' bir reel vektor uzayi ve g:V xV — IR simetrik bilineer form olsun.
g, WxW — IR

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. g skalar carpiminin indeksi v

ise 0 <v<boyV dir.
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Tanim 3.2.5: V' bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. V' nin indeksi v olmak lizere v =1

ve boyV >2 ise V' skalar carpim uzayina bir Lorentz uzayi denir (O’neill 1983).

Tamm 3.2.6: IR" n -boyutlu standart reel vektor uzayr olsun. X :(xl,xz,...,xn),

Y:(yl,yz,...,yn) i¢in,
g:IR"xIR" — IR

n—1

(X,Y)>g(X.Y) ny—xyn
seklinde tanimli fonksiyon bir skalar carpim fonksiyonudur ve bu fonksiyona
Lorentz metrigi denir.
Tamm 3.2.7: [R" iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte{]R", g} ikilisine 7 -
boyutlu Lorentz uzay1 veya kisaca Lorentz uzayi denir ve /L' ile gosterilir.

Tanim 3.2.8: IL" , n -boyutlu bir Lorentz uzayi olsun. Bir X € IL" vektorii i¢in;
i) g(X,X)>0 (veyaX =0) ise X vektoriine spacelike vektor (uzay benzeri),
ii) g(X,X)<0 ise X vektoriine timelike vektor (zaman benzeri),
iii) g(X,X)=0 ise X vektoriine lightlike veya null vektor (151k benzeri) denir
(O’neill 1983).
Tanim 3.2.9: Bir X € IL" vektoriiniin normu
1, = le (%, )
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.2.10: ¢=(0,0,...,0,1) olmak iizere X =(x,,x,,...,x,)e [L" timelike vektor
olmak iizere, g(X,e)<0 (g(X,e)>0) ise X timelike vektoriine future pointing
(past pointing) denir (O’neill 1983).
Tammm 3.2.11: X,Yell' i¢cin X #0veY #0 olmak iizere; g(X,Y)=0 ise, bu

durumda X ve Y vektorlerine ortogonal vektor denir (O’neill 1983).

Teorem 3.2.1: X,Yell' i¢cin X#0veY #0 olmak iizere; g(X,Y)=0 olsun.

Eger X timelike vektor ise bu durumda Y spacelike vektordiir (Turgut 1995).
Teorem 3.2.2: /L' , n -boyutlu bir Lorentz uzay1 ve X € IL" olsun. Bu durumda,
i) Jx], >0
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i) | X], >0 < X bir null vektordiir,

iii) X bir timelike vektér ise | X | * =g (X,X) dir,

iv) X bir spacelike vektor ise ||X||[L2 = g(X,X) dir (O’neill 1983).

Tanim 3.2.12: «: [ — IL" bir egri olsun. « egrisinin teget vektorii 7 olmak iizere;
i) g(7,T)>0 ise a egrisine spacelike egri,

ii) g(7,7)<0 ise o egrisine timelike egri,

iii) g(7,7)=0 ise a egrisine lightlike veya null egri denir (O’neill 1983).

Tammm 3.2.13: o:/ — IL" bir egri olsun. a,bel olmak lizere « egrisinin

a(a) ve a(b) noktalar arasindaki yay uzunlugu;

iuar(t)\pt (3.2.1)

dir (O’neill 1983).

Tammm 3.2.14: [’ , 3-boyutlu bir Lorentz uzayinda X :(xl,xz,x3) ve

Y =(»,,¥,, ;) olmak iizere

X><Y:(x3y2 —X,V5, X,V — XV XV, —xzyl)
vektorine X ve Y nin vektorel ¢arpimi (dis ¢arpimi) denir. X xY veya XAY
seklinde gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa 1990).
I, i=jise
5, = ve ¢ =(6,.8,.6,)
0, i+ jise

olmak tizere vektorel ¢arpim

¢ —& &
XxY=det| x, x, x
N Y2 ¥

Buna gore e, e, ve e, birim vektorlerin vektorel ¢carpimi
€ %€ =6, X6 ="¢, €;X¢ =76
dir. Burada saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak alinmistir. Eger saat yoniiniin tersi

negatif yon olarak kabul edilirse,
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€1X€2 =—€, €2X€3 =e€, e3><e1 =e,

olur. Bu durumda vektorel carpim

€ e, —6&
XxY=det| x, x, x
i Yo W

seklindedir.
Tammm 3.2.15: o:1 > M c IL" diferensiyellenebilir egrisinin Frenet vektorleri

{T,N,B} olsun.

i) a timelike bir egri olsun.

Bu durumda o nin Frenet vektorleri; 7 timelike, N ve B spacelike vektorlerdir.
Bu vektorlerin vektorel carpimi
TxN=-B , NxB=T ,BxT=-N

dir. Buna bagli olarak Frenet formiilleri

T =xN
N'=«T-7B (3.22)
B'=tN

seklinde olur (Woestijne 1990). Bu durumda Frenet ani donme vektorii de
W=1T—-«kB
seklinde bulunur (Ugurlu 1997).

ii) o spacelike bir egri olsun.
Bu durumda « egrisi iki farkli Frenet denklem sistemine sahiptir.

a) 1. Hal: T ve B spacelike, N timelike vektor olsun. Bu vektorlerin vektorel

carpimi
TxN=-B,NxB=-T ,BxT=N

olur ve Frenet formilleri
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N'=«xT+1B (3.2.3)

seklinde bulunur (Woestijne 1990). Bu durumda Frenet ani donme vektori
W =—tT+«kB
seklinde olur (Ugurlu 1997).

b) 2. Hal: T ve N spacelike, B timelike vektor olsun. Bu durumda
TxN=B ,NxB=-T ,BxT=-N

ve Frenet formilleri

T'=xN
N'=—«xT+1B
B'=tN

seklinde bulunur (Woestijne 1990). Frenet ani donme vektorii de
W=1T-«xB

olur (Ugurlu 1997).

Teorem 3.2.3:

i) X,Y e IL" pozitif (negatif) timelike vektdr olsun. Bu durumda
g(X.7) <[ x|

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi icin gerek ve yeter sart X ve Y nin

lineer bagimli olmasidir. X ve Y pozitif(negatif) timelike vektorler ise
2(X.7)=|x][[¥][coshp, o =1(X.Y)

olacak sekilde bir tek ¢ > Oreel sayist vardir. Bu @agisina X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir.

ii) X,Y e IL" spacelike vektorler olsun. Bu durumda
lg(x.1)[<|Xlv]

esitsizligi vardir. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem spacelike ise
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g(x.7)=[X][[¥]cosp, p=n(x.7)
olacak sekilde bir tek 0 <@ < 7z reel sayisi vardir. Bu ¢ agisina X ve Y vektorleri
arasindaki Lorentzian spacelike a¢1 denir.

iii) X,Y e IL" spacelike vektor olsun. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem timelike ise
g (1) =[] [7]

esitsizligi vardir. Bu durumda
2(X.7)=|x][[¥]coshp, =1 (X.Y)

olacak sekilde bir tek ¢ >Oreel sayisi vardir. Bu g@acisima X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir.

iv) X € IL" spacelike ve Y € IL" pozitif timelike vektor olsun. Bu durumda
|2(X. )| =|X[[¥]sinh g, @=n(xX,Y)
olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayist vardir. Bu ¢ agisina X ve Y vektorleri
arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir (Ratcliffe 1984).
Teorem 3.2.4: ' Lorentz uzaymmda X = (xl,xz,xS), Y= (yl,yz,yS) ve
Z =(z,,z,,2,) olsun. Bu vektrler i¢in
i) g(XxY,Z)=—det(X,Y,Z),
i) (XxY)xZ=-g(X,Z)Y+g(¥,Z)X,

iii) g(XxY,X)=0 ve g(XxY,¥)=0,

iv) g(XxY,XxY)=—g(X,X)g(Y.Y)+(g(X.Y))
bagntilar1 vardir (Turgut 1995).

Teorem 3.2.5. I’ Lorentz uzayinda iki vektdér X ve Y olsun. Bu durumda
i) X ve Y spacelike vektor ise X xY bir timelike vektordiir.

ii) X ve Y timelike vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

iii) X spacelike ve Y timelike vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

iv) X ve Y null vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

v) X timelike veY null vektor ise X xY bir spacelike vektordiir.

vi) X spacelike ve Y null vektér olmak iizere g(X,Y)=0 ise X xY bir null

vektor, eger g (X,Y)# 0 ise X xY spacelike vektordiir (Turgut 1995).
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3.3. Yari-Riemann Manifoldu

Tanim 3.3.1: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M {izerinde simetrik non-

dejenere ve sabit indeksli
g x(M)xy(M)—C”(M,IR)
fonksiyonuna bir metrik tensor denir.
Tamm 3.3.2: [R", n-boyutlu standart reel vektor uzay:r lizerinde V PelR" ve

X, =(x,%5,.0x,), ¥, =(y1,y2,...,yn)eT[R,, (P) igin

n—v

g(XP’YP) :inyi - Z X i
i=0

i=n—v+1
esitligiyle verilen v-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari-
Oklidyen uzay denir ve IR " ile gdsterilir (O’neill 1983).
Tamm 3.3.3: IR", yar-Oklidyen uzayinda v=1ven>2 ise IR" yari-Oklidyen
uzayina Minkowski n -uzay denir.
Tanim 3.3.4: M , bir diferensiyellenebilir manifold g de M {izerinde sabit indeksli
bir metrik tensor olsun. (M , g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir ve M
ile gosterilir.
Tanim 3.3.5: M , bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine yari-
Riemann manifoldunun indeksi denir.
Tamim 3.3.6: M , bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM >2 ve M nin indeksi
1 ise M ye bir Lorentz manifoldu denir.
Tammm 3.3.7: M bir Lorentz manifoldu, M de M nin bir Lorentz altmanifoldu ve

M iizerindeki konneksiyon D olsun.

D;((M)x;((ﬂ)—))((M)
seklinde tanimli fonksiyona M Lorentz alt manifoldu iizerine indirgenmis

konneksiyon denir.

Tanmim 3.3.8: M , M nin bir Lorentz altmanifoldu ve M iizerindeki konneksiyon

D olsun. V X,Y € (M) igin

D,Y =tanD,Y
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seklinde tamimli D fonksiyonu M izerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir
(O’neill 1983).

Tanim 3.3.9: M , M nin bir Lorentz altmanifoldu olsun.

11: (M) 2 (M) > 2(M)

(X,Y)> U (X,Y)=norD,Y
seklinde taniml1 fonksiyona M nin ikinci temel form tensérii denir (O’neill 1983).
Tamm 3.3.10: n-boyutlu bir M Lorentz manifoldunun (n—1)-boyutlu bir M

Lorentz alt manifolduna M nin Lorentz hiperyiizeyi denir.

Tamim 3.3.11: M nin bir Lorentz hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektér
alam1 N olsun. V X,Y € ;((M) icin
g(S(X),Y)=g(1I(X,Y),N)
seklinde tanimli § ye Mnin N den elde edilen sekil operatorii denir. S sekil
operatorii M nin her P noktasinda
S, : Ty (P)—> Ty (P)
lineer ve self adjoint (eki kendisine esit) bir doniisiimdiir (O’neill 1983).
Teorem 3.3.1: M nin Lorentz hiperyiizeyi M, Mnin N birim normal vektor
alanindan elde edilen sekil operatérii S olsun. Bu durumda X € ;((M) igin
S(X)=-DyN
dir (O’neill 1983).

Tamim 3.3.12: M bir Lorentz manifoldu, M de M nin bir hiperyiizeyi olsun. M

nin N normalinden elde edilen sekil operatorii S, M iizerindeki konneksiyon D ve

M iizerindeki konneksiyon D olmak iizere, X,Y e ;((M ) icin Gauss denklemi
D,Y=D,Y+eg(S(X).Y)N (3.3.1)
seklindedir. Burada ¢ = g (N, N) dir (O’neill 1983).

Tanim 3.3.13: M Lorentz manifoldunun bir Lorentz hiperylizeyi M olsun.

al—>M egrisinin birim teget vektorii 7' olmak iizere
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g(8(7).7)=0
ise a egrisine asimptotik ¢izgi denir.
Tanim 3.3.14: M Lorentz manifoldunun bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. M

tizerindeki konneksiyon D ve M tizerindeki konneksiyon D olsun. «:/ >M

egrisinin birim teget vektorii 7 olmak iizere

D,T=0 (3.3.2)
ise a egrisine M iizerinde geodezik egri,

D,T=0 (3.3.3)
ise a egrisine M iizerinde geodezik egri denir.

Tanim 3.3.15: /R""', Minkowski (n+1)-uzayinda

8" (r)={x e R

g(X,X)=r", relR, r=sabit}

ile tanimlanan hiperkuadrige #-boyutlu Lorentz hipekiiresi veya n-Lorentz

hiperkiiresi denir.

Hy' (r)={X e IR

g(X,X)==r*, relR, r= sabit}
nokta kiimesine de » -boyutlu » -yaricaph hiperbolik kiire denir.
n =3 i¢in 6zel halinde

S’ (r) = {X € IRf‘g(X,X) =r’,relR, r :sabit}
nokta kiimesine »-yaricaph Lorentz kiiresi,

HO2 (r) = {X IS IRf‘g(X,X) =—r*, relR, r :sabit}
nokta kiimesine de r -yarigaplh hiperbolik kiire denir.
Tamm 3.3.16: «:1 — IL’ birim hizli non-null egrisinin a/(s) noktasindaki Frenet
3-ayaklis1 {T,N,B}olsun. {T,N,B} Frenet vektorlerinin baslangic noktalar1 egriyi
¢izerken ug noktalarinin ciimlesi S,* birim Lorentz kiiresi veya H,’ hiperbolik birim
kiiresi iizerinde ¢izdigi egrilere « egrisinin tegetler gostergesi (birinci kiiresel
gostergesi), asli normaller gostergesi (ikinci kiiresel gostergesi) ve binormaller

gostergesi (ii¢iincii kiiresel gostergesi) denir ve sirastyla (7'),(N),(B) ile gosterilir.
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Sekil 3.3.2. Timelike bir egrinin (Lorentzian kiiresi {izerinde) binormaller gostergesi
C birim Darboux vektoriiniin S,> veya H,> lizerinde ¢izdigi egriye sabit pol e@risi
denir ve (C) ile gosterilir.
Tanim 3.3.17:
1) a:1— I birim hizli timelike egrisinin Frenet ¢atis1 {7, N,B}, egriligi « ve

burulmasi 7 olsun. Bu durumda 7 timelike, N ve B spacelike vektorlerdir. Buna

bagli olarak « egrisinin Frenet ani donme vektorii
W=:T-xB, |W|,=v& -7 (3.3.4)
seklinde olur. Bu halde birim Darboux vektorii i¢in iki durum vardir:

a) W spacelike ise (|K‘| > |T|) —B ile W vektorleri arasindaki Lorentzian timelike ag1
@ olmak tizere

K=||W||cosh(p
. =g w)=x* -1 (3.3.5)
T :||W||sinh(p
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olur ve birim Darboux vektori
C =sinh ¢T —cosh pB (3.3.6)

seklinde bulunur.

b) W timelike (|K|<|T|) ise

K= ||W|| sinh ¢
. =) =—(x*-7?) (3.3.7)

T= ||W|| cosh g

olur ve birim Darboux vektorii
C = cosh ¢T —sinh @B (3.3.8)

seklinde bulunur.

2) a:1— IL’ birim hizh spacelike bir egri olsun. T ve B spacelike, N timelike

vektor olarak alinirsa @ egrisinin Frenet ani donme vektorii
W=-tT+xB, [W]=|x" 7’| (3.3.9)

seklinde olur. Burada g(W, W) =7>—x* >0 oldugundan W spacelike vektordiir. B

ile W vektorleri arasindaki Lorentzian spacelike a¢1 ¢ ile gosterilirse,

K= ||W||c03(p
(3.3.10)
T= ||W||sin(p
olur ve birim Darboux vektorii
C =—sin T +cos pB (3.3.11)

seklinde bulunur.

3) a:1 — IL birim hizli spacelike bir egri olsun. 7 ve N spacelike, B timelike

vektor olarak alinirsa o egrisinin Frenet ani donme vektori
W=cT-xB, [W]=|"-«| (3.3.12)
seklinde olur. Bu halde birim Darboux vektorii i¢in iki durum vardir:

a) W spacelike (|r| >|1<|) ise
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K=||W||sinh(p
o =) =t-x
T :||W||cosh(p

olur ve birim Darboux vektori

C =cosh ¢T —sinh pB
olur.
b) W timelike (|z‘| < |1(|) ise

K= ||W||cosh(p
=g () =—(c* -x%)
T= ||W|| sinh ¢

olur ve birim Darboux vektori
C =sinh ¢T —cosh B

seklinde bulunur.
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4. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde Oklid uzayinda Bertrand egri ciftleri ile ilgili temel kavramlara yer
verildi.

Tanm 4.1: «a:1 —>E’ ve o' :1 — E’ diferensiyellenebilir iki egri, « egrisinin
a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T(s),N(s),B(s)} ve o egrisinin a*(s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T *(S),N*(S),B*(S)} olsun. a ile a egrisinin

aslinormal vektorleri lineer bagimli ise (a,a*) ikilisine Bertrand Egri Cifti denir

(Hacisalihoglu 1983, Sabuncuoglu 2006).

T(s)

Sekil 4.1. Bertrand Egri Cifti

Bu tanima gore Bertrand egri ¢iftinin denklemi;
o (s')=a(s)+AN(s)

veya
a(s)=a’(s)-AN(s)

seklindedir. Bu egrilerin Frenet ¢atilar1 arasinda
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T* =cos@T —sin @B

*

N =N

B’ =sin 0T +cos OB

bagintis1 mevcuttur. Burada @, T ile T~ vektorleri arasindaki agidir (Sabuncuoglu

2006).

Teorem 4.1: (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egriler arasindaki uzaklik sabittir

(Hacisalihoglu 1983, Sabuncuoglu 2006).
Ispat: Sekil 4.1.’den

a (s) = a(s) + /IN(S)
yazilir. Bu bagintinin tiirevi alinirsa

da’ da ds

I_nga (s)+/1N(s)+/1N (s)

olur ve Frenet formillerinden

T*(S*)‘;_i:(1_M(s))7(s)+m(s)+m(s)3(s)

bulunur. {N (s),N (s)} lineer bagimli oldugundan
A'=0,
A =sbt.

olur. Diger yandan
a (s)-a(s)=AN(s)

oldugundan
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d(a(s),a* (s)) = H/iN(s)H

=[] = sbr.

bulunur.

Teorem 4.2: (05,05*) Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egrilerin karsilikli noktalardaki

teget vektorleri arasindaki aginin 6l¢iimii sabittir (Sabuncuoglu 2006).

ispat: a:l>E ve a:I>E egrilerinin Frenet catilari {T(S),N(S),B(S)} ve

{T* (s),N"(s),B (s)} olmak iizere,

d . ar . dT” ds’
—(T(s),T =(—,T Tr,—-.
ds< (S)’ (S)> <ds ’ >+< " ds’ ds>

%

=(kN.T")+ ds

s <T,K'*N*>

=K<N,T*>+“;—iz<*<T,N*>

yazilabilir. {N (s).N (s)} lineer bagimli oldugundan
(N.T7)=0

ve
(T.N")=0

olur. Bu ifadeler yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

d

£<T(S),T*(S)> =0

bulunur. Buradan
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(T (5).7"(5)) = sbt.

olur. 7 ile 7" vektdrleri arasindaki ag1 @ ile gosterilirse
(T(s5).7"(5))=cos O = sbt

oldugu gériliir.

Teorem 4.3: (a,a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri k& ve 7 ise

bunlar arasinda
Ax+ur=1, u=Acotd (4.1)
bagintis1 vardir (Hacisalihoglu 1983).

Ispat: o (s) =a(s)+AN(s) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

*

T*%=(1—1K)T(s)+2,13

olur. Bu ifade sirasiyla 7 ve B ile i¢ ¢arpilir ise

cos ﬁdi =1-Ax
ds

sin Hdi =Ar
ds

bulunur. Bulunan ifadeler taraf tarafa oranlanirsa

cos@ sin6

1-ix At
veya
cotd = 1-Ax
AT

olur. Burada x=Acoté alinirsa
A+ ur=1

bulunur.
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Teorem 4.4: (0!, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri ¥ ve 7, o

o o . . o eqe . * = o eqe
egrisinin egrilikleri ° ve 7~ olmak iizere bu egrilikler arasinda

. Ak-—sin’ @
ﬂ,(l—ﬂ,x)
. sin’é
T =
AT

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu 2006).
Ispat: o (s) =a(s)+AN(s) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

*

T*%:(I—ZK)T(s)+/ITB

olur. Bu ifade sirasiyla 7 ve B ile i¢ carpilirsa

*

cos Hdi =1-Ax
ds

sin Hdi =Ar
ds

E3

(4.2)

(4.3)

bulunur. (a,a*) Bertrand egri ¢ifti oldugundan a(s) =a (s)—/lN (s) yazilabilir.

Burada s ye gore tiirev alinirsa

T=T*d—§(1+/1/c*)—/1r*B*d—;
ds ds

olur. Bu ifade sirasiyla 7~ ve B ile i¢ carpilirsa

cosHjS* =(1+/1/(*)

S

ds .

sinfd—-=Ar

S
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bulunur. (4.3) ve (4.4) bagmtilarindan cos @ ifadeleri taraf tarafa carpilirsa
cos’ O = (1—/11()(1+/1K*)

=1+ Ak — Ak - kK
olur. Burada son esitlikten x~ ifadesi

- Ak —sin* @

A(1-1x)

seklinde bulunur. Benzer sekilde (4.3) ve (4.4) bagintilarindan sin @ ifadeleri taraf
tarafa carpilirsa

. 2 2 *
sin“@=Arr,

. sin’é@
T =—s
AT

olur.

Sonugc 4.1: (4.1) ifadesinden 1-Ax degeri, (4.2) de yerine yazilirsa

. sin0-Ak
K =————tan@
AT

seklinde olur.

35



5. BULGULAR

Bu boliim ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Burada (a,a*) Bertrand egri

cifti timelike alindiginda ilk olarak egrilerin Frenet gatilari arasindaki bagintilar

bulundu. Ayrica Darboux vektdrlerinin lineer bagimli oldugu gosterildi. ikinci olarak
o egrisinin (T*),(N *),(B*) kiiresel gosterge egrileri ile (C) sabit pol egrisinin
IL’ Lorentz uzayna, S, Lorentz kiiresine veya H,” Hiperbolik kiireye gore yay

uzunluklart ve geodezik egrilikleri hesaplanarak, bunlar arasindaki bagintilar

bulundu. Son olarak ¢ egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii liftlerinin geodezik
spray i¢in integral egrisi olma sart1 arastirilarak « egrisinin nasil bir egri olmasi

gerektigi ifade edildi.

5.1. Timelike Bertrand Egri Ciftleri

Tanmm 5.1.1 : a:1 - I ve o :1— Il diferensiyellenebilir timelike iki egri
olsun. a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {T(s),N(s),B(s)} ve
egrisinin & (s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T *(s),N *(s),B*(s)} ile gosterilsin.
Timelike Bertrand egri cifti denir.

Lorentz uzayinda (a, a*) Bertrand egri ¢ifti i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

1. a:1— I egrisi timelike oldugunda o :1 — IL’ egrisi timelike veya spacelike

olabilir. Buna gore
a) 7" timelike vektdr, N™ ile B” spacelike vektordiir,

b) 7" ile N spacelike vektor, B" timelike vektordiir.

Bu durumda
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(T, T)=-1 g(T", TH=*1=¢,

g(N,N)=+1 ve 4Jg(N ,N)=+1

g(B,B)=+1 g(B,B ) =+l=g,

2. a:1— IL spacelike binormalli spacelike egri oldugunda o :1 — IL’ spacelike

binormalli spacelike egri olur. Bu durumda

2(T,T)=+1 g(T",T)=+1

g(N,N)=—-1 ve {g(N',N)=-1

g(B,B)=+1 g(B",B)=+1.

3. a:I— I timelike binormalli spacelike egri oldugunda o« :1 — IL’ egrisi
timelike veya spacelike olabilir. Buna gore,

a) T" timelike vektdr, N~ ile B” spacelike vektordiir,

b) T" ile N spacelike vektor, B™ timelike vektordiir.

Bu durumda

g(T,T)=+1 g(T', T H)==l=¢,

g(N,N)=+1 ve <Jg(N,N)=+1

g(B,B)=-1 g(B*,B*):J_rlzgo.

Teorem 5.1.1: (a, a*) timelike Bertrand egri ciftleri arasindaki uzaklik sabittir
(Ekmekgi ve Ilarslan 2001).
Ispat: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti oldugundan a*(s)za(s)+ﬂ,(s)N(s)

yazilabilir. s ye gore tlirev alinirsa

L ds dA ,
T E_T+XN(S)+1N (S)
=T+%N(s)+/1(KT—TB)
s
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:T(1+AK)+QN—/%B
ds

olur. Son esitlikte her iki taraf N ile i¢ carpilir ise

‘;iq*,m = (1+ Ak )(T, N) +%<N, NY—Az(N, B),
S S

A'=0

A =sbt

bulunur. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik fonksiyonu tanimindan

d (a* (s* ),a(s)) = Ha* (s* ) —a (S)H
=[an(s)]

=|A|=sbt
bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.1.2: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egrilerin a(s) ve

a(s*) noktalarindaki teget vektor alanlar1 arasindaki acinin Ol¢limii sabittir

(Ekmekgi ve Ilarslan 2001).

Teorem 5.1.3: (a,a*) timelike Bertrand egri cifti olsun. ¢ egrisi ile @ egrisinin
Frenet gatilart sirasiyla {T ,N ,B} ve {T "N *,B*} olmak tizere, bu ¢atilar arasinda

T" =—cosh 8T +sinh OB

N =N (5.1.1)

B" =—sinh 0T +cosh OB
bagintis1 vardir. Buradaki @ acisi, T ile T timelike vektorleri arasindaki agidir.
Ispat: o (s*) =a(s)+ AN (s) ifadesinin s ye gore tirevi alinirsa

T*C;iz(H/lK)T(s)—/%rB (5.1.2)
S
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olur. Bu ifade sirasiyla 7 ve B ile i¢ ¢arpilir ise

%

—cosht9di =1+ Ak
ds

(5.1.3)

*

_sinho®__ 4,
ds

bulunur. Bu ifade (5.1.2) de yerine yazilirsa

T" =—cosh OT +sinh 6B (5.1.4)
olur. Buradan tekrar turev alinirsa

K*N*di=—KNCOSh9+TNSinh9 (5.1.5)

ds

= N (-« cosh@+7sinh 0)

bulunur. Son esitlikte norm alinirsa

K di =—xcosh@+rsinh @
ds

olur. Bu ifade (5.1.5) de yerine yazilirsa

N =N (5.1.6)
bulunur. B = —(T* x N ) ifadesinden

B" =—sinh 0T +cosh OB (5.1.7)
elde edilir. Boylece (5.1.1) bagmutis1 gosterilmis olur.
Teorem 5.1.4: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egriligi x ve

torsiyonu 7 ise bunlar arasinda
ur—Ax=1 ve pu=Acoth@ (5.1.8)
bagintisi vardir.

Ispat: (5.1.3) ifadesi taraf tarafa oranlanirsa

coshd sinh@
1+ Ax AT
veya
coth@ = I+Ax
AT
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olur. Burada u = Acoth@ alinirsa
ur— Ak =1
bulunur.

Teorem 5.1.5: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egriligi x ve

torsiyonu 7, o  egrisinin egriligi x ve torsiyonu 7  olmak iizere bu egrilikler
arasinda
. Ax—sinh’ 6
A(1+ k)
(5.1.9)
. sinh* @
=77
AT

bagintis1 vardir.
Ispat: (a, a*) Bertrand egri ifti oldugundan a(s)=a (s)—AN(s) yazilabilir.
Burada s ye gore tlirev alinirsa

T:T*d—;(l—/li(*)+/11*3*d—§
ds ds

olur. Bu ifade sirasiyla 7~ ve B’ ile i¢ carpilirsa

—cosh @ ds* = (1 —/IK*)
)
(5.1.10)
sinh0- %~ 17
ds

bulunur. (5.1.3) ve (5.1.10) bagntilarindan cosh & ifadeleri taraf tarafa garpilirsa

cosh’ @ = (1+/11<)(1—/1K*)

=1-Ak + Ak - ’kx
bulunur. Burada son esitlikten x~ ifadesi

. Ak —sinh* @

(1) (5.1.11)

seklinde olur. Benzer sekilde (5.1.3) ve (5.1.10) bagmntilarindan sinh & ifadeleri

taraf tarafa ¢arpilirsa
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sinh* @ =-Arr",

. sinh’*é@
’Z' —
AT

bulunur.

Sonu¢ 5.1.1: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egriligi x ve

. * o o e . o eqewe * .- - eqe
torsiyonu 7, o egrisinin egriligi x olmak lizere bu egrilikler arasinda

.12
K" = A osinh 6 (5.1.12)
At cothd
bagintis1 vardir.
Ispat: (5.1.8) ifadesinden
1+ Ax = Arcoth@ (5.1.13)

olur. Bu ifade (5.1.11) de yerine yazilirsa

. Ax—sinh*@
K =— —
A*rcoth @

bulunur.

Teorem 5.1.6: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin W Darboux

vektorii ile " egrisinin W~ Darboux vektdrii arasinda
+ _sinh@
At

/4

w (5.1.14)

bagintis1 vardir.

Ispat: o timelike egri oldugundan W' =7'T" —x'B" dir. (5.1.4), (5.1.7), (5.1.9)
ve (5.1.12) bagmtilari burada yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

= Smh o [ltanh 0(1+2,K)T—KB}
At A

olur. Burada (5.1.13) esitligi yerine yazilirsa

W*:smhﬁ [TT—KB],
AT

W*:smhﬁ W
AT

bulunur.
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5.2. Timelike « Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin Yay Uzunluklar:

Calismamizin bu bolimiinde a timelike egrisinin (7'), (N), (B) kiiresel gosterge
egrileri ile (C) sabit pol egrisinin yay uzunluklari hesaplanmistir. Burada 7 timelike

vektor, N ve B spacelike vektorlerdir.

(T) Tegetler gostergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse Tanim 3.2.13 den,

s dT S
s = ||l—Ids=||lxN|ds,
= |4 es<Jiw
S, =jf|/<|ds (5.2.1)
0

olur.
(N) aslinormaller gostergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse,
rldN

wlla

0

ds,

Sy = j||KT—Z‘B”dS = h—/{z +r2‘ds,
0 0

Sy = I ||W|| ds
0
seklinde bulunur.

(B) binormaller gdstergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse,
55 =|
0

Sy = j|r| ds (5.2.2)
0

d_B
ds

ds = [V s
0

olur.
(C) sabit pol egrisinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse,

s
s =]
0

ds,

dc
ds
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!

o'|ds

K
s =|
0

seklinde bulunur.

5.3. Timelike o Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin /L' e Gore Geodezik

Egrilikleri

(T) tegetler gostergesinin /L’ e gore geodezik egriligi &, ile gosterilsin. (7') nin yay

parametresi s, ve birim teget vektorii 7. olmak iizere geodezik egrilik

k=073
seklinde yazilir. (7') egrisinin denklemi

a;(s;)=T(s)

seklinde yazilir. Bu ifadenin s, parametresine gore tiirevi alinirsa,

da, da; ds
ds, ds ds,’
1, =xN s
ds,
olur. Norm alinirsa
ds _ 1
ds, K

bulunur. Bu ifade 7, de yerine yazilirsa
T,=N
olur. Tekrar tlirev alinirsa

p AT _dly ds
T ds,  ds ds;’

DT_des

T —
! ds ds,

veya (3.2.2) ve (5.3.1) denklemlerinden
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D, T, :T—£B

bulunur. Geodezik egrilik tanimindan

olur. Bu ifade;

a) W spacelike ise (3.3.5) denkleminden
L —tanh 1)
K

olur ve buna gore geodezik egrilik

2

k, = ‘—1+ tanh’ ¢

1
k, =
cosh g

seklinde bulunur.
b) W timelike ise (3.3.7) denkleminden

L. coth @
K

olur ve bu durumda geodezik egrilik

ky = ‘—1+coth2¢),

1
k, =—
sinh ¢

seklinde olur.

(5.3.3)

(5.3.4)

(5.3.5)

(5.3.6)

(N) aslinormaller gostergesinin /L’ e gore geodezik egriligi k,, ile gdsterilsin. (N)

nin yay parametresi s, ve birim teget vektorii 7, olmak iizere geodezik egrilik

k=[P, 7]
seklinde yazilir. (V) egrisinin denklemi

ay(sy)=N(s)

dir. Burada s, ye gore tiirev alinirsa
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ds

T, =xT — TBE
olur. Norm alinirsa,
ds 1
ds ]

bulunur. Bu deger 7, ifadesinde yerine yazilirsa

K T
Ty =T B (53.7)
I 4. g

olur. Burada;

a) W spacelike ise (5.3.7) ifadesi (3.3.5) denkleminden
T, = —cosh @T +sinh pB

sekline dontisiir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

D, T, =(¢'sinh oT +|[V| N - ¢’ coshgoB)L (5.3.8)

1

olur. Geodezik egrilik tanimindan,

ky :m o)+ (53.9)

seklinde bulunur.

b) W timelike ise (5.3.7) ifadesi (3.3.7) denkleminden
T, =—sinh T +cosh pB

sekline doniisiir. 7, nin tiirevi alinirsa

D, T, =£(—coshgoT+sinh¢B)+N

71

olur. Geodezik egrilik tanimindan,

1 2 2
k :—\/ —(¢') +|»
g

(5.3.10)

seklinde bulunur.
(B) binormaller gostergesinin /L' e gore geodezik egriligi &, ile gosterilsin. (B)
nin yay parametresi s, ve birim teget vektorii 7, olmak iizere geodezik egrilik

& =057,
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seklinde yazilir. (B) nin denklemi

a;(sy)=B(s)

dir. Her iki tarafin s, parametresine gore tiirevi alinirsa,

I,=tN ﬂ
Sp
olur. Norm alinirsa,
ds 1
ds, |T|

bulunur. Bu deger T, ifadesinde yerine yazilirsa
T,=%N
olur. Pozitif yonlendirme segcilirse,
T,=N
almabilir. Buradan tekrar tlirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

D, T, =§T—B

elde edilir. Geodezik egrilik tanimindan
P 2
ky, = —(—j +1 (5.3.11)
T
olur. Bu ifade;

a) W spacelike ise (3.3.5) denkleminden
X —coth 1)
T

olur. Bu deger (5.3.11) de yerine yazilirsa

1

k. =
¥ sinhg

(5.3.12)

sekline dontisiir.

b) W timelike ise (3.3.7) denkleminden

X —sinh Q
T

olur. Bu deger (5.3.11) de yerine yazilirsa
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1
ky =
cosh ¢

(5.3.13)

seklinde bulunur.
(C) sabit pol egrisinin /L' e gore geodezik egriligi k. ile gosterilsin. (C) nin yay
parametresi s, ve birim teget vektorii 7. olmak lizere geodezik egrilik
ke =[Dr 7]
seklinde yazilir. (C) nin denklemi
A (SC) =C (S)
dir. Burada C nin spacelike veya timelike olmasina goére geodezik egrilik
degisecektir. Buna gore;
a) W spacelike ise (3.3.6) dan
C =sinh ¢T —cosh B
olur. 5. parametresine gore tiirev alinirsa,
T, = cosh T —sinh B
olur. Tekrar tiirev alinirsa,

D, T, :sinhgoT—coshgoB+MN (5.3.14)
4 ®

bulunur. Geodezik egrilik tanimi dikkate alinirsa

ke = 1+[MJ2 (5.3.15)

®»
olur.
b) W timelike ise (3.3.8) den
C =cosh ¢T —sinh B
olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
T, =sinh ¢T —cosh ¢B,

tekrar tiirev alinirsa,
D, T :coshgoT—sinhgoB—mN (5.3.16)
1o - 3.
®

bulunur. Geodezik egrilik tantmindan

47



ke = (5.3.17)

2
_1+(M]
®

seklinde olur. Bu durumda asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 5.3.1: «:/—IL timelike egrisinin (7), (N) ve (B) kiiresel gdsterge
egrileri ile (C) sabit pol egrisinin /L’ gore,

yay uzunluklar;

o= ids s, =[les
0 0
=]l Jse=[lols
0 0
geodezik egrilikleri;

a) IV spacelike ise

1 1
k = =
" coshe ks sinh ¢
] Y|
4
sl e
b) W timelike ise
1 1
kT_sinhgo kB_coshga
2 s 2
¢ IIWIIJ
= | [I-| —= k.= | |-1+|—*
' (nwnl C [ /

seklinde verilir.
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5.4. Timelike o Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin S° veya H,’ ye gire
Geodezik Egrilikleri

S, Lorentz kiiresi veya H,> hiperbolik kiireye gore (7'), (N), (B) Kkiiresel
gosterge egrilerinin  geodezik egriliklerini hesaplayabilmek icin IL'  deki
konneksiyon D, S,> deki konneksiyon D, H,’ deki konneksiyon D, S*ve H,’ nin

birim normal vektor alan1 £ olmak tizere

D,Y=D,Y+eg(S(X).Y)E  e=g(&&)

A~

DY =D,Y+eg(S(X).Y)é,  e=g(&.¢)
Gauss denklemlerinden yararlanilacaktir. Burada S, S,°> ve H,’ nin sekil operatdrii

olup, buna karsilik gelen matris
-1 0
S=1,=
0 -1
seklindedir (Bilici 2009).
(T) tegetler gostergesinin H, o> deki geodezik egriligi y, ile gosterilirse,

D, T,

-
dir. Gauss denkleminden

D, T, =D, T, +¢g(S(T,),T,)T
yazilir. Burada

e=g(T.T)=-1, S(T,)=-T,, ve g(S(T;).T;)=-1
dir. Bu degerler yerine yazilirsa Gauss denklemi

D, T,=D,T,~T

seklinde olur. (5.3.3) bagmtisi bu son esitlikte yerine yazilirsa
= T
D, T, :—;B (5.4.1)

veya norm alinirsa
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Yr =
K

bulunur. Bu ifade;
a) W spacelike ise (3.3.5) denkleminden

¥y = tanhg, (5.4.2)
b) W timelike ise (3.3.7) denkleminden

7, =cothg (5.4.3)

seklinde olur.
(N) aslinormaller gostergesinin S,* deki geodezik egriligi y,, ile gosterilirse,

7v=IDn T
dir. Gauss denkleminden

D, T, =D, T, +£g(S(Ty),T,)N
yazilir. Burada

e=g(N,N)=+1, S(T,)=-T,, ve g(S(T,),T,)=+1
dir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

D, T,=D, T,—-N

olur. (5.3.8) bagintis1 bu son esitlikte yerine yazilirsa

!

D, T :L(sinh(oT—coshgoB) (5.4.4)

R

bulunur. Bu ifadenin normu alinirsa geodezik egrilik

!

@

Yy =7 54.5
Y (543)

seklinde olur.

(B) binormaller gostergesinin S,> deki geodezik egriligi y, ile gosterilirse,
75 =P

dir. Gauss denkleminden
D, T, =D, T,+eg(S(T,).T,)B

yazilir. Burada
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e=g(B.B)=+l, S(T;)=-T, ve g(S(T,).T;)=-1
dir. Bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa
D,T,=D,T,+B

olur. (5.3.11) bagmntis1 bu son esitlikte yerine yazilirsa

D, T,=—T (5.4.6)

elde edilir. Bu ifade;
a) W spacelike ise (3.3.5) denkleminden

75 =cothg, (5.4.7)
b) W timelike ise (3.3.7) denkleminden

7, =tanh g (5.4.8)
seklinde olur.
(C) sabit pol egrisinin S, deki geodezik egriligi .. ile gosterilirse,

e =[D. 1|
dir. Gauss denkleminden
D, T, =D, T +£g(S(T).T.)C
yazilir. Burada
&= g(C,C) =+1, S(TC) =-T., ve g(S(TC),TC) =-1
dir. Bu degerler Gauss denkleminde yerine yazilirsa
D, T.=D,T.-C
olur. Buna gore;

a) IV spacelike ise (3.3.6) ve (5.3.14) bagintilarindan

D, T, :sinh¢T—cosh¢B+mN—(sinhng—coshgoB),
‘ ®»
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D, T, =MN (5.4.9)
2

olur. Burada norm alinirsa

w
Ve =y (5.4.10)

bulunur.

b) W timelike ise (3.3.8) ve (5.3.16) bagintilarindan
D, T, = cos pT —sinh B —MN—(cosh @T —sinh ¢B),
’ @

D, T, =MN (5.4.11)

!

olur. Burada norm alinirsa

w
Ve =w (5.4.12)

elde edilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 5.4.1: «:/— L timelike egrisinin (7), (N) ve (B) kiiresel gdsterge
egrileri ile (C) sabit pol egrisinin S,* deki geodezik egrilikleri sirasiyla;

i vy =tanh @, W spacelike ise
vy =cothe, W timelike ise

3) vy =cothe, W spacelike ise
vy =tanh @, W timelike ise

o, W
c '
@

seklindedir.

52



5.5. Timelike o Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin Yay Uzunluklar

Calismamizin bu boliimiinde timelike o egrisinin (T*), (N*), (B) kiiresel
gosterge egrileri ile (C *) sabit pol egrisinin yay uzunluklar hesaplandi. Ayrica «

ile & egrilerinin kiiresel gosterge egrileri ile sabit pol egrilerinin yay uzunluklari

arasinda bagintilar bulundu.

(T *) tegetler gostergesinin yay uzunlugu s . ile gosterilirse Tanim 3.2.13 den,

“lar’| .
S, :‘[ o ds

veya

dT"

la 55.1
- (55.1)

N
=]
0

yazilir. (5.1.4) bagintisinin tiirevi alinirsa

ar__ (-xcosh@+zsinh @) N
ds
olur. Norm alinirsa
ar ) |~# cosh @+ 7 sinh 6)
ds

bulunur. Bu ifade (5.5.1) bagintisinda yerine yazilirsa

S = j|—KCOSh9+ rsinh 9| ds,
0

veya

“
IN

Jcosh] [[x]ds +[sinh ] [|rds
0 0

olur. Buradan (5.2.1) ve (5.2.2) bagntilart yerine yazilirsa
8. < |cosh9| Sy +|sinh 6?| Sy

elde edilir.

(N *) aslinormaller gostergesinin yay uzunlugu s . ile gosterilirse,
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ds

N
o
0

olur. Burada (5.1.6) bagintis1 dikkate alinirsa

s

N

s*:jdids:j ds,
Moo ds oIl ds
S =Sy

(B*) binormaller gostergesinin yay uzunlugu s . ile gosterilirse,

s
=]
0

dir. (5.1.7) ifadesinin tiirevi alinirsa,

dB’
—\d 552
- % (55.2)

s

a _ (-xsinh @+7cosh@) N

ds

bulunur. Norm alinirsa

dB’

t

— = |—Ksinh @+ 7 cosh 6?|
s

olur. Bu ifade (5.5.2) bagintisinda yerine yazilirsa

Sp = j‘|—/( sinh @ + 7 cosh 9| ds,
0
veya

5, <[sinh6)] [|x]ds +[cosh ] [|ekis
0 0

bulunur. Burada (5.2.1) ve (5.2.2) bagintilar yerine yazilirsa
S S|sinh9| Sy +|cosh 9| Sp

elde edilir.

(C *) sabit pol egrisinin yay uzunlugu s_. ile gosterilirse,

N
o=
0

dir. Buna gore;

dc”
— ld 553
% (5.53)
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a) W spacelike ise (3.3.6) bagmntisindan
C" =sinhgp' T  —cosh¢p B

olur. Burada @, W™ ile B" vektorleri arasindaki acidir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

dd_C* = ((p* )’ (cosh (0*T* —sinh (p*B*)Jr N (K'* sinh (0* —7" cosh (p*),
s
dd_C* = ((p* )' (cosh @ T" —sinh (p*B*)

s

bulunur. Norm alinirsa
[<)-)

olur. Bu ifade (5.5.3) de yerine yazilirsa

!

ac’
ds

ds (5.5.4)

seklinde bulunur. Diger yandan (3.3.5) bagmntisi dikkate alindiginda

%

sinh g’ = ——
I *
= tanhg = T*

coshg’ = HVI;

olur. x* ve 7 1 (5.1.9) ve (5.1.12) deki degerleri burada yerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa

. sinh? @coth @
@ =arctanh| —————
sinh” @ - Ak

seklinde bulunur. Her iki tarafin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

N Ax'sinh @ cosh 6
()

= 5.5.5
A’k?* —sinh® §(1+2k) ( )

olur. Bu ifade (5.5.4) de yerine yazilirsa

E _j[ Ax'sinh @ cosh @ | 2
¢4 |2 —sinh? 0(1+ 24k )|
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elde edilir.
b) W timelike ise (3.3.7), (3.3.8), (5.1.9) ve (5.1.12) bagmtilar1 dikkate alinir

ve a)’ da yapilan islem siras1 takip edilirse, W~ m spacelike olmasi durumudaki

sonu¢ elde edilmektedir.

Bunlarin neticesinde asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 5.5.1: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. o egrisinin {T",N",B"}
Frenet vektdrlerinin (T*), (N ) ve (B) kiiresel gosterge egrileri ile birim Darboux
vektoriinlin ¢izdigi (C*) sabit pol egrisinin I’ e gore yay uzunluklari sirasiyla
asagidaki gibidir:

1) 5,. < |cosh )| s, +|sinh 6] s,

3) s, < |sinh 6| 5, +|cosh | s,

J~ | /IK sinh & cosh & |
0 ‘ 1+2ﬂK sinh® 9‘

5.6. Timelike o« Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin /L’ e gore Geodezik
Egrilikleri

(T ) egrisinin L’ e gbre geodezik egriligi k. ile gosterilsin. (T ) n yay

parametresi s . ve birim teget vektorii 7.. olmak tizere

ke =|

yazilir. o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii 7~ olmak iizere, (T *)

egrisinin denklemi
a*T* (sT**) =T (s)

dir. Burada s_. parametresine gore tiirev alinirsa
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da’ . (ST*) dT (s) ds”

ds . ds"  ds..
T T
veya
T*
r. =4 (5.6.1)
T ds ds..
olur. (5.1.4) bagintisindan 7" n tiirevi alinirsa
ar_ (-xcosh@+zsinh @) N
ds
bulunur. Bu ifade (5.6.1) de yerine yazilirsa
. ds
T. = N(—x cosh @ +7sinh 8) o (5.6.2)
s .
olur. Norm alinirsa
s _ L (5.6.3)
ds,. |—K cosh @ + 7 sinh 6?|

seklinde bulunur. Bu ifade (5.6.2) de yerine yazilirsa
I.=N

elde edilir. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

olur. (3.2.2) ve (5.6.3) bagmntilari burada yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

D, T. kT —7B

= 5.6.4
r T |—K' cosh @ + 7 sinh 6’| ( )

bulunur. Norm alinirsa

= kT —7B
r |—K cosh @ + 7 sinh 9|

2

o m
r |—Kcosh9+rsinht9|’

veya
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k.= !

T*

K cosh @ + Lsinh o

1 |1

elde edilir. Bu ifade;
a) W spacelike ise (3.3.5), (5.3.5) ve (5.3.12) bagmtilarindan

1
k . = ’
T |— cosh @.cosh @ + sinh ¢.sinh 9|

k.= ! ,

—icosh9+isinh9
k k

T B

L =| k. k, |
™ |k, sinh @k, cosh 6|

seklinde olur.

b) W timelike ise (3.3.7), (5.3.6) ve (5.3.13) bagmntilarindan aym sonug elde
edilir.

(N*) egrisinin [L’e gore geodezik egriligi k. ile gosterilsin. (N*) nin yay
parametresi s . ve birim teget vektorii 7. olmak tizere,

kv =|D: T,

yazilir. (N ) egrisinin denklemi
a (s, )=N(s)
dir. Bu denklemin s, . parametresine gore tiirevi alinirsa

da*N* (sN*) _ dN*(s) ds
’ ds dsN*

v ds,
olur. Burada (3.2.2) ve (5.1.6) bagmtilari dikkate alinirsa

ds

ds .
N

T.=(xT-7B) (5.6.5)

bulunur. Norm alinirsa
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ds _ 1 _ 1
N 7]

(5.6.6)

N

olur. Bu ifade (5.6.5) de yerine yazilirsa

K T

T T-—B8
|71

Il
bulunur. Burada;

a) W spacelike ise (3.3.5) bagntisindan
T. = cosh T —sinhpB (5.6.7)
olur. 7. 1n tirevi alinirsa

p 7. 9T ds
NN ds ds,.

olur. Bu son ifadede (5.6.6) ve (5.6.7) bagmntilari yerine yazilir ve gerekli iglemler

yapilirsa

D, T, =|¢(sinh T —coshpB)+ N (i« coshp—zsinhp)] ”%,

; 1
DTN*TN* :[ (/;’(s1nhgoT—cosh(/)B)+N.”W” ] ”7’
_ P o
DTN*TN* = ||W|| (sinh @T —coshpB)+ N (5.6.8)

bulunur. Norm alinirsa

3

k =mu go’(sinhgoT—cosh(pB)+N.||W|

N

1 ,
ky =WV(¢)2+||W2,

2
¢!
k.= —— | +1
" [IIWIIJ
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olur. (5.3.9) bagntis1 dikkate alinirsa
k. =ky
oldugu goriiliir.
b) W timelike ise (3.3.7) bagmntisindan
T. =sinh oT —cosh pB (5.6.9)

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

p r e ds
NN ds ds,.

olur. (5.6.6) ve (5.6.9) bagmntilar1 burada yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

D, T. :[¢'(cosh¢T—sinh(pB)+N(Ksinhgo—rcoshgo)] ”%,

. 1
DTN*TN* :[ (p’(cosh(pT—smh(pB)—N.||W|| ] ”W’
_¢ e ~
Pro Ty _||W||(COSh¢T sinhpB) N (5.6.10)

bulunur. Norm alinir ve gerekli islemler yapilirsa

H @' (cosh T —sinh B)— N.| |

9

1
k. =m—
©

1 2 2

k=L =7,
= PP

, 2

o i]

(||W||

olur. (5.3.10) bagmtis1 dikkate alinirsa

k.=

N
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oldugu goriiliir.

(B*) egrisinin IL’ e gore geodezik egriligi k. ile gosterilsin. (B*) nin yay

parametresi s . ve birim teget vektorii 7. olmak tizere

ky =|

o1,
yazilir. (B) egrisinin denklemi

& (s, )= B (s)

dir. Bu ifadenin s . a gore tiirevi alinirsa

da’; dB'(s) ds

* * b
ds 5 ds dSB,,

T.= N (—xsinh @+ 7 cosh ) ds

ds 5

olur. Burada norm alinirsa

ds 1

dsB,, B |—K sinh @ + 7 cosh 6?|

bulunur. Bu deger (5.6.11) bagmtisinda yerine yazilirsa

T, =N

(5.6.11)

(5.6.12)

olur. Buradan tekrar tiirev alir (3.2.2), (5.6.12) bagmntilari yerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa

dN ds
A
B

D, TB* kT —7B

B |—K' sinh @ + 7 cos 9|
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bulunur. Bu ifadenin normu alinirsa

i = kT —7B
5 |—Ksinh9+fcosh9| ’
_ 7]
B |—Ksinh 6 + 7 cosh 9| ’
veya
. 1

B
_—Ksinh49+icosht9

d d

elde edilir. Bu ifade;
a) W spacelike ise (3.3.5), (5.3.5) ve (5.3.12) bagmtilarindan

1
k.= ,
B |— cosh @.sinh @ + sinh @.cosh 9|
T : ! ’
——sinh@+—cosh 8
T B
| k. k |
k, :‘ r-"p

ky cosh @k, sinh 6|
seklinde olur.

b) W timelike ise (3.3.7), (5.3.6) ve (5.3.13) bagmtilan dikkate almirsa ayn
sonu¢ elde edilmektedir.

(C*) egrisinin /L’ e gore geodezik egriligi k.. ile gosterilsin. (C*) egrisinin yay
parametresi s . ve birim teget vektorii 7. olmak tzere

ke =|

D, T,

yazilir.
a*C* (S*C* ) = C*(s*)

egrisinin tlirevi alinirsa
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dac,, T :d_C'* ds

- o —_— (5.6.14)
ds o ds dsc,,

olur. Burada;
a) W' spacelike ise (3.3.6) bagmtisindan
C" =sinh@T" —coshg B’

yazilir. Burada tiirev alinirsa

X () (coshp'T ~sinh B )+ (x"sin "~ coshi )",
S
dd—C: = ((p* )' (cosh @ T —sinhg' B )

olur. Bu ifade (5.6.14) bagintisinda yerine yazilirsa

T. :((p*)’(cosh(p*T* —sinh (p*B*) dds_i (5.6.15)
bulunur. Norm alinirsa

ds 1

—_—= ' (5.6. 1 6)
ds . ((p)

olur. Bu deger (5.6. 15) bagintisinda yerine yazilirsa
T. =cosh T —sinhgp B’ (5.6.17)

elde edilir. Buradan tekrar tiirev alinirsa

dT .
p, 1.="c &
< ©ds ds,.

olur. Burada (5.6.16) ve (5.6.17) bagintilar1 yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

D, T.= {(go* )’ (sinh @ T —cosh ¢*B*)+N* (1(* coshg —7 sinh go*)} ,

o ¢ ((p*)
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D, T. :[ (go*)'(sinhgo*T*—cosh(p*B*)+N*.HW*H } L,

(#)

D, T,. =sinh @ T —coshp B+ N° M (5.6.18)
| (')

bulunur. Norm alinir ve gerekli islemler yapilirsa

=
I

sinhg'T" —coshg B + N’ m H,
(¢')

olur. Burada (5.1.14) ve (5.5.5) bagintilar1 yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

, 2
” :\/ . (K‘2 —72)[/12/(2 —£1+2/1/c)s1nh2 9]
(/1227(') cosh’ @
elde edilir.
b) W timelike ise (3.3.8) bagintisindan
C" =coshgp' T —sinhg B’
yazilir. Burada tiirev alinirsa

dd_C* = ((p* )' (sinh @ T" —cosh (p*B*)+ N’ (K* coshg’ — 7" sinh (p*),
5

% = ((p* )’ (sinh @ T" —cosh (p*B*)
s
olur. Bu ifade (5 .6.14) bagintisinda yerine yazilirsa

ds

5.6.19
" (5.6.19)

C

T.= (go* )’ (sinh @ T —cosh (p*B*)

ct
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bulunur. Norm alinirsa

Y (5.6.20)
(o)
olur. Bu ifade (5 .6.19) bagintisinda yerine yazilirsa
T.=sinhgp' T —coshe B’ (5.6.21)

elde edilir. Burada tekrar tiirev alinirsa

dT.
p, 1. =Y %

T «
o C ds ds.

olur. Burada (5.6.20) ve (5.6.21) bagintilar1 yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

D, T.= {((p* )’ (cosh @' T" —sinh go*B*)—N* (z'* cosh@ — " sinh (p*)} ,

(#')

DTC,‘TC,, :[ ((/)*)’(coshq)*T*—sinhgo*B*)—N*. w } ! -,
(¢)
U
D, T, =cosh'T" —sinhp' B - N +— (5.6.22)

bulunur. Norm alinir ve gerekli islemler yapilirsa

k.= cosh(p*T*—sinh(p*B*—N*‘— )

olur. Burada (5.1.14) ve (5.5.5) bagntilar1 yerine yazilirsa ve gerekli islemler

yapilirsa
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(rz - Kz)[ﬂ,zlcz —(1+2A4x)sinh® 9]2 ‘
(ﬂzz'/(’)z cosh” @ ‘

-1+

elde edilir.
Boylece su sonug verilebilir:
Sonug 5.6.1: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. @ egrisinin (T*), (N) ve

(B*) kiiresel gosterge egrileri ile (C*) pol egrisinin /L’ e gdre geodezik egrilikleri
arasindaki bagmtilar

1) k =| ky kg |
™ "k, -sinh 6k, -cosh 6|

2
k. =ky= [”;”J +1, W spacelike ise

2
. |9 o
k. =ky 1 [”W”] , W timelike ise
3) k =| ky -k |
5" |k, -cosh @k, -sinh 6|

, W spacelike ise

L \/ | (K‘2 —72)[/12/(2 —(1+2Ax)sinh’ 9]2
o Tl T

(/1227(')2 cosh? @

seklindedir.

(1'2 —KZ)[/VKZ —(1+2A4x)sinh® 9}2‘

-1+ >
(/IZTK') cosh’ @

, W timelike ise
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5.7. Timelike ¢« Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin S’ veya H,’ ye gore

Geodezik Egrilikleri

S’ veya H, ye gore (T*),(N*),(B*) ve (C*) egrilerinin geodezik egriliklerini
hesaplayabilmek i¢in S,*> ve H,’> deki konneksiyonlar1 kullanip Gauss denkleminden

yararlanacagiz.

(T*) tegetler gostergesinin H,> ye gore geodezik egriligi 7, ile gosterilirse

DT*
T

T.

T

]/T*:‘

yazilir. Burada D , H; ye gdre kovaryant tiirev operatoriidiir. Gauss denkleminden

*

Dy T, =D, T, +eg(S(L. ). 1. )7
yazilir. Burada

e=g(1,1")=-1, S(1.)=-T., ve g(S(.).7,.)=-1

T
dir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

D, T.=D, T.-T

olur. Burada (5.1.4) ve (5.6.4) bagntilar1 burada yerine yazilirsa

BT T.= K - +cosh @ |.T + t - —sinh @ |- B
|—K cosh @ + 7 sinh 9| |—K cosh @ + rsinh 9|

(5.7.1)

olur. Norm almir ve gerekli islemler yapilirsa

b

2 2
V.= —( a - +cosh6’] +( 7 - —sinh@j
r —xcosh@+rsinh @ —xcosh@+rsinh @

-’ |
(—x cosh@+7sinh 9)2 ‘

1+ (5.7.2)

}/T*:

elde edilir. Burada;
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a) W spacelike ise (3.3.5), (5.3.5) ve (5.3.12) bagntilar1 (5.7.2) de yerine yazilir

ve gerekli islemler yapilirsa

e A} \,
! (—||W|| cosh(pcosh0+||W||sinh(psinh 6’)2‘

1
7T*= 1- s

2
—icosh9+isinh9
k k

T B

5
Il

2
- ky .k
k, sinh @ -k, cosh @

b) W timelike ise (3.3.7), (5.3.6) ve (5.3.13) bagmtilar1 (5.7.2) de yerine yazilir

bulunur.

ve gerekli islemler yapilirsa

L I \,
’ (—||W|| sinh(pcosht9+||W|| cosh ¢ sinh 0)2‘

1
7T*= l+ 9

2
—icosh9+isinh9
k k

T B

2
n ky .k
k, sinh @ —k, cosh &
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bulunur. (T *) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

D, T.=0

T «
T

olmalidir. Bu durumda (5.7.1) bagintisindan

K - +coshd=0
|—K' cosh @ + rsinh 0|

 _sinh#=0
|—K' cosh @ + rsinh 0|

olur. Buifade x>0, 7=0 ve 8 =0 i¢in saglanir. Bu durumda su sonug verilebilir:

Sonug¢ 5.7.1: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisi bir diizlemsel egri

ve catilar denk ise (T ) tegetler gdstergesinin (T ) tabii lifti geodezik spraymn bir
integral egrisidir.

(N *) aslinormaller gdstergesinin S ye gore geodezik egriligi 7, ile gosterilirse

D, T.

TN

7/1\/*:‘

yazilir. Burada D , S ye gore kovaryant tiirev operatdriidiir. Gauss denkleminden

*

D, T =D, T, +zg(S(T, ). T N
yazilir. Burada

- +1 , W spacelike ise
e=g(N'.N')=+1, S(T,.)=-T,., ve g(S(T,,),T*):{_l W simelike ise
dir.

a) W spacelike ise Gauss denklemi

D, T.=D, T.-N

olur. Burada (5.1.6) ve (5.6.8) bagmntilar1 yerine yazilirsa

!

ET,,*TN* = ”;’;”(sinhgoT—coshgoB) (5.7.3)

bulunur. Norm alinir ve gerekli islemler yapilirsa
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!

P (sinh @T —cosh ¢B)

71

3

=

b

¢’ ) 2
Y.« == |—sinh” ¢ +cosh” ¢
|

!

4
Yy = (5.7.4)
v

elde edilir. (5.4.5) bagntisindan
Ve =Vn

oldugu goriiliir. Diger yandan (3.3.5) bagntisindan

sinh ¢ -
71

= tanh(p=1
coshp = K
71

olur. Burada her iki tarafin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

elde edilir.

b) W timelike ise Gauss denklemi

D, T.=D, T.+N

olur. Burada (5.1.6) ve (5.6.10) bagmtilari yerine yazilirsa

D, T. =i(cosh¢T—sinh(oB) (5.7.5)

U

bulunur. Norm alinir ve gerekli islemler yapilirsa
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!

L(cosh @T —sinh pB)

71

3

=

b

¢’ 2 . 12
Y.« == |—cosh” @ +sinh” ¢
|

!

®»

T (5.7.6)

yN*

elde edilir. (5.4.5) bagntisindan

Ve =Vn

oldugu goriiliir. Diger yandan (3.3.7) bagmntisi dikkate almirsa

cosh ¢ .
71

= tanh(p=£

. T
sinhp = —
71

olur. Burada her iki tarafin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

=
*

olmalidir. Bu durumda (5.7.3) ve (5.7.5) bagmntilar dikkate alinirsa
9'=0
bulunur. (3.3.5) ve (3.3.7) bagmntilarindan

=sb.

K
T
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oldugu goriiliir. Bu durumda su sonug verilebilir:

Sonug¢ 5.7.2: (a,a*) timelike Bertrand egri cifti olsun. o egrisi bir helis ise

egrisinin (N ) aslinormaller gostergesinin (N ) tabii lifti geodezik sprayin bir
integral egrisidir.

(B*) binormaller gdstergesi i¢in S,” ye gore geodezik egrilik 7, 1le gosterilirse

D, T.

B

7/3* ‘ TB*

olur. Burada D , S ye gore kovaryant tiirev operatdriidiir. Gauss denkleminden

*

D, T, =D, T, +eg(S(7,).T,.)B
yazilir. Burada
e=g(B.B")=+1, S(1,)=-T,, ve g(S(T,),T,)=-1

dir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

D, T.=D, T.+B

bulunur. (5.1.7) ve (5.6.13) bagntilarindan

D, T.= K —sinh @ |T + — +coshd |B
|—K sinh @ + 7 cosh 0| |—1< sinh @ + 7 cosh 0|

(5.7.7)

olur. Norm almir ve gerekli islemler yapilirsa

b

2 2
Y= —( - u —sinh@] +( - i +c0sh¢9j
B —xsinh @ + 7 cosh @ —xsinh @+ rcosh@

f—K? |
(—xsinh @+7 cosh 6’)2 ‘

Vg = ‘ ~1+ (5.7.8)

seklinde bulunur. Bu son ifade;

a) W spacelike ise (3.3.5), (5.3.5) ve (5.3.12) bagmntilar1 (5.7.8) de yerine yazilir

ve gerekli islemler yapilirsa
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v e [} \,
? (—||W||cosh (psinh6’+||W|| sinh ¢ cosh 0)2‘

1
7B*= —-1- s

2
—isinh9+icosh9
k k

T B

2
, e kky
4 k, cosh @ —k, sinh &

b) W timelike ise (3.3.7), (5.3.6) ve (5.3.13) bagmntilar1 (5.7.8) de yerine yazilir

bulunur.

ve gerekli islemler yapilirsa

L A} \,
g (—”W”sinh (psinh9+||W|| cosh ¢ cosh 0)2‘

1
7B*= _1+ )

2
—isinh9+icosh9
k k

T B
seklinde bulunur. (B_) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in

2
V. -1+ Ky -
5 k, cosh @ —k, sinh @

D, T.=0

& B
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olmalidir. Bu durumda (5.7.7) bagmtisindan

I —sinh@ =0
|—K' sinh @ + 7 cosh 0|

- i +coshd=0
|—K' sinh @ + 7 cosh 0|

olur. Bu ifade ancak k=0 , 7#0 ve =0 i¢in saglanir. Bu durumda su sonug

verilebilir:

Sonu¢ 5.7.3: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. (B*) binormaller
gostergesinin (B_) tabii lifti egrisi yoktur.

(C*) egrisinin S ye gore geodezik egriligi 7 ile gosterilirse

D, T.

C

7c*:‘

T «
C

olur. Burada D, S? ye gore kovaryant tiirev operatoriidiir. Gauss denkleminden

£

D, T.=D, T.+sg(S(T.).T.)C
yazilir. Burada

e=g(C,C")=+1, S(T.)=-T., ve g(S(T.),T,. )=+
dir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

D, T.=D, T.-C (57.9)
bulunur. Bu ifade;

a) W~ spacelike ise (3.3.6) ve (5.6.18) bagmntilari (5.7.9) da yerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa
D, T.=sinpT —cosp B +— N —sinp T +cosp B,
(o)

D, T. :HL*N* (5.7.10)

o € ((/)*)
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olur. Norm alinirsa

]
C ’

(¢')

bulunur. (5.1.14) ve (5.5.5) esitlikleri burada yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

W[4 =(1+24x)sinh* 6 |
To = A’tx’ cosh @

elde edilir.
b) W' timelike ise (3.3.8) ve (5.6.22) bagmntilarmdan " m spacelike olmastyla

ayni sonu¢ bulunur. (C *) egrisi geodezik sprayin integral egrisi olmasi i¢in
BTC* TC* =0
olmalidir. Bu durumda (5.7.10) bagntisindan

rf=o

bulunur. Bu ifade
K=t =0veya K =7
olmast ile miimkiindiir. " =7 ise (5.1.9) ve (5.1.12) bagmntilarindan

_sinh 6 (sinh 6 —cosh 8)
- )

olur. Bu durumda su sonug verilebilir:

K

Sonuc 5.7.4: (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. a egrisi

_ sinh 0 (sinh @ —cosh 9)
- )

K

sartin1 saglayan bir egri ise (C*) egrisinin (E) tabii lifti geodezik spraym bir

integral egrisidir.
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Sonug 5.7.5: ((x,a*) timelike Bertrand egri cifti olsun. & egrisinin (T *), (N *) ve

(B*)kiiresel gosterge egrileri ile (C) sabit pol egrisinin S} veya H; ye gore

geodezik egrilikleri ile & egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin

geodezik egrilikleri arasindaki bagintilar

4) 7.

, W spacelike ise

- 1= kikg
Tr k, sinh @k, cosh 0

2
y.=,1+ , L , W timelike ise
r k, sinh @ —k, cosh &

! !

Vv =V —Lfr, W spacelike ise
71
Vo =Vn = KT_ZK, W timelike ise
71
kok ’
y.=||-1- LB , W spacelike ise
i k, cosh & —k, sinh &
kok ’
y.=1|-1+ A , W timelike ise
5 k, cosh @ —k, sinh &

_ ||W||[/12K2 —(1+24x)sinh® 6?]

A*1i’ cosh @

seklinde verilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti alinarak o egrisinin

{T,N,B} Frenet vektérleri ile o egrisinin {T*,N *,B*} Frenet vektorleri arasindaki

bagintilar bulundu. Bu bagntilardan yararlanilarak o egrinin W Darboux vektorii

ile & egrisinin W~ Darboux vektoriiniin lineer bagimli oldugu gosterildi.
ikinci olarak o egrisinin {T*,N *,B*} Frenet vektorlerinin ve bu vektorlere bagh

olarak olusan C* birim vektoriiniin Lorentzian veya Hiperbolik kiire iizerinde
meydana getirdikleri (T *),(N *),(B*) kiiresel gosterge egrileri ile (C*) sabit pol
egrisinin IL’ e ve S;> veya H," ye gore yay uzunluklarn ve geodezik egrilikleri

hesaplandi. Bunlardan faydalamilarak o egrisi ile « egrisinin yay uzunluklar ve

geodezik egrilikleri arasindaki bagintilar bulundu.

Son olarak da « egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray icin

integral egrisi olma sartlar1 « egrisine bagli olarak ifade edildi.
Bu ¢alisma (a,a*) timelike Bertrand egri ¢ifti alinarak yapilmistir. Benzer sekilde

a:1—IL ve o :1—IL Bertrand egri ¢iftleri sirasiyla timelike-spacelike ve
spacelike-spacelike alinarak yapilabilir. Ayrica bu ¢alismanin Dual ve Dual-Lorentz

uzaylarinda da karsiliklart bulunabilir.
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