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OZET

Bu tezde, lineer modellerde parametre tahminleri ve kanonik korelasyonlar ele
alndi. Bu tez ¢alismasi ti¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tez ¢alismasmin
alt yapisi i¢in gerekli goriilen temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci bdliimde,
Y : nx1 gozlenebilir rasgele bir vektor, X:nxp(n > p) reel sayilar matrisi, S:px1
bilinmeyen parametrelerin bir vektorii ve &, E(g) = 0, Cov(e) = o2V olacak sekilde,
rasgele degiskenlerin gozlenebilir olmayan bir hata vektorii olmak iizere Y = Xf + ¢
lineer modelinin tanimi yapilarak, bu modelin £’nun dagilimina, V varyans-kovaryans
matrisine ve X’in rankina bagli durumlar1 incelenmistir. Bununla beraber, f parametre
vektorti lizerine Rf = r tutarh kesin lineer kisitlamasi altinda f’nin en iyi lineer yansiz
tahmin edicisi orjinal olarak, ¢esitli yontemlerle ve farkli bakis agilariyla elde edilmistir.
Kesin lineer kisitlamalarm adim adim hesaba katilmasi ile parametre tahminleri
kargilastirmali olarak incelenmistir. f parametre vektorli lizerinde hipotez testi test
edilmis ve S nin bilesenleri ve bunlarin lineer parametrik fonksiyonlar1 i¢in giiven

araliklar1 olusturulmustur.

Uciincii boliimde, korelesyon olgiileri ve c¢ok degiskenli bir istatistik analiz
yontemi olan, birden fazla degiskeni iki alt kiimeye ayirip dogrusal bilesenlerine
indirgeyerek degiskenler arasindaki iliskinin yorumlanmasinda bir¢ok kolaylik saglayan
kanonik korelasyon analizi ve Kernel kanonik korelasyon analizi incelenmistir. Bu
boliimde, ayrica en kiiciik kareler uygun degerleri ve artiklar(hatalar) arasindaki

kanonik korelasyonlarin 6zellikleri ele almmustir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Modeller, Parametre Tahmini, Kesin Lineer Kisitlama,

Korelasyon, Kanonik Korelasyon Analizi, Kernel Kanonik Korelasyon.



ABSTRACT

In this thesis, parameter estimations in linear models and canonical correlations
have been considered. This thesis consists of three chapters. In the first chapter,
fundamental definitions and theorems used in the thesis have been given.

In the second chapter, linear model is defined as follows:
Y=XB +¢,

where Y is an nx1 vector of observable random variables, X is an nxp(n > p) matrix of
known explanatory variables, g is a px1 vector of unknown parameters (nonstochastic)
and ¢ is an nx1 unobservable random vector such that E(¢) = 0, Cov(e) = o2V. This
model has been examined according to distribution of ¢, variance- covariance
matrix ¥V and rank of the matrix X. Furthermore, when exact linear restriction
RB =r (this is consistent) is imposed on the parameter vector (3, the best linear
unbiased estimator of 8 has been orjinally obtained by several methods and has been

considered in the different forms.

Parameter estimations have been obtained comparatively with stepwise
inclusion of exact linear restrictions. Various hypotheses have been developed on the
parameter vector 8 and theses hypotheses have been tested. For the components of
the parameter vector B and the linear parametric functions of these components

have been constructed confidence intervals.

In the third chapter, corelation measurements, canonical correlation analysis
which is one of multivariate statistical analysis methods and Kernel canonical
correlation analysis have been examined. In this chapter, properties of the
canonical correlations between the least squares fitted values and the residuals

also have been considered.

Key words : Linear Models, Parameter Estimation, Exact Linear Restriction,

Correlation, Canonical Corelation Analysis, Kernel Canonical Correlation.
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GIRIS

Matrisler ve istatistiksel kavramlar ile ilgili temel tanim ve teoremler gesitli

kaynaklardan derlenerek genel bilgiler kisminda ele alinmustir.

Lineer modeller, bagimli degisken ile bir veya daha fazla bagimsiz degisken
arasidaki iligkiyi incelemek amaciyla kullanilan bir istatistiksel modeldir. Bir tek

bagimsiz degiskenin kullanildigi model “basit lineer model”; birden fazla bagimsiz

I)’

degiskenin kullanildigi model de “cok degiskenli lineer model” olarak adlandirilir. Bu

caligmada, c¢ok degiskenli lincer model matris formunda yazilmistir. Yani,
Y; X1, X3, ..., X, degiskenlerinin i — yinci gbzlem degerleri i¢in y;, X1, X;3, ..., X, Olsun.

V1, V2, -, Yo g0zlenebilen rasgele degiskenler i¢cin model
yi =Bo+ Z?=1 xij Bj + €, i=12,..n

dir. Burada By, B, ..., Bp bilinmeyen parametreleri, &; ler ortalamalar1 0, bilinmeyen

varyanslar1 62V olan rasgele degiskenlerdir. Bu model, asagidaki gibi yazilabilir.
Y1 = Bo + X11B1 + X122 + - + X1 Pp + &1,

Y2 = Bo + X21P1 + X227 + -+ Xop Bp + €2,

n = Po+Xn1f1 + Xp2f2 + -+ an.Bp + &n.

Yukaridaki modeli matris formunda

Bo 51
1 X11 s
[ ] By
1Xn1 " Xnp ,Bp e,
veya kisaca,
§1 X11 X1p §1 gl
Y = ;27X= :]'g: 2, B = 2
X X )
yn nl np en ﬁp



olmak tizere,
Y=X(+¢

olarakta yazilir. Literatiirde & vektoriiniin, V' ve X matrislerinin durumlarmma gore

parametre tahminleri ele alinmistir.

Bu ¢alismada, tahminler gesitli yontemler ve farkli bakis agilariyla incelendi.
Yapar, C. (1979), B parametre vektorii lizerine tutarli kesin lineer kisitlamalara bagli
Y = X[ + ¢ lineer modelini géz Oniine alarak en iyi lineer yansiz tahmin ediciyi farkl
bir yontemle elde etmistir. Burada, kesin lineer kisitlama tanitildi ve kesin lineer
kisitlama altinda parametre tahmini ele almarak bu tahminin g¢esitli yontemlerle nasil
elde edilebilecegi ortaya konuldu ve bazi karsilagtirmalart incelendi. Stokastik
kisitlamalar altinda tahminler incelendi. Ayrica, § parametre vektorii tizerine konulan
cesitli hipotezler test edildi ve B parametre vektoriiniin bilesenleri ve bunlarin lineer

parametrik fonksiyonlar i¢in giiven araliklar1 olusturuldu.

Kanonik korelasyon analizi, ¢ok degiskenli lineer modelin bir uzantisidir. Cok
degiskenli lineer modelde X bagmmsiz degiskeni bir veya birden fazla degisken, Y
bagimli degiskeni bir tane degisken icerirken, kanonik korelasyon analizinde Y

degiskeni birden fazla degiskeni icermektedir.

Kanonik Kkorelasyon analizi ¢ok degiskenli bir istatistik analiz yontemidir ve
1935-1936 yillarinda Hotelling tarafindan gelistirilmistir. Hotelling kanonik korelasyon
analizini, psikolojide zeka testleri ve fiziksel degiskenler arasindaki iliskilerin
dlciilmesinde kullanmustir. i1k anda iki degisken kiimesi arasindaki iliskiyi tanimlayan
karmagsik bir yol olarak goriinmesine ragmen ¢ok sayida degiskeni iki alt kiimeye ayrip
az sayida dogrusal bilesenlerine indirgeyerek degiskenler arasindaki iliskinin
yorumlanmasinda bir¢cok kolaylik saglamaktadir ve iki degisken kiime arasindaki en

biiyiik iligkiyi arastirmaya galisir.

Baritg,I. (2001) 3 ve 6 aylik Kilis kegisi oglaklarinda dogumdaki viicut lgiileri
arasindaki iligkileri kanonik korelasyon ydntemiyle arastirmis. Cankaya,S. (2005)
kanonik korelasyon analizini ve hayvancilikta kullanimimi ve Mirtaghizadeh,H. (1990),
Tiirkiye’nin sosyo-ekonomik yapismi kanonik korelasyon analizi ile belirlemeye

calismustir. Ozel,H. (1984), arastirmasinda, Birlesmis Milletler ve bagli kuruluslarina ait
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yaymlardan derlenen 33 iilkeye iliskin 32 adet degisken verilerini degerlendirerek
ekonomik kalkinma ve egitim arasindaki iligkiyi kanonik korelasyon analizi kullanarak

incelemistir.

Bu caligmada, kanonik korelasyon analizi matematiksel yaklasim ile ele alindi.
Ayn1 zamanda ¢ok boyutlu bir kitleden se¢ilmis olan iki veri kiimesi arasindaki kanonik
korelasyonun elde edilmesi ve anlamlilik testleri anlatildi. Welling tarafindan verilen

Kernel kanonik korelasyon analizi incelendi.

Son olarak, Puntanen,S. (1985), Y =XB +¢ modelinde E(Y) = XB,
Kov(Y) = o2V ve H, X in siitun uzay1 iizerine ortogonal izdiisiiriicii ve M = — H
oldugunda, HY uygun degerleri ve MY artiklar1 arasindaki kanonik korelasyonlarmn
Ozelliklerini inceledi. Bu ¢alismada ise, bu makaledeki bilgiler esas alinarak bazi

genisletmeler yapildi.
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BOLUM 1
GENEL BiLGILER

1.1. Matris Cebiri

Tammm 1.1.1: V bos olmayan bir kiime olsun ve V iizerinde toplama ile skalerle ¢arpma

islemlert,
@:VxV->V ve O:RxV -V (1.1.2)
asagidaki 6zellikleri saglarsa, V ye R cismi lizerinde bir vektor uzayi denir.

i. (V,®) bir abel grubu,
ii. vu,v € Vvea,b € R igin

a. (ab)Ov=a®OBOV)

b. (a+b) Ov=_>aOv)&DbOV)
a® uev) =((aQuelaOv)
10v=w.

o o

Tamm 1.1.2: V, W vektor uzaylar1 olmak {izere,
LV ->W
v - L(v) (1.1.2)
fonksiyonu heru,v € V ve a,b € R igin
L(av + bu) = aL(v) + bL(u) (1.1.3)
ozelligine sahip ise, L fonksiyonuna V den W ye bir lineer doniisiim,
R(L) ={w:weW,3veVicinw = L(v)} (1.1.4)

kiimesine L lineer doniisiimiin deger kiimesi ve
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N(L) ={v:iveV,L(v) =0} (1.1.5)
kiimesine L lineer doniisiimiin ¢ekirdegi denir.

Tamim 1.1.3: A matrisinin siitun uzayi, R(A), A’nin siitun vektorleri tarafindan gerilen

vektor uzayidir, yani,
R(A) = {z:z =Ax = Zle ayXi, x € ]Rp} c R" (1.1.6)
dir. Burada, aqy, a(z), -, apy A’nin siitun vektorleridir. A matrisinin sifir uzay: N (4),
N(A) ={x € RP ve Ax = 0} c RP (1.1.7)
ile tanimlanan vektor uzayidir.

Bir VV vektor uzaymi geren lineer bagimsiz vektorler kiimesine V’nin tabani denir.

Bir vektor uzaymin birden fazla tabani olabilir.

Teorem 1.1.1: V bostan farkli bir vektor uzayi, A, B ve C uygun boyutlu matrisler ve

R(A), A nim siitun uzay1 olsun. Bu takdirde,

)] boyV, bir V vektér uzaymin taban vektorlerinin sayisini gostermek {izere
rank(A) = boyR(A) d.

i) N(A) = {RAH} dir. (V+, Vi ={x:xy =0, Vy € V} ile tanimlanan bir
V' vektor uzaymnin ortogonal tiimleyenidir.)

i)  R(AA") = R(A) d.

iv) Bir C matrisi i¢in AC = B & R(B) c R(A) dur.

V) Her A veB icin R(AB) c R(A) du. Eger B singiiler(tekil) degilse,
R(AB) = R(A) du.

Vi) Her A > 0 ve her B i¢in R(BAB') = R(BA) dir. Burada A > 0 gdsterimi
yani, A nin pozitif kararlilig1 veya negatif olmayan kararliligi, daha ileride
tanimlanacaktir.(Rao, C. R. and Toutenburg, H.,1999)

Tamim 1.1.4: A:nxp matrisi, n satir ve p siitunda elemanlarin bir dikdortgensel

dizilimidir. Genellikle bu elemanlar reel sayilar olarak secilir. A: nxp matrisi

aq1 oee alp

: ] = (a) (1.1.8)

A1 vee anp

oS
Il
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ile gosterilir. (1.1.8) matrisinde a; reel sayisina A’nin ij — yinci elemam (yani,i —

yinci satir, j — yinci siitun elemani) denir. Satir ve silitun sayilar1 esit olan bir matrise

kare matris denir. Eger A: nx1 matris ise, A ya n-boyutlu bir vektor denir. A= (g;) ve
B = (b;) :nxp matrisler olsun. A ve B nin toplami A+ B seklinde yazilan C =(c;)
matrisidir. Burada c; =a; +b; dir. s reel bir say1 (skaler) olsun. s ile A’nin ¢arpimi
sAseklinde yazilanD = (d;) matrisidir. Burada d; =sg;dir. Toplama ve skalerle

carpimlarin bazi 6zellikleri asagida verilmistir

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+0C), (s+t)A=sA+tA,
s(A+B)=sA+sB, (st)A=s(tA)

A:nxp ve B:pxr matrislerinin ¢arpimi AB seklinde yazilanC = (c;) : nxr matrisidir.

p

Burada c; = Z:aikbkj dir. A’nm siitunlarinin sayist B’nin satirlarinin sayisi ile ayni ise,
k=1

carpim o zaman tanimlidir. Ayn1 zamanda her iki ¢arpim tanimli olsa bile, genel olarak

AB = BA olabilir. Carpimin 6nemli 6zellikleri asagida verilmistir: A, B ve C ¢arpilabilir

matrisler olmak tizere,
A(B+C)=(AB)+(AC), (A+B)C =(AC)+(BC).

A:nxp matrisinin transpozesi A’ seklinde yazilan C =(c;):pxn matrisidir. Burada

C; =a; dir. Transpozenin 6zellikleri asagida verilmistir:
(A) =A, (A+B)Y=A+B, (AB) =B'A'.

A:nxn kare matris ise, A'=A, yani a;; = a;; ise, A matrisine simetrik matris denir.
Kosegenleri digindaki elemanlar sifir olan bir A : nxn kare matrisine kdsegen matris
denir. Bu durum asagidaki sekilde gosterilir.

a1 0

0 Ann
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Kosegen tlizerindeki elemanlar1 1, kosegen disidaki elemanlar1 0 olan nxn matrise birim
matris denir ve I, ile gosterilir. Sadece kdsegenin altindaki(iistiindeki) elemanlar1 sifir

olan A kare matrisine bir tist(alt) iggensel matris denir.

Tammm 1.1.5: X, n satir ve p siitundan olusan nxp boyutlu bir matris olsun. X
matrisinin elemanlar1 x;; ile gosterilirken X matrisinin siitun vektorleri (degiskenler)
X1, X2, e, Xj, oo, X ile gosterilsin. Degigkenlerin satirlarda, gozlemlerin ise siitunlarda

oldugu X veri matrisi asagidaki gibi gosterilir. (Alpar, R.,2003)

Cizelge 1.1.1

DEGISKENLER
GOZLEMNO X, X, . X .. X,
1 X11 X12 xlj xlp
2 X21 X22 X2j X2p
3 X31 X32 X3j X3p
L Xi1 Xiz Xij Xip
n Xn1 Xn2 Xnj Xnp

Tanmm 1.1.6: Bir A matrisinin elemanlar1 alt matrisler halinde duzenlenirse, A

matrisine par¢alanmis matris denir. 7 + s = p olmak iizere,

A = Al §A2:| (1.1.10)
nxp nxr nxs
veya
A11 A12
A = rXp—5s XS 1111
i~ | 4, An (L1.11)

(n—r)x(lp—s) (n—-r)xs

ile gosterilecektir.
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Parcalanmig matrisler i¢in transpozeleri sirasiyla,

12 Alll AIZI]
, A =1, , 1.1.12
Ay Ay (11.12)

olarak elde edilir.

Tanimm 1.1.7: A : pxq ve B : mxn matrislerinin Kronecker(direkt) ¢arpimi
A®B=(a;B) (1.1.13)
ile verilen pmxgn boyutlu bir matristir. Kronecker ¢arpimin 6zellikleri,

) A®(B®C)=(A®B)®C dr.
i) (A®B)C®D)=AC®BD dir.
il (A+B)®(C+D)=A®C+A®D+B®C+B®D dir.

iv)  (A®B)=A®B' d.

) (A®B) " =A"®B™ dir. (Magnus, J. R.,1990)
Tamm 1.1.8: A: nxn kare matrisinin izi kosegen elemanlarinin toplamidir. Yani,
izA = Z?:l a;; (1114)

dir.
Teorem 1.1.2: Ave B:nxn matrisler ve c bir skaler olsun. Bu takdirde asagidaki
esitlikler gecerlidir:

i) iz(A+ B) =iz(A) +iz(B).

i) iz(A") =iz(A).

iii) iz(cA) = c.iz(A).

iv) (Devirli 06zellik) Her iki c¢arpimin tanimli  oldugunu kabul ederek

iz(AB) = iz(BA) du.

V) iz(ABc) = iz(cAB) = iz(BcA).
kK n

vi) A: nxk matrisi olmak iizere, iz( AA)=iz( AA)=>">"al dir.
1

i=1

vii) Herhangi iki nx1 boyutlu a ve b vektorleri i¢in a’b = ), a;b; = izab’ diir.
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viii) iz(A® B) =iz(A)iz(B) dir.(Rao, C. R. and Toutenburg, H.,1999)
Tamim 1.1.9: n > 1 pozitif bir tamsay1 olsun. A: nxn kare matrisinin determinanti
|Al = ¥, (-1)"*a;; |My;| (herhangi bir j igin, j sabit) (1.1.15)

dir. Burada |Ml-j|,al-j elemanin  mindriidiir. |Ml-]-|,A’n1n [ —yinci satir ve j—
yinci situnu silindiginde geriye kalan (n — 1)x(n — 1) matrisinin determinantidir.

Ajj = (=1)*/|M;;| bagmntisina a;; nin kofaktdrii (es garpani) denir.

Tammm 1.1.10: Bir A kare matrisin determinanti sifirdan farkl ise, A matrisine regiiler

veya singliler(tekil) olmayan matris denir. Aksi halde, A matrisine singiiler denir.

Teorem 1.1.3: A ve B : nxn kare matrisler ve c bir skaler olsun. Bu takdirde, asagidaki

esitlikler gecerlidir:
i. A=Al
ii. |cA| = c"A]|.
iii. |AB| = |A||B|.
iv. |4%] = |Al%
v.  Eger A ksegen veya tiggensel ise, bu takdirde |A| = [I}%; a;;.
A C A C Y
vii. D= ["5” "g“l igin ["" ™™ | — 4] |B| veya |fC1 g| =141 1B .
mxn  mxm mxn  mxm
vii.  Eger A, A;1:pxp Ve A,,: qxq Kare ve singiiler olmayan matrisler olacak sekilde

parcalanirsa, bu takdirde

A A -
A:i AZ = |A11||A22 — Ay An 11‘112|
= |A22||A11 - A12A22_1A21|
dir.
. . A x _ rA—1 i
viii.  x:nx1 vektor olmak lizere, |x’ c| = |A| (c — x'A™*x) dir.

iX. B:pxn ve C:nxp herhangi matrisler ve A:pxp singiiler olmayan bir matris
olsun. Bu takdirde |4 + BC| = |A| |, + A*BC| = |A| |, + A™*BC| dir.

X.  Eger A singiiler olmayan bir matris ise, |A + aa’| = |A| |1 + a’A™1a] dur.

xi. Eger B:pxn ve C:nxp ise, |I, +BC|=|I,+CB| dir. (Rao, C. R. and
Toutenburg, H.,1999)
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Tammm 1.1.11: Eger AB = BA = I,, ise, B: nxn matrisine A nimn tersi(normal tersi) denir.
Boyle bir B matrisi varsa, A~! ile gosterilir. A~! in mevcut olmasi igin gerek ve yeter

sartm A nin singiiler olmamasi oldugu kolayca goriilir. A™! mevcut ise,

ATA=AAT =1, drr.
Teorem 1.1.4: Eger tiim tersler mevcut ise, asagidaki esitlikler vardir:

i, (cA)l=c 1AL,
ii. (AB)"!=B"1A"!
iii.  Eger A: pxp, B:pxn, C: nxn ve D:nxp ise, bu takdirde
(A+BCD)™'=A"'—A1B'(C"! + DA1B)"1DA L.
iv. Eger1+ b'A 1a # 0 ise, bu takdirde bu teoremin iii. den

A lapbra—?
1+b'A"1a

(A+ab) t=A"1-
elde edilir.

v. |A7Y =|AL
vi. (Bir parcalanmis matrisin tersi) E ve D = H — GE™'F singiiler olmayacak
sekilde E:n,xn,,F:n,xn,, G:n,xn, ve H:n,xn, matrisler olmak {izere

singiiler olmayan

E F
G H

par¢alanmis matrisinin pargalanmais tersi:
1 _[E7'(y, + FDT'GE™Y) —E- 1FD A1t A12
- _D_1GE_1 AZl AZZ
dir. ( Rao, C. R. and Toutenburg, H.,1999)

=]

Tamm 1.1.12: {x;,x,,..x,} n sayida siitun vektdriiniin olusturdugu kiime olsun.

?=1 a;x; = 0 (1116)

esitligini saglayan en az biri sifirdan farkli olan ay,a, ...,a, reel sayilar1 varsa,
X1, X5, ... Xy vektorleri lineer bagimhidir. Aksi halde, {x;,x,,..x,} kiimesi lineer
bagimsizdir. A:nxn matrisinin ranki lineer bagimsiz satir veya siitunlarmin sayisidir.
Yani, R(A) nmn boyutudur. A nin ranki rank(A) ile gosterilir. n = p olmak {izere
rank(A) = p ise, A ya tam siitun rankli ve rank(4) = n ise, A ya tam satir ranklidir

denir.
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Teorem 1.1.5: (Ranklar i¢in Kurallar)

1) n > k olmak iizere, A: nxk matrisinin rank: k olsun.

rank(A) = rank(A") = rank( A'A) = k dir.

il) Bir A: nxk matris, P: nxn ve Q: kxk tam rankli matrisler olmak iizere,

rank(A) = rank(PA) = rank(AQ) dur.

iii) Bir kosegen matrisin ranki elemanlar1 sifirdan farkli olan siitun vektorlerinin

sayisina ya da sifirdan farkli olan kdsegen elemanlarinin sayisina esittir.

Iv) rank(AB)<min[rank(A), rank(B)] dir.

V) Eger A ve C singiiler degilseler, bu takdirde rank(ABC) = rank(B) dir.

vi) Eger rank(A) = rank(A;) ve A = Kﬂ ise, bu takdirde A, = BA; olacak

sekilde bir B matrisi vardir. ( Rao, C. R. and Toutenburg, H.,1999)

Tamim 1.1.13: x ve y: nx1 boyutlu vektorler olsun.
x'x=1,y'y=1ve x'y=0

ise, x ve y vektorleri ortonormaldir.

(1.1.17)

Tammm 1.1.14: A:nxn matrisinin ortogonal(dik) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A'A=AA" =1, olmasidir. Her ortogonal matris bir kare matristir.

oldugundan A~! = A’ diir. Ortoganal matrisler i¢in asagidakiler gegerlidir.

)] Satir(stitun) vektorleri ortonormaldir.
ii)  Iki ortogonal matrisin ¢arpim1 yine bir ortogonal matristir.
iii)  Determinant degerleri +1 ve —1 dir.
iv)  Singiiler degildirler. (Ekni, M.,1999)

Tanim 1.1.15: x ve y : nx1 boyutlu vektorler olsun.
x'y=Xxy; =0

ise, x ve y ortogonaldir.

AA=1,

(1.1.18)
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Tanim 1.1.16: x : nx1 bir vektor olsun ve ||x||,x in uzunlugunu(normunu) gostersin.

Bu takdirde

||x||:\/xf+x§+...+x§ (1.1.19)
dir.

Tanmm 1.1.17: {Xl, X2...Xn} nx1 boyutlu vektorler kiimesi olsun. Her bir vektor birim

uzunlukta ve karsilikli olarak ortogonal ise, bu kiime bir ortonormal vektorler

kimesidir.

Tamm 1.1.18: A:nxn matrisinin siitun vektorleri ortonormal vektorler kimesi

olusturuyorsa, A matrisi ortogonaldir.

Tamm 1.1.19: Eger AA = A ise, A: nxn matrisine idempotent matris denir. A% = 0 ise,

A matrisi nilpotent, A2 = I,, ise, A matrisi unipotent matris olarak isimlendirilir.

Teorem 1.1.6: rank(A) = r < n olmak iizere, A : nxn idempotent bir matris olsun. Bu
takdirde,

)] rank(A) =nise, A = I, dr.

ii) A’ de idempotenttir.

iii) P ortogonal ise, P'AP (simetrik) idempotenttir.

iv) P singiiler degil ise, PAP " idempotenttir.

V) A matrisinin ranki izine esittir.

vi) AA" = A'Aise, A'A ve AA'matrisleri simetrik idempotenttir.

vii) I, — A daidempotenttir.

viii) Birim matris disinda tiim idempotent matrisler tekildirler. Yani eksik
ranklidirlar.

ix)  Tim idempotent matrisler kdsegenlestirilebilir. ( Rao, C. R. and Toutenburg,
H.,1999)

Tanmm 1.1.20: A : nxn bir matris, x : nx1 sifirdan farkli bir vektdr olsun. Ax = Ax
denklemini saglayan A € R sayisma A matrisinin 6zdegeri, 4 ya karsilik gelen x

vektoriine de A nin bir 6zvektoru denir.
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Ax = Ax ise, Ax — Ax = 0 esitliginden
(A—ALL))x =0 (1.1.20)

lineer homojen sistemi ortaya ¢ikar. Bu homojen sistemin bir ¢oziimii x = 0 dir ve bu

bilinen ¢oziimdiir. x # 0 1n bir ¢6ziim olabilmesi i¢in
qV) =lA—-Al,| =0 (1.1.21)

olmasi gerekir. g(1) denklemine A kare matrisinin karakteristik denklemi denir. g(4)
karakteristik denkleminin katli, kompleks(karmasik) ya da reel n tane Ay, A, ..., A,

kokleri, A nin 6zdegerleridir .
Teorem 1.1.7:

)} Bir tekil matris, en az bir sifir 6z degere sahiptir.
i)  A:nxn bir simetrik matris olsun. A matrisinin 6zdegerleri reeldir.

iii)  A:nxn bir matris ve C : nxn ortogonal bir matris olsun. C'AC matrisinin
0zdegerleri ile A matrisinin 6zdegerleri aynidir.

iv) A : nxn bir matris ve G: nxn singiiler olmayan bir matris ise, bu
takdirde A matrisinin 6zdegerleri ile G ~1AG matrisinin 6zdegerleri aynidir.

V) A: mxn matris ve B : nxm matris (n = m)olsun. Bu takdirde BA nin
0zdegerleri; AB nin 6zdegerleri + n — m tane sifirdan olusur.

vi) A: nxn simetrik(reel) bir matris olsun. Bu takdirde A matrisi n tane lineer
bagimsiz(reel) 6zvektore sahiptir.

vii)  Simetrik matrislerin sifirdan farkli 6zdegerinin sayisi, matrisin rankimi verir.
viii)  Idempotent bir matrisin 6zdegerleri ya sifir ya da birdir.

iX) A matrisi idempotent bir matris ise, 1 e esit olan 6zdeger sayis1 rank(A) dir.

(n — rank(A)) kadar 6zdeger sifirdir.

X) A:nxn ozdegerleri A, 4,...4, olan bir matris ise,
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izA =Y A veizA¥ =37, A du.

i=1
. . e o .. 1 e o e q.
Xi) A, ortogonal bir matrisin 6zdegeri ise, P da bu matrisin 6zdegeridir.

Xii)  A:nxn bir simetrik matris olsun. A nin birbirinden bagimsiz 6zdegerleri igin
elde edilen 6zvektorler ortogonaldirler.
xiii) Eger A4, A : nxn matrisinin 6zdegeri ve x, A 6zdegerine karsilik gelen A’nin

bir 6zvektorii ise, bu takdirde A¥, A¥ nin bir 6zdegeri ve x, AX 6zdegerine

karsilik gelen A% nin bir 6zvektoriidiir.

Teorem 1.1.8 (Spektral ya da Tayfi Ayrisim Teoremi): Herhangi bir A: nxn simetrik

matrisi
A =PAP' = Z?:l Al' el-el-' (1122)

olarak yazlabilir. Burada A = kés(Aq,2y,...,2,), A min Ozdegerlerinin  kdsegen
matrisidir ve P = (ey, e, ..., €,) dir. e; ise, Anm 4;,i = 1,2 ...., p 6zdegerlerine karsilik

gelen standartlastirilmis 6zvektorlerdir. P nin ortogonal bir matris oldugu da agiktir.

Tamm 1.1.21 : A, A = Y, A; e;e;" spektral ayrigima sahip nxn pozitif kararli(belirli)
bir matris olsun. A nin standartlastirilmis 0z vektorleri, P = [eq, €5, ..., €,] matrisin

stitunlar1 olsun. Bu takdirde, PP’ = P'P = I, ve A kdsegen matris,

/’[1 0

0 - A,

nxn

olmak iizere
A= Z?:l Ai eiei’ = PAP,
diir. Boylece (PA~1P")PAP’ = PAP'(PA~1P") = PP’ = I, oldugundan,

-1 _ —1pr _yn 1 !
A = PA P = izl/l_ieiei

diir. AY/2, i — yinci kosegen eleman1 ,/4; olan kosegen matrisi gostersin.
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AVZ =31 [A e = PAY2P (1.1.23)
matrisine A matrisinin karekokii denir ve bu matris asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i (AY?) = (AHY?
ii.  AVZAYZ = A

iii. (AY2)"1=3" e,/ = PA"Y2P'  A=Y/2 i-yinci kosegen eleman% olan
i

=17 i
bir kosegen bir matristir.

iv. AYZATYZ2 = ATV2AV2 =1 ve ATV2ATYZ = AT ATV2 = (AV2)71 dir.
(Johnson, R. A. and Wichern D. W., 1982).

Tamm 1.1.22: A: mxn matrisi i¢in, eger asagidaki dort sart1 saglayan ve A% ile
gosterilen bir matris varsa, A*, A nin bir Moore-Penrose genellestirilmis tersi (Moore-

Penrose g-tersi) olarak tanimlanir.

i, AATA=A

i. ATAAT =AY (1.1.24)
iii.  AA* simetriktir.
iv. A%Asimetriktir,

Herhangi bir A: mxn matrisi icin At matrisi tektir. Fakat, A* yerine Moore-
Penrose kosullarindan sadece i. (AATA = A) kosulunu saglayan ve lineer denklemlerin
¢Oziimii i¢in yeterli olabilen birden fazla A* matrisi, A matrisinin herhangi bir
genellestirilmis tersi(g-tersi) olarak tanimlanir ve bu kisaca A8t veya yaygin olarak A~
ile gosterilir. Sadece i. ve ii. kosullarin1 saglayan g-terse iki sarth g-ters (g, — ters) g¢-
ters(g; — ters) denir ve bu A8z ile gosterilir. 1., ii. ve iii. kosullarini saglayan g-terse {i¢
sartli denir ve bu A3 ile gosterilir. i., ii. ve iv. kosularmi saglayan g-terse de tig sartli g-

ters(g; — ters) denir ve bu da A83” ile gosterilir.

Teorem 1.1.9: Her A matrisi igin (1.1.24) bagntilarin1 saglayan bir A* matrisi vardir,

yani her matris bir Moore-Penrose g-terse sahiptir.
Teorem 1.1.10: Herhangi bir A: mxn matrisi ve A™: nxm g-tersi i¢in,

)] A~ A ve AA™ idempotenttir
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ii)
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rank(A) = rank(AA~) = rank(A~A) dir.
rank(4) < rank(A™) dir.

Teorem 1.1.11: Herhangi bir A: mxn matrisi igin

AAAA)AA=AA

AA'A)A'A = A

A'A(A'A)~A" = A" bagmtilar1 gegerlidir.( Rao, C. R. and Toutenburg,
H.,1999)

Teorem 1.1.12: Herhangi bir A: mxn matrisi i¢in asagidakiler gegerlidir:

i)
i)
iii)
iv)
v)

vi)

Xii)
Xiii)
Xiv)
XV)
XVi)

XVii)

A singiiler olmayan bir matris ise, AT = A~ dir.

(AH* = A drr.

(AN* = (A1) dir.

Eger A simetrik ve idempotent ise, A* = A dur.

AA* ve AT A idempotenttir.

A, At AA*, AT A ayni ranka sahiptir. A* = (A’A)TA' = A'(AA")*
(AA")* = (A*)'A" drr.

A'AAT = A" = ATAA' dir.

A(AN)'A*Y = AT = AT (A1)'A’ diir.

(A'A)* = AT(AY)' |, (AA)*Y = (AT)'AT drr.

AA'A)TA'A = A =AA'(AA)*A drr.

AT = (A'A)*A"' = A'(AA")* drr.

Eger A tam siitun rankli ise, At = (AA")"1A' ve ATA =1, dur.
Eger A tam satir rankli ise, A* = A"(AA")~1 ve AA* =, du.
A=0s AT =0.

AB =0 BtA* =0.

A*tB=0< A'B =0.

(A®B)* = A*®B™ dur. (Pringle, R. and Rayner, A.,1971)

Teorem 1.1.13: Eger A blok kdsegen bir matris ise, bu takdirde A* da blok kosegen bir

matristir.
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Teorem 1.1.14: A, r rankli mxn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde, A nin Moore-

Penrose g-tersi asagidaki adimlarla hesaplanabilir:

i) C; = I, olmak tizere, B = AA" hesaplanr.
i) i=12,..,r=1icinCiy; =1, (%) iz(C;B) — C;B hesaplanur.
iii) TGA phesaplamidigi  takdirde, bu A* dir. Bununla beraber,

iz(CrB)
Cry1 = 0veiz(C,B) # 0 dir. (Graybill, F. A.,1983).
Herhangi bir r rankli A matrisinin g-tersi asagida verilen algoritma ile
bulunabilir.

i) A matrisinin r rankina sahip herhangi bir alt matrisi W ile gosterilsin.

ii) W matrisi igin W~ ve (W ~1)" hesaplanr.

iii) Bulunan (W~1)" matrisini A matrisindeki yerine koyarken A nin diger
elemanlar1 sifir alinir.

iv) Bulunan matrisin transpozesini alinir.

V) Sonug, A nin AA™A = A kosulunu saglayan bir genellestirilmis tersidir. (EKkni,
M.,1999)

Teorem 1.1.15: Elemanlar1 1 sayilarindan olusan nxm tipinde bir matris

1] 1
1 1 .. 1| |1

Joen = = ®[L 1 .. 1], olmak iizere,
11 1] (1],

1
1 + 1 1)1 1
Jv = ®11 .. 1 =111 .. 1| ®— =—1J
m L [ s n[ i mi... nm ™
1 nx1 l mx1
(1.1.25)

dir.
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Teorem 1.1.16: a : nx1 tipinde bir vektor ise,
at = (a’'a)*d (1.1.26)
diir.

Teorem 1.1.17: a € R reel sayisi i¢in

0,a=0
a' =41 (1.1.27)
g,aio

dir.
Teorem 1.1.18: M = 0:nxn ve N:mxn herhangi matrisler olsun. Bu takdirde,
M —N'(NM*N')*N >0 (1.1.28)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(N'NM) c R(M) olmasidir. ( Rao, C. R. and
Toutenburg, H.,1999)

Teorem 1.1.19: A:mxn ve g:mx1 bilinen matrisler, x:nx1 bilinmeyenlerin bir

vektorii ve Ax = g lineer denklem sistemi olsun.

a) Bu lineer denklem sisteminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AAtg=g (1.1.29)

olmasidir.

b) Denklem sistemi tutarli olsun. X, = Gg nin bir ¢6ziim olmasi i¢in gerek ve yeter
sart G matrisinin A nin herhangi bir genellestirilmis tersi olmasidir.

c) Verilen denklem sistemi tutarli olsun. w uygun boyutlu keyfi bir vektor olmak
tizere, x = A*g + (I, — ATA)w, bu denklem sisteminin bir ¢oziimiidiir.

Tanim 1.1.23: X':(Xl,Xz,...,Xn) ve A:nxn tipinde simetrik bir matris olmak {izere,

X, X500y X, degiskenlerine gore

Q=22 aXx

n
i=1l j=1



26

n n
= foaii + Zaij XiX;

i=j=1 i
= X'AX (1.1.30)

homojen kuadratik fonksiyonuna x’e gore bir karesel form (kuadratik form) denir. A’ya

bu karesel formun matrisi denir. Bir karesel formun matrisi daima simetrik olacak

sekilde yazilabilir. Eger karesel form simetrik degil ise, X[5(A+ A')]x doniisimii ile

simetrik duruma getirilebilir. Simetrik olmasi durumunda a; =a; oldugunda

X'AX =Y xay; + ZZn:Zn:aij XiX| (1.1.31)

i=1 j=1

seklinde yazilabilir ve

x'Ax = iz(x'Ax) = iz(Axx") (1.1.32)
diir.
Tamm 1.1.24: a: nx1 bir vektor ve x: nx1 bir vektor olsun. Bu durumda a’x ifadesine

x’e gore bir lineer form denir.

Tanmm 1.1.25: A:nxn simetrik bir matris ve her x # 0:nx1 bir vektér olmak tizere,
Q = x'Ax > 0 saglaniyorsa, bu takdirde A matrisine pozitif kararhdir (pozitif belirlidir)

denir. Bu durum kisaca A > 0 seklinde yazilir.
Teorem 1.1.20: Eger bir A: nxn matrisi, A > 0 ise, bu takdirde

i) A matrisi tam ranka sahiptir. Yani, A tekil degildir.

i) iZA=)a, >0 d.
i=1

i) det A=|A> 0 dur.
Teorem 1.1.21: A >0 ve P:nxm, m rankl (m < n) bir matris olsun. Bu takdirde

P'AP > 0 ve ozellikle A = I, segmek suretiyle P'P > 0 dur.

Teorem 1.1.22: Eger A pozitif kararli ise, bu takdirde A™ de pozitif kararlidir. Bunu
A >0 < A" >0 seklinde ifade edilebilir.
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Teorem 1.1.23: Bir A: nxn matrisi, A > 0 ise, bu takdirde A matrisinin tiim 6zdegerleri
pozitiftir.
Tamim 1.1.26: A: nxn simetrik bir matris ve x’in sifirdan farkli tim degerleri i¢in

Q = x'Ax = 0 saglantyorsa, A matrisine pozitif yari-kararlidir denir.

Teorem 1.1.24: Bir A: nxn matrisi pozitif yar1 kararli ise, A nin 6zdegerleri negatif

degildir ve en az biri sifirdir.

Tamm 1.1.27: Eger Q(x) = x'Ax pozitif kararli veya pozitif yar1 kararl ise, yani her x
icin Q(x) =x'"Ax >0 ise, Q(x) =x'Ax karesel formuna (ve ayni zamanda A
matrisine) negatif olmayan kararlidir (n.o.k.) denir. Bu durum kisaca A > 0 seklinde

gosterilir.
Teorem 1.1.25: Eger A > 0 ise, bu takdirde 4, 20,i = 1,2, ...ndir.

Teorem 1.1.26: A negatif olmayan kararli, nxntipinde, r rankli simetrik bir matris

olsun. Bu takdirde A = P'P olacak sekilde rxn boyutlu ve rank(P) = r olan bir P

matrisi vardir.

Teorem 1.1.27: A:nxn pozitif kararli bir matris olsun. A = P'P esitligini saglayan

tekil olmayan nxn tipinde bir P matrisi vardir.

Teorem 1.1.28: Eger A pozitif kararl ise, bu takdirde her P i¢cin P’AP negatif olmayan
kararhdir. Eger P kare ve tekil degil ise, bu takdirde P’AP pozitif kararhidir.

Teorem 1.1.29: r rankli herhangi bir nxp tipinde P matrisi igin P'P > 0 ve PP’ = 0
dir.

Teorem 1.1.30: Herhangi bir A = 0 matrisi igin 0< A <1,i = 1,2, ...n, olmasi i¢in

gerek ve yeter sart tim negatif olmayan kararliC matrisi i¢in izCD >0 olmasidir. Yani

D >0« Her C>0 i¢in izCD> 0 dur.
Teorem 1.1.31: Pozitif yar1 kararl simetrik herhangi bir matris tekildir.

Teorem 1.1.32: A: nxn idempotent bir matris ve rank(A) < n ise, bu takdirde A

pozitif yar1 kararli bir matristir.
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Teorem 1.1.33: A: nxm, rank(A) = m < n ve B: mxm herhangi bir simetrik matris

olsun. Bu takdirde ABA’ > 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart B > 0 olmasidur.

Teorem 1.1.34: MM' — NN' = 0 kabul edelim. Bu takdirde, N = MH olacak sekilde
bir H matrisi vardir. ( Rao, C. R. and Toutenburg, H.,1999)

Tamm 1.1.28: f :R" >R

X— f(X)=f(x,X,.,X)  olmak iizere
_ﬂ_
0%,

o
o, (1.1.33)

I

a
OX, |

fonsiyonuna f nin x vektoriine gore tiirevi denir. Bu tiirev f nin gradyent vektoridiir.

Tamm 1.1.29: X = (x;;) elemanlar1 reel say1 olan bir matris ve
f: R™— R

X —f(X) (1.1.34)

reel degerli bir fonksiyon olmak {izere, %:(g)mm fonksiyonuna f fonksiyonunun

ij
X matrisine gore tiirevi denir.

Teorem 1.1.35:

i a :nx1 sabitlerin bir vektorii olmak lizere,

o(ax) _o(xa) _ a ofa’x

0 1.1.35
OX OX ox? ( )

il A:nxn sabitlerin matrisi olmak tizere,

QM) _ (4 4 A)x (1.1.36)

ax -
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M. A: nxn simetrik bir matris olmak tizere,

9%(x'Ax) _

=24 (1.1.37)

a(x'Ax)
——==2A
dx X dx2

dir.

1.2 istatistiksel On Hazirhik

Tamim 1.2.1: Degeri bir deney sonucuyla belirlenen bir degiskene rasgele degisken
denir. X bir rasgele degisken olmak tizere, X in alabilecegi degerlerin sayisi sonlu veya
sayilabilir sonsuzlukta ise, X e kesikli rasgele degisken; X bir aralikta ya da bir araliklar

toplulugunda her degeri alabiliyorsa X’e siirekli rasgele degisken denir.

Tammm 1.2.2: Bir X siirekli rasgele degiskeninin herhangi bir g fonksiyonunun

beklenen degeri, eger integral mevcut ise ,
Eg(x) = [ (&) f(£)d¢ (1.2.1)

olarak tanimlanilir. Daha genel olarak X=(X,X,,..., X,)" f ortak olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip nx1 boyutlu bir rasgele vektor olsun. Bu takdirde x’in herhangi bir

g fonksiyonunun beklenen degeri n-kath integral mevcut ise,

400 400

Eg() = [ [ 9(&. &0 8,04, dE, (1.2.2)

—00 —00

seklinde tanimlanir.

X1
Elemanlar: rasgele degiskenler olan nx1 boyutlu x rasgele vektorii x = [ ]
Xn

olsun. Burada E(x;) =, i=12,..,n, x; rasgele degiskenlerinin beklenen
degerleridir. Bu nedenle, x rasgele vektoriiniin beklenen degeri,

H1
E(x)=u= = Li (1.2.3)

n

E(Xl)]

E(x)
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yazilabilir. a reel sayilar vektorii olmak iizere,
E(a) =a (1.2.4)
dir. A ve B sabitlerin matrisleri ve x : px1 boyutlu rasgele bir vektor olmak tizere,
E(AxB) = A(E(x))B (1.2.5)
dir. a: nx1 sabitlerin bir vektorii ve x : px1 boyutlu rasgele bir vektor olmak tizere
E(a'x) = ad'E(x) (1.2.6)
dir.
Tanim 1.2.3: Eger X bir rasgele degisken ise, varyansi
Var(X) = E(X —E(X))? (1.2.7)

seklinde tanimlanir. Eger X veY bir ortak olasilik fonksiyonuna sahip iki rasgele

degisken ise, X ve Y arasindaki kovaryans
KOV(X,Y):E[(X—E(X))(Y—E(Y))] (1.2.8)
seklinde tanimlanir. Eger Kov(X,Y) = 0 ise, X ve Y istatistiksel olarak iliskisizdirler.

X ve'Y rasgele degiskenleri ve «, f sabitleri hakkinda asagidaki 6zellikler vardir:

Var(X + a) = Var(X), (1.2.9)

Var(aX) = a*Var(X), (1.2.10)

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Kov(X,Y) (1.2.11)
ve

Kov(aX,BY) = aKov(X,Y)B (1.2.12)

dir. Eger X ve Y iliskisiz iseler, (1.2.11) bagmntisinin 6zel bir durumu olarak
Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y) (1.2.13)

elde edilir.
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Varyansin ¢ok degiskenli analizdeki karsilig1 ise, nxn boyutlu simetrik varyans-

kovaryans matrisidir. x: nx1 bir rasgele vektoriiniin varyansi
Var(x) = E[(x—E(X)(x—E(X))] (1.2.14)
matrisi ile tanimlanar.

Tammm 1.2.4: Eger x:nx1 ve y:mx1 rasgele vektorler ise, bu takdirde x vey

arasindaki varyans-kovaryans matrisi nxm tipindeki
Var(x, y) = E[(x—E(X)(y —E(y))] (1.2.15)

matrisi olarak tanimlanir. x ve y rasgele vektorlerinin varyans- kovaryans matrisi

Vii W
V= [ 1 12] (1.2.16)
V21 V22
ile gosterilsin. Burada V;4, Vi,, V,; ve V,, alt matrisleri sirasiyla nxn, nxm, mxn, mxm
boyutludur.
0x.x; " Ox:x,] Ox.v, O0x.Ym
V= : : , Vi, = : ,
0% X1 """ OXpXpd OXn¥1 OXnYm
-O’YlYl e O'Ylym-
Voo = .
10y, vy " Oy v,

V,; matrisi de V;, matrisinin transpozesidir. Varyans degerleri

1

gij = ;[ n_ (e — %) (xjr — %) (1.2.17)
seklinde hesaplanir. Buna goére, X ve Y degisken kiimelerine ait varyans-kovaryans
matrisinde, i=j iken varyans degerleri (o), i# jiken kovaryans degerleri
hesaplanmis olmaktadir. V, varyans-kovaryans matrisinde kosegende yer alan varyans
degerleri, degiskenlerin dagilis1 hakkinda bilgi verir iken, kdsegen disindaki kovaryans
degerleri, degisken ciftleri arasindaki birlikte degisimi vermektedir. Genellikle kitle
degerini bilmek miimkiin olmadigindan bunlarin yerine Ornekten hesaplanan

istatistiklerin kullanilmasi ile,

A ﬁ1] _ [$11 512]
=11, S =
# Uz S21 Sz

yazilabilir. (Alpar R., 2003) Burada f, y niin tahminini, S ise V varyans-kovaryans

(1.2.18)

matrisinin tahminidir.
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Eger Kov(x,y) = 0 ise, iki x ve y vektorleri iliskisizdirler, denir.

Teorem 1.2.1: Her varyans-kovaryans matrisi simetrik ve en azindan pozitif-yari

kararhdir. Yani, x: nx1 rasge bir vektor olmak iizere,
Var(x) =0 (1.2.19)

Teorem 1.2.2: x:nx1 tipinde bir rasgele vektor olsun ve A: mxn bir reel sayilar matrisi
ve b:mx1 reel sayilar vektorii olmak tizere Y= AX+Dvektoriinii tanimlansm. Bu

takdirde

E(y)=AE(x) +b (1.2.20)
ve

Var(Ay) = AVar(y)A’ (1.2.21)
dir.

Teorem 1.2.3: x ve y:nx1 rasgele vektorler ve z: mx1 de bir rasgele vektor olsun.

A: pxn ve B: gxm reel sayilarin matrisleri olsunlar. Bu takdirde,

Var(x+Yy)=Var(x)+Var(y)+Kov(x,y) + Kov(y, x) ' (1.2.22)

K ov(Ax, Bz) = AK ov(x,z)B’ (1.2.23)
x ve y iliskisiz iseler,

Var(x+y) =Var(x)+Var(y) (1.2.24)
dir. (Magnus, J. R., 1990)

Teorem 1.2.4: x, E(X) = i ortalamali ve Var(x) = V varyansh nx1 tipinde rasgele bir

vektor olsun. Bu takdirde,

E(X'AX) =iz(AV) + ¢/ Au (1.2.25)
dir. (Rencher, A.C. and Schaalje, B.G.,2007)
Ispat 1:

E(X'Ax) = E(izx'AX) = E(izAxX")
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=izE(AXX") = iZAE (xX')
=iZA(V + ') =izAV + 1’ Au
Bu ispat asagidaki yontemle de yapilabilir.
Ispat 2:
E(XAx) = E(zaij XiX;
i
= 22E00) = 23 | Kov(x, x;) + E(X) E(x) |
ij
=Y a;Kov(x, x;)+ > a;E(x)E(X;)
ij ij
=iz(AK ov(x)) + E(x)'AE(X)
dir.
Sonug 1.2.1: Kov(x) =l ve E(x) = 0 ise,
E(XAX) = ’iz(A) (1.2.26)

dir.

Tammm 1.2.5: Eger x:nx1 ve y:mx1 rasgele vektorler ise, bu takdirde xvey

arasindaki korelasyon matrisi,

_ _ Kov(xiyi)
Kor(x;, ;) = e Govar GO (1.2.27)
olmak iizere, nxm tipindeki R = [g“ 212] matrisidir. Burada, R, n+m tane
21 22

degiskenin kendi aralarindaki iligski katsayilarini veren iliski(korelasyon) matrisidir. Bu
matrisin, kdsegen elemanlar1 1 ve kdsegen dis1 elemanlari ise -1 ile +1 arasinda degerler
alabilen iligki katsayilarini, R;,, n tane degiskenin kendi aralarmdaki iliski katsayilarmi
veren iliski matrisini, R,,, m tane degiskenin kendi aralarindaki iliski katsayilarini

veren iliski matrisini, R,;, n ve m tane degiskenlerin kendi aralarindaki iligki
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katsayisimi veren iliski matrisini, Ry, ise R,; matrisinin transpozesini gostermektedir.

Bu korelasyon matrisinin alt matrisleri sirasi ile,

pxlxl pxlxn pJ’1LV1 '03"13"m
R11=[ : : ],Rn:[ : : ]
Pxnxy " Pxnxn Pymyr " Pymym
pxlyl px13’n
R, = [ : : ]
pxny1 pxnym

dir. Burada py,,, = 1,i =1,2,..,n Ve py, =1,i=12,..,m dir. D'/2, kdsegen

elemanlar1 V nin kdsegen elemanlarinin karekokii olan bir kdsegen matris olmak iizere,
R = (Dl/Z)—ls(Dl/Z)—l
ile hesaplanabilir. (Cankaya, S., 2005)

Tamm 1.2.6:  Bir veri matrisinin her bir eleman1 x;;: j — yinci degiskenin i — yinci
gbozlem degerini, )?j: j — yinci degiskenin ortalamasmi ve s;;: j — yinci degiskenin
varyansini (S matrisinin kosegen elemanlarini) gostermek Uzere her bir X; degiskeni
degerleri,

_ T (xii—X))

Sjj

Z i=12..,p, (1.2.28)

ile standartlastirilabilir. Bu standartlastirilmis degiskenlerin ortalamasi 0, varyansi 1°dir.
Kovaryans degeri ise, +1 ile —1 arasinda degisir. Standartlagtirilmis iki degisken

arasindaki kovaryans degeri korelasyon katsayisina esittir.

Tammm 1.2.7:  Sirekli bir X rasgele degiskeni asagidaki f(x) olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip ise, bu rasgele degisken tek degiskenli normal dagilima sahiptir

denir.
1 _1e=w?
f(x):mo_e 2 0-2 '—Oo<x<00, —OO<‘U_<OO' 02>0' (1'2'29)

Eger X yukaridaki gibi bir dagilima sahip ise, bu durum X~N(u, 62) seklinde yazilir.

Eger 1£1=0 ve ¢° =1 ise, X standard normal dagilimlidir denir.
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Teorem 1.2.5: X~N(u,0%) normal dagilima sahip ise, Z = % degiskeni N(0,1)

normal dagilimina, yani, standart normal dagilima sahiptir. (Alpar, R., 2003)

Tammm 1.2.8: (X,Y) iki-boyutlu rasgele degisken asagidaki olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip ise, bu rasgele degisken iki degiskenli normal dagilima sahiptir

denir.
1 [ x—px 2 x—px Y- Hy Y- Hy o
— __ r { 2(1—p2)|_(0' )_Zpa "o +(cr )]}
f;c,y(x' y)=fxy) = 2roray1op? e x x oy y
(1.2.30)
Burada,—1<p<1, 0<og,, 0<og, -0o<pu, <0 Ve —oo<pu, <

0, Ox, Oy, [y Ve Uy, sabit sayilar ve —co < x < 00, —00 <y < @ dur.

Tammm 1.2.9: x' = (xq,xy, ..., X,), n —boyutlu bir rasgele vektor olsun. Eger, x in

olasilik yogunluk fonksiyonu

1 7 -
f(x) = We—;(x—u) W~ (x-w) (1.2.31)

1
ise, bu takdirde x rasgele vektori, u = HZ beklenen degerli ve ¥V > 0 kovaryans

Hn
matrisli n —boyutlu bir normal dagilima sahiptir denir. Béyle bir durumda, x~N,(u, V)

seklinde yazilir.

Teorem 1.2.6: x: nx1, x~N,(u, V) ise, bu takdirde
V ar(x'AX) = 2iz[ (AV)’ |+ 44/ AVAu

diir. (Rencher, A.C. and Schaalje, B.G.,2007)

Teorem 1.2.7: x: nx1, x~N,(u, V) ise, bu takdirde
Kov(x, X'AX) = 2VAu

diir. (Rencher, A.C. and Schaalje, B.G.,2007)
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Sonug¢ 1.2.2: B: kxn reel sayilar matrisi olsun. Bu takdirde
K ov(Bx, X'Ax) = 2BVAu
diir.

Teorem 1.2.8: x~N, (i, V), A : nxn ve rank(A) = n olan rasgele olmayan bir matris

ve b:nx1 rasgele olmayan bir vektor olsun. Bu takdirde,
Y = Ax + b~N,(Au + b, AVA") (1.2.32)
diir.

Teorem 1.2.9:Y nin ¢oklu normal dagilima sahip olmasi igin gerek ve yeter sart

sifirdan farkli her a reel degerli vektorii i¢in a'Y nin tekli normal dagilmis olmasidir.

(Seber, G.A.F., 1977)
Teorem 1.2.10: Eger, x~N,,(0,1) ise, bu takdirde
x'x~yx? (1.2.33)

dir, yani x'x, n serbestlik dereceli merkezi x* dagilimma sahiptir. ( Rao, C. R. and
Toutenburg, H.,1999)

Teorem 1.2.11: Eger x~N,(u, 1) ise, bu takdirde
x'x~x%, (1.2.34)

dir. Yani, x'x, merkezi olmama parametresi A = p'u =Y",u?/2 ve serbestlik
derecesi n olan merkezi olmayan bir x* dagilimma sahiptir. ( Rao, C. R. and
Toutenburg, H.,1999)

Teorem 1.2.12: x : nx1 rasgele vektorii, x~N,(u, I,) dagilimina ahip ise ve A : nxn
bir simetrik, idempotent matris ise, bu takdirde

x,Ax~X7%ank(A),)l (1.2.35)

. . - A . .
dir. Yani, x'Ax, merkezi olmama parametresi 1 = “'T“ ve serbestlik derecesi rank(A)

olan merkezi olmayan bir x? dagilimina sahiptir. ( Ekni,M.,1999)
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Ispat: A matrisi simetrik, idempotent ve rank(A) = k olsun. Oyle bir dik P matrisi

vardrr ki, 4;,4,,...,4, A’nin 6zdegerleri olmak {izere

A . . 0
0 4 . 0

P'AP = ? (1.2.36)
0 . A

dir. A matrisi simetrik ve idempotent oldugunda, 6zdegerleri 0 veya1l dir. Ayrica
rank(A) = iz(A) dur.

iz(P'AP) =iz(PP'A) = iz(A) =k (1.2.37)

k
dir. Zira PP'=1dir. iz(P’AP)=> "4 =k olur. k tane 6zdeger 1 ve (n—k) tane

i=1

0zdeger O dir.

i Ik O
PP = (1.2.38)

bi¢iminde yazilabilir. z=P’x olan yeni bir z vektori

Z
kx1
z=| (1.2.39)
)
(n—k)x1

seklinde tanimlansin.

P = lpl S PZ I (1.2.40)
nxp nxk nx(n—k)
ve
2
k
pro| e (1.2.41)
P,
(n—k)xn

olsun. Bu takdirde,



38

!
P'ix
kx1
Py x
(n—-k)x1

Py = 7 = (1.2.42)

olur. Ayrica z; = P';x dir. z; bagimsiz ve normal dagilima sahip x;, x5,..., x,, rasgele
degiskenlerinin bir lineer kombinasyonudur. Karesel form x'Ax tir. P'x = z idi. P dik

matris oldugundan PP'x = Pz, x = Pz ve

X'Ax =z2'P'APz
B P R At ke
_z{o O}Z [z] ¢ z,'] 0 0] z2
7
=[z11; i 0] Il = 7174 (1.2.43)
Z)

olur.

x'Ax = z;z, elde edilir. x’Ax Kkaresel formunun dagilimini belirlemek igin z;'z; in

dagiliminin bilinmesi yeterli olacaktir

E(z,) = P[E(x), Var(z,) = P/Var(x)P, = P,'P, =1

< 1 ! - 1 2
oldugundan z;~N(P{u, I;) bulunur. z,"'z; dagilimu, lel~Xk}\=(Piu);(P'lu)zu'PlzPllu olur.
Burada
I, O I, O I, O P’
AP = |’k =p|k =P, : k | = '
PAP—[O 0]=>A_P[O O]P—[Pl.Pz] . 0] - PP, (1.2.44)
2

dir. Bu nedenle, ZQZ1~X]2()\_u'Au elde edilir.
A=

Teorem 1.2.13: x~N,(u,V), A;, i =1,2,...,k i¢in r; rankli simetrik matrisler ve

A=Yk A; r rankli simetrik matris olmak iizere, x'Ax = %X, x'A;x olsun. Bu
takdirde,

- /] 2 2 .
l. X Al'X/O' ~XT'/1—#,AL'# , L= 1,2, . k.
VT 262

ii. Her i # j icin x'A;x ve x'A;x bagimsizdirlar.
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i, x'Ax/0®~x?. uau dir.

202

Bu sonuglarin elde edilmesi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki ii¢ ifadenin herhangi

ikisinin dogru olmasidur:

a. Her A; idempotenttir.
b. Heri # jigin A;A; = 0 dur.
c. A=Yk, A; idempotenttir.

veya,
d r=Y.n
olmak tiizere, ¢ ve d nin saglanmasidir. (Rencher, A.C. and Schaalje, B.G.,2007)

Sonu¢ 1.2.3: x~N,(u,V), A;, i=1,2,..,k i¢in r; rankli simetrik matrisler ve

x'Ax = ¥, x'A;x olsun. Bu takdirde, i. her x’Aix/az~)(r2'/1_u,Am ve ii. x"A;x terimleri
VR 202
karsilikli olarak bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerin herhangi

birinin saglanmasidir:

a. Her A; idempotenttir.
b. Heri *J icin ALA] = 0 drr.
c. n=xK, rdir

Teorem 1.2.14: x~N,(u,V) ve V pozitif kararli bir matris olsun. Bu takdirde, x’Ax

WA

karesel formunun, A = olmak iizere, xZ,ni(ay=p, dagilmmna sahip olmasi igin

gerek ve yeter sart agagidaki {li¢ sarttan herhangi birinin saglanmasidir.

I. AV, p rankli idempotent bir matristir.
ii. VA, p rankli idempotent bir matristir.
iii. V, Anin bir g — tersidir ve A matrisi p ranklhidir. (Graybill, F. A.,1976).

Teorem 1.2.15: Eger, x~N, (1, X) ise, bu takdirde

- Iv—1 ~ 2 .
)] XET X~y 2z 1y diir.

i) (x — w)'T7Y(x — u)~xz dir. (Rao, C. R. and Toutenburg, H.,1999)
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Teorem 1.2.16: A:nxn simetrik, idempotent bir matris ve rank(A) = r olsun. rxn

boyutlu bir R matrisi icin A=R'R ise, RR' =1 dir. (Ekni,M.,1999)
Ispat: A = R'R esitligini saglayan rxn tipindeki matris R olsun. Bu durumda
A’ = A= RRRR=RR
= R(R'RR'R)R'=R(R'R)R’
= (RR)(RR'RR'RR')(RR') ™" = (RR") *(RR'RR")(RR") ™
= RR' =1
olur.

Teorem 1.2.17: V n rankh olmak iizere, x: nx1 rasgele vektor N,(u, V) dagilimli ve
B: gxn bir matris olsun. x'Ax karesel formun, Bx lineer formundan bagimsiz olmasi

icin gerek ve yeter sartin BVA = 0 olmasidir. (Rencher, A.C. and Schaalje, B.G.,2007)

Sonu¢ 1.2.4: x : nx1 rasgele vektér N,,(u,I,, ) dagihmli ve B:gxn bir matris olsun.
Bx : gx1 vektorii, x'Ax karesel formundan bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart

BA = 0 olmasidir.

Teorem 1.2.18: V n rankl olmak iizere, x: nx1 rasgele vektor N, (i, V) dagiliml, B ve
A simetrik matrisler olsun. x'Ax ve x'Bx iki karesel formun bagimsiz olmasi igin gerek

ve yeter sart AVB = 0 olmasidir. (Rencher, A.C. and Schaalje, B.G.,2007)

Sonu¢ 1.2.5: x : nx1 rasgele vektor N, (u, I, ) dagilimli olsun. x'Bx ve x'Ax karesel
formlarin bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart BA = 0(denk olarak AB = 0)

olmasidir.

Teorem 1.2.19: X ve Y bagimsiz olmak iizere X~N, (u,1) ve Y~y2 dagiliml olsun. Bu
takdirde,

X

t= JY/n

(1.2.45)

n serbestlik dereceli ve u merkezi olmama parametreli, merkezi olmayan bir t

dagilimma sahiptir.



41

X
—_— Nt
Y/n nu

(1.2.46)

seklinde yazilir. Eger u = 0 ise, merkezi t dagilimina sahiptir denir. (Rencher, A.C. and
Schaalje, B.G.,2007)

Teorem 1.2.20: Eger, Q1~)(,2n’,1 ve Q,~x2 ve Q; ve Q, bagimsiz ise, bu takdirde

)] F = % oran1 merkezi olmayan bir F, , ; dagilimna sahiptir.
2

i) Eger A=0 ise, bu takdirde F ~F,, , merkezi F dagilimina sahiptir.
iii) Eger m =1 ise, bu takdirde vF merkezi olmayan bir t,yz dagilimma

sahiptir veya eger A=0 ise, merkezi bir t, dagilima sahiptir. ( Rao, C. R. and
Toutenburg, H.,1999)

Tanmm 1.2.10: x4, Xy, ..., X, rasgele vektorleri karsilikli bagimsiz ve her biri N, (u, V)

dagilimina sahip olsunlar. Bu takdirde,

_ 1 3 G )V ()
L(w, V) = Gl B (1.2.47)

fonksiyonuna  olabilirlik  (Likelihood) fonksiyonu denir. Bu  fonksiyonu
maksimumlastiran parametreleri bulma teknigine en c¢ok olabilirlik (maksimum

likelihood) tahmini ve maksimumlastirmay1 saglayan parametrelere de en ¢ok olabilirlik
tahminleri denir. (Seber, G.A.F. ,1977)

Tamim 1.2.11 : Bir 8 (0 € ) parametresi i¢in Onerilen bir T tahmin edicisi her

0 € 2 i¢cin
E(T): 0 (1.2.48)

ozelligine sahipse, bu tahmin ediciye yansiz tahmin edici denir. Burada (2 parametre

kiimesidir(parametre uzayidir).
Tanmim 1.2.12: n degiskenli reel degerli bir fonksiyon,
f:R* >R

(X1, X2, ey Xp) = (X1, X5, r, Xp)
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af of of

olmak tizere bu fonksiyonun birinci dereceden ——, —,...,—— tiirevleri siirekli
0x1 0xy 0xn
oldugunda,
af(x1!x2!"'!xn) _— af(x1!x2!'"!xn) — af(x1:x2:---:xn) —
o = 0, T om = 0, o = 0 (1.2.49)
denklem sisteminin bir
(Xl*, XZ*, ...,Xn*) (1250)

¢coziimii(kokii) f nin ekstremum (maksimum, minimum) noktasidir. Ayrica, ikinci

dereceden kismi tiirevler de siirekli ve (x;*, x5%, ..., x,*)€R™ noktasinda,

b i (1.2.51)

matris pozitif kararli (kesin-belirli) ise, (x;*, x5 ...,x,") noktasinda fonksiyon
minimum (lokal minimum) degerine sahiptir. H matrisi negatif kararli ise, bu noktada

fonksiyon maksimum degerine sahiptir.

g:R™ — R olmak iizere f fonksiyonunun
g(xy, x5, 0, xy) =0 (1.2.52)
kisitlamasi altinda maksimum ve minimum noktalari,

(%1, Xg, ey Xy A) = (X1, X5, oo, X)) — AG (X1, X5, vy X)) (1.2.53)

o o¢ b 9t .. . . .
—, — birinci tiirevlerini sifir yapan noktalardir. ¢

fonksiyonunun P PRRE ey

fonksiyonuna Langrange fonksiyonu, A ya Langrange carpani ve bu yonteme de

Langrange ¢arpanlar1 yontemi denir.

Kisitlama sayis1 birden ¢ok oldugunda i = 1,2, ..., k i¢in,
gi:R" - R (1.2.54)

olmak tizere f fonksiyonunun,
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g1(xq, %2, 0, x) =0

g2 (x4, %5, e, xp) =0

gk(xllXZl "';xn) = 0

kisitlamalar1 altinda maksimum veya minimum noktalari,

2(x1, X5, ooy Xy Ay, Ay s i) = [0, X5, w00, X)) — 2?=1 Aigi(x1, %2, .., Xp)
(1.2.55)

9t 9t ot o9t ot EY)

fonksiyonunun  — e T T ey T
onkslyonunu PR PRI P Py Iy

birinci tilirevlerini  sifir  yapan

noktalardir. (Akdeniz F. and Oztiirk F.,1996)
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BOLUM 2

LINEER MODELLER

2.1 Lineer Modeller ve Lineer Modellerde Parametre Tahmini

Y rasgele degiskenlerin bir nx1 gozlenebilir vektori, X reel sayilarin
(bilinenlerin, agiklayic1 degiskenlerin) bir nxp(n > p) matrisi, £ bilinmeyen, fakat
tahmin edilebilen parametrelerin bir px1 vektorii ve &, E(e) =0, Kov(e) = o2V
olmak iizere, rasgele degiskenlerin bir gézlenebilir olmayan nx1 vektori olsun, bu

nicelikler
Y=XB+¢ (2.1.1)
ile baglanmus ise, bu takdirde (2.1.1) bagintis1 bir genel lineer modeli tanimlar.

X matrisi, tam siitun rankl ise, yani rank(Xp,,) = p < nise, (2.1.1) modeline
tam rankli lineer model, rank(X,,,) = r < p yani, X matrisi tam rankl degilse, (2.1.1)

modeline eksik rankl1 bir lineer model denir. Ayrica, a2 > 0 bilinmeyen fakat tahmin

edilebilir bir parametredir.

Bir lineer model €’nun dagilimma, V varyans-kovaryans matrisine, X’in yapisina

ve rankina bagli olarak ayr1 ayr1 incelenebilir.

1. Durum: e~N(0,0%1,) dagilimina sahiptir.

2. Durum: ¢ bilinmeyen bir dagilima sahiptir. Ortalamas1 ve varyans-kovaryans
matrisi sirastyla E (¢) = 0, Kov(e) = 0?1, ile gosterilir.

3. Durum: E(e) =0ve Kov(e) =V dir. Burada V bilinen pozitif kararli bir

matristir.

1. durum: Her bir g;, beklenen degeri sifir ve g2 varyansli normal dagilima
sahiptir ve g, i=12,..,n, ler bagimsizdirlar. (2.1.1) modelinde parametreler
hakkinda nokta tahmini, aralik tahmini ve hipotez testleri diisiiniilebilir. Nokta tahmini

asagida verilmistir. Aralik tahmini ve hipotez testlerini ileriki kisimlarda ele almacaktir.
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(2.1.1) modelinde 1. durum saglansin. Modelin parametre kiimesi
Q={(B,o%):B€RP,c? >0} (2.1.2)

olsun. Bu durumda Y~N(XpB,o?l,) dir. B ve o%’nin en ¢ok olabilirlik (maximum

likelihood) tahmin edicilerini bulmak igin (1.2.47) bagintisindan,

1 ’
L(B,o2;Y) = me—m(}'—xﬁ) (Y=XPB) (2.1.3)

dir. InL(B,0?;Y), B ve 0%’ye gore tiirevleri alinir ve sifira esitlenirse,

9 2. — 1 ’ r _
55 (INL(B,0%Y)) = — 2= (=2X'Y + 2X'XB) = 0 (2.1.4)
2 (InL(B, 0% 7)) = — 55 + s (Y = XB)'(Y = XB) =0 (2.15)

denklemleri elde edilir. (2.1.4) ve (2.1.5) bagmntilarindan,
X'XB=XY (2.1.6)

n

o (2.1.7)

olur. (2.1.6) denklemine modelin normal denklemi denir. Normal denklemde, X tam

stitun rankli ise (X’X tekil degilse), (2.1.6) nin tek bir ¢6ziimii
p=XX)XY (2.1.8)
dir. Bu deger (2.1.7)’de yerine yazilirsa,

2 _ (v-xB) (v-xpB)

n

o

~[Y'(I, — X(X'X)71X")Y]
= ~[Y'(I, —XX7)Y] (2.1.9)

elde edilir.

Eger X tam rankl degil (eksik rankl) ise,
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X'XB=XY (2.1.10)

normal denklem sistemi daima tutarli oldugundan, w keyfi bir reel vektor olmak iizere,

Br=XX)XY+U, —X'X)XX)w=XY+ (I, - XTX)w, (2.1.11)

¢oziimiine sahiptir. Burada w = 0 alinirsa,

B*=X'X)"X'Y (2.1.12)

0zel ¢oziimii elde edilir. Bu deger

_ (=XB) (Y=Xp)

o? - (2.1.13)
bagintisinda yerine yazilirsa,
5+2 = (Y=XB) (r=XB")
n
= ~[V'(ly —X(X'X)"X') Y] = ~[Y'(l, — XX7) Y] (2.1.14)
elde edilir.

Teorem 2.1.1: X tam rankli oldugunda 1. durum i¢in asagidaki ozellikler verilebilir:

i)

ii)

VB ERP igin E(B)=B olup B, B’nin yansiz tahmin edicisidir.
Var(B) = o2(X'X)~1 dir. Bu durumda S~N (B, a%(X'X)™") olmaktadr.
E(6?) = nn;paz olmak iizere 2,02 i¢in yansiz bir tahmin edici degildir.
Ancak, 52 = ﬁ [Y'(I, — X(X’X)~1X") Y] almdiginda

E(G?) = E (# 5?) = ZE(5?) = o? (2.1.15)

oldugundan &2, 02 i¢in yansiz bir tahmin edicidir. 62 tahmin edicisine
yansizlik igin diizeltilmis en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi denir. &2
tahmininin dagilimi i¢in Q = [Y'(I, — X(X'X)"1X’ ) Y] karesel formunu
g6z Oniine alarak % ~Xfn—py 0ldugu goriiliir.

f ve 2 en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri bagimsizdur.

B ve 62, B ve o2 igin yeterli istatistiklerdir. (Graybill, F.A.,1976,)
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2.Durum: Her bir ’nin beklenen degeri sifir, g;’ler iliskisiz ve g;’ler bilinmeyen
ortak ¢ varyansmna sahiptirler. Yani, e~(0,02I,) ve rank(X,y,) = p oldugu kabul
edilirse, (2.1.1) modelinde Y gbzlem vektoriiniin dagilimi bilinmez. Bundan dolay1 S ve
o? parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri s6z konusu degildir.  nin bir
tahminini elde etmenin bir yontemi (bilinen) en kii¢lik kareler yontemidir. Bu yontem,
6 = XB koyarak, B’ya gore Y,; € nin minimumlastirilmasindan olusur, yani, ¢ , X’in
situn uzayr olmak iizere 8 € R(X) =¢ ye bagh &'c=|Y —0|? ifadesini
minimumlastiririz. Eger, ¢’deki 6 degiskenini degistirirsek, ||[Y —0]|? (Y —6 nin

uzunlugunun(normunun) karesi) (Y —8)1 1L ¢ oldugunda, 6 =8 icin minimum

olacaktir.
Boylece,

X'(v-0)= (2.1.16)
veya

X0=XY (2.1.17)

dir. Burada @ tek olarak belirlenir, yani, 8, ¢ iizerinde Y’nin tek ortogonal
izdiisimiidiir. X’in verilen siitunlar1 bagimsizdir ve 8 = X olacak sekilde bir tek S

vektorii vardir. Bu nedenle, 8, (2.1.17) bagmtisinda yerine yazilirsa,
X'XB =X'Y (2.1.18)

normal denklemi elde edilir. X tam siitun rankli oldugundan, X'X pozitif kararlidir ve bu

nedenle singiiler degildir. Boylece (2.1.18) denkleminin ¢6ziimii
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g =X'X)X'Y (2.1.19)
olacaktir.

B, (B'X'Y=(B'X'Y) =Y'XB gercegini kullanarak) &'e nun B’ya gore tiirevini

alarakta ¢ikarilabilir. Bunun igin

ge= Y —-XB) Y —Xp)

=Y'Y - 2Y'XB + B'X'XPB (2.1.20)
yazilir. Boylece, a;—; = 0 esitliginden
—2X'Y +2X'Xp =0 (2. 1.21)
veya
X'Xp=X'Y (2.1.22)

elde edilir. Bu denklemin f i¢in ¢dziimii bize €& nun bir sabit degerini(yani, £'& nun 1.

mertebeden diferansiyelinin sifir oldugu noktayi) verir ve basit bir cebirsel dzdeslik €'e

nun B da minimum olacagmi gosterir. Burada
g =XX)XY (2.1.23)
dir. Uygun X3 regresyonu ¥ = (= [(¥;)]) ve
e=Y-Y=Y-XpB
= (I, — X(X'X)~1X")Y
= (I, — P)Y (2.1.24)
elemanlarina artiklar denir. Burada P = X(X'X)~1X’ diir. €& nun minimum degeri
ere = (v~ Xf) (v - X§)

=Y'Y = 2BX'Y + B'X'XB

=Y'Y - BX'Y + ' (X’X/? - X’Y)
| —

0
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=Y'Y - BX'Y
=Y'(I, —XX'X)"1X')Y (2.1.25)
olacaktir. (2.1.25) bagintisina artik kareler toplami (AKT) denir.

¢'e kareler toplammi minimumlastirmak o2 parametresinin bir tahminini elde
etmez; ancak B’nmn en kiigiik kareler tahminine( ya) baglh olan ¢2’nin yansiz bir

tahmini

~ AKT
6% =

n-p
ile elde edilir. Burada E(6%) = a2 oldugu kolayca gériiliir. (Seber, G.A.F., 1977)

3. Durum: (2.1.1) modelinde Kov(e) =V, V bilinen pozitif kararl, simetrik, n
rankli ve singiiler olmayan bir matris oldugundan P'VP = A olacak sekilde ortogonal
bir P matrisi bulunabilir. Burada A, V matrisinin pozitif 6z degerlerinin nxn boyutlu bir
kosegen matrisidir.

P'VP = A esitliginden V = PAP’ ve buradan V=1 = P'A71P elde edilir. Bdylece

A~Y2p" doniisim matrisi olarak secildiginde, (2.1.1) modeli asagidaki modele

doniistiiriikiir.
ATYEP'Y = ATV2P'X B+ ATV/2 P, (2.1.26)
VA w 1)
Gergekten bu modelde

E(8) = AY2P'E(e)

=A"Y2p'0 =0 (2.1.27)
Var(8) = A~Y2p'vpA~1/2

- A—l/ZAA—l/Z
:Al/ZA—l/Z
=1, (2.1.28)

drr.
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O halde, £’nin en kiigiik kareler tahmin edicisi
B = ((A"Y2P'X) (A~Y2P' X)) "L(A~Y2P'X) (A~V/2P'Y)
= (X'PATY2ATY2PIX) X' PATY2 A7/ 2PY
= XVIXTXVY (2.1.29)
olacaktir.

Teorem 2.1.2: (2.1.1) lineer modelini ele alalim. #: px1 herhangi bir verilmis sabit
sayilar vektorii olmak {lizere f nin belirtilmis bir lineer fonksiyonu, '8 nin tahmin
edilebilir bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki sartlarn herhangi

birinin saglanmasidir:

I £, X' matrisinin siitunlarinin bir lineer kombinasyonudur.(bu ifadenin baska
sekilleri asagidaki gibidir: ¢, X' matrisinin siitun uzayindadir; €', X'
matrisinin satirlarmm bir lineer kombinasyonudur; veya, €', X' matrisinin
satir uzayindadir.)

ii. rank[X' i €] = rank[X']

iii. rank[X'X] = rank[X'X i £]

iv. X'Xr = ¢ denklemleri i¢in bir r ¢dziim vektorii vardir.

V. X in herhangi bir g-tersi i¢in £'X~X = ¢’ diir.

Vi. X in herhangi bir g-tersi i¢in X'(X")~¢ = ¢ dir.

vii.  X'X in herhangi bir g-tersi igin (X'X)(X'X)~¢ = £ dir.

viii.  X'X in herhangi bir g-tersi igin £'(X'X)~(X'X) = ¢’ diir. (Graybill, F. A.,
1976)

2.2 Gauss Markov, Aitken ve Rao En Kiig¢iik Kareler Tahmin Edicileri

Y:nx1, X:nxp (p <n), f:px1ve e:nx1 matrisleri olmak {izere,

Y =XB + ¢,

E(e) =0, E(eg') =0a?V (2.2.1)
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lineer modeli g6zoniine alinsin. X ve V’nin ranklar1 tizerinde gesitli varsayimlar altinda
(Y — XB)’nin bir kuadratik fonksiyonunun minimumlastirilmasi suretiyle o2 ve ’nin

tahmini yeniden goézden gegirilsin.

Tamm 2.2.1: V = [, ve rank(X) = p (yani, X, p tam rankina sahip) olsun. Bu sartlar

altinda, f’nim minimum varyans lineer tahmin edicisinin

B = ming (Y — XB)' (¥ — XB), (2.2.2)
bunun agik bir sekli
Var(f) = a?(X'X)~! (2.2.3)

olmak iizere,
g =XX)'XY (2.2.4)
oldugu ve a2 nin bir yansiz tahmin edicisinin de

52 = Y=XB) (*-XP) (2.2.5)
n—p

oldugu daha 6nce gosterildi. Bu yonteme Gauss-Markov en kiiclik kareler yontemi

denir.

V=1, ve rank(X) =k <p (yani, X eksik ranka sahiptir ya da tam rankli
degildir.) olsun. L: pxk ve R(L) < R(X"), yani, L nin siitunlar1 ile gerilen lineer uzay,
X' niin siitunlar1 ile gerilen lineer uzayda ihtiva edilmek iizere, L'f nin minimum

varyans lineer tahmin edicisi, bu sartlar altinda

Var(L'f) = o?L'(X'X)"L (2.2.6)
ve

B =ming(Y — XB)' (Y — XB) (2.2.7)
olmak tizere,

L'B=LXX)"XY (2.2.8)

dir. 62 nin bir yansiz tahmin edicisi ise,
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52 = (\=XB) =XB) (2.2.9)
n—-k

dir. (Rao, C. R., Toutenburg, H.,1999)

Tamm 2.2.2 : V pozitif kararli ve rank(X) = p olsun. Bu durumda, 8 nimn minimum

varyans lineer yansiz tahmin edicisinin

Var(f) = a?(X'V-1X)™1 (2.2.10)
olmak tizere, agik bir sekli

f=XV1IX)“IX'V-ly (2.2.11)
olan,

B =ming(Y — XB)' V-1(Y — XPB) (2.2.12)

oldugu da daha dnce gosterildi. Bu durumda, o2 nin bir yansiz tahmin edicisi

2 _ (Y=xB) nv_:(Y—Xﬁ) (2.2.13)

G
dir. Bu yonteme de Aitken en kiigiik kareler yontemi denir.

V pozitif kararli ve rank(X) =k < p olsun. Bu durumda, L yukaridaki ayni

sartlar1 saglamak tizere, L'f nin minimum varyans lineer tahmin edicisi

B =ming(Y — XB)' V-1(Y — XB) (2.2.14)
ve

L'B=LXV1X)"XV-1y (2.2.15)
dir. L' nin varyans-kovaryans matrisi

Var(L'f) = o? L'(X'V™1X)"L (2.2.16)

dir. 62 nin bir yansiz tahmin edicisi ise,

2 _ (Y=XB) VI (r=XP) (2.2.17)

n—-k

o
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dir. Boylece, Aitken en kiigiik kareler yontemi, X’in eksik rankli olmasi duruma

genisletilebilir.

En kiiciik kareler teorisi, (Y — Xf)’nin uygun bir kuadratik fonksiyonunun
minimumlastirilmasiyla hem X’in hem de V’nin eksik rankli olabilmesi durumu, Rao,

C.R. (1973a) tarafindan incelenmistir ve ¢6ziimii asagidaki gibidir:
rank(V) = s < n, rank(X) = k < p olsun. Ilk olarak bir teorem ifade edelim:

Teorem 2.2.1: U, R(V) cR(R) ve R(X) cR(R) olacak sekilde negatif kararli

olmayan bir matris olmak tizere, R = V + XUX' olsun. Bu takdirde,

i.  X(X'R"X)"X'RX = X,
ii.  Eger X'M = Oise, X(X'R-X)"X'R"RM = 0,
iii. z(RFRR—X(X'R"X)"X') = rank[V : X] — rank(X) dir.

Sonuglari, g-terslerin 6zelliklerini kullanarak ispatlamak kolaydir. i. ii. iii. deKi
tim ifadelerin g-tersin herhangi bir se¢imi i¢in degismez kaldigina dikkat edin ve
sonuglar1 ispatlamak igin Moore-Penrose g-tersi kullanmak uygundur. (Rao, C. R.,
Toutenburg, H.,1999)

Teorem 2.2.2: B, icerilen g-terslerin herhangi bir se¢imi i¢in

B =ming(Y — XB)' R~ (Y — XB) (2.2.18)
nin bir ¢dziimii olan

f=XRX)"XRY (2. 2.19)
olsun. Bu takdirde

i. L:pxkveR(L) € R(X') olmak lizere L'B nin minimum varyans lineer tahmin

edicisi,

Var(L'f) = ¢? L'{(X'R"X)~ — U}L (2.2.20)
varyans kovaryans matrisine sahip olan L' dur.

ii. 0?2 nin bir yansiz tahmin edicisi ise, f = rank[V i X] — rank(X) olmak iizere,
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57 = (Y—XB)'I;‘(Y—XB) (2.2.21)

dir. (Rao, C. R., Toutenburg, H.,1999)
Ispat: R(L) € R(X") oldugundan L = X'C olsun. Bu takdirde, Teorem 2.2.1’in i. den,
E(LP) = CX(X'R"X)"X'R"E(Y)
=CXX'R"X)"X'R™XPB
=C'XB=Lp (2.2.22)

dir. Bundan dolay1 L', L' icin yansizdir. M'Y’yi E(M'Y) = 0, yani M'X = 0, olacak
sekilde almirsa, Teorem 2.2.1(ii.) den

Kov(L'f,M'Y) = c?C'’X(X'R"X)"X'R"WM
= g2C'X(X'R~X)"X'R"RM
= g2C'X(X'R"X)"X'R"RM =0 (2.2.23)

olur. Bu E(M'Y) = 0 olacak sekilde, her M icin dogrudur, bu nedenle, L', L' f’nin bir

yansiz tahmin edicisi olarak minimum varyans-kovaryans matrisine sahiptir. L' nmn

varyans-kovaryans matrisi i¢in asagidaki ifade elde edilir:
Var(L'f) = 62 C'’X(X'R~X)"X'R"V(C' X(X'R-X)~X' R")
=c?C'[(X'R™X)" - UlX'C

=2 L'[(X'R"X)~ —U]L. (2.2.24)

Son olarak, Teorem 2.2.1 (iii.) den, 6% nin yansiz tahmin edicisini veren
E(Y—XB)R (Y —-XB=E{XY —XB) R~ (Y —XB)—E(Y —XB)' R~ (XB — XP)
=0%iz[R°V— R X(X'R"X)"X'R7V]
=c%izR[I, - X(X'R"X)"X'R]R
= 02iz[R"R — izX(X'R"X)"X'R"]

= o%(rank[V : X] — rank(X)) (2.2.25)
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elde edilir. (Rao, C. R., Toutenburg, H.,1999)

2.3. RB = r Kesin Lineer Kisitlamasi Altinda Parametre Tahmini

X’in tam rankh oldugu durum: X:nxp, ranki p olan bir matris olmak {izere,

(2.1.1) modeli ve 1. Durum ele almsin. Ry,, (g < p) bilinen bir matris, rank(R) = q

(yani, R tam satir rankli) ve r: gx1 de bilinen bir vektér olmak tizere, f parametre

vektorii lizerinde RS = r tutarh kesin lineer kisitlamasi altinda f’nin en iyi lineer

yansiz tahmin edicisini bulmak i¢in kullanilan bir yontem, Langrange carpanlari

yontemidir. Langrange fonksiyonu

LB, =¥ —XB)'(Y —XB) + X' (RB — 1)

(2.3.1)

dir. Burada A: gx1 Langrange carpanlar1 vektoriidiir. Langrange fonksiyonunun f’ya

gore tiirevi alinirsa,

TR = <XV 4 2X'XB+R'A=0

denklemi elde edilir. Buradan
X'XB=X'Y —-R'A
bagintis1 bulunur ve bu denklemin ¢6ziimiinden
N — N—1y7 1 y\—1 D7
B = X'X) XY—E(XX) R'A
elde edilir. Ayrica, (2.3.1) fonksiyonunun A’ya gore tiirevi alinirsa,

LB _ pp
—r =R —r=0

bagntis1 veya
RB =71

olur. B°nin (2.3.3) bagintisindaki degeri (2.3.4) bagmtisinda yerine yazilirsa,

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)
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R(X'X)TIX'Y =~ (X'X)IR'A) =7,

R —SRX'X)T'R'A=r,

RB — 7 =-R&X'X)R'A,

%)1 = (RX'’X)"R)"Y(RA - 1) (2.3.5)
elde edilir. Bu ifade (2.3.3) bagntisinda yerine yazilirsa,

B=p—-XX)TRREX)R)IRE—1) (2.3.6)
veya

B =F+XX)RRXX)IR)(r —RB) (2.3.7)
elde edilir. (Toutenburg, H.,1982)

Burada, 8 tahmininin $’dan farkinin, (R,[? — r) bagntisinin bir lineer fonksiyonu
oldugu goriilmektedir. Ayrica, [ kisitlanmis en kii¢iik kareler tahmin edicisi,

kisitlanmamus en kiigiik kareler tahmin edicisi § ve bir diizeltme teriminin toplamidir ki,

B’nin bu tahmin edicisi i¢in RS = r kesin kisitlamasini saglar. Soyle ki;

RE =R[f + XX 'R'(RX'X)"R) " (r — RB)|

Il
<

(2.3.8)
dir. 8 tahmini degisik sekillerde ifade edilebilir. Bu ifadeler asagida verilmistir:
R tam satir rankli oldugunda, RR* = I, oldugu goz 6niinde bulundurulursa,
B=F-XX)TRERXX)IR)IRE + X'X)'R'(RX'X)"R)"'RR*r
(2.3.9)
dirve M = (X’X)"*R'(R(X’X)"1R") 'R almirsa, bu durumda
B=(U-MpB+MR*r

elde edilir. Bu tahmin edicinin beklenen degeri
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E(f) =B+ XX 'R'(RX'X)'R)1(r — RB) (2.3.10)

dir ve RB = r oldugundan f yansizdir. Bununla beraber, § nin varyans-kovaryans
matrisi,

Var(B) = o2 [(X'X)™ = (XX)*R'(R(X'X)"*R) T R(X'X) "] (2.3.11)

dir. Asagidaki ifade f tahmin edicisinin, § tahmin edicisine gére daha kii¢iik bir

varyansa sahip oldugunu gosterir.
Var(f) — Var(B) = o?[(X’X)'R'RX'X)IR)TRX'X)1 =0  (23.12)
dir. (Toutenburg, H.,1982) Ayn1 zamanda f y1 gerekli islemler yaparak,
B =(I,— XX R'RXX)IR)IR)S
+X'X)IR'(RX'X)"IR)r (2.3.13)

seklinde de yazilabilir. Simdi bu son esitlikte, R nin Moore-Penrose g-tersi
R* = R'(RR")™! (R tam satir rankl1 oldugundan) olacagindan Moore-Penrose g-tersin
ilk {ic sartm saglayan g-ters(g; —ters) R8s = (X’X)7!R'(R(X'X)"1R’)~!olarak
alinabilir. Gergekten RR8R = R,R83RR83 = R83, (RR83)' = RR8 dir. Bu nedenle
(2.3.13) denkleminde R83 yerine yazilirsa,

B = (I —R8:R)fS + R&r (2.3.14)
elde edilir.

Simdi, Rf = r kesin lineer kisitlamasi altinda parametre tahminine degisik bir

sekilde bakilabilir. Soyle ki,
Y =X(I,—R*R+R*R)B +¢
=X(I, —R*R)B + XR*Rp + ¢
=X(I, —R*R)B + XR*r +¢
Y —XR*r = X(I, - R*R)f + ¢ (2.3.15)

elde edilir. Qg = (I, — R*R) almsm. Bu durumda,
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Y —XR*r = XQpfB + ¢ (2.3.16)

modeli elde edilir. (Yapar, C., 1979) Qg = (I, — R*R) simetrik-idempotent
oldugundan Qg = QQ’ olacak sekilde rank(Q’ —g)xp) =p —q matrisi vardir. QQ’

niin simetrik-idempotent olmasi nedeniyle Q'Q = I,_, dur ve Q' satir rankli oldugundan

(@) =Q(Q'Q)~t = Q ve buradan Q* = Q’ diir. Gergekten Q'QQ" = Q' diir.

R(I,—R*R) =0 (2.3.17)
oldugundan
RQg=0=RQQ'=0=RQ =0 (2.3.18)

olacaktir. O halde Q', R’nin ortoganal tiimleyenidir. Boylece, (2.3.16) modeli
Y —XR*r = XQQ'B + ¢ (2.3.19)
modeline doniisiir. Burada, QQ'S = y olsun. Boylece (2.3.19) modeli
Y—XR*r= Xy+e¢ (2.3.20)
seklinde yazilabilir. Bu durumda, y’nin en kiigiik kareler tahmini
7= XX)X'(Y—-XR"r) (2.3.21)
olur. (2.3.19) modelinde QQ’B = y oldugundan £’nin tahmini § = QQ'y dur.
Boylece,
B =0QQ'7 =00 XX)™X'(Y - XR*7)
= (I, = R*R)(X’X)7'X'(Y — XR*1)
= (I, - R*R)X'X)7X'Y (2.3.22)
yazilabilir. (Akdeniz, F., 1980)
RB = r denkleminden

B =R*tr+(I,—R*R)t (t keyfi bir vektor) (2.3.23)
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elde edilir. Simdi de RS =r denklemini saglayan t tahmini bulunsun. (2.3.23)
denkleminde g yerine 5 ve (I, — R*R) yerine QQ’ alinrrsa,

B =R*r+ (I, —R*R)t
= R*r +QQ't (2.3.24)

denklemi elde edilir. (2.3.24) denklemi t’ye gore coziiliirse, RS = r elde edilir.

Bu durumda,
QQ't=f—R*r
t=QQf —QQ'R*r

=QQ'B— (I, — R*R)R*r

=QQ'B— (R* —R*RRY)r

=QQ'B - (R* =R")r

=QQ'B (2.3.25)

dir. (2.3.22) denkleminden QQ'B = QQ'B elde edilir. t, (2.3.23) denkleminde yerine

yazilirsa,
f=0-R*R)f +R*r (2.3.26)
elde edilir.

Simdi de, XQ = Bve Q'8 =y ahnsin ve f nin tahmini bulunsun. Bu durumda
(2.3.19) modeli

Y —XR*r= By+¢ (2.3.27)
modeli seklinde yazilabilir. Béylece y ’nin en kiigiik kareler tahminini
7 = (XQXQ ™ (XQ)'(Y — XR*T)
=(X'Q'XQ)"1Q'X'(Y — XR*r)

=Q*(X'’X)"1(QH*Q'X'(Y — XR*r)
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=Q*(X'’X)7'QQ'X'(Y — XR*1)
=Q'(X'’X)"'QQ'X'(Y — XR*r) (2.3.28)

seklinde bulunur. Yani, 7 = QP =QX'X)"1QQ'X'(Y—-XR*r) ve (Q)*=0Q
oldugundan B = QQ'(X'X)"1QQ'X'(Y — XR*r) olur. t uygun boyutlu bir rasgele vektor

olmak tizere, Rf3 = r denkleminden
B =R*tr+(I,—R*R)t
= R*r + Qgt
= R*r + QQ't (2.3.29)
elde edilir. Bu ifade modelde yerine yazilirsa,
Y =X(R*r+0QQ't) +¢
=XRTr+XQQ't+¢
Y —XRtr =XQQ't+¢ (2.3.30)

bulunur. t tahmin edilebilir oldugundan t nin tahmini

F = ((X0Q)XQQ) ™ (XQQ)'(Y — XR*T)
=(QQX’XQQ)'QQX'(Y — XR*r)
=QQ'(X'X)7'QQ'QQX'(Y — XR™1)
=Qy (2.3.31)
olur. t tahmini (2.3.29) denkleminde yerine yazilirsa,
B=R*'r+QQXX)'QQQQX'(Y — XR*r)
= R*r + Qr(X'X)"1QpX'(Y — XR*7) (2.3.32)
elde edilir. Burada,

Kov(B) = Qr(X'X)71Qx (2.3.33)
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ve
EB)=p (2.3.34)
dir.

X’in eksik rankh oldugu durum: X:nxp, rank(X) = k < p olmak iizere,
(2.1.1) genel lineer model ve 1. Durum ele almsmn. R, (g < p) bilinen bir matris ve
r:qx1 de bilinen bir vektdr olsun. § parametre vektori lizerinde RS = r kesin lineer
kisitlamasi altinda, f nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi bulunsun. Bunun igin

Langrange fonksiyonu
L(B,A) =Y —XB) (Y —XB)+ A'(r —RB). (2.3.35)
dir. Langrange fonksiyonu g ya gore tiirevi alinir ve bu tiirev sifira esitlenirse,

aL;’;'” = —2X'Y +2X'XB —R'A=0

denklemi elde edilir. Buradan
X'XB=X'Y +-R'A

bagintis1 elde edilir ve denklem ¢oziimiinden m,; uygun boyutlu keyfi bir vektér olmak

lzere,
B=XX) XY+ XX)RA+ Uy — X~ X)my (2.3.36)

bulunur. ((2.3.36) bagintisinda m; = 0 yazilirsa, son tahminimiz yansiz en kiigiik

kareler olacaktir ve sadece bdyle bir ¢oziime ihtiya¢ vardir.) Bu durumda
B =XX)XY+5XX)RA
=B+ (X'X)R'A (2.3.37)
olur. (2.3.35) fonksiyonunun A ya gore tiirevi alinirsa,

_"’Lgi@ =r—RB=0 (2.3.38)
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bagintisin1 veya Rf = r esitligi elde edilir. RS = r bagntisinda f nin (2.3.37) deki

degeri yerine yazilirsa,
R(B+5(XX) R'A)=r,
—~R(X'X)"R'A=Rp -,
—~(X’X)"R'A = R*(Rf —7) + (I, — R*R )m, (2.3.39)

bagmntis1 elde edilir. Burada, m, uygun boyutlu keyfi bir vektordir. (2.3.39)

bagmtisinda m, = 0 yazilirsa,
—~(X’X)"R'A = R*(R} —7) (2.3.40)
0zel ¢oziimii elde edilir. Buradan
f=B—-R*(Rp—) (2.3.41)
oldugu goriiliir. Artik, (2.3.41) tahmin edicisi yansizdir. (Pore, M.D., 1969)
X’in eksik rankli oldugu durum i¢in E (&'€) = o2V durumu ele alinsim:
02 =V 1le=(-XB)V-IY —XB) (2.3.42)

dir. (2.3.42) bagmtisinin f ya gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse,

ny—1
"’eavﬁ £= _2X'V7Y 4+ 2X'V7IXB = 0
X'V-ly = X'V-IXRB (2.3.43)

denklemi elde edilir. Buradan

B=&VIX)XVY+ (I, - XV X)XV X )mg (2.3.44)
dur. (2.3.44) bagintisinda my = 0 yazilirsa,

f=XV1IX)"XV-ly

0zel ¢Oziimii elde edilir.
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Rp =r kesin lineer kisitlamasi altinda, f nm en iyi lineer yansiz tahmin edicisini

bulmak i¢in Langrange problemi ilk durumdaki gibi aynidir. C6ziim asagidaki gibidir:
L(B,A) =X —XB)VXY —XB) + A'(r — RB) (2.3.45)

Langrange fonksiyonunun g ya gore tiirevi alinir ve bu tiirev sifira esitlenirse,

aLg;'A—) = =2X'V'Y 4+ 2X'V'XB~R'A=0

X'VTIXB = X'V —~R'A (2.3.46)
denklemi elde edilir. Buradan

B =X'VIX)TXVY —Z(X'VTIX)R'A

+(I = X'V IX)"X'V1X)m, (2.3.47)

dir. (2.3.47) bagintisinda m, = 0 yazilirsa,

B =B—S(X'VIX)RA (2.3.48)
0zel ¢oztimii elde edilir. (2.3.45) fonksiyonu A ya gore tiirev alinir ve sifira esitlenirse,

2D =Rp-1=0 (2.3.49)
bagmtis1 veya R = r olur. Burada, 8 nin yerine (2.3.48) degeri yazilirsa,

RB—SR(X'VTIX)"R'A—71=0

“RX'VIX)*R'A=Rf -7
elde edilir.

~(X'VTIX)TR'A=R*(RB—7) + (I — R*R)ms (2.3.50)
dir. (2.3.50) bagmtisinda mg = 0 alinirsa,

B*=F—-R*(RG—T1) (2.3.51)

0zel ¢oziimii elde edilir. (Pore, M.D., 1969)
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2.4. Kesin Lineer Kisitlamalarin Adim Adim Hesaba Katilmasi

Lineer kisitlamalarin » = Rf kiimesi q (q < p) tane lineer bagimsiz
=RiB, j=12,..q (2.4.1)

kisitlamalarina sahiptir. Burada ya iki i¢i i¢e (yani, lineer bagimli) ya da iki ayrik (lineer
bagimsiz) kisitlamalar kiimesi icin kisitlanmig en kiiclik kareler tahmin edicileri

arasindaki iliskiler arastirilacaktir.

r, = RyB ve r, = R, B’ ni sirastyla q; ve q, tane kesin lineer kisitlamanin ayrik

kiimeleri olduklar1 kabul edilsin. Burada q; + q, = q dur. Kisitlamalarin tam kiimesi

[y

ile gosterilir. Ry, R, ve R’nin tam siitun rankl, yani, rank(R,) = q,, rank(R,) = q,

Ry
] B =RB (2.4.2)
R;

ve rank(R) = q olduklar1 da kabul edilsin. Eger B;, 5, ve B sirasiyla R;, R, ve R

kisitlama matrislerine karsilik gelen kisitlanmus en kiigiik kareler tahmin ediciler ve f

bilinenen kii¢iik kareler tahmin edicisi ise,
Var(B) < Var(B;) <Var(B), i =1,2. (2.4.3)

elde edilir. (Bu bagint1 iki varyans-kovaryans matrisinin farkmin negatif kararlh

olmamas1 anlamimdadir.)
Var(B) —Var(B;) =0

ve
Var(f) —Var(8) =0 (2.4.4)

bagntilar1 (2.3.12) esitliginin bir sonucudur. Bu nedenle, bir kisitlamalar kiimesine
diger baska kisitlamalar1 eklemenin genel olarak etkinlikte bir kazanca gidilecegini

belirten
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Var(f,) —Var(6) =0 (2.4.5)
esitsizliginin dogru oldugu kontrol edilmelidir.

(2.4.2) bagmtisinin yapisint kullanarak r = Rf tam kiimesi i¢in kisitlanmig en kiigiik

kareler tahmini asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

o NY-1p ! y=1p -1 [11 — Rib
F=p+im R G oo e ['r; P B
A =RXX) R = 15 g] (2.4.7)
R,(X'X)"'R, =E, R, (XX)"'R,’ =F, (2.4.8)
R,(XX)"'R,’=G, G-FE'F=H
kisaltmalariyla ve Teorem 1.1.4(vi)’den
Var(f) = o?[(X’X)™' — X'X)7IR'(RX'’X)"*R)IR(X'X)™1] (2.4.9)
elde edilir. Varyans-kovaryans matrisinin pargalanmis yapisi
o 2Var(B) =
XX = (O R; ¢ Ry [T HETEMIFET -E T
Ry
] X'x)! (2.4.10)
RZ
dir. Ayrica, 8; ve f’nmn kovaryansi
E(B —B)(B —B) =Kov(Bi.B) (24.11)
dir.
[I : E'FJAT'=[E"1: 0] (2.4.12)
Ry
R/[I : E-'FJA? R] =R,'E71R, (2.4.13)
2

ile birlikte
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Bi—B=XXT1-R/ETR XXX (2.4.14)
- R,
B—B=XX)T'A-[Ry i RJIAT|-| X'X)")Xe (2.4.15)
R,
bagintilar kullanilarak asagidaki sonuca ulagilir:
Kov( By, B) = Var(B) (2.4.16)
Teorem 1.1.29’a gore,
E(Pr—B)(Bi—B) 20 (2.4.17)

esitsizligi herhangi bir 6rneklem i¢in ve beklenen deger igin de saglanir.
(2.4.16) bagintist kullanilarak, (2.4.5) bagntis1 asagidaki gibi de elde edilebilir:
E[pi—B-(B-B)B.-B~-(B —ﬁ)], = Var(B,) + Var(8) -
2Kov( By, B) = Var(,[?l) — Var(ﬁ) >0 (2.4.18)
Boylece asagidaki teorem bulunur:

Teorem 2.4.1: rank(R;) = q; olmak iizere bir 4 = R, kesin lineer kisitlamalar
kiimesinin  elde mevcut oldugu kabul edilsin. rank(R,) =q, Ve

rank(R) = q = q; + q, olmak lizere, baska bir bagimsiz r, = R, kiimesi eklenirse,
bu takdirde

Var(/?1 ) — Var(ﬁ) >0 (2.4.19)
olmak iizere kisitlanmus 5; Ve f en kiigiik kareler tahmin edicileri yansizdirlar.

Bu nedenle, bagimsiz kisitlamalarin eklenmesiyle bir kesin kisitlamalar
kiimesinin bir adim adim artis1, (2.4.19) bagmtisina goére varyansin bir adim adim

azaligini ortaya koyar.
Ispat: ispat degisik bir sekilde asagidaki gibi verilebilir:

P=1[I : 0] olmak flizere, R; ve R matrisleri asagidaki lineer doniisiimlerle

baglanirlar.
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R, = PR (2.4.20)
(2.4.10) bagintisindan pargalanmis A matrisini kullanarak, kovaryans matrislerin farki
o 2[Var(B,) — Var(B)] (2.4.21)
= (X'X)R'(RX'X)"R)IR(X'X)~L — (XX) LR, (R, (X'X)~1R))~ 1R, (X'X)"?
= (X'X)"1R’ (A1 — P'(PAP)"1P)R(X'X)"? (2.4.22)

olarak yazilabilir. Varsayima gore, rank(R) = q dur. Bu takdirde (bakiniz Teorem

1.1.33) bu farkin negatif olmayan kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(A"t — P'(PAP")"1P) > 0 (2.4.23)
veya es deger olarak (Teorem 1.1.18)
R(P'PA™1) c R(A™D) (2.4.24)
bagintisiin agik olarak gerceklesmesidir.
Ayni zamanda, 3, ve B, tahminleri karsilastirilsin. ki
=R, rank(R)=gq;, G =12) (2.4.25)

kisitlamalar kiimesi i¢in kisitlanmis en kii¢iik kareler tahmin edicileri arasindaki bagint1

aragtirilsin. Karsilik gelen tahmin ediciler (j = 1,2)

B =B+ XOTR (RXOTR) (- Rif) (2.4.26)
dir,

A;j = R(X'X)7'R;’ (2.4.27)

G = (X'X)7IR/ A7 R;(X'X) (2.4.28)

kisaltmalariyla (2.3.11) bagintisina benzer sekilde,
Var(f;) = c(X'X)™ - G)) (2.4.29)

elde edilir.
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Eger
C = Var(B,) — Var(B,) = 6%(G, — G,)
= g2(X'’X)"L(R,’A3 R, — R,’A7*R)(X'X)"1 = 0 (2.4.30)
veya es deger olarak,
(R,’A3'R, — R{'AT'R;) = 0 (2.4.31)

ise, B, kisitlanmis en kiiciik kareler tahmin edicisi §; kisitlanmis en kiiciik kareler

tahmin edicisinden daha iyidir. (Rao, C. R., Toutenburg, H., 1999)
Teorem 2.4.2: (2.4.25) varsayimlari altinda

R,’A'R, — R,/A7'R, =0 (2.4.32)
esitsizligini elde etmek i¢in gerek ve yeter sart

R, = PR, (2.4.33)

olacak sekilde bir P, q;Xq, matrisinin var olmasidir.

ispat: Teorem 1.1.34 kullanlsm ve M =R,’A;"* ve N =R,’A]"* olarak

tanimlansin.

)] (2.4.32) bagintisimin varlig1 kabul edilsin ve Teorem 1.1.34 kullanilsin. Bu

durumda,

N =MH

olacak sekilde bir H matrisi vardir. Boylece, Rl'Azl/ 2 = RZ'Agl/ ’H veya es
deger olarak P = Ai/zH'Agl/z 1 qu Xqy matrisi olmak lizere

R, = A{*H'A;*R, = PR, elde edilir.
i) R; = PR, oldugu kabul edilsin. Bu takdirde (2.4.32) farki
Ry’ A;Y2(1 — F)A;?R, (2.4.34)

olarak yazilabilir. Burada F matrisi
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F = AY*P'(PA,P")~1PAL? (2.4.35)

ile tanimlanan simetrik ve idempotent bir matristir. Bu nedenle, (I — F)’de

idempotenttir. B = RZ’A;U (I = F) kisaltmasimi kullanilirsa, (2.4.34) farki
BB’ = 0 olmaktadir. (Bakiniz Teorem 1.1.4)

Sonu¢ 2.4.1: Eger, rank(R;) = q; olmak lizere R, = PR, gergeklenirse, q; < q, Ve

rank(P) = q, olmasi gerekir. Ayrica, r; = Pr, olur.
Ispat: Teorem 1.1.5 (iv)’den genel olarak
rank(AB) < min(rank(A),rank(B)) (2.4.36)

oldugu biliniyor. Bu probleme uygulanirsa,

rank(PR,) < min (rank(P),rank(R,)) (2.4.37)

q; = min(rank(P), q,) = rank(P) (2.4.38)
elde edilir.

rank(R,) = rank(PR,) = q, (2.4.39)

oldugunda q; = rank(P) olmasi q; < q, olmasin1 gerektirir.
. = Ry ve R; = PR, esitliklerinden
r, = PR, = Pr, (2.4.40)
sonucu ¢ikarilabilir.
Not 2.4.1: q; = q, durumu karsilik gelen tahmin edicilerin esitligine ilaveten
rn=R;f ve r, =R,p (2.4.41)

kisitlamalarin esitligine yol a¢tigindan durum q; < q, durumuyla sinirlanabilir. Bu

gercek asagidaki gibi goriiliir:

rank(P) = q; = q, olmak iizere R; = PR, bagmtis1 P! in varhigm
gerektirir. Bundan dolay1 R, = P"'R;, ve 1, = P 11, gergeklenir. Bdylece,

1, = RyB, P~1(r; — R1B) = 0 esitligine (yani, r; = R f esitligine) denktir. P, q;Xq;
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ve rank(P) = q; = q, olmak lizere R; = PR, i¢in tahmin edicilerin denkligi hemen
kontrol edilebilir: Boylece,

B+ (X'X)"1R, Pt (P~ R, (X'X)7'R,'P1 )_1(13-1r1 — P R.B)

Bz

l

1 (2.4.42)
dir.

q1 < qz durumu: Herhangi bir lineer kisitlama tekil olmayan bir C, q,Xq, matrisiyle

carpmaya gore degismezdir, yani,
rz = Rzﬁ ve CTZ = CRzﬁ (2443)

sartlar1 denktirler. Bu denklik kullanilsin ve C’nin 6zel bir se¢imi yapilsin. P, q, rankli

bir q;Xq, matris olmak tizere, R; = PR, oldugu kabul edilsin.

C'=1[Q': P'], q, rankli olacak sekilde, (q, — q;)xq, mertebeli q, — q; rankl bir Q
matrisi segilsin. (Q matrisine, P matrisinin ortogonal tiimleyeni denir.) Qr, =13

ve QR, = R; ahnirsa,

Qrzl T3
Cry=]|-|= ll (2.4.44)
PT'Z rl
QR; R3]
CRy=| - | =] (2.4.45)
PR, R,

elde edilir. Eger iki r, = Ry ve r, = R,f lineer kisitlamas: bir R; = PR, lineer
dontisimii ile bagliysalar, bu takdirde r; = R;f’nin r, = R,’da tamamiyla ihtiva
edildigi durumunu farkima varmak ilgingtir. Bu nedenle genelligi kaybetmeksizin

P = [I : 0] matrisi secilebilir.
Sonu¢ 2.4.2: Qr, =13, QR, = R3 ve Q, P’ye tlimleyen olmak iizere
r]_ = Rlﬁ’ TZ = Rzﬁ, Rl = PR2 y T'l = Prz, T'ank(P) = ql < qZ (2.4.46)

ve
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Ry

T
rn=RpB, 1= ll = ],8 = R,f (2.4.47)
T3 R;

kisitlamalar kiimesi denktirler. Boylece Teorem 2.4.2°den iki kesin lineer kisitlamanin
onlarin karsilik gelen kisitlanmis en kiigiik kareler tahmin edicileriyle karsilagtirilabilir

olmalar1 i¢in gerek ve yeter sartin R, = PR, ve rank(P) = q; < q, olmas1 gerektigi

sonucu ¢ikarilabilir. P = [I : 0] 6zel durumu

R, 1
.. s
R; 3

i¢ i¢e veya lineer bagimlilik durumunu ifade eder. (Rao, C. R., Toutenburg, H., 1999)

R2=

2.5 Stokastik Lineer Esitlik Kisitlamasi

RB = r kisitlamasi tam olmadiginda ve bir ¥ hatasi igerdiginde, yani; y pozitif

kararli, tekil olmayan bilinen bir matris olmak tizere,

r=RB+ 9, 9~(0,¥), (2.5.1)

oldugunda, bu kisitlamay1 9 ve € vektorlerinin bagimsiz oldugu varsayimi altinda

m ) m a LZ] (252)
KOU(BD -t <m e ‘9]'> =% yl=2 (253)

1
. =1 0
bigiminde modele eklensin. Burada 2 tekil degildir ve nN1= IUZ 1] dir.
0 vy~

X
Simdi w = Il alinsin.
R

Bu takdirde Gauss-Markov Teoreminden
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~ Y
B= w0 lw)lwn? Il
r

1 XN\ 1 Y
- <[X, E R,] [02 I 0 l |:‘“|> [X, E R,] [02 I 0 l |:”‘|
0 g 0 ytly

=<[ﬁx' t Ry [.);.D_l SX 1 Ry lyl

r
1 =1 1,1 v =1
= (;X X+ RUY'R) (;X Y+RY 1) (2.5.4)
elde edilir. Bu tahmin edici igin, P yansiz tahmin edicidir. Gergekten
R) — 1 v 1,—1 -1 1 1,—1
E(R) —E<(62XX+RL|J R) (ZX'Y+RY r)>

= (Zxx+ R'quR)_1 (ZX'XB + R'W'RB)

(Zxx+ R’Lp‘lR)_l (ZXX+RYR) =8 (2.5.5)
dir.
Kov(p) = (XX + R'quR)_1 (2.5.6)

olur. (Pore, M.D.,1969)
2.6 indirgenmis Model

Y =XB +¢& e~N(0,0%I,) lineer modelinde Y: nx1 gozlenebilir rasgele vektor,
X:nxp tam siitun rankli reel sayilar matrisi, B:px1 bilinmeyen parametrelerin bir

vektorii ve € gozlenemeyen N (0, 021,) dagilimli varsayilan bir rasgele hata vektordiir.
Bu modelin parametre kiimesi

Q = {(B,0?): B € EP, 0% > 0} (2.6.1)
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dir. Bu modelde HB = r kisitlamasi altinda f’nin tahminini bulmak igin Hf =r
kisitlamasin1 Y = X + € modelinde yerine yazarak kisitlamali indirgenmis model elde
edilir. HQ = 0 (burada, Q’, H’n ortogonal tiimleyeni) olacak sekilde, ranki p — q olan
(p — q@)xp mertebeli Q" matrisi ele alinsin. rank(Q") = p — q tam satir ranklidir. H
matrisinin satir vektorlerine Q' matrisinin satir vektorlerinin eklenmesiyle elde edilen

pxp mertebeli matris igin,

axp
...... ] —p (2.6.2)

...... ] (2.6.3)

-1

HCIXP B H
o ] = [H' : Q]( ~|[H" : Q])
Q p—qxp Q,
_ . HH/ HQ -1
- [H . Q] Q/Hl QIQ

= o'y Sl

R (HH")! 0
=[H'(HH)™ Q']
=[H* + (@)7']

dir. Buna gore,

H

...... cee
!

=[H" ¢ (Q@)7]
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=H*H+ (QH*Q' = I
olur. BuradanY = X + ¢, e~N(0,1,) lineer modeli,

Y=XH*H+ (Q)"Q")B +¢

XH* Iig +X(QH)'Q'B+e¢

=XH'r+X(Q"N*Q'B + ¢
Y —XH*'r=X(QN*Q'B + ¢

biciminde yazilarak,

Z=Y—XH*r
B=X(Q)*
y=0Q'B

degisken degistirmesi yapilirsa,

Z =By +¢

(2.6.4)

(2.6.5)

(2.6.6)
(2.6.7)
(2.6.8)

(2.6.9)

modeli elde edilir. Bu modele, verilen kisitlama altinda indirgenmis model denir. Bu

modelde Z: nx1 gozlenebilir rasgele vektor, B: nx(p — q) sabitlerin tam siitun rankli bir

matrisi, y:(p — g)x1 bilinmeyen parametrelerin bir vektorii ve & gdzlenemeyen

N (0, 0%I,) dagilimly, bir rasgele hata vektdrdiir. Bu modelin parametre kiimesi

Q* ={(y,0%):y €RP79,0% > 0}

(2.6.10)

dir. Q parametre kiimesinde p ve o2 nin swrasiyla Bq Ve 65 ile gosterilen en ¢ok

olabilirlik tahmin edicileri

Ba = (XX)7IXY

52 %Y’(In — X(X'X)"1X")Y

olarak elde edilmistir.

(2.6.11)

(2.6.12)

(2.6.9) modelinde y veo? nin tahmin edicileri de, (2.6.11) ve (2.6.12)

bagintilarinda Y yerine Z ve X yerine B yazilirsa, asagidaki gibi elde edilir.
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Yor = (B'B)'B'Z, (2.6.13)

6% ==2'(1— (B'B)'B")Z. (2.6.14)

2.7. Hipotez Testi

(2.1.1) modelinde rank(X) =p <n, e~N(0,02l,) ve parametre kiimesi
Q ={(B,0?%):B€EP,a%>0} (2.7.1)
olsun.
Hy: HB =rveyaHf —r =0
H,:HB #rveyaHB —r # 0 (2.7.2)

hipotezleri test edilsin. Burada H, gxp boyutlu g rankli bir matris ve r, gx1 boyutlu bir
vektordiir. H*, H’im Moore-Penrose g-tersidir ve H tam satir rankli oldugundan
H* = H'(HH")™! dir. Bu durumda Y~N(XB,02I,) ve B~N(B,c2(X'X)~") olduklar:
verilmistir. (HB — r)~N(HB — r,H(X'X)~*H'c?) dir.

Q=HB-r)[HX'X)'H']"(HB — 1) (2.7.3)

(HB — 1) nin bir karesel formudur ve %~){§,,1 dagilmma sahiptir. ¢ = rank(H)
oldugundan ve bu karesel formun dagilimmin merkezi olmama parametresinin

-1 -1
_(Hﬁ—r)'[H(X'X) H'| (Hp-7)

202

A

oldugu gosterilebilir. Ayrica, %~X2n—p dagilimina

sahiptir. Q ve AKT karesel formlari bagimsizdir. Bu nedenle,

F _ Q/q
an=pPA = 4KT/(n-p)

B (Y—XH"’r)’X(X’X)_lH’[H(X'X)_lH']_1H(X'X)_1X(Y—XH+r)/q
- (Y=XH*1) (I,—X(X'X)~1X' Y(Y-XH*T) /(n—D)

(2.7.4)
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orani, paylt q ve paydast n —p serbestlik dereceli ve A merkezi olmama parametreli
bir F dagilimina sahiptir. Bu oran Hf = r hipotezinin test edilmesi i¢in kullanilir. H,

hipotezi dogru oldugunda,

=~ - -1 n
_ (B-pH'[H(x'X)H'] HB-B)/a
an=P T yi(l—x(X'X)"1X' )Y/ (n—p)

(2.7.5)

orani, payl q Ve paydasi n — p serbestlik dereceli, merkezi F dagilimina sahiptir. a
anlam diizeyinde F;_, qn—p tablo degeri hesaplamir. Bu deger (2.7.5) test istatistiginin

hesaplanan degerinden biiyiik oldugunda H,, hipotezi kabul edilir.
Ayni zamanda, H* igin, Moore Penrose’un ilk ii¢ sartin1 saglayan
H93 =XX'X)'H'[HX'X)'H'|7*H(X'X) "X (2.7.6)
degeri alinirsa ve (2.7.5) oraninin paydasi
P=( —XH%)[I - (X'X)*H'[HX'X)"*H'|"TH(X'X)"1X|(Y — XH9371)
(2.7.7)

olur. Q ile P bagimsiz ve % ve % iki bagimsiz ki-kare dagilimina sahip oldugundan, P

de, Hy: HB = r hipotezini test etmede kullanilabilir.

7 _ =xHI) X(X'X) ' Hi [H(X’X)_lH’]_lH(X’X)_lX(Y—XHg3 /4
an-pA = (Y=XHI37) [I,— (X' X) " H/[H(X'X)~TH']"1H(X'X)"1X|(Y-XHI3T) / (n—D)

(2.7.8)

rank(X) = k < p olsun. HB nin tahmin edilebilir olmas: i¢in H(X'X)~(X'X) = H
olmali ve HB = r denkleminin tutarli olmasi i¢in de HH*r = r olmahdr. HB =71

hipotezinin test edilmesi i¢in,

F _ (HB-n)[H(x'x)"H'] " (HB-1)
an-pA = Y/ (I-X(X'X)"X' )Y

_ (v=xu*) x(x' %) H[H(X' %) H'] 'H(X'X) X(Y-XH*7)
- (Y=XH*r) (I-XX~ )(Y-XH*T)

(2.7.9)

oran1 Hy: HB = r nin testinde test istatistigi olarak kullanilir. H, hipotezi kabul edilirse,

B = B olur. H, hipotezi reddedilirse,
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B=p-n+(Hp-r)
olur..
H, hipotezinin bazi 6zel hallerini géz dniine alalim:
Hy:f =0 (2.7.10)

Burada, H = I,,ve r = 0 olmak iizere,

- B'(x'x)B/p
prn_p - y,(ln_X(XIX)—lxl )Y/n—p (2711)

dir.
Hy:B=b (2.7.12)

b, px1 bilinen bir vektor ve H = I, ve r = b olmak iizere,

_ __(B-0) (X)B-b)/p
Fp:n_p - Y,(I_X(XIX)—1XI )Y/(Tl—p) (2.7.13)

olur. (2.7.13) orani pay1 p ve paydasi n — p serbestlik dereceli F dagilimina sahiptir.
2.8 Parametreler icin Aralik Tahmini

,[?~N(,8,azcii) dir. Verilen model altinda ,Bj,j =0,1,2, ..., k, katsayilar1 icin

giiven arahig1 olusturulsun. B tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisini,

Coo *° Cok

X'X) o= ™~ i|a? (2.8.1)
Cko " Ckk

bi¢ciminde yazilsin. {ﬁo, B, e, ﬁk} larin varyanslar1 kosegen iizerindeki negatif olmayan

degerlerdir. ﬁj’nln varyansi ¢j;0% olarak gosterilebilir. ,[?]-~N(ﬁj,0'26jj) dir. ¢j; # 0

degerleri i¢in

Bi—Bj)

g C”

~N(0,1) (2.8.2)
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AKT
o2

dir. Diger yandan

i¢in, (2.8.2) de a2 yerine onun 2 tahminini kullanarak n — p serbestlik dereceli,

Bi=Bj/a Jcjj _ Bi-B))

~tin_
g

rasgele degiskeni elde edilir. Bu durumda

t =

P[—t a<MSt1_g]=l—a

1_5 ) ij 2
yazilabilir. Gerekli islemler yapilirsa,

~

P~ tuopss6 G < By < B+t yy 06 [ | =1~ a

I ~ AKT .
elde edilir. Burada, 6 = s = p dir.

2.9.Lineer Parametrik Fonksiyonlar I¢in Giiven Arahg

ve B bagimsizdir. j = 0,1,2, ...,k igin B vektoriiniin bilesenleri

(2.8.3)

(2.8.4)

(2.8.5)

Verilen (2.1.1) lineer modeli ve 1. Duruma gore, {B,, By, ..., Bx} parametrelerinin

bir lineer fonksiyonu A'8 olsun. A’f nm en iyi lineer yansiz tahmin edicisi A’ dir.

Burada £ = (X'X)~'X'Y, B nm en kii¢iik kareler tahmin edicisidir. 2’8 i¢in 1 — a

giiven katsayisili giiven arahgi olusturulsun. Y~N(XpB,02l,) varsaymm altinda

A'B =2 (X'X)"'X'Y oldugundan 1A' bagimsiz ve normal dagilima sahip Yy,Y, ..., Y,

rasgele degiskenlerinin bir lineer fonksiyonudur.
EAR) =28
ve

AMB-A'B

s O

. AKT 1A 1
dir. 2 Ve A'B bagimsizdir.

(2.9.1)

(2.9.2)
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A'B-A'B

Y Y (2.9.3)

> - et L(n-p)
\/(n—gpz)dz/(n_p) S\/X (xX'x)~1A

olur. Gerekli iglemler yapilirsa,

| ]

p [ L= LN tl_g] —1-a (2.9.4)
2 ax'x)—1 2

olur. Boylece A’ i¢in 1 — a giiven katsayili giiven aralig,

PIVB—t, . s VXX RS NBSNB +1,,, as JNXX) A | =

11—« (2.9.5)

veya

NBEt, ,, as /Varo\'ﬁ) (2.9.6)

seklinde yazilabilir. Burada t a t —dagilim tablosundan bulunan degerdir. Ve

n-p, 1—
62 = s?, 02 nin bu durumdaki yansiz tahminidir. Ayni1 sartlar altinda, X in eksik rankli
olmas1 durumunda varyanslar1 sifirdan farkli olan yani (X’'X)~ matrisini sifirdan farkli
kosegen elemanlari, cj; ler, bazi bilinmeyen parametreler i¢in lineer parametrik

fonksiyonlar1 segilerek giiven araliklar1 kurulabilir.
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BOLUM 3

KANONIK KORELASYON ANALIiZi

3.1. Iliski(Korelasyon) Olgiileri

Baz1 bilimsel arastirmalarda iki dizi arasinda belirli bir iliski sezinlenir ve bu
iligkinin somutlastirilmasi, 6lgiilmesi ve ortaya koydugu gercege gore yorumlar
getirilmesi gerekmektedir.

Iki degisken normal dagilim gosterdiginde arasindaki iliskinin derecesini, yoniinii
ve Onemini gostermek amaciyla en yaygin kullanilan katsayr Pearson korelasyon
katsayisidir. Korelasyon, iki degisken arasindaki lineerlik derecesinin bir 6lgiistidiir.
Pearson korelasyon katsayisti -1 < p < +1  degerleri arasinda degisim
gostermektedir. p’nun - 1 olmasi, X ile Y degiskenleri arasinda negatif tam bir dogrusal
iliski, +1 olmast durumu ise X ve Y degiskenleri arasinda pozitif tam bir dogrusal iliski
oldugunu gdostermektedir. p degerinin 0 olmasi durumu ise, iki degisken arasinda
iliskinin olmadigin1 gostermektedir. p’nun pozitif degerleri X artarken Y’nin de

artacagina, p negatif degerleri ise X artarken Y’nin de azalacagini ifade etmektedir.

p=20 p=+1

o iliski Yok Miikemmel Pozitif Tliski
Miikemmel Negatif [liski

Sekil 3.1.1: X ve Y degiskenleri arasindaki iliski
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Pearson Korelasyon Katsayisi,
2 (% =%y =)
i=1
o-0Lo-r
i=l i=1

,0=

(3.1.1)
olarak tanimlanir. Korelasyona iliskin varsayimlar;

1) X’in her degeri i¢in Y degerlerinin normal dagilan bir alt kiimesi vardir.

2) Y’nin her degeri i¢in X degerlerinin normal dagilan bir alt kiimesi vardir.

3) X ve Y’nin bilesik dagilmi iki degiskenli normal dagilim gosterir.(iki
degiskenin bilesik dagilimi normal dagilim gosteriyorsa, bu dagilima iki
degiskenli normal dagilim denir.)

4) 'Y degerlerinin alt kiimeleri esit varyansa sahiptir.

5) X degerlerinin alt kiimeleri esit varyansa sahiptir.(Alpar,R., 2003)

Degisken sayist ikiden fazla ve normal dagilim gosteriyorsa aralarmndaki iliski,
kismi korelasyon katsayisi ile bulunmaktadir. Degisken sayisi ii¢ ise, Zrasgele
degiskeni sabit tutuldugunda, X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki kismi korelasyon
katsayisi

Fyyg = (T (3.1.2)
J-%2)1-ré)

dir. Burada ryyz, Z degiskeni sabit tutuldugunda, X ve Y degiskenleri arasindaki kismi

korelasyon katsayismi gostermektedir. Degisken sayis1 dort ise, 3. ve 4. degiskenler

sabit tutularak 1. ve 2. degiskenler arasindaki kismi korelasyon katsayisi,

rxyz=(rxT.2-IYT.2) (3.1.3)

J(l_r)Z(T.Z)(l_rSZ(T.Z)

IxyzT =

dir. Degisken sayis1 bes ise, 1.ve 2. degiskenlere digerlerini sabit tutarak bakmak

gerekirse;

_ rxyzr—(rxpzT-rYP.zT) (3 1 4)

Ixyztp =
J(l—r>2<l> z1)(1=1%p 77)

formiiliinii kullaniriz. Ornegin; Belli bir yas aralig1 igin, yas-zeka diizeyi arasmdaki

korelasyon ryy = 0,74; yas-kafa ¢evresi arasindaki korelasyon ryxz = 0,68 ;kafa
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cevresi- zeka diizeyi arasindaki korelasyonda ry; = 0,62; yas etkeni ortadan

kaldirildiginda gergek zeka diizeyi- kafa yiizeyi ¢cevresi arasindaki korelasyon;

0,62—(0,74%0,68)
J(1-0,742)(1-0,68%) 0,234

Ixyz =

seklinde bulunmustur. ( Senocak,M., 1990)

Verilerin siniflayict 6lgekle Olclilmiis olmasi durumunda kullanilan ya da
normallik kosulunu saglamamasi durumunda kullanilan Spearman ya da Kendall-Tau
tiirdi iliski katsayilar1 Pearson iliski katsayisina alternatif olmaktadir.

Sperman’in sira korelasyon katsayisi,

r=1- 6Z—d'2
n(n*-1) (3.15)
dir.
Burada d;=x; — y; farkindan hesaplanmakta olup, X ve Y degiskenleri igerisinde yer
alan gozlem degerlerinin almis oldugu sira puanlari arasindaki farki ve n toplam gézlem
sayisini ifade etmektedir. Sperman korelasyon katsayis1 Pearson korelasyon katsayisi ile
su sekilde ispatlanabilir:

Iki karakteristik A ve B’ ye karsilik gelen siralar1 gézoniine alalim. x;, y; sirasiyla
A ve B de i-yinci gézlemin sirasi olsun. Bu takdirde x ve y arasindaki korelasyon
katsayisina gozlem grubu A ve B karakteristiklerin de sira korelasyon katsayisi denir.

Degiskenlerin her biri 1,2, ..., n degerini alsin ve bu nedenle

— _ 1+2+43+-+n _ n(n+1) _ n+l _ _
x= n T T 2 Y (3.1.6)

Bir kural olarak x;, y;’ye esit degildir.
di =% — Vi (3.1.7)

olacak sekilde farki gostersin. Eger, x" ve y' degiskenlerin ortalamalardan sapmalarini

gosteriyorsa,
di=x'—y/ (3.1.8)

de elde edilir. Degiskenler arasindaki korelasyon katsayisi



83

XXy
r= —W (3.1.9)

ile verilir. x; =x; — %, y; =y; —ydir.

Yxi'2 =2y =X xF — 2x% + %7

=y x? —nx?
- n.(n+12).2n+1) —n (nT-Fl)Z
_n(n?-1)
T (3.1.10)
Ydi =X —yi)? =Xx"? +Xyi"? -2 xjyy (3.1.11)
ve boylece
Ty =0 —n) -2 Y d? (3.1.12)

elde edilen veriler degiskenler arasindaki korelasyon katsayisi denklemi (3.1.9)

bagintisinda yerlerine konulursa, Sperman korelasyon katsayisi,

popo f28 (3.1.13)
n(n° -1)

seklinde elde edilir. (Weatherburn,C.,E., 1968) Ornegin; Matematik ve Fizikte ayn1 16

Ogrencinin notlar1 Tablo 1’deki gibi olsun.

Cizelge 3.1.1: Matematik ve Fizikte Aym 16 Ogrencinin Notlar:

Ogrenci

112 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11({12|13|14|15]|16
Sayis1
Matematik
Not 96190 |85|80|75|70|65|60 |58 |56 54|48 |45 |40|35|30
otu

Fizik Notu |90 |56 85|80 |75|65|{90|70|60|54|35|58|40|48|30]|45

Buradan yine ayni 16 6grencinin Matematikte ve Fizikte siralar1 sirasiyla:(1,1), (2,10),
(3,3), (4,4), (55, (6,7, (7,2), (8,6), (9,8, (10,11), (11,15,)) (12,9), (13,14), (14,12),
(15,16), (16,13) seklinde olur. Buradaki d;, i — yinci giftler arasindaki farktir.
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n . d?=136 n®-n=n(n’-1) =16.255

Sonug olarak Sperman’in sira korelasyon katsayisi

2
r=1- 6.4

n(n® -1)
6.136 1
r=1- =1--=08
16.255 5

dir.
Degiskenler normal dagilim gdstermiyorsa, degiskenler arasindaki iligki
Kendall’in 7 sira korelasyon katsayisi
2S
n(n-1) (3.1.14)

T=

ile hesaplanir. Burada S = P - Q dur. Burada, X degiskenine ait gozlem degerleri
kendi icerisinde kiiciikten biiyiige saga dogru siralandiktan sonra buna karsilik gelen Y
degiskeni igerisindeki gozlem degerleri i¢in Y;’nin sagindaki kendinden biiyiik Y;’lerin
sayis1 P, kendinden kiigiik Y;’lerin sayisina da Q adi verilmektedir ve n toplam gozlem

sayisini ifade etmektedir. Ornegin;

Cizelge 3.1.2: 10 domuz icin siitten kesilme agirh@ (1 libre=0,45359237 kg) ve kesilmesine kadar gececek siire

Domuz sayisi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Domuzun siitten
59 |56 |46 |50 |48 |41 |49 |57 |52 |39
kesildigindeki agirligi(libre)

Domuzun kesilmesine kadar
105 | 114 | 121 | 117 | 115 | 147 | 119 | 106 | 111 | 142
gececek siire

Cizelge 3.1.3: Cizelge 3.1.2°deki gozlemler icin Kendall’in T sira korelasyon katsayisinin hesaplanmasi

Y 142 | 147 |121 |115 (119 |117 |111 |114 |106 |105
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S=YP-Q)=-37 n=10
’f — 28 — —-2.37 — _E — —0,822
n(n-1) 10.9 90

bulunmaktadir. (Campbell,R.,C., 1974)
Degiskenler normal dagilim gostermiyorsa ikiden fazla degisken arasindaki kismi
iliski miktarini belirlemek i¢in Kendall’mn t kismi korelasyon katsayisi asagidaki gibi

hesaplanr.

T =
Xy.Z - o)
(1-1%,)(1-%%,)

(3.1.15)

Degisken sayismin (Y, X, X,,...,X,) bicimde p+1 tane olmast durumunda

degiskenlerden biri ile geriye kalan p degisken arasindaki iliski aranacak olursa
bulunacak iliskiye ¢oklu iliski denir. x" = (y,xy, X, ..., x,) rasgele vektdr degiskeni,
ortalamasi p, varyans-kovaryans matrisi X' olan p + 1 degiskenli normal dagilima sahip
olsun. Bu vektorii x; =y Ve X, = (X1, X3, ..., Xp) biciminde alt vektorlerine ayrilsmn. p

vektorii ve X varyans-kovaryans matrisi de parcalara ayrilirsa, y ile x,’ arasindaki

regresyon bagintisi asagidaki gibi yazilabilir.
y=x8+e (3.1.16)

Burada, y ile x, arasindaki korelasyon katsayisi,

_ __KovyxpB) (3.1.17)

py,xz
Var(y)Var (x5 )

ile bulunur. Buradaki Kov(y,x5B) = Y128, Var(y) = 044 ve Var(x3B) = B'Y.,,p drr.

Bu nedenle,

_ Y128
Pyxo = V011B/Y228 (3'1'18)

drr.

f' regresyon katsayilar1 matrisi Y11, Y51 oldugundan,

12352501 _ ,2122521221 (3.1.19)

_ _ Jo
011212822 X22X 72 X21 1

Pyx, = J
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yazilabilir. Elde edilen deger, y degiskeni ile x, degisken vektoriiniin x5 bigimindeki
bir dogrusal bagmtisi(regresyon) arasindaki c¢oklu korelasyon katsayisidir. Coklu
korelasyon katsayisiin karesi ise,

pz — Y12¥72 X21 (3120)

YX2 011
coklu belirtme katsayis1 olarak bilinir. (Tathdil, 1996)

En gelismis ve en karmasik iligki analizi olan kanonik korelasyon analizi ise, ¢cok
boyutlu kitleden c¢ekilmis iki ya da daha ¢ok degisken kiimesi arasindaki iligki ile
ilgilenir. Rastgele degiskenler kiimesinin dogrusal fonksiyonlar: arasindaki maksimum
korelasyonlar1 bulmaya ¢alisan kanonik korelasyon analizinde tiim formiiller iki rastgele
degisken kiimesi i¢in gelistirilmis olup kiime sayismin ikiden ¢ok olmasi durumlarinda
bu formiiller gelistirilerek kullanilmaktadir.

Kanonik korelasyonda her bir kiimenin rastgele degiskenlerinin, maksimum
korelasyonlu ve birim varyansli birer dogrusal bilesimleri elde edilmektedir. Daha
sonra, bulunan bu ¢iftten bagimsiz, maksimum korelasyonlu ve birim varyansl ikinci
bir dogrusal bilesim ¢ifti bulunur. Bu iglemlere kiiclik degisken kiimesindeki degisken
sayis1 kadar yeni dogrusal bilesim ¢ifti elde edilinceye kadar devam edilir.

Kanonik korelasyon analiz yontemine ait istatistik varsayimlar asagidaki gibidir.

a) Degisken kiimeleri arasinda iliski dogrusal olmalidir.

b) Her bir degisken kiimesinin ¢ok degiskenli normal dagilim géstermesi gerekir.

c) Iki grup degisken kiimesinde yer alan degiskenlerin esit sayida olma
zorunlulugu yoktur.

d) Degiskenler arasindaki korelasyonu 6nemli diizeyde etkilemesi nedeni ile veri
kiimesinde aykir1 degerlerin analiz 6ncesinde saptanarak gerekli diizeltme ya da
elimine edilmesi gerekmektedir.

e) Her degisken kiimesindeki degiskenler arasinda ¢oklu baglanti veya coklu
birlikte degisim (multicollinearity) bulunmamalidir. nxk boyutlu X matrisinin
rankinin k’ya esit (k < n) olmasi, bagimsiz degigkenler arasinda dogrusal bir

bagimliligin olmadigni ifade etmektedir.
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3.2. Kanonik Degiskenler ve Kanonik Korelasyonlarin Elde Edilmesi ve Taninm

X degisken kiimesinde p tane ve Y degisken kiimesinde g tane (p < q) degisken
var ise, bu iki degisken kiimesindeki degiskenlerin dogrusal kombinasyonlar1 aliarak,
bunlar arasindaki korelasyon hesaplanabilir. Bu sekilde dogrusal kombinasyonlardan
biiyiik korelasyona ilk kanonik korelasyon, degisken kiimelerinden olusan dogrusal
kombinasyonlara ise kanonik degisken adi verilir. X degisken kiimesi px1 boyutlu pu,
ortalama vektoriine, Y degisken kiimesi ise gx1 boyutlu u, ortalama vektoriine sahip
olsun. Teorem 1.2.4°e gore bu degisken kiimelerine ait ortalama ve kovaryans matrisleri

_ M1 Ly 2y

=l 2 {221 zzj (3.2.1)
olsun.
X ve Y degisken kiimelerinin keyfi dogrusal bilesimleri sirasiyla u ve v olmak iizere,
u=aX ve v=yY (3.2.2)
seklinde verilsin. Burada a ve y katsayilar1 sirastyla px1 ve gx1’lik vektorlerdir. Bir
aragtirmaya konu olan X ve Y degisken kiimeleri ¢ok degiskenli normal dagilima sahip
ise, (3.2.2) bagmtisinda verilen u ve v kanonik degiskenleri de normal dagilima sahiptir
ve kanonik degiskenleri arasindaki dogrusal iliski maksimize edilebilmektedir. Eger, X
degisken kiimesi bagimsiz degisken, Y degisken kiimesi bagimli degisken olarak ifade
edilirse, yani X, Y’nin sebebi olarak yorumlanirsa, bu durumda wu “en iyi tahmin
edici”’, v’ de “en iyi tahmin edilebilir kriter” olarak isimlendirilebilir. u dogrusal

bilesenleri
ul = alxll + alez + -+ apxlp

uz = a1x21 + azxzz + -+ apxzp

uN == alle + aszZ + b + aprp (3.2.3)
ve V dogrusal bilesenleri
V1 = V1Y11 T V2Vi2 + o+ VgVip

Vy =V1Y21 T V2Ya22 + 0+ VgV2p

Uy =V1iYn1 FVo¥n2 + o+ VgVng (3.2.4)
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dir(N=p-1).
u ve v degiskenleri arasindaki korelasyonun maksimum olmasinin saglanabilmesi ve u
ve v degiskenlerinin birim varyansl olabilmeleri i¢cin a ve y vektorlerinin 6zel

secilmeleri gerekmektedir. Ayrica bu vektorlerin normlandirilmasi yorum yoniinden de

kolaylik saglayacaktir. Bu diisiinceler 1s181nda,
Var(u) =Var(a'X) = E[(a’X —E(@'X ))(a'X —E(a'X ))’]
=o' E[X-EX))X - EX))]a
= a'Var(X)a
=o'
=1 (3.2.5)
Benzer sekilde

Var(v) = Var(y'Y) =E[(y'Y —EG'V))'Y —EG'V))]

=YY
=1 (3.2.6)
_ Kov(u,v) __ Kov(uy) _
Kor(u,v) = Foaves - id Kov(u,v) (3.2.7)

Kov(u,v) = E[(u— E(w)(v — E(v))']

= 'Yy
=y Yna
=p (3.2.8)
esitliklerinden bulunur. Bu durumda amacg,
E., = wl(or(u, v) =max a'Y,Y = pq (3.2.9)
ay

fonksiyonunu (3.2.5) ve (3.2.6) kisitlar1 altinda maksimize etmektir. Boylece, u ve v
kanonik degisken cifti arasindaki maksimum korelasyona birinci kanonik korelasyon
ad1 verilir. Fonksiyon bu kisitlar altinda katsayilarin maksimizasyon problemi olarak
diistiniiliip ortaya koymak i¢in, A; ve A, langrange ¢arpanlar1 olmak iizere bir langrange

fonksiyonu bi¢ciminde ifade edilebilir.

L=a'Syny—sh(a' tna—1) =, Ty — 1) (3.2.10)
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Bu fonksiyonun a ve y vektorlerine gore tiirevleri alinip sifira esitlendiginde elde edilen

degerler yukarida siralanan kosullar1 saglayacaktir.

aL 1
2z 2y — 5/11(22110»’)

=2y — M2«

=0 (3.2.11)

aL , 1
5 =a'X; — 5/12 (2X5,y)

=Zp1@ — Aa25¥
=0 (3.2.12)
Yukaridaki ilk esitlik soldan a' ile ikinci esitlik yine soldan y’ vektorleri ile ¢arpilirsa,
a'Yiy — /11(05’2110() =0
a'Yiy = /11(0!'2110()
A = a'Yapy (3.2.13)

Y'2aa—Ay' 2y =0

Y'2na = A7 2oy

Ay =y'Ena (3.2.14)
oldugu ve bunun her ikisinin de (3.2.8) nolu gdsterimden korelasyon katsayisina (p) ya

esit olduklar1 goriiliir. Yani,

M=A=aYpy=y2za=p (3.2.15)
Bu bilgiler 1s1ginda (3.2.11) ve (3.2.12) nolu gosterim,

—pLyat+ 25y =0

20n@ = prpy =0 (3.2.16)
olup
—pLin 212 ] ar 10
29 —pZys [)/] o [0] (3.2.17)

matris bigiminde yazilabilmektedir.

Bu denklem sisteminde a ve y vektorlerinin elemanlari sifirdan farkli olacaktir. Yazilan
esitligin saglanabilmesi(sifir olabilmesi) icin ilk matrisin tekil, yani determinant
degerinin sifir olmasi gerekir. Bu matrisin determinant degerinin sifir yapacak

p degerinin elde edilmesi i¢in,
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—pX,, > 0 ve tekil oldugundan

—pLiq 23 1 -1
=0 |—pX —pX =X ,X52
5, —pZ,y |—p 22|| p 11"‘p 12422 21|
1 _
= |—pZy,] |; (—p2211 + 2122221221)|
q LT -1
=p |Zzz|; |[=p?Z11 + 212255 25|
= pI7P| 25| 1=p?E1q + 1225, o1
= [=p?Zqy + 21285, 2511 = 0 (3.2.18)
ya da
—pLiq 215 1 -1
=0=|—pX —pX =X ,X5X
5o —pZs | p 22|| p 11"‘p 12422 21|
1 _
= |=pZy,] |; (_.02211 + 2122221221)|
= |—,0222||211(_.021n + 2:11_12122"2_21221”
= 1=pZ2 12111 | B11 7 212857 Ta —p2 1) |
= (117 212257 2 —p?1n)| = 0 (3.2.19)
drr.

Ayni zamanda,

—p2i1 > 0 ve tekil oldugundan

o 0 1209 |-pZal [-pEs + 1 5a0mE,
= PP 1012 |=p?5s; + 20T Ty
= pP7 2|1 =p?Zaz + 21 211 2o
= |=p?Zp + 221271 212| = 0 (3.2.20)
ya da
—pZis 212

_ _ _ 1 -1
5, —pZ,| = 0= [—pZil | Pz, + p221211 lel

= |222 (—=p°I, + 222_122121_11212|
= |222||(222_1221Z1_11212 - P21n|
= |(222_1221Z1_11212 - P21n| =0 (3.2.21)

ya da
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—pZi1 23

5. —piy,| = 0= 7P R 22| =0 (3.2.22)

islemlerinden biri yapilir. Bulunan p? degeri yerine konarak a ve y vektorleri asagidaki
(karakteristik denklemler olarak adlandirilan) denklemlerden elde edilir.
(=p%Z11 + 212253 p)a = (211_121222_21221_P21n)0‘ =0
(=p?Zpp + 221211 Z12)Y = (222_122121_11212 - len)Y =0 (3.2.23)
Yukarida verilen (3.2.18), (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21), (3.2.22) bagintilardan
maksimum p adet korelasyon katsayisi elde edilir. Bunun nedeni, kovaryans matrisinde
p < q oldugundan, verilen kovaryans matrisinin ranki maksimum p olacaktir. Bu
sebeple, esitlikten p tane sifirdan farkli p? elde edilebilir. Bulunan bu degerlerin pozitif
karekoklerine kanonik korelasyon denir. Elde edilen kanonik korelasyon katsayilari
buytikten kiiglikten dogru siralanir (p; > p, > -+ > pp) ve en buyiikten kii¢tige dogru
olmak kosuluyla, tek tek (3.2.18), (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21), (3.2.22) nolu
esitliklerinden birinde yerlerine konularak, uve v kanonik degiskenleri elde edilir. En
biiyiik kanonik korelasyon katsayisinin denklemde yerine konulmasi ile elde edilen
kanonik degiskenlere, birinci kanonik degisken ¢ifti (u4,v;) adi verilmektedir. Bu arada,
elde edilen p tane kanonik degisken ¢iftinin birbirinden bagimsiz olmasi gerektiginin
hatirlatilmasinda  yarar vardir. Oteki u; ve v; degiskenleri de benzer bigimde
yorumlanir.
Bu asamada bir basgka sorunun da g6z 6niine alinmasi gerekir, o da kiime i¢indeki

kiimeler arasindaki kanonik degiskenlerin birbirinden bagimsiz olmalarinin

saglanmasidir.
Kov(ul-,uj) = E[(u; - E(u;)(u; — E(uj))'] =a;'Y110; =0
Kov(vy,v;) = E[(v; = E@)(v; — E(v)) [711/E227; = 0 (3.2.24)

Kov(u;,v;) = E[(w; — E(u) (v — E(v}))' |7 S 1275 = O
(3.2.11) nolu gosterim j-yinci durum igin yazilir ve soldan ¢ ile ¢arpilirsa,

! 1A 1A 1 1A
a; YazVj = A 2oy = ailyap = p_jai 27 =0 (3.2.25)

sonucuna ulagilir. Bu esitlikte p; # 0 olacagindan bu esitligin sifira esit olabilmesi igin
a; 2110 =¥ 2V = @i Y12v; = 0 olmasi gerekir. Bu durumda (3.2.5) ve (3.2.6)
nolu gosterimlerdeki birim varyans kisit1 ile birlikte a; Zi;a; = 0 ve y;'25,y; =0

kisitlarmi da o ve vy katsayilar vektorlerinin bulunmasinda dikkate almmasi
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gerekmektedir. O halde A; ve A, langrange katsayilar1 ile birlikte ¥,,9,..9, ve
01,0, ...0, Kkatsayilar1 da denkleme katildiginda herhangi bir i-yinci durum ig¢in
denklem
Li =ai¥1zvi — %11(0’{2110’1' -1 - %/12(%"222)’1' -1+ 25'):1 ﬁja{Zn“j +
+X0_ 16 Ty, i=12.p (3.2.26)
bi¢iminde yazilir. Bu fonksiyonun da «; ve y; vektor degiskenlerine gore kismi

tiirevlerinin alinip sifira esitlenmesinden

oL

o Y12V — M (Ga) + 25?:1 V2110, =0 (3.2.27)
oL

oy, 2l T A2(Z22vi) + X1 6;Z527; = 0 (3.2.28)

denklemleri elde edilir. Yukaridaki esitliklerden ilki soldan «;" ile ikinci soldan ;" ile

carpilacak olursa (3.2.5), (3.2.6) ve yukarida verilen kisitlardan yararlanilarak,

;' Y12vi — (' Zna) + X5 e S0 = 0 (3.2.29)
Vi'Za1a = A (v; Zaayi) + X5_1 67 Z02y; = 0 (3.2.30)
= X1 0 Tna; =9 =0 (3.2.31)
= X1 6¥/ 20y =60;=0 (3.2.32)

sonuglarma ulasilir. Yani fonksiyon yeni eklenen kisitlardan etkilenmemektedir. O
halde kanonik degiskenler elde edilirken yeni kisitlarin denkleme katilmasina gerek

yoktur. Bu durumda,

1i=j
Kov(ul-,uj) = Kov(vi,vj) = {0, i ij’
Kov(u;,v;) = Kov(w;, v;) = {'8: ; ;:tj (3.2.33)

sonucuna ulasilir. Bu sonuglar1 6zet olarak,
I
Kov(u,v) = [p ,0] (3.2.34)
p b

matris formunda gdstermek miimkiindiir.

Veri kiimesindeki degiskenlerin 6l¢li birimlerinin ve varyanslarinin farkli olmasi
durumunda, ya degiskenlerin standartlastirilmas: ya da korelasyon matrisine gore
kanonik korelasyon analizi yapilmas1 gerekir. Ciinkii varyanslar1 farkli veri kiimelerinin
kovaryans matrisine gore elde edilen ¢oziimler ile korelasyon matrisine gore elde edilen

coziimler, farkliliklar gosterirken, verilerin standartlastirilmasi ile iki yontem arasindaki
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coziim farkliliklar1 ortadan kalkmaktadir. Ayrica, kovaryans matrisinde, degisken
ciftleri arasindaki degisim, yani, degiskenler arasindaki iligki ortaya konulmaktadir.
Korelasyon matrisi sayesinde, degisken ciftleri arasindaki iliskinin biiyiikligliniin ve
yOniiniin ortaya konulmasiyla, aralarindaki iligki daha iyi yorumlanabilmektedir. Bu
sebeple, uygulamada genellikle Teorem 1.2.5 deki korelasyon matrisini kullanarak
kanonik korelasyon analizi yapilmas1 analizdeki hesaplama siireci bakimindan kolaylik
saglamaktadir.

Korelasyon matrisinde kdsegen elemanlar 1, kdsegen dis1 elemanlar ise -1 ile +1
arasinda oldugundan Teorem 1.2.5 de verilen korelasyon matrisi araciligiyla, kanonik
degiskenlerin ve kanonik korelasyonlarin elde edilmesi i¢in P; ve P, matrislerinden
yararlanilir.

Py=Ri{ Ri2R73 Ry1

Z = 3.2.35
P,=R>3Ry1RI{R12 ( )
(3.2.35) bagmtisinda verilen, R;!R;,R;}R,; Vveya Ry} R, Ri{R;, matrislerinin
Ozdegerleri, ilgili kanonik degisken cifti arasindaki kanonik korelasyon katsayilarinin

karesini vermektedir.
Tuw, =vA,  1=12,..,p (3.2.36)
Kanonik degisken c¢iftleri arasindaki maksimum kanonik korelasyon katsayisi
o, = VA (3.2.37)
dir. X degisken kiimesine ait kanonik katsaymin belirlenmesinde P, matrisinin, Y
kiimesi i¢in ise, P, matrisinin 6z deger-6z vektor ciftlerinden yararlanilir.
X degisken kiimesine ait en biiylik 6z deger A; i¢in standartlagtirilmamis kanonik
katsayilar 6z vektor elemans, e;
(P, —ADe; =0 (3.2.38)
esitligi sayesinde hesaplanabilmektedir.
Y degisken kiimesine ait en biiyiik 6z deger A, i¢in standartlagtirilmamis kanonik
katsayilar 6z vektor elemani, f;;
(P, = D)fy =0 (3.2.39)
esitliginden  hesaplanabilmektedir. =~ Buradan elde edilen 6z  vektorler
(standartlagtirilmamis kanonik katsayilar), orijinal degiskende meydana gelen bir

standart sapmalik artiga karsilik, kanonik degiskende standart sapma cinsinden meydana

gelen degisim miktarint gostermektedir. Bir bagka degisle, bu katsayilar, bir kiimedeki
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kanonik degiskenin olugmasinda, o kiimede yer alan orijinal degigkenlerin etki
miktarlarmni gostermektedir.
X ve Y degisken kiimeleri i¢in, standardart kanonik katsayilar sirasi ile (3.2.40)

bagintis1 yardimi ile hesaplanabilmektedir.

ei €i
a- = =
Lo var(w)  J(eineizep)Zii(ei ez meip)’
fi fi
= = 3.2.40
yl \/V(ZT(‘U,:) \/(fillfiZl'"fip)ZZZ(fil!fiZJ'"inp)’ ( )
Eger orijinal degiskenler
zZ'=(z1,23,..Z5)!
Z2=(2},23,..2%)! (3.2.41)
seklinde standartlastirilirsa, kanonik degiskenler,
w=azM=e[p;, 2 (3.2.42)

2Ol 22)
seklinde ifade edilir. Burada, Kov(Z™) = py; , Kov(Z®) = p,,, Kov(Z®,Z@) =

P12 = pa1) iken e; ve f; degerleri pl;/%p12p33p21P11 0 Ve p3y’ P21PTEP12PZ; > NN
ozvektorleri olarak kabul edilebilir. Kanonik korelasyon pf, Kor(u;v;) =pi,i=
1,2, ..., p sartin1 saglar (Johnson and Wichern, 2007).

Burada olusturulan u; dogrusal bilesenine X’in birinci kanonik degiskeni, v,
dogrusal bilesenine ise Y’nin birinci kanonik degiskeni denir. Bunun yaninda u; ve v;
arasindaki iligki, birinci kanonik korelasyon, birinci kanonik korelasyonun karesi de
birinci 6zdeger adin1 alir.

Olusturulan her bir (u,v) degisken ¢iftinin degerlerini o ve 7y katsayilarmi
hesaplayabiliriz. u ve v ¢ifti arasindaki iligkinin sonucu o ve y katsayilarina baghdir.
Bu nedenle kanonik korelasyon analizinde u ve v arasindaki iliskiyi maksimum yapan o
ve y katsayilarinin degerleri segilir.

Sonu¢ olarak, birinci kanonik korelasyon, olusturulan bilesenler arasinda en
yiiksek iliskiyi miimkiin kilmaktadir. Genel olarak bu siire¢, diger kiimelerin kanonik

degisken ciftlerinin olusturulmasi ile devam eder.
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3.3. Kanonik Degiskenlerle Orijinal Degiskenler Arasindaki Korelasyonlar ve Yorumlari

X ve Y degisken kiimelerinden elde edilen u ve v kanonik degiskenler, hem
kendi degisken kiimeleri i¢erisindeki (yani, u ile xy,x,, ..., x,, arasinda), hem de diger
kiimenin orijinal degiskenleri (yani, u ile y,,y, ..., yq arasinda) ile bir iligkinin olmasi
ve bunun yorumu ile kanonik degiskene herhangi bir orijinal degiskenin ne 6l¢iide katk1
sagladigmi ortaya koyma agisindan olduk¢a Onemlidir. Bu bilgiler dogrultusunda
u; kanonik degiskeni ile kendi kiimesindeki (X) orijinal degiskenler arasindaki
korelasyonlar ve u; kanonik degiskeni ile Y degisken kiimesindeki orijinal degiskenler
arasindaki korelasyonlar ve v; kanonik degiskeni ile X degisken kiimesindeki orijinal
degiskenler arasindaki korelasyonlar ve v; kanonik degiskeni ile Y degisken

kiimesindeki orijinal degiskenler arasindaki korelasyonlar asagida verilmistir.

Kov(uy,X;)

Kor(u;, X) = {[Kos(Var(uy) (Var(X)]}1/2

ai'Zqq
— [Kes(210)]V/? (3.3.1)

Buna gore diger esitlikler sirasi ile,

— ailZq;

Kor(u, Y) = G i (33.2)
_ Yi'Z21

Kor(v X) = G (3.3.3)
_ Yi'Z22

Kor(vy V) = s (3.34)

olarak verilebilmektedir. Burada, Kos(.) matrisin kosegen elemamidir. Elde edilen

korelasyon katsayilar1 arasinda da asagidaki gibi bir iliski s6z konusudur.
Kor(u;,Y) = p;Kor(v;,Y) (3.3.5)
Kor(v;, X) = p;Kor(u;, X) (3.3.6)
—piZ11® + 21,7, =0
2y — P2y =0 (3.3.7)
ilk esitlik soldan Z,,~" ile, ikinci esitlik yine soldan Z,,”" ile ¢arpilip diizenlenecek
olursa,

-1 -1
—PiZi1  Z110i+Eqq C Zq2Yi=0

I - 3.3.8
202 ' Epai—piZyn " Ep,¥i=0 ( )
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= —pid = 2:11_1 212Yi

PV =220 Zpay (3.3.9)
-1
o = izn 212Yi (3.3.10)
. -1
Vi = p_izzz 2510 (3.3.11)

sonuglart bulunur ve buna gore (3.3.6) bagintisi gerceklesmis olur. Esitlikte, p;,
[ —yinci kanonik degisken ¢ifti arasindaki kanonik korelasyon katsayisini

gostermektedir.
3.4. Kanonik Korelasyon i¢cin Ozel Durumlar

a) Her iki kiimede de degisken sayismin bir oldugu durumda (p = g = 1); varyans-

kovaryans matrisi,

Z::{611 012}
Oy Oy (3.4.1)

ve (3.2.21) bagmtisi
—p?011 +61205,0,; =0 (3.4.2)

forma doniisiir. Buradan p? yalniz birakilirsa

p? = _of2 (3.4.3)

011022

elde edilir. Bunun pozitif karekokii, Kanonik korelasyon katsayisini1 vermektedir.
Bu ise, Pearson korelasyon katsayisina esittir.

b) X veY degisken kiimelerinden, birinde sadece bir degisken ve digerinde ise, birden

fazla degisken (p =1, q > 1) sdz konusu ise, varyans-kovaryans matrisi,

Z:{Un 212}
2y 2y (3.4.4)

—p?011 + 21225325, =0 (3.4.5)
Buradan p? yalniz birakilirsa

0? = Z12%53 %21 (3.4.6)
011

olarak elde edilir. Bu p? degerlerinin pozitif karekokii, kanonik korelasyon katsayisini

vermektedir. Buradaki degisken kiimelerinden biri bagimhi (p = 1) digeri bagimsiz
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(g > 1) olmak kosulu ile, elde edilen kanonik korelasyon katsayisinin karesi (p?),
coklu regresyon denklemin c¢oklu belirtme katsayma esit oldugu (3.4.6) bagintisi
yardimiyla goriilmektedir. (Cankaya, S., 2005)

3.5. Kanonik korelasyon katsayilarinin 6nemlilik testi

Kanonik korelasyon analizi sonucunda elde edilen kanonik degisken ciftlerinden
kac tanesinin onemli oldugu, yani degisken gruplar1 arasindaki iliskinin kag¢ tanesi ile
biiylik 6l¢iide aciklanabilecegine karar vermek gerekir. Bu yontemde amag, bulunan
kanonik korelasyon c¢iftlerinin ka¢ tanesi arasindaki iligkinin Onemli sayilip
sayllmayacagni test etmektir. Wilk’s Lambda yaklasiminda tiim kanonik

korelasyonlarin sifira esit oldugu hipotezi alternatif hipoteze karsi test edilir.

Hp =%, =0yadap; = py == pp=0

H, = enaz bir p; # 0 (3.5.1)
H, hipotezinin reddedilmesi durumunda de§eri en biiyiilk olan katsayr hipotezden

cikarilacak ve islemler H, hipotezi kabul edilinceye kadar tekrarlanacaktir. Wilk’s
Lambda test istatistigi asagidaki gibi elde edilir.

A =TI, =pP) (352)
Bu katsay1 kullanilarak xZ test istatistik degeri,
Xh = =[(n—1) = (p+ q +1)/2]loge(4) (3.5.3)

seklinde hesaplanir. Bu esitlikte n, 6rnek hacmini; p, birinci setteki degisken sayisini; g,
ikinci setteki degisken sayisini; p;, kanonik korelasyonlari; k ise kanonik korelasyon
sayisini belirtir.

Test istatistiginin hesaplanan degeri xi ile Xjxq1-« tablo degeri ile
karsilagtirilir.  xf > Xlzzvxq;l—(x ise, H, hipotezi reddedilir. Yani birinci kanonik
korelasyonun anlamh oldugu sdylenir. Ik hesaplanan test istatistigi & Onemli ise
birinci kanonik korelasyon test dis1 birakilir ve diger kanonik korelasyonlar ile test
yinelenir. Bu defa Wilk’s Lambda istatistigi i = 2,3, ..., k degerleri i¢in hesaplanir.

AN =T17,(1-p}) (35.4)
ve

Xi = —[(n—1) = (@ + q +1)/2]10g(A") > xp-1)x(q-1)1- (3.5.5)
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Bu islemler dnemsiz xZ degerine kadar devam eder. Ayrica Wilk’s Lambda katsayisi
sifira yaklastikca, Hj hipotezinin reddedilecegi (kanonik korelasyon katsayisinin
anlamli oldugunu), x? degeri ile korelasyon katsayilarinin sifirdan farkli (anlaml)

olacagi soylenebilir.

3.6. Kismi Kanonik Korelasyon Analizi

q tane degiskene sahip K degisken kiimesi, r tane degiskene sahip L degisken
kiimesi ve p tane degiskene sahip Y degisken kiimesinden bir tanesinin diger iki
degisken kiimeleri iizerinden etkisinin kaldirilmasi durumunda, iki degisken kiimesi
arasindaki iliski kismi kanonik korelasyon analizi ile ortaya konmaktadir. Bu durumda
yeni veri matrisi x~N(u,2);6 =p+q+7r iken rastgele degisken vektori ve

kovaryans matrisi asagidaki gibidir:

X1 211 212 23
x = [%X2|; Y =1221 222 233 (3.6.1)
X3 X3 23y 233

Burada x;, x,, x5 alt vektorleri sirasiyla p,q ve r elemanli alt matrisler 2,4 :pxp, 21, :pXq,
25 PXr, 21 :0XP, 252:0X0, Zo3:gXr, ZaqirXp,  X3,:rXq  ve  Xsgirxr boyutlu  olarak
tanimlidir. Ugiincii degiskenin etkisi ortadan kaldirildiginda birinci ve ikinci degisken

kiimelerinden elde edilebilecek kanonik degiskenler,
u=ax
v=y'x, (3.6.2)

bigiminde gosterilmis olsun. Ayrica t’ = (u, v) bigimindeki vektorle de bu degiskenler

gosterildiginde x5 lin etkisi sabit tutuldugunda t vektdriiniin varyans kovaryans matrisi
Var(t/x3) = Var(t) — Kov(t, x3)[Var(x;)] " Kov(xs, t)

a' (X — 213233_1231)0( a' (X, — Z'13233_1232)\/

L"(Zu - 223233_1231)0( V' (22 — 223233_1232)\/

(3.6.3)

[a’211_30( a'Xip3y
Y'2uz0 ¥ Zyn3y
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bi¢iminde olacaktir. Bu sonuglara gore,

Var(u/x3) = a'2;1;a0=1 (3.6.4)
Var(v/x3) = y'223y =1 (3.6.9)
Var(u/xs,v/x3) = a'2i,57y =1 (3.6.6)

oldugu aciktr. Bu bilgiler 1sinda (3.2.20) nolu esitlige benzer bigimdeki

Tma e 161= 1) @67)

denklem sistemine ulasilir. @ ve y vektorlerinin katsayilar1 sifir olamayacagi i¢in

yukaridaki detreminant degerini sifir yapacak p; degeri

|=p3%Z113 + Z123252 382131 =0 (3.6.8)
|=p3%Z223 + 221327732123 = 0 (3.6.9)

denklemlerinin birinin ¢6zmiinden elde edilir. Bulunan p ;2 degerlerinin esitlikte yerine

konmasi ile de kanonik degisken katsayilar1 bulunur.

(=p3°Z113 + Z12325232213)03 = 0 (3.6.10)
(=P3°Z223 + Z21321132123)V3 = 0 (3.6.11)

Yukaridaki (3.6.8) ve (3.6.9) bagintilardan elde edilen p; 32 degerlerinin karekoklerine
x5 Un etkisi ortadan kaldirildirildiginda x; ve x, degisken kiimesi arasindaki kismi
kanonik katsayilar1 ad1 verilir. a; 3 Ve y; 3 vektorlerine ise, sirasiyla x; ve x, uzaymdaki
kismi kanonik vektorler adi verilir. Bunlarin sonucu olarakta u;; = o'ij3x; Ve
Viz = Y'izx, degiskenlerine x; ve x, uzaylarmdaki kismi kanonik degiskenler adi

verilir.

3.7. Kernel Kanonik Korelasyon Analizi

Kernel kanonik korelasyon analizini basit kanonik korelasyon analizine farkli bir
agiklama getirerek ifade edilecektir: x ve y iki rasgele vektor olsun. u = a’'x ve v = b'y
izdligtimlerini diisiinelim. Ayrica x vey iki rasgele vektoriin sifir ortalamaya sahip

oldugunu kabul edilsin. Asagidaki ifadeyi ele alalim.
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E(uv)

p= VEW?)Ew?)

u ve v bir boyutlu rasgele degiskenler arasindaki korelasyonu maksimumlastirmak

(3.7.1)

oldugundan, (3.7.1) bagntis1 maksimumlastirlmalidir.  Olgii  bagimliligindan
uzaklagsmak icin izdiisiimleri standard sapmalartyla béliiniir: Ornegin; verinin merkezi
olmama durumlarmma nasil genellestirildigi bulunabilir. Asagidaki ‘’hileyi’’ ortaya
koyalim. Problemi degistirmeksizin a ve b yeniden dlgeklendirildiginden onlar 1’e esit
olarak ahnir. Bu takdirde bu, problemi asagidaki gibi sekilde yazilmaya imkan verir. a
ve b degisken vektorler olmak lizere,

E(?) =1, E(@w?) =1
sartlar1 altinda

max p= E(u,v) (3.7.2)
a,b

veya bir Langrange fonksiyonu insa eder ve beklenen degerleri tam olarak yazilirsa,

. 1
Ming ymaxy, 2, X a'x;y;'b —> 4, (X a’ xpx;'a — N)

— > (i b'yyi'b — N) (3.7.3)
elde edilir. Burada fonksiyon N ile ¢arpilmistir. a ve b ye gore tiirevleri almarak
asagidaki denklem elde edilir.

2ixiyi'b = Xixixia =0

2iyixi'a— 2 2 yiyib =0 (3.7.4)
IIk olarak, birinci denklemi a’ ve ikinci denklemi b’ ile carpar ve kisitlamalar:
kullanarak birinci denklemden ikinci denklemi ¢ikarwrsak A;=A, = A oldugu goriiliir.
Simdi, S,,Sy,Sy, yeni adlandirmalar1 kullanilsin ve asagidaki daha buylk matrisler
tanimlansin. Sp, kdgegeni tizerinde S, ve Sy, kdsegen diginda sifir bulunan blok kosegen
matristir. Ayni zamanda S,, kosegen disinda S,y olan kdsegen olmayan matris olarak

tanimlansin. Son olarak ¢’ = [a, b] olsun. iki denklem bilesik olarak asagidaki gibi

yazilabilir:
Soc=ASpC = Sp 1Spc=hc = So /28y Sy (Sy? ¢)=A(S,%c) (3.7.5)
Bu yine ¢’ = (S,*?¢) i¢in diizenli bir 8z deger denklemidir.

Kernel metodlar1 son zamanlarda pozitif tanimli kerneller tarafindan lineer

olmayan veri analizi i¢in bir metod olarak gelistirilmistir. Kernel kanonik korelasyon
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analizi pozitif tanimli kerneller ile kanonik korelasyon analizinin lineer olmayan bir
genislemesi olarakta ifade edilir. X ve Y iki rasgele degisken verilsin. Kernel kanonik
korelasyon analizi iki rasgele degiskenler tarafindan paylasilan bilginin Oziini
cikartmay1 amaglar. Daha kesin bir ifade ile, Kernel kanonik korelasyon analizinin
amac1 korelasyonlar1 maksimum olacak sekilde uzaya ait olan lineer olmayan
¢(x;) ve y(y;) fonksiyonlarini saglayabilmektir.(Bach ,Fukumizu and Gretton, 2007)

Genel olarak, Kernel Kanonik Korelasyon baslama noktasi, verileri(data-
cases;veri matrisini) ¢(x;) ve y(y;) Ozellik vektorlerine doniistiirmektedir. Uzayin
boyutu isleme sokulan kiimenin veri matrisinin sayisindan daha biiyiik ise, bu takdirde
¢oziim verilerin araliginda olmalidir. Yani,

a=Yia ¢(x), b=XBvO) (3.7.6)
dir.
Bu bagintidan Langrange denklemi kullanilarak asagidaki bagint1 elde edilir.

L= a'KK,p — - Ma'K, a = N) =2 A(B'K,* B — N) (3.7.7)
olup, burada o Ornegin bir D-boyutlu uzayda bulunan a’dan hari¢ bir N-boyutlu
uzaydaki bir vektordiir ve Ky = ¥; ¢(x;)" ¢ (x;) ve K, “de benzer sekilde tanimlanabilir.

o ve B ya gore tiirevler aliarak,
K.K,B = 1K, a
K,K.a = 2K, (3.7.8)
bulunur.
K,’in tam rankli oldugunu kabul etmek suretiyle bu denklemleri ¢ozelim.
AKTK, B = Kla (3.7.9)
ve bu nedenle Kyz,/j’ = /121{3,2,8 dir. Bu ise, A=1 i¢in daima bir ¢6ziime sahiptir.
p==Yia'Syb=Y1a'Sa=1 (3.7.10)

oldugunu hatirlayarak bunun maksimal korelasyonu gosterecegine ve bu nedenle tercih
edilecek ¢6ziim olduguna dikkat edelim. Bu, Kernel yontemlerinde yine diizenleme
gerektigini vurgulayan asir1 uyumun tipik bir durumudur. Bu diizenleme Langrange
fonksiyonunda kisitlamaya (veya esdeger olarak orijinal amag¢ fonksiyonunun
paydasina) yeni bir kosegen terim eklemek suretiyle yapilabilir. Bu ise, bizi asagidaki

Langrange fonksiyonuna gotiirtir.
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L= a'KKyB = M@K a +llall> = N) = ZA(B'K,* B +lIBIIZ = N)
(3.7.11)

Bunun a ve  nin normu iizerinde quadratik bir amag olarak hareket ettigi goriilebilir.

Sonuglanan denklemler

K.K,B = /1(Kx2 +nDa

K,Kea = A(K,> +nD)B (3.7.12)
dir. Ilk probleme benzer, kdsegen iizerinde olmayan bloklarda sifir ve kdsegen iizerinde
bloklar olarak (K> + nl) ve (Ky2 + nl) olan Kp ve kdsegen blok olmayan sol altta
Ky Ky ve kosegen blok olmayan sag iistte K,K, matrisleri olan K, biiyiik matrisleri

tanimlansm. Ayrica, y = [, ] tamimlansin. Bu yine diizenli bir 6z deger denklemi olan
-1
Kov=MKpy = Kp~'Kor=hy =Ko *Kp Ko* (Ko™ v)=1(Ke'?y) (37.13)

denklemine neden olur. Diizenleme de sifirdan bagka en kiiclik 6z deger etkilenir ve bu
nedenle tersi sayisal olarak daha sabit olur. n i¢in deger ¢apraz gecerlilik Slgiitii ve
baska Ol¢timler kullanilarak seg¢ilmesi gerekir. Bu daha biiyiilk 6z deger problemini
kullanan denklemleri ¢6zmek ¢ok gerekli degildir ve daha etkin yontemler vardir.
Coziimlerin dagmnik olmasi beklenmez ¢iinkii 6z vektorlerin dagmik olmasi

beklenmez. Aralikli olmay1 elde etmek i¢in L; normu L, normunun yerini almaldir.

(Welling, M.)

3.8. Kanonik Korelasyon Analizi ile Ilgili Bir Uygulama

Standartlagtirilmis Olciim degerleri i¢in, Y degisken kiimesi ile X degisken

kiimesine ait korelasyon matris



0.464
0.863
1.000
0.769
0.791
0.826
0.716
0.836
0.635
0.742
0.659

0.367
0.753
0.769
1.000
0.833
0.739
0.529
0.739
0.470
0.629
0.634

0.448
0.809
0.791
0.833
1.000
0.803
0.550
0.806
0.498
0.692
0.597
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0.412
0.828
0.826
0.739
0.803
1.000
0.682
0.871
0.575
0.644
0.569

0.312
0.711
0.716
0.529
0.550
0.682
1.000
0.762
0.546
0.552
0.437

olarak verilsin. Y ve X degisken kiimesinin ¢6ziim matrisleri,

P = R1_11R12R2_21R21
P, = R;; Ry RT{'Ry,

0.456 0.480
0.839 0.593
0.836 0.635
0.739 0.470
0.806 0.498
0.871 0.575
0.762 0.546
1.000 0.600
0.600 1.000
0.680 0.746
0.602 0.575

0.455 0.371]
0.657 0.633
0.742 0.659
0.629 0.634
0.692 0.597
0.644 0.569
0.552 0.437
0.680 0.602
0.746 0575
1.000 0.794
0.794 1.000 |

olarak hesaplanmaktadir. Buna gore, korelasyon matrisleri P; ¢6ziim matrisinde yerine

konur ise;

1.000 0504 0.4647°[0.367 0.448 0412 0.312 0.456 0.480 0.455 0.371
P, =|0.504 1.000 0.863
0.464 0.863 1.000

[1.000
0.833
0.739
0.529
0.739
0.470
0.629

0.634

0.833
1.000
0.803
0.550
0.806
0.498
0.692
0.597

0.739
0.803
1.000
0.682
0.871
0.575
0.644
0.569

0.529
0.550
0.682
1.000
0.762
0.546
0.552
0.437

0.109 0.003 0.017
=10.155 0.469 0.365
0.246 0.393 0.494

0.739
0.806
0.871
0.762
1.000
0.600
0.680
0.602

0.470
0.498
0.575
0.546
0.600
1.000
0.746
0.575

0.629
0.692
0.644
0.552
0.680
0.746
1.000
0.794

-1

0.634 |
0.597
0.569
0.437
0.602
0.575
0.794
1.000

0.753 0.809 0.828 0.711 0.839 0.593 0.657 0.633
0.769 0.791 0.826 0.716 0.836 0.635 0.742 0.659

[0.367 0.753 0.769]
0.448 0.809 0.791
0.412 0.828 0.826
0.312 0.711 0.716
0.456 0.839 0.836
0.480 0.593 0.635
0.455 0.657 0.742
0.371 0.633 0.659 |
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Bu matrisin 6z vektdrleri, a vektorlerini vermektedir. Oz vektdrlerin hesaplanabilmesi
icin, P; matrisinin 6z degerleri hesaplanip esitlikte yerine konulmasi gerekmektedir.

P; — Al = 0 yardimiyla 6z degerler (A degerleri) dolayisi ile p degerleri hesaplanabilir.

0.155 0.469 0.365 0 42 0]|=0

0.246 0.393 0.494 0 0 2

[0.109 0.003 0.017] [A 0 0]

Buradan

A = 0866 ; A, = 0.127; A3 = 0.080 olarak hesaplanmaktadir. Bu ii¢ 6zdegerin
karekokleri kanonik degisken ciftleri arasindan hesaplanan kanonik korelasyon
katsayilarma esit olmaktadir. Buna gore, lic 6z degere karsilik gelen 6z vektorler ise,
(P; — A;1)e; = 0 esitliginden hesaplanmaktadir. Esitlikte, A degerleri yerine konularak
0z vektorler hesaplanabilmektedir. Buna gore,

A = 0.866 i¢in e, 6zvektorii e; = (0.020 0.681 0.732), A, = 0.127 i¢in
e, 0z vektorii e; = (—0.403 0.746 —0.530) , A; = 0.080 igin e; 6z vektorii
e; = (0.373 0.552 — 0.746) olarak hesaplanmigtir

v kanonik degiskenlerine ait kanonik agirliklar1 bulmak i¢in, korelasyon

matrisleri P, ¢6ziim matrisine ait esitlikte yerine konur ise;

[1.000 0.833 0.739 0529 0.739 0.470 0.629 0.634] [0.367 0.753 0.769 |
0.833 1.000 0.803 0.550 0.806 0.498 0.692 0.597| |0.448 0.809 0.791
0.739 0.803 1.000 0.682 0.871 0.575 0.644 0.569| |0.412 0.828 0.826
0.529 0.550 0.682 1.000 0.762 0.546 0.552 0.437| |0.312 0.711 0.716
0.739 0.806 0.871 0.762 1.000 0.600 0.680 0.602| |0.456 0.839 0.836
0.470 0.498 0.575 0.546 0.600 1.000 0.746 0.575| [0.480 0.593 0.635
0.629 0.692 0.644 0.552 0.680 0.746 1.000 0.794| |0.455 0.657 0.742

10.634 0.597 0.569 0.437 0.602 0.575 0.794 1.000 | |0.371 0.633 0.659 |

1.000 0.504 0.4647]°[0.367 0.448 0.412 0312 0456 0.480 0.455 0.371
0.504 1.000 0.863| |0.753 0.809 0.828 0.711 0.839 0.593 0.657 0.633
0.464 0.863 1.000| |0.769 0.791 0.826 0.716 0.836 0.635 0.742 0.659
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[0.109 0.088 0.108 0.104 0.101 0.065 0.106 0.086 ]
0.161 0.207 0.192 0.153 0.202 0.138 0.112 0.137
0.182 0.174 0.194 0.179 0.186 0.100 0.139 0.140
0.172 0.167 0.186 0.173 0.176 0.078 0.111 0.126
0.092 0.112 0.103 0.078 0.114 0.120 0.114 0.093
0.060 0.091 0.073 0.046 0.089 0.112 0.088 0.071

-0.003 -0.038 -0.025 0.018 -0.023 0.052 0.093 0.018

| 0.097 0.113 0.114 0.099 0.112 0.046 0.044 0.071]

Bu matrisin 6z vektorleri, y vektorlerini vermektedir. Oz vektdrlerin hesaplanabilmesi
icin, P, matrisinin 6z degerleri hesaplanip esitlikte yerine konulmasi gerekmektedir.
P, — Al = 0 yardimiyla 6z degerler (A degerleri) dolayisi ile p degerleri hesaplanabilir.
A= 0.866; A,= 0.127 ; A;= 0.080; A,= 0.001; A;= -0.0001 + 0.0003i ;A¢= = -0.0001 -
0.0003i ; A;,= -0.0002 ; Ag= 0.001 olarak hesaplanmaktadir. Calismada ele alinan X ve
Y degisken kiimelerinden en fazla, degisken sayis1 en kiigiik olanin sayis1 kadar kanonik
degisken c¢ifti elde edileceginden ¢6ziim matrisinin en biyiik ii¢ 6z degeri dikkate
almarak 6z vektorler hesaplanmaktadir. Bu {i¢ en biiylik 6zdegerin karekokleri kanonik
degisken ciftleri arasindan hesaplanan kanonik korelasyon katsayilarina esit
olmaktadir.Buna gore, ilk li¢ 6z degere karsilik gelen 6z vektorler ise, (P, — A;Df; =
0 esitliginden hesaplanmaktadir. Esitlikte A degerleri yerine konularak 6z vektorler
hesaplanabilmektedir. Buna gore, (P, — A,1)f; = 0 esitliginde;

A1=0.866 i¢in,

fi =(0.277 0.504 0.492 0.465 0.288 0.215 —0.040 0.285)

A,=0.127 i¢in,

f, = (—0.036 0.264 0.222 0.361 —0.224 —0.256 —0.717 0.346)

A3 =0.080 igin,

f; =(—0.364 0.545 —0.225 —0.171 0.208 0.376 —0.525 0.173)
olarak hesaplanmstur.
u; ve v; arasindaki kanonik korelasyon katsayilari sirasi ile;

a) u,Ve v, arasindaki korelasyon I. kanonik korelasyonu

Iuv, = A = V0.866 = 0.93
b) wu, ve v, arasindaki korelasyon Il. kanonik korelasyonu;

Iu,v, = A2 = V0.127 = 0.356
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C) u; ve v arasmdaki korelasyon Il1. kanonik korelasyonu;

Iu,v, = +/As = V0.080 = 0.283

olarak hesaplanir.

Kanonik korelasyonun 6nem kontrolleri ise su sekilde yapilir:

Ho=p1=p2=0
Hy=p;# p2#0

A=TTE. (1 — p?) olmak iizere
Xt = —[(n—1) = (p + q + 1)/2]log.(4)
=—[(86—1)— (3+ 8+ 1)/2]log.[(1—0,93%)(1 — 0,3562)(1 — 0,283?]
=(—79).log.(0,108)
=(-79).(-2,229)
=170,10
Xpgi1-a = X341-001 = 42,98 ise,170.10 > 42.98 oldugundan H, red edilir.
Boylece, I. kanonik korelasyonun 6nemli olduguna karar verilir.

II. Kanonik korelasyon degerinin énemli olup olmadigina bakilabilmesi i¢in I. kanonik

korelasyon degeri esitlikten ¢ikartilir.
Hy = p, =0
Hl = pz * O

A=TTE. (1 — p?) olmak iizere,
Xt =—[(86—1) — (3+ 8+ 1)/2]log.[(1 —0,3562)(1 — 0,2832]
=(—79).log.(0,803)
=17,32
XCp-1)(q-1)1-a = Xia1-001 = 29,14 ise, 17.32 < 29.14 oldugundan H, kabul edilir.
Boylece, II. kanonik korelasyonun dnemsiz olduguna karar verilir. Dolayis1 ile ti¢lincii

kanonik korelasyon katsayismin 6nem kontrolii yapilmamaktadir. Bundan dolayi,

birinci kanonik degiskenlerin bulunmasi (u; ve v;) ve bu degiskenler ile orijinal
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degiskenler arasindaki korelasyona bakilmasi ve hesaplanan kanonik degiskenlerin
dahil olmadiklar1 degisken kiimelerinde goriilen toplam varyasyonun ne kadarmi izah
edebildigi tespit edilmelidir. Calismada birinci kanonik korelasyon katsayist onemli
bulunduguna gore birinci kanonik degiskenleri icin standart kanonik katsayilar ve
kanonik yiiklerinin belirlenmesi ve buna gore orijinal degiskenler ile kanonik
degiskenler arasindaki iligkinin ortaya konmasi gerekmektedir. Buna gore standart

kanonik katsayilar,

€11

Jei'Riier '

a, =

0,020

1.000 0.504 0.464][0.020] '
(0,020 0,681 0,732)|0.504 1.000 0.863]/0.681

0.464 0.863 1.0001L0.732

a, =

0,020

N 0.014

a, =

Buna gore digerleri sirasi ile,

a, =222 = 0,496 ; az = 0,533
1,887

olarak tespit edilmistir.
X degisken kiimesi i¢in standart kanonik katsayilar;

v = f11
1 N

0.277

= = 0132

v, = 0.241;, y; =0.235;, y, =0.222 ; y;=0.137; ys=0.103; y, =-0.019;
yg = 0.136 olarak hesaplanmistir. Buna gore X degisken kiimesi i¢in standart kanonik

katsayilar vektort,

y: = (0.132 0.241 0.235 0.222 0.137 0.103 —0.109 0.136)
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olarak tespit edilmistir. Buna gore birinci kanonik degisken ¢ifti,

S 0132y11 + 0214‘:)712 + 0235y13 + 0222y14 + 0137y15 + 01033’16 -
0.109y,, +0.136y,4

u = 0014‘X11 + 04‘96X12 + 05329613

seklinde yazilabilmektedir.

Bu bilgiler dogrultusunda u,; kanonik degiskeni ile X degisken kiimesi arasindaki

kanonik yiikler (veya korelasyonlar) (3.3.1) bagintisindan, v; kanonik degiskeni ile Y

degisken kiimesi arasindaki korelasyonlar ise (3.3.4) bagintisindan;

[0.132 0.241 0235 0.222 0.137 0.103 -0.109 0.136]

[1.000
0.833
0.739
0.529
0.739
0.470
0.629

| 0.634

0.833
1.000
0.803
0.550
0.806
0.498
0.692
0.597

0.739
0.803
1.000
0.682
0.871
0.575
0.644
0.569

0.529
0.550
0.682
1.000
0.762
0.546
0.552
0.437

0.739
0.806
0.871
0.762
1.000
0.600
0.680
0.602

0.470
0.498
0.575
0.546
0.600
1.000
0.746
0.575

0.629
0.692
0.644
0.552
0.680
0.746
1.000
0.794

0.634]
0.597
0.569
0.437
0.602
0.575
0.794
1.000 |

Kor(u,, X) =

Kdg

[1.000

0.833
0.739
0.529
0.739
0.470
0.629

| 0.634

0.833
1.000
0.803
0.550
0.806
0.498
0.692
0.597

0.739
0.803
1.000
0.682
0.871
0.575
0.644
0.569

Kor(uy,x) = (0.848 0.892 0.921

(0.014 0.496 0.532)[

1.000
0.504
0.464

0.529 0.739
0.550 0.806
0.682 0.871
1.000 0.762
0.762 1.000
0.546 0.600
0.552 0.680
0.437 0.602

0.470
0.498
0.575
0.546
0.600
1.000
0.746
0.575

0.629
0.692
0.644
0.552
0.680
0.746
1.000
0.794

0.6347]

0.597
0.569
0.437
0.602
0.575
0.794

1.000 |

ol

0.794 0933 0.687 0.783 0.721)

1.000 0.863

0.504 0.464]

0.863 1.000

Kor(vy,y) =

Kos

1.000
0.504
0.464

1/2

1.000 0.863

0.504 0.4-64-]

0.863 1.000

(0.511 0.962 0.967)

Kor(vy,y) =

Kor(vy,y) = (0.511 0.962 0.967)

1

elde edilir. (Cankaya, S., 2005)
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3.9. En Kiiciik Kareler Uygun Degerleri ve Artiklari(Hatalarn) Arasindaki

Kanonik Korelasyonlarin Ozellikleri

Puntanen, S. (1985), (2.1.1) modelinde E(Y) = XB, Kov(Y) = o2V ve H, X in
slitun uzay1 iizerine ortogonal izdiisiirici ve M =1, — H oldugunda, HY uygun
degerleri ve MY artiklar1 arasindaki kanonik korelasyonlarm 6zelliklerini inceledi. Bu

calismada ise, bu makaledeki bilgiler esas alinarak bazi genisletmeler yapild.

Simdi bu modeli (Y,XB,a2V ) iicliisii ile gosterelim. Burada, genel olarak X
eksik ranklhidir.

Bu modelde, X nin bilinen en kiigiik kareler tahmin edicisi(BEKKT),
BEKKT (XB) = X
= X(X'X)"X'Y = XX*Y = HY

olarak yazilabilir. Burada, H = XX* dir. Eger AY nin varyans-kovaryans matrisi
yansizlik sartina bagli olarak minimum (negatif kararli olmama anlaminda) ise, yani,

Xp icin yansiz olan her BY i¢in
Kov(AY) < Kov(BY)
oldugu zaman X nin en iyi yansiz lineer tahmin edicisi(EIYLT) AY dir.

Gauss-Markov teoreminin temelinde (Y,XpB,02I) modelinde, BEKKT(XpB) =
HY = XX*Y, XB nin EIYLT si oldugu 3. kisimda goriildii.

Sonug olarak V pozitif kararli olmak iizere (Y,Xf,V) modelinde X nin EIYLT

Si
EIYLT(XB) = XB*
= X(X'V1X)"X'V-1ly
dir.

Bununla beraber, V nin pozitif yar1 kararli oldugu durumda |V| = 0 oldugunu
gostererek, 6zel durumlar disinda Xf nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi i¢in agik

ifade V=1 yerine V~ veya V* koyarak yazilamaz. R(T) = R(X,V) olacak sekilde
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T=V+XUX" ve U simetrik bir matris olmak {izere, bir ifade (6rnegin; bakiniz
Rao,C.,R., 1973b, s.301) V1 yerine T~ koymak suretiyle elde edildi. Burada bilindigi

gibi R(T), T nin siitun uzayni gosterir.

V, I nin bir kat1 olmasa bile, BEKKT (XS ), EIYLT(Xp) ya esit olacak sekilde V
matrislerinin var olabilecegi goriiliir. Problem ilk defa Anderson,T.W. (1948) tarafindan
ortaya konmustur ve hala bir¢ok yazar tarafindan ele alinmaktadir Bununla beraber
EIYLT ile BEKKT Kkarsilastirildiginda hangisinin iyi veya kotii oldugu sorusunu sormak
dogaldir. Bu 1yiligi nasil 6lgmeliyiz? Watson,G.S. (1955) tarafindan ifade edildigi gibi

bunu yapmanin yolu tek degildir.

Watson, G.S. (1955) (X ve V nin tam rankli oldugunu kabul ederek) BEKKT nin

goreceli 1yiligini genellestirilmis varyanslarin orani ile, yani,

detCov (EIYLT (B))

@ = BEKKT(p ) nin etkinligi = detCov (BEKKT(3)) (3.9.1)
ile ol¢tii. Buna etkinlik oran1 dedi.
Simdi,

{ Kov(B) = (X'X)7'X'VX(X'X)™?

Kov(B*) = (X'V-1x)t
elde edilir ve boylece etkinligin degeri
|x'v-1ix|"*
¢ = |(xX'X)"1x'vx(x'x)"1|
L2
_ % (3.9.2)

dir. 0 < ¢ <1 oldugu ve ¢ =1 olmasi i¢in gerek ve yeter sartin BEKKT(S) nin,
EIYLT(B) ya esit olmasi gerektigi gosterilebilir. En son ifade,

Kov(ﬁ - ﬁ*) = Kov(,[;’) — Kov(B™)
olmasi gergegine dayanir. Gergekten,

Kov(e) =Var(e) = EY — XB)(Y — XB) = o?V
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EYY' —YB'X' —XBY' + XBR'X') = %V

E(YY)—EMB'X' —XBY") + XBR'X' = o2V

E(YY") —XBB'X' — XBB'X' + XBB'X' = 02V

E(YY) —XBBR'X' =%V

E(YY'") = a?V + XBB'X'
dir.
Kov(B - ") = E{(B—B" —EB - B))(B—B" —EB—B))}
=E{(B-p)(B-8)}
= E{((X'’X)7X'Y — (X'VIX)"X'VAIV)((X'X)7X'Y — (X'V1X)"X'V-Y)'}
=E{((X'’X)7X'Y — XV X)XV I)Y'XXX)™ - YV XXV X))}

=E{((X'X)X'YY'X(X'X)™t — (X'X) XYYV IX(X'V-ix)~l —
X'V-IX)TIXVYYX(XOX) T + (XVLO)TIX VLYY VX (VX))

= (X'X)X'E(YYH)X(X'X) ™ — (X'X) X' EQYY)V X (X'V-1X) "1 —
X'VIX)IX'VIEYYHYX(X' X)L + XV TIXVLE(YY)V X (XY X)L

= (X'X)"1X'(62V + XBB'XNX(X'X)™t — (X'X)"1X'(62V +
XBR' X IX(X'V-IX)"t — (X'V-IX)"1X'V-1(o2V + XBB XX (X'X)™t +
X'V-IX)"IX'V-L(o2V + XBR' X)WV X (X'V-1x)1

c2(X'X)TIX'VXXX) ™ + (XX) I XBR X' X(X' X)L —
c2(X'X)IX'VVIX(X'VIX) T — (X X)X XBR X VIX(X'V X)L —

c2(X'V X)X VWX (X' X)L =2 (X'V LX) TIXVIXBR X X (X' X)L +

X'V XV Y XXV I + (XYL TV IXBR XV T IX (XY LX)

=?X'X)"XVXX'X) P+ BB — XV X)) BB — X'V IX)1 - BB +
XV + BB

= a2(X'X)IX'VX(X' X)) = (X'V-1x)!
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= Kov(B) — Kov(B")

dir. Bu bir varyans-kovaryans matris oldugundan negatif kararli olmayan bir matristir.

Bu durumda

Kov(ﬁ - B*) = Kov(ﬁ) — Kov(f*) =0

dir. Bu esitsizlik 0 < ¢ < 1 olmasini dogrular. Gergekten, tanimdan, pozitif kararli bir
matrisin determinanti pozitif oldugundan, iki pozitif sayinmn orani pozitiftir ve 0 < ¢
dir. Determinantlar i¢in Cauchy esitsizliginden ¢ < 1 dir. Bu ifadeyi ispatlamak icin,
BB’ singiiler olmayan matris olmak iizere, A, B: nxk matrislerini goz Oniine alalim. Bu

takdirde, A'[I — B(B'B)~1B'] A negatif kararh degildir veya bilinen bir notasyonda
A'A>A'B(B'B)"1B'A
dir. Bu nedenle
|A'A| > |A'B(B'B)~1B'A|,
yani,
|A'B|? < |A’Al|B'B|
oldugu goriiliir. Bu esitsizlikte A = V/2X, B = V~1/2X alarak ¢ nin iddia edildigi gibi
1’1 agsamadig1 asagida gosterilmistir.
[x'vizy-i/2x|® < |xvizyi/eg||xy-1zy iy
IX'1X]? < |X'VX|IX'V~1X|

|xrx|?
| Xvx||xv-ix| —

Bartmann, F.C. ve Bloomfield, P. (1981), ¢ etkinliginin, M = I — H olmak iizere,
HY en kiigiik kareler uygun degerleri ve MY = (I — H)Y hatalar1 arasindaki kanonik
korelasyonlarin bir fonksiyonu olarak ifade edilebildigini belirtti. Bundan bagska,

p; = kan. kor.; (HY, MY),
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yani, p;, HY ve MY arasindaki i.yinci en biiyiik kanonik korelasyondur. Bu takdirde
(@ £ n/2 oldugu kabul edilerek)

¢ =TIL,(1 —pd) (3.9.3)
elde edilir.

@ etkinligi (3.9.1) ve (3.9.2) de tanimlanildig1 gibi sadece X ve V tam rankls; p;
kanonik korelasyonlar oldugunda tanimlanmistir ve boylece (3.9.3) X in ranki veya V
nin ranki hesaba katilmaksizin tanimlanmis olur. V pozitif kararli oldugunda, bu
takdirde tiim p; < 1 dir, fakat V singiiler oldugunda, bir veya daha fazla p; nin 1 e
esitligi miimkiindiir. Burada, V idempotent yani V2 = V oldugunda, bu takdirde tiim

sifir olmayan kanonik korelasyonlarin 1’e esit oldugu gosterilecektir.
3.10. V Pozitif Kararh(Kesin) Oldugunda Kanonik Korelasyonlar

Watson, G.S. (1967), etkinligin EIYLT(B) ve BEKKT(S) arasindaki kanonik
korelasyonlarm bir fonksiyonu olacagini gosteren BEKKT(B) nm EIYLT(B) ya bagh
etkinligi i¢in bir gosterim verdi. Daha sonra Bartmann,F.C. ve Bloomfield,P. (1981) HY
ve (I — H)Y arasindaki kanonik korelasyonlar1 kullanarak etkinligi daha detayli olarak
ele aldilar. Hem Watson,G.S. (1967) ve hem de Bartmann,F.C. ve Bloomfield,P.

(1981), X in tam rankli ve V nin pozitif kararli oldugu durumu ele aldilar.
[lerde Bartmann,F.C. ve Bloomfield,P. (1981) makalelerinin kisa bir 6zeti verilecektir.

X in tam rankli, X'X =1 ve V nin pozitif kararlh oldugunu kabul ederek,

EIYLT(B) ve BEKKT(B) nin varyans-kovaryans matrisleri asagida verilmistir:

{ Kov(f) = X'VX = Kov BEKKT(p)
Kov(B*) = (X'V™1X)™! = Kov EIYLT(B)

Rao, C.R. (1967), eger Z
RX)t=R2Z), ZZ=1,_, (3.10.1)

olarak tamimlanirsa, bu takdirde asagidaki esitligin (X'X = I, oldugunu da kabul ederek)

saglandigini gosterdi.

X'VAIX) XV =X —-X'VZ(Z'VZ)'Z (3.10.2)
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Burada R(X)1, R(X) in ortogonal tiimleyenini gdsterir.
(3.10.2) yi sondan VX ile garparak,

X'V X)) =X'VX-X'VZ(Z'VZ) 1Z'VX (3.10.3)
bulunur. Bu esitlik

Kov(8*) = Kov(B) — X'VZ(Z'VZ)'Z'VX (3.10.4)
oldugunu ifade eder.

(3.10.4) deki iki varyans-kovaryans matrisi arasindaki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve

yeter sart (3.10.4) {in sag tarafindaki son terimin sifira esit olmasidir. Bu
Kov(B*) = Kov(f) © X'VZ =0 (3.10.5)
oldugunu ifade eder.

H=XX"ve M =Z7Z"=1— H ve bdylece Marsaglia, G. ve Styan, G.P.H. (1974) rank

kisaltma kurallarmi kullanarak
XVZ=0 HV/M =0 (3.10.6)

bagmtismi elde etmislerdir. Bu nedenle, EIYLT(B) ve BEKKT(B) nn esitligi igin
Zyskind,G. (1967) ve Rao nun sart1 (Alalouf,I.S.ve Styan G.P.H. 1983) bulunur.

Kov(HY,MY) = HVM (3.10.7)

olduguna ve bu nedenle f§ = £* olmasi igin gerek ve yeter sartin HY uygun degerlerinin

MY artiklar ile iligkisiz olmasi gerektigine dikkat edelim.

Yukaridaki gézlemlerden sonra Bartmann,F.C. ve Bloomfield,P. (1981), iKi

varyans-kovaryans matris arasindaki farki, yani
X'VX —-X'v1ix)™t (3.10.8)
incelediler.

Onlar: “Sadece etkinligin koordinat serbest dlgiimlerinin (X'V~1X)~? in 6zdegerlerinin

X'VX e gore fonksiyonlari oldugunu” soylediler. Bu ifade asagidaki nedene dayanur.
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Etkinligin bir koordinat serbest Ol¢liimii ile, modelin singiiler olmayan yeniden
parametrelenmesi altinda degismeyen Kov(B) ve Kov(B*) varyans-kovaryans
matrislerinin boyle bir fonksiyonu oldugu ifade edilir. Yani, eger A singiiler olmayan bir
matris ise, bu takdirde etkinlik(T,U) notasyonu T ve U varyans-kovaryans matrislerine

bagl bir etkinlik fonksiyonunu ifade etmek iizere etkinligin degerini
etkinlik(Kov(f); Kov(B*) = etkinlik(Kov(Ap) ; Kov(AB*) (3.10.9)

sart1 saglamast istenilir. Ciinkii Kov(8) ve Kov(B*) pozitif kararhdirlar,

Kov(A,[;’) =1
3.10.10
{Kov(Aﬁ*) = kosegen (6, 6,, ..., 0,) ( )

yani, Kov(AB*) , 04,65, ..., 0, kosegen elemanlar ile bir kosegen matris olacak sekilde

bir A matrisi vardir. Bu nedenle,
etkinlik(Kov(B) ;Kov(8*))= etkinlik(l, ;kosegen(6y, 65, ...,6,)) (3.10.11)

sonucunu, yani, eger Kov(B) ve Kov(B*) m bir fonksiyonu olan etkinligin bir

koordinat serbest dlglimiine sahip olmak istenirse, bu takdirde o fonksiyonun
|Kov(B*) — 6Kov(B)| = 0 (3.10.12)
mn koklerinin bir fonksiyonu olmasi sonucu ¢ikarilabilir.

Fakat dogal olarak, etkinligin Kov(,[?) ve Kov(B*) in fonksiyonlar1 olmayan bazi
sezilebilir olglimleri olabilir ve bu nedenle bu fonksiyonlarin (3.10.12) deki 6;

koklerinin fonksiyonlari olmasi gerekmez.
(X'V-1X)"1in X'VX e gore 6zdegerleri

|(X'VIX)"1 —6X'VX| =0 (3.10.13)
denkleminin kokleridir veya, denk olarak

|X'VX —X'VZ(Z'VZ)1Z'VX - 0X'VX| =0 (3.10.14)

e |1, - XVX)TV2X'VZ(Z'VZ)TZVX(X'VX)"Y2 -0l =0.  (3.10.15)
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Ancak, chi(.) karsilik gelen matrisin i. yinci en biiyiik 6zdegerini gostermek iizere

chi|(X'VX)~Y2X'VZ(Z'VZ) T Z'VX(X'VX)~V/?]

= kan.kor.? (X'Y,Z'Y)

= p? (3.10.16)
oldugu biliniyor.(Bakiniz Rao,C.,R., 1973b, s.583)
Ayrica,

[, (1—pd = I, - XVX)V2X'VZ(Z'VZ) T ZVX(X'VX) /2|

= |X'VX -=X'VZ(Z'VZ)"1Z'VX|/|X'VX|

= X'V /IXVX]

1
TXVTIXVX

= etkinlik(B) = ¢ (3.10.17)
olduguna dikkat edelim. (3.10.16) dan
kan. kor.; (X'Y,Z'Y) = p;
oldugu gosterildi.i = 1,2, ...,q (¢ < n/2) oldugunda,
p; = kan. kor.; (X'Y,Z'Y)
= kan. kor.; (HY, MY) (3.10.18)
oldugunu gostermek kolaydir.
3.11. V Singiiler Oldugunda Kanonik Korelasyonlar

Bu kisimda, V varyans-kovaryans matrisinin singiiler olmasina izin verildiginde
HY ve MY arasindaki kanonik korelasyonlarin bazi 6zellikleri ele alinacaktir. (3.10.17)
formiiliinii (tam rank durumu igin) goz oniine alarak eger bir p;, 1'e esit ise, bu takdirde
diger p; nin degerleri ne olursa olsun etkinlik(f) = 0 oldugunu dikkat edilir. Bu

nedenle birim kanonik korelasyonlarin 6zelliklerini incelemek mantikli goriilmektedir.
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{ u = (HY, MY)arasindaki birim kanonik korelasyonlarin sayisi
p = (HY,MY)arasindaki sifir olmayan kanonik korelasyonlarin sayisi

HY1 _ . _[HVH HVM
cov [MY] == [MVH MVM] (3.11.1)
olsun. Seshadri, V. ve Styan, G.P.H. (1980), p = rank(HVM) nin
p = 0 & BEKKT(XB) = EIYLT(XB) (3.11.2)

ifade ettigini gosterdi.

Asagidaki Lemma 3.11.1, u nun bir takim gosterimlerini bir araya getirir. Ispatta bir

carpimin ranki i¢in genel kural kullanilacak. (Marsaglia, G., Styan, G.P.H., 1974)
r(AB) = r(A) — boyR(A) N R(B)L
=r(B) — boyR(4)1 n R(B), (3.11.3)
Burada r(.) rank1 gosterir. Asagidaki gosterimler de daha sonra kullanilacak:
r(AB) =r(A",BY) — r(B1) (3.11.4)
=r(A, I —B*B)—r(I—B*B) (3.11.5)

Lemma 3.11.1: (Y,XB,V) modelinde HY ve MY arasindaki birim kanonik

korelasyonlarin sayis1 asagidaki gibi yazilabilir:

u = r(HVH) + r(MVM) — r(Z) (3.11.6)
= r(VH) + (VM) — (V) (3.11.7)
= boyR(VH) n R(VM) (3.11.8)
= r(V) — boyR(V) N R(M) — boyR(V) N R(H) (3.11.9)
= r(VH) — boyR(V) n R(H) (3.11.10)

ispat: Seshadri, V., Styan, G.P.H. ve Rao, C.R. (3.11.6) y1 ortaya koyan bir sonucu
ifade ve ispat ettiler. (3.11.7) gosterimi
r(2) = r[(H,M)'V(H,M)]

=r[V(H,M)]
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=r(V) — boyR(V) n R(H, M)+
=r(V) (3.11.11)

oldugunu g6z Oniine alarak ortaya koyar. (3.11.11) de (3.11.3) formiili kullanild1. u igin
(3.11.8) gosterimi

r(2) =r[V(H,M)]
= r(VH) + r(VM) — boyR(VH) n R(VM) (3.11.12)

ifadesini (3.11.6) da yerine koymak suretiyle elde edilir. Bundan baska, (3.11.9)

asagidaki formiillerin bir sonucudur.

r(VH) = r(V) — boyR(V) N R(M) (3.11.13)

r(VM) =r(V) — boyR(V) n R(H) (3.11.14)
(3.11.10) u elde etmek i¢in (3.11.14) den elde edilen

r(V) —r(VM) = boyR(V) n R(H) (3.11.15)
bagmtisi (3.11.7) de yerine koyulabilir.

u nun st limitinin R(V) nin sifir uzaymin boyutuna denk oldugundan bahsedelim. Bu

boyledir, ¢linkii
u=r(VH) +r(VM) —r(V)
<r(H)+r(M)—-r{)
=n—7rW)=boyN¥V) =r{V1) (3.11.16)
Bu nedenle, eger V pozitif kararli ise, birim kanonik korelasyonlar yoktur.

Lemma 3.11.2: (Y,XB,V) modelinde HY ve MY arasindaki birim kanonik

korelasyonlarin sayisinin sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
VV*H = HVV* (3.11.17)

olmasidir.
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Ispat: (3.11.7) bagintismi kullanarak u = 0 i¢in sart

r(V) =r(VH) + r(VM) (3.11.18)
olarak yazilabilir. V = VH + VM oldugundan, (3.11.18),

r(VH+ VM) =r(VH) + r(VM) (3.11.19)
oldugunu ifade eder.

Anderson T.W. ve Styan G.P.H. (1982), (3.11.19) bagintisinin saglanmasi igin gerek ve

yeter sartin

MV*VHV =0 (3.11.20)
ile denk olan
MV(VH + VM)*HV = MVV*HV =0 (3.11.21)

olmasi gerektigini gosterir. r(VHV) = r(VH) oldugundan, (3.11.20) den son V yi iptal

edebiliriz, bu nedenle
HV*VH =V*VH (3.11.22)
elde edilir. Simdi (3.11.22), (3.11.17) ile denktir.
Gergekten (3.11.22) nin tanspozu alinirsa,
HVV*H = HV*VH = V*VH =VV*H
bagntis1 elde edilir. Burada W = VV*H olsun. Simdi,
HW = HVV*
denklemini ¢6zelim. Bu denklemin genel ¢6ziimii,
W =HHVV* +Z — HtHZ
dir. Burada Z keyfi bir matristir. Z = 0 koyarak 6zel ¢6ziim alinirsa,
W =HVV?

elde edilir. Buradan
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HHVV* = HVV* =VV*H
oldugu, yani (3.11.22) nin (3.11.7) e denk oldugu goriiliir ve béylece Lemma ispatlanir.

Ben-Israel,A. ve Greville,T.N.E (1974) in sonucunu uygulanirsa, Lemma 3.11.2 i

ispatlamanin miimkiin olur.

Lemma 3.11.2 bazi ilging sonuglara sahiptir. Ornegin, V nin idempotent oldugu

durumda
Vt=v=y2
elde edilir ve boylece
u=0< HVVY =VV+*H & HV =VH < HVM =0 (3.11.23)

dir. (3.11.23) ifadesi, eger V2 =V ise, bu takdirde u = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter
sartin BEKKT(XB) = EIYLT (Xf) olmas1 gerektigini ifade eder. Bununla birlikte, genel

olarak u = 0 sart1 HV = VH oldugu anlamina gelmez.
X nin agirhikli en kiigiik kareler tahmin edicisi, AEKKT,

AEKKT(XB) = X(X'V*X)~X'V*Y (3.11.24)
ile tanimlanur.

Zyskind, G. ve Martin, F.B. (1969) a gore , AEKKT(XB) nin EIYLT (XpB) ya esit olmas1

icin gerek ve yeter sart

R(X) c R(V) (3.11.25)
olmasidir. Bunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ise,

VV*H=H (3.11.26)
dir.
(3.11.26) sart1

VV*H = HVV*

sartin1 hatirlatir. Bununla beraber
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VVtH=H & VV*H=HVV* (3.11.27)
yani,
AEKKT(XB) = EIYLT(XB) =>u=0 (3.11.28)

oldugu agiktir, fakat 6zel durumlar diginda tersi dogru degildir. Eger V' idempotent ise,
bu takdirde

AEKKT(XB) = EIYLT(XB) = BEKKT(XB) = EIYLT(XB)

ifadesinin yazilabilir. V idempotent ise, bu takdirde u = 0 olmasi igin gerek ve yeter
sartin p = 0 olmas1 gerektigi yukarida ileri siirildi. Bu gozlem, dogal olarak,
idempotent durumda p ve u arasindaki ‘tam esitligi’ garanti etmez. Bununla beraber,

asagidaki sonug p ve u arasinda bir bagintiy1 gosterir.

Teorem 3.11.1: V idempotent ise, bu takdirde (Y,XB,V) modelinde HY ve MY

arasindaki tiim korelasyonlar 0 veya 1 dir, yani, p = u dur.
Ispat: V nin bir idempotent matris oldugunu kabul edelim. ilk olarak, VM nin rankmin
r(VM) =r(V:iH)—r(H)

=r(V)+r[(I-VV*)H] —r(H)

r(V) +r[(I —V)H] — r(H) (3.11.29)
seklinde yazilabildigini goz oniine alalim. (3.11.29)’un

u=r(VH) +r(VM) —r(V)
formiiliinde yerine konmas1

u=r(VH)+r[(I—-V)H] —r(H) (3.11.30)
sonucunu ortaya koyar.
Daha sonra ispat1 sonuglandiracak olan p yi, yani,

p =r(HVM)

=r(VH:H)—r(H)
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=r(VH) +r[(I—-VHWVH)*)H] — r(H)

= r(VH) + r[(I = VH(HVH)Y)HV] — r(H)

= r(VH) + r[(H = VH(HVH)Y)HVH] — r(H)

=r(VH) +r(H—-VH) —r(H)

=r(VH) +r[(I — V)H] — r(H)

=u (3.11.31)
ele alinir.
p ve u icin formiiller asagidaki gibi yazilabildiginden

p =r(VX) — boyR(VX) N R(X)

u=rlVX)—boyR(V) N R(X),
p Ve u nun esitligi i¢in bir genel sartin asagidaki gibi yazilabilir:

p=u < boyR(VX) N R(X) = boyR(V) N R(X) (3.11.32)

& RVX)NRX) =RWV)NRX) (3.11.33)

s r{[I - VXWX)*1X} = r[(I - VVHX]. (3.11.34)
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SONUC VE ONERILER

Bu tezde ele alinan konular temel istatistiksel kavramlarin birtakimi olup 6zellikle
lincer modeller alaninda ¢alisan arastirmacilara ve bu konuda doktora ve benzeri

aragtirmalar yapacaklara azda olsa bir katkida bulunacaktir.
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