T.C.
ORDU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MARKOV ZiNCIRLERINiN TEMEL OZELLiKLERI
VE
CESIiTLi UYGULAMALARI

iDRIiS CELIK

Bu tez,
Matematik Anabilim Dalinda
Yiksek Lisans

derecesi i¢in hazirlanmistir.

ORDU 2013



TEZ ONAY

Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii ogrencisi Idris CELIK tarafindan ve
Dog. Dr. Selahattin MADEN danismanliginda hazirlanan “Markov Zincirlerinin
Temel Ozellikleri ve Cesitli Uygulamalar1” adli bu tez, jiirimiz tarafindan 01 /08 /
2013 tarihinde oy birligi / ey—ceklugu ile Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek

Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Danigman : Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bagkan  : Dog. Dr. Selahattin MADEN Imza
Matematik, Ordu Universitesi

Uye : Yrd. Dog. Dr. Erdal UNLUYOL Imza : M

Matematik, Ordu Universitesi

Uye ¢ Yrd. Dog. Dr. Selim NUMAN Imza :
Matematik, Giresun Universitesi

ONAY:

Bu tezin kabulii, Enstitii Yonetim Kurulu’nun 23.9%.20\3. tarih ve 2013./23Y

sayili karar1 ile onaylanmistr.

281882013,

¢. Dr. M. Fikret BALTA
Enstitti Miidiirii



TEZ BILDIRIMI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel
ahlak kurallarina uyuldugunu, baskalarinin eserlerinden yararlaniimasi durumunda
bilimsel normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve
sonuclarin baska bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat
yaptimadigini, tezin herhangi bir kisminin bu Universite veya baska bir tniversitedeki

baska bir tez ¢calismasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

Idris CELIK

Not: Bu tezde kullanilan 6zgin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, ¢izelge,
sekil ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat
Eserleri Kanunundaki hiktmlere tabidir.



OZET

MARKOV ZINCIRININ TEMEL OZELLIKLERI
VE CESITLI UYGULAMALARI

Idris CELIK

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, 2013
Yiksek Lisans Tezi, 85s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu calismada 6ncelikle temel olasilik kavramlari kisaca ele alinmis, rastgele
degisken, stokastik siire¢c ve Markov siireci kavramlari tanimlanmistir. Onemli bir
stokastik stre¢ sinifi olan Markov zincirinin genel yapisi, baslangic dagilimi, gecis
olasilik fonksiyonu ve gecis matrisi ile verilmistir. Markov zincirinin durum uzayi
incelenmis ve haberlesen, yutucu, gecici ve tekrarli durumlar tanimlanarak
siniflandiriimistir. indirgenemez, periyodik, dizenli Markov zincirleri ve duragan
dagilimlar incelenmis ve d&zellikleri verilmistir. Son bolumde  ise Markov
zincirlerinin cesitli alanlardaki uygulamalari verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Markov zinciri, haberlesen durum, yutucu durum, gecis
matrisi, duragan dagihm

II



ABSTRACT

FUNDAMENTAL PROPERTIES AND SEVERAL APPLICATIONS OF
MARKOV CHAIN

Idris CELIK

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2013
MSc. Thesis, 85pp.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

In this study, the basic conceps of probability has been primarily discussed
briefly, random variables, stochastic processes and Markov processes are defined.
The general structure of Markov chains, the important class of stochastic processes,
is given with the initial distribution, the transition probability function and the
transition matrix. The state space of the Markov chain is studied and classified with
defining communicating, absorbing, transient and recurrent states. irreducible,
periodic, regular Markov chains and stationary distributions are studied and
properties are given. In last part, applications of Markov chains on several fields are
given.

Key Words: Markov chain, communicating state, absorbing state, transition matrix,
stationary distribution
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1. GIRIS

Olasilik Teorisi, rastgele olaylarin, rastgele sureclerin ve rastgele degiskenlerin
analizini kendine konu edinen bir matematik bilim dalidir.16. ylzyilda Gerolamo
Cardano (1501-1576) olasilikla ilgili cesitli hesaplamalar yapmis, élimiinden sonra
yayinlanan ve iginde, bir parti oyunda verilen bir diizeni gerceklestiren sonug sayisi
ile uzun bir dizide bu duizenin ortaya ¢ikis yinelenimi arasinda iliski kurdugu Liber
de Ludo Aleae (Sans Oyunu Kitabr) adli kitabi yazmistir. Ancak Cardano, olasihgi
salt kumarla ilgili bir kavram olarak ele aldigindan bu calismalar bir matematik dall
olusturacak seviyeye ulasamamistir. Matematiksel Olasilik Teorisinin tarihsel kokleri
17. ylzyilda Pierre de Fermat ile Blaise Pascal arasinda yapilan, Chevalier de Mere
isimli kumarbazin tiretip Pascal’a yonelttigi iki sans oyunu sorusuna (biri zar sorusu
digeri ise bolustirme sorusu) dair matematiksel incelemeleri konu edinen
yazismalara dayanir. Pascal’in donim noktasi sayilabilecek isi Olasilik kavramini
kumardan uzaklastirarak bilginin belirsizligiyle iliskilendirmesidir. Boylece olasilik
teorisi, kumarcilarin hizmetinde bir bilim olmaktan uzaklasarak gercegi arastirmada
kullanilabilecek bir yontem durumuna gelmis ve o6zellikle 19. ve 20. ylzyilda
geleneksel olasilik teorisi ile bilgi arasindaki iliski derinlemesine incelenebilmistir.
Olasilik Teorisiyle ilgili ilk bilimsel eser, Christiaan Huygens tarafindan 1657 yilinda
yayinlanan, olasilik hesabinin detayl bir sekilde anlatildigi “De Ratiociniis in Ludo

Aleae”(Sans Oyunlarinin Mantigr) adh eserdir.

18.yuzyilin baslarinda Jakob Bernoulli ve Abraham de Moivre calismalariyla
Olasilik Teorisinin bir Matematik bilim koluna donlismesinin 6nunt agmislardir.
Bernoulli, sonsuz seriler zerine yaptigi ve 1689 yilinda yayinlanan énemli bir
calismasinda Olasilik Teorisindeki Buyik Sayilar Yasasi’ni yayinlamistir. Bu yasa
Olasilik Teorisinin uygulamalari igin temel olusturmaktadir. Ayrica 6liminden 8 yil
sonra 1713 yilinda yayinlanan Ars Conjectandi (Kestirim Sanati) adh inlt kitabinda
Huygens’in sans oyunlariyla ilgili calismasini (De Ratiociniis in Ludo Aleae)
genellestirmis, permutasyon ve kombinasyonlari inceleyip sistemlestirerek raslanti
oyunlarina uygulamis, binom dagilimlariyla ilgili Bernoulli Teoremini gelistirmistir.
De Moivre ise 1718 yilinda yayinlanan tnlu eseri The Doctrine of Chances (Sans
Teorileri) isimli kitabinda olasiligi, matematik beklentiyi, bagimsizlik ve kosullu

bagimsizlik kavramlarini tanimlamis, kapsama-dislama prensibini ortaya atmis,
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birkac farkli rastgele olaydan ortaya ¢ikan bilesik olayin olasiligini bulmak igin ilk
defa formiller bulmus, toplama ve carpma kurallarini agiklamistir. Ayrica normal
olasilik yogunluk fonksiyonunun olusumu icin ilk calismalar De Moivre’den

gelmistir.

19. ylzyihn bagslarinda (1812) Pierre-Simon Laplace, Theorie Analytique Des
Probabilities (Olasiliklarin Cozimlemeli Teorisi) isimli kitabini yayinlamis, 19.
yuzyilin basvuru eseri olan kitabinda, kendi teorilerini gok ve yer mekanigine
uygulamis, sans oyunlarinin sistematik ve kapsamli bir dokimand vermistir. Carl
Friedrich Gauss ise Laplace-Gauss yasasina dayanarak hatalarin genel bir kuralini
gelistirmis ayrica en kuglk kareler yontemini genellestirmistir. Adolphe Quetelet,
James Clerk Maxwell, Ludwig Boltzmann ve Josiah Willard Gibbs yaptiklari
calismalarda olasilik teorisini matematiksel fizik ve istatistiksel mekanik alanlarinda

da kullanmaya baslamislardir.

Onceleri olasilik teorisi genellikle ayrik olaylari incelemek igin gelistirilmis ve
kullanilan yontemler genellikle timlesik matematik kurallarina dayandiriimistir. 20.
yuzyila dogru gelindiginde ve 6zellikle 20. yizyilda matematik analiz gorusi agir
basarak olasilik teorisine surekli degiskenlerin incelenmesi de katilmistir.
A.N.Kolmogorov, R.Mises tarafindan ortaya atilan Orneklem uzayr kavramlarini
Olcim teorisi kavramlariyla birlestirerek 1933 yilinda Kolmogorov aksiyomlarini
ortaya atmistir. Bu aksiyomlar bilim camiasi tarafindan modern olasilik teorisinin
ana aksiyom sistemi olarak kabul edilmistir. Bu gelismelere baglh olarak olasilik
teorisinin uygulama alanlari da genislemistir. A.A.Markov, N.Wiener, Bertrand
Russel, H.Poincare, W.Feller, A.N.Kolmogorov, W.Doeblin, P.Levy, J.L.Doob gibi
bilim adamlarinin ¢alismalari sayesinde giinimuizdeki formuna ulasan olasilik teorisi,
istatistik, tip, molekiler biyoloji ve genetik, ekonomi, finansal matematik, psikoloji,

fizik, muhendislik ve daha birgok alanda kullaniimaktadir.

Stokastik surecler teorisi, olasilik teorisinin 20. Yuzyilda ortaya ¢ikan ve hizla
gelisen bir boélumidar. ilk kez J.Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilan
stokastik kavrami, 20. yuzyilin baslarinda Unli olasilik¢l V.Bortkiyevi¢ (1868-
1913)’in katkisiyla tekrar kullanilmaya baslanmistir.



Zaman igerisinde onceden kestirilemeyecek sekilde gelisen sireclere Stokastik
(Rastgele) surecler denir. Stokastik sirecler rastgele degiskenlere bagl olan

sireclerdir. Daha kesin bir tanim vyaparsak, rastgele degiskenlerin bir

{ X, :t eT}ailesine stokastik siire¢ denir. Burada t bilinen bir T indis kiimesine ait

zaman indisidir. Rastgele degiskenin aldigi her bir degere durum , X, ye ise

degiskenin t zamanindaki durumu denir. Rastgele degiskenin alabilecegi degerlerin
tanimlandigi uzay durum uzayi olarak adlandirilir. Bir stokastik stire¢ durum uzayi

ile tanimhdir. Durum uzay sirekli (reel sayili, sayllamaz) veya kesikli (tam sayili,

sonlu veya sayilabilir) degerlerden olusabilir. Buna gore, {Xt 't eT} sureci surekli-

durumlu stokastik sure¢ veya kesikli-durumlu stokastik sure¢ olarak adlandirilir.
Benzer sekilde indis kimesi T de stirekli (Negatif olmayan reel sayili) veya kesikli
(Negatif olmayan tam sayili) olabilir. Bu durumda stre¢ sirekli-zamanh stokastik

stire¢ veya kesikli-zamanli stokastik stire¢ olarak adlandirilir.

Stokastik strecler teorisinin matematiksel temelleri 20. yuzyilda A.A.Markov,
E.Slutski, N.Wiener, A.Y.Khinchin ve A.N.Kolmogorov gibi matematikciler
tarafindan atilmistir. O zamandan beri stokastik slreclerin teorisi ve uygulamalari
W.Feller, P.Levy, AWald, J.L.Doob, K.lto, E.Dynkin, A.Skorohod, L.Takac,
E.Cinlar gibi bilim adamlarinin  6nemli calismalariyla devamli bir gelisim

gostermistir.

Stokastik strecler teorisinde genis ve énemli bir yer teskil eden siireclerden biri
de Markov surecidir. Markov sureci, strecin gelecekteki durum olastliginin kosullu
olarak surrecin gecmis durumlarina degil de, yalnizca halihazirdaki durumuna bagl
oldugu stokastik strectir. S6z konusu bu 6zellige Markovyen 6zellik denilmektedir.
Markovyen 06zelligi olan bir sistemde, bir durumdan diger duruma gegis, sadece bir

onceki duruma bagli olan kosullu olasiliklar ile ifade edilir.

Markov surecinin esasi, 20. yuzyilin baslarinda A.A.Markov’un, Brownian
hareketi olarak bilinen kapali bir kutu igindeki gaz molekdllerinin yapisini ve
davranislarini matematiksel olarak agiklama denemesine dayanir. Markov surecinin
ilk dogru matematiksel yapist N.Wiener tarafindan 1923 yilinda kurulmus, genel

teorisi ise 1930 ve 1940 yillari arasinda basta A.N.Kolmogorov olmak Uzere
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W.Feller, W.Doeblin, P.Levy ve J.L.Doob gibi bilim adamlari tarafindan
gelistirilmistir.

Bu calismada 6zel bir Markov sureci (stokastik stire¢) olan ve bir¢ok bilim dali
uygulamalarinda ayri bir 6neme sahip Markov zincirleri ele alinmis ve genis bir

literatlir taramasi yapilarak Markov Zincirlerinin temel 6zellikleri verilmistir.

Calismaya ge¢meden o6nce Markov zinciri ile ilgili kisa bir bilgi verelim.
Markov zinciri ilk kez 1907 yilinda matematiksel modele bagli olarak A.A. Markov
tarafindan tanitilmis, Markov’un adina atfen Markov zinciri olarak aniimistir. Genel
olarak Markov zinciri kesikli indis kiimeye ve sonlu veya sayilabilir durum uzayina
sahip olan Markov sireclerine denir. Yani, Markov zinciri , Markovyen 6zeligini
saglayan bir stokastik sirectir. Bir Markov zinciri , bir matematik modelde, takip
eden bir durumdan bir diger duruma bagl olan ya da sik tekrar eden durumlarda
kullanilir. Markov zincirleri, onceki olaylar hakkinda, bir ya da daha fazla olaya
bagh olarak yansitilan durumun olasilik matrislerinden (Gegis matrisleri) olusur.
Markov zincirlerinin ¢ énemli elemani vardir. Birincisi; sistemin zaman icerisinde
bulunabilecegi tim olasi durumlarin listesi, ikincisi; meydana geldiginde sistemin
icerisinde bulundugu durumu ve dolayisiyla durum olasilik vektoriinl degistiren
olaylar ve ugiincusu ise belli bir durumda bulunan sistemin bir olay sonucunda hangi

olasilikla hangi duruma gececegini gosteren bir kare matris olan gecis matrisidir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE GENEL BiLGILER

2.1. Olasilik Uzaylari

Olasilik teorisinde temel dusunce, sonuglari dnceden kestirilemeyen rastgele
deneyler Uzerinedir. Bu deneyler Gzerinde titizlikle cahsiimis ve sistematize

edilmeye calisiimistir.

Bir deneyin temel unsurlari, sonuclari, érnek uzayi ve olaylaridir. Bir deneyin
sonunda gozlemlenebilecek durumlarin her birine bir sonug, bu deneyin ortaya
¢tkmasi muhtemel tiim sonuclarinin kiimesine ise o deneyin drnek uzay! (Q) denir
(Cinlar 1975).

Ornek 2.1.1.

i. Hilesiz bir zarin bir kez atilmasi deneyinde ornek uzay,Q={1,2,3,4,5,6}

ii. Madeni paranin atilmasi deneyinde ornek uzay, Q={Y,T} (Y:Yazi, T:Tura)

iii. Iskambil kartlarinin bir grubundan (sinek, maca, kupa, karo) rastgele bir kart

cekme deneyinde érnek uzay, Q={A,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K} dur.

Bir veya daha fazla sonucu eleman olarak kabul eden, érnek uzayin bir alt
kiimesi, olay olarak adlandirilir. Bir A olayinin meydana gelebilmesi icin gerek ve
yeter sart deneyin go6zlemlenen w sonucunun, A Kkimesinin bir elemani

olmasidir.

Meydana gelmesi igin gerek ve yeter sartin A olayinin meydana gelmemesi olan

olaya A’nin tumleyeni (complement) denir ve A" ile gosterilir (Cinlar 1975).

Bir olayin timleyeni, iki olayin birlesimi ve kesisimi kisaca asadidaki sekilde

tanimlanir.

i A={weQ:wgA}

ii. AUB={weQ:weAveyaweB} (2.1)
iii. AnB={weQ:weAveweB }

ve De Morgan kurallarindan,

(AUB) =A"nB°, (ANB) =A"UB° (2.2)



saglanir.
@’ye imkansiz olay, ’ya ise kesin olay denir. Dikkat -edilirse
@ =0° ve Q=°0ldugu kolaylikla goruldr.

Sonlu birlesim ve timleme islemleri altinda kapali olan bir aileye Q Uzerinde
bir cebir denir(Cinlar 2011).Benzer sekilde sayilabilir(sonsuz) birlesim ve tiimleme
islemleri altinda kapali olan aileye ise Q (zerinde bir s —cebir denir. Her

s —cebir bir cebirdir , ancak tersi dogru degildir.

Q icindeki bitin olaylarin ailesini I ile gosterelim. Teorik kiime notasyonunda

bir A olayi, 3 nin bir elemani (Ae J)iken Q’nin bir alt kimesidir(Ac Q).

Burada I, sigma cebir (s —cebir) yapisina sahiptir, dolayisiyla asagidaki
ozellikleri saglar.
i. DeJ, Ae3

ii. Eger AeJise, A°e 3 (2.3)

iii. ieNicin AeJ ise, |JAEST .
i=1

Q Uzerinde tanimli her s —cebiren azindan Q ve & vyi icerir. Dolayisiyla Q
Uzerindeki en basit s —cebir , trivial s —cebir denen JI={T,Q} , en

blylks —cebir ise, ayrilk s —cebirdenen ve 2% ile gosterilen Q nin bitin

altkiimelerinin ailesidir.

Ornek 2.1.2. Q bos olmayan bir kiime olmak lizere 2% kuvvet kimesi bir
s —cebirdir. Gergekten,

. OcQ,Q0cQ = Je2% Qe2°

ii. AcQ = A°=Q-AcQ = A°e2”
li. AcQ,ieN = UACQ = UAEZQ

i=1 i=1
oOzellikleri saglanir.

3 ile ayni s —cebir Ozelliklerini saglayan alt kimelerine 3 ’nin

alt s —cebirleri denir.



Ornek 2.1.3. Hilesiz  bir zar atilmasi  deneyini  distnelim.  Ornek
uzay, ={1,2,3,4,5,6} olur. Burada G ={@,Q,{1,2},{3,4,5,6}} olarak segilirse
G, 3’ninalt s — cebiri olur. Ancak, G, ={@,Q,{1,2},{3,4,5}} olarak segilirse
G,, 3 'ninalt s — cebiri olmaz ¢linkii, {1,2} kiimesinin timleyeni olan {3,4,5,6}
kimesi G, ’nin elemani degildir, yani G, s — cebir degildir.

U, Q’nin altkiimelerinin keyfi bir ailesi olsun. U ’yu igeren en kiigliik s — cebir
s (U)=[){G:G birs —cebir,U =G} ile tammlanir. Burada s (U)’ya U tarafindan
tiretilen s — cebir denir. Ornek olarak, R"’in agik alt kiimeleri (veya dikdortgenleri)
tarafindan Uretilen s — cebire R"’in Borel s — cebiri (veya Borel cebiri) denir ve
B,. ile gosterilir.

Bir deneyin herhangi bir sonucunun meydana gelme olasihgi, olasilik 6lglsu
kavramina bagli olarak olasilik dagilimlari ile bulunur. Her bir A  kimesini

asagidaki ozelliklere bagh olarak bir P(A) sayisina esleyen P fonksiyonuna olasilik

6lcisl denir (Nualart 2012).

P:3-[01]  ve, 0<P(A)<l
A—P(A)

ii. P(Q)=1 (2.4)
iii. 3’nin ayrik elemanlarinin birlesimlerinin olasihigi, her bir elemanin

olasiliklari toplamina esittir. Yani, her i = j igcin A nA = olmak lzere,

AeJ icin, P[U jzz P(A).
i=1 i=1
Burada, P(A) , A olaymin olma olasiligidir. imkansiz olayin olasihigi sifir
(P(2)=0), kesin olayin olasiligi ise 1 (P(Q)=1)dir. Dogal olarak olasiligi 1 olan

baska olaylar da bulunabilir.

Yukarida (2.4) teki ti¢ aksiyom alisilagelmis olasilik bilgilerimizle tutarhidir ve
bu aksiyomlarin yol gdstermesiyle asagidaki temel olasilik hesabi kurallari elde

edilir.



i. AnB=Qg ise, P(AUB)=P(A)+P(B)

i. P(A)=1-P(A) (2.5)
iii. AcB ise, P(A)<P(B)

Ispat.

i Oncelikle P(&)=0 oldudunu gosterelim. (2.4iii))yde A=A =---=&

olarak alinirsa OA =@ oldugundan P(Q)+P(D)+---+P(J)=P(D) elde edilir.

i=1

Bu ise, (2.4i) den 0< P(&) <1 oldugundan ancak P(&J)=0 oldugunda saglanir.

Simdi, A ve A ayrikolaylar (ANA =) , A=A =A== olsun.

O  halde A AA,... ler aynktirlar  ve OA =AUA dir
i=1

P(A)=P(A)=P(A)=--=P(0)=0 oldugundan (2.4iii) den

P(AUA)=P(A)+P(A) eldeedilir. A=A ve A =B alinirsa ispat biter.

ii. A ve A° ayrik olaylardir ve (2.5i) den P(AUAC)=P(A)+ P(A") dir.
Diger taraftan, AUA°=Q ve (2.4ii) den P(Q)=1 oldufundan P(A)+P(A")=1
dolayisiyla P(A")=1-P(A) elde edilir.
iii. AcB olsun. B=AU(A°nB) vyazilabilecejinden ve A ve A°NB
ayrik oldugundan, (2.5() den P(B)=P(A)+P(A°nB) yazilabilir. (2.4i) den
P(A°B)=0 dirve boylece P(A)< P(B) elde edilir.

(Q,S) ikilisi ~ Ozerinde hilesiz  bir zarin atilmasi  deneyi igin,
{1}.{2},{3},{4}.{5} ve {6} sonuclarinin her birine % olasihgini karsilik getiren gok

kolay bir 6lcu vardir. Yani,



Simdi ise cift say1 gelme olasihgl, tek sayr gelme olasiliginin 3 kati olan hileli

bir zarin atiimasi deneyini g0z onune alalim. Burada,
P (11)= P ({31) = P ({8}) =5 ve P"({2})=P"({4}) = P ({6}) == olacak

sekilde yeni bir P Olcust kullanmamiz gerekir. Bu yeni P* Olclsi (2.4) teki
aksiyomlari saglar ve dikkat edilirse Q Ornek uzayr ve 3 s — cebiri

degismemistir. Bu da gosteriyor ki ayni 6rnek uzayi ve s — cebiri Uzerinde iki farkli

olasilik olgiisii tanimlanabilir.  (Q,3,P) ve (Q,S, P*) gibi.

Rastgele bir deneyle iliskili olan olasilik uzayl, (©,3,P) (clist (bu Gcliye

olasilik tg¢lust denir) ile ifade edilir. A.N.Kolmogorov tarafindan ortaya konan bu
Uclundin her biri (daha dnce de tek tek aciklandigi tizere) deneyle ilgili asagidaki (g

6nemli soruya cevap verir.

i. Deneyin muhtemel sonuglari nelerdir? (Q)
ii. Deneyin sonucu hakkinda ne gibi bilgilere sahibiz? (J)

iii. Her bir sonucun meydana gelmesinin altinda yatan olasilik nedir?( P)

Ornek 2.1.4. Hilesiz bir zarin atilmasi deneyini g6z 6niine alalim.

0={1,2,3,4,5,6} (mumkiin sonuglar) olur.

3I=P(Q) (Q’nin bittin altktimelerini igerir) ve s(J3)=2° dr.

Ornek 2.1.5. Belirli bir zaman arahginda meydana gelen trafik kazasi sayilarinin

incelendigi bir deneyi g6z 6niine alalim. Burada,

Q={0,1,2,....} (mimkin sonuclar) olur.

3 =P(Q) (Q’nin bitiin altktimelerini icerir) dir.

k
P({k}):e"lk—! (I >O0parametreli Poisson olasiligl) k tane kazanin olma

olasihigidir.

Ornek 2.1.6. [2,3] araligindan rastgele kapali bir reel sayi araligi secmek istersek;

Q=[2,3], 3 [2,3]nin Borel cebiri, [a,b] =[2,3] aralifinin olasiligi ise



P([a,b]):%:$:b—a olur.

Olasilik uzaylar carpim uzayi olarak yapilanabilir ve tekrar eden rastgele
deneylerin modellemesi icin kullanilabilir. Ornek olarak iki zarin atilmasinda 6rnek
uzay Q=1{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,56} dir. Yani, a,be{1,23,4,56} olmak uzere
Q’nin elemanlari w = (a, b) seklinde ikililerden olusur. Reel degerli sonlu n-liler igin
(Alfabenin harfleri arasindan n tanesinin secilmesi, bir zarin n defa atilmasi gibi)
Q=R" seklindedir ve bu durumdaki  sonuclar n  elemanh

W =(X%,%,.... X,) € R" vektorleridir.

2.2. Rastgele Degiskenler ve Stokastik Surecler

Genellikle, bilhassa uygulamali problemlerde, bir deneyin olasi sonuglarindan
ziyade bu sonuglarin fonksiyonlariyla ilgilenilir. Deneyin sonuclari reel degerlerle
ifade edilirse, bu sonuglar deneyin 6rnek uzayindan reel sayilara bir fonksiyon olarak
distintlebilir. iste bu fonksiyonlara rastgele degiskenler denir.

Tanim 2.2.1 Q 06rnek uzay, Q igindeki bitln olaylarin ailesi 3 ve ECR olmak

lizere E icindeki herhangi bir B Borel kiimesi i¢in, X *(B) e 3 olan J- dlcilebilir

X:Q—>E
w — X(w)

fonksiyonuna bir rastgele degisken denir (Nualart 2012).
X rastgele degiskeni, Q icindeki her bir w sonucuna bir X(w) degerini karsilik
getirir.

X:Q - E icin, E sonlu veya sayilabilir sonsuz bir kiime ise X ’e kesikli
rastgele degisken, aksi durumda yani, sayilamaz oldugu durumda ise X ’e sirekli
rastgele degisken adi verilir (Cinlar 1975).

Ornek 2.2.1. Bir madeni paranin 3 kez atilmasi deneyinde 6rnek uzay
Q={TTT,ITY, TYTTYY,YTT,YTY,YYT,YYY}

olur. w€Q icin X(w) Yaz sayisi olarak alinirsa;



X(TTT)=0
X(TTY)=X(TYT)=X(YTT)=1
X(TYY)=X(YTY)=X(YYT)=2
X(YYY)=3

ve dolayisiyla weQ igin X(w)e{0,1,2,3} elde edilir.

Ornek 2.2.2. X, iki zarin atilmasi deneyinde st yiize gelen sayilarin carpimini

gosteren rastgele bir degisken olsun. Bu durumda P olasilik fonksiyonu olmak (izere;

P(X =1) = P((1,1)) =1/36
P(X =2) = P((1,2),(2,1) = 2/ 36

P(X =11) = P(2) = 0/36 =0
P(X =12) = P((2,6),(6,2), (3,4), (4,3)) = 4/36

P(X =36) = P((6,6)) =1/36

olarak elde edilir. Dolayistyla X rastgele degiskeni 1 den 36 ya kadar
{1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,18,20,24,25,30,36} degerlerini alir. Ayrica (2.4iii) den

P(Ej(x = n)]:iP(X =n)=1
elde edilir.

Ornek 2.2.3. Bir yaris aracinin ilk 60 saniye boyunca yapti§i  ivmenin
gozlemlendigi bir deneyi g6z Online alahim. Bu durumda her bir olasi sonug
0 <t <60 icin tanimli, reel degerli sagdan strekli w fonksiyonlandir ve Q 6rnek
uzay! ise butin bu w fonksiyonlarinin kiimesidir. t € [0,60] olmak (zere, her bir
w € Q igin,

X, (w) =w(t),

Y, (w) = '[;W(s)ds,

z,(w)=[ Y, w)du = ["'w(s)dsdu

olarak alinirsa, X,,Y,,Z, , Q uzerinde rastgele degisken olurlar. Burada w sonucu



icin, X, ye t zamanindaki ivime, Y, ye t zamanindaki hiz | Z, ye t zamanindaki konum
denir (Cinlar 1975).

Olclilebilirlik sarti, a < b olacak sekilde iki reel sayi verildiginde a < X(w) < b
olan bitiin o sonuglarinim kimesinin bir olay olmasi anlamina gefir. Bu olay
{weQ : a < X(w) < b} yerine kisaca {a < X(w) < b} ile gosterilir. Daha genel
olarak (E = R alindiginda) bu olaylari beR olmak tzere { X(w) < b} veya kisaca
{X < b} olarak, benzer sekilde P{w : X(w) < b} olasthgini ise kisaca P{X < b}

ile gosterecegiz.

Tanim 2.2.2.
| (b)=P{ng}, —oo<b<oo, (2.6)

ile tanimlanan @ fonksiyonuna, X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir

(Cinlar 1975). Bir rastgele degisken cogu zaman 6rnek uzayi Uzerinde tanimli

fonksiyonundan ziyade dagilim fonksiyonu ile karakterize edilir.

¢ dagihm fonksiyonu asagidaki dzellikleri saglar.

I. @, azalmayandir,
ii. @, sagdan sureklidir, (2.7)
jii. imj (b)=1
jv. Jimj (6)=0

Herhangi bir ¢ fonksiyonu icin, ¢’yi dagilim fonksiyonu olarak kabul eden bir X
rastgele degiskeni vardir.

X sayilabilir bir E kimesinde deger alan kesikli rastgele bir degisken olsun. Bu
durumda, herhangi bir i € E igin,

p@i)=P{X =i} (2.8)

negatif olmayan bir sayidir. Ayrica,

Yp(i)=1 (2.9)

icE

saglanir.



{p(i):i eE} (2.10)
ailesine X’in olasilik dagilimi denir.

X, kesikli degilse olasilik dagilimlari,

{P{a< X <b}:a<beR},

{P{X <a}:aeR},
veya (2.11)
{P{X>a}:aecR}

seklindedir.

X’in kesikli olmadigi durumda bazen dagilim fonksiyonunu diferansiyellemek
(tiirevlemek) mimkindir. iste dagilim fonksiyonunun bu tiirevine, X’in olasilik

yogunluk fonksiyonu denir (Cinlar 1975).

Olasilik teorisinin temel kavramlarindan biri de bagimsizliktir. Herhangi iki
olaydan birinin gerceklesme olasiliginin, diger olayin gerceklesip gerceklesmedigine
bagh olmamasi durumunda bu iki olaya bagimsiz olaylar dendigini biliyoruz. Ayrica
iki olayin bagimsiz olmasi icin gerekli ve yeterli sart bu iki olayin arakesitleri

olasihiginin, olasiliklari carpimina esit olmasidir.

Tanim 2.2.3. Her i,i,,...,i e EIgin,
P{X, =iy, X, =iy} = P{X, =i }-...- P{X, =i, } (2.12)

oluyorsa X,,..., X, kesikli rastgele degiskenlerine bagimsiz degiskenler denir.

n

Benzer sekilde X. ler R de deger aldiginda, her Bb,b,...b, € R igin,

P{X,<b,..X,<b}=P{X <h}-..-P{X <h} (2.13)

oluyorsa X,,..., X, rastgele degiskenlerine bagimsiz degiskenler denir.

n

Zaman icerisinde Onceden bilinemeyecek sekilde gelisen surecler rastgele
streclerdir. Bir rastgele slrecin alabilecedi bittn degerlerin kiimesi, o stirecin durum

uzayini olusturur.

Tanim 2.2.4. Bir E kiimesinde deger alan ve ayni {Q,3,P} olasilik uzayinda tanimli
X, rastgele degiskenlerinin bir {X :teT} ailesine, durum uzay E olan bir Stokastik

Sure¢ denir. T kimesine parametre kimesi veya indis kimesi denir ve eger



T=N={0,1,2,...} ise slrece kesikli parametreli sure¢, T sayilamaz ise ya da bir aralik
ise surece surekli parametreli stre¢ denir. Burada t indisi zaman parametresi olarak
dustnulebilir, bu durumda X; ye surecin t zamanindaki durumu denir. Tanimdan da
gorulebilecegi Uzere Stokastik sureg, rastgele degiskenden farkli olarak zamana da

bagli olan bir fonksiyondur.
Bir stokastik sire¢, durum uzaymin ve indis kiimesinin kesikli veya surekli
olmasina gore;
o Kesikli zamanli, kesikli durumlu
e Kesikli zamanli, strekli durumlu
e Sirekli zamanl, kesikli durumlu
e Sirekli zamanli, strekli durumlu
olmak tizere dorde ayrilir.
Her weQ icin T indis kiimesi Uzerinde tanimlanan t - X (w) fonksiyonuna

stirecin  realizasyonu, yoringesi, Ornek yolu veya o6rnek fonksiyonu denir.

Ornek 2.2.4.

i. Bir paranin 5 kez atihip Yazi’larin sayildigi bir deneyde w={T,Y,T,Y,T}
sonucuna karsilik gelen 6rnek yol {0,1,1,2,2} dir.

ii. Iki hilesiz zarin 5 kez atilip Ust yiize gelen say ciftlerinin toplami 6 olanlarinin
saylldigi bir deneyde w={(4,3).(2,2),(2,4),(1,5),(3,3)} sonucuna karsilik gelen
ornek yol {0,0,1,2,3} tdr.

Tanim 2.2.5. Her bir teT icin, P{X =Y} =1 sartini saglayan {X, :teTVe

{Y,:teT} stokastik streclerine denk stokastik strecler denir. ( Nualart 2012). Burada

{X,:teT} slreci {Y,:teT} surecinin bir versiyonu olarak dustinulebilir.
iki denk siireg tamamen farkli 6rnek yola sahip olabilirler. Gergekten, 9 , stirekli

dagilim fonksiyonuna sahip negatif olmayan bir rastgele degisken ve indis kiimesi

T =[0,0) olmak iizere,

X, =0
0, g=t
r={ al
1, g=t
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strecleri denktirler fakat 6rnek yollari farkhdir (Nualart 2012).

Tanim 2.2.6. {X,,teT} reel degerli bir stokastik siire¢ ve {t,...t,;} =T olmak

uzere, (X, ..., X, ): Q@ — R" rastgele vektdriinun B, =Po(X,.., X, ) olasilik

......

dagilimina {Xt,teT} strecinin  sonlu boyutlu marjinal dagilimi  denir.

Simdi ise Markov sirecinde siklikla kullanacagimiz kosullu olasilik kavramina

biraz deginelim.

Tanim 2.2.7. ABeQ iki olay olmak tizere,
I. 0<P(A|B)<1

ii. P(AnB)=P(A|B)P(B) (2.14)

oOzelliklerini saglayan P(A|B) sayisina B olayi gergeklestiginde A olayinin kosullu
olasiligi denir(Cinlar 1975).

P(A| B), (2.4) teki kosullari sagladigindan bir olasilik élctsuddir.
P(X, =i | X, =iy, X, =i,) olasihgini, i, s €E, A={w:X(W)=ig} ve
B={w:X,(w)=i,,X,(w)=i,} olmak (izere P(A|B) vyani, B  olay

gerceklestiginde A olayinin kosullu olasiligr anlaminda kullanacagiz.

2.3. Markov Sureci

Tanim 2.3.1. E durum uzayinda deger alan kesikli-zamanli bir {Xt,teT}
stokastik slrecini g6z onune alalim. E@er, her t = 1 igin, X,,,’in olasihk dagilimi,
stirecin t zamanindaki bilinen durumu olan X, tarafindan belirleniyor (kosullu

olarak bagh) ve bu dagihm k<t-1 icin, gegmis X, degerlerinden kosullu olarak

bagimsiz ise, yani bu sirecteki her bir durum kosullu olarak sadece kendinden dnceki
duruma bagli ise, bu 6zellige Markov Ozelligi veya Markovyen Gzellik denir.
Markovyen 6zellige sahip bir stokastik slrece ise Markov sureci denir.

Dolayisiyla, bir {Xt,t eT} Markov sirecinde; her sonlu 0<l1<..<t<t+1eT
zaman dizileri ve j,..., J,,, € Edurumlari igin,
P(Xt+1 = jt+l | Xt = jt""' XO = jo) = P(Xt+1 = jt+1 | Xt = Jt) (2.15)

saglanir.
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Eger (2.15) deki sayilar t’ye bagl degilse, stirece Homojen Markov Sireci denir.
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3. MARKOV ZINCIRI

Tanim 3.1.  Q bir 6rnek uzayi, P ise Q Uzerinde tanimli bir olasilik 6l¢tst olsun.
Her bir teT={0,12,..}ve weQ icin X (w)eE olacak sekilde sayilabilir E
kiimesini, sayilabilir durum uzay: olarak kabul eden {X,:teT} stokastik sirecini
g6z onlne alahm. Bu durumda 0,1,...,t,t+1eT Ve j,,..., j,,; € E i¢in, (2.15) esitligi
saglaniyorsa {Xt :teT} stokastik slrecine Markov Zinciri denir. Tanimdan da

kolayca gorulebilecegi Uzere Markov Zinciri, kesikli zamanli ve sonlu veya

sayilabilir durumlu Markov sirecidir.

Ornek 3.1.  Bir sirkete ait 3 tane telefon hatti var olsun. Bu hatlarin herhangi bir
andaki mesgul olanlarinin sayilarini dikkate alalim. Herhangi bir anda bu hatlarin ya
hicbiri mesgul degildir ya 1 tanesi, ya 2 tanesi ya da 3 tanesi mesguldur. Verilen bir

zaman arahginda her dakika bu hatlarin mesgul olanlarinin sayilarini gézlemlersek
ornek uzayr Q, :{0,1,2,3} olan bir X rastgele degiskeni olusur, oyleki; X, ilk
g6zlemdeki mesgul hat sayisi, X, ikinci gozlemdeki mesgul hat sayisi vb. olur.
Mesgul hatlarin sayilarinin olusturdugu bu X, X,,... dizisi rastgele bir sire¢

olusturur. Bu suregte mesgul olan hat sayilari, sadece kendinden dnceki en son
gozlemdeki mesgul hat sayisina bagl oldugundan ve sure¢ kesikli zamanli ve

sayilabilir durumlu oldugundan bir Markov Zinciridir.
3.1. Baslangi¢ Dagilimi, Gegis Olasilik Fonksiyonu ve Gegis matrisi

{X: : t=0 , teT} kesikli indis kiimeye sahip bir Markov zinciri olsun. Bu Markov
zincirinin durum uzayini sonlu E={0,1,2,...,n} olarak alalim. Oncelikle bu siirecin

baslangi¢ durumunu belirleyelim. Bunun i¢in bir p,(i) baslangic dagihmina ihtiyag

vardir.
Tanim 3.1.1.
p,(I)=P(X,=i) , i€E (3.1)

ile tanimlanan P, (i),i € E  fonksiyonuna zincirin baslangic dagilimi denir. Bu
fonksiyon,
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Po(i)=0

ve
Zpo (i)=1
i=0
ozelliklerini saglar.

Baslangi¢ durumu belirlendikten sonra, bir sonraki durum P(i,j) gecis olasilik
fonksiyonuyla belirlenir.

P(i,j)=P{Xn+l=j|Xn=i}, i,jeE (3.2)

seklinde gosterilen P(i,j) fonksiyonu, n-yinci aninda i durumunda olan zincirin

(n+1)-inci aninda j durumuna gecis olasiligi anlamina gelir ve bir-adim gecis

olasihigi olarak adlandirilir. Bu fonksiyon,

PG,j)>0 i jeE (3.3)

ve

Y P(i,j)=1 ieE (3.4)

jeE
ozelliklerini saglar.
Bir-adim gecis olasihgi zaman parametresinden bagimsiz oldugunda, yani zincir
homojen oldugunda, Markov zincirinin duragan gecis olasiligina sahip oldugu

sOylenir ve
P{Xps=i X, =i} =P(.i)=p, ;i jcE (3.5)
seklinde yazilabilir.

Tanim3.1.2. p; gecis olasiliklari E? =ExE ile indislenen, negatif olmayan bir

matris i¢ine yerlestirilebilir. Bu durumda olusan

0O .. n
0 P -+ BPon
_ pl= - . : ", :
P=P=[p]= :| i " (3.6)
n pnO pnn

matrisine Makov zincirinin gecis matrisi denir.
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(3.6) matrisinin bilesenleri (3.3) ve (3.4) ozelliklerini sagladigindan bu matrise
Markov matrisi denir. Kisaca, bir Markov zincirinin matrisine Markov matrisi denir

(Cinlar 1975).

Durum uzayr E={0,1,2,3,...,n} vyani |E| = n+1 oldugundan P gecis matrisi

(n+1)x(n+1) boyutlu kare matristir.

Ayrica, ortak olastliklar,
P(X, =g, X, =iy, X, =y, X, =1) (3.7)

=P(X, =iy)P(X; =i, | X, =iy)P(X, =i, | X, =1,)..P(X, =1, | X, ; =I.,)
seklinde ifade edilebilir. Bu ise, buttin ortak dagilimlarin gegis olasilik fonksiyonu ve
baslangi¢ dagilimi ile belirtilebilecegini ifade eder. Yani,

P(X, =iy, X, =i,) = P(X, =i,)P(X; =i, | X, =i,)

=Py (ip) Py, ;)

ya da,

P(X, =iy, X, =1y, X, =i,) = P(X, =iy, X, =i,)P(X, =i, | X, =iy, X, =I,)

=p,(iy) P(iy, i, ) P(X, =1, | X, =1y, X, =1y)

Markov 6zelliginden,

P(X, =i, | X, =iy, X, =i;) = P(X, =i, | X; =1,) = P(i,i,)
oldugundan,

P(X, =iy, X, =iy, X, =i,) =P, (iy) Py, i) P(i,i,)

elde edilir. Timevarim yontemiyle,
P(X, =iy, X, =iy, X, =1.) =P, (i) Py, i) Py, i,)... PP, 100 ) (3.8)
oldugu goruldr.

Siirecin i durumundan j durumuna m adimda gelmesi olasihgi P™(ij) ile

gosterilir. Burada n,m € N ve her i,j €E igin,
PO, J) = P{Xom= 11X, =i} (3.9)
olasiligina m-adim gecis olasilik fonksiyonu denir.

Bir Markov zincirinin m-adim gecis olasiliklari
P™(i, j)=>_P(i,K)P™ (K, j) (3.10)
k=0

15



esitligini saglar. Ozellikle,

L
mzlmeEGJ)zpaj)vemzomewGJ)zlz{’{ J

0,i=#]
seklindedir.

(3.10) esitligi P™=PxP™" esitligine denktir ve bdylece iterasyonla
P"=PxPxP..xP
elde edilir. Diger bir deyisle zincirin i durumundan j durumuna m-adimda gecis

olasthgr P™(i, j), P matrisinin m-yinci kuvvetinin (i,j)-nci bilesenidir.

(3.10) esitliginin en genel formu, Ym,n € N ve Vi,j€E igin,
P™"(i, j)= 2 P"(i,k)P"(k, j) (3.11)

keE
olarak ifade edilir. Bu esitlige Chapman-Kolmogorov denklemi denir. Bu denklem
bize, baslangi¢ durumu i olan bir X stirecinin m+n adim sonra j durumuna gelmesi
icin bir k ara durumunda olmasi gerektigini ifade eder, dyleki, sire¢ m adim sonunda

k durumuna, ardindan kalan n adim boyunca da j durumuna geger.

(3.9) olasilik fonksiyonunun belirttigi matrise m-adim gegis olasilik matrisi denir

P"=[P™(,j)]

i,jeE
ile gosterilir.

Ornek3.1.1. X ={X,;keN} , durum uzayr E={x,y,z} ve gecis matrisi
X 'y z
x |1/3 1/2 1/6

P= y|1/4 0 3/4
z| 0 1/2 1/2

olan bir Markov zinciri olsun. Bu durumda,
P{X1=Z,X2=Z,X3=y,X4=x,X5=z,X6:y,x7=z|)(ozx}

= P(x,2)P(z,2)P(z, y)P(y, x)P(x, 2)P(z y)P(y, 2)
1111113

olarak elde edilir.
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Iki-adim gegis olasiliklari ise
X y z
x [17/72 1/4 37/72
P°= y | 1/12 1/2 5/12
z | 1/8 1/4 5/8

matrisi ile verilir. Ornek olarak,

a-) P{XZ =X|X, = Z} =P?*(z,X) =

| |k

b-) P{X5 = y\stx}:Pz(x, Y):4

c) P{X,=2X,=2X,=2X, =YX, =X}
= P(x,2)P?*(z,2)P(z, 2)P*(z y)

olarak hesaplanabilir.

Dikkat edilirse iki-adim gegis matrisinin herhangi bir satirinin elemanlari

toplami 1 dir. Benzer sekilde m-adim gecis matrisi, P™ icin de

S P(i k) =1
k=0
esitligi saglanir.

Gecis matrisi sirecin herhangi bir adimdaki yapisal 6zelliklerini yansitir. Gegis
matrisinin her bir satiri belirli bir durum icin herhangi bir adimda sirecin
gelebilecegi butin durumlari gosterir. Dolayisiyla bir durumdaki slrecin herhangi bir
adimda gelebilecegi bltin durumlarin olasiliklar toplami 1 olacagindan gecis

matrisinin her bir satirinin bilesenleri toplami 1 olacaktir.
Ornek 3.1.2. X, durum uzayl E={1,2,3}, baslangic dagimi  p =(1/4,3/4,0)

(Bir mp baslangic dagilimi ¢(E) boyutlu satir vektori olarak dustndlebilir. Burada
Mo = { mo(1), M(2), me(3)} tur ve my yerine m kullanilmistir.) ve gecis matrisi
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1 2 3

103 02 05
P=2|05 01 04
3105 02 03

olan bir Markov zinciri olsun. Bu durumda asagidaki olasiliklari hesaplayalim.

a) P{X;=3X,=1X,=2[X,=2}="?

Oncelikle ¢oziimlerde kullanacagimiz iki-adim ve tig-adim gegis olastliklarini

veren P? ve P?® matrislerini bulalim.

03 02 05|]03 02 05
P?=P.-P=|05 0.1 04|05 01 04
05 02 03|05 02 03

1 2 3
1044 0.18 0.38
P?= 2 /040 019 041
31040 0.18 0.42

044 018 0.38|]03 0.2 05
P’=P>.P=/0.40 0.19 04105 0.1 04
040 0.18 042||05 0.2 03

1 2 3
10412 0.182 0.406
P*= 210420 0.181 0.399
310420 0.182 0.398
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a) P{X,=3X,=1X,=2[X,=2}=P*(2,3)-P(31)-P*(L2)
= (0.399) - (0.5) - (0.18)
= 0.03591

b-) P Z[P P{X,=1X, =i}]

=p(D)-P’ALD)+p(2)-P*(2,)+p@3)- ...

1 3
==.(0.44) +>.(0.40)+0
2 (0.44) 1 (0.40)

=0.41

c) P Z[P P{X,=1X, =i}]

=p@)-PPLD+p)-PP2D+p(@)- ..

1 3
= 5 (0412)+7-(0420)+0
=0.418
d-) P{xz=1,x5=3}=Z[P{x0:i}-P{x2=1,x5:3]x0=i}]

=p(D)-P*(LD-P’1L3)+p(2)-P*(2,)-P*L,3)+p(3)- ...

:%-(0.44) -(0.406) +§-(o.40) -(0.406) +0
=0.16646
e-) P{X =1 X,=2 X, =3} =D [P{X,=i}-P{X, =1 X, =2, X, =3|X, =i}]

=p@)-PLY-P*1,2)-P*(2,3)+p(2)-P(2,1)-P*(1,2)- P*(2,3) +p(3)- ...

= % -(0.3)-(0.18)-(0.399) + % (0.5)-(0.18)-(0.399) +0
=0,032319

Tanim 3.1.3. Bilesenleri negatif olmayan ve bilesenleri toplami 1 e esit olan tek
satirli matrise bir olasilik vektort denir. V=(V1,V2,...,Vn) olasilik vektoru igin
V>0 ve > v =1 ozellikleri saglanir. Olasilik vektdrii bir Markov zincirinde

i=1
baslangi¢c durumunun gézlemlerinin durum olasiliklarini belirler.

0

V=[P, B, - B - Pl

19



satir matrisi baslangi¢ olasilik vektoridir ve gecis matrisiyle birlikte bir zincirin
belirli bir durumda belirli bir zamandaki olasihgini belirler. P matrisinin i. satiri, i.
olasilik vektori olmak (zere, zincir i. durumundayken 1 adim sonraki durum
olasiliklari,

Vil:ViO-P:[pu Bo o B - pin]'P

ile bulunur. 2. adimdaki sonugclarin olastliklari ise Vf =V/.Pile yani, v} vektori ile

P gecis matrisinin carpimi ile bulunur. Benzer islemlerle,

V' =V P=(V.P"?).P=Vv.P"

elde edilir. Dolayisiyla baslama durumundan herhangi bir adimdaki sonuclarin

olasiliklart v, olasilik vektort ile P gegis matrisinin kuvvetleri ile belirlenir.

Ornek 3.1.3. (Ornek 3.1) deki telefon érnegi icin gecis matrisini

N X X% X
02 05 02 01

%

x {03 04 02 01
X, 101 03 04 02
X (01 01 03 05

olarak tanimlayalim. Baslangic olasilik vektord,

v=[0.5 03 02 0]

olsun. Bu durumda iki adim sonra iki hattin mesgul olma olasiligini bulalim.

02 05 02 017
03 04 02 0.1
01 03 04 02
01 01 03 05

vP?2=[05 03 02 0]
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0.22 037 0.25 0.15
021 0.38 0.25 0.15
0.17 031 0.30 0.20
0.12 022 0.28 0.24

-[05 03 0.2 0].

% X % %
=[0.21 0.43 0.24 0.12]

elde edilir. Dolayisiyla iki hattin mesgul olma olasiligi 0.24 tir.

3.2. Markov Zincirleri Uzerine Bazi Ornekler

Ornek 3.2.1. (Bernoulli stirecinde basarilarin sayisi)

N _, herhangi bir denemede basari olasihgi p olan n tane Bernoulli

n?

denemesindeki basarilarin sayisini gostersin.
P{Nn+l = J ENO’ Nl""’ Nn} = P{le = J DNn}
oldujundan {N, :ne N} bir Markov zinciridir. Gergekten,

P{N,,=,N, =i

n+l —

P{N, =i}

R =P{N,,=JjN,=i}=

ij n+l

yazilabilir. Dolayisiyla, {N,:neN} durum uzayr E =N olan bir Markov zinciridir.

Bu Markov zincirinin gecis matrisini asagidaki gibi yazabiliriz:
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- O O O
el ol o]
o T O

Bu Markov zincirinde n-adim gegcis olasiliklari soyledir:

m+n

R™ =P{N

) =jEINm:i}:P{Nm+n—Nm:j—i}
:P{Nn: j_i}
n!

S s 0G0

Hg™# i =i,..,i+n

Ornek 3.2.2. (Rastgele yuriyis modeli)

A, A, ... ler ortak olasilik fonksiyonu f olan tamsayi degerli bagimsiz rastgele
degiskenler ve X,, A lerden bagimsiz, tamsayi degderli bir rastgele degisken olsun.
X, =X, +A+...+A olarak tanimlanirsa, {X,:n>0} dizisine bir rastgele
ylrlyus denir. Bu durumda X, ler, durum uzayr tamsayilar ve gecis fonksiyonu
p, =P(,j)=f(j—i) olan bir Markov zinciri olusturur. Bunun dogrulugunu
kanitlamak i¢in X, 1in dagilimini p, ile gosterelim. Bu durumda,

P{X, =gy Xy =i} = P{Xy =g, A =i, =gy A =i =i}
=P{X, =i} P{A =i, —is}..P{A =i, —i .}
=p,o(,) (i, —1,)... (0, —1,,)
=P, (i) Py, i))..P(, 1,1,)
= po(io) pioil pin,lin
yazabiliriz. Boylece (3.8) saglanmis olur.

Bu Markov zincirine gore, tamsayilar tzerinden bir parcacigin hareket ettigini
dustinelim Bu parcacik, i de ne zaman olursa, nasil orada olduguna bakilmaksizin,

f(j—1) olasihgi ile j durumuna sicrar.

Ozel bir durum olarak, f()=p,f(-1)=qvef(0)=r olan bir basit rastgele
yuruyus modeli disunelim. Burada, p, g ve r negatif olmayan ve toplamlari 1 e esit

olan degerlerdir. Buna gore gecis fonksiyonu,
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p ,j=i+1
q ,j=i-1
r,j=i

0 ,digerh.

P, J)=p; =

seklindedir.

Bir parcacigin boyle bir rastgele yiriyis modeline sahip oldugunu disunelim.
EQer bu pargacik verilen bir gozlemde i durumunda ise, o zaman bir sonraki
gbzlemde p olasih@i ile i +1 durumuna, g olasihigi ile i —1 durumuna sigrayacaktir

ve r olasihgi ile ayni i durumunda kalacaktir.
Ornek 3.2.3. (Kumarbazin iflasi Problemi)

Bir kumarbazin her oyunda bir para birimi kazanma olasiligi p, bir para birimi

kaybetme olasihgi da 1— pile tanimlansin. Kumarbaz oyunu ancak iki sartla birakir;

ya elindeki para sifira disecektir (iflas) ya da N para birimine ulasacaktir. Bu

durumda Markov zincirinin gecis olasihgi su sekilde olusacaktir:

:p:l—P._l , i:1,2,3,...,N_1

Yukaridaki denklem rastgele yurlyts modeliyle 0 ve N durumlari haricinde
uyusmakta, fakat oyun O ya da N durumuna girdiginde bir daha buradan

ctkamamaktadir, bu iki durum yutucu durumdur.

Ornegin, bir kumarbazin elinde 0 zamaninda (baslangigta) 2 Turk Lirasi (TL)
kadar para vardir. Bu kumarbaz her seferinde 1 TL vyatirabilecedi bir oyun
oynadiginda, kazanirsa yatirdigi 1 TL yi ve bir o kadar paray! daha aliyor, kaybetme
durumunda ise yatirdigi para geri verilmiyor. Para 4 TL ye ulastiginda ya da
bittiginde ise oyun sona eriyor.

Dikkat edilecek olursa t+1 oyun sonra elde olan para miktari, t-yinci oyundan
sonra eldeki kalan para miktarina baghdir. Bu da bu durumun bir Markov zinciri
oldugunu gostermektedir. Oyunun kurallari da zaman icinde degismediginden
Markov zinciri duragandir. Asagida gosterilen gecis matrisinde, durum olarak alinan,

elde bulunan paradir.
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1 0 0 0 0]
1-P 0 p 00O
P-|l 0 1-P 0 p O
0 0 1-P 0 p
0 0 0 0 1

Gegis matrisinde, p,, = p,, =1 oldugu gorilmektedir, yani 0 ya da 4 TL para

birimine ulasildiginda oyun bitmektedir, durum degismemektedir. Diger durumlarda

ise kaybetmenin olasiligi 1— p, kazanmanin olasihgi ise p oldugu goérilmektedir.

3.3. Degme Anlari

Tanim 3.3.1. (X))o » 9ecis matrisi P olan bir Markov zinciri , A ise E durum
uzayinin bir alt kiimesi olsun. 3In=0 igin X e Alse,

T,=min(n>0: X, € A) (3.12)
vn 2 0 igin X ¢A ise, T,=c seklinde tanimlanan

T,:Q2—{012,..} Ufo}
rastgele degiskenine Markov zincirinin A c E kimesine ilk kez dahil oldugu an yani

degme ani (zamani) denir.

Ta, a € E ile a noktasinin degme anini gosterelim.

P" (X, y):Zn:PX(Ty =mP""(y,y),n>1 (3.13)

m=1

degme anlarini iceren 6nemli bir esitliktir. Bu esitligin ispati icin {Ty =m X, = Y}

ayrik olaylarin kiimesini ele alahm. 1<m<nolsun. {X =y}= U{Ty =mX, = y}

m=1

seklinde tanimlansin. Bdylece y nin degme anina gore {Xn = y} olayi parcalanir. Bu

parcalanmadan

P"(x y) =P.(X, = y):Zn:Px{TyZm' X, =y}

m=1

:Zn:F;(Ty:m)P(xn=y|xO=x,Ty=m)

m=1

=Y R (T,=m)P(X, = y[ X, =X X, # Vi, Xy £ ¥, Xy = Y)

m=1

= > R (T,=m)P ()
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elde edilir. Dolasiyla (3.13) saglanir (Aliyev,2010)

Zincirin i baslangic durumu verildiginde, A’nin ortalama degme ani,
m* =E{T,| X, =i} (3.14)
olarak tanimlanir. Burada E{T,| X, =i}, zincirin i baslangi¢ durumu verildiginde

Ta nin kosullu beklentisidir.
Teorem3.3.1. m'= {mA li e E}ortalama degme anlari vektori,

0 e A
A
m- = 1+ZéamjA g A
je

lineer denklem sistemi icin negatif olmayan minimal ¢6zimdir. Bu durumda eger
herhangi bir {yi\i € E} negatif olmayan ¢6zim icin ¢6zim minimal ise,

Vi €E igin y >m” dir.

ispat: Ederi € Aise T,=min{n>0|X, e A} =0dir, buise m* =0demektir yani
zincir n=0 adimda kesinlikle A igindeki bir durumda olacaktir.

i € A olsun. ilk adimda,
mA =B {T,| X, =i}
= D P(X, = | X, =DE{TA| X, =i, X, = j}

jeE

Markov 6zelliginden,
= Z pijE{TA | X, =i}

jeE

= z By 1+ mjA)

jeE
=1+ pm
jeE
elde edilir. Boylece verilen denklemler saglanir.
Simdi ise kabul edelim ki {yi li e E} denklemlerin negatif olmayan bir

¢6zimi olsun. O halde i € Aiigin mjA =y, =0dir.i ¢ A iginise,
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Yi = 1"'2 By Y

jeE

=1+Z pij (1+Z pjkyk)

jeA ke A
=1+Z pij +ZZ pij pjkyk
jeA jeAkegA

=L GGt Gt DD Py P

elde edilir. Burada q,=P(X, 2 AX,eA-- X, & A|X,=i), X zincirinin i
baslangi¢c durumundan sonraki ilk n adim icinde A ya girmeme olasiligidir.

y. negatif olmayan varsayildigindan ve son ifadeden,

Y, 2140+ 0, +--+0,

elde edilir.
n keyfi secildiginden, n — oo igin limit alinirsa,
Y 2 lim(l+ g +0,+--+0,) =’
elde edilir. Yani, her i € E icin y, >m" dir ve boylece {n"|ieE} minimal
¢cozimdur.
Baslangi¢ durumu i olan bir (X,),., Markov zincirinin A kiimesine degme
olasihigi
h* = R(T, <) (3.15)
ile gosterilir. Eger A kapal bir sinif ise h* ya yutulma olasiligi denir. Dolayisiyla

h* =P(Ayadedme), m" =E, (Ayadedme ani) olarak alinir.

Ornek 3.3.1. Gegis diyagrami

0.5
0.5 0.5

05

ile verilen bir zincir, 2 den basladiginda 4 (n icine yutulma olasiligi nedir?

Zincirin 1 veya 4 icine yutulmasi ne kadar surer?
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Oncelikle,
h =R (4e defme), m, =E, ({14} e degme zaman )
olarak alalim. Acikca gérilebilir ki h =0,h,=1 ve m=m, =0 dir. Simdi de 2

den basladigimizi kabul edelim ve bir adim sonraki durumu g6z 6niine alalim. 0.5

olasilikla 1’e ve 0.5 olasilikla 3’e gecebiliriz. Boylece,

h,=(0.5)h +(0.5)h,, m,=1+(0.5)m+(0.5)m,
elde edilir. ikinci formiilde 1 goriilir ciinkii ilk adim icin zaman sayiyoruz.

Benzer sekilde,
h,=(0.5)h,+(0.5)h, , m,=1+(0.5)m,+(0.5)m,

elde edilir.

h,=(05)h =(05)[(05)h, +(0.5)] ,
m, =1+(0.5)m, =1+(0.5)[ 1+(0.5)m, |
dolayisiyla,

bulunur. Yani, 2 den baslandiginda 4’e degme olasthgi 1/3 ve ortalama yutulma

zamani 2 dir.

Teorem332. h*=(h*:icE) degme olasiliklari vektori,
1 e A
A
V=13Rh | icA

ijh
jeE

lineer denklem sisteminin negatif olmayan minimal ¢ozimudar.
(Burada minimallik her i i¢in x >0 olmak Uzere her i icin x >h anlamindadir.)
ispat:  Oncelikle h*nin lineer denklem sistemini sagladigini gosterelim. Eger

X,=ieAise T,=0 di, boylece h* =1 dir. X,=igA ise T,>1 dir.

Boylece Markov 6zelliginden

Fi)(TA<oo|Xl:j):Pj(TA<oo):th '
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hA:Fi)(TA<OO):ZFi)(TA<OO’X1: )]

jeE

=2 R <o, X = R(X,=])=) ph

jeE jeE
elde edilir.
Simdi kabul edelim ki x=(x :i € E) lineer denklem sisteminin herhangi bir

¢OzUmi olsun. O halde i €A icin h* = x =1 olur. Kabul edelim i ¢A olsun, boylece

X =2 X =2 P+ 2 Py

jeE jeA jeA
elde edilir. Bu durumda eger,

X :Z Pj« +z P X

keA ke A

yazilirsa,

X=> P+t P [Z Pyt pjkxkj

jeA jeA keA ke A

=R(X,e A+R(X; g A X, e A)+ZZ By Pjic X

jeAkegA

elde edilir.

Son ifadedeki x yerine tekrar esiti yazilir ve bu islem n kez uygulanirsa,

X =R(X, e A+..+R(X; g A... X, g AX e A+D ..D> PP, P ;%

heA  jagA

elde edilir.

Eder x negatif degilse, son ifadenin sag tarafi da negatif degildir ve kalan

terimler toplami P(T, <n) olur. Bdylece her nicin x > P(T, <n) , dolayisiyla
X ZIimpi(TASn):Pi(TA<OO):h

elde edilir.

28



3.4. Durum Uzayinin Siniflandiriimasi

3.4.1. Yutucu Durum

Markov zincirlerinin 6zel bir hali de 6nceden belirlenen kosullara erismeyi
durduran sistem veya sireclerdir. Yutucu Markov zinciri ile modellenerek bu turden

stireclerin sistemleri incelenebilir.

Tanim 3.4.1.1. Girildiginde bir daha cikilamayan duruma yutucu durum denir.
Diger bir ifadeyle, P(i,i) =1 veya her j #i ic¢in P(i,j) =0 ise i durumu yutucu

durumdur.

Sirasiyla asagidaki iki kosul saglandiginda zincirin kendisine yutucu zincir
denir.
1-) Zincir en az bir yutucu duruma sahiptir.
2-) Her bir yutucu olmayan durumdan yutucu bir duruma bir veya daha fazla

adimda gecis mimkunddr.

Dolayisiyla yutucu bir zincir, sonlu sayida adim sonra yutucu durumlarin birinin

icine yutulur.

Ornek 3.4.1.1. Gegis diyagrami,
1 01 1

0.29

olan bir Markov zincirini ele alalim. Bu zincirin gegis matrisi
1 2 3 4
11 0 0 0
210 1 0 0
"3/03 029 0 041
410 072 013 0.15

seklindedir.
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P(1,1) =1 oldugundan 1 durumu yutucu durumdur. Benzer sekilde P(2,2) = 1
oldugundan 2 durumu da yutucu durumdur. Ancak 3 ve 4 durumlari yutucu olmayan
durumlardir. Ote yandan 3 ve 4 yutucu olmayan durumlardan yutucu olan 1 veya 2

durumlarina ulasmak mimkin oldugundan bu Markov zinciri yutucu zincirdir.

Ornek 3.4.1.2.

Bir adam bir dogru boyunca orjin ve 4 noktasi arasinda ytrtimektedir.1,2,3
noktalarinda bulunma halleri distnulerek, bulundugu noktadan p olasilikla saga ve
1 - p =q olasilikla da sola bir adim gidebilmektedir. O ve 4 noktalarinda bulunmasi

halinde ise belirtilen noktalarda kalacagina gore gecis matrisini yaziniz.

GCOzum: n adim sonra adamin durumu X, rastgele degiskeni ile ve i noktada

bulunmasi E; ile gosterilirse, durum uzayi

[E E.E B E)]
olur. Burada Ep ve E; yutucu durumlardir. Diger durumlardan saga dogru yapilan
her bir adim p olasilikla, sola dogru yapilan her bir adim ise g = 1 — p olasilikla

yapilir. Gegis matrisini yazarsak,

E,L E E E E
E[1 0O 0 O O]
E|g 0 p 00
E (0 qg 0 p O
E10 0 g 0 p
E,|0 0 0 0 1]

elde edilir.

Yutucu Markov zinciri analizlerinde yutucu olmayan bir durumdan baslayan
stirecin n adim sonraki durumuna iliskin asagidakilere cevap aranir.
1. Surecin, yutulana kadar yutucu olmayan her bir durumda ka¢ defa bulundugu
2. Sdrecin yutulana kadarki adim sayisi

3. Surecin belirli bir yutucu durumda yutulma olasihgi

Yutucu Markov zinciri analizi igin gegis matrisinin diizenlenmesine ihtiyag
vardir. Gegis matrisi yutucu 6zelliginden dolayr dort alt matrise ayrilir. Bu yeni

sekilde gosterime matrisin standart formu veya kanonik formu denir (Halac 2005).
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Yutucu Markov zincirinde durumlar tekrar numaralandirilirken gegici durumlar
ilk numaralandirilir. Eger Markov zincirinde r tane yutucu durum ve Kk tane gecici
durum varsa, gecis matrisinin standart formu su sekilde olusturulur;

p_| 10 } (r) adet yutucu durum
| RQ } (k) adet yutucu olmayan durum

(r) (k)
Burada,
I (rxr) boyutlu birim matristir, bir yutucu durumda bulunma olastliklarini verir.
0: (rxk) boyutlu sifir matrisidir, bir yutucu durumdan yutucu olmayan bir duruma
gecis olasthgini verir.
R: (kxr) boyutlu matristir, herhangi bir yutucu olmayan durumdan bir yutucu duruma
gecis olasiliklarini verir.
Q: (kxk) boyutlu matristir, herhangi bir yutucu olmayan durumdan diger yutucu

olmayan durumlara gegis olastliklarini verir.

Simdi ise cevabi aranan (¢ sorunun cevabinin nasil bulunacagini verelim.
1-) Yutucu olmayan bir durumdan baslayan bir stirecin yutulmadan énce herhangi bir
yutucu olmayan durumda ortalama olarak ka¢ defa bulunacagi, gecis matrisi standart

formda yazildiktan sonra
E=(1-Q)"
bagintisindan elde edilir. Bu matrise temel matris denir.

2-) k = Yutucu Markov zincirinin yutucu olmayan adim sayisi,
E = (kxk) boyutlu Temel matris,
C = Elemanlari 1 olan (kx1) boyutlu stitun vektor,
olmak Gzere surecin yutulana kadar gerekli adim sayisi
EC

vektorindn bilesenleridir.

3-) Sirecin belirli bir yutucu durumda yutulma olasiligi B ile gosterilirse,

1

B=(I —Q)’ R
veya

B=ER
ile bulunur.
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Ornek 3.4.1.3. Gegis matrisi

9 10 11
0

8

0 001 O

0]

0

0

0 0 0 01 O

0

0 01 O

0
0

0 0

09 0 0 O

0 01 O

0 O
0

0

0.1

0 09 0 O

1]

10
11

olan zinciri ele alalim.

Oncelikle gecis matrisini standart formda yazalim. Bu durumda,

3

10 11 1 2

9

8

0

0

0

0.9

0

0 09

0
0

0

0
0

0
0

0 010 09
0
0 01 O

0

0

0|0 0 09 O
0
0 01 0 0 O

0

0
0

0
0
0

0 0110

100 O
11|/0 O

10 01 O

210 0 01 O

olup buradan,
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10000009 0 0 O
01 00O01|0 0 09 0 O
I-Q=/0 0 1 0 0O|-|0 O O 09 O
0001100 0 0 0 09
0 00010 O 0O 0 O]
1 09 O 0 0 |
0O 1 -09 O 0
=0 O 1 -09 O
0 O 0 1 -09
0 0 0 1 ]
ve dolayisiyla,
1 2 3 4 5
11 09 0.81 0729 0.6561]
210 1 09 081 0.729
E=(1-Q)'=3[0 0 1 09 081
410 0 O 1 0.9
5(0 0 O 0 1
elde edilir.

Yani , 1. durumda baslayan sirecin yutulana kadar ortalama olarak 1
durumunda 1 kez, 2 durumunda 0.9 kez, 3 durumunda 0.81 kez ve benzer sekilde 4
ve 5 durumlarinda ise 0.729 kez ve 0.6561 kez bulunacagini gosterir. Benzer sekilde
baslangic durumu 2,3,4,5 olan sirecin yutucu olmayan durumlarda ka¢ kez

bulunacagi belirlenir.
Simdi ise surecin yutulana kadar ortalama adim sayisini bulalim.

Yutucu olmayan bir durumdan baslayarak stirecin yutucu bir durumda yutulana
kadar ortalama adim sayisi, strecin yutucu olmayan her bir durumda bulunma

sayilari toplamina esittir (Halac 2005).
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E. (5%5) boyutunda temel matris, C ise (5x1) boyutlu situn matrisi olmak

Uzere stirecin baslangi¢ durumlarina gore yutulana kadar ortalama adim sayilari EC

matrisinin elemanlaridir. Boylece,

0 1
0 O
0 O
0 O

[4.0951
3.469
=| 271
1.9

1

EC

elde edilir.

Baslangic durumu Yutulana kadar ortalama adim sayisi

0.9
1

0.81
0.9
1

1 09 0.81 0.729 0.6561]
0.729

0.81
0.9
1

1 2 3 4 5
1[1 0.9 081 0729 0.6561]
210 1 09 081 0729
E=3|0 0 1 09 081
410 0 O 1 0.9
50 0 O 1

N

g b~ W0 N

Bu da gosteriyor ki, sire¢ 1 durumunda baslarsa 4.0951 ortalama adim sonra, 2
durumunda bagslarsa ortalama 3.469 adim sonra, benzer sekilde devam edilirse, 5

durumunda baslarsa ortalama 1 adim sonra yutucu bir duruma girer.
Simdi ise sirecin belirli bir yutucu durumda yutulma olasilhigini bulalim.

Yutulma olasiliklarini veren matris B =IER matrisidir. Boylece,

[4.0951]

3.469
2.71
1.9
1
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1 09 081 0729 06561][0 00 0 O 0 O
0 1 09 08 0729((0 0 01 0 0 O
B=ER=[0 0 1 09 081 [[0 0 0 01 0 O
00 0 1 09 ([0 0 0 0 01 O
00 0 0 1 Jlo o 0 0 0 01
6 7 8 9 10 11
1 [059049 0.1 0.09 0.081 0.0729 0.06561]
2 0651 0 01 01 0081 0.0729
=3/0729 0 0 01 009 0081
4108 0 0 0 01 009
5/ 09 0 0 0 0 0.1 |

oldugu gorular.

Dolayisiyla 1 durumunda baslayan bir sirecin 9 durumunda yutulma olasihgi
0.081, 6 durumunda yutulma olasihigi 7,8,9,10 ve 11 durumlarinda yutulma
olasiliklari toplaminin 1 den ¢ikarilmasiyla yani, 1 — ( 0.1 + 0.09 + 0.081 + 0.0729 +
0.06561 ) = 0.59049 olarak bulunur. Benzer sekilde yutucu olmayan 1,2,3,4,5
durumlarinda baslayan surecin 6,7,8,9,10,11 yutucu durumlarin birinde yutulma

olastliklari bu matris ile kolaylikla bulunur.

3.4.2. Haberlesen Durumlar

P"(i,j)=P(X,=]j|X,=i)>0 olacak sekilde sonlu bir n = 0 tamsayisi varsa,

I durumundan j durumuna varilabilir denir ve i~ j ile gosterilir. (Privault 2012)

Diger bir deyisle, i durumundan j durumuna sifirdan farkl olasilik ile belirli sayida

adimda ulasmak mimkdn ise, i den j ye varilabilirdir veya ulasilabilirdir.
Teorem 3.4.2.1.  Asagidakiler birbirine denktir.

Lo~

i. P@,i)P(@,i,)---P@, ., J)>0 , 3neN ve Ji,...,i_,€E.

iii. P(X,=j|X,=i)>0, 3n>0.

Ispat.  Egeri=j ise ispat aciktir. Bu yiizden i #j olsun.

(i. = iii.) Kabul edelim i~ | olsun.
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N>0, 0<P(X,=][X,=1)<) P(X,=]|X,=i)

n>0
oldugundan, sag taraftaki toplamda sifirdan farkh bir terim vardir. Dolayisiyla iii.
saglanir.

(il. = iii.) Kabul edelim ki ii. saglansin. Bu durumda

P(X, = [X,=i)= 2 P(i,i)P(iy,i,) -+ P(i,s, )

elde edilir ki bu toplam E icindeki durumlarin bitun olasi secenekleri boyunca
uzanir. Varsayimdan, bu toplam sifirdan farkli bir terim icerir. Bdylece

P(X, =] |X,=1i)>0 elde edilir, yani iii. saglanir.

(ii. = 1. ve iil. = i) Simdi de kabul edelim ki iii. saglansin.

P(X,=]|X,=1)>0 oldugundan toplam da pozitiftir ve dolayisiyla toplamin

pozitif  bir terimi vardir, yani ii. saglanir. Ayrica i. de saglanir, ¢lnki
P(X,=]|X,=1)<P(X,=]]|X,=i), Im>0

saglanir.

~ bagintisi yansiyan, simetrik ve gecisken oldugundan bir denklik

bagintisidir.

Tanim 3.4.2.1. Hem i durumundan j durumuna hem de j durumundan i durumuna
varilabilirse i ile j durumlarina haberlesen durumlar denir i~ j ile gosterilir.
Yani,
fevs | & i~ Ve |l

~ bagintisi yansiyan, simetrik, gecisken oldugundan <«~bagintisi da
yansiyan, simetrik, geciskendir. Dolayisiyla haberlesme bagintisi  bir denklik
bagintisidir. Her denklik bagintisinda oldugu gibi, bu denklik bagintisi da E vi
haberlesen siniflar denen denklik siniflarina ayirir. i durumuna karsilik gelen denklik

sinift, i durumuyla haberlesen bittin durumlarin kiimesidir. Yani,
[i(]={i€E:je~i}. (3.16)
Dolayisiyla tanimdan da gorilebilecegi lzere,
[J=li]eie |

olur.
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E sonlu bir kiime ise haberlesen siniflarin sayisi da sonludur, sonsuz ise

haberlesen siniflarin sayisi sonsuz olabilir.

Haberlesen bir sinif tek bir durumdan olusabilir. Bu sekildeki durum yutucu

durumdur ve bu duruma diger durumlarin higbirinden ulasmak mumkan degildir.
Ayrica iki haberlesen sinif ya estirler ya da tamamen ayriktirlar. VvieC
icin,

> P, j)=1

jeC

saglanirsa C < E durumlar kiimesine kapalidir denir. Bagka bir deyisle zincir bir
sinifa girer ve siniftan disari ¢ikamazsa o sinifa kapalidir denir. (Constantopoulos
2009)

Ornek 3.4.2.1. Asagidaki sekilde {1,2}, {3,4}, {5,6} , {7} siniflarindan olusan 4

tane haberlesen sinif vardir.

SRS
o

Zincir {5,6} ve {7} siniflarina girdigi ancak ¢ikamadigi icin bu siniflar kapali
siniflardir. {1,2} ve {3,4} siniflari ise kapal degildir.

Kendisi kapali bir sinif olusturan duruma yutucu durum denir. Dolayisiyla 7

durumu yutucu durumdur.

Kapali haberlesen siniflar, zinciri daha kiiciik, daha kullanish ve analiz edilebilir

parcalara ayirdigindan 6zellikle 6nemlidir.
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3.4.3. Gegici ve Tekrarlanan Durumlar
X,,neN durum uzayr E = {1,2,...}, gecis matrisi P=(p,;) _c0lan bir

Markov zinciri, T.

,  zincirin j duruma ilk kez degme ani ve N, ise zincirin |

durumuna degme anlarinin toplam sayisi olsun.

Tanim 3.4.3.1. R{T<oo}z1 oluyorsa i € E durumuna tekrarlidir denir (Cinlar
1975). Diger bir ifadeyle P{Xn =i,n>1| X, =i}=1 yani, i durumundan baslayan

bir Markov zincirinin tekrar i durumuna doénme olasihigr 1 ise, i€EE durumu

tekrarlanan(tekrarli) durumdur.

Tekrarhh olmayan duruma ise gecici durum denir. Gegici durumda

R{T :+oo} >0 dir. Yani, i durumundan baslayan bir Markov zincirinin tekrar i

durumuna dénmeme olasihgl pozitif ise, i € E durumu gecici durumdur.

Eger bir zincir tekrarli durumlarin olusturdugu bir sinifa girerse veya o sinifin
icinde baslarsa zincir sonsuza dek o sinifin icinde kalir ve o sinifin icindeki her
durumu sonsuz kez ziyaret eder. Fakat zincir gegici durumlardan olusan bir sinifa
girerse veya o sinifin i¢inde baslarsa geri donmemek tzere o sinifi terk eder baska bir
sinifa girer, girdigi sinif tekrarli ise zincir o sinifta sonsuza dek kalir, yok eger girdigi
sinif gecici ise zincir o sinifi da terk eder. Yani zincir bir gecici sinifa girdiginde
tekrarh bir sinifa girene dek bir gecici siniftan diger gegici sinifa girerek devam

eder.

Ornek 3.4.3.1. Gegis diyagrami

1
: 0.7

0.5

olan bir Markov zincirini inceleyelim.

Burada 0 ve 4 durumlari tekrarlidir. 1,2,3 durumlari ise gegicidir ¢linkl 1,2 ve
3 durumlarindan 0 ve 4 durumlarina ulasmak miumkdinken, 0 ve 4 durumlarindan 1,2

ve 3 durumlarina ulastlamaz.
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fij = R(Tj <)

olsun. f.

;» | durumundan ¢ikan bir Markov zincirinin belirli bir zamandan sonra ilk

kez j durumuna ulasabilmesi olasihgidir.

Eger f, =1 ise j durumuna tekrarlanan durum, f, <1 ise j durumuna gegici

durum denir.

EQer j tekrarlanan bir durum ise, j durumundan cikan bir Markov zinciri belirli
bir zamandan sonra bir olasilikla j ye geri doéner. j gecici bir durum ise Markov
zinciri 1 f; pozitif olasihgiyla j ye geri donmeyebilir.

j yutucu bir durum ise, P, (T, =1)=P(j, j)=1 ve dolaysiyla f; =1 oldugundan
j durumu tekrarlanan durumdur.

Teorem 3.4.3.1. i e E durumunun tekrarlanan olmasi igin gerek ve yeter sart
> = (3.17)
=1

olmasidir.

Bu teoremin ispatini asagidaki adimlarla, (Teorem 3.3.3.2) ve (Teorem 3.3.3.3)

yardimiyla yapalim.

R rastgele degiskenini zincirin i durumuna ilk geri donme zamani olarak
tanimlayalim. R nin olasilik yodunluk fonksiyonunu f™ n>1 olarak
gosterelim( £ = £”). Dolayisiyla,

£ =P{R =nlX, =i} =P{X =i, X #i,. X, #i| X, =i} (3.18)
dir ve aciktir ki, f® = p, dir. Diger butin f™ olasiliklari da p* nin terimleriyle
hesaplanabilir.

Teorem 3.4.3.2. nx1igin,

pi(in) = fi(l) pl(in_l) + fi(Z) pi(in_Z) Tt fi(n_l) pl(il) + fi(n) = Zn: fi(k) pi(in_k)' (3.19)

k=1

(3.19) saglanirsa,
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n-1
M _ nMm @) H(n-1) (2) p(n-2) (-1 D) = (M (k) (n=k)
fi = Pi _(fi Bi +fi Bi +"'+fi Bi ):pn _Zfi Bi
k=1

saglanir. Boylece f® i kullanarak f® vyi hesaplayabiliriz, daha sonra f® ve f©@
yi kullanarak . Ui hesaplayabiliriz, ve boyle devam edersek bitin f™ olasiliklari
hesaplayabiliriz.

Ispat: {Xn :i} olayr ancak {R = k},k:1,2,...,n gibi ayrisik olaylardan biriyle

beraber meydana gelebilir. Bundan dolayi, Toplam Olasilik Kanunundan,
P{X,=ilX, =i} =) P{R =KX, =i}P{X, =ilR =k, X, =i}
k=1

=Zn: {OP{X, =ilR =k, X, =i
k=1
elde edilir. Markov 6zelliginden,
P{X, =R =k X, =i} = P{X, =ilX, =i,1<I <k-Licin X, #i,X, =i}
=P{X, =ilX, =i}

_ nn-k)
— i

elde edilir ve ispat biter.
Simdi ise b =) f™ olasihdini  tanimlayaim.  Acika  goriiliir
=1

i b= P{an,n=1 X, =ilX, =i} = P{i durumunda baslayan zincir iye geri déner}

Bu durumda kolayca soylenebilir ki, i e E durumunun tekrarlanan olmasi igin
gerek ve yeter sart [; = 1 olmasidir. Dolayisiyla Teorem 3.3.3.1. asagidaki gibi

kurulabilir.

Teorem 3.4.3.3. Yukarida verilen gosterimler altinda

SRV =m0 < b =1 (3.20)

n=1

Veya buna denk olarak,
Y p"<o o b<l (3.21)
=1

dir.
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Ispat: U =) p{” seklinde tanimlayalim ve kabul edelim ki

n=1
U => p{” <o olsun. Bu durumda b, <1 oldugunu ispatlayalim. Bunun igin 6nce
=1

(3.19) esitliklerini asagidaki bicimde yazalim;
Y = 1
pi(iZ) = fi(l) pi(il) + fi(Z)
pi(is) = fi W pi(iZ) + fi(Z) pi(il) + fi(g)
: (3.22)
pi(in) = fi(l) pi(inil) + fi(Z) pi(iniz) ot fi(nil) pi(il) + fi(n)

N
U, = Z p"™ olarak tanimlayalim. (3.22) deki esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
n=1

U, =fPQ+U, )+ fP@Q+U, ) +..+ FOP@+U) + £V (3.23)

elde edilir. LimUN =U <o  oldugundan, bu limiti (3.23) te uygularsak,

U=fO0+U)+ f20+U)+..+ fP@+U)+...= b (1+VU) (3.24)
olur. Buradan,
b, = U 1 (3.25)
1+U

elde edilir. (Bu ise bu rastgele yiriytsin gecici oldugu anlamina gelir) n<N

olmak Uzere (3.23) teki butin 1+U_ carpanlarinin yerine 1+U,  yazalim. Her

n<N icin 1+U, <1+U, oldugundan,

U, < fOL+U )+ FPA+U )+ + FNPQ+U )+ £V (L+U)
=(fY+ £@ +..+ f")1+U,) (3.26)
<b (+U,)

elde edilir ki, bu sonadim b, =>" ™ oldugundan ileri geldi. Boylece,
n=1
o> Uy
' 1+U,

dir ve bu nedenle,
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bulunur. b, bir olayin olasiligi oldugundan b, <1 dir. Boylece b, =1 elde edilir.
Bu ise rastgele yiriylsin tekrarlanan oldugu anlamina gelir. Boylece (Teorem

3.3.2.3) ispatlanmis oldu, dolayisiyla (Teorem 3.3.2.1) ispatlanmis olur.

Simdi haberlesen siniflarin tekrarlanma ve gegicilik 6zelliklerini inceleyelim.
Oncelikle faydali olmasi bakimindan asagidaki teoremden baslayalim.
Teorem 3.4.3.4. i tekrarlanan bir durumve i~ ise, j~i ve f; =1 dir.
Ispat: i~-] ise, siirec iginde i den j ye, i ye geri dénmeden varilabilir. A > 0 bu
olayin olasiligi olsun. j varilabilir oldugundan i ye tekrar ugramama olasiligi 1- f,

dir. Boylece 1- f. , i ye asla donmeme olasiligi icin,
1-f, 21 1-f,;)=0

elde edilir. Ancak, i tekrarli oldugundan 1 f; =0 dir. A>0 oldugundan 1-f; =0

olmalidir. Boylece f, =1ve j~~i elde edilir.

Bu da gosteriyor ki, eder i~ | fakat j+~i olacak sekilde bir j durumu varsa i

durumu tekrarlanan durum olmak zorundadir.

Simdi ise tekrarlanan bir durumdan sadece tekrarlanan durumlara

ulasilabilecegini gosterelim.

Teorem 3.4.3.5. i ve | haberlesen durumlar olmak uzere, i tekrarlanan bir durum

ise J de tekrarlanan durumdur.

m

Ispat: i ve j haberlesen durumlar oldugundan p{ >0 ve p{"” >0olacak sekilde
k,m pozitif tamsayilari vardir. Ote yandan,

A
yazilabilir. Bu esitsizlik gercekten saglanir ¢linkd, j den baslayip k+n+m adimda |

m

ye varma olasiliklarindan biri, ilk olarak m adimda i ye varma (p}i) olasilikla),
ardindan nadimda i ye geri donme ( p{™ olasilikla), ve son olarak k adimda i den j ye

varma ( p{ olasilikla) olacaktir.
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i tekrarlanan oldugundan " p{” =oo dur ve boylece,

n=1

(n) (k+n+m) m K c (n) _
Z P ZZ Pji 2 P B; Z pi” =
n=1 n=1 n=1

elde edilir.

Tekrarlanma ve gegcicilik ozellikleri haberlesen bir sinifin 6zelligidir. Cunki
sonlu bir Markov zincirinde bir durumun gecici veya tekrarlanan olmasi onun gegici
veya tekrarlanan haberlesen sinif olmasina baglidir. Bu teorem gosteriyor ki, bir

haberlesen siniftaki durumlarin ya hepsi tekrarlanandir ya da hepsi gecicidir.
L(j).j€E, {j} kimesinin indikator fonksiyonu olsun. Bu fonksiyon

(L =i
L(J)—{O, i (3.27)

seklinde tanimlansin.

Zincir n inci adimda i durumunda ise, 1.(X,) =1 ve diger durumlarda 1 (X,) =0

oldugundan
N, = 1(X,) (3.28)
n=1

elde edilir. {N; >1} ile {T, <o} ayni olayi belirtirler. Bu sebeple,
Pj(Ni >1) = PJ(T| <) = fji
olur.
— f, = P{T, <oo|X, =i}

fii
1-f =P{T = 0|X, =i} (3.29)

olmak uzere eger bir durum tekrarlanan ise f, =1, gegiciise f, <1 dir.

EQer i gecici sinif ise, i ye sadece sonlu sayida donls yapilabilir, fakat i

tekrarlanan sinif ise i den baslayarak i ye sonsuz sayida dénus yapilabilir.

Teorem 3.4.3.6. X, =i ve N, i ye varislarin sayisi olmak uzere,

. 1
E(N|X, =1)=——
(NIX, =) ==

dir.
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Ispat: Yukarida verilen gosterimler altinda, kosullu beklenen deger tanimina gore,
E(N[X, =i) =E(N[T, =00, X, =i)P{T, =o0|X, =i}
+E(NJT, <o, X, =1)P{T, <o0|X, =i}
=1.0- f)+ f,[1+ E(N[X, =i)]

yazilabilir.

Eder T, = ise, n=0 icin i ye varilamayacaktir. Yani, E(NJT, =, X, :i):l
Eder T <o ise X, (X, =i) gibi bir adimda i ye varilabilir yani, IE(N|'I’i <o, X, :i)
dir. Markov 6zelliginden,

E(NJT, <00, X, =i)=E(N[T, <o0, X, =i)
elde edilir. Yani,

E(NJT, <00, X, =i)=1+E(N|X, =i)
olur. Dolayisiyla,

E(N[X, =i)=1.0- )+ {1+ E(N|X, =i)}.(f)
buradan,

. 1
E(N|X0:|):H

elde edilir.

3.4.4. Pozitif Tekrarli ve Sifir Tekrarli Durumlar

Bir Markov zincirinin i durumu icin ortalama tekrarlama zamanini
m =E(T|X, =i)=> nf (3:30)
n=1
ile gosterelim.

Tanim 3.4.4.1. f =1 ve m <o oluyorsai durumuna pozitif tekrarlanan durum

denir.

f. =1 m =oo ise, i durumuna sifir (null) tekrarlanan durum denir.

Ornek 3.4.4.1. nadimda tekrarlama olasihg
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g1
" n(n+l)

olan biri durumunu alalim.

(w__ 1 1 1

“h(h+D) n n+l

£ :i(l-ijzl

—=\n n+1

m = infii(n) :i n =

= = 00
n=1 n=1 n(n+l) n=1 n+1

olur. Dolayisiyla i durumu sifir tekrarl durumdur.

3.5. indirgenemez Markov Zinciri

Tanim 3.5.1. E durum uzayi tek bir haberlesen siniftan olusan yani, her i, j € E igin
i «~ j olan Markov zincirine indirgenemez Markov zinciri denir. indirgenemez bir

Markov zincirinde her bir durumdan diger durumlara bir veya daha fazla adimda

ulasmak mimkandr.

Ornek 3.5.1. Bir Markov zincirinin gecis matrisi
0 1 2
0| 0 1/2 1/2
P=1 |3/8 1/8 1/2
2 |1/3 2/3 0

olarak tanimlansin. Bu zincirin gecis diyagrami
1/2 1/8

seklindedir. Acikca goriliyor ki bu zincirde her bir durumdan diger durumlara

gecilebilir, yani zincir indirgenemezdir.
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Ornek 3.5.2. x, p; pozitif gegis olasiliklari olmak Uzere, asagida verilen gegis
matrisinin indirgenemez bir zincir tanimlayip tanimlamadigini her bir baslama

durumundan diger durumlara gecisin varhgi ile gosterelim.

1 2 3 45

1 [x x 0 x x|
2 10 x x 0 x
P= 3 |0 0 0 x x
4 |Ix 0 x 0 x
5 |x x 0 0 0

1. durumu g6z 6nune alirsak, 1. durumdan 3. durum hari¢ diger durumlara
varilabilir. 1. durumdan 2. duruma, 2. durumdan da 3. duruma varilabileceginden 1.
durumdan 3. duruma varilabilir. Benzer sekilde bakildiginda 2,3,4,5 durumlarindan
bir adimda varilamayan durumlara iki adimda varilabilecegi yani, (2—5—1),
(2—3—4), (3—4—1), (3—5—2), (3—4—3), (4—1-2), (4—3—4),
(5—2—3), (5—1—4), (5—1—5) oldugu kolaylikla gordlir. Dolayisiyla her bir
1,2,3,4,5 baslama durumundan diger tim durumlara varilabilir. Yani, bu gegis

matrisinin belirttigi zincir indirgenemezdir.
Eger bir Markov zinciri indirgenebilir ise, C,,C,,...,C., kapali haberlesen

siniflar ve D geri kalan bitun haberlesen siniflarin ailesi olmak (zere zincirin

durum uzay!
E=(C,uCu..uC_)uD (3.31)
seklinde yazilabilir.

Onerme 3.5.1. C kapali haberlesen bir sinif olsun. ~ P=(P(X,¥)),,.e  gegis

fonksiyonunun C ye kisitlanisini Pc ile gdsterelim yani,

R = (P(X ¥))yyec
olsun. O halde durum uzayi C, gecis fonksiyonu Pc ile verilen indirgenemez bir
{Yﬂ}neN Markov zinciri vardir.

Bu oOnerme bize, bir Markov zincirinin kapal haberlesen siniflarina
kisitlanabilecegini bdylece ayrica incelenebilecedini gostermektedir. indirgenebilen
Markov zincirlerinde ayrnisimdaki kapali alt kimeler ayri zincirler gibi
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incelenebilirler. Aslinda bu ayrisimlart 6nemli kilan husus, sayilabilen durum
uzayina sahip bir Markov zincirinin indirgenemez varsayilarak calisilabilecek
olmasidir. Bu indirgenemez parcalar birlikte indirgenmesi mimkin olan orijinal
Markov zincirinin bircok 6zelligini ortaya cikarabilirler. Kalan D kisminin durumu
ayrica incelenmelidir ancak duraganhik 6zellikleri incelenirken durum uzayinin D ye
karsilik gelen kismi yok sayilabilir. D igindeki durumlar igin iki olasi durum vardir:
ya kapali haberlesen C; siniflarina ulasacak ve orada yutulacaklar veya Markov

zinciri D nin her sonlu altkiimesini gececek ve sonsuza kadar 6yle devam edecektir.

Teorem 3.5.1. Her tekrarli sinif kapalidir. Yani, i tekrarli bir durum ve j durumu, i
yi bulunduran bir denklik sinifinin icinde degilse p, =0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki zincir i durumundan baslasin. P; gegis olastliklari pozitif
olsaydi j durumuna pozitif olasilikla gidilebilir ve i tekrarli oldugundan tekrar i ye
geri donllebilirdi. Fakat bir kere j durumuna gelindiginde i durumuna geri
donllemez cunki eger donulebilseydi i ile j haberlesecekti. Kabulimizden j, i yi
iceren bir denklik sinifinda bulunmadigindan haberlesemezler. Dolayisiyla p; pozitif

olamaz yani, P; =0 olmalidir.

Bu teorem, blttn durumlar tekrarl ise orada sadece bir siniftan sz edilebilecegi

sonucunu Vverir ¢unkd tekrarli bir sinifin igindeyseniz asla oradan gikamazsiniz.

Dolayisiyla, bir zincirdeki butin durumlar tekrarh (sifir veya pozitif tekrarl) ve
orada birden ¢ok denklik sinifi varsa, durum uzayinin sadece zincirin basladig

denklik sinifindan olustugu varsayilabilir.

Teorem 3.5.2. Her bir tekrarli j durumu igin j yi iceren indirgenemez kapali bir C

klimesi vardir.

Ispat: j tekrarli bir durum Cise j den ulasilabilen biitin durumlarin kiimesi olsun.

C nin kapal oldugu agiktir.i,k Cise i~k oldugunu gostermeliyiz.i C ise

j ~>1 dir. j tekrarli oldugundan (Teorem 3.3.2.4.) ten i~ ] saglanir. Boylece eger k
C bagka bir durum ise  j ~~k olur ve haberlesme bagintisi gecismeli oldugundan

i ~~K elde edilir.
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3.6. Periyodik Markov Zinciri
Tanim 3.6.1. x E durumunun periyodu,
d(x) =ebob{n=1P(X, =xX, = x) >0} (3.32)

vn>1 igin, P(Xn = XX, :x):O ise, d(x)=o seklinde tanimlanir.

EQer d(x) =1 ise x durumu periyodik degildir veya aperiyodiktir.

Periyodik bir durumdan baslandiginda sonlu sayida adimla tekrar o duruma
ulasilabilir.
Teorem 3.6.1. i« | ise d(i)=d(j) dir
ispat: ki ayn i, | durumlarini ele alalim. D, ={neN:p{” >0},
D, ={neN:p{’ >0}, d(i)=ebob D, d(j)=ebobD; olsun. Eger i« j ise

p7 >0 olacak sekilde a € N vardir ve eder j «~i ise p}’i >0 olacak sekilde b e N

vardir. Dolayisiyla p{*™ > p@® p®

) olur. Yani, a+beD, elde edilir. Boylece,

d(j)[@a +b elde edilir. Simdi ise neD, alahm. pj >0 olur ve buradan

a n

p& P > p® ptp® >0 elde edilir. Yani, a +n+b e D, olur. Bdylece, her ne D,
icin  d(j)[ +b +n elde edilir. iki sayiyr bélen bir sayi, bunlarin farklarini da
boleceginden her ne D, icin d(j)[h elde edilir. Dolayisiyla d(j), D, nin bitin
elemanlarinin  bir bolenidir. d(i) en buylik ortak bodlen oldugundan
d(i)>d(j) (ashnda, d(j)Cdi(i) dir) elde edilir. Simetrik olarak ayni yontemi
uygularsak d(i) <d(j) elde edilir. Buradan, d(i) =d(j) elde edilir.

Yukaridaki teorem, periyodikligin bir sinif 6zelligi oldugunu gosterir.

Periyodiklik bir tekrarli sinif 6zelligidir, ¢cinki eger periyodik bir i durumu
gecici olsaydi sonlu sayida adim sonra i ye donmek mimkin olmayacakti boylece i

durumu periyodik olmayacakti.

Farkli durumlar farkh periyotlara sahip olabilirler. Ancak bu, indirgenebilen
Markov zincirleri i¢in mumkundur. Yani bir Markov zinciri indirgenemez ise bitln

durumlar ayni periyoda sahiptir.
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Eger bir j durumu periyodikse ve periyodu d ise, j durumuna sadece d,2d,3d,...
adimda geri donmek mimkindur. Ayni sey j ye ikinci kez donds, tg¢unci kez donds,
ve diger dondsler icin de gecerlidir. j durumunda baslayan bir sireg, birinci geri
donds zamaninda veya ikinci geri donds zamaninda veya Uclncl geri doénus
zamaninda ve diger geri donlis zamanlarinda j durumuna geri donebilir. Bu geri
donis zamanina n diyelim. Boylece j periyodik ve periyodu d ise, ancak
ne{0,d,2d,...} olmasi durumunda

P"(j,)=P{X,=i}>0 (3.33)

olur.
ne N olsun. Eger tekrarli bir S sinifi periyodik ise o halde i S durumundan
baslandiginda butin durumlara n adimda ulasmak mumkin degildir ¢cunkd n-inci

adimda durumlarin bir 6z alt gurubuna ulasilabilir.

Ornek 3.6.1. Gegis diyagrami asagida verilen Markov Zincirinin  periyodik

olmadigini gosterelim.

Bu durumlarin hepsi tek bir tekrarli sinif olusturur. 1 durumundan 3 adimda
bitiin durumlara ulasilabilir (1—2—2—1), (1—2—1—2) veya (1—4—3—2),

(1—4—3—3), (1—4—3—4). Dolayisiyla bu Markov zinciri periyodik degildir.

3.7. Martingallar

Martingallar, birgok stokastik strecler teorisi igin temel olusturan birlestirici bir
guc ve dayanak noktasidir. Martingallar kumar baglaminda adil oyun dustincesini
yakalamayi amaglayan stokastik streclerdir. Adil bir oyunda, ortalama her bir kumar,
gecmiste oynanan kumarlar ne olursa olsun, ne kar getirir ne de zarar. Martingaller
sadece kumar oyunlari icin degil, stokastik modellemelerin bir¢cok uygulamalarinda

kullanthir.
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Tanim 3.7.1.

i. E(|X,[)<w, n>0,

i, B( X, Xgre X,) = X, 20

ozelliklerini saglayan bir X ={X,:n=0,12,..}  stokastik siirecine bir martingal

denir. Dikkat edilirse ii. 6zelligi

E(Xn+l_xn|X0!"'1Xn)=Oa n=0 (334)
seklinde de ifade edilebilir.

Xp rastgele degiskeninin bir kumarbazin baslangi¢ sansini ve n>1 i¢in Xn in ise
onun n kumar oyunu sonrasindaki sansini gosterdigini dustnlrsek bir martingalin
adil bir kumar oyununu gosterdigi sdylenebilir. Burada adil oyun, bir oyunun ge¢misi
verildiginde kumarbazin bu kumar oyunundan sonraki sansinin kosullu beklentisinin
oyundan 6nceki sans degeri ile ayni olmasi anlamindadir.

Martingallarin énemli bir 6zelligi de her n>1 icin,
B(X,)=B(X,)
olmasidir. Bu esitlik,

E(Xp) =EB(E(XpalXn Xpgien Xo)) = E(X,)

n+l n+l

saglandigindan timevarimla elde edilir.

Eger {Xn} , E R durum uzay Uzerinde tanimli, gecis olasilik matrisi P olan

bir Markov zinciri ise,
IE’(Xmlp(n’ Xn—l""’ XO) = IE’(xmlp(n)
ve herx E igin,

E(Xn+l|xn = X) = Z P(X! y)y

yeE

saglanir. Martingal tanimi,

D P(xy)y=x, xeE

yeE
olarak yazilabilir . Dolayisiyla

E(Xn+l|xo:XO""’Xn—lzxn—l’Xn:X):X (335)
elde edilir. Yani, x,,...,x, lerin gecmisteki ve su andaki degderleri belli oldugundan

Xn+1 in beklenen degeri X, in su anki degerine esit olur.
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3.8. Duragan Dagilimlar ve Ozellikleri

Tanim 3.8.1. i,,...,i, zaman noktalari ve m>0 olmak iizere, (Xil,...,Xin) in ortak

n

dagilimlari ile (X X ) nin ortak dagilimlari ayni ise , {X,:n>0} (kesikli

+m? et A 4m

zamanl) stokastik stirecine duragan denir. Duragan bir stiregte butun n ler icin X, in

dagilimlari aynidir.

Eger bir Markov zinciri duragan ise, bittin X lerin ortak dagilimlarina Markov
zincirinin duragan dagilimi denir.

Tanim 3.8.2. X, durum uzay! E, gecis olasilik matrisi P olan bir Markov zinciri

olsun. Her j E igin p, >0 ve >'p, =1 ozelliklerini saflayan |E| bilesenli
]

p =(p;.J €E) (satir) vektori E tzerinde bir dagiimdir. X, in baslangig dagihimi m

ye esittir ve Eger,
p=pP
yani, her j Eigin,

P; :Zpipij

icE
ise, baska bir deyisle p,, p ile P matrisinin j-yinci sttununun skaler carpimina esit
ise p, Markov zincirini duraganlastirir. Bu durumda m ye Markov zincirinin duragan

dagilimi denir.

Kabul edelim m Tanim 3.7.2 deki esitlikleri saglasin ve 1 yi Xy in dagihmi

olarak alalim. m (n) = P(X, = j) X, indagilimi olsun. O halde,

m(n) = P(X, = j) = > P(X, = i[X, =1)P(X, =i)

icE
= Z p; (Mp;
icE
olup, bunu matris notasyonunda yazarsak,

m(n) =p P(n)

elde edilir. Chapman-Kolmogorov denklemlerinden,
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elde edilir.

Onerme 3.8.1. X,,n>0, durum uzay E ve gegis matrisi P olan bir Markov zinciri

olsun. Eger m bir duragan dagihm ise, her nigin,
Zpi P'=p,
dir.

Ispat: T bir duragan dagilim olsun. O halde,

Zpi Pijz = zpiz Pikij
i i k

T(zen 3
=Zk:pkpkj
.

elde edilir.

Kabul edelim ki, > p,P" =p, dodru olsun. O halde,

Zor = (27
-3(zerh
=Zk:pkpkj
=p,

olur. Timevarimla her ne N igin,
Zi]piF?j“=pj, jeE

elde edilir.
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Onerme 3.8.2. X,,n>0, durum uzay E ve gegis matrisi P olan bir Markov zinciri
olsun. X, in dagiliminin n den bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart baslangi¢

dagiliminin duragan dagilim olmasidir.

Ispat: Xo In baslangic dagilimi, m duragan dagilimi olsun. O halde her n igin,

P(X,=i)=2pR'=p, . j<E
elde edilir. Boylece X, in dagilimi nden bagimsizdir.

Tersine kabul edelim ki X _in dagihmin den bagimsiz olsun. O halde,

n

(Po)i = P(X, = ])=P(X; = j) ZZ(pO)i Rj
elde edilir. Sonug olarak p, duragan dagihmdir.

Teorem 3.8.1. (Sinirh yakinsaklik teoremi)

a(x), xe E, sonlu toplama sahip negatif olmayan sayilar, n>1 olmak (zere

‘bn‘ﬂ, ieE ve limb, =b, ieE olacak sekilde b, i e E alalim. Bu durumda,

n—oo

!L”;zaibq =Y ah dir.

Onerme 3.8.3. X,,n>0, durum uzayi E ve gegis matrisi P olan bir Markov zinciri
olsun. mbir duragan dagiimve  limB"=p,, jeE isg,
1 duragan dagilimi tektir.

Ispat: p,, baslangi¢ dagilimi olsun. O halde,
P(X,=Y) :Z(po)i P', jeE

olur. limP" =p; oldugundan ve sinirli yakinsaklik teoreminden,
limP(X, = y) = Iim(z(po)i Rj“]

ALY
:Z(po)ipj

elde edilir. >’ (p,); =1 oldugundan,
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limP(X, = j)=p,,j<E (3.36)

sonucuna varilir,
(3.36) esitligi gosteriyor ki, baslangic dagihmi ne olursa olsun, n nin blyik

dederleri icin X_ in dagilimi yaklasik olarak m duragan dagilimina esittir.
Simdi ise p* nin bir duragan dagihm ve p* #p oldugunu varsayalim.
p, =p " alalim. O halde,
P(X,=Y)=2.(p,), B
= (Ipo)j ( p,,duradan dagilim oldugundan)
=p;
Boylece,
limP(X, = j)=p;
elde edilir. (3.36) dan,

lim P(X, =])=p,

elde edilir. Dolayisiyla p; =p; olur. Bu ise p”=p ile gelisir. Dolayisiyla p
duragan dagilimi tektir.

Zincirin basglangi¢ dagilimi ne olursa olsun, n— oo igin X, in dagihmi p ye

yaklasir. Bu durumda p ye bazen kararli durum dagilimi da denir.

Ornek 3.8.1. Durum uzayl E={0,1,2} ve gecis matrisi,

0 1 2

0(1/3 1/3 1/3
P=111/4 1/2 1/4
2 |1/6 1/3 1/2

olan bir Markov zincirini gdz 6nine alahm. Bu zincirin p duragan dagilimini

bulunuz.

Cozum: |E|=3 oldugundan p =(p,,p,,p,) olarak alalim. Bu durumda pP=p

olmahdir. Dolayisiyla,
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1/3 1/3 1/3
pP=[p, P, P,|.|1/4 1/2 1/4
1/6 1/3 1/2

:[p_o+_1+p_z Po , P1 P2 p_o+p_1+p_z}
3 4 6 3 2 3 3 4 2

olup, buradan da

Po P1 Py
—+=+—==
3 4 6 Po
Po P1 Py
—+—=4+—==
3 2 3 Py
Po P1 Py
—+=+—==
3 4 2 P2

elde edilir. Ayrica Zpi =1 oldugundan, p,+p,+p,=1 olur. p,,p, ve p, ye

icE

6 10 9 -
baglhh bu dort denklem c¢ozilirse, =—, =—, =— elde edilir.
g ¢ Po o5 P, 5 P, o5
6 10 9
Dolayisiyla duragan dagilim p =| —,=—,— | olarak bulunur.
yisty g d P (25 25 25}

Ornek 3.7.2. Kamyon ve otomobillerin gectigi bir yolda, her dort kamyonun tigin
bir otomobil takip ederken, her bes otomobilden sadece birini bir kamyon takip
ediyor. Buna gore, yoldaki araglar i¢cinde kamyonlarin orani nedir?

C6zim: Yolun kenarina oturdugumuzu ve gecen araclari izledigimizi dustnelim.
Eger 6nimuizden bir kamyon gecerse, sonraki ara¢ 3/4 olasilikla bir otomobil ve 1/4
olasilikla bir kamyon olacaktir. Ancak Onlimiizden gecen ara¢ bir otomobilse,
sonraki arac 4/5 olasilikla bir otomobil ve 1/5 olasilikla bir kamyon olacaktir.

Bu verilerle 0 = kamyon ve 1 = otomobil olmak tzere {X,:n>1} iki durumlu

(0 ve 1) ve gecis matrisi,
0 1

01/4 3/4
1|1/5 4/5

olan bir Markov zinciridir.
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Bu Markov zincirinin duradan dagihmi p =(p,.p,) olmak tzere, p =pP
e 1 1 3 4 . - L
esitliginden, p, Zzp0+gpl ve p,; :Zp0+gp1 denklemleri elde edilir. Birinci

denklemden (3/4)p,=(/5p, veya p,=(4/15)p, elde edilir. Bu ifadeyi
p,+pP, =1 denkleminde yerine yazarsak, p,=15/19 elde edilir. Dolayisiyla
P, =4/19 bulunur. Bu ise gosteriyor ki, yol kenarina oturdugumuzda uzun vadede
O6nldmdizden gecen araclarin 4/19 u kamyon olacaktir.

Teorem 3.8.2. indirgenemez bir Markov zincirinin bir p duragan dagiliminin

olmasi icin gerek ve yeter sart bitun durumlarin pozitif tekrarh olmasidir. Bu

durumda duragan dagihim tektir ve m, i durumunun ortalama tekrarlama zamani

olmak tizere, p, =1/ m dir.

Ornek 3.8.3. Kamyon ve otomobillerin gectigi bir yolda, her dért kamyonun tigtini
bir otomobil takip ederken, her bes otomobilden sadece birini bir kamyon takip
ediyor. Yolda 6nlimuzden bir kamyon gegtigini gérdugimuzde, baska bir kamyonun
gectigini gorene kadar 6nimden ortalama ka¢ ara¢ gecer?

Cozum: (Ornek 3.7.2) nin ¢Ozumiini goz oniine alirsak, yolda énimizden bir
kamyon gectigini gordigumizde, baska bir kamyonun gectigini gorene kadar
onumizden gecen ortalama ara¢ sayisi, su anda 0 durumunda oldugumuz
verildiginde O durumunun ortalama tekrarlama zamanina karsilik gelir. (Teorem

3.7.2) den, 0 durumunun ortalama tekrarlama zamani my =1/p,=19/4 tir. Yani

yaklasik olarak 5 arac¢ gecer.

3.8.1. Kuresel ve Yerel Denge

Bir Markov zincirinin p, duragan dagilimi varsa, bu dagihm bize i durumunda

gecen zamanin uzun vadedeki oranini verir. i durumunda gegen her zaman periyodu,

I durumunun igine (veya disina) gecislere karsilik geldiginden, p, yi i durumunun

icine (veya disina) gecislerin uzun vadedeki orani olarak ta yorumlayabiliriz. i

durumunda bulundugumuz verildiginde j durumuna gidislerin olasiligi p,

oldugundan, uzun vadede i durumundan j durumuna gecislerin orani p,p,
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carpimidir. Dolayisiyla,

p, ="j durumundan ¢ikis orani”
ve

Zpi P = " durumuna giris orani”

icE
olarak gosterilebilir. Boylece, p =p P esitligi herj E icin,

"] durumuna giris orani” =”’j durumundan ¢ikis orani”
seklinde yorumlanabilir. Yani, p duragan dagilim vektorl bir duruma girisin ve o
durumdan c¢ikisin dengesini elde eder. Bundan dolayidir ki, p =p P denklemlerine

Denge Denklemleri veya Kiresel Denge Denklemleri denir.

Batin p duragan dagilimlan agiklanan anlamda kiresel denge olusturmak

zorundadir. Eger p duragan dagilimlari ayni zamanda her i, j E icin,

PiP; =P;P; (3.37)
denklemini de sagliyorsa p yerel denge de olusturur denir. (3.37) denklemlerine
Yerel Denge Denklemleri bazen de Detayli Denge Denklemleri denir. Cunkd, bu
denklemler herhangi iki durum arasindaki gegis dengesini gosterirler. Yani, her
i,j Eigcin,

“I den j ye gecis oran1” = “j den i ye gecis oran!”

saglanir.

Teorem 3.8.1.1. T, detayli dengeyi sagliyorsa, bir duragan dagilimdir.

ispat: pP nin j-yinci elemanini géz ontne alirsak, > p,p,=>.p,p;

=p,>.p; =p, eldeedilir. Buise p nin duragan dagilima sahip olmasi demektir.

3.8.2. Tersinirlik

Yerel denge ile Markov zincirinin daha genelde ise Stokastik sireclerin bir
ozelligi olan tersinirlik (veya zaman tersinirligi) arasinda siki bir iliski vardir.
Markov zincirlerinin hepsinin yerel dengeyi saglamak zorunda olmadigi gibi bdtin
Markov zincirleri tersinir olmak zorunda da degildir. Yerel denge, kiresel denge ve
tersinirlik sadece duragan Markov zincirinin 6zelligidir. O ylzden duragan Markov

zincirinden baslayalim ve zaman indis kimesini —o a kadar uzatalim, bu durumda
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Markov zinciri

X={X,:ne{.,-2,-10,12,..}}
olur. Zinciri yeni bir

Y={Y =X_ :ne{.,-101.}}
siireci elde edecek sekilde zamanda geriye dogru yurittigumiizi disinelim. iste bu
Y slirecine tersine zincir denir. Aslinda Y de bir Markov zinciridir. Bunu gérmek igin
X zincirinin Markov 6zelligini su sekilde ifade edelim. Surecin hali hazirdaki durumu
verildiginde, bitin gelecek durumlar simdiki zamana kadar ki butun gegmis
durumlardan bagimsizdir. Yani, X, verildiginde, eger k> n ise her m<n igin X,
X, den bagimsizdir. Bu ¢ift yone giden bir islemdir ¢tinkli bagimsizhik o6zelligi
simetriktir. Yani, herhangi Wve V rastgele degiskenleri icin W, V den bagimsiz ise V

de W den bagimsizdir. Dolayisiyla X, verildiginde, eder m < n ise her k> n

icin X, X, dan bagimsizdir. Buradan Y nin Markov 6zelligini sagladigi gorulebilir.

Yani,
P(Y..=ilY,=i,Y =i.k<n)
= P(X_gppy = IIX_, =i, X =iy, k<n)
= P(X—(n+1) J|X )
= P(Yn+l - J|Y _I)

elde edilir. Boylece tersine Y sireci bir Markov zinciridir. Aslinda Y zinciri de
duragandir ve acik olarak herhangi bir i durumu icin X ile Y nin uzun vadede bu i
durumunda harcadiklari zaman orani ayni oldugundan Y ile X ayni p duragan

dagilimina sahiptir.

Ancak Y tersine zinciri ile X genel olarak ayni gecis matrisine sahip degillerdir.
X ile Y zincirlerinin ikisinin de ortak p duragan dagihmi ile duradan olmasi

kullanilarak Y zincirinin gegis matrisi hesaplanabilir. Y zincirinin gegis matrisini Q

ile, bilesenlerini ise g ile gosterirsek,

58



CP(X, =Xy =i
o P(X =)
P(X g =X, = §)P(X, = )
B P(X oy =1
_PiPj
af

elde edilir ki burada p;, X zincirinde j durumundan i durumuna bir adim gegis
olasihigidir.

EQer tersine Y matrisinin gecis matrisi ile X in gecis matrisi ayni ise yani, Q = P
ise, duragan X Markov zincirine tersinirdir veya zaman-tersinirdir denir. Bu tanim
cok acik degildir, ¢inki her zaman tersine Y zinciri bulunmasina karsin her X
Markov zinciri tersinir degildir. g, yi hesaplayabildigimizden, X i tersinir yapacak

kosullari tam olarak bulabiliriz.

Xin tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart ¢, = p; olmasidir. Yani,

X in tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart p, _ PPy olmasidir. Dolayisiyla,
Y

X in tersinir olmasi icin gerek ve yeter sart p, p, =p; p; olmasidir.

Goruldugu tzere tersinirlik ile yerel denge arasinda bir iliski vardir. Yani, bir X
Markov zincirinin tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart yerel denge kosullarinin
saglanmasidir.

3.9. Siurekli — Zamanh Markov Zinciri

Gercek dinyada zaman sireklidir, olaylar sadece belirtilen, esit aralikli zaman
noktalarinda olmazlar. Hastalik bulasma olaylari, cep telefonu aramalari, mekanik
parga ariza zamanlari gibi bircok surec surekli zaman iginde ortaya ¢ikar.

llgilenilen bitiin dzellikleri 6lcebilecek bir adim gecis matrisi icin gercek bir
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esdegeri olmadigi icin strekli zamanla ugrasmak biraz daha zordur.

Tanim 3.9.1. Kesikli Durum uzayi E olan, her t>0, s>0, i€ E, j € E igin,

P(X,, = ilX,=0,{X,:0<u<s})
= P(Xs+t = J|Xs :i): Rj (t)
esitligini saglayan {Xt:tZO} stokastik sirecine sirekli zamanli Markov zinciri
denir. P, (t), zincirin hali hazirda i durumunda oldugu verildiginde t birim zaman
sonra j durumunda olmasi olasiligidir.

Surekli zamanh Markov zinciri ¢alismalari gecis matrisine dayanir. Her bir t = 0
icin,
P(t)=(R, (1))

ve P(0) =1, birim matris olacak sekilde bir gecis matrisi vardir.

Kesikli zamanh Markov zincirinde oldugu gibi biz burada, simdiki durum X,
verildiginde, gelecek dagilimin gegmis zamana degil de, sadece simdiki X, =i

durumuna baglh oldugunu ve s zamanindan beri gegen zaman miktarinin t oldugunu

varsaylyoruz.

Fakat kesikli zamandan farkli olarak, burada sonraki gecise kadar bir en kiicuk
sonraki zaman yoktur, boyle olasi t zamanlarin devamlihgi vardir. Her bir sabit i,

icin, B, (t), t>0 , kalkulus ve diferansiyel denklem kullanarak ilkeleri incelenebilen

bir fonksiyon tanimlar. Sirekli zamanl Markov zincirinin analizi kesikli zamanli

zincirlerden daha zor ve tekniktir.

3.9.1. Poisson Sireci

Poisson suregleri, her bir t>0 icin O ile t zamani arasinda meydana gelen

olaylarin sayisini inceleyen sayma stregleri olarak dustnulebilirler. Yani, [0,00)
araliindaki bir N(t) Poisson Sureci, bazi olaylarin [0t] zaman aralifi boyunca
meydana gelme zamanlari sayilarini sayar. N(t) sureciyle ilgili su varsayimlar

yaptlir,
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(). Her h>0icin N(t+h)— N(t) dagihmi aynidir, yani t den bagimsizdir.

(if).  Eger [tj,t;] araliklari cakismazlarsa, N(t;)—N(t) rastgele degiskenleri

karsilikli olarak bagimsizdirlar.

(iif).  N(0)=0 dir. N(t) tamsayi degerlidir, sagdan sureklidir, t iginde
azalmayandir ve olasiligi 1 dir.

(iv). h—0 iken P[N(t+h)—N(t)>2]=P[N(h)>2]=o(h).

N (t) stireci, bu varsayimlar isiginda asagidaki 6zellikleri de saglar.

Teorem 3.9.1.1.

(1). N(t), buytklugu 1 olan adimlarla artan bir adim fonksiyonudur ve olasihgi 1
dir.
(2). N(t+s)—N(s) dagihmi | t parametreli bir Poisson dagilimina sahip olacak

sekilde bir I >0 sayisi vardir.

(3). Ardisik sigramalar arasindaki t,,t ,,... araliklari

~ exp[-I x], x>0
2x}—{ L <o (3.38)

ustel dagihmi ile bagimsiz 6zdes dagilmis rastgele degiskenlerdir.

Ispat:

[0o,T] arahgini n esit parcaya bolelim ve beklenen sayida araligi

N(wj—N[k—TjZZ

n n

ile hesaplayalim. Bu beklenen deger n — oo iken,

Dzl

degerine esittir. Boylece 6zellik (1) ispatlanir.

Sagdan streklilik 6zelliginden, t — 0 igin,

P[N®)>1] >0
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olur ve boylece t — 0 igin N(t) nin dagilimi sonsuz kicik olur. Ayrik araliklar
Uzerindeki artimlar bagimsiz oldugundan N(t) yaklasik olarak N(1/n) in bagimsiz

kopyalari olan [nt] nin toplamidir.

sioal s -tmsfeo] (20|

el

=exp[-t.9(s)] (3.40)

elde edilir. Burada,

r-teu ol on(2]
_ mnE{lEXP{S NGHH
=limn| (1-e” )P{N@ﬂ}"ﬂ

=1 (1-e*) (3.41)

buradan ise,

| =lim nP{N(%jzl} (3.42)

(3.40) daki limitin varhigr aciktir ve bu limitin varligindan (3.42) deki limitin de

elde edilir.

mutlaka var olmasi gerekir. E{exp[—s N(t)]} nin pozitifliginden ve (3.41)

Ozdesliginden (3.42) deki limitin kesin olarak sonlu oldugunu sdyleyebiliriz.
Dolayisiyla (3.41) ve (3.42) formulleri, N(t) dagiliminin At parametreli Poisson
dagilimi ile 6zdes oldugunu gosterir. Boylece (2) 6zeligi ispatlanmis olur.

Son olarak (3) 6zelliginin ispati icin 6nce t, in sag dagilima sahip oldugunu
gosterelim. Poisson dagilimindan,

P[t,>x]=P[N(x)=0]=¢e"*
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elde edilir. N(,+t)—N(,)=N(,+t)-1 in t, den bagimsiz bir Poisson Sureci
oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla t, nin de t, ile ayni dagihma sahip oldugu ve

ondan bagimsiz oldugu ispatlanabilir. Bu adimlarin tekrarlanmasi ve n Uzerinden

timevarimla ispat tamamlanir.

3.9.2. Dogum ve Olum Surecleri

Biyoloji, Demografi ve Kuyruk teorisi uygulamalari agisindan Markov
stireglerinin 6nemli siniflarindan biri olan dogum ve 6lum strecleri, durum gegisleri
‘dogumlar’ ve ‘6lumler’ olmak uUzere iki cesit olan ozel bir tir surekli zamanli
Markov sirecidir. Bir dogum meydana geldiginde stire¢ bir sonraki duruma geger,

yani X, =1 durumunda ise X, ,=i+1 durumuna geger. Bir 6lim meydana
geldiginde ise slre¢ bir onceki duruma gecer, yani X, =idurumunda ise
X, ,=i-1 durumuna gecer. Durumlar, genelligi kaybetmeden tamsayi degerli

olarak belirtilir. Streg, {I,}. | doum oranlari ve {m} _ . 6liim oranlari ile belirtilir.

Tanim3.9.2.1. icE, h—>0 igin,

P(X(t+h)-X(t)=1[X(t)=i)=Ih

P(X(t+h)-X({)=0[X({t)=i)=1-1,h
ozelliklerini saglayan  X(t),_,. strekli zamanl Markov zincirine durum-bagimli
dogum oranlari I, >0, i€ E olan bir yalin dogum streci denir (Privault 2012).

N(t), .. Poisson stireci, durum-bagimh dogum oranlari | =I >0, ne N olan bir

yalin dogum strecidir. Bir Poisson sireci ile bir yalin dogum siireci arasindaki tek
fark yalin dogum sireci icinde bir durumu terk etme oraninin duruma bagli

olabilmesidir.

Gosterilebilirki X (t),_,. stirecinin i durumu iginde gegirdigi zaman, |, parametreli

ustel dagilmis bir rastgele degiskendir.

Tanim 3.9.2.2. ieE, h—>0 igin,
P(X(t+h)—X(t) =—1|X(t) =i)=mh
P(X(t+h)— X () =0 X (t) =i) =1—-mh
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ozelliklerini saglayan X(t) . strekli zamanli Markov zincirine durum-bagimli 6lum
oranlart m>0,i e E olan bir yalin 6lum streci denir. N(t) .. bir Poisson streci
olmak Uzere (_N(t))teR* stireci, durum-bagimh 6lum oranlari m, =1 >0, neN

olan bir yalin 6lum surecidir.

Yine gosterilebilir ki X(t),_,. strecinin i durumu iginde gecirdigi zaman, m

parametreli Ustel dagilmis bir rastgele degiskendir.
Tanim 3.9.2.3. i€eE, h—0 igin,

P(X(t+h) - X(t)=1[X(t)=i)=Ih,

P(X(t+h)—X(t)=-1|X(t)=i)=mh,

P(X(t+h) - X(t)=0|X({t)=i)=1-(,+m)h
ozelliklerini saglayan X(t),_,. stirekli zamanli Markov zincirine durum-bagimli
dogum oranlart |, >0,ie E ve 6lim oranlart m=1 >0, i e N olan bir dogum ve
6lum sureci denir (Privault 2012).

Yalin bir X(t), - dogum surecinin i+1 durumuna ge¢gmeden 6nce i durumunda

gecirdigi t,,, zamani, |, parametreli Gstel dagilmis bir rastgele degiskendir. Yani,

i+l

P@ >t)=e"i‘,teR+

ii+1
ve

B[t )=

Benzer sekilde yalin bir X (t), _.0lum stirecinin i - 1 durumuna gegmeden once i
durumunda gegirdigi  tii.. zamani, m parametreli istel dagilmis bir rastgele
degiskendir. Yani,

P(t,,>t)=€™, teR"

ve

E[ti,i{]:%.

Bir X(t),_,. dogum ve 6lum strecinin i durumunda gecirdigi t; zamani,

t, = min(t i,i+1’t i,i—l)
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ile gosterilir. t., |, +m parametreli Gstel dagilmis bir rastgele degiskendir ve

1

= dir.
I, +m

Bt ]

Aslinda, t,,, vet |, ve m parametreli tstel dagilmis iki rastgele degisken

ii-1 1

oldugundan,
P(min(t tii) >t) =P, >tvet,  >t)

= P(t il > t) P(t ii-1 >t)

— e*(' i+m)’ teR”*

i+l sl

elde edilir. Dolayisiyla t; =min(t,,,,t,; ), |, +m parametreli Ustel dagilmis bir

rastgele degiskendir.

3.10. Duzenli Markov Zinciri

Tanim 3.10.1.EQer bir Markov Zincirinin gecis matrisinin herhangi bir pozitif
tamsayl kuvveti sadece pozitif bilesenlerden olusuyorsa bu zincire Diuzenli
(Regiiler) Markov zinciri denir. Yani, P" nin bilesenlerini (i,j) ile tanimlarsak her

(i,)) icin, p.(,-”) >0 olacak sekilde bir n tamsayisi varsa Markov Zinciri diizenlidir.

Ornek 3.10.1. Gegis matrisi,

0 0 1
P={2/3 0 1/3
1/2 1/4 1/4

olan bir Markov Zincirini goz 6ntine alalim. Bu Markov Zinciri duzenli midir?
Co6zUm: P matrisinin kuvvetlerine bakarsak,

2/3 0 1/3
PP=P’=|1/6 3/4 1/12
7124 9/16 7/48

1/6 3/4 1/12
P>.P=P°=|13/24 3/16 13/48
43/96 21/64 43/192

bulunur. Dolayisiyla n=3 igin bdtin bilesenler pozitif oldugundan bu zincir

dizenlidir.
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Ornek 3.10.2. Gegis matrisi
1/3 0
P=
2/3 1

olan bir Markov zincirini ele alalim. Bu matrisin kuvvetlerine bakarsak,

P2=_ (1/3)? o}
[(2/3).a+1/3) 1

P3:_ 1/3)° o}
(2/3).A+1/3+(1/3)*) 1

dolayisiyla boyle devam edilirse,

n @r3)" 0
(2/3).(1+1/3+--+@1/3)"") 1
elde edilir. Bu ise gosterir ki, P matrisinin bitun pozitif tamsayi kuvvetlerinde 0 olan

bir bilesen vardir, yani zincir duzenli degildir.

Ornek 3.10.3.Diizenli olmayan Markov zinciri igin en kolay 6rnek, gecis matrisi

n>2 icin I, birim matrisi olan zincirdir. Clinkl birim matrisin bdtln kuvvetleri

yine birim matristir yani kendisine esittir ve dolayisiyla en az bir bileseni O dir.

Dizenli bir zincirde her bir durumdan diger butin durumlara gegmek pozitif
olasilikla miumkindur. Cunkl bir durumdan diger bir duruma gecis olasiliklarini
veren gecis matrisinin bir pozitif tamsayl kuvvetinde her bileseni pozitiftir.

Dolayisiyla bitiin diizenli Markov zincirleri indirgenemezdir.

Ornek 3.10.4. Gegis matrisi

1/2 1/2 O
P=|1/2 0 1/2
0 1/2 1/2

olan Markov zincirinin diizenli ve indirgenemez olup olmadigina bakalim. Oncelikle

dizenli olup olmadigina bakalim. Bunun icin matrisin kuvvetlerine bakalim.
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1/2 1/4 1/4
P>=(1/4 1/2 1/4
1/4 1/4 1/2

elde edilir. Her bilesen pozitif oldugundan bu matris dizenlidir dolayisiyla

indirgenemezdir.
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4, MARKOV ZINCIRLERININ CESITLI UYGULAMALARI

Markov zincirleri, kuyruk sistemleri (Ching 2001 and Sharma 1995),imalat
sistemleri (Buzacot & Shanthikumar 1993), stok sistemleri (Ching,Fung & Ng 2003
ve Nahmias 1997) gibi bir ¢cok uygulamali sistemler ile kategorik veri dizileri
(Ching,Fung & Ng 2002 ve Macdonald & Zucchini 1997) ve zaman serilerinin
(Ching, Ng & Fung 2008) modellemesinde kullanisli araclardir.

Oncelikle, zaman serilerinin analizi ve tahminiyle ilgili bir uygulama verelim.
Uygulama 4.1.

Bu uygulamada, Markov zincirinin, bir marketteki dana eti fiyat ve satis hacmi
tahmini problemine uygulamasini verecegiz. Ordu’daki bir marketteki dana etinin
fiyat ve satis hacminin zaman serisi (Ek4.1.) de verilmistir. Dana etinin fiyat
(Ek4.1.) de goraldagu tzere bes durum icinde (1,2,3,4,5) siniflandirilabilir. Fiyat
serisinde 1= cok dlslk (<29 TL/kg), 2= dustk (29~32 TL/kg), 3= orta (32~35
TL/Kg), 4= yiksek (35~38 TL/kg), 5= ¢cok yiksek (=38 TL/kg) olarak ifade edilir.
Benzer sekilde, dana eti satis hacmi de (Ek4.1.) de goraldugu gibi yine bes durum
icinde (1,2,3,4,5) siniflandirilabilir. Satis serisinde 1= ¢ok dusik (< 50kg), 2= dusuk
(50kg ~ 55kg), 3= orta (55kg ~ 60kg), 4= yiksek (60kg ~ 65kg), 5= ¢ok yiksek (=
65kg) olarak ifade edilir.

Diger taraftan marketin dana eti icin satis talebi, kendi stok birikimini en aza
indirmek iken masteriler satin alma stratejilerini belirlemek icin dana eti fiyatini
tahmin etmek ister. Dahasi market, misterilerinin satis sablonunu anlayabilir ve

mausterileriyle alis veris yapmak amaciyla pazarlama politikasi gelistirebilir.

Buglnin fiyatlari daha ¢ok dinln fiyatlarina bagl oldugundan 1. mertebeden
Markov zinciri modelini tercih edecegiz. Oncelikle P ilk adim gegis olasilik matrisi

ile duragan olasilik dagilimlarin tahmini olarak nasil belirlenecegini verelim.

t = m+1 zamanindaki durum olasilik dagihminin dizinin t = mm-1,...,mn+1

zamanlarindaki durum olasilik dagilimina baglh oldugunu kabul edersek,
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Xm—¢—1 :ZH:I iPan—i+1 ! I = m_l’ m’”' (41)

i=1

elde edilir. Burada, x,, m zamanindaki durum olasilik dagilimi, P' i-adim gecis

matrisi ve |, ler,

ZI =1 (4.2)

ozelligini saglayan negatif olmayan reel sayilardir.

Verilen veri serisinde 1< i < n igin, dizideki t = m — i +1 zamanindaki
durumlardan,  j-yinci dizideki t = m +1 zamanindaki durumlara olan gegis

frekanslari sayilarak veri dizisinin gecis frekans matrisi olusturulabilir.

Normallestirmeden sonra, gegis olasilik matrislerinin P' tahminleri de elde
edilebilir.

P' nin tahminleri disinda |, parametrelerinin de tahminine ihtiyac vardir.

Onerme 4.1. P matrisinin bire esit olan bir 6zdegeri vardir ve P nin bitin

0zdegerlerinin modulu birden kiglk veya bire esittir.

Onerme 4.2. (Perron — Frobenius teoremi) A, m-yinci dereceden negatif olmayan
ve indirgenemez bir kare matris olsun. Bu durumda,
i. A nin, spektral yaricapina esit olan, pozitif reel bir | = mlax|l k(A)| Ozdegeri
vardir. Burada, | , (A) ya A nin k-yinci 6zdegeri denir.
ii. | ya bilesenleri reel ve pozitif olan ve Ax =1 x esitligini saglayan bir x 6z
vektoru karsilik gelir.

iii. 1, Anin basit bir 6zdegeridir.

(Onerme 4.1.) ve (Onerme 4.2.) nin bir sonucu olarak n-yinci dereceden
Markov zincirinin bir X sabit vektort vardir. Serilerdeki her bir durumun olusum

orani hesaplanarak x; vektort dizilerden tahmin edilebilir.

Yine (Onerme 4.1.) ve (Onerme 4.2.) nin bir sonucu olarak,

Q= ZI P' olmak tizere, Qx = x elde edilir. Buradan ise,
i=1
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VANIRAN A
Qx=x

(4.3)
olmasi beklenebilir.
(4.3) ten, | . parametrelerinin nasil tahmin edilecegini verelim.
mlin 6;(—;(
n 4.4
i=1
[,20 i=1---,n
minimizasyon probleminin ¢dzimiini g6z onine alalim. Buradaki || vektor
normu, || olarak alinirsa, bu optimizasyon problemi
min  max Lzlll i PX_Xl
" (4.5)
D=1
i=1

problemine doénusir. Burada, [-] vektériin i-yinci bilesenini ifade eder. (4.5)

problemi s lineer programlama problemleri gibi,

mm e
I e X
| 'z ®le-|
) e %,
1) (e X (4.6)
M I.2 |e < x2
I e X
D=1
i=1
.20 i=1--,n
seklinde formiile edilebilir. Burada, M :{PUA( Pry P”)?} dir.
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AN
X, dizisinin t zamanindaki, maksimum olasilikli durum olarak alabilecegimiz,

Yani,

v 1<i<k icin, [xt} s{f«} ise, % = 4.7)

]

olan sonraki durumunu tahmin etmek icin yuksek dereceden Markov modelini

kullanacagiz.

Yuksek dereceden Markov zinciri modelinin performans ve etkinligini

degerlendirmek amaciyla, bir tahmin sonucu

1 N
100%
N_nxt§1at>< ’

S=

seklinde taniml r tahmin dogrulugu ile él¢tlir. Burada, N veri dizisinin uzunlugu ve

1 ,%:xi%

&= )
0 ,Xx=#X ise

dir.
Verilen metod ile P ilk adim gecis olasilik matrisini tahmini olarak

[0.2917 0.0370 0.1500 0.1429 0.1096 ]
0.1250 0.3704 0.1500 0.2500 0.3014

P={0.2083 0.0741 0.2000 0.0714 0.0685
0.1250 0.1296 0.2500 0.1429 0.1233

10.2500 0.3889 0.2500 0.3929 0.3973]

seklinde alahm. Ayrica fiyat serilerinin duragan olasilik dagilimlarini da

>A<=[0.1200 0.2750 0.2150 0.0600 0.2550]
seklinde alalim.

Onerilen modelin tahmin dogrulugu r, = 0.5362 dir.

Satis hacmi serisi ise daha da karmasiktir. Dereceyi keyfi olarak 5, yani n =5

alacagiz. Oncelikle verilen metodu kullanarak biitin P' decis olasilik matrislerini

tahmini olarak belirleyelim. Ayrica Griiniin duragan olasilik dagilimlarini tahminen
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x=[0.3350 01350 0.2150 0.0600 0.2550]

olarak alalim.

(4.6) daki lineer programlama problemlerin ¢6ziminden asagidaki yiksek

dereceden Markov zincir modeli elde edilir:
X, =0.7022P'x _ +0.0768P*x_ . +0.2210P°x _,

Burada,

[0.4776 0.2222 0.0233 0.0909 0.5294 ]
0.1045 0.2593 0.1163 0.0909 0.1373

P'=|0.0149 0.2963 0.6279 0.3636 0.0588

0.0149 0 0.1395 0.4545 0

1 0.3881 0.2222 0.0930 0 0.2745 |

10.3538 0.2593 0.1860 0.2000 0.4706 |

0.1692 0.1481 0.2093 0.2000 0.0196
P*=|0.1846 0.2593 0.3023 0.1000 0.1961
0.0462 0.1111 0.0930 0 0.0392
10.2462 0.2222 0.2093 0.5000 0.2745

[0.4063 0.2593 0.2093 0.4000 0.3333]
0.0625 0.2222 0.2326 0 0.1373
P°=]0.2656 0.2222 0.1860 0.1000 0.2157
0.0469 0.1852 0.0465 0 0.0392
10.2188 0.1111 0.3256 0.5000 0.2745 |

dir.

Onerilen bu modelin tahmin dogrulugu r, =0.5588 dir. Bitiin bu sonuglar,

zaman serilerinin analiz ve tahmininde Markov zinciri modelinin gecerliginin ¢ok

yuksek oldugunu goéstermektedir.
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Ek 4.1.
Marketteki dana etinin fiyat serisi

5555453342553111334151133251515555214111245514241342252255254442
25225555322545245541112232455525255242552551234331314354554552525223
55352542152522225545522522234445451551355515222555524522525222422245
553225254445335311422552555255355315515515155515552125255235555525

1= cok dusiik (€29 TL/Kkg), 2= dustk (29~32 TL/kg), 3= orta (32~35 TL/kg),
4= yiksek (35~38 TL/kQg), 5= ¢ok yiiksek (=38 TL/kg)

Marketteki dana eti satis talep serisi

5111122333432251551233233221152333323121152255234342215515155115
33333343351551151551551551515233333335155151555515115333333522511151
51111111111112534444135515511511115121125211233334432251511152111144
33332515515151122334331112115111511111112331143132111115515151111111

1= cok disiik (< 50kg), 2= diisiik (50kg ~ 55kg), 3= orta (55kg ~ 60Kg), 4=
yiksek (60kg ~ 65kg), 5= ¢ok yiiksek (= 65kg).
Uygulama 4.2.

Ordu’da, biri sehir merkezinde (A), biri dogu yakasinda (B), biri ise bati
yakasinda (C) olmak Uzere ug¢ subesi bulunan bir ara¢ kiralama acentesini géz 0niline
alalim. Acentenin her l¢ subeye hizmet veren bir grup teslimat sdrlclst vardir.

Acentenin istatistikcisi arastirmasinda asagidakileri belirlemistir:

1. Sehir merkezindeki subeye gelen c¢agrilarin, %30 u yine sehir merkezine,
%30 u dogu yakasina, %40 1 ise bati yakasina teslim edilmistir.

2. Dogu yakasindaki subeye gelen cagrilarin, %40 1 sehir merkezine, %40 1|

dogu yakasina, %20 si ise bati yakasina teslim edilmistir.

3. Bati yakasindaki subeye gelen cagrilarin, %50 si sehir merkezine, %30 u
dogu yakasina, %20 si ise bati yakasina teslim edilmistir.
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Sdrtcl bir teslimat yaptiktan sonra bir sonraki teslimati yapmak icin en yakin
subeye gidecektir. Bu sekilde, belirli bir stricinin yeri sadece onun bir Onceki

konumuna gore belirlenir.
Bu problemi bir matris ile modellersek:

A B C

A |03 03 04
T=B |04 04 02
C |05 03 0.2

T matrisi yukaridaki sistemin gecis matrisidir. Bu ornekte, belirli bir striicinin

sistemde belirli bir zamandaki konumu bir durumdur. Matristeki t; bilesenleri, i ye

karsilik gelen durumdan j ye karsilik gelen duruma gecis olasiligidir.

Kolaylik olmasi acisindan her bir sdriclnin musterilerini goéturip sonraki

subeye gitme surelerini ayni alacagiz.

Soru 4.2.1. B subesinden yola ¢ikan bir strictiinin 2 teslimattan sonra C subesinde

bulunma olasiligi nedir?

C6zim. C ye iki adimda nasil gidilebilecegini diistinelim. B den B ye sonra B den
C ye gidilebilir veya B den A ya sonra A dan C ye gidilebilir veya B den C ye sonra
C den C ye gidilebilir.

B den C ye iki adimda gitme olasihgi P(BC) olarak alinirsa,

P(BC) = P(BB).P(BC) + P(BA).P(AC) + P(BC).P(CC)
=(0.4).(0.2) + (0.4).(0.4) +(0.2).(0.2)
=0.08+0.16+0.04
=0.28

olarak elde edilir.

Bu sorunun dider bir ¢oziimi T2 matrisi yardimiyla bulunabilir ¢inkii T2

matrisi 2 adim gecis olastliklarini verir.

A B C
A 041 0.33 0.26
T?= B [0.38 0.34 0.28
C [0.37 0.33 0.3
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Goruldiigi tizere T*(BC) =0.28 , B den C ye 2 adimda gegis olasihgidir.

Soru 4.2.2. C subesinden yola cikan bir suriiciiniin 5 teslimattan sonra A subesinde

bulunma olasihgi nedir?

Coziim. T° matrisi bir subeden diger bir subeye 5 adimda gecis olasiliklarini
vereceginden once T° matrisini bulalim.
A B C
A |0.38873 0.33333 0.27794

T°= B |0.38894 0.33334 0.27772
C ]0.38905 0.33333 0.27762

oldugundan C subesinden yola ¢ikan bir stiriciiniin 5 teslimattan sonra A subesinde

bulunma olasihgr T°(CA) =0.38905 tir.

Soru 4.2.3. A subesinden yola ¢ikan bir stricinin uzun vadede 6rnegin bir ay sonra

tekrar A subesinde bulunma olasiligi nedir?

Cozam. Bir adim, iki adim, G¢ adim ... gecis olasiliklarini inceleyelim. Bunun igin

gecis matrislerine bakalim.

A B C A B C
Al0.3 03 04 A 0.41 0.33 0.26
T= B 1[04 04 02/ T?= B |0.38 0.34 0.28
C |05 03 0.2 C 037 033 03
A B C A B C
A [0.385 0.333 0.282 A [0.3897 0.3333 0.2770
T = B |0.39 0.334 0.276/T*= B |0.3886 0.3334 0.2780
C |0.393 0.333 0.274 C |0.3881 0.3333 0.2786
A B C A B C

A (0.38873 0.33333 0.27794 A 0.388921 0.333333 0.277746
T°= B |0.38894 0.33334 0.27772/ T°=B |0.388878 0.333334 0.277788
C |0.38905 0.33333 0.27762 C |0.388857 0.333333 0.277810
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A B C
A |0.3888825 0.3333333 0.2777842
T'= B |0.3888910 0.3333334 0.2777765
C (0.3888953 0.3333333 0.2777714

EQer gecis matrisinin butin bilesenleri 0 ile 1 araliginda ise o matrisin
kuvvetlerinde yakinsamadan bahsedilebilir. Dolayisiyla dikkat edilirse uzun vadede,
A subesinden yola ¢ikan bir sirlclnin tekrar A subesinde bulunma olasih§i yaklasik

0.38 dir, yani yaklasik %388 dir.

Aslinda surucinian nereden yola c¢iktigr pek 6nemli degildir. Dikkat edilirse,
nereden yola ¢ikarsa ¢iksin siiriicii, uzun vadede yaklasik %388 A da, %33.3B de,
%27.7 olasilikla C de bulunur.

Soru 4.2.4. Subelerdeki surtici oranlarinin  baslangic  dagilim  vektorl

V,=[1/3 1/3 1/3] ise, surtciilerin 3 teslimattan sonraki oranlari ne olur?
Gozum: Oncelikle bu oranlari veren v, T* vektoruni bulalim.

0.385 0.333 0.282
VO.T3=[1/3 1/3 1/3].]0.390 0.334 0.276
0.393 0.333 0.274

A B C

:[0.3895 03 0.277§}

Goruldugu tzere 3 teslimattan sonra surtictilerin yaklasik %38.93 U A da, %33.3
U B de, %27.7 si ise C de bulunur.

Soru 4.2.5. Baslangicta A subesinde 13 siirtict, B subesinde 7 surtict, C subesinde
ise 16 suricl varsa uzun vadede (bircok teslimattan sonra) subelerdeki sdrici

sayilari ne olur?

COzim: Uzun vadede surlct sayilart v, T” vektori yardimiyla bulunabilir.

0.38 03 0.27
v, T*=[13 7 16].]0.38 03 0.27
0.38 03 0.27

76



A B C
v, T*=[14 12 10]

Dolayisiyla uzun vadede A subesinde 14 sirlcl, B subesinde 12 surict ve C

subesinde 10 suruct bulunur.

Uygulama 4.3. Universiteden mezun olan ya da egitiminin herhangi bir asamasinda
sistemin disina ¢ikan durumlar yutucu durum olarak kabul edilmistir. Burada egitim
sirecine geri dénme ve ikinci bir Universiteye girme durumlari dikkate alinmamistir.
Tablo 1, Tablo 2 ve Tablo 3’deki veriler Milli Egitim Bakanhgi tarafindan
yayinlanan ‘* Tirkiye Egitim istatistikleri 2005-2006"" kitapcigindan alinmistir.
2005-2006 yilinin mezuniyet verileri bulunmadigindan bu kitap¢ikta bulunan 2004-

2005 verileri kullaniimistir.

ilkogretim | Ortadgretim | Yiksekogretim | Mezuniyet Cikis Toplam
ilkogretim 8.543.969 1.220.567 0 0 800.853 | 10.565.389
Ortadgretim 0 2.257.462 1.128.731 0 772.373 | 4.158.566
Yiksekdgretim 0 0 1.504.256 296.133 41.057 1.841.446
Cizelge 4.3.1. Mezun olmasi beklenen toplam égrenci sayilari
ilkogretim | Ortadgretim | Yiiksekdgretim | Mezuniyet Cikis Toplam
ilkogretim 4.540.140 648.591 0 0 399.043 | 5.587.775
Ortadgretim 0 1.304.426 652.213 0 438790 | 2.395.430
Yliksekogretim 0 0 884.532 169.448 25.079 1.079.059
Cizelge 4.3.2. Mezun olmasi beklenen erkek 6grenci sayilari
ilkégretim | Ortadgretim | Yiksekogretim | Mezuniyet Cikis Toplam
ilkogretim 3.939.548 562.793 0 0 475274 | 4.977.614
Ortadgretim 0 691.852 345.926 0 137.646 | 1.175.424
Yliksekdgretim 0 0 619.833 126.665 15.989 762.487

Cizelge 4.3.3. Mezun olmasi beklenen kiz 6grenci sayilar

Yukaridaki tablolar kullanilarak asagidaki Markov gecis matrisleri ( Tablo 4,

Tablo 5 ve Tablo 6) elde edilmistir. Bunun igin, matrisin her bir elemanini bulundugu

satirin toplamina bélip oranlar elde edilmistir.

a b~ wWwNPE

1 2 3 4 5
0.8087 0.1155 0.0000 0.0000 0.0758
0.0000 0.5428 0.2714 0.0000 0.1857
0.0000 0.0000 0.8169 0.1608 0.0223
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Cizelge 4.3.4. Markov gecis matrisi (Tim Ogrenciler)

e




1 2 3 4 5
1 0.8125 0.1161 0.0000 0.0000 0.0714
2 0.0000 0.5445 0.2723 0.0000 0.1832
3 0.0000 0.0000 0.8197 0.1570 0.0232
4 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Cizelge 4.3.5. Markov gecis matrisi (Erkek Ogrenciler)

1 2 3 4 5
1 0.7915 0.1131 0.0000 0.0000 0.0955
2 0.0000 0.5886 0.2943 0.0000 0.1171
3 0.0000 0.0000 0.8129 0.1661 0.0210
4 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Cizelge 4.3.6. Markov gecis matrisi (Kiz Ogrenciler)

Yutucu durum iceren Markov zincirlerinin analizinin yapilabilmesi icin Markov
gecis matrisinin yeniden diizenlenmesi gerekir. Bu duzenleme yapilarak olusturulan
yeni matrisin sol st kdsesinde bir birim matris (yutucu durum sayisi boyutunda)
yaninda O‘lardan olusmus bir matris, birim matrisin altinda yutan olmayan
durumlardan yutucu durumlara gecis olasiliklarini gésteren R matrisi ve 0 matrisinin
altinda da yutucu olmayan durumlardan yutucu durumlara gegisi gosteren Q matrisi

olusacaktir. Tablo 7,8 ve 9’da tum 0&grenciler, erkek ve kiz 6grenciler igin

duzenlenmis olan bu matrisler gosterilmistir.

4 5 1 2 3
4 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.0000 0.0758 0.8087 0.1155 0.0000
2 0.0000 0.1857 0.0000 0.5428 0.2714
3 0.1608 0.0223 0.0000 0.0000 0.8169

Cizelge 4.3.7. Diizenlenmis Markov gecis matrisi (Ttim Ogrenciler)

4 5 1 2 3
4 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.0000 0.0714 0.8125 0.1161 0.0000
2 0.0000 0.1832 0.0000 0.5445 0.2723
3 0.1570 0.0232 0.0000 0.0000 0.8197

Cizelge 4.3.8. Diizenlenmis Markov gecis matrisi (Erkek Ogrenciler)
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4 5 1 2 3
4 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.0000 0.0955 0.7915 0.1131 0.0000
2 0.0000 0.1171 0.0000 0.5886 0.2943
3 0.1661 0.0210 0.0000 0.0000 0.8129

Cizelge 4.3.9. Diizenlenmis Markov gecis matrisi (Kiz Ogrenciler)

Q matrisi, birim matristen cikarihp tersi alindiktan sonra bulunan (1-Q)™*

yutucu olmayan durumlardaki ortalama bekleme strelerini gostermektedir. (1-Q)™

matrisi sikca Markov zinciri esas matrisi olarak da adlandiriimaktadir.

1 2 3
1 5.2274 1.3206 1.9574
2 0 2.1872 3.2420
3 0 0 5.4615
Cizelge 4.3.10. Tiim égrenciler icin (1—Q)™" matrisi
1 2 3
1 5.3333 1.3594 2.0530
2 0 2.1954 3.3156
3 0 0 5.5463
Cizelge 4.3.11. Erkek grenciler igin (1—Q)™" matrisi
1 2 3
1 4.,7962 1.3185 2.0740
2 0 2.4307 3.8234
3 0 0 5.3447

Cizelge 4.3.12. Kiz égrenciler igin (1—-Q)™" matrisi

Yukaridaki tablolara gore ilkogretimdeki bir dgrencinin ilkégretimde devam
etme suresi ortalama olarak 5.2274 adima (yila) karsilik gelmektedir. Ayni sekilde
bir erkek 6grencinin bekleme stresi 5.3333, kiz 6grencinin ise, 4.7962 adim (yil)
oldugu gorulmektedir.

Su anda ilkégretimde bulunan bir 06grenci ortalama olarak 6.5480
(5.2274+1.3206) yil ilkdgretim veya ortadgretimde, 8.5054 yil tlim egitim sistemi

(ilkdgretim, ortadgretim, yiksekogretim) icinde yer alacaktir.

Ilkogretimde bulunan erkek 6grencilerin ilkogretim ve ortadgretimde bekleme
siresi 6.6927 yil, tim egitim sistemi igindeki bekleme siresi ise 8.7457 yil; kiz
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ogrencilerin ise ilkogretim ve ortadgretimde bekleme suresi 5.1147 yil, tim egitim
sistemi icindeki bekleme siiresi ise 7.1887 yil olacaktir.

Ortadgretimde bulunan bir 6grencinin bekleme suresi ortalama olarak
ortadgretimde 2.1872 yil, tim egitim sisteminde ise 5.4292 vyildir. Bir erkek
ogrencinin bekleme siresi ortalama olarak ortadgretimde 2.1954 yil, tim egitim
sisteminde ise 5.5110 yildir. Bir kiz 6grencinin ise bekleme siresi ortalama olarak
ortadgretimde 2.4307 yil, tim egitim sisteminde ise 6.2541 yildir.

Bir o6grencinin yiksekogretimde bekleme siresinin 5.4615 yil oldugu
gorulmektedir. Bu siire erkek ogrenciler igin 5.5463, kiz 6grenciler icin ise 5.3447
yildir.

Yukaridaki (1-Q)™ matrisi, R matrisi (yutucu olmayan durumlardan yutucu

durumlara gecis olasiliklar) ile carpildiginda olusacak yeni matris her bir yutucu

olmayan durumun, her bir yutucu durumda yutulma olasiliklarini vermektedir.

4 5
1 0.3223 0.6777
2 0.5206 0.4791
3 0.8708 0.1287
Cizelge 4.3.13. Tiim égrenciler igin (1-Q)™-R matrisi
4 5
1 0.3148 0.6851
2 0.5213 0.4785
3 0.8782 0.1218
Cizelge 4.3.14. Erkek dgrenciler icin (1-Q)'-R matrisi
4 5
1 0.3445 0.6560
2 0.6351 0.3649
3 0.8878 0.1122

Cizelge 4.3.15. Kiz égrenciler igin (1-Q)™"-R matrisi

Tablo 13’e bakildiginda ilkdgretimdeki bir 6grencinin Universiteden mezuniyeti
%32.48, Universiteden mezun olmadan egitimin herhangi bir asamasinda sistemden
citkma olasiligr ise %68.51 olarak gorilmektedir. Ortadgretimdeki bir 6drencinin
Universiteden mezun olma olasiligi %52.06, yiksekdgretimdeki bir égrencinin ise

universiteden mezun olma olasihgi %87.08 oldugu gorilmektedir.
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Tablo 14°te erkek 6grenciler igin, Tablo 15°te ise kiz 6grenciler icin sz konusu
oranlar gosterilmistir. ilkogretimde bulunan erkek ogrencilerin %31.48’i, kiz
ogrencilerin ise %34.45°i Universiteden mezun olacaktir. Ortadgretimde bulunan
erkek ogrencilerin %52.13’0, kiz 6grencilerin ise %63.51’i Universiteden mezun
olacaktir. Yuksekogretimde okuyan bir erkek 6grencinin mezun olma olasiligi
%87.82 iken, kiz 6grenciler igin bu oranin %88.78 oldugu goérulmektedir.

Egitime baslayan kiz 6grencilerin ortadgretimden ve Universiteden mezun olma
olasiliklari erkek dgrencilerden daha yiksek oldugu gorilmektedir. Bu sonuclar da
Universite giris sinavlarindaki kiz égrencilerin basari oranlarinin erkek égrencilere
gore daha yuksek oldugu gercegine uymaktadir. Diger taraftan ekonomik olarak geri
kalmis bolgelerde egitimin de geri kaldigi ve ozellikle kiz cocuklarinin okula
gonderilmedigi dusundldiginde, egitime daha 6nem veren bdlgelerdeki goreceli
olarak yiiksek olan oranin bu sonuca neden oldugu gibi bir degerlendirme yapilabilir.
Ancak egitimin her asamasinda kiz 6grenci sayisi erkek 6grenci sayisina gore daha

az oldugu unutulmamahdir.

Sonuglar incelendiginde, 0zellikle yiksekdgretime devam edebilecek olan
ogrencilerin oranlarinin yiksekligi sasirtici gelebilir. Bunun nedeni kullanilan
verilere acik oOgretim sisteminde bulunan ve yiksekokullarda okuyan &grenci

sayilarinin da dahil olmasidir.

Bu calisma sonucunda bulunan sonuclar verilerin alindigi Milli  Egitim
Bakanligi’nin *“Tirkiye Egitim istatistikleri 2005-2006"" kitapcigindaki okullasma
oranlari verilerine de uymaktadir. Bu durum ise Markov gecis modelinin egitim

slireci icin bir analiz yontemi olarak kullanilabilecegini ortaya kaymaktadir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada, ginimizde hemen hemen her dalda o6nemli problemlerin
¢ozimiinde kullanilan Markov Zincirleri ele alindi, genis bir literatir taranarak
incelendi.

Bir stokastik strecin baslangi¢ dagilimi ve gecis olasilik fonksiyonu yardimiyla
hangi sartlarda Markov Zinciri olusturacagi agiklandi.

Markov Zincirinin gecis matrisi tanimlandi, istenilen adimda surecin icinde
bulunacagi durumlarin bu matris yardimiyla bulunabilecegi gosterildi.

Markov Zincirlerinin durumlarinin hangi sartlarda yutucu, haberlesen, gegici
veya tekrarlanan olduklari gosterildi 6rneklerle agiklandi.

Indirgenemez ve Diizenli Markov Zincirleri tanimlandi, ézellikleri 6rneklerle

verildi.

Markov Zincirlerinin duragan olma sarti verildi duragan dagilimlar formalize
edildi, 6rneklerle agiklandi.

Duragan Markov Zincirinin  denge denklemleri elde edildi. Tersine zincir
tanimlandi ve Markov zincirinin tersinir olma sartlari verildi.

Surekli zamanlh Markov zincirlerinden Poisson sireci ile dogum ve 06lim
zincirleri tanimlanarak dogum ve 6lim sireclerinin bir durumda gecirdigi zaman
rastgele degiskenler cinsinden elde edildi.

Markov zincirinin cesitli uygulamalari verilerek, cesitli problemlerin ¢6zimi
icin kullanish bir metod oldugu gosterildi.

Yapilacak daha detayli calismalarla tersinir Markov zincirinin teorik calisma
alanlart ve uygulama alanlari genisletilebilir. Ayrica bu galismada verilen teorik
calismalarin uygulama alanlari genisletilebilir.
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