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1. GİRİŞ 

Bir singüler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yılında Moore (1920, 1935) tarafından 

ortaya atılmıştır. Bu fikrin genel operatörlere genişletilmesi ise Tseng (1949a, 1949b, 

1956) tarafından yapılmıştır. Ancak, daha sonra 1955 yılına kadar bu konuda her hangi 

bir sistematik çalışmaya rastlanamamaktadır. 1955 yılında, önceki çalışmalardan 

habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farklı bir yoldan Moore tarafından verilen 

invers kavramını tekrar tanımlamıştır. Penrose ile aynı zamanlarda yaşayan bilim 

adamlarından birisi olan Rao (1955), bir singüler matrisin Pseudo İnversi olarak 

adlandırdığı, en küçük kareler teorisinde singüler matrisli normal denklemlerin 

çözümünde ve tahmin edicilerin varyanslarının hesaplanmasında kullanılan yeni bir 

invers kavramı geliştirmiştir. Rao tarafından geliştirilen Pseuda invers, Moore ve 

Penrose tarafından ortaya konulan kısıtlamaların tümünü sağlamamaktadır. Bu 

nedenle de bu invers, Moore–Penrose inversten farklıdır, fakat gözlem denklemlerinin 

rankları üzerinde herhangi bir kısıtlama konulmaması durumunda en küçük kareler 

yönteminin genel teorisinin ortaya konulmasında oldukça yararlıdır. Rao (1962), daha 

sonraki bir çalışmasında, lineer denklemlerle ilgili problemlerinin çözümünde yeterli 

olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermiş olduğu tanımdan çok daha zayıf bir tanım 

ortaya koymuştur. Böyle bir invers, bir genelleştirilmiş invers (g–invers) olarak 

adlandırılmış ve bunun uygulamaları Rao (1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun 

birçok çalışmasında yer almıştır. 

Genelleştirilmiş inversler üzerinde 1955’ lerden itibaren çalışan başlıca bilim adamları 

arasında Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve Charnes 

(1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell (1966) 

sayılabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adlı ders notlarında g–inversi kullanmıştır. 

Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kısıtlamalı inversini tanımlamıştır ki bu invers 

bilinen g–inversten farklıdır ve bazı uygulamalarda kullanılır. Chernoff (1953), 

singüler nonnegatif tanımlı bir matrisin g–inversini göz önüne almıştır ki bu invers, 

bir g–invers olmamasına rağmen bazı tahmin problemlerinin incelenmesinde 

yararlıdır. Rao (1962) tarafından verilen daha zayıf tanımı sağlayan g–invers tek 

olmamakla birlikte matris cebirinde ilginç bir çalışma olarak kabul edilir. 1967 yılında 

bir yayınında Rao (1967), değişik amaçlarla kullanılmak üzere g–inverslerin bir 

sınıflandırmasını vermiştir. Bu çalışmalar daha sonra genelleştirilmiş inverslerin yeni 
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bir sınıflandırmasını ortaya atan Mitra (1968a, 1968b), Mitra ve Bhimasankaram 

(1969, 1970) tarafından geliştirilmiştir. Genelleştirilmiş inverslerin diğer çeşitli 

uygulamaları Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafından yapılan bir 

dizi çalışmada ele alınmıştır. 

Genelleştirilmiş inverslerin hesaplanmasındaki sistematik gelişmeler ve onların çeşitli 

uygulamaları Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Rao, 1964) adlı 

kitapta verilmiştir. 

Bu çalışmada özel bir invers çeşidi olan Grup inversler ve parçalı matrislerin Grup 

inversleri ele alınmıştır. Literatürde 𝑛 × 𝑛 biçimindeki bir 𝑀 matrisi için 𝑀 nin Grup 

inversinin açık bir ifadesini elde etmede kullanılan çok önemli şartlar ortaya 

konulmuştur. Bu sonuçlar altında 3. kısımda parçalı bir matrisin Grup inversinin bazı 

ilginç açık gösterimleri ve çeşitli örnekler verilmiştir. Bu durumda verilecek sonuçlar 

Grup inverslerin bulunmasında oldukça kullanışlıdır.  

Grup inversler singüler diferansiyel denklemlerde, fark denklemlerinde, Markov 

zincirlerinde, kriptolojide, tekrarlamalı metotlarda ve nümerik analizde çok çeşitli 

uygulamalara sahiptir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1. Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1 a. 𝕂 bir cisim olsun. 𝑚, 𝑛ℕ ve 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 olmak üzere 

bütün (𝑖, 𝑗) sıralı ikililerinin kümesi 𝐴 = ℕ 𝗑 ℕ olsun. 

ƒ: 𝐴 ⟶  𝕂 fonksiyonu 

(𝑖, 𝑗) ⟶ ƒ(𝑖, 𝑗) = 𝑎𝑖𝑗  

olarak tanımlansın. 𝑎𝑖𝑗   𝕂 olacak şekilde seçilen  𝑚. 𝑛  tane elemanın oluşturduğu 

[

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛 … …
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

 
… …
… 𝑎𝑚𝑛

]                                                                              (2.1) 

sayı tablosuna 𝕂 cismi üzerinde tanımlı 𝑚 × 𝑛 tipinde bir matris denir. 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛… …
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

 
… …
… 𝑎𝑚𝑛

]                              (2.2) 

matrisi kısaca 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 şeklinde gösterilir. Her (𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

ikilisine karşılık gelen 𝑎𝑖𝑗 elemanına 𝐴 matrisinin (𝑖, 𝑗)–yinci bileşeni denir. 

b. 𝑚 × 𝑛 tipinde olan ve bileşenleri bir 𝕂 cismi üzerinden seçilen bütün 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 

matrislerinin kümesi 𝕂𝑛
𝑚 ile gösterilir. 

c. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] 𝑚 × 𝑛 tipinde her hangi iki matris olmak üzere, her (𝑖, 𝑗) 

için, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  ve 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 ise, bu iki matrise eşit matrisler denir. 

d. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] 𝑚 × 𝑛 tipinde bir matris olmak üzere, her bir 𝑎𝑖𝑗 elemanı sıfıra eşitse 𝐴 

matrisine sıfır matris denir. 

e. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] 𝑚 × 𝑛 tipinde iki matris olmak üzere, 𝐴 ve 𝐵 matrislerinin 

toplamı, (𝑖, 𝑗)–yinci bileşeni 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 olan bir matris olup, 

+:  𝕂𝑛
𝑚 × 𝕂𝑛

𝑚 ⟶ 𝕂𝑛
𝑚  

(𝐴, 𝐵) ⟶ 𝐴 + 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗] + [𝑏𝑖𝑗]  
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𝐴 + 𝐵 = [

𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12

𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + +𝑏12

… 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛

… 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛… …
𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1 𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2

  … …
  … 𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛

]  

şeklinde tanımlanır. 

f. 𝑐 ∈ 𝕂 bir skaler olmak üzere 𝑐𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚  matrisi (𝑖, 𝑗)–yinci bileşeni 𝑐𝑎𝑖𝑗  olan bir 

matristir. Yani, 

. :  𝕂 × 𝕂𝑛
𝑚 ⟶ 𝕂𝑛

𝑚  

(𝑐, 𝐴) ⟶ 𝑐𝐴 = [

𝑐𝑎11 𝑐𝑎12

𝑐𝑎21 𝑐𝑎22

… 𝑐𝑎1𝑛

… 𝑐𝑎2𝑛… …
𝑐𝑎𝑚1 𝑐𝑎𝑚2

 
… …
… 𝑐𝑎𝑚𝑛

]  

olur. O halde her 𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚 matrisi için 0 ∈ 𝕂 olmak üzere, 0𝐴 = 0 ∈ 𝕂𝑛

𝑚 matrisi, 𝑚 ×

𝑛 tipinde sıfır matristir. 

g. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝕂𝑝
𝑚  ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] ∈ 𝕂𝑛

𝑝
  olmak üzere, 𝐴  ve 𝐵  matrislerinin çarpımı 

𝐶 = [𝑐𝑖𝑗] ∈ 𝕂𝑛
𝑚 şeklinde bir matristir ve 

. :  𝕂𝑝
𝑚 × 𝕂𝑛

𝑝
⟶ 𝕂𝑛

𝑚  

(𝐴, 𝐵) ⟶ 𝐴.𝐵 = 𝐶  

[𝑎𝑖𝑗]. [𝑏𝑖𝑗] = [𝑐𝑖𝑗] = [∑ 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗
𝑝
𝑘=1 ],  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

şeklindedir ve 

𝐴. 𝐵 = [
(𝑎11𝑏11 + ⋯+ 𝑎1𝑝𝑏𝑝1) … (𝑎11𝑏1𝑛 + ⋯+ 𝑎1𝑝𝑏𝑝𝑛)

… … …
(𝑎𝑚1𝑏11 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑝𝑏𝑝1) … (𝑎𝑚1𝑏1𝑛 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑝𝑏𝑝𝑛)

]  

olarak tanımlanır. O halde matris çarpımının tanımlı olabilmesi için birinci çarpanın 

sütun sayısı, ikinci çarpanın satır sayısına eşit olmalıdır. Herhangi 𝐴  ve 𝐵 

matrislerinin çarpımı  𝐴. 𝐵 veya 𝐴𝐵 ile gösterilir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.1.2 a. 𝕂 = ℝ, reel sayılar kümesi olarak alınırsa, 𝕂 cismi üzerinde tanımlı 

𝑚 × 𝑛 tipindeki 𝐴 matrisine bir reel matris denir. 

b. 𝕂 = ℂ, kompleks sayılar kümesi olarak alınırsa, 𝕂 cismi üzerinde tanımlı 𝑚 × 𝑛 

tipindeki bir  𝐴 matrisine bir kompleks matris denir (Branson R., 1999). 
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Tanım 2.1.3 a. Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 matrisinde 𝑚 =  𝑛  ise, 𝐴  matrisine kare matris 

denir. 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛… …
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

… …
… 𝑎𝑛𝑛

]                   (2.3) 

kare matrisinde 𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛 elemanlarına köşegen (esas köşegen) elemanları 

denir.  

b. Bir 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 kare matrisinin  𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛  köşegen elemanları dışındaki 

tüm elemanları sıfır ise yani, 𝑎𝑖𝑗 = 0  (𝑖 ≠ 𝑗) ise bu matrise köşegen matris denir ve  

𝐴 =  Köş{𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛}  ile gösterilir. 

c.  Bir köşegen matriste 𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛 = k, k ∈ 𝕂 ise bu matrise skaler matris denir. 

d. Köşegen üzerindeki elemanları 1 ve köşegen dışındaki elemanları 0 olan 𝑛 × 𝑛 

tipindeki bir matrise birim matris denir ve  

𝐼𝑛 = [
1 ⋯ 0
⋮  ⋮
0 ⋯ 1

]  

şeklinde gösterilir. Her hangi bir 𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚 matrisi için, 𝐼𝑚𝐴 = 𝐴𝐼𝑛 = 𝐴 olur. 

e. Bir  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
  matrisinden aynı numaralı satırlar ve sütunlar kendi aralarında 

yer değiştirilerek elde edilen 𝐴𝑇  =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑚
  matrisine 𝐴  matrisinin transpozu 

(transpoze matrisi) denir. Buna göre 𝐴 ve 𝐵 uygun matrisler olmak üzere, 

(𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 ve (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇  

eşitlikleri sağlanır. 

f. 𝐴 bir reel kare matris olmak üzere 𝐴𝑇 = 𝐴 ise, A matrisine simetrik matris denir. 

g.  𝐴 ve 𝐵 kare matrisleri arasında 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 bağıntısı varsa, bu matrislere değişmeli 

(komutatif ) matrisler denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.1.4 a. {1,2, … 𝑛} kümesinin kendisi üzerine bir birebir ve örten bağıntısı veya 

eş değer olarak 1,2, … 𝑛  sayılarının yeniden bir sıralanmasına {1,2, …𝑛} kümesinin 

bir  𝜎  permütasyonu denir. Böyle bir permütasyon, 
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𝜎 = (
1 2 … 𝑛
𝑗1 𝑗2 … 𝑗𝑛

)    

veya 

𝜎 = 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑛   ,  𝑗𝑖 = 𝜎(𝑖) 

ile gösterilir. Bu permütasyonların tümünün kümesi 𝑆𝑛 ile gösterilir. 𝑆𝑛 de gelişigüzel 

bir 𝜎  permütasyonu, örneğin 𝜎 = 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑛  düşünüldüğünde 𝜎  da çift veya tek 

sayıda permütasyonlar olmasına göre 𝜎 ya çift veya tek permütasyon denir. O halde 

bir 𝜎 nın işareti, 

𝑠𝑔𝑛𝜎 = {
   1, eğer  𝜎  çift ise
−1, eğer  𝜎  tek ise

  

şeklinde tanımlanır ve 𝑠𝑔𝑛𝜎  ile gösterilir. 

b. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 bir 𝕂 cismi üzerinde tanımlı kare matris olsun.  

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛… …
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

… …
… 𝑎𝑚𝑛

]  

matrisinin her satırından ve her sütunundan yalnız ve yalnız bir eleman alınmak üzere 

𝑛 elemanın bir çarpımı düşünülsün. Böyle bir çarpım 𝑎1𝑗1 , 𝑎2𝑗2 , … , 𝑎𝑛𝑗𝑛  şeklinde 

yazılır. Burada çarpanlar ardışık satırlardan gelir ve bu yüzden alt indisler  1, 2, … , 𝑛 

doğal sayı sırasındadır. Çarpanlar farklı sütunlardan geldiğinden, ikinci alt indislerin 

dizisi 𝑆𝑛  de bir 𝜎 = 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑛  permütasyonunu oluşturur. Tersine, 𝑆𝑛  deki her 

permütasyon yukarıdaki şekilde bir çarpım tanımlar. Böylece 𝐴  matrisi bir 𝑛! 

çarpımını kapsar. 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 kare matrisinin determinantı det(𝐴 ) veya |𝐴|  şeklinde gösterilir ve 

yukarıdaki her çarpanı 𝑠𝑔𝑛𝜎 ile çarpılan veya 𝑛! tane çarpımların toplamıdır. Yani, 

|𝐴| = ∑ (𝑠𝑔𝑛𝜎)𝑎1𝑗1 , 𝑎2𝑗2 , … , 𝑎𝑛𝑗𝑛𝜎   

veya 

|𝐴| = ∑ (𝑠𝑔𝑛𝜎)𝑎1𝜎(1), 𝑎2𝜎(2), … , 𝑎𝑛𝜎(𝑛)𝜎∈𝑆𝑛
  

şeklinde 𝑛 mertebedendir. 
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𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 matrisinin determinantı aşağıdaki şekilde de tanımlanmaktadır. 

c.  1 × 1tipinde bir 𝐴 matrisinin determinantı kendisidir. 𝐴 = [𝑎] ise, det(𝐴) = |𝑎| =

𝑎 olur. 

d.  2 × 2  tipinde bir 𝐴 matrisinin determinantı aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] ⟹ det(𝐴) = |

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21  

olur. 

𝑛 > 2 için bir kare matrisin determinantı, aşağıda gösterildiği gibi bir indirgeme işlemi 

ve minörleri ile işaretli minörleri kullanılan bir açılımla hesaplanır. 

e. Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 matrisinin bir 𝑎𝑖𝑗  elemanının |𝑀𝑖𝑗| şeklinde tanımlanan minörü, 

𝐴 matrisinden 𝑖–yinci satırın ve 𝑗–yinci sütunun atılması ile oluşan (𝑛 − 1) × (𝑛 − 1)  

tipindeki kare matrisin determinantıdır. 

f. Bir  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
  matrisinin bir 𝑎𝑖𝑗  elemanının minörü |𝑀𝑖𝑗| olsun. 𝐴 matrisinin 

bir 𝑎𝑖𝑗 elemanının 𝐴𝑖𝑗 şeklinde gösterilen kofaktörü (işaretli minörü veya eş çarpanı), 

𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗 . |𝑀𝑖𝑗| şeklinde tanımlanır. 

g. Bir  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
  matrisinin determinantı herhangi bir satır (sütun) elemanlarının 

kendi kofaktörleriyle çarpılıp bu çarpanların toplanmasıyla bulunur. Yani herhangi 𝑖 

ve 𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛) için, 

det(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑘 . 𝐴𝑖𝑘
𝑛
𝑘=1 = ∑ (−1)𝑖+𝑘𝑎𝑖𝑘|𝑀𝑖𝑘| 

𝑛
𝑘=1                                          (2.4) 

det(𝐴) = ∑ 𝑎𝑘𝑗 . 𝐴𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1 = ∑ (−1)𝑘+𝑗𝑎𝑘𝑗|𝑀𝑖𝑘|  

𝑛
𝑘=1                             (2.5) 

şeklinde tanımlanır. 

Her bir i için, (2.4) ile verilen toplama, 𝐴  matrisinin determinantının 𝑖–yinci satır 

elemanlarına göre açılımı, her bir 𝑗  için, (2.5) ile verilen toplama ise 𝐴 matrisinin 

determinantının 𝑗–yinci sütun elemanlarına göre açılımı denir. 

h. Bir 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 kare matrisi için |𝐴| = 0 ise, 𝐴 matrisine singüler (tekil) matris, 

|𝐴|  0  ise, 𝐴  matrisine nonsingüler (tekil olmayan veya regüler) matris denir 

(Branson R., 1999). 
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Tanım 2.1.5  a.  Bir 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 matrisinde bir 𝑎𝑖𝑗 elemanının kofaktörü  𝐴𝑖𝑗 olsun.  

Ek(𝐴) = [𝐴𝑖𝑗]
𝑇

= [𝐴𝑗𝑖]  

şeklinde tanımlanan matrise 𝐴 matrisinin ek matrisi denir. Buna göre, 

𝐸𝑘(𝐴) = [

𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

⋯ 𝐴1𝑛

⋯ 𝐴2𝑛… …
𝐴𝑛1 𝐴𝑛2

… …
⋯ 𝐴𝑛𝑛

]

𝑇

= [

𝐴11 𝐴21

𝐴12 𝐴22

⋯ 𝐴𝑛1

⋯ 𝐴𝑛2… …
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛

… …
⋯ 𝐴𝑛𝑛

]  

olur. 

b. Bir 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 matrisi için 𝐴. 𝐵 = 𝐵. 𝐴 = 𝐼𝑛  olacak şekilde bir 𝐵 =  [𝑏𝑖𝑗]𝑛×𝑛

 

matrisi varsa, 𝐵  matrisine 𝐴  matrisinin inversi denir ve 𝐴−1 = 𝐵  ile gösterilir 

(Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.1.1 Bir 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 matrisi ile bu matrisin ek matrisinin çarpımı bir 

skaler matris olup, 

𝐴.Ek(𝐴) = Ek(𝐴). 𝐴 = |𝐴| [

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0… …

0 0
… …
⋯ 1

] = |𝐴|𝐼𝑛                                   (2.6) 

 ile verilir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat:  𝐴.Ek(𝐴) = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛… …
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

… …
… 𝑎𝑛𝑛

] . [

𝐴11 𝐴21

𝐴12 𝐴22

⋯ 𝐴𝑛1

⋯ 𝐴𝑛2… …
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛

… …
⋯ 𝐴𝑛𝑛

] 

               = [

|𝐴| 0
0 |𝐴|

⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ |𝐴|

]  

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer şekilde, 

Ek(𝐴). 𝐴 = [

𝐴11 𝐴21

𝐴12 𝐴22

⋯ 𝐴𝑛1

⋯ 𝐴𝑛2… …
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛

… …
⋯ 𝐴𝑛𝑛

] . [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛… …
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

… …
… 𝑎𝑛𝑛

]  

                = [

|𝐴| 0
0 |𝐴|

⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0    

… …
⋯ |𝐴|

]  
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olduğu görülür. O halde, 

𝐴.Ek(𝐴) = Ek(𝐴). 𝐴 = |𝐴| [

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0… …

0 0
… …
⋯ 1

] = |𝐴|𝐼𝑛  

bulunur. 

Teorem 2.1.2 Bir 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 nonsingüler matrisinin inversi, 

𝐴−1 =
1

|𝐴|
.Ek(𝐴)                                             (2.7) 

dır (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

İspat: (2.6) bağıntısından dolayı  𝐴.Ek(𝐴) = |𝐴|𝐼  olur. Bu ifadenin her iki yanı 𝐴−1 

ile çarpıldığında, 

(𝐴−1𝐴).Ek(𝐴) = 𝐴−1|𝐴|𝐼  ⟹   Ek(𝐴) = |𝐴|𝐴−1𝐼   ⟹  Ek(𝐴) = |𝐴|𝐴−1  

olur. Öte yandan 𝐴 matrisi nonsingüler olduğundan |𝐴| ≠ 0 olup, 

𝐴−1 =
1

|𝐴|
.Ek(𝐴)    

elde edilir. 

Teorem 2.1.3 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 nonsingüler bir matris, 𝐵 ve 𝐶 çarpıma uygun matrisler 

olmak üzere, 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 ise 𝐵 = 𝐶 olur. (Hacısalihoğlu H.H.. 1977) 

İspat: 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 eşitliğinin her iki tarafı soldan 𝐴−1  ile çarpılmasıyla 𝐴−1𝐴𝐵 =

𝐴−1𝐴𝐶  yani  𝐵 = 𝐶  elde edilir. 

Teorem 2.1.4 a. Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 nonsingüler matris olsun. 𝐴−1 matrisi tektir. 

b. 𝐴 nonsingüler matris ise  𝐴−1  matrisi de nonsingüler olup (𝐴−1)−1 =  𝐴 dır. 

c. 𝐴 ve 𝐵 çarpmaya uygun nonsingüler matrisler ise 𝐴𝐵 matrisi de nonsingüler olup 

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 dir. 

d. 𝐴 nonsingüler bir matris ise 𝐴𝑇 matrisi de nonsingüler olup (𝐴𝑇)−1 = (𝐴−1)𝑇 dir 

(Branson R., 1999). 
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İspat: a. 𝐵 ve 𝐶 matrislerinin 𝐴 matrisinin herhangi iki inversi olduğu varsayılsın. O 

zaman 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼  ve 𝐴𝐶 = 𝐶𝐴 = 𝐼  olur. Buradan 𝐶 = 𝐶𝐼 = 𝐶(𝐴𝐵) = (𝐶𝐴)𝐵 =

𝐼𝐵 = 𝐵 elde edilir. 

b. (𝐴−1)−1  matrisi 𝐴−1  matrisinin inversidir. Aynı zamanda 𝐴  matrisi de 𝐴−1 

matrisinin inversidir. Nonsingüler bir matrisin inversinin tekliğinden bu inversler 

birbirine eşittir. 

c. (𝐴𝐵)−1 matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrıca, 

𝐵−1𝐴−1(𝐴𝐵) = 𝐵−1(𝐴−1𝐴)𝐵 = 𝐵−1𝐼𝐵 = 𝐵−1𝐵 = 𝐼   

ve 

(𝐴𝐵)𝐵−1𝐴−1 = 𝐴(𝐵𝐵−1)𝐴−1 = 𝐴𝐼𝐴−1 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼   

yazılabilir. Böylece 𝐵−1𝐴−1  matrisi de 𝐴𝐵  matrisinin inversi olur. Nonsingüler bir 

matrisin inversinin tekliğinden bu inversler birbirine eşittir. 

d. (𝐴𝑇)−1  matrisi 𝐴𝑇  matrisinin inversidir. Ayrıca 𝐼𝑇 = 𝐼  olduğundan 𝐼 = 𝐼𝑇 =

(𝐴𝐴−1)𝑇 = (𝐴−1)𝑇(𝐴)𝑇 olur. Bu durum, (𝐴−1)𝑇 matrisinin 𝐴𝑇 matrisinin bir inversi 

olduğunu gösterir. Nonsingüler bir matrisin inversinin tekliğinden (𝐴𝑇)−1 = (𝐴−1)𝑇 

elde edilir.  

Tanım 2.1.6 a. Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
matrisi için 𝐴2 = 𝐴  ise, 𝐴  matrisine idempotent 

matris denir. 

b. ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı 𝐴  matrisinin elemanlarının yerlerine 

eşlenikleri yazılarak elde edilen matrise 𝐴 matrisinin eşleniği (eş matrisi) denir ve 𝐴  

ile gösterilir. 

c. ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı 𝐴  matrisi için ( 𝐴 )
𝑇

= 𝐴  ise, 𝐴 

matrisine hermitian matris denir ve 𝐴∗ = ( 𝐴 )
𝑇
 ile gösterilir. 

d. Bir 𝐴 matrisi için 𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 ise 𝐴 matrisine normal matris denir.  

e. 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 nonsingüler bir matris olmak üzere, 𝐴−1 = 𝐴∗ (veya 𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 =

𝐼) ise 𝐴 matrisine birimsel (unitary) matris denir. 
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f. 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 bir matris olmak üzere, 𝐴−1 = 𝐴𝑇  ise 𝐴  matrisine ortogonal (dik) 

matris denir.  

g. 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
  reel simetrik bir matris olmak üzere, sıfırdan farklı her 𝑥ℝ1

𝑛 

vektörü için 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0 (𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0)  ise, 𝐴  matrisine Pozitif Tanımlı (Pozitif Yarı 

Tanımlı) Matris denir.  

h. 𝐴,  𝑛 × 𝑛  tipinde bir kare matris olsun. (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0   eşitliğini sağlayan 𝜆 

skalerine 𝐴  matrisinin bir özdeğeri, sıfır olmayan 𝑥  vektörüne de, 𝐴  matrisinin bir 

özvektörü denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.1.5 𝐴 ve 𝐵 uygun matrisler olmak üzere, 

a. (𝐴)
𝑇

= (𝐴𝑇). 

b. (𝐴∗)∗ = 𝐴. 

c. (𝐴 + 𝐵)∗ = 𝐴∗ + 𝐵∗. 

d. (𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗.  

eşitlikleri sağlanır (Branson R., 1999). 

İspat: a. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] 𝑚 × 𝑛 tipinde bir matris olsun. Bu takdirde 𝐴  =  [𝑎𝑖𝑗] ve (𝐴)
𝑇

=

[𝑎𝑗𝑖] olur. Diğer taraftan 𝐴𝑇 = [𝑎𝑗𝑖]  ve (𝐴𝑇) = [𝑎𝑗𝑖]  olduğundan, (𝐴𝑇) = (𝐴)
𝑇
 

olduğu görülür. 

b. 𝐴∗ = ( 𝐴 )
𝑇
 olduğundan, (𝐴∗)∗ = (( 𝐴 )

𝑇
)

𝑇

= (𝐴𝑇)𝑇 = 𝐴 elde edilir. 

c. Hermitian matris tanımına göre, 

(𝐴 + 𝐵)∗ = (𝐴 + 𝐵)
𝑇

= (𝐴 + 𝐵)
𝑇

= (𝐴)
𝑇

+ (𝐵)
𝑇

= 𝐴∗ + 𝐵∗  

elde edilir. 

d. Hermitian matris tanımına göre, 

(𝐴𝐵)∗ = (𝐴𝐵)
𝑇

= (𝐴 𝐵)
𝑇

= (𝐵)
𝑇
(𝐴)

𝑇
= 𝐵∗𝐴∗ 

yazılabilir. 
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Teorem 2.1.6 Reel simetrik bir 𝐴  matrisinin pozitif tanımlı (pozitif yarı tanımlı) 

olması için gerek ve yeter şart, tüm özdeğerlerinin (sıfırdan farklı özdeğerlerinin) 

pozitif olmasıdır (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

İspat: 𝐴  matrisi pozitif tanımlı olmak üzere, 𝜆  özdeğerine ve ilgili 𝑥  özvektörüne 

sahip olsun. Bu takdirde bu 𝑥 vektörü için, 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 ve 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 > 0 bağıntıları vardır. 

O halde 0 < 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = 〈𝜆𝑥, 𝑥〉 = 𝜆〈𝑥, 𝑥〉  olur. 𝑥  bir özvektör olduğundan, sıfırdan 

farklıdır ve dolayısıyla 〈𝑥, 𝑥〉 pozitiftir. Bu durumda 𝜆 > 0 olmalıdır.  

𝐴 matrisi pozitif yarı tanımlı olmak üzere, 𝜆 özdeğerine ve ilgili 𝑥 özvektörüne sahip 

olsun. Bu takdirde bu 𝑥  vektörü için, 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥  ve 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 bağıntıları vardır. O 

halde, 

0 ≤ 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = 〈𝜆𝑥, 𝑥〉 = 𝜆〈𝑥, 𝑥〉  

olur. 𝑥 bir özvektör olduğundan, sıfırdan farklıdır ve dolayısıyla 〈𝑥, 𝑥〉 pozitiftir. Bu 

durumda 𝜆 ≥ 0 olmalıdır. 

Tüm (sıfırdan farklı) özdeğerleri pozitif olması halinde A matrisinin pozitif tanımlı 

(pozitif yarı tanımlı) olacağı benzer şekilde gösterilebilir (Lanchester, P., 1969). 

Tanım 2.1.7 a. 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛  vektörler kümesi verilmiş olsun. ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0 eşitliği 

ancak 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 skalerlerinin tümü birden sıfır olduğunda sağlanıyorsa bu durumda 

𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛  vektörlerine lineer bağımsızdır denir. Aksi halde yani, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 

skalerlerinden en az biri sıfırdan farklı olmak üzere ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0 eşitliği sağlanıyorsa 

bu durumda 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 vektörlerine lineer bağımlıdır denir. 

b. 𝐴 matrisi 𝑚 × 𝑛 tipinde herhangi bir matris olsun. 𝐴 matrisinin sütun vektörlerini 

𝐴∗1, 𝐴∗2, … , 𝐴∗𝑛 ile, ve satır vektörlerini 𝐴1∗, 𝐴2∗, … , 𝐴𝑚∗  ile gösterelim. 𝐴𝑖∗ , 𝑖 =

1, 2, … ,𝑚  vektörleri arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız vektörler 

kümesinin eleman sayısına 𝐴  matrisinin satır rankı, 𝐴∗𝑗 ,  𝑗 = 1, 2, … , 𝑛  vektörleri 

arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız vektörler kümesinin eleman sayısına 

ise 𝐴 matrisinin sütun rankı denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.1.7 Bir matrisin iki satırının kendi aralarında yer değiştirmesi matrisin satır 

rankını değiştirmez (Branson R., 1999). 
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İspat: 𝐴 matrisinin herhangi iki satırı yer değiştirdiğinde satır vektörlerinin kümesi 

değişmeyeceğinden, bu durum matrisin satırları arasındaki lineer bağımsızlığı 

değiştirmez. Yani satır rankını değiştirmez. 

Teorem 2.1.8 𝐴𝑋 = 0 ve 𝐵𝑋 = 0 denklemlerinin çözüm kümeleri aynı ise, o zaman 

𝐴 ve 𝐵, 𝑛 × 𝑛 tipindeki matrislerin sütun rankları aynıdır (Branson R., 1999). 

İspat: 𝐴𝑋 = 0 sistemi, 

𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝐴𝑛 = 0                 (2.8) 

olarak yazılabilir. Burada 𝐴𝑖, 𝐴  matrisinin 𝑖-yinci sütunudur ve  𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛]𝑇 

olur. Benzer şekilde,  𝐵𝑥 = 0 sistemi, 

𝑥1𝐵1 + 𝑥2𝐵2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝐵𝑛 = 0                 (2.9) 

olarak yazılabilir. 

𝐴  matrisinin sütun rankı 𝑎 , 𝐵  matrisinin sütun rankı 𝑏  ile gösterilsin. 𝐴  matrisinin 

sütun rankı, 𝐵 matrisinin sütun rankından büyük kabul edilsin. Böylece 𝑎 > 𝑏 olur. 

Bu durumda 𝐴  matrisinin 𝑎  tane lineer bağımsız sütunu olmalıdır. Genellik 

kaybedilmeden, bunların 𝐴  matrisinin ilk 𝑎  sütunu olduğu varsayılabilir. (Eğer 

değilse, 𝐴  matrisinin sütunları bu şekilde yeniden düzenlenebilir. Bu durum ise 

Teorem 2.1.7’ ye benzer şekilde 𝐴 matrisinin sütun rankını değiştirmez.) Ancak 𝑎 >

𝑏 kabul edildiğinden  𝐵 matrisinin ilk 𝑎 sütunu lineer bağımlıdır. Böylece, hepsi sıfır 

olmayan öyle 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 vardır ki, 

𝑑1𝐵1 + 𝑑2𝐵2 + ⋯+ 𝑑𝑎𝐵𝑎 = 0   

olur. Buradan, 

𝑑1𝐵1 + 𝑑2𝐵2 + ⋯+ 𝑑𝑎𝐵𝑎 + 0𝐵𝑎+1 + ⋯+ 0𝐵𝑛 = 0   

ve (2.9) sisteminin çözümü olarak, 

𝑥1 = 𝑑1     𝑥2 = 𝑑2     …     𝑥𝑎 = 𝑑𝑎     𝑥𝑎+1 = 𝑥𝑎+2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0  

bulunur. Bu aynı değerler (2.8) sisteminin de çözümü olarak verildiğinden, 

𝑑1𝐴1 + 𝑑2𝐴2 + ⋯+ 𝑑𝑎𝐴𝑎 = 0  

dır. Burada, belirtildiği gibi, 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑎 sabitlerinin tümü sıfır değildir. Ancak bu 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑎  matrislerinin lineer bağımlı olduğunu gösterir ki, bu da bir çelişkidir. 



14 
 

𝐴  ve 𝐵  matrislerinin rollerini değiştirerek yapılan benzer bir çalışma, 𝐵  matrisinin 

sütun rankının da 𝐴 matrisinin sütun rankından daha büyük olamayacağını gösterir. 

Böylece bu iki matrisin sütun rankları eşit olmalıdır. 

Teorem 2.1.9 Elemanter satır işlemleri herhangi bir matrisin sütun rankını değiştirmez 

(Branson R., 1999). 

İspat: 𝐴 matrisine elementer satır işlemleri uygulanarak elde edilen matris 𝐵 olsun. 

Bu durumda 𝐴𝑥 = 0  ve 𝐵𝑥 = 0  homojen denklem sistemlerinin çözüm kümeleri 

aynıdır. Teorem 2.8 yardımıyla 𝐴 ve 𝐵 matrislerinin sütun rankları aynıdır. 

Teorem 2.1.10 Herhangi bir 𝐴 matrisi için satır rankı sütun rankına eşittir (Branson 

R., 1999). 

İspat: 𝑚 × 𝑛 tipindeki bir 𝐴 matrisinin satır rankının 𝑟 ve sütun rankının ise 𝑐 olduğu 

kabul edilsin. 𝑟 = 𝑐  olduğu gösterilecektir. 𝐴  matrisinin satırları ilk 𝑟  satırı lineer 

bağımsız ve kalan 𝑚 − 𝑟  satırı ilk 𝑟 satırın lineer birleşimi olacak şekilde yeniden 

düzenlenirse, Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.8 yardımıyla bu işlemin 𝐴 matrisinin satır 

ve sütun ranklarını değiştirmediği görülür. 𝐴  matrisinin satırları sırasıyla 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑚 ile gösterilsin ve 𝐶 ve 𝐷 matrisleri, 

𝐶 = [

𝐴1

𝐴2…
𝐴𝑟

] ve 𝐷 = [

𝐴𝑟+1

𝐴𝑟+2…
𝐴𝑚

] 

olarak tanımlansın. O zaman 𝐴 matrisi [
𝐶
𝐷

] bloklanmış matrisidir. Ayrıca 𝐷 matrisinin 

her bir satırı 𝐶 matrisinin satırlarının bir lineer birleşimi olduğundan, öyle bir 𝑇 matrisi 

vardır ki, 𝐷 = 𝑇𝐶 olur. Özel durumda eğer, 

𝐴𝑟+1 = 𝑑1𝐴1 + 𝑑2𝐴2 + ⋯+ 𝑑𝑟𝐴𝑟  

ise, o zaman [𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑟] vektörü T matrisinin ilk satırıdır. Buradan, herhangi bir 𝑛 

boyutlu 𝑥 vektörü için, 

𝐴𝑥 = [
𝐶𝑥
𝐷𝑥

] = [
𝐶𝑥
𝑇𝐶𝑥

]  
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yazılabilir. Bu durumda, ancak ve ancak  𝐶𝑥 = 0  ise, 𝐴𝑥 = 0  olur ve Teorem 

2.1.8’den dolayı 𝐴 ve 𝐵 matrislerinin sütun rankı c dir. Ancak 𝐵 matrisinin sütunları 

𝑟 boyutlu vektörlerdir. Böylece 𝐵 matrisinin sütun rankı 𝑟 den büyük olamaz. Yani, 

𝑐 ≤ 𝑟                    (2.10) 

olur. 

Yukarıdaki durum 𝐴𝑇  matrisi için tekrarlanırsa, 𝐴𝑇  matrisinin sütun rankının 

𝐴𝑇 matrisinin satır rankından büyük olamayacağı görülür. Ancak, 𝐴𝑇  matrisinin 

sütunları 𝐴  matrisinin satırları olduğundan bu durum 𝐴  matrisinin satır rankının 𝐴 

matrisinin sütun rankından büyük olamayacağı anlamına gelir. Yani, 

𝑟 ≤ 𝑐                                        (2.11) 

olur. (2.10) ve (2.11) bağıntılarından 𝑟 =  𝑐 olduğu görülür. 

Tanım 2.1.8 Herhangi bir 𝐴 matrisinin rankı, satır ve sütun rankı olarak tanımlanır ve 

rank(𝐴) veya 𝑟(𝐴) şeklinde gösterilir (Branson R., 1999). 

Teorem 2.1.11 𝐴 bir matris olmak üzere 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝑇) dir(Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

İspat: 𝐴  matrisinin satırları 𝐴𝑇  matrisinin sütunları ve 𝐴  matrisinin sütunları 𝐴𝑇 

matrisinin satırları olduğundan, Teorem 2.10’dan istenilen sonuç elde edilir. 

Tanım 2.1.9 𝑛 × 𝑛 tipindeki bir 𝐴 kare matrisi için, eğer 𝑟(𝐴) = 𝑛 ise 𝐴 matrisine 

nonsingüler (tekil olmayan) matris denir. Aksi durumda yani, 𝑟(𝐴) < 𝑛  ise 𝐴 

matrisine singüler (tekil) matris denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.1.10 a. 𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚 , 𝑚 × 𝑛  tipinde bir matris olsun. 𝒩(𝐴) = {𝑥: 𝐴𝑥 = 0} 

şeklinde tanımlanan kümeye 𝐴 marisinin null (sıfır) uzayı denir. 

b. 𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚, 𝑚 × 𝑛 tipinde bir matris olsun. ℛ(𝐴) = {𝑦: 𝐴𝑥 = 𝑦} şeklinde tanımlanan 

kümeye 𝐴 matrisinin ranj (sütun) uzayı denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.1.12 Eğer 𝐴, 𝑟 ranklı 𝑚 × 𝑛 tipinde bir matris ise, bu durumda aşağıdaki 

şartları sağlayan nonsingüler 𝑃 ve 𝑄 matrisleri vardır. 𝐼, 𝑟 × 𝑟 boyutlu birim matris 

olmak üzere, 

a.   𝑚 =  𝑛 =  𝑟 ⟹ 𝑃𝐴𝑄 =  𝐼. 

b.   𝑚 = 𝑟 < 𝑛 ⟹ 𝑃𝐴𝑄 = [𝐼 , 0]. 
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c.   𝑚 > 𝑟, 𝑛 > 𝑟 ⟹ 𝑃𝐴𝑄 = [
𝐼 0
0 0

].                 (2.12) 

İspat: Bakınız Lancaster, P., (1969). 

Teorem 2.1.13 Çarpmaya uygun 𝐴  ve 𝐵  matrislerinin çarpımının rankı 𝐴 ve 𝐵 

matrislerinin rankını geçemez. Yani, 

𝑟(𝐴𝐵) ≤ min {𝑟(𝐴) , 𝑟(𝐵)}                          (2.13) 

dir (Lancaster, P., 1969). 

İspat: AB matrisinin her bir sütunu A matrisinin sütunlarının bir lineer kombinasyonu 

olduğundan, AB matrisinin sütun uzayı A matrisinin sütun uzayının alt kümesi olur. 

Böylece 𝑟(𝐴𝐵) ≤ 𝑟(𝐴) eşitsizliği bulunur. Benzer şekilde 𝑟(𝐴𝐵) ≤ 𝑟(𝐵) eşitsizliği 

de sağlanır. Böylece  𝑟(𝐴𝐵) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐵)} elde edilir. 

2.2. Genelleştirilmiş İnversler 

Herhangi bir 𝐴 matrisi bir inverse sahip olabilmesi için  𝐴 matrisinin nonsingüler ve 

kare matris olması gerekir. Bu durumda 𝐴 matrisi yardımıyla, 

𝐴𝑋 = 𝐵                   (2.14)  

lineer denklem sisteminin var olan tek çözümü  𝑋 = 𝐴−1B  şeklindedir. Ayrıca, 

𝐴𝐴−1
= 𝐴−1𝐴 = 𝐼  şartını sağlayan ve 𝐴 matrisinin inversi olarak adlandırılan 𝐴−1 

matrisi vardır. Bununla birlikte 𝐴 matrisinin kare matris olmadığı durumlarda ya da 𝐴 

matrisinin kare matris fakat singüler olduğu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda 

𝐴−1 matrisinin özelliklerini de içeren ve genelleştirilmiş invers (g–invers) matris adını 

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir çözümü olabilir. 

ℂ𝑛
𝑚 , kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı 𝑚 × 𝑛  tipindeki tüm matrislerin 

kümesini göstersin. Bir 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚  matrisi için aşağıdaki dört şartı (Moore–Penrose 

şartları) sağlayan bir 𝐺  matrisine 𝐴  matrisinin Moore–Penrose inversi denir ve 𝐴+ 

veya 𝐴† ile gösterilir. 

(i) 𝐴𝐺𝐴 = 𝐴,         

(ii) 𝐺𝐴𝐺 = 𝐺, 

(iii) (𝐴𝐺)∗ = 𝐴𝐺, 

(iv) (𝐺𝐴)∗ = 𝐺𝐴.                             (2.15) 
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Eğer 𝐺  matrisi sadece (i) şartını sağlıyorsa, bu 𝐺  matrisine, 𝐴  matrisinin bir 

genelleştirilmiş inversi (iç inversi) denir ve 𝐴−  veya 𝐴(1)  ile gösterilir. Sadece (ii) 

şartını sağlayan 𝐺 matrisine, 𝐴 matrisinin bir dış inversi denir ve 𝐴(2) ile gösterilir. 

Hem (i) hem de (ii) şartını sağlayan 𝐺  matrisine ise, 𝐴  matrisinin bir yansımalı 

genelleştirilmiş inversi denir ve 𝐴(1,2) veya 𝐴0 ile gösterilir. 

Moore–Penrose şartlarından sadece (i) şartını sağlayan yani, 

𝐴𝐺𝐴 = 𝐴                  (2.16) 

olacak şekildeki 𝐺  matrisine, 𝐴  matrisinin bir g–inversi (genelleştirilmiş inversi) 

denir. 

Bir matrisin g–inversini bulmak için aşağıdaki algoritma kullanılır. 

Algoritma 2.2.1 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
  𝑟  ranklı herhangi bir matris olsun. 

1. Adım: 𝑟 ranklı 𝐴 matrisinde, 𝑟 × 𝑟 tipinde nonsingüler her hangi bir 𝐵 alt matrisi 

seçilir. 

2. Adım: Seçilen 𝐵 alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alınır. 

3. Adım: 𝐴 matrisinde 𝐵  alt matrisinin her bir elemanına karşılık gelen yere (𝐵−1)𝑇 

matrisinin elemanları yerleştirilir. 

4. Adım: 𝐴 matrisinin diğer tüm elemanlarının yerine sıfır yazılır. 

5. Adım: Elde edilen matrisin transpozu alınır. Bu matrise 𝐺  denirse, 𝐺  matrisi 𝐴 

matrisinin bir g–inversidir. 

Örnek 2.2.1 Algoritma 2.2.1  3 × 3 tipindeki 

𝐴 = [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

]  

matrisine uygulansın. 𝐴 matrisi rankı 2 olan singüler bir matristir.  

1. Adım: 𝐴 matrisinin 2 × 2 tipinde bir nonsingüler 𝐵 = [
2 3

−1 5
] alt matrisi seçilsin. 

2. Adım: |𝐵| = 10 – (−3) = 13 ≠ 0 olduğundan  𝐵−1 mevcut olup, 

𝐵−1 =
1

|𝐵|
.Ek(𝐵) = 1 13. [

5 −3
1 2

] =⁄ [
5/13 −3/13

1 13⁄ 2/13
]  
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elde edilir. Bu matrisin transpozu alınırsa, 

(𝐵−1)𝑇 = [
5 13⁄ 1 13⁄

−3 13⁄ 2 13⁄
]  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Bulunan (𝐵−1)𝑇  matrisi 𝐴 matrisinde elemanları 𝐵 alt matrisinin 

elemanlarının yerlerine karşılık gelecek şekilde yerleştirilir. Diğer tüm elemanları sıfır 

alınır. Böylece, 

[
5 13⁄ 1 13⁄ 0

−3 13⁄ 2 13⁄ 0
0 0 0

]  

matrisi elde edilir. 

5. Adım: Bir önceki adımda bulunan matrisin transpozu alınarak, 

𝐺 = [
5 13⁄ −3 13⁄ 0
1 13⁄ 2 13⁄ 0

0 0 0

]   

matrisi oluşturulur. Bu şekilde oluşturulan 𝐺  matrisi 𝐴  matrisinin bir g–inversidir. 

Gerçekten, 

𝐴𝐺 = [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

] . [
5 13⁄ −3 13⁄ 0
1 13⁄ 2 13⁄ 0

0 0 0

] = [
1 0 0
0 1 0
2 0 0

]  

olup, 

𝐴𝐺𝐴 = [
1 0 0
0 1 0
2 0 0

] . [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

] = [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

] = 𝐴  

olduğu görülür.  

Verilen 𝐴 matrisinin başka bir 𝐵 alt matrisini seçerek, seçilen bu yeni 𝐵 alt matrisine 

Algoritma 2.2.1 uygulansın. 

1. Adım: 𝐴 matrisinin rankı 2 olduğundan 𝐵 matrisi 𝐵 = [
5 0
6 2

] şeklinde seçilsin. 

2. Adım: |𝐵| = 10 − 0 = 10 ≠ 0 olduğundan, 

𝐵−1 =
1

|𝐵|
.Ek(𝐵) = 1 10.⁄ [

2 0
−6 5

] = [
1 5⁄ 0

−3 5⁄ 1 2⁄
]  
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bulunur. Böylece, 

(𝐵−1)𝑇 = [
1 5⁄ −3 5⁄

0 1 2⁄
]  

elde edilir. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda, 

[
0 0 0
0 1 5⁄ −3 5⁄

0 0 1 2⁄
]  

olur. 

5. Adım: Bu şekilde bulunan matrisin transpozu alındığında, 

𝐺 = [
0 0 0
0 1 5⁄ 0
0 −3 5⁄ 1 2⁄

]   

matrisi elde edilir. Bulunan bu 𝐺 matrisi 𝐴 matrisinin bir g–inversi olur. Gerçekten, 

𝐴𝐺 = [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

] . [
0 0 0
0 1 5⁄ 0
0 −3 5⁄ 1 2⁄

] = [
0 0 1 2⁄
0 1 0
0 0 1

]  

ve 

𝐴𝐺𝐴 = [
0 0 1 2⁄
0 1 0
0 0 1

] . [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

] = [
2 3 1

−1 5 0
4 6 2

] = 𝐴  

olduğu görülür. 

Sonuç 2.2.1 Yukarıdaki iki seçim, bir matrisin g–inversinin tek olmadığını gösterir. 

Bu nedenle bir matrisin tanımlı birden çok g–inversi bulunabilir. 

Örnek 2.2.2 2 × 3 tipindeki 𝐸 = [
1 1 −1
1 −1 1

] dikdörtgen matrisi alınsın. 𝐸 

matrisinin rankının 2 olacağı açıktır. Algoritma 2.2.1 𝐸 matrisine uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda 𝑀 matrisi 𝑀 = [
1 1
1 −1

] olarak seçilebilir. 

2. Adım: |𝑀| = −1 − 1 = −2 ≠ 0 olup, 

𝑀−1 =
1

|𝑀|
.Ek(𝑀) =

−1

2
. [

1 1
1 −1

] = [
1/2 1/2
1/2 −1/2

] 
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ve dolayısıyla, 

(𝑀−1)𝑇 = [
1/2 1/2
1/2 −1/2

] 

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan [
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0

] bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen, 

𝐺 = [
1/2 1/2
1/2 −1/2
0 0

] 

matrisi E matrisinin bir g–inversi olduğu gösterilebilir. Gerçekten, 

𝐸𝐺 = [
1 1 −1
1 −1 1

] . [
1/2 1/2
1/2 −1/2
0 0

] = [
1 0
0 1

] 

ve 

𝐸𝐺𝐸 = [
1 0
0 1

] . [
1 1 −1
1 −1 1

] = [
1 1 −1
1 −1 1

] = 𝐸 

olduğu görülür. 

Örnek 2.2.3  5 × 2 tipindeki 

𝐸 =

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

  

dikdörtgen matrisi alınsın. 𝐸 matrisinin rankının 2 olacağı açıktır. Algoritma 2.2.1  𝐸 

matrisine uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda 𝑀 matrisi, 𝑀 = [
−2 1
0 2

] olarak seçilebilir. 

2. Adım: |𝑀| = −4 − 0 =  −4 ≠ 0 olup, 

𝑀−1 =
1

|𝑀|
.Ek(𝑀) = −1 4⁄ . [

−2 1
0 2

] = [
−1 2⁄ 1 4⁄

0 1 2⁄
]  

ve dolayısıyla, 
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(𝑀−1)𝑇 = [
−1 2⁄ 0
1/4 1 2⁄

]  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan, 

[
 
 
 
 

 0 0 
 0 0 

−1/2
 −1/4

0

0 
1/2
0 ]

 
 
 
 

   

bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 𝐺 = [
 0   0 −1/2 1/4 0

0   0   0      1/2 0
]matrisi, E matrisinin 

bir g–inversi olduğu gösterilebilir. Gerçekten, 

𝐸𝐺 =

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

. [
 0   0 −1/2 1/4 0

0   0   0      1/2 0
] =

[
 
 
 
 
0 0 −1 2⁄ 3 4⁄ 0
0 0 −3 2⁄ 3 4⁄ 0
0
0
0

0
0
0

1
0

1 2⁄

  0
  1
3 4⁄

   
0
0
0]
 
 
 
 

  

ve 

𝐸𝐺𝐸 =

[
 
 
 
 
0 0 −1 2⁄ 3 4⁄ 0
0 0 −3 2⁄ 3 4⁄ 0
0
0
0

0
0
0

1
0

1 2⁄

0
1

3 4⁄

0
0
0 ]

 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

= 𝐸  

olduğu görülür. 

Algoritma 2.2.1 rankı 1 olan matrislerin g–inversini bulmak için aşağıdaki şekilde 

uyarlanabilir. 

Algoritma 2.2.2 

1. Adım: 𝐴 matrisinin sıfırdan farklı her hangi bir elemanı 𝐵 olarak seçilir. 

2. Adım: Seçilen bu elemanın inversi bulunur. 

3. Adım: Bulunan bu invers  𝐴  matrisinde karşılık gelen yere yazılır. 

4. Adım: 𝐴 matrisinin diğer tüm elemanlarının yerine sıfır yazılır. 
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Örnek 2.2.4 𝐴  matrisi, 𝐴 = [
2 6 4
1 3 2

]  olarak alınsın. 𝐴 matrisinin rankı 1 dir. 

Algoritma 2.2.2 𝐴 matrisine uygulansın. 

1. Adım: 𝐵 = [3] alınsın. 

2. Adım: 𝐵−1 = [1 3⁄ ] olur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan [
0 0 0
0 1/3 0

] olacaktır. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 𝐺 = [
0 0
0 1 3⁄
0 0

] matrisi 𝐴 matrisinin bir g–inversidir. 

Gerçekten, 

𝐴𝐺 = [
2 6 4
1 3 2

] [
0 0
0 1 3⁄
0 0

] = [
0 2
0 1

]  

ve 

𝐴𝐺𝐴 = [
0 2
0 1

] [
2 6 4
1 3 2

] = [
2 6 4
1 3 2

] = 𝐴  

olur.  

Örnek 2.2.5. 3 × 4 tipindeki 𝐿 = [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12

] matrisi alınsın. 𝐿 matrisinin rankı 

1 dir. Algoritma 2.2.2 𝐿 matrisine uygulansın. 

1. Adım: 𝑀 = [8] seçilsin. 

2. Adım: 𝑀−1 = [1 8⁄ ] olur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
1 8⁄
0

] elde edilir. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 𝐺 = [

0  0     0
0  0     0
0  0     0
0 1 8⁄  0

]  matrisi 𝐿  matrisinin bir g–

inversidir. Gerçekten, 
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𝐿𝐺 = [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12

] [

0   0     0
0   0     0
0   0     0
0 1 8⁄ 0

] = [
0 1 2⁄ 0
0 1 0
0 3 2⁄ 0

]  

ve 

𝐿𝐺𝐿 = [
0 1 2⁄ 0
0 1 0
0 3 2⁄ 0

] [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12

] = [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12

] = 𝐿  

olur. 𝐿 matrisi 3 × 4 tipinde olduğu için 3.4 = 12 tane g–inversi bulunabilir. 

Sonuç 2.2.2.. Genel olarak 1 ranklı ve 𝑚 × 𝑛 tipindeki matrislerin m.n tane g–inversi 

bulunabilir.  Matrisin sıfırdan farklı herhangi bir elemanının inversini alıp, diğer tüm 

elemanlarını sıfır aldıktan sonra elde edilen matrisin transpozu alınarak g–inversi 

bulunur. Eğer 𝐴 matrisi, 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⋯ 𝑎1𝑛

⋯ 𝑎2𝑛… …
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

… …
⋯ 𝑎𝑚𝑛

]  

şeklinde 1 ranklı bir matris ise, 𝐴 matrisinin,  

1–ncisi; [

(𝑎11)
−1 0

0 0

⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ 0

] 

2–ncisi; [

0 0
(𝑎12)

−1 0
⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ 0

] 

…  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  … 

(m.n)–ncisi; [

0 0
0 0

⋯             0
⋯             0

… …
0 0

…            …
⋯ (𝑎𝑚𝑛)−1

] 

şeklinde m.n tane g–inversi bulunabilir. 

2.3.  Moore–Penrose İnverslerin Varlığı 

𝐴  nonsingüler matrisinin inversi olan 𝐴−1  matrisinin Moore–Penrose şartlarını 

sağlayacağı açıktır. Yani 𝐴−1 = 𝐴+ olur. Bununla birlikte, eğer 𝐴 bir singüler matris 

veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir 
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𝐴+ matrisinin mevcut olup olmadığı ile ilgili bir soru ortaya çıkar. Bu kısımda her 𝐴 

matrisi için bir  𝐴+ matrisinin var ve tek olduğu gösterilecektir. Ayrıca bu şekilde 

tanımlanan Moore–Penrose inversin bir takım özellikleri ifade ve ispat edilecektir. 

Teorem 2.3.1 Eğer 𝐴 matrisi 𝑚 × 𝑛 tipinde sıfır matris ise, 𝐴+ matrisi 𝑛 × 𝑚 tipinde 

sıfır matristir (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: Açık olarak 𝐴+ = 0 alındığında Moore–Penrose şartlarının sağlandığı görülür. 

Teorem 2.3.2 Her 𝐴 matrisi için Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir 𝐴+  matrisi 

vardır (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: Eğer 𝐴 = 0  ise, 𝐴+ = 0  olduğu açıktır. 𝐴 ≠ 0  olsun. 𝐴  matrisinin 𝑟  ranklı 

olduğu kabul edilsin. Bu durumda 𝐴 matrisi, 

𝐴 = 𝐵𝐶                  (2.17) 

şeklinde parçalanabilir. Burada 𝐵  matrisi 𝑚 × 𝑟  tipinde 𝑟 >  0  ranklı ve 𝐶  matrisi 

𝑟 × 𝑛  tipinde 𝑟 >  0  ranklı matrisler olup, 𝐵∗𝐵  ve 𝐶𝐶∗  çarpımlarının her ikisi de 

nonsingülerdir. Bu durumda eğer  𝐴+ matrisi,  

𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗               (2.18) 

olarak alınırsa, 𝐴+ matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten, 

(i) 𝐴𝐴+𝐴 = (𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶) 

               = 𝐵(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ 

= 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ 

          = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = [(𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗]∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1(𝐶𝐶∗)𝐵∗  

         = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐵(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  

         = (𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = [𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)]∗  

         = 𝐶∗(𝐵∗𝐵)(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶  
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        = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶  

        = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)𝐶   

        = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶) = 𝐴+𝐴  

olduğu görülür. 

Teorem 2.3.3 Herhangi bir 𝐴 matrisi için, Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir tek  

𝐴+ matrisi vardır. Yani, her 𝐴 matrisinin bir tek Moore–Penrose inversi vardır (Rao 

ve Ark., 1971). 

İspat: 𝐴  matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağlayan herhangi iki Moore–Penrose 

inversi 𝐴1
+ ve 𝐴2

+ olsun. Bu durumda, 

𝐴1
+ = 𝐴1

+𝐴𝐴1
+ = 𝐴1

+(𝐴𝐴1
+)∗ = 𝐴1

+(𝐴1
+)∗𝐴∗ = 𝐴1

+(𝐴1
+)∗(𝐴𝐴2

+𝐴)∗  

                 = 𝐴1
+(𝐴1

+)∗𝐴∗(𝐴2
+)∗𝐴∗ = 𝐴1

+(𝐴𝐴1
+)∗(𝐴𝐴2

+)∗ = 𝐴1
+𝐴𝐴1

+𝐴𝐴2
+ = 𝐴1

+𝐴𝐴2
+ 

                 = 𝐴1
+𝐴(𝐴2

+𝐴𝐴2
+) = (𝐴1

+𝐴)∗(𝐴2
+𝐴)∗𝐴2

+ = 𝐴∗(𝐴1
+)∗𝐴∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+  

                 = (𝐴𝐴1
+𝐴)∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+ = 𝐴∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+ = (𝐴2

+𝐴)∗𝐴2
+ = 𝐴2

+𝐴𝐴2
+ = 𝐴2

+ 

olduğundan 𝐴1
+ = 𝐴2

+ olur. Yani, 𝐴+ matrisi tektir. 

Teorem 2.3.4 𝑚 × 𝑛 tipindeki bir 𝐴 matrisinin bir Moore–Penrose inversi varsa 𝑛 ×

𝑚 tipindedir (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: 𝐴𝐴+  matrisinin simetrik ve dolayısıyla kare olması gerçeğinden ispat görülür. 

Teorem 2.3.5 a.  𝑚 × 𝑛 tipindeki bir  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] matrisinin tüm elemanları 1 ise bu 

takdirde, 𝐴+ =
1

𝑚.𝑛
𝐴∗ dir.  

b. 𝑎, 𝑛 × 1  tipinde ve 𝑎 ≠ 0  olan bir sütun vektörü ise, bu durumda 𝑎+ , 𝑎+ =

(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ şeklindedir. 

c. 𝑎, 1 × 𝑛  tipinde ve 𝑎 ≠ 0  olan bir satır vektörü ise, bu durumda 𝑎+ , 𝑎+ =

𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 şeklindedir (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: a. İspat için teoremde verilen 𝐴+  matrisinin Moore–Penrose şartlarını 

sağladığını göstermek yeterlidir. Bu durumda, 

(i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴 (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗)𝐴 = 𝐴

1

𝑚.𝑛
(𝐴∗𝐴) = 𝐴.

1

𝑚.𝑛
. 𝑚. 𝑛 = 𝐴, 
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(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗)𝐴 (

1

𝑚.𝑛
𝐴∗) =

1

𝑚.𝑛
(𝐴∗𝐴) (

1

𝑚.𝑛
𝐴∗) =

1

𝑚.𝑛
. 𝑚. 𝑛. (

1

𝑚.𝑛
𝐴∗)  

        = (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗) = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴
1

𝑚.𝑛
𝐴∗)

∗
= 𝐴

1

𝑚.𝑛
𝐴∗ = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗𝐴)

∗
=

1

𝑚.𝑛
𝐴∗𝐴 = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. 

b. 𝑎+ matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten, 

(i) 𝑎𝑎+𝑎 = 𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎 = 𝑎(𝑎∗𝑎)−1(𝑎∗𝑎) =  𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎𝑎+ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = (𝑎∗𝑎)−1(𝑎∗𝑎)(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ 

       = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗]∗ = 𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎]∗ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎 = 𝑎+𝑎   

olduğu görülür. 

c.  𝑎+ matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten, 

(i) 𝑎𝑎+𝑎 = 𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎 = (𝑎𝑎∗)(𝑎𝑎∗)−1𝑎 = 𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎𝑎+ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1(𝑎𝑎∗)(𝑎𝑎∗)−1 

       = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1]∗ = 𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎]∗ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎 = 𝑎+𝑎   

olduğu görülür. 

Örnek 2.3.1 𝐴 = [
1 1 1
1 1 1

] matrisi verilmiş olsun. 𝑚 = 2, 𝑛 = 3 ve 𝐴∗ = [
1 1
1 1
1 1

]  

olarak alınırsa, 

𝐴+ =
1

𝑚.𝑛
𝐴∗ =

1

2.3
[
1 1
1 1
1 1

] = [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
]   
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matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten, 

(i) 𝐴𝐴+ = [
1 1 1
1 1 1

] . [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] = [

1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
]   

𝐴𝐴+𝐴 = [
1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
] . [

1 1 1
1 1 1

] = [
1 1 1
1 1 1

] = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴 =  [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] . [

1 1 1
1 1 1

] = [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
]  

 𝐴+𝐴𝐴+ = [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
] . [

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] = [

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = [
1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
]
∗

= [
1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
] = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
]

∗

= [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
] = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. 

Örnek 2.3.2 𝑎 = [
1
2
] olsun. Bu durumda, 

𝑎+ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = ([1 2]. [
1
2
])

−1

. [1 2]  

                 = [5]−1. [1 2] = [1 5⁄ ]. [1 2] = [1 5⁄ 2 5⁄ ]   

matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten, 

(i) 𝑎𝑎+ = [
1
2
] . [1 5⁄ 2 5⁄ ] = [

1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
]  

𝑎𝑎+𝑎 = [
1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
] . [

1
2
] = [

1
2
] = 𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎 = [1 5⁄ 2 5⁄ ]. [
1
2
] = [1]  

𝑎+𝑎𝑎+ = [1]. [1 5⁄ 2 5⁄ ] = [1 5⁄ 2 5⁄ ] = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [
1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
]
∗

= [
1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
] = 𝑎𝑎+, 
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(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [1]∗ = [1] = 𝑎+𝑎  

olduğu görülür. 

Örnek 2.3.3 a = [1 2 1] alınırsa, 

𝑎+ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = [
1
2
1
] . ([1 2 1]. [

1
2
1
])

−1

= [
1
2
1
] . [6]−1 = [

1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
]  

matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten, 

(i) 𝑎𝑎+ = [1 2 1]. [
1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] = [1] 

𝑎𝑎+𝑎 = [1]. [1 2 1] = [1 2 1]  = 𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎 =  [
1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] . [1 2 1] = [

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
]  

 𝑎+𝑎𝑎+ = [
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
] . [

1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] = [

1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [1]∗ = [1] = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
]

∗

= [
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
] = 𝑎+𝑎  

olduğu görülür. 

Teorem 2.3.6 𝐴 herhangi bir matris olmak üzere, 

(𝐴∗)+ = (𝐴+)∗                 (2.19) 

eşitliği geçerlidir (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: (2.17) bağıntısındaki gibi 𝐴 = 𝐵𝐶 olsun. 𝐴∗ = 𝐶∗𝐵∗ olduğundan,  

𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  

alınırsa, 

(𝐴+)∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶                           (2.20) 

olur ki, bu da  𝐴∗ matrisinin Moore–Penrose inversidir. Gerçekten, 
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(i) 𝐴∗(𝐴∗)+𝐴∗ = 𝐶∗𝐵∗𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶𝐶∗𝐵∗ = 𝐶∗𝐵∗ = 𝐴∗, 

(ii) (𝐴∗)+𝐴∗(𝐴∗)+ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶𝐶∗𝐵∗𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 

                   = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = (𝐴∗)+, 

(iii) [𝐴∗(𝐴∗)+]∗ = [(𝐶∗𝐵∗)𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶]∗ = [𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶]∗ 

  = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐶∗(𝐵∗𝐵)(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐴∗(𝐴∗)+, 

(iv) [(𝐴∗)+𝐴∗]∗ = [𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶(𝐶∗𝐵∗)]∗ = [𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗]∗ 

  = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1(𝐶𝐶∗)𝐵∗ = (𝐴∗)+𝐴∗ 

olur. Böylece, 

(𝐴∗)+ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶                         (2.21) 

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bağıntılarından ve bir matrisin Moore–Penrose inversi 

varsa tek olacağından dolayı, (𝐴∗)+ = (𝐴+)∗ olduğu görülür. 

Teorem 2.3.7 Bir matrisin Moore–Penrose inversinin Moore–Penrose inversi matrisin 

kendisine eşittir. Yani, herhangi bir 𝐴  matrisi için, (𝐴+)+ = 𝐴  olur (Rao ve Ark., 

1971).  

İspat: Moore–Penrose invers tanımından, 

(i) 𝐴+(𝐴+)+𝐴+ = 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+, 

(ii) (𝐴+)+𝐴+(𝐴+)+ = 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴 = (𝐴+)+, 

(iii) [𝐴+(𝐴+)+]∗ = [𝐴+𝐴]∗ = 𝐴+𝐴 = 𝐴+(𝐴+)+, 

(iv) [(𝐴+)+𝐴+]∗ = [𝐴𝐴+]∗ = 𝐴𝐴+ = (𝐴+)+𝐴 +† 

olduğu görülür. 

Teorem 2.3.8 𝐴  matrisinin Moore–Penrose inversinin rankı 𝐴  matrisinin rankına 

eşittir. Yani, 

𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴+)                            (2.22) 

dır (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: Teorem 2.1.13 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴 Moore–Penrose şartına uygulandığında,  

𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝐴+𝐴) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐴+)} ≤ 𝑟(𝐴+)                        (2.23) 
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elde edilir. Benzer şekilde, Teorem 2.13 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+ Moore–Penrose şartına 

uygulanırsa, 

𝑟(𝐴+) = 𝑟(𝐴+𝐴𝐴+) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐴+)} ≤ 𝑟(𝐴)                                  (2.24) 

elde edilir. (2.23) ve (2.24) bağıntılarından dolayı (2.22) bağıntısı sağlanır. 

Sonuç 2.3.1 𝐴 matrisinin rankı 𝑟 ise, 𝐴+, 𝐴𝐴+, 𝐴+𝐴, 𝐴𝐴+𝐴, 𝐴+𝐴𝐴+ matrislerinin her 

birinin rankı da 𝑟 dir. 

Teorem 2.3.9 𝐴 simetrik ve idempotent matris ise, 𝐴+ = 𝐴 olur (Rao ve Ark., 1971).  

İspat: Moore–Penrose invers tanımından, 

(i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴𝐴𝐴 = 𝐴2𝐴 = 𝐴𝐴 = 𝐴2 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴𝐴𝐴 = 𝐴2𝐴 = 𝐴𝐴 = 𝐴2 = 𝐴 = 𝐴+, 

(iii) [𝐴𝐴+]∗ = [𝐴𝐴]∗ = [𝐴2]∗ = 𝐴∗ = 𝐴 = 𝐴2 = 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴+, 

(iv) [𝐴+𝐴]∗ = [𝐴𝐴]∗ = [𝐴2]∗ = 𝐴∗ = 𝐴 = 𝐴2 = 𝐴𝐴 = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. 

Teorem 2.3.10 𝐵 = Köş{b11, b22, … , b𝑛𝑛} ise, 𝐵 matrisinin Moore–Penrose inversi 

𝐵+, 𝑖–yinci satırı ve 𝑖–yinci sütununda yer alan köşegen elemanı b𝑖𝑖 ≠ 0 ise b𝑖𝑖
−1 ve 

b𝑖𝑖 = 0 ise “0” olan bir köşegen matristir (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: 𝐵+ matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağladığı açıkça görülür. 

Örnek 2.3.4 𝐷 = [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] şeklinde verilen D matrisinin Moore–Penrose 

inversi, 

𝐷+ =

[
 
 
 
 
1

2
0

0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

0
1

3]
 
 
 
 

  

matrisidir. Gerçekten, 
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𝐷𝐷+ = [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] .

[
 
 
 
 
1

2
0

0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

0
1

3]
 
 
 
 

= [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1

]  

ve 

𝐷𝐷+𝐷 = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1

] . [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] = [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] = 𝐷  

olduğu görülür. 

Teorem 2.3.11 a. 𝐴, 𝑚 × 𝑛 tipinde tam satır ranklı bir matris ise, bu durumda 𝐴+ =

𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 ve 𝐴𝐴+ = 𝐼𝑚 olur. 

b. 𝐴, 𝑚 × 𝑛 tipinde tam sütun ranklı bir matris ise, bu durumda 𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ ve 

𝐴+𝐴 = 𝐼𝑛 olur (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: Teoremde verilen 𝐴+  matrislerinin Moore–Penrose şartlarını sağladığını 

göstermek yeterlidir. Buna göre, 

a. (i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = (𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1(𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1 

                      = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1)∗ = ((𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1)∗ = 𝐼∗ = 𝐼 

                    = (𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = (𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴)∗ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. Benzer şekilde, 

b. (i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴 = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴) = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = (𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴)(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ 

       = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗)∗ = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = ((𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴)∗ = ((𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴))∗ = 𝐼∗ = 𝐼 
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        = (𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴) = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴 = 𝐴+𝐴  

olduğu görülür.  

Örnek 2.3.5 2 × 3  tipindeki bir 𝐴 = [
2 1 2
1 1 2

]  matrisi alındığında rank (𝐴) = 2 

olduğu açıktır. Yani, 𝐴 tam satır ranklı bir matristir. O halde Teorem 2.3.11 a)’dan 

dolayı, 

𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = [
2 1
1 1
2 2

] . ([
2 1 2
1 1 2

] . [
2 1
1 1
2 2

])

−1

= [
2 1
1 1
2 2

] . [
9 7
7 6

]
−1

  

                  = [
2 1
1 1
2 2

] . [
9 5⁄ 7 5⁄

7 5⁄ 6 5⁄
] = [

5 4
16 5⁄ 13 5⁄

32 5⁄ 26 5⁄
]  

olur. 

Örnek 2.3.6 3 × 2  tipinde bir 𝐴 = [
2 1
2 0
1 1

]  matrisi verilmiş olsun. Bu durumda, 

rank(𝐴) = 2 olduğu açıktır. Yani, 𝐴 tam sütun ranklı bir matristir. O halde,                    

𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = ([
2 2 1
1 0 1

] . [
2 1
2 0
1 1

] )

−1

. [
2 2 1
1 0 1

]  

                                        = [
9 3
3 2

]
−1

. [
2 2 1
1 0 1

] = [
7 3⁄ 2 4 3⁄

8 9⁄ 2 3⁄ 5 9⁄
] 

olduğu görülür. 

Teorem 2.3.12 𝐵 ≠ 0 ve 𝐶 ≠ 0 matrisleri sırasıyla 𝑚 × 𝑟 ve 𝑟 × 𝑛 tipinde matrisler, 

𝑟 ranklı olsun. Bu durumda, 

(𝐵𝐶)+ = 𝐶+𝐵+                 (2.25) 

eşitliği gerçeklenir (Rao ve Ark., 1971). 

İspat: Teorem 2.3.11’e göre 𝐶+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1 ve 𝐵+ = (𝐵𝐵∗)−1𝐵∗ olur ve buradan, 

𝐶+𝐵+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵𝐵∗)−1𝐵∗  elde edilir. Bu değer zaten (𝐵𝐶)+  matrisidir. O 

halde, 𝐶+𝐵+ = (𝐵𝐶)+ olduğu görülür. 
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3. GRUP İNVERS VE BLOK MATRİSLERİN GRUP İNVERSİ 

3.1. Bir Kare Matrisin Grup İnversi 

Tanım 3.1.1 𝐴 𝑛𝑥𝑛 tipinde reel veya kompleks bir kare matris olsun. Bu durumda 

𝑟( 𝐴𝑘+1)  =  𝑟(𝐴𝑘) koşulunu sağlayan en küçük 𝑘 pozitif tamsayısına, 𝐴 matrisinin 

indeksi denir ve 𝑖𝑛𝑑(𝐴) ile gösterilir. Eğer 𝐴 ∊ ℂ𝑛𝑥𝑛 matrisi için  𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ise, 

𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘 , 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋, 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴                                                           

koşullarını sağlayan bir ve yalnız bir tek 𝑋 ∈ ℂ𝑛𝑥𝑛 matrisi vardır. Bu 𝑋 matrisine, 𝐴 

matrisinin Drazin inversi denir ve 𝑋 = 𝐴𝐷  ile gösterilir. Özel olarak 𝑖𝑛𝑑(𝐴) ≤ 1 

olduğunda 𝐴𝐷  matrisine, 𝐴  matrisin grup inversi adı verilir. Başka bir deyişle, 

herhangi bir 𝐴 kare matrisi için 

             𝐴𝑋𝐴 = 𝐴, 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋, 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴                                                                   

matris denklemlerini sağlayan 𝑋  matrisine 𝐴  matrisin grup inversi denir ve 𝐴#  ile 

gösterilir. Açıkça görülmektedir ki, 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 0 olması için gerek ve yeter koşul 𝐴 nın 

nonsingüler olmasıdır. Bu durumda 𝐴# = 𝐴−1  yazılır. Bu çalışma boyunca birim 

matrisi ve bir 𝐴  matrisinin transpozunu sırasıyla 𝐼 ve 𝐴𝑇  ile göstereceğiz. 𝐼  uygun 

boyutta birim matris olmak üzere 𝐴  matrisinin grup inversi için 𝐴𝜋 = 𝐼 − 𝐴𝐴#  ile 

𝒩(𝐴) üzerindeki ℛ(𝐴) boyunca izdüşümü göstereceğiz.  

Bu kısımda, grup inversin varlığı ile ilgili bazı Lemmalar ifade edilerek verilen bir 

matrisin grup inversi için bazı formlar verilecektir. Aksi belirtilmedikçe ele alınan 

matrisler bir cisim üzerinde tanımlı olacaktır. 

Lemma 3.1.1 𝐴 nonsingüler bir matris olmak üzere, 

𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐷 𝐶

) 

olsun. Bu takdirde 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝑀)  olması için gerek ve yeter koşul 𝐷 = 𝐶𝐴−1𝐵 

olmasıdır (Zhang ve Ark., 2012). 

Lemma 3.1.2  𝐴 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 keyfi bir kare matris olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir (Zhang ve Ark., 2012):  

(i) 𝐴⋕ mevcuttur. 
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(ii)  𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴2) ve 𝐴2 matrisi regülerdir. 

(iii) 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴3) ve 𝐴3 matrisi regülerdir. 

(iv) 𝐴 matrisi bir  𝐵 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 matrisi için 𝐴𝐵𝐴 formunda bir {1} −inverse sahiptir. 

Lemma 3.1.3  𝐴 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 keyfi bir kare matris olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir (Zhang ve Ark., 2012):  

(i)    𝐴⋕ mevcuttur. 

(ii)  Bir  𝑋 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 matrisi için   𝐴2𝑋 = 𝐴  dir, bu durumda,  𝐴⋕ = 𝐴𝑋2 olur. 

(iii) Bir 𝑌 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 matrisi için  𝑌𝐴2 = 𝐴   dir, bu durumda,  𝐴⋕ = 𝑋2𝐴  olur. 

Lemma 3.1.4  𝐴 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 keyfi bir kare matris olsun. Bu takdirde  𝐴⋕ grup inversinin 

mevcut olması için gerek ve yeter koşul          

        𝐴 = 𝑃 [
𝐴1 0
0 0

] 𝑃−1   and   𝐴⋕ = 𝑃 [𝐴1
−1 0
0 0

] 𝑃−1,   

olacak şekilde singüler olmayan  𝑃 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 ve 𝐴1 ∈ 𝐾𝑟𝑥𝑟  matrislerinin mevcut 

olmasıdır, burada  𝑟(𝐴) = 𝑟   dir (Zhang ve Ark., 2012). 

Lemma 3.1.5 𝐴 = 𝑃 [
0 0
0 𝐴1

] 𝑄 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚  olmak üzere 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚  ve 𝐴1 ∈ 𝐾𝑟𝑥𝑟 

matrisleri tersinir ve  𝑟(𝐴) = 𝑟 olsun. Bu takdirde 𝑋1 ∈ 𝐾𝑟𝑥𝑟, 𝑋2 ∈ 𝐾𝑟𝑥(𝑚−𝑟) ve  𝑋3 ∈

𝐾(𝑚−𝑟)𝑥𝑟 keyfi matrisler olmak üzere 

𝐴(1) = 𝑄−1 [
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝐴1
−1] 𝑃−1,  

dir (Bu ve Ark., 2009).  

Lemma 3.1.6 𝐴 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑛 ve 𝐵 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑚 olsun. Eğer 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵𝐴) ve 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵) 

ise bu takdirded    𝐴𝐵  ve 𝐵𝐴   matris çarpımlarının her ikisinin de grup inversi 

mevcuttur (Zhang ve Ark., 2012).  

İspat: Lemmanın ispatını 𝐴 ≠ 0 varsayımı altında vermek yeterlidir. Bu durumda 𝐴 

matrisinin 

     𝐴 = 𝑃 [
𝐼 0
0 0

]𝑄     
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formunda yazılabildiğini varsayalım, burada   𝑃 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 ve 𝑄 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  matrisleri 

tersinir ve 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐼) dır. Öte yandan 𝐵1  matrisi 𝐼  matrisiyle aynı boyutlu olmak 

üzere 

𝐵 = 𝑄−1 [
𝐵1 𝐵2

𝐵3 𝐵4
] 𝑃−1,  

matrisini göz önüne alalım. Bu takdirde 

𝐴𝐵 = 𝑃 [
𝐵1 𝐵2

0 0
] 𝑃−1  ve  𝐵𝐴 = 𝑄−1 [

𝐵1 0
𝐵3 0

]𝑄  

olduğu kolayca görülür. 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵𝐴) olduğundan [
𝐵1

𝐵3 
] matris tam sütun ranklı bir 

matristir. Üstelik 𝑟(𝐴𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵) olduğundan 𝑌𝐵1 = 𝐵3 ve 𝑌𝐵2 = 𝐵4 olacak şekilde 

uygun boyutlu bir 𝑌  matrisi mevcuttur. Dolayısıyla 𝑟 (
𝐵1

𝐵3 
) = 𝑟(𝐵1)  olacaktır. 

Böylece 𝐵1 matrisi de tersinirdir ve  

𝐴𝐵 = 𝑃 [𝐼 −𝐵1
−1𝐵2

0 0
] [

𝐵1 0
0 0

] (𝑃 [𝐼 −𝐵1
−1𝐵2

0 0
])

−1

 

ve 

𝐵𝐴 = 𝑄−1 [
𝐼 0

𝐵3𝐵1
−1 𝐼

] [
𝐵1 0
0 0

] (𝑄−1 [
𝐼 0

𝐵3𝐵1
−1 𝐼

])
−1

 

eşitlikleri yazılabilir. Bu takdirde 𝐴𝐵  ve 𝐵𝐴  matrislerinin her ikisi de [
𝐵1 0
0 0

] 

matrisiyle benzer matrislerdir. Böylece 𝐴𝐵  ve 𝐵𝐴  matrislerinin her ikisi de grup 

tersinir matrislerdir. 

Lemma 3.1.7 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚  olsun. Eğer   𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵𝐴) = 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵)  ise bu 

takdirde aşağıdaki ifadeler sağlanır (Zhang ve Ark., 2012:  

(i) (𝐴𝐵)⋕𝐴 = 𝐴(𝐵𝐴)⋕,                            

(ii) (𝐵𝐴)⋕𝐵 = 𝐵(𝐴𝐵)⋕, 

(iii) 𝐵(𝐴𝐵)𝜋 = 0, 

(iv) (𝐴𝐵)𝜋𝐴 = 0. 
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Lemma 3.1.8  𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 bir matris olmak üzere 𝐴 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛 matrisi tersinir 

ve 𝑆 = 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵 olsun. Eğer  𝑆⋕ mevcut,  𝑆𝜋 = 𝐼𝑚−𝑛 − 𝑆𝑆⋕  ve  𝑅 = 𝐴2 + 𝐵𝑆𝜋𝐶 

matrisi tersinir ise bu takdirde aşağıdaki ifadeler sağlanır (Zhang ve Ark., 2012):  

(i) 𝐶𝐴𝑅−1 = 𝐶𝐴−1−𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1, 

(ii) 𝑅−1𝐴𝐵 = 𝐴−1𝐵 − 𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐷. 

İspat: Kolayca gösterilebilir ki 

   𝐶𝐴−1 = 𝐶𝐴−1𝐼𝑛 = 𝐶𝐴−1( 𝐴2𝑅−1 + 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1) = 𝐶𝐴𝑅−1 + (𝐷 − 𝑆)𝑆𝜋𝐶𝑅−1 

ve 

   𝐶𝐴−1 = 𝐶𝐴−1𝐼𝑛 = 𝐶𝐴−1( 𝐴2𝑅−1 + 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1)  = 𝐶𝐴𝑅−1 + (𝐷 − 𝑆)𝑆𝜋𝐶𝑅−1 

olup iddia doğrudur. 

Lemma 3.1.9  𝐴 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 bir matris olsun.  Bu takdirde  

𝐼𝑚 − 𝐴𝐴(1) = 𝑃 [
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

] 𝑃−1  and   𝐼𝑚 − 𝐴(1)𝐴 = 𝑄−1 [
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

] 𝑄 , 

olacak şekilde tersinir  𝑃, 𝑄 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 matrisleri mevcuttur, burada  𝑟(𝐴) = 𝑟 ve  𝐴(1) 

matrisi  𝐴  matrisinin bir {1} − inversidir, yani 𝐴(1) ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚   matrisi 𝐴𝐴(1)𝐴 = 𝐴 

matris eşitliğini sağlayan bir matristir. Verilen bir 𝐴 matrisinin tüm  {1} −inverslerinin 

sınıfını 𝐴{1} ile göstereceğiz. 

Lemma 3.1.10  𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚,  𝐵  tersinir bir matris olmak üzere  𝐶(1) ∈ 𝐶{1} ve  

𝑍(1) ∈ 𝑍{1}  matrisleri için  𝑍 = (𝐼𝑚 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − 𝐶(1)𝐶)  ve  ∆= (𝐼𝑚 −

𝐶(1)𝐶)𝑍(1)(𝐼𝑚 − 𝐶𝐶(1)) olsun. Bu durumda eğer   𝑟(𝑍) = 𝑚 − 𝑟(𝐶) ise bu takdirde 

aşağıdaki ifadeler sağlanır (Bu ve Ark., 2009): 

(i)  (𝐼𝑚 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)𝐶 = 𝐼𝑚 − ∆𝐵−1𝐴 

(ii)  𝐶𝐶(1)(𝐼𝑚 − 𝐵𝐴−1∆) = 𝐼𝑚 − 𝐵𝐴−1∆ , 

(iii)  (𝐼𝑚 − ∆𝐵−1𝐴)∆= ∆(𝐼𝑚 − 𝐵−1𝐴∆) = 0, 

(iv)  (𝐼𝑚 − ∆𝐵−1𝐴)2 = 𝐼𝑚 − ∆𝐵−1𝐴,  

(v)   (𝐼𝑚 − 𝐵−1𝐴∆)2 = 𝐼𝑚 − 𝐵−1𝐴∆ . 

İspat:  𝑟(𝐶) = 𝑟 olduğunu varsayalım. Bu takdirde Lemma 3.1.8 e göre  
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𝐼𝑚 − 𝐶𝐶(1) = 𝑃 [
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

] 𝑃−1  and   𝐼𝑚 − 𝐶(1)𝐶 = 𝑄−1 [
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

] 𝑄 , 

olacak şekilde tersinin 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚  matrisleri mevcuttur ve dolayısıyla  

           𝐶𝐶(1) = 𝑃 [
𝐼𝑟 0
0 0

] 𝑃−1  and  𝐶(1)𝐶 = 𝑄−1 [
𝐼𝑟 0
0 0

]𝑄 

yazılabilir. Farzedelim ki  𝐵−1𝐴 =  𝑃 [
𝑋 𝑌
𝑈 𝑉

]𝑄,  𝑈 ∈ 𝐾(𝑚−𝑟)𝑥𝑟 ,  𝑉 ∈ 𝐾(𝑚−𝑟)𝑥(𝑚−𝑟) 

ve   𝑌 ∈ 𝐾𝑟𝑥(𝑚−𝑟), 𝑋 ∈ 𝐾𝑟𝑥𝑟  olsun. Bu durumda 𝑟(𝑍) = 𝑚 − 𝑟(𝐶)  olduğundan 

   𝑍 = 𝑃 [
𝐼𝑟 0
0 0

] 𝑃−1 𝑃 [
𝑋 𝑌
𝑈 𝑉

]𝑄𝑄−1 [
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

] 𝑄 = 𝑃 [
0 0
0 𝑉

]𝑄 

elde edilir. Dolayısıyla  𝑉 matrisi tersinirdir. Buradan Lemma 3.1.5 uygulanarak  𝑋1 ∈

𝐾𝑟𝑥𝑟, 𝑋2 ∈ 𝐾𝑟𝑥(𝑚−𝑟) ve 𝑋3 ∈ 𝐾(𝑚−𝑟)𝑥𝑟 keyfi matrisler olmak üzere 

             𝑍(1) = 𝑄−1 [
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑉
]𝑃−1, 

olduğu görülür.  Sonuç olarak 

∆= 𝑄−1 [
0 0
0 𝑉−1] 𝑃−1, 

𝐼𝑚 − 𝐵−1𝐴∆= 𝑃 [𝐼𝑟 −𝑌𝑉−1

0 0
] 𝑃−1, 

𝐼𝑚 − ∆𝐵−1𝐴 = 𝑄−1 [
𝐼𝑟 0

−𝑉−1𝑈 0
]𝑄. 

elde edilmiş olur. Yukarıdaki sonuçlara uygun olarak  (i)-(v) şartlarının sağlandığı 

kolayca görülür. 

3.2 Tersinir Bir Altbloğa Sahip Blok Parçalanmış Matrislerin Grup İnversi  

Bu kısımda, 𝐴, 𝐵, 𝐶  ve 𝐷   matrislerinin aşağıdaki koşullardan birini sağlaması 

durumunda 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚, (𝐴 kare), blok matrisinin grup inversinin mevcut 

olması için gerek ve yeter şartlar ele alınacaktır. 

(i) 𝐴 tersinir, 𝑆⋕ mevcut ve 𝑆 = 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵;  

(ii) 𝐷 tersinir, 𝑆⋕ mevcut ve 𝑆 = 𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶; 

(iii) 𝐵  veya  𝐶 matrisi tersinirdir.  
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Theorem 3.2.1 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚,   olmak üsere  𝐴 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  matrisi tersinir ve  

𝑆 = 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵 olsun.   Eğer  𝑆⋕ grup inversi mevcut ise butakdirde 

(i) 𝑀⋕  mevcuttur ancak ve ancak 𝑅 = 𝐴2 + 𝐵𝑆𝜋𝐶 tersinir ve  𝑆𝜋 = 𝐼𝑚−𝑛 − 𝑆𝑆⋕ dir.  

(ii) Eğer  𝑀⋕  mevcut ise bu takdirde 𝑀⋕ 

            𝑀⋕ = [
𝑋 𝑌
𝑍 𝑊

],                                                                                               (3.1)                                                                          

formundadır, burada  

𝑋 = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴,  

𝑌 = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋−𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕,  

𝑍 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐴,  

𝑊 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆⋕ + 𝑆⋕  

dir (Bu ve Ark., 2009).  

İspat: (i) 𝐴 matrisi tersinir olduğundan   𝑆 = 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵 olmak üzere 

𝑟(𝑀) = 𝑟 ([
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]) = 𝑟 ([
𝐴 𝐵
0 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵

]) = 𝑟 ([
𝐴 0
0 𝑆

]), 

olacaktır ve dolayısıyla  𝑟(𝑀) = 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝑆)   elde edilir. Öte yandan 𝑆⋕  mevcut 

olduğundan 

𝑟(𝑀2) = 𝑟 ([𝐴
2 + 𝐵𝐶 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷

𝐶𝐴 + 𝐷𝐶 𝐶𝐵 + 𝐷2 ]) 

           = 𝑟 ([
𝐴2 + 𝐵𝐶 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷

𝐶𝐴 + 𝐷𝐶 − 𝐶𝐴−1(𝐴2 + 𝐵𝐶) 𝐶𝐵 + 𝐷2 − 𝐶𝐴−1(𝐴𝐵 + 𝐵𝐷)
]) 

           = 𝑟 ([𝐴
2 + 𝐵𝐶 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷
𝑆𝐶 𝑆𝐷

]) 

          = 𝑟 ([
𝐴2 + 𝐵𝐶 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷 − (𝐴2 + 𝐵𝐶)𝐴−1𝐵

𝑆𝐶 𝑆𝐷 − 𝑆𝐶𝐴−1𝐵
]) 

           = 𝑟 ([𝐴
2 + 𝐵𝐶 𝐵𝑆
𝑆𝐶 𝑆2 ]) 

           = 𝑟 ([𝐴
2 + 𝐵𝐶 − 𝐵𝑆𝑆⋕𝐶 𝐵𝑆
𝑆𝐶 − 𝑆2𝑆⋕𝐶 𝑆2 ])  
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ve 

𝑟 ([
𝑅 𝑅𝑆
0 𝑆2 ]) = 𝑟 ([𝑅 𝐵𝑆⋕𝑆2

0 𝑆2 ]) = 𝑟 ([
𝑅 0
0 𝑆2]). 

yazılabilir. Bu nedenle  𝑟(𝑀2) = 𝑟(𝑅) + 𝑟(𝑆2) elde edilir. Bu durumda Lemma 3.1.2  

ve  𝑆⋕  nin varlığından  𝑟(𝑆) = 𝑟(𝑆2)   ave dolayısıyla da  𝑟(𝑀2) = 𝑟(𝑅) + 𝑟(𝑆) 

olduğu görülür. Bunun sonucu olarak  𝑀⋕ ın mevcut olması için gerek ve yeter koşul  

𝑟(𝐴) = 𝑟(𝑅) olması, yani  𝑀⋕  ın mevcut olması için gerek ve yeter koşul  𝑅 nin 

tersinir olması sonucuna ulaşılır. 

(ii) 𝑁 = [
𝑋 𝑌
𝑍 𝑊

] olsun. Bu takdirde 𝑁 = 𝑀⋕ olduğunu göstermeliyiz. Bu durumda   

𝑀𝑁 = [
𝐴𝑋 + 𝐵𝑍 𝐴𝑌 + 𝐵𝑊
𝐶𝑋 + 𝐷𝑍 𝐶𝑌 + 𝐷𝑊

]   

ve 

𝑁𝑀 = [
𝑋𝐴 + 𝑌𝐶 𝑋𝐵 + 𝑌𝐷
𝑍𝐴 + 𝑊𝐶 𝑍𝐵 + 𝑊𝐷

]. 

yazılabilir. Bu nedenle Lemma 3.1.7(i) den 

𝐴𝑋 + 𝐵𝑍 = 𝐴2𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 + 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 

                         = (𝐴2𝑅−1 + 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1)(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 

                         = 𝐼𝑚(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 

                         = 𝐴𝑅−1𝐴, 

          𝐴𝑌 + 𝐵𝑊 = (𝐴2𝑅−1 + 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1)(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝐵𝑆⋕ 

                                       −(𝐴2𝑅−1 + 𝐵𝑆𝜋𝐶𝑅−1)𝐵𝑆⋕ − 𝐵𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 

                                  = (𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝐵𝑆⋕ − 𝐵𝑆⋕ − 𝐵𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 

                                  = 𝐴𝑅−1𝐵𝑆𝜋, 

ifadeleri elde edilir. Benzer şekilde 

𝐶𝑋 + 𝐷𝑍 = 𝐶𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 + 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴

− 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 

                    = (𝐶𝐴−1 − 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1)(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1 
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                         +𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 

                   = 𝐶𝐴−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 

                   = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴, 

𝐶𝑌 + 𝐷𝑊 = 𝐶𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝐶𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕ − 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆⋕ + 𝐷𝑆⋕

+ 𝐷𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝐷𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 

 = 𝐶𝐴−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝐶𝐴−1𝐵𝑆⋕ − 𝐷𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝐷𝑆⋕ 

                 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝑆𝑆⋕, 

𝑋𝐴 + 𝑌𝐶 = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴2 + 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐶

− 𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐶 

                     = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)(𝑅−1𝐴2 + 𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐶) − 𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐶 

                     = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝐼𝑚 − 𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐶 

                     = 𝐴𝑅−1𝐴, 

yazılabilir. Lemma 3.1.7(ii) den 

𝑋𝐵 + 𝑌𝐷 = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴𝐵 + 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐷

− 𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐷 

                  = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝐴−1𝐵 − 𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐷 

                  = 𝐴𝑅−1𝐵𝑆𝜋, 

𝑍𝐴 + 𝑊𝐶 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)(𝑅−1𝐴2 + 𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐶) − 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐶 

                          +𝑆⋕𝐶 − 𝑆⋕𝐶(𝑅−1𝐴2 + 𝐴−1𝐵𝑆𝜋𝐶) 

                 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶) − 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐶 + 𝑆⋕𝐶 − 𝑆⋕𝐶 

                 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴, 

𝑍𝐵 + 𝑊𝐷 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴𝐵 − 𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐴𝐵

+ 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐷 

                      −𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐷 − 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋𝐷 + 𝑆⋕𝐷 

                 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝐴−1𝐵 − 𝑆⋕𝐶𝐴−1𝐵 − 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆⋕𝐷 + 𝑆⋕𝐷 

                 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝑆𝑆⋕ 
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olduğu görülür. Bu nedenle 

         𝑀𝑁 = 𝑁𝑀 = [ 𝐴𝑅−1𝐴 𝐴𝑅−1𝐵𝑆𝜋

𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝑆𝑆⋕]. 

elde edilir. Dolayısıyla  

                     𝑀𝑁𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] [ 𝐴𝑅−1𝐴 𝐴𝑅−1𝐵𝑆𝜋

𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝑆𝑆⋕] 

ve 

                     𝑁𝑀𝑁 = [ 𝐴𝑅−1𝐴 𝐴𝑅−1𝐵𝑆𝜋

𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐴 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 + 𝑆𝑆⋕] [
𝑋 𝑌
𝑍 𝑊

], 

elde edilmiş olur. Sonuç olarak 𝑀𝑁𝑀 = 𝑀 ve 𝑁𝑀𝑁 = 𝑁 olduğu gösterilmiş olur ve 

böylece de 𝑁 = 𝑀⋕ elde edilir. 

Sonuç 3.2.1 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚,    𝐴 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  tersinir ve  𝑆 = −𝐶𝐴−1𝐵 olsun. Eğer  

𝑆⋕ grup inversi mevcut ise bu takdirde 

(i)  𝑀⋕  mevcuttur ancak ve ancak  𝑅 = 𝐴2 + 𝐵𝑆⋕𝐶tersinir ve  𝑆𝜋 = 𝐼𝑚−𝑛 − 𝑆𝑆⋕ dir.  

(ii) Eğer  𝑀⋕  mevcut ise bu takdirde  

          𝑀⋕ = [
𝑋 𝑌
𝑍 𝑊

],                                                                                         (3.2) 

formundadır, burada  

𝑋 = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴, 

𝑌 = 𝐴𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋−𝐴𝑅−1𝐵𝑆⋕, 

𝑍 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐴 − 𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐴, 

𝑊 = 𝑆𝜋𝐶𝑅−1(𝐴 + 𝐵𝑆⋕𝐶)𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝑆⋕𝐶𝑅−1𝐵𝑆𝜋 − 𝑆𝜋𝐶𝑅−1𝐵𝑆⋕ + 𝑆⋕ 

dir (Bu ve Ark., 2009). 

İspat: 𝐷 = 0  olmak üzere iddiaların doğruluğu Teorem 3.2.1 den açıkça görülür. 

Sonuç 3.2.2 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] ∈ ℤ𝑚𝑥𝑚  ve  𝐴 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛 olsun. Eğer  𝐴𝐵 = 𝐵,   𝐶𝐴 = 𝐶 ise 

bu takdirde 

(i) 𝑀⋕  mevcuttur ancak ve ancak  (𝐶𝐵)⋕ ve  𝐴⋕ mevcuttur;  
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(ii) Eğer  𝑀⋕  mevcut ise, bu takdirde  

        𝑀⋕ = [
𝐴⋕ − 2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐵(𝐶𝐵)⋕𝐶 𝐵(𝐶𝐵)⋕ + 𝐵(𝐶𝐵)𝜋

(𝐶𝐵)⋕𝐶 + (𝐶𝐵)𝜋𝐶 −(𝐶𝐵)⋕ ]                    

formundadır (Bu ve Ark., 2009). 

İspat: İddiaların doğruluğu direkt olarak Teorem 3.2.1 den açıkça görülür. 

Örnek 3.2.1  ℤ tam sayılar halkası ve  𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

]  matrisi  ℤ/6ℤ  üzerinde bir 

matris olmak üzere 

           𝐴 = [
1 −2 0
0 1 0
0 0 0

] , 𝐵 = [
3
3
0
  
1
3
0
]  and 𝐶 = [

3 1 0
3 2 0

].   

olsun. Kolayca gösterilebilir ki 𝐴𝐵 = 𝐵,   𝐶𝐴 = 𝐶  ve 𝐴2 ≠ 𝐴 dir. Ayrıca (𝐶𝐵)⋕ ve  

𝐴⋕ inversleri mevcuttur. Basit bir hesaplamayla,  

         𝐴⋕ = [
1 2 0
0 1 0
0 0 0

]     and       (𝐶𝐵)⋕ = 𝐶𝐵 = [
0 0
3 3

].    

olduğu gösterilebilir. Böylece Sonuç 3.2.2 ye göre  𝑀⋕ inversi mevcut olup    

          𝑀⋕ =

[
 
 
 
 
1 2 0
0 −2 0
0 0 0

      
3 1
3 3
0  0

 

 
3 1    0       
3 2 0    

0  0 
3 3

   ]
 
 
 
 

 

şeklindedir. 

Teorem 3.2.2  𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚,   𝐷 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛 matrisi tersinir ve  𝑆 = 𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶 

olsun. Eğer  𝑆⋕ grup inversi mevcut ise, bu takdirde 

(i) 𝑀⋕  mevcuttur ancak ve ancak  𝑅 = 𝐷2 + 𝐶𝑆𝜋𝐵 tersinir ve 𝑆𝜋 = 𝐼𝑚−𝑛 − 𝑆𝑆⋕ dir.  

(ii)  Eğer 𝑀⋕  mevcut ise,  

                   𝑀⋕ = [
𝑋 𝑌
𝑍 𝑊

],                                                                                             (3.3) 

formundadır, burada  

𝑋 = 𝑆𝜋𝐵𝑅−1(𝐷 + 𝐶𝑆⋕𝐵)𝑅−1𝐶𝑆𝜋 − 𝑆⋕𝐵𝑅−1𝐶𝑆𝜋 − 𝑆𝜋𝐵𝑅−1𝐶𝑆⋕ + 𝑆⋕, 
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𝑌 = 𝑆𝜋𝐵𝑅−1(𝐷 + 𝐶𝑆⋕𝐵)𝑅−1𝐷 − 𝑆⋕𝐵𝑅−1𝐷, 

𝑍 = 𝐷𝑅−1(𝐷 + 𝐶𝑆⋕𝐵)𝑅−1𝐶𝑆𝜋−𝐷𝑅−1𝐶𝑆⋕, 

𝑊 = 𝐷𝑅−1(𝐷 + 𝐶𝑆⋕𝐵)𝑅−1𝐷 

dir (Bu ve Ark., 2009). 

İspat: (i)  𝑀 matrisi 

           𝑃 = [
0 𝐼𝑛

𝐼𝑚−𝑛 0
]  ve  𝑁 = [

𝐷 𝐶
𝐵 𝐴

] 

olmak üzere 

𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = [
0 𝐼𝑛

𝐼𝑚−𝑛 0
] [

𝐷 𝐶
𝐵 𝐴

] [
0 𝐼𝑛

𝐼𝑚−𝑛 0
]
−1

= 𝑃𝑁𝑃−1, 

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla  𝑀⋕  inversinin mevcut olması için gerek ve yeter 

koşul  𝑁⋕  inversinin mevcut olmasıdır. Öte yandan 𝐷 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  tersinir olduğundan, 

Teorem 3.2.1(i) kullanılırsa 𝑁⋕ inversinin mevcut olması için gerek ve yeter koşul 

𝑅 = 𝐷2 + 𝐶𝑆𝜋𝐵 matrisnin tersinir olmasıdır. Bu nedenle (i)  şartı sağlanmış olur. 

(ii) Eğer  𝑀⋕   mevcut ise bu takdirde 𝑀⋕ = (𝑃𝑁𝑃−1)⋕ = 𝑃𝑁⋕𝑃−1  olacaktır. Bu 

durumda Teorem 3.2.1(ii) kullanılarak 𝑀⋕ ın ifadesinin (3.3) deki gibi olduğu görülür. 

Teorem 3.2.3 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 bir matris,  𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  ve 𝐵 tersinir ise  

(i) 𝑀⋕  inversinin mevcut olması için gerek ve yeter koşul 𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝐶) 

olmasıdır, burada 𝑍 = (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − 𝐶(1)𝐶) dir.  

(ii) Eğer  𝑀⋕  mevcut ise  

          𝑀⋕ = [
∆𝐵−1 𝑋

(𝐼𝑛 − 𝐵𝐴−1∆)𝐵−1 𝑌
],                                                               (3.4) 

dir, burada 𝐶(1) ∈ 𝐶{1} ve  𝑍(1) ∈ 𝑍{1} olmak üzere 

 ∆= (𝐼𝑛 − 𝐶(1)𝐶)𝑍(1)(𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1)), 

𝑋 = ∆𝐵−1∆ + (𝐼𝑛 − 𝐵𝐴−1∆)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆) 

𝑌 = (𝐼𝑛 − 𝐵𝐴−1∆)𝐵−1∆ − 𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆), 

dir (Bu ve Ark., 2009). 
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İspat: (i) Kolaylıkla gösterilebilir ki 

  𝑟(𝑀) = 𝑟 [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] = 𝑟 [
0 𝐵
𝐶 0

] = 𝑟 [
𝐵 0
0 𝐶

] 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝐶) = 𝑚 + 𝑟(𝐶) 

ve 

𝑟(𝑀2) = 𝑟 [𝐴
2 + 𝐵𝐶 𝐴𝐵

0 𝐶𝐵
] = 𝑟 [

𝐵𝐶 𝐴𝐵
0 𝐶𝐵

] 

   = 𝑟 [
𝐶 𝐵−1 0
0 𝐶 0
0 0 0

] = 𝑟 [
𝐶 𝐵−1𝐴 0
0 𝐶 0
0 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴 0

] 

             = 𝑟 [
𝐶 𝐵−1𝐴 − 𝐶𝐶(1)𝐵−1𝐴 0
0 𝐶 0
0 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴 0

] 

            = 𝑟 [

𝐶 0 0
0 𝐶 0
0 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴 0

] 

 = 𝑟 [

𝐶 0 0
0 𝐶 0
0 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − 𝐶(1)𝐶)

] 

= 𝑟 [

𝐶 0 0
0 𝐶 0
0 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − 𝐶(1)𝐶)

] 

= 𝑟 [

𝐶 0 0
0 𝐶 0
0 0 (𝐼𝑛 − 𝐶𝐶(1))𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − 𝐶(1)𝐶)

] 

= 2𝑟(𝐶) + 𝑟(𝑍). 

dir. Böylece Lemma 3.2.1 den görüldüğü üzere 𝑀⋕  inversinin mevcut olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝐶) olmasıdır. 

(ii)  (3.4) eşitliğinin sağ tarafını 𝐸 ile gösterelim. Direkt bir hesaplamayla  

      𝑀𝐸 = [
𝐴1 𝐴2

𝐴3 𝐴4
]   ve  𝐸𝑀 = [

𝐵1 𝐵2

𝐵3 𝐵4
], 

olduğu gösterilebilir, burada  

𝐴1 = 𝐴∆𝐵−1 + 𝐵(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1 = 𝐼𝑛, 
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𝐴2 = 𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1 + 𝐴∆𝐵−1∆ 

       +𝐵(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1∆ − 𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆) = ∆, 

𝐴3 = 𝐶∆𝐵−1 = 0, 

𝐴4 = 𝐶∆𝐵−1 + 𝐶(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆) 

      = 𝐶𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆). 

dir. Lemma 3.1.10(i) den  𝐴2 = 𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆;  

𝐵1 = ∆𝐵−1𝐴 + ∆𝐵−1∆𝐶 + (𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐶 

     = ∆𝐵−1𝐴 + 𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴 = 𝐼𝑛, 

  𝐵2 = ∆𝐵−1𝐵 = ∆,  

           𝐵3 = (𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1𝐴 + (𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1∆𝐶 

                        −𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆) 

     = (𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1𝐴 − 𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)𝐶. 

elde edilir. Böylece   

            𝐵3 = 0,  𝐵4 = (𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1𝐵 = 𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆.  

olduğu görülür. Bu nedenle 

  𝑀𝐸 = 𝐸𝑀 = [
𝐼𝑛 0

0 𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆
] 

yazılabilir. Ayrıca Lemma 3.1.10 (ii) den   

𝑀𝐸𝑀 = [
𝐼𝑛 0

0 𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆
] [

𝐴 𝐵
𝐶 0

] = [
𝐴 + ∆𝐶 𝐵

(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐶 0
] = [

𝐴 𝐵
𝐶 0

] = 𝑀, 

𝐸𝑀𝐸 = [
∆𝐵−1 𝑋

(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1 𝑌
] [

𝐼𝑛 0

0 𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆
] 

  = [
∆𝐵−1 ∆𝐵−1∆ + (𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)

(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1 (𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1∆ − 𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝐵−1𝐴)𝐶(1)(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)
]     

  = 𝐸 

olduğu görülür. Sonuç olarak 𝑀𝐸 = 𝐸𝑀, 𝑀𝐸𝑀 = 𝑀 ve   𝐸𝑀𝐸 = 𝐸 eşitlikleri elde 

edilmiş olur ve böylece 𝐸 = 𝑀⋕ dir. 
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Sonuç 3.2.3 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚 ,  𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  ve 𝐶 tersinir olsun. Bu takdirde  

(i)  𝑀⋕  mevcuttur ancak ve ancak  𝑍 = (𝐼𝑛 − 𝐵𝐵(1))𝐴𝐶−1(𝐼𝑛 − 𝐵(1)𝐵) olmak üzere 

𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝐵) dir. 

(ii)  Eğer 𝑀⋕  mevcut ise  

          𝑀⋕ = [𝐶
−1∆ 𝐶−1(𝐼𝑛 − ∆𝐴𝐶−1)
𝑋 𝑌

],                                                         (3.5) 

formundadır, burada herhangi keyfi  𝐵(1) ∈ 𝐵{1} ve  𝑍(1) ∈ 𝑍{1} matrisleri için 

 ∆= (𝐼𝑛 − 𝐵(1)𝐵)𝑍(1)(𝐼𝑛 − 𝐵𝐵(1)), 

𝑋 = ∆𝐶−1∆ + (𝐼𝑛 − ∆𝐴𝐶−1)𝐵(1)(𝐼𝑛 − 𝐴𝐶−1∆) 

𝑌 = ∆𝐶−1(𝐼𝑛 − ∆𝐴𝐶−1) − (𝐼𝑛 − ∆𝐴𝐶−1)𝐵(1)(𝐼𝑛 − 𝐴𝐶−1∆)𝐴𝐶−1, 

dir (Bu ve Ark., 2009). 

İspat: (i) Şimdi  𝑃 = [
𝐴𝐶−1 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
]  ve  𝑁 = [𝐶𝐴𝐶−1 𝐶

𝐵 0
] olmak üzere 

𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] = [
𝐴𝐶−1 𝐼𝑛

𝐼𝑛 0
] [𝐶𝐴𝐶−1 𝐶

𝐵 0
] [

𝐴𝐶−1 𝐼𝑛
𝐼𝑛 0

]
−1

= 𝑃𝑁𝑃−1, 

olduğunu varsayalım. Bu takdirde 𝑀⋕  nin mevcut olması için gerek ve yeter koşul  𝑁⋕  

ın mevcut olmasıdır. Öte yandan  𝐶 tersinir olduğundan, Teorem 3.2.3 (i) uygulanarak 

𝑁⋕  inversinin mevcut olması için gerek ve yeter koşulun  𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝐵) eşitliğinin 

sağlanası olduğu görülür, burada 𝑍 = (𝐼𝑛 − 𝐵𝐵(1))𝐴𝐶−1(𝐼𝑛 − 𝐵(1)𝐵) dir. Bu nedenle 

(i) şartı ispatlanmış olur. 

(ii)  İspat Teorem 3.2.3(ii) nin ispatına benzer olduğu için sonucun doğruluğu 

kolaylıkla gösterilebilir.  

Sonuç 3.2.4 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚  olmak üzere 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛  ve 𝐵  tersinir bir 

matris olsun. Bu takdirde  

(i) 𝑀⋕ nin mevcut olması için gerek ve yeter şart  𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝑆) olmasıdır, burada 

        𝑍 = (𝐼𝑛 − 𝑆𝑆(1))𝑊(𝐼𝑛 − 𝑆(1)𝑆),   𝑊 = 𝐵−1𝐴 + 𝐷𝐵−1 ve  𝑆 = 𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴  

dir. 
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(ii) Eğer 𝑀⋕  mevcut ise bu takdirde  

          𝑀⋕ = [
∆𝐵−1 − 𝐸𝐷𝐵−1 𝐸

(𝐼𝑛 − 𝐵−1𝐴∆)𝐵−1 − 𝐹𝐷𝐵−1 𝐹
],                                              (3.6) 

formundadır, burada herhangi keyfi  𝑆(1) ∈ 𝑆{1} ve  𝑍(1) ∈ 𝑍{1} matrisleri için 

 ∆= (𝐼𝑛 − 𝑆(1)𝑆)𝑍(1)(𝐼𝑛 − 𝑆𝑆(1)), 

𝐸 = ∆𝐵−1∆ + (𝐼𝑛 − ∆𝑊)𝑆(1)(𝐼𝑛 − 𝑊∆), 

𝐹 = (𝐼𝑛 − 𝐵−1∆𝐴)𝐵−1∆ − 𝐵−1𝐴(𝐼𝑛 − ∆𝑊)𝑆(1)(𝐼𝑛 − 𝑊∆), 

dir (Bu ve Ark., 2009). 

İspat: (i) Belirtelim ki  𝑃 = [
𝐼𝑛 0

𝐷𝐵−1 𝐼𝑛
]  ve  𝑁 = [𝐴 + 𝐵𝐷𝐵−1 𝐵

𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴 0
] olmak üzere 

  𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = [
𝐼𝑛 0

𝐷𝐵−1 𝐼𝑛
] [𝐴 + 𝐵𝐷𝐵−1 𝐵

𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴 0
] [

𝐼𝑛 0

𝐷𝐵−1 𝐼𝑛
]
−1

= 𝑃𝑁𝑃−1 

dir. Dolayısıyla  𝑀⋕  invrsinin mevcut olması için gerek ve yeter koşul 𝑁⋕  inversinin 

mevcut olmasıdır. Öte yandan  𝐵 tersinir olduğundan, Teorem 3.2.3 (i) dikkate alınırsa  

𝑁⋕  inversinin mevcut olması için gerek ve yeter koşul 𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝑆) eşitliğinin 

sağlanması olduğu görülür, burada𝑍 = (𝐼𝑛 − 𝑆𝑆(1))𝑊(𝐼𝑛 − 𝑆(1)𝑆) ve 𝑊 = 𝐵−1𝐴 +

𝐷𝐵−1 dir. Bu nedenle (i) şartı ispatlanmış olur. 

(ii) İspat Teorem 3.2.3(ii) nin ispatına benzer olduğu için sonucun doğruluğu 

kolaylıkla gösterilebilir.  

Sonuç 3.2.5 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] ∈ 𝐾𝑚𝑥𝑚   bir matris,  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝐾𝑛𝑥𝑛   ve 𝐶  tersinir 

olsun.  Bu takdirde  

(i) 𝑀⋕   mevcuttur ancak ve ancak  𝑟(𝑍) = 𝑛 − 𝑟(𝑆),  dir, burada 𝑍 = (𝐼𝑛 −

𝑆𝑆(1))𝑉(𝐼𝑛 − 𝑆(1)𝑆),   𝑉 = 𝐵−1𝐴 + 𝐷𝐵−1 ve 𝑆 = 𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴 dir. 

(ii)  Eğer  𝑀⋕  mevcut ise bu takdirde  

          𝑀⋕ = [𝐶
−1∆ − 𝐶−1𝐷𝐸 𝐶−1(𝐼𝑛 − ∆𝐴𝐶−1) − 𝐶−1∆𝐹

𝐸 𝐹
],                              (3.7) 

formundadır, burada keyfi  𝑆(1) ∈ 𝑆{1} ve  𝑍(1) ∈ 𝑍{1} matrisleri için 
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 ∆= (𝐼𝑛 − 𝑆(1)𝑆)𝑍(1)(𝐼𝑛 − 𝑆𝑆(1)), 

𝐸 = ∆𝐶−1∆ + (𝐼𝑛 − ∆𝑉)𝑆(1)(𝐼𝑛 − 𝑉∆), 

𝐹 = ∆𝐶−1(𝐼𝑛 − ∆𝐴𝐶−1) − (𝐼𝑛 − 𝑉∆)𝑆(1)(𝐼𝑛 − 𝑉∆)𝐴𝐶−1, 

dir (Bu ve Ark., 2009).  

İspat: İspat Sonuç 3.2.4 ile aynıdır. 

3.3. Bazı Ters-Üçgensel Blok Matrislerin Group İnversleri   

1983 yılında, diferansiyel denklemler bağlamında, Campbell ve ark. [9], ters -üçgensel 

(
𝐴 𝐵
𝐶 0

)  blok matrisinin Drazin tersini (grup tersini) bulma problemi üzerine 

çalışmışlardır. Ancak bu problem hala açık bir problemdir. Sadece bazı özel durumlar 

için birçok sonuç elde edilmiştir. Daha geniş halkalar üzerinde bu problem ile ilgili 

çalışmalar da vardır. 

Liu ve ark. (2012), bu problemi  𝐴2 = 𝐴, 𝐶𝐴 = 𝐶 koşulları altında kompleks halkalar 

üzerinde çalışmışlardır. Bu kısımda ise, sadece  𝐴2 = 𝐴  koşulunu kaldırarak, bir 

tamlık bölgesi üzerinde matris denklemlerini kullanarak bu problem için bir çözüm 

araştırılmaktadır. Diğer taraftan, Zhao ve ark. (2010) 𝐵# ’nin mevcut olduğu ve 

𝐵𝐴𝐵𝜋 = 0  olması koşulu altında çarpık cisimler üzerinde (
𝐴 𝐵
𝐶 0

)  tipindeki blok 

matrislerin grup inverslerinin gösterimini ve varlığını karakterize etmişlerdir. Bu 

kısımda ise elde edilen bu sonuçlar bir tamlık bölgesi üzerine genelleştirilmiştir. Özel 

durumlarda ise bazı sonuçlar birim elemanlı halkalar üzerinde çalışılmıştır. 

Lemma 3.3.1. 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 olmak üzere, aşağıdaki ifadeler denktirler: 

(i)  𝐴# mevcuttur,  

(ii) ℝ üzerinde verilen keyfi 𝑋 ve  𝑌 matrisleri için  𝐴2𝑋 = 𝐴, 𝑌𝐴2 = 𝐴 sağlanır. Bu 

durumda, 𝐴# = 𝑌2𝐴 = 𝐴𝑋2 = 𝑌𝐴𝑋’dır (Sheng ve Ark., 2013). 

Lemma 3.3.2.  𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑛  olmak üzere, eğer  𝐵𝐴𝐵𝜋 = 0 ve (𝐴𝐵𝜋)# grup inversi 

mevcutsa bu durumda, 

(i) 𝐵#𝐴𝐵𝜋 = 0, (𝐴𝐵𝜋)#𝐵 = 0, 𝐵(𝐴𝐵𝜋)# = 0 

(ii) 𝐴(𝐴𝐵𝜋)# = (𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵𝜋, 
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(iii) 𝐴(𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵𝜋 = 𝐴𝐵𝜋  

eşitlikleri sağlanır(Sheng ve Ark., 2013). 

İspat. (i)  𝐵#𝐴𝐵𝜋 = (𝐵#)2𝐵𝐴𝐵𝜋 = 0, (𝐴𝐵𝜋)#𝐵 = ((𝐴𝐵𝜋)#)2𝐴𝐵𝜋𝐵 = 0,  eşitlikleri 

sağlanır. Benzer şekilde 𝐵(𝐴𝐵𝜋)# = 0 olduğu açıktır. 

(ii)  𝐴(𝐴𝐵𝜋)# = 𝐴𝐵𝜋(𝐴𝐵𝜋)# = (𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵𝜋 olduğu görülür. 

(iii) Buradaki eşitliğinden sağlandığı (ii) eşitliğinden kolaylıkla görülür. 

Şimdi aşağıdaki teoremi bu kısmın  temel sonucu olarak verebiliriz. 

Teorem 3.3.1.  𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑚  ve  𝐶 ∈ 𝑅𝑚×𝑛  olmak üzere, 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

) 

olsun. Eğer 𝐶𝐴 = 𝐶  ise, bu takdirde 

(i) 𝑀# nin mevcut olabilmesi içi gerek ve yeter şart (𝐶𝐵)# ve 𝐴# nın meccut olması 

ve 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)𝜋 = 0 eşitliğinin sağlanmasıdır.  

(ii) Eğer  𝑀# mevcut ise bu takdirde,  

𝑀1 = 𝐴# − (𝐴#)2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)#𝐶 − 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐴𝜋𝐵[(𝐶𝐵)#]2𝐶 

𝑀2 = (𝐴#)2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 + 𝐴𝜋𝐵[(𝐶𝐵)#]2 + 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)# + 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)# 

𝑀3 = (𝐶𝐵)𝜋𝐶 + (𝐶𝐵)#𝐶 

𝑀4 = −(𝐶𝐵)# 

olmak üzere, 

       𝑀# = (
𝑀1 𝑀2

𝑀3 𝑀4
) 

dir. 

İspat (i) ⇒:  𝐶𝐴2 = 𝐶𝐴 = 𝐶 olduğundan,  

   (
𝐼 𝐵
0 𝐼

) (
𝐼 0
𝐶 𝐼

) (𝐴
2 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶𝐵

0 𝐶𝐵𝐶𝐵
) = (𝐴

2 + 𝐵𝐶 𝐴𝐵
𝐶 𝐶𝐵

) = 𝑀2                                 (3.8) 

olduğunu biliyoruz. Lemma 3.3.1 gereğince, bazı  𝑌 ∈ 𝑅(𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚) matrisi için 𝑀# 

inversinin mevcut olabilmesi için gerek ve yeter şart 𝑀 = 𝑌𝑀2 olmasıdır. Şimdi, 𝑌1 ∈

𝑅𝑛×𝑛 olmak üzere,  

     𝑌 (
𝐼 𝐵
0 𝐼

) (
𝐼 0
𝐶 𝐼

) = (
𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
)  

olsun. Böylece, 
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     (
𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
) (𝐴

2 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶𝐵
0 𝐶𝐵𝐶𝐵

) = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

)  

olur. Sonuç olarak 𝑌1𝐴
2 = 𝐴 olduğu görülür ve Lemma 3.3.1 gereğince 𝐴# mevcuttur. 

Lemma 3.1.1’e göre 𝑀# inversinin mevcut olabilmesi için gerek ve yeter şart 𝑀2𝑋 =

𝑀  olacak şekilde bir 𝑋 = (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) ∈ 𝑅(𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚)  matrisinin mevcut olmasıdır. 

Dolayısıyla (3.8) denkleminden,  

       (
𝐼 𝐵
0 𝐼

) (
𝐼 0
𝐶 𝐼

) (𝐴
2 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶𝐵

0 𝐶𝐵𝐶𝐵
)𝑋 = 𝑀   

olduğu görülür. Bundan dolayı,  

    (𝐴
2 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶𝐵

0 𝐶𝐵𝐶𝐵
) (

𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) = (

𝐼 0
−𝐶 𝐼

) (
𝐼 −𝐵
0 𝐼

)𝑀  

dir. Yani, 

𝐴2𝑋1 + (𝐴𝐵 − 𝐵𝐶𝐵)𝑋3 = 𝐴 − 𝐵𝐶                                                               (3.9) 

𝐴2𝑋2 + (𝐴𝐵 − 𝐵𝐶𝐵)𝑋4 = 𝐵                                                                       (3.10) 

𝐶𝐵𝐶𝐵𝑋3 = 𝐶𝐵𝐶                                                                                           (3.11) 

𝐶𝐵𝐶𝐵𝑋4 = −𝐶𝐵                                                                                         (3.12) 

eşitlikleri yazılabilir. (3.12) eşitliği ve Lemma 3.1.1 den (𝐶𝐵)# ’ın mevcut olduğu 

görülür. (3.10) eşitliğinden ise  −𝐴𝜋𝐵𝐶𝐵𝑋4 = 𝐴𝜋𝐵  eşitliği elde edilir. Başka bir 

deyişle, −𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)#𝐶𝐵𝐶𝐵𝑋4 = 𝐴𝜋𝐵  yazılabilir Bu son denklemde (3.12) eşitliğini 

yerine yazarsak, 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)#𝐶𝐵 = 𝐴𝜋𝐵 elde edilir. Bundan dolayı 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)𝜋 = 0’dır. 

⇐: Öncelikle 

     𝑋1 = 𝐴# − (𝐴#)2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)#𝐶 ,    𝑋3 = (𝐶𝐵)#𝐶    

     𝑋2 = (𝐴#)2 − 𝐵(𝐶𝐵)𝜋 + 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)# ,     𝑋4 = −(𝐶𝐵)#  

olsunlar. Bu durumda 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)𝜋 = 0 olduğunu belirtelim. Dolayısıyla (3.9)-(3.12) 

eşitliklerinin doğruluğunu göstermek kolaydır. Bu ise 𝑀 = 𝑀2𝑋  denkleminin bir 

çözüme sahip olduğunu gösterir, yani 𝑀# mevcuttur.  

(ii) Lemma 3.3.1 gereğince, 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)𝜋 = 0 ve 𝐶𝐴# = 𝐶𝐴𝐴𝐴# = 𝐶𝐴2𝐴# = 𝐶𝐴 = 𝐶, 

olup 𝑀# ifadesi 𝑀# = 𝑀𝑋2 denkleminden elde edilebilir. Bu nedenle, 

𝑀# = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

) (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) (

𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
)   

= (
𝐴 𝐵
𝐶 0

)  



51 
 

× (
𝐴# − (𝐴#)2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)#𝐶 (𝐴#)2 − 𝐵(𝐶𝐵)𝜋 + 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)#

(𝐶𝐵)#𝐶 −(𝐶𝐵)# ) (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) 

= (
𝐴𝐴# − 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 + 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)#𝐶 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)𝜋 − 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)#

(𝐶𝐵)𝜋𝐶 𝐶𝐵(𝐶𝐵)# ) (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
)  

= (

𝐴# − (𝐴#)2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐴#𝐵(𝐶𝐵)#𝐶 (𝐴#)2 − 𝐵(𝐶𝐵)𝜋 + 𝐴𝜋𝐵((𝐶𝐵)#)2

−𝐴#𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐴𝜋𝐵((𝐶𝐵)#)2𝐶 +𝐴#𝐵(𝐶𝐵)# + 𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)#

(𝐶𝐵)𝜋𝐶 + (𝐶𝐵)#𝐶 −(𝐶𝐵)#

) 

= (
𝑀1 𝑀2

𝑀3 𝑀4
)  

elde edilmiş olur. 

Örnek 3.3.1. ℤ tamsayılar halkası üzerinde  𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

) olsun, burada 

      𝐴 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

),    𝐵 = (
1 0
1 3
2 0

)  ve    𝐶 = (
1 0 0
2 0 0

)  

seçelim. Bu durumda, kolayca gösterilebilir ki  𝐴2 ≠ 𝐴, 𝐶𝐴 = 𝐶  dir. Ayrıca 𝐴#  ve 

(𝐶𝐵)# ifadelerinin mevcut olduğu aşikardır. Bu nedenle basit bir hesaplamayla 

     𝐴# = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

),    

     𝐴𝜋 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

) ,    (𝐶𝐵)# = 𝐶𝐵 = (
1 0
2 0

),   (𝐶𝐵)𝜋 = (
0 0

−2 1
)  

olduğu ve böylece,𝐴𝜋𝐵(𝐶𝐵)𝜋 = 0 olduğu görülür. Bu durumda  Teorem 3.3.1 göre 

𝑀# mevcut olup 

         𝑀# =

(

 
 

0
7

0
−1

−2 0
   
0
0

1   0
−13 3

0 4 0
1     0
2    0

0 −1 0
0 −2 0 )

 
 

  

şeklindedir. 

Teorem 3.3.2. 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ 𝑅𝑚×𝑛  olmak üzere 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

)  olsun. 

Eğer 𝐴𝐵 = 𝐵 ise bu takdirde,  

(i) 𝑀#  nın mevcut olabilmesi için gerek ve yeter şart (𝐶𝐵)#  ve 𝐴#  inverslerinin 

mevcut olup (𝐶𝐵)𝜋𝐶𝐴𝜋 = 0 eşitliğinin sağlanmasıdır.  

(ii) Eğer 𝑀# mevcut ise,   
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       𝑀1 = 𝐴# − 𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶𝐴# − 𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶(𝐴#)2 − 𝐵(𝐶𝐵)#𝐶𝐴# − 𝐵[(𝐶𝐵)#]2𝐶𝐴𝜋 

       𝑀2 = 𝐵(𝐶𝐵)# + 𝐵(𝐶𝐵)𝜋 

    𝑀3 = (𝐶𝐵)#𝐶𝐴# + (𝐶𝐵)#𝐶𝐴𝜋 + [(𝐶𝐵)#]2𝐶𝐴𝜋 + (𝐶𝐵)𝜋𝐶(𝐴#)2 

  𝑀4 = −(𝐶𝐵)# 

olmak üzere 𝑀# = (
𝑀1 𝑀2

𝑀3 𝑀4
)’dir.  

Şimdi Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2’ nin özel bir durumunu herhangi bir halka 

üzerinde göz önünde bulunduralım. 

Teorem 3.3.3.  𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵 = 𝑅𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ 𝑅𝑚×𝑛  olmak üzere 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

)  olsun. 

Eğer   𝐴𝐵 = 𝐵 ve  𝐶𝐴 = 𝐶 ise bu takdirde,  

(i) 𝑀#’un mevcut olabilmesi için gerek ve yeter şart (𝐶𝐵)# ve 𝐴# mevcut olmasıdır. 

(ii) Eğer 𝑀#varsa, 

𝑀# = (
𝐴# − 2𝐵(𝐶𝐵)𝜋𝐶 − 𝐵(𝐶𝐵)#𝐶 𝐵(𝐶𝐵)# + 𝐵(𝐶𝐵)𝜋

(𝐶𝐵)#𝐶 + (𝐶𝐵)𝜋𝐶 −(𝐶𝐵)# ). 

 

İspat (i) ⇒:  Eğer 𝑀# varsa, Lemma 3.3.2 gereğince 𝑅 üzerinde 𝑀 = 𝑀2𝑋 ve 𝑀 =

𝑌𝑀2  olacak şekilde 𝑋  ve 𝑌  matrisleri vardır. Öte yandan 𝐴𝐵 = 𝐵  ve 𝐶𝐴 = 𝐶 

olduğundan,  

(
𝐼 0
𝐶 𝐼

) ( 𝐴2 0
−𝐶𝐵𝐶 𝐶𝐵𝐶𝐵

) (
𝐼 𝐵
𝑂 𝐼

) (
𝐼 0
𝐶 𝐼

) = (𝐴
2 + 𝐵𝐶 𝐵

𝐶 𝐶𝐵
) = 𝑀2    

elde edilir. 

𝑋 = (
𝐼 0

−𝐶 𝐼
) (

𝐼 −𝐵
𝑂 𝐼

) (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) (

𝐼 𝐵
0 𝐼

)  

olsun. Bu durumda 

( 𝐴2 0
−𝐶𝐵𝐶 𝐶𝐵𝐶𝐵

) (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) = (

𝐴 0
0 −𝐶𝐵

)  

dır. Bu son eşitlikten  

    𝐴2𝑋1 = 𝐴                                                                                                             (3.13)              

    𝐴2𝑋2 = 0                                                                                                           (3.14) 

   −𝐶𝐵𝐶𝑋1 + 𝐶𝐵𝐶𝐵𝑋3 = 0                                                                                   (3.15)   

 −𝐶𝐵𝐶𝑋2 + 𝐶𝐵𝐶𝐵𝑋4 = 0                                                                                     (3.16) 
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eşitlikleri elde edilir. Ayrıca, 

 (
𝐼 𝐵
𝑂 𝐼

) (
𝐼 0
𝐶 𝐼

) (𝐴
2 𝐵 − 𝐵𝐶𝐵

0 𝐶𝐵𝐶𝐵
) = 𝑀2 

olduğunu elde etmek kolaydır. Yine elde edilen bu son denklemlerden ve 𝑀 = 𝑌𝑀2 

eşitliğinden yararlanarak ve 𝑌 = (
𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
) seçerek, 

𝑌1𝐴
2 = 𝐴                                                                                                             (3.17) 

𝑌1(𝐵 − 𝐵𝐶𝐵) + 𝑌2𝐶𝐵𝐶𝐵 = 𝐵                                                                             (3.18) 

𝑌3𝐴
2 = 𝐶                                                                                                              (3.19) 

𝑌3(𝐵 − 𝐵𝐶𝐵) + 𝑌4𝐶𝐵𝐶𝐵 = 0                                                                              (3.20)    

eşitlikleri elde edilir. Lemma 3.3.2 gereğince yukarıdaki eşitlikler dikkate alınırsa 𝑀# 

inversinin var olduğunu gösterir. Ayrıca 𝐶𝑋2 = 0 ve 𝑌3𝐵 = 𝐶𝐵 eşitlikleri elde edilir. 

Bu son iki eşitliği yukarıdaki eşitliklerde yerlerine yazarsak, 

        𝐶𝐵𝐶𝐵𝑋4 = −𝐶𝐵 ve 𝐶𝐵 = (𝐼 − 𝑌4)𝐶𝐵𝐶𝐵  

bulunur. Lemma 3.1.1 gereğince (𝐶𝐵)#vardır. 

⇐: Farz edelim ki  

      𝑋1 = 𝐴#, 𝑋2 = 0, 𝑋3 = (𝐶𝐵)#𝐶, 𝑋4 = −(𝐶𝐵)# 

     𝑌1 = 𝐴#, 𝑌2 = 𝐵(𝐶𝐵)#, 𝑌3 = 𝐶, 𝑌4 = 𝐶𝐵(𝐶𝐵)# − (𝐶𝐵)#  

olsunlar. Bu durumda (3.13)-(3.20) denklemlerinin doğruluğunu göstermek kolaydır. 

Bu ise  𝑀 = 𝑀2𝑋   ve  𝑀 = 𝑌𝑀2  denklemlerinin çözümlerinin mevcut olduğunu 

gösterir. 

(ii) Lemma 3.3.2 gereğince 𝑀# mevcuttur ve 𝑀# = 𝑌𝑀𝑋’dir. 

Örnek 3.3.2.  𝑍 tamsayılar halkası ve 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

),  𝑍/6𝑍 üzerinde bir matris olmak 

üzere,  

𝐴 = (
1 −2 0
0 1 0
0 0 0

),      𝐵 = (
3
3
0

1
3
0
),    𝐶 = (

3
3

1
2

0
0
)  
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olsunlar. Bu durumda 𝐴2 ≠ 𝐴, 𝐴𝐵 = 𝐵, 𝐶𝐴 = 𝐶  olduğunu göstermek kolaydır. 

Ayrıca  𝐴# ve (𝐶𝐵)# mevcuttur ve aşağıdaki gibi bulunurlar: 

   𝐴# = (
1 2 0
0 1 0
0 0 0

) ,  (𝐶𝐵)# = (
0 0
3 3

).  

Teorem 3.3.3 gereğince 𝑀# vardır ve 

          𝑀# =

(

 
 

1
0
0
3
3

1
−2
0
1
2

0 3 1
0 3 3
0 0 0
0 0 0
0 3 3)

 
 

    

şeklindedir. 

Teorem 3.3.4.  𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛   olmak üzere 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐵 0

)  olsun. Eğer 𝐵#  varsa ve 

𝐵𝐴𝐵𝜋 = 0 ise bu durumda, 

(i) 𝑀# nin var olması için gerek ve yeter şart (𝐴𝐵𝜋)# nin var olmasıdır. 

(ii) Eğer 𝑀#  mevcut ise,   

𝑀1 = 𝐵𝜋𝐴(𝐵#)2 − (𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵𝜋𝐴(𝐵#)2 + (𝐴𝐵𝜋)#  

𝑀2 = −𝐵𝜋𝐴(𝐵#)2 + (𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵𝜋𝐴(𝐵#)2𝐴𝐵# − (𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵# + 𝐵#  

𝑀3 = 𝐵#  

𝑀4 = −𝐵#𝐴𝐵#  

olmak üzere, 𝑀# = (
𝑀1 𝑀2

𝑀3 𝑀4
)’dir. 

İspat (i) ⇒: Bu durumda 

       𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐵 0

) = (
𝐵𝜋𝐴 𝐵
𝐵 0

) (
𝐼 0

𝐵#𝐴 𝐼
)  

ve 

         𝑀2 = (𝐴
2 + 𝐵2 𝐴𝐵
𝐵𝐴 𝐵2) = (𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝐵2 𝐴𝐵

0 𝐵2) (
𝐼 0

𝐵#𝐴 𝐼
)  

denklemlerini elde etmek kolaydır.  𝑀# mevcut olduğundan Lemma 3.3.1 gereğince 

𝑌𝑀2 = 𝑀 eşitliğinin bir çözümün olduğunu biliyoruz.  𝑌 = (
𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
) olsun.     

𝑌1𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝑌1𝐵
2 = 𝐵𝜋𝐴                                                                        (3.21) 
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𝑌1𝐴𝐵 + 𝑌2𝐵
2 = 𝐵                                                                                (3.22) 

𝑌3𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝑌3𝐵
2 = 𝐵                                                                            (3.23) 

𝑌3𝐴𝐵 + 𝑌4𝐵
2 = 0                                                                                  (3.24) 

denklemleri elde edilir. (3.21) eşitliğinden 𝑌1(𝐴𝐵𝜋)2 = 𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋 = 𝐴𝐵𝜋  olduğu 

görülür. Öte yandan Lemma 3.3.1 gereğince (𝐴𝐵𝜋)# nin mevcut olduğunu biliyoruz. 

Şimdi, 𝑋 = (
𝑀1 𝑀2

𝑀3 𝑀4
) alalım. Bu durumda Lemma 3.3.2 den, 

𝑀𝑋 = (
𝐴(𝐴𝐵𝜋)# + 𝐵𝐵# −𝐴(𝐴𝐵𝜋)#𝐴𝐵# + 𝐵𝜋𝐴𝐵#

0 𝐵𝐵#
) = 𝑋𝑀  

elde edilir. 𝑋𝑀𝑋 = 𝑀,𝑀𝑋𝑀 = 𝑀 olduğunu göstermek kolaydır. Böylece de 𝑋 = 𝑀# 

olarak elde edilir. 

Teorem 3.3.5.  𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛  olmak üzere, 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐵 0

) olsun. Eğer 𝐵#  mevcut ve 

𝐵𝜋𝐴𝐵 = 0 ise bu takdirde  

(i) 𝑀# mevcut olması için gerek ve yeter şart (𝐵𝜋𝐴)#’ın var olmasıdır. 

(ii) Eğer 𝑀# mevcutsa,  

𝑀1 = (𝐵#)2𝐴𝐵𝜋 − (𝐵#)2𝐴𝐵𝜋𝐴(𝐵𝜋𝐴)# + (𝐵𝜋𝐴)# 

𝑀2 = 𝐵# 

 𝑀3 = −𝐵#𝐴(𝐵#)2𝐴𝐵𝜋 + 𝐵#𝐴(𝐵#)2𝐴𝐵𝜋𝐴(𝐵𝜋𝐴)# − 𝐵#𝐴(𝐵𝜋𝐴)# + 𝐵# 

 𝑀4 = −𝐵#𝐴𝐵# 

olmak üzere, 𝑀# = (
𝑀1 𝑀2

𝑀3 𝑀4
)’dir.  

Bu teoremin ispatı Teorem 3.3.4’ün ispatına benzerdir. 

Şimdi Teorem 3.3 4 ve Teorem 3.3.5’in özel bir durumunu herhangi bir halka üzerinde 

inceleyelim. 
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Teorem 3.3.6.  𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛  olmak üzere, 𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐵 0

) olsun. Eğer 𝐵#  mevcut ve 

𝐵𝐴𝐵𝜋 = 0, 𝐵𝜋𝐴𝐵 = 0 ise, bu takdirde  

(i) 𝑀#’ın var olması için gerek ve yeter koşul (𝐴𝐵𝜋)#’ın mevcut olmasıdır. 

(ii) Eğer 𝑀# mevcutsa,                                     

                  𝑀# = (
(𝐴𝐵𝜋)# 𝐵#

𝐵# −𝐵#𝐴𝐵#
) 

şeklindedir. 

İspat (i) ⇒: Bu durumda  

     𝑀2 = (𝐼 𝐴𝐵#

0 𝐼
) (𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝐵2 0

0 𝐵2) (
𝐼 0

𝐵#𝐴 𝐼
)  

olsun. M matrisinin ayrışımı Teorem 3.34  deki gibidir. Lemma 3.3.2 den kolayca 

görülür ki  𝑀# nin var olması için gerek ve yeter koşul 𝑀𝑋2 = 𝑀 ve 𝑌𝑀2 = 𝑀 olacak 

şekilde 𝑅 üzerinde 𝑋 ve 𝑌 matrislerinin bulunmasıdır.  

    𝑋 = (
𝐼 𝑂

−𝐵#𝐴 𝐼
) (

𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) ve 𝑌 = (

𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
) (𝐼 −𝐴𝐵#

0 𝐼
)  

olsunlar. Bu durumda,  

   𝐴𝐵𝜋 = (𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝐵2)𝑋1                                                                                         (3.25) 

                                                                                          

𝐵 = (𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝐵2)𝑋2                                                                                             (3.26) 

                                                                                                        

𝐵 = 𝐵2𝑋3                                                                                                                  (3.26) 

                                                                                                                    

0 = 𝐵2𝑋4                                                                                                                  (3.28) 

                                                                                                           

𝑌1𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝑌1𝐵
2 = 𝐵𝜋𝐴                                                                                         (3.29) 

                                                                                                                    

𝑌2𝐵
2 = 𝐵                                                                                                                   (3.30) 

                                                                                                        

𝑌3𝐴𝐵𝜋𝐴 + 𝑌3𝐵
2 = 𝐵                                                                                              (3.31) 

                                                                                                                   

𝑌4𝐵
2 = 0                                                                                                                    (3.32) 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden sırasıyla, 
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        𝐴𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋𝑋1 = 𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋𝑋1 = 𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋𝐴𝑋1 = 𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋 = 𝐴𝐵𝜋  

ve 

       𝑌1𝐴𝐵𝜋𝐴𝐵𝜋 = 𝐴𝐵𝜋  

olduğu elde edilir. Lemma 3.3 2 den (𝐴𝐵𝜋)# inversinin var olduğunu biliyoruz.(i) nin 

yeterlilik kısmını ve (ii) nin ifadesini elde etmek için, 

    𝑋 = (
(𝐴𝐵𝜋)# 𝐵#

𝐵# −𝐵#𝐴𝐵#
)  

alalım. Lemma 3.3.2 den           

      𝑀𝑋 = (
𝐴(𝐴𝐵𝜋)# + 𝐵𝐵# 0

0 𝐵𝐵#
) = 𝑋𝑀   

dir.  Dolayısıyla 𝑋𝑀𝑋 = 𝑀, 𝑀𝑋𝑀 = 𝑀  olduğunu göstermek kolaydır. Böylece 𝑋 =

𝑀# elde edilir. 

3.4. 2x2 Tipinde Bazı Özel Blok Parçalı Matrisler için Grup İnversler 

Bu kısımda birim elemanlı bir halka üzerinde verilen 2x2 tipinde bazı özel parçalanmış 

matrislerin grup inverslerinin varlığı için gerek ve yeter koşullar verip grup inveslerin 

mevcut olması durumunda bunların gösterimleri verilecektir. Bubnla ilgili olarak daha 

önce verilenlere ek olarak bazı Lemmaları ifade edebiliriz. 

Lemma 3.4.1 𝑅, 1 birimli ve değişmeli bir halka, 𝐴 ise 𝑅 halkası üzerinde 𝑛 × 𝑛 bir 

matris olsun. Bu durumda aşağıda verilen ifadeler denktirler: 

(1) 𝐴# mevcuttur.  

(2) 𝐴 = 𝐴2𝐿 = 𝐿𝐴2 olacak şekilde bir 𝐿 matrisi mevcut olup 𝐴# = 𝐿𝐴𝐿 = 𝐴𝐿2 = 𝐿𝐴2 dir. 

(3) 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴2), 𝑅𝑟(𝐴) = 𝑅𝑟(𝐴
2) dir. 

(4) 𝐴 = 𝐴2𝑋 = 𝑌𝐴2 olacak şekilde 𝑋 ve  𝑌 matrisleri mevcut olup 𝐴# = 𝑌𝐴𝑋 = 𝐴𝑋2 =

𝑌2𝐴  eşitlikleri sağlanır. 

İspat. 

(1) ⇒ (2): Eğer 𝐴# mevcut ise, 𝐴 = 𝐴2𝐴# = 𝐴#𝐴2 olduğu açıktır. 
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(2) ⇒ (3), (3) ⇒ (4): olduğu aşikardır. 

(4) ⇒ (1): Eğer 𝐴 = 𝐴2𝑋 = 𝑌𝐴2 ise 𝑌𝐴 = 𝑌𝐴2𝑋 = 𝐴𝑋 olur ve dolayısıyla  𝑌𝐴𝑋 = 𝑌2𝐴 =

𝐴𝑋2 olduğu görülür. Buradan basit hesaplamalarla 

𝐴(𝐴𝑋2) = 𝐴𝑋 = 𝑌𝐴 = (𝑌2𝐴)𝐴 = (𝐴𝑋2)𝐴, 

𝐴2(𝐴𝑋2) = 𝐴𝐴2𝑋𝑋 = 𝐴2𝑋 = 𝐴 

𝐴(𝐴𝑋2)2 = 𝑌𝐴𝐴𝑋2 = 𝑌𝐴𝑋 = 𝐴𝑋2, 

 yani 𝐴# = 𝐴𝑋2 olduğu elde edilmiş olur. 

Lemma 3.4.2. 𝑅 , 1 birimli bir tamlık bölgesi ve 𝐴 ∈  𝑅𝑛×𝑛  olsun. Bu durumda aşağıdaki 

koşullar denktir: 

(1) 𝐴# mevcuttur. 

(2) Bazı 𝑋 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 matrisleri için 𝐴 = 𝐴2𝑋 sağlanır. Bu durumda, 𝐴# = 𝐴𝑋2 olur. 

(3) Bazı 𝑌 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 matrisleri için 𝐴 = 𝑌𝐴2 sağlanır. Bu durumda, 𝐴# = 𝑌2𝐴 dır. 

(4) 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴2) , burada 𝑅(𝐴) = {𝐴𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛𝑥1} dir. 

(5) 𝑅𝑟(𝐴) = 𝑅𝑟(𝐴
2), burada  𝑅𝑟(𝐴) = {𝑦𝐴 ∶ 𝑦 ∈ 𝑅1𝑥𝑛}  dir. 

Lemma 3.4.3. 𝑅, 1 birimli ve değişmeli bir halka ve 𝐴, 𝐵 ∈  𝑅𝑛×𝑛 olsun. Eğer 𝐴𝐵, 𝐵𝐴 ve 𝑆 

matrisleri regüler olmak üzere, 𝑅(𝐵) = 𝑅(𝐵𝐴),   𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵),   𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆) ve                         

𝑅𝑟(𝑆) = 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) ise bu takdirde  

(1) 𝐵(𝐴𝐵)𝜋𝑙 = (𝐵𝐴)𝜋𝑟𝐵 = 0. 

(2) 𝐴(𝐼 − 𝑆3𝐴
2)(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 0. 

(3) (𝐴𝐵)𝜋𝑟(𝐼 − 𝐴2𝑆3)𝐴 = 0. 

(4) 𝐵𝐴𝑆3 = 0. 

(5) 𝑆3𝐴𝐵 = 0. 

(6) 𝐵𝐴𝑆4𝐵 = 𝐵. 

(7) 𝐵𝑆1𝐴𝐵 = 𝐵. 

(8) 𝐴𝑆3𝐴
2 + 𝐴𝑆4𝐵𝐴 = 𝐴. 

(9) 𝐴2𝑆3𝐴 + 𝐴𝐵𝑆1𝐴 = 𝐴. 

(10) 𝑆1𝐴
2 + 𝑆2𝐵𝐴 = 0. 

(11) 𝐴2𝑆4 + 𝐴𝐵𝑆2 = 0 
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dir, burada 

     𝑆1 = (𝐴𝐵)(1)(𝐼 − 𝐴2𝑆3) 

𝑆2 = −(𝐴𝐵)(1)(𝐴2 − 𝐴2𝑆3𝐴
2)(𝐵𝐴)(1) 

        𝑆3 = (𝐵𝐴)𝜋𝑙(𝑆)(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟 

        𝑆4 = (𝐼 − 𝑆3𝐴
2)(𝐵𝐴)(1) ve (𝐴𝐵)(1) ∈ (𝐴𝐵){1}, (𝐵𝐴)(1) ∈ (𝐵𝐴){1}, (𝑆)(1) ∈ 𝑆{1} dir. 

İspat: 

(1)Eğer 𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵)  ise 𝐵 = 𝑈𝐴𝐵  olacak şekilde 𝑅  üzerinde bir 𝑈  matrisi vardır ve 

böylece 𝐵 = 𝑈𝐴𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴𝐵 = 𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴𝐵 olur. Başka bir deyişle, 𝐵(𝐴𝐵)𝜋𝑙 = 0 dir. Öte  

yandan 𝑅(𝐵) = 𝑅(𝐵𝐴) eşitliğinden, 𝑅 üzerinde 𝐵 = 𝐵𝐴𝑉 olacak şekilde bir 𝑉 matrisnin var 

olduğu, dolayısıyla  𝐵 = 𝐵𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴𝑉 = 𝐵𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵 olduğu görülür. Yani (𝐵𝐴)𝜋𝑟𝐵 = 0 

eşitliği sağlanır. 

(2), (3):  Eğer  𝑅𝑟(𝑆) = 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙)  ise bu durumda R üzerinde 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 𝑋𝑆  olacak 

şekilde bir 𝑋 matrisi mevcuttur. Böylece  𝐴𝑆3𝐴
2(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑆(1), (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)𝜋𝑙 =

𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑆(1)𝑆 = 𝑋𝑆𝑆(1) = 𝑋𝑆 = 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 eşitlikleri elde edilir. Öte yandan  𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) =

𝑅(𝑆)  eşitliği kullanılarak, (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = 𝑆𝑌  olacak şekilde 𝑅  üzerinde bir 𝑌  matrisi vardır, 

böylece, 

       (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2𝑆3𝐴 = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 

                               = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = 𝑆𝑆(1)𝑆𝑌 = 𝑆𝑌 = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴  

olduğu görülür. 

(4), (5): İspat aşikardır. 

(6) − (11): (1), (4)  ve (5)  eşitliklerinden (6) ve (7) eşitlikleri elde edilir. (2) eşitliği (8) 

ile (10) eşitliğinin ve (3) ise (9) ve (11) eşitliklerinin sağlandığını ifade eder. 

Lemma 3.4.4. 𝑅 , 1  birimli bir tamlık bölgesi ve 𝐴, 𝐵 ∈  𝑅𝑛×𝑛  olsun. Eğer 𝐴𝐵  ve 𝐵𝐴 

matrsilerinin her ikisi de regüler ise, bu durumda herhangi bir (𝐴𝐵)(1) ∈ (𝐴𝐵){1}  ve 

(𝐵𝐴)(1) ∈ (𝐵𝐴){1} matrisleri için 

           𝑟(𝐴𝐵) + 𝑟((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵𝐴) + 𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙)  

rank eşitlikleri sağlanır. 

İspat. Verilenlerden 

                (
𝐴 0
0 0

) → (𝐴 𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴
0 0

) → ( 𝐴 𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴
𝐵𝐴 𝐵𝐴

) 
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                                  → (𝐴 − 𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴 𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴
0 𝐵𝐴

) → (𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 0
0 𝐵𝐴

), 

ve 

              (
𝐴 0
0 0

) → (
𝐴 0

𝐴𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴 0
) → (

𝐴 𝐴𝐵
𝐴𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴 𝐴𝐵

)  

                              → (
𝐴 − 𝐴𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴 0

𝐴𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴 𝐴𝐵
) → (

(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 0
0 𝐴𝐵

) 

olduğu kolayca görülür. 

Teorem 3.4.1.  R, 1 birimli ve değişemli bir halka ve  𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 olmak üzere 𝑀 =

(
A A
B 0

) olsun. Bu durumda, 

(1) 𝑀#’ın mevcut olabilmesi için gerek ve yeter şart,  

(𝑖) 𝑅(𝐵) = 𝑅(𝐵𝐴),  𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵) 

(𝑖𝑖) 𝐴𝐵  ve 𝐵𝐴’nın her ikisi birden regülerdir.  

        (𝑖𝑖𝑖) 𝑆  regüler olup keyfi  (𝐴𝐵)(1) ∈ (𝐴𝐵){1} ve (𝐵𝐴)(1) ∈ (𝐵𝐴){1} matrisleri    

için   𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆), 𝑅𝑟(𝑆) = 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) dır. 

(2) Eğer  𝑀# mevcutsa,  𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4 matrisleri Lemma 3.4.3 deki gibi olmak üzere,   

      𝑀# = (
𝐴𝑆3𝐴𝑆3𝐴 + 𝐴𝑆4𝐵𝑆1𝐴 + 𝐴𝑆3𝐴𝑆4𝐵 + 𝐴𝑆4𝐵𝑆2𝐵 𝐴𝑆3𝐴𝑆3𝐴 + 𝐴𝑆4𝐵𝑆1𝐴
𝐵𝑆1𝐴𝑆3𝐴 + 𝐵𝑆2𝐵𝑆1𝐴 + 𝐵𝑆1𝐴𝑆4𝐵 + 𝐵𝑆2𝐵𝑆2𝐵 𝐵𝑆1𝐴𝑆3𝐴 + 𝐵𝑆2𝐵𝑆1𝐴

)  

şeklindedir. 

İspat  (1): (gerek şart) 

Eğer 𝑀#  mevcutsa bu durumda Lemma 3.4.1 gereğince, 𝑀 = 𝑀2𝑋 = 𝑌𝑀2 olacak 

şekilde 𝑅 üzerinde 𝑋 ve 𝑌 matrisleri bulunur. 

(
𝐼 0
𝐼 𝐼

) ∙ (
𝐼 0

−𝐼 𝐼
) = (

𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) ,    𝑌 = (

𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
)     

olsun. Bu durumda 

𝐴 = 𝐴𝐵𝑋2 + 𝐴2𝑋4                                                                                                 (3.33) 

𝐵 = 𝐵𝐴𝑋3                                                                                                                (3.34) 

0 = 𝐵𝐴𝑋4                                                                                                                 (3.35) 
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0 = 𝐴𝐵𝑋1 + 𝐴2𝑋3                                                                                                  (3.36) 

𝐴 = 𝑌1𝐴
2 + 𝑌2𝐵𝐴                                                                                                   (3.37) 

𝐵 = 𝑌3𝐴𝐵                                                                                                                 (3.38) 

0 = 𝑌1𝐴𝐵                                                                                                                  (3.39) 

0 = 𝑌3𝐴
2 + 𝑌4𝐵𝐴                                                                                                   (3.40) 

eşitlikleri yazılabilir. 

(𝑖)  (3.34) ve (3.38) eşitliklerinden açıktır.  

(𝑖𝑖) Eğer  𝑀# mevcutsa B’nin regüler olduğunu görmek kolaydır. Bu  durumda (3.34) 

ve (3.38)  eşitliklerini kullanarak 𝐵𝐴 = 𝐵𝐵(1)𝐵𝐴 = 𝐵𝐴𝑋3𝐵
(1)𝐵𝐴  ve 𝐴𝐵 =

𝐴𝐵𝐵(1)𝐵 = 𝐴𝐵𝐵(1)𝑌3𝐴𝐵  elde edilir. Başka bir deyişle 𝐵𝐴 ve 𝐴𝐵’nin her ikisi birden 

regülerdir.  

(𝑖𝑖𝑖)  Bu durumda kolayca gösterilebilir ki bazı elementer matris dönüşümleri ile 

(𝑀
2 0

0 0
)  matrisi   (

𝐴𝐵 0 0
0 𝐵𝐴 0
0 0 𝑆

) matrisine dönüşebilir. Böylece 𝑆 regülerdir.  Öte 

yandan (3.33) eşitliğinden  

         (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = (𝐴𝐵)𝜋𝑟(𝐴𝐵𝑋2 + 𝐴2𝑋4) = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2𝑋4                                   (3.41) 

elde edilir. Ayrıca (3.37) eşitliğinden 

         𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = (𝑌1𝐴
2 + 𝑌2𝐵𝐴)(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 𝑌1𝐴

2(𝐵𝐴)𝜋𝑙                                        (3.42) 

eşitliği elde edilir. Buradan  

     (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)𝜋𝑙 

                                   = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2 − 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴 

 olduğundan, (3.35) eşitliği kullanılarak  (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑋4 =  𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2𝑋4 

elde edilir. Böylece, (3.35) ve (3.41) eşitlikleri kullanılarak, 

     𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 =  𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2𝑋4=(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑋4 

                               = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2(𝐼 − (𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴𝑋4 = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴2𝑋4 = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴  
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bulunur. Benzer olarak (3.39) ve (3.42) eşitlikleri kullanılarak, 

         𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑆(1)𝑆 = 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙  

bulunmuş olur. Sonuç olarak 

     𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆),       𝑅𝑟(𝑆) = 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) 

eşitlikleri yazılabilir. 

Şimdi de (2) eşitliğini ve teoremin yeter şartını ispatlayalım. 

        (
𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) = (

𝑆2𝐵 𝑆1𝐴
𝑆4𝐵 𝑆3𝐴

),   (
𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
) = (

𝐴𝑆3 𝐴𝑆4

𝐵𝑆1 𝐵𝑆2
)  

olsun. Lemma 3.4.3 ten (3.33)-(3.40) eşitliklerinin sağlandığı kolayca görülür. Ayrıca 

Aynı Lemma dan Teoeremin gerek kısmının sağlandığı da görülür. 

        𝑋 = (
1 0

−1 1
) (

𝑋1 𝑋2

𝑋3 𝑋4
) (

1 0
1 1

) ,    𝑌 = (
𝑌1 𝑌2

𝑌3 𝑌4
)   

olsun. Bu durumda, 𝑀 = 𝑀2𝑋 = 𝑌𝑀2 olacaktır. Sonuç olarak Lemma 3.4.1’ e göre 

 𝑀# mevcut olup  

    𝑀# = 𝑌2𝑀  

= (
𝐴𝑆3𝐴𝑆3𝐴 + 𝐴𝑆4𝐵𝑆1𝐴 + 𝐴𝑆3𝐴𝑆4𝐵 + 𝐴𝑆4𝐵𝑆2𝐵 𝐴𝑆3𝐴𝑆3𝐴 + 𝐴𝑆4𝐵𝑆1𝐴
𝐵𝑆1𝐴𝑆3𝐴 + 𝐵𝑆2𝐵𝑆1𝐴 + 𝐵𝑆1𝐴𝑆4𝐵 + 𝐵𝑆2𝐵𝑆2𝐵 𝐵𝑆1𝐴𝑆3𝐴 + 𝐵𝑆2𝐵𝑆1𝐴

) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Örnek 3.4.1.  ℤ tamsayılar halkası üzerinde olmak üzere,  𝑀 = (
𝐴 𝐴
𝐵 0

) , 𝑍 (6𝑍)⁄  

üzerinde bir matris olsun, burada  

        𝐴 = (
0 0 0
0 1 3
0 2 1

), 𝐵 = (
2 2 0
2 2 0
0 0 0

) 

dir. Bu takdirde, 

      𝐴𝐵 = (
0 0 0
2 2 0

−2 −2 0
),   𝐵𝐴 = (

0 2 0
0 2 0
0 0 0

)  

olacaktır.  Öte yandan 
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          𝐵 = (
0 1 0
0 1 0
0 0 0

)𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 (
0 0 0
1 1 0
0 0 0

)  

olduğu için 𝑅(𝐵) = 𝑅(𝐵𝐴), 𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵) ’dir. 𝐴𝐵  ve 𝐵𝐴 ’nın her ikisinin de 

regüler olduğunu doğrulamak için 

        (𝐴𝐵)(1) = (
0 0 0
0 −1 0
0 0 0

),  (𝐵𝐴)(1) = (
0 0 0
0 −1 0
0 0 0

)  

seçilmesi yeterlidir. Böylece, 

        (𝐴𝐵)𝜋𝑟 = (
1 0 0
0 3 0
0 −2 1

),    (𝐵𝐴)𝜋𝑙 = (
1 0 0
0 3 0
0 0 1

),  

         (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = (
0 0 0
0 3 3
0 0 1

) = 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙  ve  𝑆 = (
0 0 0
0 3 0
0 0 1

)   

olup buradan da 𝑆2 = 𝑆 olduğu açıkça görülür. Ayrıca,  

      (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = 𝑆 (
0 0 0
0 1 1
0 0 1

),          𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝐿 = (
0 0 0
0 1 3
0 0 1

) 𝑆,  

başka bir deyişle, 𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = 𝑅(𝑆) , 𝑅𝑟(𝑆) = 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙)  eşitlikleri sağlanır.  

Teorem 3.4.1 gereğince  𝑀# mevcuttur. Öte yandan   𝑆(1) = 𝐼3 seçilirse, 

      𝑆1= (
0 0 0
0 2 0
0 0 0

),   𝑆2= (
0 0 0
0 2 0
0 0 0

),     𝑆3= (
1 0 0
0 3 0
0 −2 1

),     𝑆4= (
0 0 0
0 2 0
0 2 0

)  

olur. Bu nedenle, 

          𝑀# =

(

  
 

0 0 0 0 0 0
−2 3 3 0 −1 3
−2
0
0
0

−2
−2
−2
0

1
0
0
0

0
0
0
0

0
−2
−2
0

1
0
0
0)

  
 

        

olduğu görülür. 

Teorem 3.4.2.  R, 1 birimli bir tamlık bölgesi ve  𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛  olmak üzere 𝑀 =

(
A A
B 0

) olsun. Bu takdirde,  
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(1) 𝑀#’un mevcut olabilmesi için gerek ve yeter şart, 

(𝑖)  𝑟(𝐵) =  𝑟(𝐵𝐴) = 𝑟(𝐴𝐵), 

(𝑖𝑖)  𝐴𝐵 𝑣𝑒 𝐵𝐴’nın her ikisi birden regülerdir. 

(𝑖𝑖𝑖)  𝑆 regülerdir ve bazı (𝐴𝐵)(1) ∈ (𝐴𝐵){1} için 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝑆) 

koşullarının sağlanmasıdır. 

(2) Eğer 𝑀#  mevcutsa, bu durumda Teorem 3.4.1 deki gibi 𝑀#  aynı gösterime 

sahiptir. 

İspat   (1): (gerek şart) 

Teorem 3.4.1 den,  𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴), 𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵) olduğunu biliyoruz. Böylece  

𝑟(𝐵) =  𝑟(𝐵𝐴) = 𝑟(𝐴𝐵)’dir. Yine Teorem 3.4.1 kullanılarak 𝐴𝐵, 𝐵𝐴 ve 𝑆’nin regüler 

olduğu ve 𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆) olduğu görülür. Böylece  𝑟((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑟(𝑆) elde 

edilir. Sonuç olarak, Lemma 3.4.4’den  𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵𝐴) + 𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) = 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝑆) 

rank eşitliğinin sağlandığı görülür. Eğer 𝑟(𝐵) =  𝑟(𝐵𝐴) ise, bu takdirde 𝐵 = 𝐵𝐴𝑋 

olacak şekilde bir 𝑋 matrisi vardır. Öte yandan 𝐵𝐴 matris çarpımının regülerliğinden 

𝐵𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵 = 𝐵𝐴𝑋 = 𝐵  olduğu görülür. Böylece de 𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴)  olduğu 

sağlanmış olur.  Benzer olarak 𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵) dir. Ayrıca  𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝑆) ve  

𝑟(𝐵) =  𝑟(𝐵𝐴) olduğundan, Lemma 3.4.4 e göre  𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) = 𝑟(𝑆) rank eşitliği 

sağlanır. Bundan dolayı, 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 𝐽𝑆  eşitliğini sağlayacak şekilde bir 𝐽  matrisi 

mevcuttur. Bu durumda S’ nin regülerliği dikkate alınırsa 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙𝑆(1)𝑆 = 𝐽𝑆 =

𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙elde edilir. Başka bir deyişle 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) = 𝑅𝑟(𝑆)eşitliği sağlanır. Benzer 

şekilde 𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆) eşitliğinin sağlandığı da gösterilebilir. 

(2) nin ispatı ise Teorem 3.4.1 de verilmişti. 

Uyarı 3.4.1. Teorem 3.4.2’nin üçüncü koşulundaki 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝑆)  eşitliği 

aşağıdakilerden herhangi biri ile değiştirilebilir: 

(𝑖) 𝑟((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑟(𝑆) 

(𝑖𝑖) 𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) = 𝑟(𝑆) 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) + 𝑟((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) 

(𝑖𝑣) 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) 
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Teorem 3.4.3. 𝑅, 1 birimli bir tamlık bölgesi, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 olmak üzere M = (
A A
B 0

) 

ve 𝑟(𝐵) ≥ 𝑟(𝐴) olsun. Bu durumda,  

(1) 𝑀# mevcuttur ⟺ 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵) = 𝑟(𝐵𝐴) olup 𝐴𝐵 ve 𝐵𝐴  regülerdir.  

(2) Eğer  𝑀# mevcutsa, 

        𝑀# = (
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
)  

formundadır, burada 

𝑀11 = (𝐴𝐵)#𝐴 − (𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#𝐵, 

𝑀12 = (𝐴𝐵)#𝐴, 

𝑀21 = (𝐵𝐴)#𝐵 − 𝐵(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)# + 𝐵(𝐴𝐵)#𝐴(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#𝐵, 

𝑀22 = −𝐵(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#  

dir. 

İspat. (1): (gerek şart): Teorem 3.4.2 gereğince 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐵𝐴) = 𝑟(𝐴𝐵) olup hem 

𝐴𝐵 hem de 𝐵𝐴 matrisi regülerdir. Böylece 𝑟(𝐴) ≥ 𝑟(𝐵𝐴) = 𝑟(𝐵) ≥ 𝑟(𝐴), başka bir 

deyişle 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) dir.  

(yeter şart): Eğer 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵) ise, bu takdirde  𝐾𝑅 üzerinde 𝐴 =

𝐴𝐵𝑋 = 𝑌𝐵𝐴 ve   𝐵 = 𝐵𝐴𝑃 = 𝑄𝐴𝐵 olacak şekilde 𝑋, 𝑌, 𝑃  ve 𝑄 matrisleri bulunur. 

Böylece, 

{
𝐴𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴 = 𝐴𝐵𝑋 = 𝐴, 𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴 = 𝑌𝐵𝐴 = 𝐴

𝐵𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵 = 𝐵𝐴𝑃 = 𝐵, 𝐵(𝐴𝐵)(1)𝐴𝐵 = 𝑄𝐴𝐵 = 𝐵
 

eşitlikleri sağlanır. Öte yandan  𝑅(𝐴) =  𝑅(𝐴𝐵),   𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴), 𝑅𝑟(𝐴) = 𝑅𝑟(𝐵𝐴), 

𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐴𝐵) ve 𝑆 = 0, olacağından 

      𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) + 𝑟(𝑆)  

ve  

𝑅(𝐴𝐵) = 𝐴𝑅(𝐵) = 𝐴𝑅(𝐵𝐴) = 𝐴𝐵𝑅(𝐴) = 𝐴𝐵𝑅(𝐴𝐵) = 𝑅(𝐴𝐵𝐴𝐵) 

      𝑅𝑟(𝐵𝐴) = 𝑅𝑟(𝐵)𝐴 = 𝑅𝑟(𝐴𝐵)(𝐴)𝐵𝐴 = 𝑅𝑟(𝐵𝐴)𝐵𝐴 = 𝑅𝑟(𝐵𝐴𝐵𝐴)  

eşitlikleri elde edilir. Böylece Lemma 3.4.2 gereğince (𝐴𝐵)#  ve (𝐵𝐴)# ’nin her 

ikisinin de mevcut olduğu sonucuna ulaşılır. Teorem 3.4.2 den 𝑀# vardır. 
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(2):  (yeter şart) Teorem 3.2 kullanılarak, (𝐴𝐵)(1) = (𝐴𝐵)#  ve (𝐵𝐴)(1) = (𝐵𝐴)# 

seçilerek, 𝑆 = 0 ve 𝑆1 = (𝐴𝐵)#, 𝑆2 = −(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#, 𝑆3 = 0, 𝑆4 = (𝐵𝐴)# olmak 

üzere, 𝑀# = (
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
) yazılabilir, burada 

𝑀11 = (𝐴𝐵)#𝐴 − (𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#𝐵, 

𝑀12 = (𝐴𝐵)#𝐴, 

𝑀21 = (𝐵𝐴)#𝐵 − 𝐵(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)# + 𝐵(𝐴𝐵)#𝐴(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#𝐵, 

𝑀22 = −𝐵(𝐴𝐵)#𝐴2(𝐵𝐴)#  

olacaktır. 

Teorem 3.4.4.   𝑅, 1 birimli ve değişmeli bir halka, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 ve 𝐴2 = 𝐴 olmak 

üzere M = (
A A
B 0

) olsun.  Bu durumda,  

(1) 𝑀#  inversi mevcuttur ⟺ 𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴𝐵), 𝑅𝑟(𝐵) = 𝑅𝑟(𝐵𝐴𝐵) dir.   

(2)  Eğer 𝑀# mevcutsa, 𝑀# = (
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
) formundadır, burada,  

𝑀11 = (𝐼 − 𝐴𝐵(𝐴𝐵)# + (𝐴𝐵)#)𝐴 − (𝐴𝐵)#, 

 𝑀12 = (𝐼 − 𝐴𝐵(𝐴𝐵)# + (𝐴𝐵)#)𝐴 

𝑀21 = (𝐵𝐴)#(𝐵 − 𝐼 + (𝐵𝐴)#𝐵),   

𝑀22 = −(𝐵𝐴)#  

dir. 

İspat  (1): (gerek şart) Teorem 3.4.1’den 

(𝑖) 𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴),   𝑅𝑟(𝐵) =  𝑅𝑟(𝐴𝐵), 

(𝑖𝑖) Hem 𝐴𝐵 hem de 𝐵𝐴 regülerdir, 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑆 regüler olup keyfi (𝐴𝐵)(1) ∈ (𝐴𝐵){1} ve (𝐵𝐴)(1) ∈ (𝐵𝐴){1} matrisleri için 

           𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆),     𝑅𝑟(𝑆) = 𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) 

şartlarının sağlandığı görülür. Bu nedenle 𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 = 𝑌𝑆 = 𝑌(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙  olacak 

şekilde bir 𝑌 matrisimevcuttur. (𝑖)’den 𝑅𝑟(𝐵) =  𝑅𝑟(𝐵𝐴𝐵) olduğu bulunur. Benzer 

şekilde 𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴𝐵) olduğu görülür. 
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(yeter şart): Eğer 𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴𝐵)  ve  𝑅𝑟(𝐵) =  𝑅𝑟(𝐵𝐴𝐵)  ise bu takdirde  𝐵 =

𝐵𝐴𝐵𝑋 = 𝑌𝐵𝐴𝐵  olacak şekilde keyfi  𝑋  ve 𝑌  matrisleri bulunabilir, bu nedenle 

𝐵𝐴𝐵 = 𝐵𝐴𝐵𝑋𝐴𝐵 = 𝐵𝐴𝐵𝑋𝐴𝑌𝐵𝐴𝐵  yazılabilir, başka bir deyişle 𝐵𝐴𝐵  matrisi 

regülerdir. Aynı şekilde 𝑅(𝐵) =  𝑅(𝐵𝐴𝐵)  eşitliğinden 𝑅(𝐴𝐵) =  𝑅(𝐴𝐵𝐴𝐵)  elde 

edilir. Öte yandan 𝑅𝑟(𝐵) =  𝑅𝑟(𝐵𝐴𝐵) ⊆ 𝑅𝑟(𝐴𝐵) ⊆  𝑅𝑟(𝐵)  olduğundan 𝑅𝑟(𝐵) =

 𝑅𝑟(𝐴𝐵)  olacaktır. .Bu nedenle 𝑅𝑟(𝐴𝐵) =  𝑅𝑟(𝐵𝐴𝐵) = 𝑅𝑟(𝐵)𝐴𝐵 =  𝑅𝑟(𝐴𝐵)𝐴𝐵 =

𝑅𝑟(𝐴𝐵𝐴𝐵) yazılabilir.  Lemma 3.4.1 gereğince (𝐴𝐵)#  mevcuttur. Benzer olarak 

(𝐵𝐴)# da mevcuttur.  

(𝑀
2 0

0 0
)  matrisi, bazı elementer matris dönüşümleri ile (

𝐴𝐵 0 0
0 𝐵𝐴 0
0 0 𝑆

)  haline 

getirilebilir. Ayrıca, 

          (𝑀
2 0

0 0
) → (

𝐴𝐵 0 0
0 𝐵𝐴 0
0 0 𝑆

) → (
0 𝐴 0

−𝐵𝐴𝐵 𝐵𝐴 0
0 0 𝑂

)  

                         → (
0 𝐴 0

𝐵𝐴𝐵 0 0
0 0 𝑂

) → (
0 𝐴 0

𝐵𝐴𝐵 0 0
0 0 𝑂

)  

yazılabileceğinden  𝑆  matrisi regülerdir. 𝑆 = 𝑆𝑆(1)𝑆 eşitliğinden, 

          (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐼 − (𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴)𝐵 = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐼 − (𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴)𝐵  

yani, 

         (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴𝐵 = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴𝐵 

eşitliği elde edilir. Böylece 

         (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴𝐵𝑋𝐴 = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴𝐵𝑋𝐴, 

başka bir deyişle, 

         (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴 = 𝑆𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴 

elde edilir. Bu nedenle, 

         (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴 = (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙 + (𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴 

         = 𝑆(𝐼 + 𝑆(1)(𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴(𝐵𝐴)(1)𝐵𝐴) 

olduğu, başka bir deyişle, 𝑅((𝐴𝐵)𝜋𝑟𝐴) = 𝑅(𝑆)  eşitliği sağlanır. Benzer şekilde 

𝑅𝑟(𝐴(𝐵𝐴)𝜋𝑙) =  𝑅𝑟(𝑆)  eşitliğinin sağlandığı da gösterilebilir. Dalayışıyla Teorem 

3.4.1 kullanılarak 𝑀# grup inversinin mevcut olduğu sonucuna varılır. 
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(yeter şart): (𝐴𝐵)(1) = (𝐴𝐵)#   ve (𝐵𝐴)(1) = (𝐵𝐴)#  seçelim. Bu durumda Teorem 

3.4.1 dikkate alınırsa, 

        𝑆1 = (𝐴𝐵)#,  𝑆2 = −(𝐵𝐴)#(𝐵𝐴)#, 𝑆3 = (𝐵𝐴)𝜋(𝐵𝐴)𝜋, 𝑆4 = (𝐵𝐴)#  

olduğu ve dolayısıyla da 𝑀# = (
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
) olduğu elde edilir, burada 

𝑀11 = (𝐼 − 𝐴𝐵(𝐴𝐵)# + (𝐴𝐵)#)𝐴 − (𝐴𝐵)# 

𝑀12 = (𝐼 − 𝐴𝐵(𝐴𝐵)# + (𝐴𝐵)#)𝐴 

𝑀21 = (𝐵𝐴)#(𝐵 − 𝐼 + (𝐵𝐴)#𝐵) 

𝑀22 = −(𝐵𝐴)#  

dir. 
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4. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında kare olmayan ya da kare olduğu halde bilinen anlamda inversi 

mevcut olmayan matrisler için geliştirilen ve lineer denklem sistemlerinin genel 

durumda çözümünde kullanılan ve bilinen anlamda invers özelliklerini de sağlayan 

genelleştirilmiş invers, matrislerin Grup inversleri ve parçalı matrislerde grup invers 

kavramları ele alınmıştır. Bu amaçla bir matrisin genelleştirilmiş inversi, bir matrisin 

Drazin inversi ve bunun özel durumu olarak bir matrisin grup inversi tanımları 

verilerek grup inverslerin çeşitli özellikleri ortaya konulmuştur.  

Ayrıca keyfi boyutlu bir matrisi 2 × 2  tipinde alt blok matrislere parçalayarak, 

oluşturulan alt blok matrislerin özel durumlarına göre parçalı matrisler için grup invers 

hesaplama yöntemleri geliştirilmiş, verilen yöntemler çeşitli örneklerle açıklanmış ve 

geliştirilen yöntemlerin çeşitli uygulamaları verilmiştir.  

Bunun dışında bir matrisin daha değişik parçalanışları da dikkate alınarak bu parçalı 

matrisler için grup invers hesaplama yöntemleri geliştirilebilir. Ayrıca grup inverslerin 

hesaplanmasında bilinen anlamda inversler genelleştirilmiş inversler için verilenlere 

paralel olarak bazı yeni algoritmalar oluşturulabilir ve çeşitli bilgisayar programları 

geliştirlebilir. 
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