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OZET
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MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LISANS TEZI, 77 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR. OGRETIM UYESi SULEYMAN SENYURT

Bu ¢alismada; ilk olarak birim hizli herhangi bir egrinin involiitiiniin Frenet
vektorleri ve Darboux vektoriine ait vektorel moment vektorleri tanimlandi. Daha
sonra moment vektorlerinin ¢izdigi egrilerin Frenet vektorleri ve egrilikleri ayr1 ayri
hesaplanarak esas egri ile aralarinda baglantilar verildi. Son olarak vektdrel moment
egrileriyle, involiit egrisinin sabit genislikli egri kategorisinde olup olmadiklar
arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Involiit Egrisi, Vektdrel Moment Vektorii, Sabit Genislikli
Egri, Darboux.



ABSTRACT

ON THE VECTORIAL MOMENTS OF INVOLUTE CURVE
SEZER DURMAZ
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 77 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)

In this research, firstly, the vectorial moments are defined based on the Frenet
and Darboux vectors of the involute of any given unit speed curve. Then, the Frenet
vectors and curvatures of the curves sketched by vectorial moments are calculated
and the corresponding relations are given. Finally, it was examined if each produced
vectorial moment curves and the involute curve are in the class of constant width
curves.

Keywords: Involute Curve, Vectorial Moment, Constant-Width Curve Pairs,
Darboux Vector.
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1. GIRIS

Involiit egrileri tizerinde ¢ok sayida calisma meveuttur. Ancak ilk defa involiit egri
diigtincesi optik ¢ahigmalar yapilirken kegfedilmistir (Huygens, 1658).

3-Boyutlu Oklid uzaymmda regiiler herhangi bir egrinin karakterizasyonlan ile ilgili
bir¢ok ¢aligma yapilmigtir (Chen, 2001). ”Constant ratio Hypersurface” adli gahigmasinda
egriyi Frenet vektolerinin lineer birlesimi olarak yazmistir. Daha sonra katsayilar arasindaki
baglantilar1 vermigtir.

Herhangi iki egrinin kargilikli noktalarindaki tegetleri arasinda farkli teoriler geligtirilmistir.
Bunlardan biri de (Akdogan ve Magden, 2001). ”Some Characterization of Curves of
Constant Breadth in E™ Space” isimli caligmasidir. Bu galigmada sabit genislikli egri
kavramini vermislerdir.

Yaz (2005), ”Sabit Geniglikli Egrilerin Kinematigi” isimli doktora tezinde diizlemde
ve uzayda sabit geniglikli egrileri ifade ederek bazi karakterizasyonlar elde etmiglerdir.

Sardag (2019), ” Alternatif Catinin Vektorel Moment Egrileri Uzerine” isimli cahgmasinda
alternatif cat1 vektorlerinin vektorel moment vektorlerinin ¢izdigi egrilerin Frenet Vektorleri,
egrilik ve torsiyonunu hesaplamistir. Elde edilen vektorel moment egrilerinin sabit geniglikli
egri kategorisine dahil olup olmadigini aragtirmigtir.

Tunger (2017), ” Vectorial moments of curves in Euclidean 3-space” isimli galigmasinda
Frenet vektorlerinin vektorel moment vektorlerini ve bu vektorlerin ¢izdigi egrinin Frenet
vektorlerini, egriliklerini ve torsiyonunu gostermistir.

Akdogan (1994),” E™ Sabit Genislikli Egriler” isimli doktora tezinde E™ Oklid uzaymda
sabit geniglikli egriler i¢in olugturulan diferansiyel denklem sistemi, yaklagim metodu ile
¢oziilerek baz1 karakterizasyonlar vermistir.

Bu ¢aligmada herhangi bir egrinin involiitiintin Frenet vektorleri ve Darboux vektoriiniin
vektorel moment vektorleri bulundu. Daha sonra bu vektorlerin ¢izdigi egrilerin Frenet

aparatlar: hesaplanarak esas egrinin Frenet vektorleri cinsinden ifadeleri verildi.



2. GENEL BILGILER

2.1 Oklid Uzay1

Bu bolumde, 3-boyutlu Oklid uzay ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir. A

bogtan farkl bir ctimle ve V' de K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
fiAXA—=YV

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglarsa A’ya V ile birlegtirilmis bir afin uzay denir:

Ay :VP,Q,R € Aicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

Ay VP € A)Va € Vigin f(P,Q) = «

olacak gekilde bir tek ) € A noktasi vardir. A, V ile birlesen bir afin uzay olsun.
Py, P, Py, Py € A noktalaricin { Py Py, Py Ps, PyPs} climlesi V' nin bir bazi ise { Py, Py, Ps, P}
nokta 4-liistine bir afin catisi denir. Burada F, noktasina c¢atinin basglangi¢ noktasi ve
P;, 1 <i < 3, noktalaria da ¢atinin birim noktalar1 denir. boyV = 3 ise A ya 3-boyutlu

bir afin uzay denir.

(,):VxV =R

seklinde tamimli fonksiyon agagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu denir: Vx,y,z € V, Va,b e R igin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(ax + by, 2) = a(z, 2) + by, 2),(z, ay + bz) = a(z,y) + b(z, 2),

b. Simetri Aksiyomu;
(2, y) = (y, ),
c. Pozitif Tamimhhk (kararhlik) Aksiyomu;

(x,x) >0, (x,z) =02 =0.



R? afin uzay, V X,Y € R? olsun,

(YRR 5 R (X,Y) = 211 + Toys + 23y3

seklinde tamimh fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona standart i¢ carpim
veya Oklid i¢ carpim denir. Uzerinde Oklid i¢ carpmm tammh R? afin uzayma Oklid

uzay1 denir ve E? ile gosterilir. X = (z1, 22, 23), Y = (y1, y2, y3) € R? olmak iizere,

d : RRxR* =R

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y") reel sayisina da X ve
Y noktalar arasindaki uzaklik denir. o : I C R — R? a(s) = (ay(s), az(s), as(s)) difer-
ensiyellenebilir fonksiyona R? te bir egri denir. Burada I araligina o egrisinin parametre

araligl, s € I degigkenine de « egrisinin parametresi denir.

a birim hizli egrisinin teget, asli normal ve binormal vektorleri sirasiyla

O//(S)

T(s) = ol(s), NGs) = oz

B(s) =T(s) AN N(s)

seklinde bulunur. Bu vektorlere Frenet vektorleri denir. « birim hizh egri degil ise Frenet

vektorleri

T<3>:HZ:§3H’ N(s) = B(s) AT(s), B(s) = O‘/<5)QZ"(8) (2.1.1)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983).

a egrisi birim hizli ve Frenet vektorleri 7', N, B olsun.

k: T =R, k(s)=[T(9)

seklinde tanimh fonksiyona « egrisinin egrilik fonksiyonu, x(s) sayisina egrinin a(s)



noktasindaki egriligi denir.

7:1 =R, 7(s)=—(B'(s),N(s))

seklinde tamimh fonksiyona « egrisinin burulma fonksiyonu, 7(s) sayisina da egrinin a(s)
noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014). Eger egri keyfi parametre ile verilmig

ise k egriligi ve 7 burulmasi sirasiyla

[o'(s) A ()| _ det(d/(s),a"(s), a"(s))

) = T EE o T T T e Ad )

(2.1.2)

denklemleriyle verilir (Hacisalihoglu, 1983). a : I — R? egrisinin Frenet formiilleri

T'(s) = k(s)N(s), N'(s)=—r(s)T(s)+71(s)B(s), B'(s)=—-7(s)N(s)(2.1.3)

bagintisiyla verilir (Hacisalihoglu, 1983). « egrisi Frenet vektorlerinin lineer birlegimi

olarak
a(s) = f(s)T(s) + g(s)N(s) + h(s)B(s) (2.1.4)

seklinde yazilir. Burada f,g ve h fonksiyonlar1 arasinda

bagimtist vardir (Chen, 2001). « egrisi iizerinde herhangi bir # vektoriiniin z* vektorel

moment vektori

ot =aNT (2.1.6)

seklinde tanimlanir. Frenet vektorlerinin vektorel moment vektorleri sirasiyla

T = a(s)ANT(s), N*=a(s)ANN(s), B*"=a(s)B(s)



seklinde bulunur.

2.2 Oklid Uzayinda Involiit Egrisi

Tanmim 2.2.1 Birim hizh « : I — R? egrisi ile aym aralikta tanmimh a*(s) egrilerinin
Frenet vektorleri sirasiyla T'(s), N(s), B(s) ve T*(s), N*(s), B*(s) olsun. Her bir s € I

icin a(s) noktasindaki tegeti a*(s) noktasindan gegiyor ve

< T(s),T*(s) >= 0

ise a*(s) egrisine a(s) egrisinin bir involiitii denir (Sabuncuoglu, 2006), (Sekil 2.1).

T*
N
a(s) T e a*(s)
> /\
\6' N* ,,’l
’/,’ B*
B 3 2 (@)

Sekil 2.1: Involiit Egrisi

Teorem 2.2.1 «*(s) egrisi a(s) egrisinin bir involiitii olsun. Bu egriler arasinda

a’(s) =a(s) + A(s)T(s), As)=c—s, ceR (2.2.1)

bagmtisi vardir (Sabuncuoglu, 2006).

Ispat. «*(s) egrisinin s parametresine gore tiirevi alindiginda

(a*(5)) = o/(s) + N(s)T(s) + As)r(s) N (s)



olur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

(@™(5))" = (1+X(s))T + As)r(s)N(s)

seklinde olur. a* egrisi a egrisinin involiitii oldugundan

< (a*(9)),T(s) >=0

(a*(s))" bagintist burada yerine yazildiginda

< (1 +X()T(s) + Als)k(s)N(s),T(s) >=10

olur. I¢ carpim islemi yapildigida

14+ XN(s)=0

halini alir. Elde edilen bagintinin s parametresine gore integrali alindiginda

As)=c—s, ceR

seklinde olur. [J



Teorem 2.2.2 o*(s) egrisi, a(s) egrisinin bir involiitii ve Frenet vektorleri sirasiyla

{T*(s), N*(s), B*(s)}, {T'(s), N(s), B(s)} olsun. Bu vektorler

T*(s) = N(s),

- R .* R
N R R~ e L
O R R
B(s) K2(s) +72(3)T( )+ K2(s) —1—7'2(3)8( )

bagintisiyla verilir. Burada {s(s),7(s)}, a(s) egrisinin egriligi ve torsiyonudur (Sabun-

cuoglu, 2006).

Ispat. o*(s) egrisinin tirevi alindiginda

(a™(5))" = (¢ = s)r(s)N(s)

olur. Buradan norm alindiginda

bulunur. (2.1.1) bagmtisindan

olur. Buradan



bulunur. 7%(s) = N(s) igin

Ia™(s)" 1= I(c = s)x(s)]

a*(s) egrisinin ikinci tiirevi alindiginda

a’(s)" = —k(s)N(s) + (c = 5)K'(s)N(s) + (¢ = s)r(s)(=r(s)T(s) + 7(s) B(s))

a*(s)" = —(c—s)k*(s)T(s) + ( — k(s)+ (c— S)K/(S))N(S) + (¢ — s)k(s)7(s)B(s)

olur. Bu ifadenin bir kez daha tiirevi alinirsa

o (s)” = —kKT — (c—5)2:K'T — (c — s)K*kN

H(= K =K 4 e = )N + (= 5+ (e )W) (~AT + 7B)

—kTB+ (¢ — s)k'TB+ (¢ — s)k7'B + (¢ — $)kT(—TN)

= (=" =3(c— )k )T+ (=26 + (c— s)(K" — * — KT?))N

+( =267+ (c — s)(2k'T + k7)) B

ifadesi bulunur. o*(s) egrisinin birinci ve ikinci tiirevlerinden

(" () A (@7(5))" = (c = 8)*K*(s)7(s)T(5) + (c — 5)°K7(5) B(s)

olur. Bu ifadenin normu alindiginda

I (@*(s)) A (a"())" lI= V(e = s)4r(s)72(s) + (c = 5)4K5(s)



esitligi bulunur. Burada gerekli diizenlemeler sonunda

I (@”())" A ()" [I= (e = 8)°K*(s) v/ K2(s) + 7(s) (2.2.2)

olur. (2.1.1) bagmntisindan a*(s) egrisinin binormal vektérii

seklinde olur. (2.1.1) bagintisindan a*(s) egrisinin aslinormal vektorii

—k(8)T(s) + 7(s)B(s)
k2(s) + 72(s)

N*(s) =

elde edilir. [
Teorem 2.2.3 «a*(s), a(s) egrisinin bir involiitii olsun. «*(s) egrisinin egriligi ve burul-

mast swrastyla {x*(s), 7%(s)} seklinde gosterilsin. Bu egrilikler

bagmtisiyla verilir (Sabuncuoglu, 2006).



Ispat. (2.1.2) bagmtisinda (2.2.2) ve egrinin birinci tiirevi yerine yazildiginda o*(s)

egrisinin egriligi

seklinde olur. Egrinin torsiyonunu hesaplamak icin egrinin birinci, ikinci ve iiglinci

turevlerinden

det((a”(s))', (a7 (5))", (a"(5))") = (c = 5)**(5) (1(5)7'(s) — #'(5)7(5)))

determinanti bulunur. Bu determaninat ve (2.2.2) esitligi (2.1.2) bagmtsinda yerine

yazildiginda a*(s) egrisinin torsiyonu

o) = () R ()(s)
(c = s)r(s)(K*(s) + 7%(5))
elde edilir. (I

2.3 Sabit Genislikli Egri Cifti

Tanim 2.3.1 E*— Oklid uzaymda a(s) ve o*(s) gibi birim hizli diferansiyellenebilir iki
egri olsun. Bu egrilerin a(s) ve a*(s*) gibi kargihikh noktalarinda tegetleri paralel ve zit
yonlii, aralarindaki uzaklik sabit ise bu iki egriye sabit genislikli egri ¢ifti denir. Bu egri

cifti {a(s), a*(s)} seklinde gosterilir (Akdogan ve Magden, 2001).

Teorem 2.3.1 Diizlemsel bir «(s) egrisinin 7' vektoriiniiniin vektérel momenti 7%(s) ol-
sun. T*(s) vektoriiniin ¢izdigi egri a*(s*) ile gosterilirse, bu egri a(s) egrisi ile sabit

geniglikli egri ¢ifti olugturur (Tunger, 2017).

Ispat. «f(s) egrisi Frenet vektorlerinin lineer birlesimi olarak

a(s) = f(s)T(s) + g(s)N(s) + h(s)B(s) (2.3.1)

10



(a *)(s¥)

Sekil 2.2: Sabit Geniglikli Egri Cifti

seklinde yazilir. T'(s) vektoriintin 7% (s) vektorel moment vektorii

T*(s) = a(s)NT(s)

bulunur. oﬁz(s) vektorii (Qekil 2.2)’den

a(s)a*(s) = miT(s) + maN(s) + m3B(s)

yazilir. Buradan
a*zs) - a(s) =myT(s) + maN(s) + msB(s)

olur. Burada (2.3.1) ve (2.3.2) yerlerine yazildiginda

(2.3.2)

h(s)N(s) = g(s)B(s) = f(s)T(s) = g(s)N(s) = h(s)B(s) = miT(s) +maN(s) + m3B(s)

11



bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda
—f(s)T(s) + (h(s) = g(s))N(s) = (g(s) + h(s)) B(s) = miT(s) + maN(s) + msB(s)

olur. Bu egitlikten my, ms ve mg katsayilar sirasiyla

seklindedir. a(s) egrisi diizlemsel oldugundan 7(s) = 0 olur. «a(s) ile a*(s) egrisinin aym

diizlemde olmasi i¢in f(s) = 0 olmahdir. Bu katsayilar o* egrisinde yerine yazildiginda

olur. (2.1.5) bagmtisinda 7(s) = 0 ve f(s) = 0 degerleri yerine yazildiginda
g'(s) = 0= g(s) = sabit ve h'(s)=0= h = sabit

esitligi bulunur. (Sekil 2.2)’de iki nokta arasindaki arasindaki uzakliktan
d(a(s),a(s)) = [a(s)a” ()| = 2h%(s) + 24°(s)

bagmtisi yazilir. Burada uzakligin sabit oldugu goriiliir. (2.3.3) bagintisinda o*(s) egrisinin

s parametresine gore tirevi alindiginda

do* ds*
Y W4 (h—g/N+(h—gN —(h+g)B—(h+g)B
ds* ds
d E3
T,.. dss = T+ (h—g)N+(h—g)(—kT +7B) — (h+g)B — (h+ g)(—=7N)

= (1=kh—=g)T+((h—g)+(h+g)7)N+((h—g)T—(h+g))B

12



bulunur. Burada g(s) = sbt, h(s) = sbt ve 7(s) = 0 olma durumu yazildiginda

ds*

T = (1—kh—9g)T
S )
d *

T*% = (14 gk —he)T
ds N——

f/
esitligi bulunur. f(s) = 0 oldugundan
T*‘i; = h(s)K(s)T(s)

olur. {a(s),a*(s)} sabit genislikli egri oldugundan 7*(s) = —T'(s) olur. Buradan

h(s)k(s) =1 weya h(s) = % >0

bulunur. Bu durumda teget vektorler paralel ve zit yonlii olur. a(s) ve o*(s) egrilerinin
aralarindaki uzaklik sabit ve teget vektorleri paralel-zit yonlii oldugundan bu iki egri sabit

geniglikli egri ¢ifti olugturur. UJ

Sonug 2.3.1 «(s) egrisinin N(s), B(s) vektorlerinin N*(s) ve B*(s) vektorel moment
vektorlerinin ¢izdigi egriler «(s) egrisi ile sabit geniglikli egri ¢ifti olugturmazlar (Tunger,

2017).

2.4 Darboux Vektoru

Tanim 2.4.1 Bir egrinin Frenet gatisi egri boyunca hareket ederken bir eksen etrafinda
ani donme hareketi yapar. Bu eksene Darboux ekseni, Darboux ekseni tizerindeki vektore

de Darboux vektorii adi verilir (Fenchel, 1951), (Sekil 2.3).

Darboux vektorii W (s) olsun. Darboux vektorii

W = 2T +yN+zB (2.4.1)

13



Sekil 2.3: Birim Darboux Vektorii

seklinde yazilir.

WAT=T, WAN=N W AB=DB
esitlikleri mevcuttur. Darboux vektorii ile T teget vektori vektorel carpildiginda

WAT = zN—-yB=T = zN-—-yB=kN

olur. Buradan y = 0 ve z = s bulunur. Darboux vektorii ile N asli normal vektori

vektorel carpildiginda

WAN = 2T—yB=N' = —:2I'+2B=—-kT+71B

bulunur. Burada z = « oldugundan x = 7 olur. Darboux vektorii ile B binormal vektori
vektorel carpildiginda

WAB = 2IT'-yB=B = yT'—xN=-7N

olur. y = 0 oldugundan x = 7 elde edilir. xz,y,2 degerleri (2.4.1) esitliginde yerine
yazildiginda



bulunur. Birim Darboux vektorii 8(3) olsun. Buradan

8(3) _ 7(8)T(s) + K(s)B(s)
K2(s) + 72%(s)
olur. (Sekil 2.3)’den
cos® = \/ﬁ
sin® = T

yazilir. Buradan birim Darboux vektorii
8(5) = 5inOT + cosOB

elde edilir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bolim c¢alismanin orjinal kismini olusturmaktadir. Burada, diferensiyellenebilir
herhangi bir o involiit egrisinin Frenet vektorlerinin ve birim Darboux vektoriiniin vektorel
moment vektorleri ve bu vektorlerin ¢izdigi egriler tanimlandi. Bu egrilerin Frenet vektorleri,
egrilikleri ve burulmalar1 hesaplandi. Son olarak elde edilen egrilerin involiit egrisiyle sabit

geniglikli egri kategorisinde olup olmadiklar1 aragtirildi.

3.1 Involiit Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen Vektorel
Moment Egrileri

a egrisinin involiitii o* ve Frenet vektorleri sirasiyla {?, ﬁ, E}, {7*, ﬁ*, ?*} olsun.
(2.1.4) bagmtisinda (2.2.1) esitligi yerine yazildiginda o* involiit egrisi

af = (f+/\)?+gﬁ+h§ (3.1.1)

olur. Teorem (2.2.2) ifadesine benzer olarak Frenet vektorleri

? —/{ﬁ* + 7'3*
VK24 72

N = T

3 B Tﬁ* + /@ﬁ*
A /HJQ + 7—2
seklinde yazilir. Bu esitlikler (3.1.1) ifadesinde yerine yazildiginda

. e =R N, TN,
a—g?—l— N ﬁ—i——m ?

olur. a* egrisi Frenet vektorlerinin lineer birlesimi olarak

af = fl?* -+ glﬁ* + hlg*

bi¢iminde yazilir. Burada katsayilar
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f1:g7

_ hr—k(f+ A)
he +7(f + X)
VK4 12

hl -
seklindedir. Bu katsayilar arasinda (2.1.5) ifadesine benzer olarak
fi=1+gqgr, ¢ =hn—fik,, h=-qan (3.1.3)

egitlikleri vardir.

Tanim 3.1.1 Involiit egrisinin ?* teget vektortiniin 71 = a" A ?* vektorel moment

vektoriiniin ¢izdigi egri f; ile gosterilsin. Bu egri

pr = hlﬁ* - 913*

seklindedir (Sekil 3.1).

w
ay

(8

Sekil 3.1: V; Vektorel Moment Vektortintin Cizdigi 5, Egrisi
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Teorem 3.1.1 [, egrisinin Frenet vektorleri ?51, ﬁ B> ?51 ile gosterilsin. Bu vektorlerin

involiit egrisinin Frenet vektorleri cinsinden kargiliklar:

ﬁﬁ _ _(olgn + hum) +1) (9?* i hlﬁ*) — (971 + ra) (9* + h%)ﬁ*
ity (2 + B (g7 + )2 + (g (gm + hasa) + ha)?) (62 + 13)

§ 9(971 + hlfﬁ)?* + (91(971 + hiky) + h1)ﬁ* + (971 + hlﬁl)ﬁ*
i k192 + 1) (g + haka)? + (g1 (gm0 + hukr) + h)?

bagintilariyla verilir.

Ispat. [ egrisinin tiirevi almirsa
8 = WN*+mN* —¢B —gB"
= h’lﬁ* + hl(—m?* + n?*) — ggﬁ* — gl(—ﬁﬁ*)
= —hm?* + (B} + gm)ﬁ* + (hym — g’l)ﬁ*

= _hll‘fl?* + <_917'1 + 917'1>N)* + (b1 — (thl - g"fl))g*
\q,—/ N J

'

0 gK1
= —hllil?* + glilg* (314)

olur. Bu ifadenin normu

| 81 ||= kiy/ g + I3 (3.1.5)

olur.
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(2.1.1) ifadesinde (3.1.4) ve (3.1.5) esitlikleri yerlerine yazilirsa egrinin teget vektori

T VR

seklinde olur. Jj ifadesinin tiirevi alinirsa
T = —h'lm?* - hm’l?* - hml?*/ - g'ﬁ;lﬁ* - gn’lﬁ* + g/ﬁlﬁ*/
= —h'lnl?* — hln’l?* — hlnl(mﬁ*) + g'/ﬁg* - g/f'lg* + gm(—nﬁ*)
= —(hr1 + hl’ﬂ)?* — (gmim1 + hl'f%)ﬁ* +(g'k1 + 9’“@,1)3*
= —(=(q1m)k1 + hm’l)?* — (gr1m1 + hm%)ﬁ* + ((1+ g1k1) k1 + g/i'l)ﬁ*
= (g1k171 — hm’ﬁ?* — (gk1m1 + hm%)ﬁ* + (g} + q1r3 + /ﬁl)ﬁ*

bulunur. 5] ve p] vektorel garpildiginda

By A Bl = K] (g(gﬁ + hml)?* + (g1(gm + hiky) + hl)ﬁ* + hi(gm + hml)ﬁ*)

esitligi bulunur. Bu esitligin normu

I By A BY (1= ’1411\/(92 +11)(g71 + hka)? + (g1(gm + haka) + ha)?

olur. (2.1.1) ifadesinde p] A 8] ve || 51 A By || esitlikleri kullamldiginda egrinin

binormal vektori

= g(gm + hml)?* + (g1(gm1 + hak1) + h1)ﬁ* + hi(gm + h1/<1)§*
/B pr—
' K3\ (92 + 13)(gm1 + hike)? + (g1(gm1 + haka) + hy)?

bulunur.
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(2.1.1) esitliginde 751 ve 351 vektorleri yerlerine yazilirsa egrinin asli normal vekori

ﬁﬁ _ (g1(gm1 + haky) + hy) (9T + hlg*) — (gm1 + hika)(g® + h%)ﬁ*
f<~'%\/((g2 +h3)(g71 + hik) + (1(g971 + hukr) + h1)?) (g2 + B2)

elde edilir. I

Teorem 3.1.2 [3; egrisinin egriligi ve torsiyonu sirasiyla kg, ve 7g, ile gosterilsin. Bu

egriliklerin involiit egrisinin egrilikleri cinsinden karsiliklar:

V(g2 4+ h3) (g1 + hik1)? + (91(gm + hukr) 4 h)?

1{5 =
1 k(g2 + h3)2
(g7'1 + hlnl) (ggl(2ﬁ’1ﬁ + r17)) 4 grhy (rak) 4+ &7 + 2h1,/£’1)
—(g1(gm1 + hak1) + h1) (2gK4 71 + graT] + hakik] + hikd + 2k17)
T8 =

w3 (92 + WD (gms + ) 4 (91 (g + u) + )2

bagintisiyla verilir.

Ispat. (2.1.2)ifadesinde || B, || ve || B AB! | esitlikleri yerine yazildigimda egrinin egriligi

V(g% + h3)(gr1 + hik1)? + (91(gm1 + hikr) + ha)?
2 2\ 3
“1(9 +h1)2

kg, =

seklinde olur. Egrinin torsiyonunu hesaplamak igin 3] ifadesinin tiirevi alinirsa
" / / / 1 " ?* / ?*/
L= (g + @RI+ gusamy — hiRy — k) T + (gukam — haky)

/

— (WK 4 kY + ¢k + grim + gan{)ﬁ* — (K2 + g/ﬁﬁ)ﬁ*

/
(6, + gik? + guk? + g8y + gl B + (5 + gui? + gl B
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= (91171 + i\ T+ gukaT] — iR — hlfilll)?* + (11T — hlfill)(fﬁﬁ*)
—(W K2+ bk + gk + gri T+ glilTDﬁ* — (KT + g/ﬁﬁ)(—m?* + Tlﬁ*)
(5 + 913+ 91+ g+ gR) BT+ (k1 + ud + gl) (—m V)

= (g\kim + iR T+ gieaT] — PR — hak! 4 kS + gmfﬁ)?*
+(_h,1"ﬂ% - hl"f%/ — g'rim — gR T — gRaT] + glﬁ%ﬁ — hiK1K) — K111 — gl"f%TI
—gR )N+ (~hidn = gmar? + g+ g+ o'+ o) B

= (2qK\1 + g1k + hiky e 4+ kS — hm’{)?* — (29K} + gr1T] + hik1K]

+hik? + 2/@171)ﬁ* + (g — gr® — gmiTE + iraRl + gis? + 2/@’1)3*
olur. 1, 57 ve B} ifadelerinin determinanti alinirsa

det(ﬁi, f> 1”) = “% ((971 + h1l-€1) (991(2"3/17'1 + %17'{) + 91h1(/‘f1/f/1 + ’f%/) + 2h1/</1)

—(g1(gm1 + hikr) + ha) (295171 + graT] + hakik] + hr? + 2/4;171)>

bulunur. (2.1.2) ifadesinde || 8] A B || ve det(5, 57, 51") esitlikleri yerlerine yazldiginda

egrinin torsiyonu

(ng + hllil) (991 (2/<L/1T1 + KlT{) + glhl(mm’l + /i%,) + 2h1:‘<&/1)
—(gl(gﬁ + hiky) + hl) (2g/£’171 + gr1T + hk1K] + hmf/ + 2/117'1)

K ((92 + h3)(gm + hik1)® + (g1(gm1 + hake) + h1)2)

elde edilir. O
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Sonug 3.1.1 [3; egrisinin 7 B> ﬁ 81> B 5, Frenet vektorlerinin « egrisinin Frenet vektorleri

cinsinden egitleri

? gT? (he+7(f+ M) ﬁ—i—g/@?
G

\/g (K2 4+72) 4+ (he + 7(f + N))?

<h2/<972 +7(f + N (h(1? — K?*) — k7 (f + N)) N Pr(R?+ 7))+ k(hs +7(f + N))?
K? 4 12 (VK2 + 72)3

N MeT(hi +7(f +N))? >?
VR T2 + (s + 77+ M) 1 )

<hr—n(f+/\)+ Me(hi 4+ 7(f + A)VK2 + 72 )ﬁ
Vi (5 + (st 7 (4 X)) (52 4 72)

9

+<h2/£27 + ([ F N = K) =kt (f+N) @2+ 7))+ 7(hk +T(f + X))

K2 + 72 (VK2 + 72)3

n N2 (hk +7(f + N))? >§
N, — V2 +72g((5)'w?) + (b + 7(f + N))(* +72))

2(k2 + 72 K+T 2\ (g% (E) + (K2 +72) (hs + 7(f + N))\ 2
((g( . )ZQ(jLLTj = ><g - )\/:(—/{2%—7'2)—‘_ - )>>

+(hr —k(f + )\)(gli2(£)/ + (k2 + 73 (hes + 7(f + )\)))

VK2 + 12 Ak(K? + 72)
+hli+7'(f+/\>>2 FPRE+7H)+ (he +7(f +0))?
VK2 + 72 K2+ 72

22
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(F 4 N (9(0) + (5 + 7Y (4 7(f + A)) = Mo+ 7(f + )T
HPEY 4 g(5 4 7) (b +7(f + V)N

h(g(%)’ + (H2 + 72) (lm +7(f+ /\))> + Me(hut + 72 (f + )\))ﬁ

B;

2

A2K2

((g%f? 72+ (e 7(f + 0)) (952 (5) + (2 + 72) (e + 7(F + 1))

(7 = K (F 4 0) (952 ) + (62 + 7+ 7(f + 1)

N

FAR(R2 4+ 72)(his + 7(f + /\))>2>

bagintilariyla verilir.

Sonug 3.1.2 3, egrisinin kg, ve 7, egriliklerinin « esas egrinin egrilikleri cinsinden

yazilisl

(2ot eyt s

|

Vi | Nr(r? + ) N
= <g2(/~12+72)+(h1§+7(f+)\))2
Me(K? +72)

+<h7—n(f+/\) g/e?(g)'+(m2+72)(hn+f(f+A)))+hn+f(f+A))2>2

)%

Xi—Y+2Z
o (92(%2 +7) + (e +7(f + A))“") (%2(%)’ + (&2 + ) (he £ 7(f + A)))2
K2 4 72 Ak(K2 + 72)

+<h7 —K(f + A>(g/~e2(£>’ + (K + ) (e + 7(f + A))) L hetT(f A)>2
VEE T2 A6 (Kk2 + 72) V2 + 12

seklinde verilir. Burada X, Y] ve Z;
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hr—w(f+N), (Ok  2EER

Gy VT
Xi= o Vo G o )

K

'+ ()\(52 + 72) y AR

N his+7(f +X) (/<;2 + 72 ( (Z)k 2) h/-@+r(f+)\)(\/m),,>
AK 252 A(K2 +72) VK2 + 72 AK

CVETR, s TR, (kL bt N VTR,
= <( AK ) A(K2 +72) T AK ()\<l€2 +7’2)) * AR ( AK )
+hm+7(f+A)(/<a2+72),+ 2(Z) >< As(hi + 7(f + A)VK2 + 72
v eV e ) GRE s G F N GE )

hT—H(f—F)\))

Z, - <h/€\—/|—%>\)> <(2\//<aj/:— T2

VEZ+ 12 B gm(rf + 72 ((£))?k?
AR

"
) k& A\242 )\2</€2 +T2)2

)

)+ 9(

ht —k(f+ X)) VE2+72 VE2+72, K247,
= o ) )

seklinde birer katsayidir.

Tanim 3.1.2 Involiit egrisinin ﬁ* asli normal vektoriiniin 72 = a*/\ﬁ* vektorel moment

vektoriiniin ¢izdigi egri [, ile gosterilsin. Bu egri

52 = —hl?* + gﬁ*

seklindedir (Sekil 3.2).
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\° / L N* g
- B*

(8,)

Sekil 3.2: V5, Vektorel Moment Vektortinin Cizdigi [, Egrisi

Teorem 3.1.3 [, egrisinin Frenet vektorleri ?52, ﬁ Ba> ?52 ile gosterilsin. Bu vektorlerin

involiit egrisinin Frenet vektorleri cinsinden kargiliklar:

7 917'1?* — (haky + ng)ﬁ* + (1 + 91’11)3*

B
’ \/9%712 + (hiky 4 g71)2 + (1 + g1k1)?

(Y'Q(l + gllil) + ZQ(ng + h1/$1>)?* + (ZleTl — X2<1 —+ gllﬁl)> N}*

— <X2h1/‘€1 + Xogm + Y2917'1)§*

. -

2

\/(9%712 + (hikr +g71)? + (1 + gm)?) ()(22 + Y5  + 222>

- X, T+ Y, N*+ Z,B*
B2 —

\/X22+Y22+Z22

seklinde verilir. Burada X, Y5 ve 2,

Xo = ghimiti — gk + @10 + g7] + gkt + ghak; + ¢PRIT 4+ 291807 + ikl + 27
- 3 2 T, 3 9 9. 2 2
Yo = gam +9gikin + 1Ty + g1k + gihaky + gihaka Ty — giki T+ haky + ham

Zy = ghﬁf + ghmfﬁ + glhmﬁ'{ — 2g1712 — glhm’lﬁ + h%/ii’ + h%ﬁcﬂf
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bi¢iminde birer katsayidir.

Ispat. f egrisinin tiirevi almirsa
B = —WT T +¢B*+¢B*"
= —h’l?* — hmlﬁ* + g’?* + g(—ﬁﬁ*)
= KT~ (gr + e N* + ¢ B

= 917—1?* — <g7'1 + h1/€1>ﬁ* —+ (1 -+ g1/€1>§*

seklinde olur. Buradan norm alindiginda

| 85 ll= /37 + (gm0 + hama )+ (14 garir)?

ifadesi bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) bagmtilarmmdan ?52 vektorii

?ﬁ o 917'1?* — (gn + hllﬁ)ﬁ* + (1 + gllﬁ)ﬁ*

a Vit + (gr + hiky)2 + (1 + g1k )2

olur. g5 ifadesinin tiirevi alinirsa

!
y = 9’171?* +917{?* + 91717* — (kiK1 + k) + fim + gT{)ﬁ* — (gn + hﬂﬁ)ﬁ*

!/

+(g1k1 + 91’41)3* + (1 + gll‘il)ﬁ*

26
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= 9171?* + 917'{?* + ngl(Hlﬁ*) — (Wiky 4+ sy + fim + gTi)ﬁ*
(g1 + bk (R T + 1 B + (ghkn + ) B + (1+ giey) (—m N

= (ghm+ o] + s+ ) T + (=B — hart — fim — g7 — ) N”
+(—hikiT — g7 + glK1 + gm’l)ﬁ*

= (a1 — gk1)TL + u7) + hik] + g/ﬁﬁ)?* + (—(—g1m1)k1 — k] — (1 + g1k1)71
—g7, = )N + (~himam — 972 + (i — gra )i + i) B”

= (@ + it + )T — (g7 + 211+ k) N* + (018, — g% — g72) B”
esitligi bulunur. g5 ve 54 ifadeleri vektorel ¢arpildiginda

By A By = <9h1"€1712 — gg1 K T+ §PT 4 9T + ggika T + ghaKS + ¢PRITL + 20181
+hyky + 27’1>?* + (9917'13 + gg1kIT + 1T + Gi kAT + gLk + grhaki Ty
—giKkiT + hik] + h17'12> N + (gthf’ + ghikIT + gihakaT — 20171

—g1hi Ky + hiRY + h%/@ﬁf) B (3.1.8)

olur. Bu ifadenin normu
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I By A By Il =

N

(ghisimE — gqieiT1 + G278 + 971 + gg1k17] + ghukS + ¢°RiT + 291517
/ 2 3 9 , 9 , 3 )
+hiky + 27'1) + (99171 + 9g91K1T1 + 1T + gikaT] + grhakT + giha kT

2
—g%/‘illTl + hlﬁ% + h1T12) + (ghﬁf’ + ghlli%Tl + glhllﬁlT{ — glhllillTl

2

+h%/f?1) + h%/‘ille — 2917’%)

(3.1.9)

seklide olur. (2.1.1) ifadesinde (3.1.8) ve (3.1.9) esitlikleri yerlerine yazildiginda ?52

vektoru

(ghl’i”f — ggiR T+ g7 + g + ggimaT] + ghiki + g°kin

+2g1k1711 + hik) + 271)?* + (ggﬁf’ + ggm%ﬁ + 1711 + g%,‘ﬁle{ + g1h1/<51)’

+glh1/‘€17—12 — g%/‘i/lTl + hllﬁ)% + h1T12> ﬁ* =+ (gthls + gh,l/{%']-l

FgihukiT + 20177 — gilnkyT + BikT + h%,ﬂﬁ?) B

((9h1“1712 — g\ + G 4 9T + ggikaT, + ghak} 4+ ¢PRIT

2
2918171 + haw) +21)° + (99177 + ggikin + um) + gikaT + gkt

2
+g1hik T8 — 2R\ + k2 + h17'12) + (ghﬁf’ + ghik3T)

2
FgihukT = 20177 — gihari T A BT 4 Bk TE) )

N | —

bulunur. Burada katsayilar
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Xo = ghiki7? — gk + G278 4 g7 + ggrmT) + ghikd + ¢PRIT + 291k + ik 4 27
v, — 3 2 A, 3 2 2. 2 2
2 = gnTy 9T+ 1T+ gikaT + gihaky + gihikaT — g1k T+ ik + haT

Zy = ghﬁf + ghlfifﬁ + glhmﬂ'{ — 2g1712 - glhm’lﬁ + h%/ﬁi’ + h%/@'ﬂ'f

aliirsa 352 vektori

- X, T+ Yo N* + Z,B*
B2 —

VX2 4+ Yy? + 7y

olur. (2.1.1) ifadesinde ?52 ve 352 vektorleri yerlerine yazildiginda egrinin asli normal

vektori

(3/2(1 + 91/11) + ZQ(ng + hlﬁl))?* + (Zgngl — XQ(l + gllﬂil)> ﬁ*

— <X2h1/‘€1 + Xogm + Y291T1>§*

Ny =

\/(9%712 + (hiki +gm)? + (1 + glm)?) <X22 + Y52 + Zf)

elde edilir. O
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Teorem 3.1.4 [, egrisinin egriligi ve torsiyonu sirasiyla kg, ve 7g, ile gosterilsin. Bu

egriliklerin involiit egrisinin egrilikleri cinsinden karsiliklar:

\/Xz2 + Y5 + Z,?

=

™
V)
|
lwo

<9%T12 + (hik1 +gm)* + (1 + 91/431)2) ’

<ng{ + hik3 + h17'12> (Y},(l + g1k1) + Z3(gm + h1m1)> — <g1/<’1 — gKT — 9712).

<Y39171 — X3(gm1 + hml)) + <97{ + 27 + h1’i/1> <X3(1 + g1k1) — Z3g17'1>
Xo? + Y2 + 7,2

T8, —

bagintilariyla verilir. Burada X5, Y5, Z5, X3, Y3 ve Z3

Xy = ghikiti — g1k T + §°7 + 97| + ggrkaT) + ghikS + ¢PRIT 4 21k + Pk + 21

Yo = goiti + ggikiTi + T + GikaT + gihaky + gihikaTy — gk T+ ks + bl

Zy = gl + ghikim + gihakat] — 20170 — ihak T+ RKS + Bkt

" 2 3 / 2/ 2/ /
Xg = 017y — §1kiT1 — 1Ty + h17_17_1 + hll{1 + thl + hllill-il + 2/4317'1
3 2 " 3 2 " /
Ys = g1y +gkiTm1 — g1 + Mk + hikimy — k] — 371
o " 2/ / 2/ / 3 2 2 2
Z3 = gi1ky] — gR] — gK1Ky — gTi — gTiT| — g1k — G1k17T] — K1 — 374

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. (2.1.2) ifadesinde (3.1.7) ve (3.1.9) esitlikleri yerine yazildiginda egrinin egriligi

\/X22 + Yo? + Zy?

=

™
[\V)
|
|wo

(g7 + (s 4+ 9m)* + (14 girn)?)”

olur. Torsiyonu bulmak i¢in 3/ ifadesinin tiirevi alinirsa

8" = (g7l + gl + B2+ e + B+ thf,)?* + (gu7] 4+ hik? + hﬂ'f)?*/

(T gl 4 2 W+ k)N — (g7 4 2m + e )N+ (g + gun!
g7t — g — g5t~ gs¥)B" + (1 — g7F — gs3) B

= (i + 7] + W2+ e + B+ thf/)?* + (17 + hks + hﬂ'f)(/ﬁﬁ*)
—(g'm + g + 27 + hiK] + hm’l’)ﬁ* — (g1 + 2711 + hm’l)(—/ﬁ?* + 71§*>
Hghws + gt — g — 978 — Wi — ¥ ) B+ (il — gE — grd)(—m V)

= (¢\7] + o1/ + R\ KT+ hmf/ + BT+ hlrf/ + g1 + 26171 + hmm’l)?*
+(g1ruT] + hakS + ki i — g'1) — g1 — 27 — PR} — hakY — g1l + g1}

*

+gr2m)N* + (gi + il — g% — gr? — grirl — 272 — hywim — g% — gi?) B
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= ((h17'1 — gr)T + 7]+ (—gim) kS + hm%/ + (—g1m)7E + thf/ + gr1T,
+2k17 + hmm’l)?* - (gmﬂ'{ + hkS + ki — (14 gura) 7y — g7 — 27
()R — harl — iy 4 g+ grin) N+ (e — gm)sy + e
—(1 + gik1) 78 — g7'12/ —gnm — 217 — hakhm — (1 + g1m1)RS — gﬁ;%,)

= (17! — qikiT — 1T + T + hk? 4+ 1 + hikik) + 2/{171)?*
+ (g7 + griTi — 971 + KT 4 haka T — k] — 37{)ﬁ*

" 2/ / 2/ / 3 2 2 2 *
—l—(gml — gK] — gR1K] — 9T, — gTiT, — 1K] — 1K1T] — K] — 37’1)§

esitligi bulunur. Burada X3, Y3 ve Z3 katsayilari

" 2 3 / 2/ 2/ /
X3 = 01Ty — g1R1T1 — 1T + thlTl —+ h’lK/l -+ thl -+ hllillil + 2:"{317'1
3 2 " 3 2 " /
Ys = g1+ grim — g1 + k] + hikimy — k] — 371
o " 2/ / 2/ / 3 2 2 2
Z3 = gik) — gK] — gK1ky — gT{ — gTiTy — 1K] — g1kK1Ty — K] — 37}

seklinde almirsa 35, 57 ve (3% ifadelerinin determinant:

det(85, 85, 85) = (giry + hawi + ) (Ya(1 + gik1) + Z5(gm + huk)) — (q15] — gK; — g77)

(YEJ,ngl — X3<g7'1 + hllil)) + (gT{ + 27’1 + hllill)(Xg(l + 91/{1) — Zgngl)
(3.1.10)

olur. (2.1.2) egitliginde (3.1.9) ve (3.1.10) esitlikleri yerlerine yazilirsa egrinin torsiyonu
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<g17{ + hik? + h17'12> <Y3(1 + g1k1) + Z3(gm + h1/<a1)> — (gm’l — gK3 — g7'12>.

<Y39171 — X3(gm1 + hl’ﬁ)) + <QT{ + 27 + hlﬁll) (X3(1 + g1K1) — Z3917'1)
T8y = X22 +Y22 T 222

elde edilir. I

Sonug 3.1.3 [, egrisinin ? B2 ﬁ B2 ﬁ 3, Frenet vektorlerinin « egrisinin Frenet vektorleri

cinsinden egitleri

(/\li7+h(/£2+72)+ gr* (L) )7 ((hm—KZ(er)\))(ﬁ)/)
NV LT AW L) T
M= (f+ N +7%)  grT(D)
7, R v/ WW):%)EZ
2 (hir = R2(f+ )E) 2 | bt r(f+X) | gr(E) o T —[ryo
\/ VoY== e A G v vy ) Ml G v

33



(AP o)) Tt el )G
’ Aiv/RZ + 72 MVKE + 72)3 AWK? + 72

Yak(h7? — k7(f + N)(Z)
a A(Kk? 4 72)2 >?

York 4+ Ya(ht — 6(f + X)) + Zo(he +7(f + X)) Zogh(Z)'
+( MK +)\\//€2+72)ﬁ

AT — h(Kk* + 72)

Zy(h? = k(f + N)(£)'k = Ya(ht — &(f + X)) (2)'K°

+< A(K? +72) Xl ARV K2 + T2

_ gr(E)
3. A(mﬁ))?

o <((hr<w —R2(f + A))(g)')Z <(/£2 +72)(he +7(f + N) + g,-#(:;)')2
MVK2 + 72)3 k(K2 4 72)
+()\/£+h7';/j(f+>\))2)é<X22 Ly +Z22>%
B Xo+ Yy + 2
352 N \/Xz2 +Y5" + 257
seklinde verilir. Burada Xs, Y5 ve Z5
(KT ((£)'r) he +7(f+2) | g°R(E) (2)'k  g(ht — fK)

Ko = ( A2 * A2(Kk2 4+ 72)2> ( AR * A(K? + 7'2)> * ()\(KZ + 7'2)) ( AR

+(hm —R2(f + A))(g)’(Q\/W B <\/m),> N hic +7(f + /\)(\/m
AT v ANV V2 + 72 Ak
26(L)
+)\(m2 + 72)
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_ (FLZ +m2 (D)) > (gH(hT —s(f )G (F+N (R =R — w7 (f + /\)))

" N N2(K? + 72)? AMVE?2 +72)3 i K2+ 72
+(f,‘-i —hr)(k(f +A) — hT)( (Z)'k Y- (htT — K2(f + )\))2(9’(\/%2 + 72),
A&V K2 + 72 A(K?2 4 712) A(K? 4+ 72)2 Ak
Ry el sr( N | (e (S 4 )
% = ( N <)\(/€2 + 7'2)) ) ( VK2 + 72)3 " AeV/K? + 72 )

(f + N (h(T? = K?) — k7(f + \)) + WPk (\//42 +72 (I)k

+ K2 4 72 AR ()\(/12 + 72)

)/

LEER (En Ly 2l Y
Ak (K2 + 72) AMVK2 + 72)5

seklinde birer katsayidir.

35



Sonug 3.1.4 (3, egrisinin kg, ve 73, egriliklerinin « egrisinin egrilikleri cinsinden yaziligt

VXo+ Yy + 2y

(her = &2(f +A)E) 2 h+7(f 4+ A) gr(L) 2 hT— fry2 \?
( ( AR2 +72) ) * ( AR + A(R? + 7'2)) * (T) )

"{'52 -

w

<h7' —k(f+XN), (E)k Yt (he +7(f + A))((%)’)Q) (Y ht — fk
VEZ+ 712 MK+ T2) M (VK2 4+ 72)3 Y

gr(E) | hetT(f 4+ hr —w(f+ X)) VE 72, KT
A +79) T )= ( Vo o V9

gr(Z) h +7(f + X)
N2+ ) T T )

+Zg(

((£))?s? )) <Y3(hm — /2 (f+A)E)
A2(k2 +72)2 MVK2 + 72)3

o)Ys 2k(L) he+7(f+N) , VE2+ 72, ht — fk
+<g(>\(/f2+72))+)\(m2+72)+ N R ") (s

 Zyk(ht — R(f + A))(g)'>
AVK? +72)3

—X3(

Xo+ Yo+ 2y

seklinde verilir. Burada Xs, Y3, Z5, X3, Y3 ve Z3

K? + 72 ((£)s) ) <ghﬁ +or(f+A) | gk ) L= fr) )R,

X p—
2 < A2K2 A2(K2 + 72)2 AR A(Kk? + 72) AR (/\(EQ + 7'2))

+(h/€7’ —K2(f + A))(ﬁ)'(Q\/m B <\/m),) N hi +7(f + )\)<\/m),
AT e DV ViZ+ 12 A

A(K2 4+ 72)
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_ (FLZ +m2 (D)) > (gH(hT —s(f )G (F+N (R =R — w7 (f + /\)))

" N N2(K? + 72)? AMVE?2 +72)3 i K2+ 72
+(f,‘-i —hr)(k(f +A) — hT)( (Z)'k Y- (htT — K2(f + )\))2(9’(\/%2 + 72),
VK2 4 72 A(K? 4+ 72) (K2 4 72)2 AR
I Y R ) A e V)
% = ( N <)\(/€2 + 7'2)) ) ( VK2 + 72)3 " AeV/K? + 72 )
LN = ) = wr(f + 1) + B (\/W( Cre
K2 + 72 AR A(Kk% 4 72)
LEER (En Ly 2l Y
AR A(Kk? 4 72) A(VKZ + 72)5
he+7(f +N\) /K2 + 72, (E))?k* |, VK2+72 VK2 + 72,
2 e (G + T L VS P
(2)'K

LR e e YA LI 3
V) (G

A(Kk2 + 72) ()\(KQ + 72

(G oy
A2K2 A2(R2 + 72)2 A2/Kk2 + 72
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_ R)e w2+ (D)) " :
Y; = g()\(/-z2—|—72)( \2c2 )\2(52_,_7.2)2) _(/\</€2+7.2)) ) _<)\(,£2+7.2)>

his +7(f 4+ X)) (VEE+ 12 K2 + 72 (D)6, Y
- VK2 + 12 ( AR ()\2%;2 +()\(I€2+T2)))_( AR )>

R, QPR Ve R Vet o Qs Q)R
Zs = —g<( A2g2 )+()\2(I<&2—|—T2)2) + Ak ( K )+>\</€2+T2)()\(I<&2+T2)))

) (VEEE VR (G
VEZ+ 72 MK MK N2R2 T N2+ 72)2

_Ii2+T2 iy 3/{(%)’ )2
A2k2 A(Kk2 + 72)

seklinde birer katsayidir.
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Tanim 3.1.3 Involiit egrisinin ?* binormal vektortiniin 73 =a" A ﬁ* vektorel moment

vektoriiniin ¢izdigi egri 5 ile gosterilsin. Bu egri

B3 = 91?* - gﬁ*

seklindedir (Sekil 3.3).

R

Sekil 3.3: V5 Vektorel Moment Vektortintin Cizdigi 3 Egrisi

Teorem 3.1.5 (35 egrisinin Frenet vektorleri ?53, N B35 §ﬂ3 ile gosterilsin. Bu vektorlerin

involiit egrisinin Frenet vektorleri cinsinden karsiliklar:

? thl?* — ﬁ* — g7'1§*
Bz =

VI+72(g2+ h3)

(272051 = 9172) = ghardgumn + 1) + 72 — 1) + hur{ + 50 ) T + (9P (137}
+91l€1 + 2) + g27'13(g7'1 + hllil) + 7'17'{(92 + h%) + hﬂ'f(h%lil — gl) —+ hllilTl)ﬁ*

< — (971 + 9789 + guhum) + (grramy + 2m) (37 + 1)) B
L

3

2
(((QT{ + 9°1 + ghira Tt + i 4 2m) " + (9917 — gram + gihaka Tt

2

+2m7E)" + (g7 — i + W3 Td + ] + m)z) (712(92 +hi) + 1))
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(gr{ + ¢*718 + ghikaTE + grraT + 271> ?* + (ggﬁf’ — gk1T1 + gihik TR + 2h1712> ﬁ*

+<gh17'13 — 917'12 + h%/ile + th{ + Hl)g*

3/53 = 1
2

2
(gT{ + 92713 + gh1/-€17'12 + g1k + 271) + (9917'13 — gKr1T1 + glhmﬁf

—|—2h17'12)2 + (ghlrf’ — 1T + Ry TE + bt + Iil)Q

bagintilariyla verilir.

Ispat. (5 egrisinin tiirevi alinirsa

By = GT "+ g T — g N - gN*
= 917* + gl(mﬁ*) —gNT— g(—m?* + ﬁf?)*)
= (g7 + gl{l)?* + (g1K1 — g’)ﬁ* — grlﬁ*

— mnT*—N*—gnB" (3.1.11)

bulunur. Buradan norm alinirsa

184)1 = \J72(g? + h3) +1 (3.1.12)

olur. (2.1.1) esitliginde (3.1.11) ve (3.1.12) esitlikleri yerlerine yazldiginda ?53 teget

vektori

?5 _ h17'17* — N)* — ngﬁ*

V(g2 + hY) + 1
seklinde olur. g5 ifadesinin tiirevi alinirsa
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g = (hlﬁl + th{)?* + thl?*/ - ﬁ*/ - (9,71 + 971)3* - 9713*1
= (W + )T + (s N — (=1 T* + 1 B*) — (¢'m1 + gr)) B* — gri(=n N¥)
= ( /17'1 + th{ + K)l)?* + (h1/€17'1 + g’i’f)ﬁ* — (g/’]'l =+ gT{ + Tl)g*

= (| —qi7i + /‘fl)?* + (9712 + hlfﬂﬂ)ﬁ* — (971 + gr1r17m1 + 271)3*

olur. 3% ve [ egitliklerinin vektorel ¢arpildiginda
By A By = (971 +g°1 + ghikati + gikam + 27’1)?* + (9177 — g1 + grhaka Ty
+2h17'12)ﬁ* + (g7 — ot + h3RaTE 4 Ty + /ﬁl)ﬁ* (3.1.13)
bulunur. Bu vektorel carpimin normu

2
185 A B3|l = <(QT{ + ¢ + ghikat + g +21) " + (917 — graTi + GihakaTy

N|=

+2h72)° + (ghari — qur? + B2 RaE + by + 51)2> (3.1.14)

seklinde olur. (2.1.1) esitliginde (3.1.13) ve (3.1.14) yerlerine yazildiginda egrinin

binormal vektoriu

(SJT{ + ¢*10 + ghikaTE + ik + 271>?* + (991713 R 2h17—12)ﬁ*

+<gh1713 — T2+ Wik TE + T + /4:1>§*

By =

NI

2
(gT{ + 927'1(5 + gh1/€17'12 + g1k + 27’1) + (gngl?’ —gKk1T1 t+ glhllﬁlTlQ

+2h17’12)2 —+ (gh17_13 — 917'12 + h%/ile + th{ + 51)2
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bulunur. (2.1.1) esitliginde ?53 ve ?53 vektoleri yerlerine yazildiginda egrinin asli normal

vektori

(27251 = v72) — ghirilgumn + 1) + 7201 — 1) + b + 11 ) T + (g2 (i
+g1/<61 + 2) + 927'?(97'1 + hlfil) + 7'17'{(92 + h%) + thlg(h%/il — 91) + hllilTl)ﬁ*

— (gr{ +973(g + gr1hami) + (grraT + 27) (W38 + 1))?*

ﬁﬁs =
2
(((QT{ + ¢*18 4+ ghisitE + a4+ 21) " + (91T — graTi + grhaka T

2

+2h172)" + (ghar — o7 + Bkar? + arl ) ) (7367 + B3) + 1))
elde edilir. O

Teorem 3.1.6 (5 egrisinin egriligi ve torsiyonu kg, ve 73, ile gosterilsin. Bu egriliklerin

involiit egrisinin egrilikleri cinsinden karsiliklar:

2
((gT{ + g2713 + ghlfilTIQ + g1k + 27'1) + (gnglg —gr1T1 t+ glhllﬁl’?’lz

NI

+2m72)" + (gha7t — gu72 + haTE + o] + H1)2>

Kkps = 5
(722 + 1) +1)°
(978 + husam) (mmi Fs + gniFy) + (har] = g7 + 1) (s = gmi )
___AFlritgmn+2n) (B + n )
B3 =

2
(g7 + ¢*7 + ghirmiti + qrram +21) " + (g7 — grami + grhaka i

+2h17'12)2 + (gthf’ — 178 + Rk TE A+ T + /{1)2

seklinde verilir. Burada F}, F5 ve Fj
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- ’ / 2/ 3 2 "

Fi= kKl —gmm —17f — 7 — kit +
!

Fy= gtF + gni7] + hrim + K3 + 373 + 2hy k7]

_ 3 2 " / / /
F3 = g17 + griT1 — 97) — 15171 — 2g1K1T] — 3Ty

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (2.1.2) ifadesinde (3.1.12) ve (3.1.14) bagmtilar: yerlerine yazildiginda egrinin
egriligi

2
((97'{ + ¢*1 + ghisitE + i + 21) " + (g — gram 4+ grhaka T

1

—|—2h17’12)2 -+ (gh1T13 — g17'12 + h%/‘i17'12 + th{ + /'{31)2) ’

(i + 1) +1)°

Kps =

seklindedir. /3% ifadesinin tiirevi alimirsa

"/

/
1= (W 4 Tl — g — g+ K) T+ (e — g2 k) T+ (g + gr?
!

+h kT h KT+ hlnlr{)ﬁ* + (g2 + hllilTl)ﬁ* —(g'm + g7/

!
+g1k1T + 1R+ g1k + 27{)3* — (971 + g1e17m1 + 271)3*
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= (W + 1) — g\ — 917'12, + Hll)?* + (hi7] — i1t + Kl)(ﬁlﬁ*) + (g1 + g7'12/
+hy k1T + Rk T+ hmn{)ﬁ* + (978 + hmlﬁ)(—/ﬁ?* + 71§*> —(g'm + g7/
+g/1/€17'1 + g1/<c'17'1 + g1/<517'{ —+ 2T{>§* — (gT{ + g1Kk1T1 -+ 27’1)(—7’1ﬁ*)

o /1 " ’_2 2/ / 2 2 ?* / 2 2
= (Mm+hm —grm — a1 +K— gkt —hriT) T + (kT — iRt + K3

+g T+ 9712/ + Wik F Pk T hika T+ g  guraTE 27'12)ﬁ* + (g7}

‘hikiE — g'1 — g7] — glKiTL — UK\ T — GLRAT] — 27{>§*
= ()7 4t = (ami — gr)TE — 7?4 Ky — grat? — ki) T
+(hykaT, — quea T 4+ K2+ (1 + qrey)72 + g2 — (1m) kst + haki 4 haka Tl
+9TiT] + G1#aTT + 2712)Nz* + (977 + hamr? — (L+ gira) 7] — 971 — (ham — gra)kam
—G1RYTL — G1R1T] — 27{)3*
= (“/1 — T — T — T — hisin th{I)?* + (97'12, +gnT + kT + K]
+373 + 2h1/£17'{>ﬁ* + (ng’ + gkiT — g1 — GIEATL — 2g1k0 T — 37{)?*
olur. Burada Fi, F, ve Fj

_ ’ ’ 2/ 3 2 "

Fy = Rl — 917y — 177 — h17'1 - h1/€17'1 + h17'1
/

Fy= g8 + gnm + hrim + K2 + 373 + 2hy kg 7]

_ 3 2 " / / /
F3 = g17 +griTi — g7 — 1K1 — 21k1T) — 37Ty
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! "

olarak almirsa g5, 35 ve ) ifadelerinin determinanti

det(85, 85, 85) = (971 + hakam) (i Fs 4+ g Fy) + () — 971 + k1) (Fs — g F»)

+(g71 + g1 + 271) (Fy 4 T Fy)

bulunur. (2.1.2) ifadesinde det(5, 5, £5") ve (3.1.14) bagintilar: yerlerine yazilirsa egrinin

torsiyonu

(978 + hakami) (i Fs + gniFy) + (] — 978 + k1) (Fs — g1 Fa)

+(g7’{ + g1k + 27'1) (F1 + thlF2>
)
(971 + ¢*18 4+ ghirimE + grrami 4+ 211)" + (9178 — grami + grhaka i

TBs =
+2h1712)2 + (ghﬁf — T2+ Wik TE + T + /{1)2

elde edilir. O
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Sonug 3.1.5 (33 egrisinin ?53, ﬁgg, 353 Frenet vektorlerinin a egrisinin Frenet vektorleri

cinsinden egitleri

s —(A(K* + k7% +gli7'(£) )? + (h&T — K*(f + N)) % ﬁ (Mr*T +7°) +gm2(£)')§
" VR 7L Yoo/ 4 72) + (o4 (] + N+ A 7
1 N
ﬁﬁi ) T o ((Z47’ - Y;ﬂi)? +VKr2+T X4ﬁ + (Yyr + Zw)ﬁ)
’ (g((i)')Z(gl’v?'(ﬁ)' + (5% + 72)hi? + K7(f + ) L GY(hr — s(f = )
No(K2 £ 72)3 N2(K2 1 72)
(F)s N2, (T =60 + ) (D)) (95°(2) + (K2 + 72)het — K2(f + V)
+g(/\(/£2 + 7'2)) ) * ( N (VK2 +72)7
N (Z)'k (2(h/<2 +rT(f+ NG gve2+ 7'2))2 N <( _hT = kK(f+ )
(k2 + 72) (VK2 + 72)3 MK VK2 + 12
N (ht +7(f + ) (95*(Z) + (K2 + 75 he + 7(f + )\))) ((£))w?
Ai(VE? 4 72)3 N (K2 +72)2

he+7(f+2), (E)Vk |, VEZ+T2\2 :
s BT ) R v B I

D=

<<<g>'>2n2 (°(52 +7%) + (b + 7(f £ N)*) 1)
A2(K2 4 72)2
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<((1) P((F + N (grY(E) + (5 + 72)(hi® + wr(f + V) = A(2T? = K7(f + X))
A3(VKZ + 72)5
B e ) 3 Nk O ki
A(K2 +72) MVEK2 4 72)3 AR AK

her+72(f+XN), (Z)k
e G em))T

(D)'s , @#2((2))P (e +1(fN) | () (hr —k(f = N)
+<g(/\(/<;2+7'2)> S ¥ P R ¥ PRy )N

+<hf<u'((£>’)2(g/<o2(£)’ + (K2 + 1) (hes +7(f + N) = (har = K>(f + X)) ((F))* v
(VK2 +72)8

R 3 L el VA 163
)

A AK2 472 MVKZ 4+ 12)3 B AK

_|_

he+7(f+N), (2)k )/)
2, V=RV

’ (9((%)')2(%3(%)' + (K + )R+ RT(f ) (D) (AT = w(f =)
No(K2 £ 72)3 N2(K2 1 72)

(2)'F ),)2 N ((hT — A+ GV (957 () + (82 + )it — £2(f + )
A(K2 +72) A3 (VK2 + 12)7

2(h&? 4+ w7(f + N)(Z) g,//{2_|_7-2)>2+<(_h7'—/£(f+)\)

+9(
+ ()'w ( -
A(K2 +72) (VK2 +712)3 AK

N (hs +7(f + X)) (9r*(Z) + (B2 + T)he+7(f + X)), ((2))*K?

)\ﬁ(m)g, ))\2(52_‘_72)2

h/1+7(f+)\) (O)'s |, \/WZ%
Tt G )

bagintilariyla verilir. Burada Xy, Y, ve Z,
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g*((£)'k)? (\/f-e2 +72 (b =k + A))((%)’fﬁ)Q) - (G)wy
A3

X4 - )\2(/12 + 7-2)2 Ak - )\Q(m)g, (KJQ + 7_2)3.
(gh/f +g7(f + /\)) (hT — fr<;) N ((%)/Ii)2 ((h/i +7(f +N))? B ht — k(f + A))
N N2+ 722\ Aev/w2 4 72 AR
hH+T(f+)\)( (2)k Yt VK2 + 72
K2 + 72 (K2 4 12) AR
_ g (A r(f+ NHG)R)? | b+ RN - f)
Yi = A2(K2 4 72)2( (k2 + 72)3 + k& )

() 9r(R)  hr+T(f+N) (%)'w Y
+)\4(/£2—|—7'2)3(/£2—|—72 * K > * )\(/12+7'2)()\(/£2+72)>'
P47+ (e +7(f+ V) (b +7(f + VG ((hf’v +7(f+N)?

K%+ 72 M(VK2 + 72)7 Me(VR2 + 72)3
hT—R(f A)> (he +7(f + 2)((2))
VT (4 7)
Ze = 5 (e 2 T+ N = ) 0 = () ()

2A(het — K2 (f + D) ((F)')?
M2+ 72)

((hr+(F + 0202 + 22 + 7))

()'w

M2+ 72)

)/

+9(

seklinde birer katsayidir.
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Sonug 3.1.6 33 egrisinin kg, ve 7, egriliklerinin « esas egrinin egrilikleri cinsinden

yaziligl
(9((%)')2(%3(%)' + (82 + T2)he? + K7(f + 2)) L G)(hr — s(f = A))
No(K2 1 72)3 N2(K2 1 72)
(Vs N2 (= s(f +N)(E))?(96°(2) + (K2 + T2)het — K2(f + V)
+g()\<li2 -+ 72)> > * < (VK2 + 12)7
N (L)'k (Q(hm2 +er(f+A)(E) gvRE+ 7'2))2 N <( b —kK(f+ )
e+ (e v N
N (he +7(f + )\))(g/fz(ﬁ)/ + (K2 +1)hs +7(f + )x)) ) ((£))*w?
Ae(VK? +72)3 A2 (K% + 72)?
he+7(f+N), (B)6 |, VEZHTZ\2 :
e ) T ) )
Kgs =

(2)R)*(9° (K + 72) + (hes + 7(f + N))?
(e )

49



( 9((Z)'k)? N (his +7(f + A))(E)’) (F3(hff2 +RT(f+ )L N gr(z) T )
A2(K2 + 72)2 A2(k2 +72) MVK2 + 72)3 A(K2 + 72)

+((hﬁ2 +rer(f+ G 9(G)R) \/W) (F gr(Z) Fy >

AVEZ 23 A(K2+T2)2 A N2 4 72)
(), (= s(f+AN)(3) (7)'r
+<g(/\(n2 e D ¥ e w2 +72>>'
(he? + w7(f + N))(E) Py
o <F1 " A(VAZ + 72)? )
” <g<<g>'>2<gn3<g>' + (W + T2+ B7(f + X)) | (E) (bt = 5(f = X))
N (K2 + 72)? N2(K2 + 72)
(D) N2 (= w(f+ (D)) (98> (E) + (82 + 7°)het — K2(f + )
ST ) " ( N (VK2 + 72)7
N (D)'k 20+ RT(f+N)E)  gVRE+ 7'2)>2 N <( _hr = k([ + )
Ak + 72) (VK2 4 72)3 Ak VK2 + 12
N (hts +7(f + X)) (gr*(Z) + (2 + T)he + 7(f + A)) ) ((Z))%K?
Mi(VR2 + 72)3 A2(K2 +72)2
et r(f 1), (Vh L, VR
e G )
bagintilariyla verilir. Burada F}, Fy ve F3
(3

((2))?? )/)

o VRRETE, hr—w(fH N (D) :
o= B (/\<H2+72)<)\(I$2+T2)) +(m

AK ) VK2 4 72

he+7(f+ ) (D)) (%) (F)E
BN <A3(ﬁ2+72)3 )\3/<;+(>\(/<;2+72))>

20



B - g(()\((g)’)%z (L)k (L)k )),)+hlﬁ+7’(f+)\)((li2+7'2),.

2(k2 + 72)2), + <)\(/£2 +72) >()\(/<02 + 72 VE2 472 AK

(n | wer ADE N R ()
n )))

()\(/{2 + 72)) AR ()\(HZ + 72 A2k2 A3 (K2 + 72)3

((£)'k)? ()
By = g()\?’(/f2 +72)3 Nk B <)\/€(li2 + 72

(Z)'K? ),,> _hr=R(f+ ) <(\/W),
V)T T

G 2+ (DR, Ye
A(n2+r2)+ K (A(K2+T2))>— (m)

seklinde birer katsayidir.

Tanim 3.1.4 Involiit egrisinin 8* birim Darboux vektoriinin 74 =o' A 8* vektorel

moment vektoriiniin ¢izdigi egri £y ile gosterilsin. Bu egri

g1k1 ?*—l- hii — g1 =2, B a7 «

By = —/——
K+ 78 K+ 78 VK + T

seklindedir (Sekil 3.4).

o
V,=a AC

(B

Sekil 3.4: V, Vektorel Moment Vektortintin Cizigi B, Egrisi
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Teorem 3.1.7 [, egrisinin Frenet vektorleri ?54, ﬁ Bi> ?54 ile gosterilsin. Bu vektorlerin

involiit egrisinin Frenet vektorleri cinsinden kargiliklar:

?5 _ gl(r*/ﬁ)’?* + (hl(r*ﬁ)’ —g(r*ry) — r*/ﬁ)ﬁ — g1(r*m) '?*

((91(7"*'11)/)2 + (ha(r*m) — g(r*m1) — r*r1)? + (gu (17 71) 2)%

(91(7“*71)'(91(1{1(7”*71)' + H3(r*k1)") — (ha(r*m)" — g(r*ra)" — r*ra) ((r* k)’
(9H1 + g1Ha) — Hy(hi(r*m)" — 7”*/11))>?* + (91(7”*’11)/((7“*“1),(9}[1 + g1 H>)
—Hy(hy(r*m) —1"k1)) + g1 (") ((r*m) (b Hz + g1 Ha) — H3(g(r*k1)" + “"ﬁ)))ﬁ*

+<(h1(7"*71)l —g(r*k1) = k) ((r*m) (M Hs 4 g1 Ha) — Hy(g(r* k1) + 17°K1))

R 1 (r ) (g1 (L (rm) + Hg(r*m)'))> B
Ba —

<((7“*71)'(h1H3 + g1 Ha) — Hy(g(r*s1) +1%61))? + (g1 (H1(r* 1) 4 H3(r*k1)'))?

1
2

+((r*r1) (9Hy + g1 Ha) — Hy(ha(r*m)" — T*lﬁ))2> :

N|=

((oa(rw))2 4 () = g(rsa)’ = k1) + (7 m)')?)

((rma) (haHa + 91 Ha) = Halg(r7 k) +1°2) ) T = (u(Hi(rm) + Ha(rsa))) N

+<(r*’fl)/(9H1 + g1Hy) — Hi(hy(r*m) — T*H1)> B

By =

(((r*m) (M Hs + g1Hy) — Hs(g(r*s1) + r*k1))? + (g1 (Hi (r*m)' + Hs(r*k1)"))?

[NIE

+((r*k1) (9H1 + g1Hs) — Hi(ha(r*m) — r*k1))?)

seklinde verilir. Burada r*, Hy, H, H3
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1

T = _—

H = g(r*r)" +r*x] + hr* (k7 — ki7))
Hy = —(g9(r*k1)" +2(r*k1) — hi(r*m)")
Hy = gr*(kim — k1) — ki — g1 (r*m)”

bi¢iminde birer katsayidir.

Ispat. f, egrisininde r* = —————= olmak iizere tiirev alinirsa

VKT
/
54/ = (T*/gl"il + T*gil‘il + T*gll‘ill)?* + 'I"*gllil?* + (T*/thl + T*hllTl + T*th{ — ’)"*/gﬁ;l

/

—r*g' k1 — r*g/i’l)ﬁ* + (rhim — r*gml)ﬁ* — (r*gim + gl + r*ng{)ﬁ*

/

—T*nglﬁ*
= (rgik1 + 19151 + r*gm'l)?* + T*gllﬁ(lﬁﬁ*) + (r*ham 4+ Ry + rh Ty
—r* gk — g’k — T*g/{’l)ﬁ* + (r*hym — T*g/ﬁ)(—/ﬁ?* - 7'13*) — (" gim

+rrgim + 7“*917{)3* - (T*9171)(—71ﬁ*)

23



/ / / 2 2 /
= (r"g1k1 + 179 k1 1Ry — rThokiT + r*gml)?* + (r*g1k] + 17
+*hl +*h A ) P v X /_|_>k Q)N*_i_(*h 2 %
TTL T T =T gR — TR — T gk T 1Ty riT — T ghim
x/ * / * / *
- g1 — 1T g171 — T 9171)§

= gl(r*/ﬁ)'?* + (hi(r*m) — g(r*ry) — T*Iil)ﬁ* — gl(r*ﬁ)'ﬁ*

esitligi bulunur. Buradan norm alinirsa

NI

18Ul = ((g2(r"k1)")* + (a(r* ) — g(r*61)" = 7"k1)* + (g1(r*71)')?)

olur. Buradan f; egrisinin teget vektorii

?B = 91(7“*/{1)’?* + <h1(r*71)/ —g(r'r1) — T‘*lﬂ)ﬁ —q1(r*m) /ﬁ*

[NIE

(91 (k1)) + ((r*m) = g(r*s1) = r*k1)? + (2 (r*m)')?)

seklindedir. /) ifadesinin tiirevi alinirsa

!/
1= (07 R) + gl<7’*’il)”)?* + 0 (T*“l)/?* + (P ) + ha(r*m)" — g (r* k)

!/

g0 k)" = (k) )N+ () = g0 m) = k)N = (61077 + g1 (7)) B

—91(7”*71)/3*,
= () + o)) T+ (0 () ) (1 N + () + (o n) = ¢ ()
—g(r*m)" = () )N+ () = g0 m) = m) (- T+ 7B = (g0

+a(r*n)") B = (1)) (—m N)

o4



= (610" r1) + a1 (r )" = ma((r*m) = g(rk1)') + T*Hf)?*
F(gm (ra) + By () + b () — g (r k1) — g(r* k1) — (7Y + gim (r°m) ) N ™
+<T1(h1<7‘*7'1)/ —g(r*ry)") — g1 (r*m) — g1 (r*m)" — 7”*517'1)3*

= ((lm — g ) + (w1 = ma(ln(r*n) — g(r* k1)) + 6D T + (g (rrn )
(@) (r*m) + () — (L g (k) — g(rm) — (k) + gum () )N
+H(r(h(r*m) — g(r*r1)") — (i — gr1) (' m) — g1 (r*m)" — T*IilTl)?*

= (qi(r*r)" + 1K + hyr* (k)T — liﬂ'{))?* —(g(r*r1)" 4+ 2(r*ry) — hl(r*ﬁ)")ﬁ*

*

+(gr* (ko] — Ki71) — 7RI — gl(T*ﬁ)”)§

olur. Burada

Hy = gi(r's)" + 165 + har* (k)7 — k17])
Hy = —(g(r"s1)" +2(r"1)" — h(r'm)")
Hy = gr*(kam — rim) ="k — gi(r"m)”
aliirsa
= HT" + H,N* + HyB* (3.1.15)

olur. g ve 8] vektorel carpildiginda
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ByABy = ((r*n) (hHs+ g1 Hy) — Hy(g(rsy) + 7“*/‘91))?* — (g1(H1(r*7)" + HS(T*/fl)/))ﬁ*

(k1) (gH: + g1 Ha) — Hy(ha(r°m) = r*ry)) B (3.1.16)

egitligi bulunur. Bu ifadenin normu alinirsa
2

1B A Byl = <((7“*71)'(h1H3 + g1Hz) — Hy(g(r*sy) +17k1))" + (g1 (Hi (1) + Hy(r*s1)"))

1
2

+((r*m1) (gHy + g1 Hy) — Hi(hn(r*m)' — 7”*51))2) (3.1.17)

olur. (2.1.1) esitliginde (3.1.16) ve (3.1.17) yerlerine yazildiginda egrinin binormal vektorii

((T*Tl)'(mﬂg +g1Hy) — H3(g(r*k1) + T*H1)>?* - (91(H1(7“*71)' + Hs(r*ﬁl)/)>ﬁ*

3 _ +<(T*H1)/(9Hl + g1 Hy) — Hy(hy(r*m) — 7”*"11)> B
S (((r*m) (hHs + g1Hy) — H3(g(r*s1) +r*k1))? 4 (g1 (Hy(r*m)' + Hs(r*k1)"))?

() (gH + 1) = () = rm))?)

bulunur. (2.1.1) esitliginde 754 ve 354 vektorleri yerlerine yazildiginda 3, egrisinin asli

normal vektoru

o6



(9 nY (@ (EL(rm) + Ha(r*ma)')) = () = g0 ka) =) (k)
(91 + g1 Ha) = Hi(ln (') = 100) ) T + (90" () (9H: + 1 Ho)
—Hy(ha(°71) = 1k0)) + 9o (rn) (1) (ha Ha + 91 Ha) = Hlg(r™ ) +1751)) ) N*
+<(h1(r*rl)’ —g(r*ky) — k) ((r*m) (hiHs + g1 Hy) — H3(g(r*k1) + r¥K1))

o1 (7 k) (g (Hy () + Hg(r*m)’))> B

T, -

<((7”*7'1),<h1H3 + g Ha) — Hy(g(r*w1) +7%k1))? + (g1 (Hi(r*m)' + Ha(r*s1)"))?

N

+((r*k1) (gH1 + g1 Ho) — Hi(ho(r*m) — r*/-;l))2> :

N|=

((gn ()2 + ((rm) = g sa) = rk1)* + (92 (7))

elde edilir. I

Teorem 3.1.8 [3; egrisinin egriligi kg, ve torsiyonu 75, ile gosterilsin. Bu egriliklerin in-

voliit egrisinin egrilikleri cinsinden karsiliklar:

<((7"*7'1)/(h1H3 + g1Hs) — Ha(g(r*s1)" +17k1))? — (g1 (Hi(r* 1) + Hy(r*k1)'))?

N

+((r*k1)"(gH1 + g1 Hy) — Hy(ha(r*m) — T*Hl))2>

kg, =

N

((gu ()2 + ((rm) = gl ma) = r7k1)* + (92 (7))

gl(T*Hl)/(Hng + HQH:; — H1H3KJ1 — HéHg, —+ H§T1> — gl(’l“*7'1>/(H12fi1 + HlHé
—H1H37'1 — HiHQ + H22I€1> + <h1(7’*7'1>/ - g(T*Hl), — T’*FL1> (H{Hg — HQHgKJl

—H1H2T1 — HlHé)
T8y = 2 2
((r*ﬁy(hlﬂg +giHy) — Ha(g(r*sy) + r*m)) i (gl(Hl (r*n) + Hg(r*/ﬁ)’)>

+((T*“1),(9H1 +g1Ha) — Hy(hi(r*m) — 7’*51>>2
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bagintilariyla verilir. Burada r*, Hy, Hy, H

Hy = gi(r'm)" +7r"w] + har* (kim0 — k)

Hy = —(g(r*m1)" +2(r" k1) — hi(r*m)”)

Hy = gr*(km — &i1) — " kam — gi(r'm)”
* 1

=

VK2 + 12

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (2.1.2) ifadesinde 3} ve (3.1.17) esitlikleri yerlerine yazldiginda egrinin egriligi

(((T*Tl)'(th:a + g1 Hy) — H3(g(r* 1) +1r*k1))* = (g1 (H(r*m)’ + H3(r*k1)'))?

+((r*r1) (9Hy + g1 Hy) — Hi(ha(r*m)’ — T*Rl)y) 5

I*iﬁ4 == 3
2

(gl m))? + ((rm) = g sa)’ = r7k0)* + (92 (7))
bulunur. (3.1.15) esitliginin tiirevi alinirsa
"o~ BT+ HV T + HN* + HoN* + HUB* + Hy B
= Hl?* + Hl(mﬁ*) + Hgﬁ* + HQ(—m?* + rlﬁ*) + ng_ﬁ* + H3(—ﬁﬁ*)
= (H, — How))T* + (Hyky + Hy — Hyrn)N* + (Hyry + H.) B*

olur. gy, By ve ) ifadelerinin determinanti

o8



det(B, 81, 87) = qi(r*r1) (Hym + HyHy — HiHsky — HyHs + Him) — gi(r* 1)
(H{ry + HyHy — HiHsmy — H{Hy + H3 k) + (ha(r*m) — g(r*s1) — 1*k1)
(H{Hg—HgH;;Kl —H1H2T1 —HlHé) (3118)

seklindedir. (2.1.2) esitliginde (3.1.17) ve (3.1.18) ifadeleri yerlerine yazilirsa egrinin tor-

siyonu

o (r*nl)/(Hgﬁ v HyHY — HyHyry — HyHs + H§ﬁ> — o (T’*Tl)’<H12/€1 + H H}
—H1H37'1 — HiHQ + H22K1> + <h1(’f‘*7'1)l — g(’l"*/{l)/ — T*Kq) (H{Hg — HQHg/{l

—HlHQTl — HlHé>
Ty = 2

((7’*71>/(h1H3 +g1Hy) — H3(g(r* k1) + T*Hl))Q + (91(H1(7"*T1)’ + H3(7“*’€1)/)>

—i—((r*m)’(gl—ll + g1Hy) — Hi(hi(r*my) — T*ﬁl))z

elde edilir. I

Sonug 3.1.7 [, egrisinin ? Bas ﬁ Bas ﬁ 3, Frenet vektorlerinin o egrisinin Frenet vektorleri

cinsinden egitleri

( gK r*V K2 4 72 r* >?+(

/\(m2 —l— 7'2 w(f+ /\))

re(R) g VR T
2. (o) + (e 0 oy~ Y - 5B

r*VKk2 + 72 (L)yw*
<(h7 —k(f+ /\)) ((T)) + ((hs+7(f + /\))(m)

T 1

* ) 2 (F)K \2\2
g = ) (= ) g ) )




ﬁg K1?+K2N>+K3§

4

(0 0+ ) (o=t ) (L
e e e

T

+((h — K(f + A))(%)Y) ’

gm _ ?—Fﬁ—i—?

(Mf M2 M§)§

baglntllarlyla verilir. Burada Hl, HQ, Hg, Kl, KQ, Kg, Ml, MQ, Mg, Pl, P2 ve P3

g MTRUEN PRE YRR, G
' V212 A2 +72)) /i Mo K2+ 72)
r* (k2 +72)  r*(he+7(f + M)
22 K2 1 12
0 — VEZ+ T2, 2'VKE+ T2, he+T(f+ N, T(E)k
2 = —g( o )" = ( ki ) + V2 + 12 ()\(K2+7.2))
By = g (YRR G (EETE, () VTG
A A6 A(KEHT2) AR ))\(/12+7'2)>_ A6 MK+ T2)
_hT—/i(f—l—)\) ™(I)k .,
Vit A )
. A(K? 4 72)

V@R (P

seklinde birer kaysayidir.
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K2(f + A) — bt ("VEZ+ 72\, T(E)K ht — k(f + )
K2 + 72 ( AR ><()\(/<;2+7'2))(9H1+H2 VEE+ T2 )

_Hl(lm\j%A) A(nga)/:?))/ B T*\/T)) " RZ(%MT A(iz@f?))/'
() (s ) — ot )
ST (Mt N Py eyt
(<A(;§?/Z>>’<M%A)Hs + hT\;%MHg) — Hj (g(r*\/?)’

PV T = wr(f ) VR T b — K ) ,
) e Care Ve et

r*Vk2 + 72 ,)>

s AK )

PEK e VR N ER L (E (b s X))
(Hl(m) + Hi( Ve )>((A(,{2+72)) <)\(/i2+7'2)) ( W2+ 12

h +7(f + X) rVe2+ 712, VK24 T2 h+7(f+A), m™(2)K
B s v T )_( VK2 £ 72 (A(mufz))

PVEZ T2 VR T2 VR T2 ht — k(f + X)
(=) - () e NEEEs 1))
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R O (i M

i (M ey - T A (T
(s ) (2 My o7
YT (M (Y - ) - )
() (s M) — (o
_r*i—@)) kT ;2/12(5; A) (T*ﬁ)/<hT$A) (H1<A(;§?/I:2)),
)

 R(fH+A) —hT ™(I)k |, VK2 4+ 12,
W= P (e i)

My, = (L)'k >,<h(H3/£+H27')+(f+/\)(H3T_H2“)>
2 A(K% 4 72) VK2 + 72
r*vK2 4 72 r*V K2 + 72
_H -
N ht — 6(f + ) / he +7(f + X)
M; = (T) (9H: 21 12 1,) _H1< K272




hk — K2(f + N) ™(L)k r*vVK? 4 72 T NEZH T
_ (Hl( p ) + Hj( v ))+m(r e ).

(bt 7 £ 0) sy
K2+ 72 A(Kk2 + 72) K

Hs) — Hi7(

(2K i (h(Hom + H3k) + (f + A)(HsT — Hak) r*Vi2 72,
) e )~ (e

™(I)k |, VK2 + 712, K r*VEZ+ 12,
) +H3(—)) + ( ).
AK VK2 4+ T2 A\K
he +7(f+X) o

Vi) — (TN T
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Sonug 3.1.8 3, egrisinin kg, ve 7, egriliklerinin o esas egrinin egrilikleri cinsinden

yaziligi

1
(Mf + M? +M§)2
Rgy, =
’ Ve (2)'s

(b7 — (7 + ) (LT (ol + M (e 1)
N L

K Kk ) + ((hT_H(f+>‘))(—

—g(

+ HQH:; - H1H3/€1 — HéH3

hr — k(f+N) 7 VE2+ 72 H3(Z)k
( V(5

V=R Ve o+ 77
H2 T\ h . )\ T/ HH T\/
T N (Y e L
Nt )) T e e ) A2 + 1)
2 2 2 *(T\/ D) 2
_H1H2+H2\/H + 7T )+ (hfi—f—T(f—l-/\)( ™ (I)'k )/—g(r*\/ﬁ ¥r ),
AK VEZ+ 712 CANKZ2+T2) AK
VR T2 HyHs /2 + 72 HiHy(Z)
—T*K——H><H{H3— oHyVrP 1 H Q(H)H—HlHi;)
S AK \K A(K2 + 72)
” M2+ M2 + M3

bagintilariyla verilir. Burada Hy, Hy, Hs, My, My ve Ms;

o RN e, G VR (s
1 Nl YR ) K U/ ) MoK+ T2)
+7“*(&2 +72)  r*(hs+1(f+ )
222 2 1 72
0 - <r*\/m),,_2(r*\/m), hn+7(f+A)( () K v
2 = e v VA N+ T
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VT, (T)s VETE,  (Z)k ) N

Hy = gr*( AR ()\(524—7'2)),_( AR )/)\(m2+72)

hr —k(f+ X)), ™E)s ,
e @)

(K2 4 72)
N e G

_ K(fH+A)—hT r(I)'k VK2 + 72,
M= S (Bt ) + )

Mo AR+ 72)

g, (TG >,<h(H3n+Hm +<f+A>(HsT—HzK>>
2 A(K% 4 712) VK2 + 72
r*v K2 + 72 r*vV k2% 4 72
_H F—
3(9( K ) AR )
R ht —k(f+N) v his +7(f +2)
My = (T) (gH: + K2 1 72 H,) _H1< K2+712

( (L) k ),_r*\/m)
A(Kk% 4 712) AK

seklinde birer katsayidir.
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3.2 Involiit Egrisinin Vektorel Moment Egrileriyle Sabit Genislikli
Egri Cifti Olma Durumlari

Teorem 3.2.1 « egrisinin involiitii o, o egrisinin ?* teget vektoriiniin vektorel mo-
ment vektori 71 = a* A ?* olsun. ‘71 vektortiniin ¢izdigi 1 egrisi ile a* egrisi sabit

geniglikli egri ¢ifti olugturur (Sekil 3.5).

(8))
(@)

Sekil 3.5: o* Involiit Egrisiyle T* Vektoriiniin Vektorel Momentinin Cizdigi 8; Egrisi

Ispat. o* egrisi Frenet aparatlarma baglh olarak

seklinde yazilir. Vf vektorel moment vektori

71 = a*/\?*
- (fl?*+glﬁ*+h1§*)/\?*

= hlﬁ* — glﬁ*

olur. Bu vektoriin ¢izdigi egri f; ile gosterildiginde
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b= hlﬁ* - glﬁ* (3.2.2)

olur. o/ (Sekil 3.5)’den

O[*—1> = ml?* + mgﬁ* + m3§*

esitligi yazilir. Burada (3.2.1) ve (3.2.2) ifadeleri dikkate alinirsa

Bl —af = ml?* + mgﬁ* + m3§*
hlﬁ* — 913* — fl?* — glﬁ* — hlg* = ml?* + mgﬁ* + mgﬁ*
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda
_fl?* -+ (hl - gl)ﬁ* - (91 + hl)ﬁ* = ml?* -+ mQﬁ* + mgﬁ*

bulunr. Burada mj,mq ve mg katsayilari sirasiyla

my=—fi mg=hi—g1 mz=—(g+ M)
seklindedir. Bu katsayilar 5, egrisinde yerine yazildiginda

Bi=a'— AT+ (h — g)N* — (g + hy) B*

olur. o egrisi diizlemsel oldugundan 73 = 0 olur. a* ve [; egrilerinin aym diizlemde

olmasi icin f; = 0 olmalidir. Bu katsayilar 3, egrisinde yerine yazildiginda

pr=a"+ (h — 91)ﬁ* — (g1 + hl)ﬁ*

olur. 7 =0 ve f; = 0 oldugundan (3.1.3) ifadesinde yerine yazldiginda
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g1=0 = g =sabit h}=0 = hy = sabit

seklindedir. (Sekil 3.5)’den a* ile §; arasindaki uzaklik

do*,B) =l By 2 = (ha— 1) + (hy + g1)°

= 2(g7 + hi)

bulunur . Burada uzaklhigin sabit oldugu goriiliir. 5, egrisinin s parametresine gore tiirevi

alinirsa
flfi‘cg = (@) + (=) N+ (= g)(N*) = (g1 + h) B = (91 + 1) (B"Y
?51.% = ?* + (hl - gﬁ’ﬁ* + (hl - gl)(—ﬁl?* + Tlﬁ*)

~(g1+ ) B~ (g + h) (=i V")
— (L=l = g)T* + (b1 — g1) + (b + g)7)N* + (b1 — g0)71 — (b + 1)) B*

seklinde olur. g; = sabit, hy = sabit ve 7, = 0 olma sart1 dikkate alinirsa

ds*
51 * dS

= (1= (b — ) T"
= (1+g1k —h1/€1)?*
———
fi
esitligi bulunur. Burada f; = 0 oldugundan

ds*

TBI ‘ dS

= —hllﬁllT*

olur. {a*, 1} sabit geniglikli egri oldugundan T — —?gl olur. Burada

1
hik1 =1 wveya hy=—>0
R1

68



egitlikleri elde edilir. Bu durumda teget vektorler paralel ve zit yonlii bulunur. o* ve [;
egrilerinin aralarindaki uzaklik sabit ve teget vektorleri paralel-zit yonlii oldugundan bu

iki egri sabit genislikli egri ¢ifti olugturur. [J

Teorem 3.2.2 « egrisinin involiitii a*, a* egrisinin ﬁ* asli normal vektoriiniin vektorel
moment vektori 72 =a* A ﬁ* olsun. 72 vektoriiniin cizdigi (o egrisi ile a* egrisi sabit

geniglikli egri ¢ifti olugturmaz (Sekil 3.6).

(A,)
@)

Sekil 3.6: o* Involiit Egrisiyle N* Vektoriiniin Vektorel Momentinin Cizdigi 8, Egrisi

Ispat. o egrisi Frenet aparatlarina bagh olarak

seklinde yazilir. 72 vektorel moment vektorii

@ = Oé*/\ﬁ*
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bulunur. Bu vektoriin ¢izdigi egri [, ile gosterildiginde

P2 = _hl?* + f1§* (3.2.4)

olur. a*f3y (Sekil 3.6)’den

Oz*—; = nl?* + HQﬁ* + n3§*

ifadesi yazilir. Burada (3.2.3) ve (3.2.4) ifadeleri dikkate alinirsa

By —a* = nl?* + ngﬁ* + ngg*
—hl?* + flﬁ* — fl?* — glﬁ* — hlﬁ* = nl?* + ngﬁ* + ngg*
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda
—(fi+ hl)?* - glﬁ* +(fi = hl)ﬁ* = 711?* + TLQN* + ngﬁ*
bulunur. Bu esgitlikten ny,ns ve ng katsayilar sirasiyla
nm=—(fith) ne=-g nzg=fi—M

seklindedir. Bu esitlikler S5 egrisinde yerine yazildiginda

By=a" — (fi+ h)T* — g N* + (fi — ) B

olur. o egrisi diizlemsel oldugundan 73 = 0 olur. a* ve [y egrilerinin ayni diizlemde

olmasi i¢in g; = 0 olmalidir. Bu katsayilar f5 egrisinde yerine yazildiginda

By =a* — (fr + h)T* + (fr — hi) B*
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bulunur. 7 = 0 ve g; = 0 oldugundan (3.1.3) ifadesinin yeni hali

hy=0= hy=sabit fi=1= fi=s —fiki=0=f1=0
S—— S——

olur. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla bu iki egri sabit genislikli egri degildir. [

Teorem 3.2.3 « egrisinin involiiti a*, a* egrisinin B* binormal vektoriiniin vektorel
moment vektori 73 =a* A ﬁ* olsun. 73 vektoriiniin ¢izdigi 3 egrisi ile a* egrisi sabit

geniglikli egri ¢ifti olugturmaz (Sekil 3.7).

@)

Sekil 3.7: o* Involiit Egrisiyle B* Vektoriiniin Vektorel Momentinin Cizdigi 83 Egrisi
ispat. a* egrisi Frenet aparatlarina bagh olarak
of = fl?* + glﬁ* + hlg* (3.2.5)
seklinde yazilir. Vg vektorel moment vektorii
73 = oA E*
= (f17* + glﬁ* + hlff*) A ?

= 917* - flﬁ*
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bulunur. Bu vektoriin ¢izdigi egri 5 ile gosterildiginde
Bs = 91?* - flﬁ* (3.2.6)
e
olur. a*f33 (Sekil 3.7)’den

CV*—@: = pl?* erzﬁ* +p3§*

esitligi yazilir. Burada (3.2.5) ve (3.2.6) bagmtilar dikkate alinirsa

f3—a" = pl?* +P2ﬁ* +p3§*

91?* - f1ﬁ* - fl?* - 91ﬁ* - hlg* = pl?* +P2ﬁ* +P3§*

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda
(91 — f1>?* —(fi+ gl)ﬁ* - hlﬁ* = pl?* +p2ﬁ* +p3§*
bulunur. Bu esgitlikten py,ps ve ps katsayilar: sirasiyla
n=g—fi, p=—(+t9), p=-h

seklinde olur. Bu esitlikler 33 egrisinde yerine yazildiginda

B3 =a"+ (g1 — fl)?* — (fu +91)ﬁ* - h1§*

egitligi bulunur. «o* egrisi diizlemsel oldugundan 7, = 0 olur. a* ve (3 egrilerinin aym

diizlemde olmasi i¢in A; = 0 olmalidir. Bu katsayilar S5 egrisinde yerine yazilirsa
Bz =a" + (g1 — fl)?* —(fi+ gl)ﬁ*
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bagintisi olur. Buradan o* ile 83 arasindaki uzaklik (Sekil 3.7)" den
—
d(a”, Bs) =| &8s |I’= (91 — f1)* = (Jr + 91)* = 2(f7 + 91)

seklinde olur. Burada uzakligin sabit olmadig1 goriiliir. o* ve (3 sabit genislikli egri kat-

egorisinde degildir. [

Teorem 3.2.4 « egrisinin involiiti o*, a* egrisinin 8* birim Darboux vektoriiniin vektorel
moment vektorii 74 =a* A 8* olsun. 74 vektoriiniin ¢izdigi £, egrisi ile a* egrisi sabit

geniglikli egri ¢ifti olugturmaz (Sekil 3.5).

(B.)
@)

Sekil 3.8: a* Involiit Egrisiyle C* Vektoriiniin Vektorel Momentinin Cizdigi 3, Egrisi

Ispat. o egrisi Frenet aparatlarina bagh olarak

. .. e ee * 1 P
seklinde yazilir. 74 vektorel moment vektorii r* = T icin

74 = a*/\g*

— (AT + g N +mB")AC

= r*guﬂ?* + (r*hym — r*flm)ﬁ* — T*nglg*

73



seklinde olur. Vj vektoriin ¢izdigi egri (4 ile gosterildiginde bu egri

ﬁ4 = T*gllﬁll?* + (T*hl’?’l — T’*fllil)ﬁ* — T’*nglﬁ* (328)

seklindedir. o*f, (Sekil 3.8)’den

Oé*—i = Zl?* + Zgﬁ* + Zgﬁ*

esitligi yazilir. Burada
54 —aof = Zl?* + Zgﬁ* + 2’33*

bagintist mevcuttur. Bu esitlikte (3.2.7) ve (3.2.8) ifadeleri yazildiginda
r*gl/ﬁ?* + (r*him — r*flnl)ﬁ* - 7"*91713* - f17* — glﬁ* - hlﬁ* = zl?* + ZQﬁ* + Zgg*

esitligi bulunur. Bu esitlikten z1,29 ve z3 katsayilari sirasiyla
n=rgr—fi m=r(n-fik) -9 m=-r"gn-—Mh
seklinde olur. Bu esitlikler £, egrisinde yerine yazildiginda bu egri
Ba=a"+ (rgik1 — fl)?* + (= fikn — gl)ﬁ* + (r'gim + hl)g*
bi¢imindedir. a* egrisi diizlemsel oldugundan 7, = 0 olur. Buna gore (4 egrisi diizenlendiginde
Ba=a"+ (g1 — f1)?* —(fi+ gl)ﬁ* + h1§*
olur. (Sekil 3.8) den o* ile 8, arasindaki uzaklik

—
d(a”, By) =|| & Ba [I*=2(f7 + g1) + i

seklindedir. Buradan uzakligin sabit olmadigi goriiliir. «o* ve (4 sabit geniglikli egri

kategorisinde degildir. [
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tezde elde edilen sonuclar bulgular boliimiinde sekillerle agiklanmigtir. Burada
ilk olarak, involiit egrisinin Frenet vektorileri ve Darboux vektoriiniin vektorel moment
vektorleri tanimlandi. Daha sonra moment vektorlerinin ¢izdigi egrilerin Frenet vektorleri,
egrilik ve burulmasi hesaplandi. Bu egrilerin esas egrinin Frenet aparatlar1 cinsinden
ifadesi verildi. Son olarak bu egrilerin involiit egrisiyle sabit genislikli egri ¢iftine dahil

olup olmadiklar1 arastirildi.

Bu caligmanin benzeri evoliit egrileri, Successor egrileri, Betrand ve Mannheim egri
giftleri i¢in yeniden yapilabilir. Bu egriler iizerinde catilar degistirilerek vektorel mo-
ment egrileri tekrar tanimlanabilir. Lorentz ve Galileo uzaymmda da moment egrileri

tanimlanabilir ve gerekli sonuglara olusabilir.
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