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OZET

KESIRLI INTEGRALLER iCiN GRUSS ESITSIZLIKLERI
FiLiz OZATA
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 54 SAYFA

(TEZ DANISMANT: Prof. Dr. ERHAN SET)

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris niteliginde olup bu
bolimde Griiss esitsizliginin ve kesirli integrallerin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi
verir. Ikinci boliimde Griiss esitsizligi ve ispati, Cauchy-Schwarz esitsizligi, Gamma
ve Beta fonksiyonlarn ile ilgili temel tamimlar ve teoremler verilmistir. Ugiincii
boliimde farkli tiirden kesirli integraller ve bu kesirli integraller yardimiyla elde
edilen baz1 Griiss tipli esitsizliklere yer verlmistir. Dordiincii bolimde ise
genisgletilmis genellestirilmis kesirli integral operatdrii icin yeni Griiss tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Son bolimde ise bazi sonu¢ ve Onerilerden
bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Griiss esitsizligi, farkli tirden kesirli integral operatorleri,
genisletilmis genellestirilmis Kesirli integral operatorii.



ABSTRACT

GRUSS INEQUALITIES FOR FRACTIONAL INTEGRALS
FiLiz OZATA

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 54 PAGES

(SUPERVISOR: Prof. Dr. ERHAN SET)

This thesis consists of five chapters. The first chapter is an introductory and
provides information on the historical development of Griiss inequality and fractional
integrals. In the second chapter, basic definitions and theorems related to Griiss
inequality and proof, Cauchy-Schwarz inequality, Gamma and Beta functions are
given. Different kinds of fractional integrals and some Griiss type inequalities
obtained with the help of these fractional integrals consist of in the third chapter. In
the fourth chapter, new Griiss type inequalities are obtained for the extended
generalized fractional integral operator. In the last chapter, some result and
recommendations are given.

Keywords: Griiss inequality, different type of factional integrals, the extended
generalized fractional integral operators.
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1. GIRIS

Kesirli analizin baglangici, 30 Eyliil 1695 tarihinde L’Hospital tarafindan sorulan basit

ama ilging bir soruyla baglamaktadir. Bir giin Leibniz, mektubunda f(z) = x fonksiyonun

D"z

n’inci mertebeden tirevini £

sembolii ile gostermis ve L’Hospital merakli bir bigimde
n = % olmasi halinde elde edilecek sonucun ne olacagini sormustur. Leibniz’in bu soruya
cevabi ise kesirli hesaplamalari iceren sayisiz caligmalarda goriilecegi tizere ” Bir paradoks
gibi bir giin yararli bir sonu¢ olarak ortaya cikacaktir” seklinde olmustur. Gercekten
de kesirli analiz tizerine aradan gecen 300 yili agkin siire boyunca bircok matematikci
tarafindan calismalar yapilmistir ve son yillarda da bu konu miihendislik, bilim ve ekonomi
gibi alanlarda ilgi cekmektedir. Belki de kesirli analiz 21. ylizyilin en onemli analiz
konusu olacaktir. Literatiirde giinimiize kadar Riemann-Liouville, k-Riemann-Liouville,
Hipergeometrik, Gauss Hipergeometrik, Saigo, Hadamard, Katugampola, Uyumlu ve
Raina tarafindan tanimlanan genellestirilmig kesirli integral operatorleri gibi bircok ke-
sirli integral operatori tanimlanmig, bu operatorler arasindaki iligkiler verilmistir ve bu
tiirden operatorler tammmlanmaya da devam etmektedir. Ornegin son zamanlarda An-
dric, Farid ve Pecaric tarafindan genisletilmis genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonunu
iceren genigletilmisg genellestirilmis kesirli integral operatorleri tanitilmigtir. Kesirli analiz
icerisinde onemli bir yere sahip olan bu kesirli integral kavramlari sayesinde literatiirde
Riemann integralleri i¢in var olan sonuclarin bircok yeni genellestirmesi, geniglemesi ve
yeni versiyonlari elde edilmistir. Ilk olarak 2010 yilinda Dahmani ve arkadaslar tarafindan
yapilan “Z. Dahmani, L. Tabharit, S. Taf, New Generalizations of Griiss Inequality
using Riemann-Liouville fractional integrals, Bull. Math. Anal. Appl., 2(3) (2010),
93-99.” baslikhh caliymada Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Griiss esitsizliginin
genellegtirmesi elde edilmis ve bu ¢aligma bu konu tizerine bircok yeni caligmanin yapilmasi-
na onciiliikk etmigtir. Daha sonraki yillarda S. Mubeen ve S. Igbal [27] genellegtirilmig
Riemann-Liouville k-kesirli integralleri kullanarak, E. Kacar ve H. Yildirim [17] Katugam-
pola kesirli integrallerini kullanarak, V. L. Chinchane ve D. B. Pachpatte [7, 8] Hadamard
ve Saigo kesirli integrallerini kullanarak, S. L. Kalla ve A. Rao [18] Hipergeometrik kesirli
integralleri kullanarak, J. Choi ve S. D. Purohit [9] Gauss Hipergeometrik kesirli inte-
gralleri kullanarak, T. Tung, F. Usta, H. Budak ve M. Z. Sarikaya [46] Raina tarafindan
tanimlanan genellestirilmig kesirli integral operatorleri kullanarak, I. Mumcu ve E. Set 28]
uyumlu kesirli integralleri kullanarak, A. Akkurt, S. Kiling, H. Yildirim [3] genellegtirilmig
Gauss Hipergeometrik kesirli integralleri kullanarak Griiss ve Griiss tipli esitsizliklerin yeni

genellegtirmelerini elde etmislerdir.



Matematigin bir¢ok alaninda kullanmilan kesirli analizin kullanildig1 en onemli teori-
lerden bir tanesi de esitsizlikler teorisidir. Esitsizlikler teorisi son yillarin matematigin en
popiiler aragtirma alanlarindan bir tanesi olup Holder, Minkowski, Hermite-Hadamard,
Young esitsizlikleri ve daha bir ¢cok énemli egitsizlik matematigin farkl alanlarinda oldukga
sik kullanilmaktadir. Ornegin konveks fonksiyonlar iizerine elde edilmis Hermite-Hadamard
tipli esitsizliklerin bircogunun ispatinda Holder esitsizligi kullanilmaktadir. Esgitsizlikler
teorisi igerisinde onemli bir yer tutan esitsizliklerden bir tanesi de Griiss esitsizligidir.
Bu egitsizlik 1935 yilinda G. Griiss tarafindan elde edilmig olup iki sinirli fonksiyonun
carpimlarinin integrali ile integrallerinin ¢arpimi arasindaki tahmini verir. Bu esitsizlik
bircok arastirmacimnin dikkatini ¢ekmis ve bu arastirmacilar tarafindan bu esitsizligin
genellegtirmeleri, genigletilmesi ve farkli versiyonlari elde edilmistir. Son yillarda da
farkli tiirden kesirli integraller kullanilarak Griiss esitsizliginin yeni genellestirmeleri elde

edilmistir.

Bu tezin amaci ilk olarak literatiirde kesirli integraller yardimiyla elde edilmis Griiss
ve Griiss tipli baz1 esitsizlikleri konu siniflandirmasina gore bir arada sunmak daha sonra
Andric ve arkadaglar1 tarafindan tamtilan kesirli integral operatoriinden faydalanarak
yeni genellegtirmis ve genigletilmis Griiss ve Griiss tipli integral esitsizlikleri elde etmek-
tir. Boylece kesirli integraller icin Griiss ve Griiss tipli esitsizlikler bir arada sunulmus

olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizda kullanilacak olan tanmimlar, teoremler, bazi iyi bilinen

esitsizlikler ve temel ozellikler ile gerekli olan ispatlar verilecektir.

2.1 Genel Kavramlar

Teorem 2.1.1 (Griiss Esitsizligi) f, g : [a,0] — R fonksiyonlar integrallenebilen iki
fonksiyon olsun. Her x € [a,b], m, M,n, N € R igin

m< f(x) <M, n<g(x) <N (2.1.1)

sartlar1 altinda

'b i " /abf(x)g(x)dx — ﬁ </abf(x)dx> </abg(x)da:)

esitsizligi saglanir. Literatiirde bu esitsizlik Griiss Esitsizligi olarak bilinir [14].

ispat. Ik olarak,

T(f /f z)da — _1a)2 /abf(a:)dx/abg(x)dx (2.1.3)

tanmmmlamasi yapilir. Korkine esitligi [23] yardimiyla (2.1.3) ifadesi ¢ift katli integraller

cinsinden
T(f.g) = / / 1)) (9(x) — g(y))ddy

seklinde yazilabilir. Burada Qlft kath integraller i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

T*(f,9) <T(f, /)T(g,9) (2.1.4)

oldugu kolayca goriiliir. Simdi T'(f, f) > 0 ve T(g,g) > 0 oldugunu gosterelim. Oncelikle

b
i [t

integralinin aritmetik ortalamasini goz oniine alalim. Aritmetik ve quadratik ortalama

arasindaki iligkiden yararlanarak

(1) = /f2 da:—<b_ /f dx)

= >()



oldugu gosterilir. Benzer gekilde T'(g,g) > 0 oldugu gosterilebilir.

Ayrica

1
b—a

b
/ (M — f@))(f(x) — m)de = MA(f) — Mm — A(f?) + mA(f)

olarak yazilirsa

b
T(f, )= (M= A(f)(A(f) —m) — —_ (M — f(2))(f(z) — m)dx (2.1.5)

b—a ),

oldugu kolayca goriiliir. Burada (M — f(z))(f(z) —m) > 0 oldugundan (2.1.5) ifadesinden

T(f, f) < (M = A(f)(A(f) —m) (2.1.6)

esitsizligi yazilir.

Benzer sekilde
T(g,9) = (N = A(g))(A(g) —n) (2.1.7)

esitsizligi yazilabilir. (2.1.6) ve (2.1.7) esitsizlikleri (2.1.4) ifadesinde gozoniine alindiginda

T%(f,9) < (M — A(f))(A(f) —=m)(N — A(g))(A(g) — n)

esitsizligi elde edilir. Son olarak aritmetik ortalama ve geometrik ortalama arasindaki
iligkiyi kullanarak
(M —m)?

o |

(M = A(f)(A(f) =m) <

(N = A(9))(A(g) —n) < Z(N —n)?

esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizlik yardimiyla,

| =

T2(f,9) < (M — m)*(N )’

olur. Buradan,

T(f,9)| <

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

(M —m)(N —n)

|

Teorem 2.1.2 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) f ve g, [a, b] arahginda integrallenebilen

fonksiyonlar olsun. Bu takdirde

(/abf(x)g(x)dx)2 < (/abf(x)de) (/abg(m)de) (2.1.8)

egitsizligi gegerlidir. Burada esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart f ve

¢’nin lineer bagimh fonksiyonlar olmasidir [24].



Ispat. V¢ e R icin

b
/ (tf(x) + g(x))2d > 0

t2/f d:c+2t/f dx+/bg(x)2dx20

esitsizligi gecerlidir. Buradan (2.1.8) esitsizliginin dogrulugu kolayca goriilebilir.

yani

Tanmim 2.1.1 (Gama Fonksiyonu):

z € C olsun.
['(z) = / e '*tdt
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu veya Euler-Gama fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon Re(z) > 0 i¢in yakinsaktir. Gama fonksiyonunun en temel 6zelligi
C(z+1) =2zT'(2)
esitligidir. Ayrica bu ozellik yardimiyla I'(1) = 1 elde edilir. Buradan

r@2)=1I(1) = (2-1)! =1,

)1
—

W
SN~—

I

or(2) = (3 — 1)l = 2,
ve n € N icin tiimevarim yontemiyle

I'(n+1)=nl(n) =n!
esitligine ulagihir [19].

Tanim 2.1.2 (Beta Fonksiyonu):

I' (), Euler-Gama fonksiyonu ve Zg pozitif olmayan tamsayilar kiimesi olsun. O halde

( /1 11 —t)Ptdt  (Re(a) > 0; Re(B) > 0)

B(Oé, ﬂ) =
I'() (B)
( [(a+B)

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir [43]. Ayrica B,(z, y), genisletilmis Beta fonksi-

(o, B€C\Zy)

yonudur.
1
By(a, ) =/ 7 1= t) e mdt (@, 8,p > 0)
0

Burada Re(p) > 0’dur.



3. LITERATUR ARASTIRMASI

Bu boliimde kesirli integraller ve bu integraller yardimiyla elde edilen Griiss tipli bazi

esitsizlikler verilecektir.

3.1 Kesirli integraller Yardimiyla Griiss Tipli Esitsizlikler

Tamim 3.1.1 (L,[a,b] uzayi): [a,b] araliginda tamml ve p > 1 i¢in

= | [ b |f(5)|pdsr < oo

normuna sahip tiim reel degerli Lebesque anlaminda 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi

L,la,b] ile gosterilir. Burada

[ flloe := esssup,ep | f(s)] < o0

olarak tanimlanir.

Ozel olarak L [a, b] uzay

b
£l =/ |f(x)|dz < oo

normuna sahip fonksiyonlar uzayidir. Tez boyunca L[a, b] uzay1 L[a, b] ile gbsterilecektir

[5]-

3.1.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri igin Griss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.2 f € Lia,b] ve a > 0 olsun. «a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville

kesirli integralleri sirasiyla

2 f(a) = ﬁ / (x— ) f()dt, = >a (3.1.1)
o f(z) = ﬁ / (t— 2L f(B)dt, = < b (3.1.2)

seklinde tammlanir ve burada I'(«), Gama fonksiyonudur. Ayrica J?, f(z) = Jp_f(z) =

f(z) dir. @ =1 durumunda kesirli integral klasik integrale indirgenir [35].



Dahmani ve arkadaslari, 2010 yilinda Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren

asagidaki sonuglar1 elde etmiglerdir:

Lemma 3.1.1 f, [0, 00) araliginda (3.1.4) sartim saglayan integrallenebilen bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde her t > 0, @ > 0 i¢in

P = 0 = (M - ) (0 - m )
M = OO —m) (3.0.3)
esitligi gecerlidir [11].
Teorem 3.1.1 f ve g, [0,00) araliginda
m < f(z) <M, p<g(x)<P; m MpPcR (3.1.4)

sartlarini saglayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢ > 0, a > 0 icin

ta
‘ I'(a+1)
esitsizligi gecerlidir [11].

7 fa(t) = 5 505°9(0)] < (gpopyy ) M-miP-p) (319

a+1

Lemma 3.1.2 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

her t >0, a > 0, # > 0 i¢in

167 5 ,
(ﬁ‘]ﬁf 910+ gy 1910 — ST O 0) - Jﬁf(t)ﬂy(t))

[ 2 tﬁ a 2 «
< (mjﬂf (t) + mj () —2J f(t)J69<t)>
t 2 tﬁ a2 «

esitsizligi gecerlidir [11].

Lemma 3.1.3 f, [0, 00) araliginda (3.1.4) sartim saglayan integrallenebilen bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde her t > 0, o > 0, 8 > 0 igin

@ B
P + ) — 20050 (517)
. t® e s B
_ <MF< wy Jof )(Jf s ))
_ 78 t
" (Mr(ﬁ S ) ( (a+1)>
t tﬁ N
“Fag ) M = FONS) —m) = mmgy 7 (M = FE) () —m)

esitligi gegerlidir [11].



Teorem 3.1.2 f ve g, [0,00) araliginda (3.1.4) sartiu saglayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢ > 0, o > 0, § > 0 igin

<F(t_ PRg(t) + I fg(t) — 1) (t) — I <t>J“9<f>)

at D) TG+ 1)
< | (i - J“f@) (Jﬁf@ “me)
(7210 - m s ) (Mg - 7200 |
< (P~ 0) (Jﬁg ')
(J"‘() a+1)(PP6+1 —Jﬁ()” (3.1.8)

esitsizligi gecerlidir [11].

Tariboon ve arkadaslari, 2014 yilinda Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren

agagidaki sonuglari elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.3 f, [0, 00) araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. ¢ ve ¢s, [0, 00)

araliginda iki integrallenebilen fonksiyon ve V¢ € [0, 00) igin

pi(t) < f(t) < @a(?) (3.1.9)
olsun. Bu takdirde t > 0, a;, 8 > 0 icin
TPu(6)JF(8) + Tpa(t) 7 (1) = Jpa(t) Opu () + T f () J7 £ (1) (3.1.10)
esitsizligi gecerlidir [44].

Teorem 3.1.4 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon ve ¢1, @5 de (3.1.9)
sartini saglayan [0, 00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar olsun. Ayrica vy, ¥, ise

[0, 00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ve V¢ € [0, 00) igin

P1(t) < g(t) < 4o(t) (3.1.11)

olsun. Bu takdirde ¢t > 0, «, # > 0 i¢in

(a) J%l(t)J“f(t) + % (t) T g(t) = i () Jea(t) + T f (1) T g (1),
(b) p1()Jg(t) + JUa(t) 7 f(t) = JPa(8) T a(t) + J7 f (1) I7g(2),
(©) 2(1) T o (t) + T (£)T7g(t) = T pa(t) J7g(t) + T a(t) I f (1),
(d) p1(t) 71 (t) + T () T7(8) = T eu(t)J7g(t) + TPy () I f(t) (3.1.12)

esitsizlikleri gegerlidir [44].



Lemma 3.1.4 f, [0, 00) araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ve @1, @9 [0, c0) araliginda

(3.1.9) sartim1 saglayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde t > 0, a > 0

igin
mat—inﬂf?(t) ) = (Tealt) = JUFD) (S () — Teit)
—F(;—‘;DJG (alt) — F(1) (F(8) = 1 ()))
+Hat—£;_nja¢1 F(t) = T (1) f(2)
+F(at—11>J“s02f(t) = J%a(t) Jf(1)
F %01 (1) Jps(t) — J%p1p2(t) (3.1.13)

I'a+1)

esitligi gegerlidir [44].

Teorem 3.1.5 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ¢, s,
Yy ve 1o, [0,00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar olmak iizere (3.1.9) ve (3.1.11)
sartlar1 saglansin. Bu takdirde her ¢ > 0, a > 0 i¢in
T
I'a+1)

Jfg(t) — Jf(t)Jg(t)] < \/T(f7 ©1,92)T(g, 91, 12) (3.1.14)

esitsizligi gecerlidir. Burada T'(u, v, w)

T(u,v,w) = (J(t) — J(t)) (Ju(t) — J(t)) + F(at—j_l)Javu(t) — J(t)Ju(t)

t* t*

+—F(a n 1)Jawu(t) — J(t)Ju(t) + J(t)Jw(t) — mjavw(t)

seklinde tanimlanir [44].

3.1.2 k-Riemann-Liouville Kesirli integral Operatorii igin Griiss Tipli Esitsiz-
likler

Diaz ve Pariguan, [12]'da klasik gama ve beta fonksiyonlar1 ve Pochhammer sembo-
liiniin genellestirmesi olan k-gama ve k-beta fonksiyonlarini ve Pochhammer k-semboliinii
asagidaki gibi tammmlamiglardir:
k-gama fonksiyonu )

ria) = Jim " )
seklinde tamimlanir. Burada (z), faktoriyel fonksiyon i¢in Pochhammer k-semboliidiir

vex € C, k € Rven € NT olmak tizere (z),, = z(x + k)(z + 2k)...(x + (n — 1)k geklinde



tanimlanir. k-gama fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri vardir:

1. I'p(x + k) = 2T (2).
Ci(z + nk)
2. nk = ——=———-
O = )
3. I'k(k) = 1.
4. I'k(z), x € R igin logaritmik konvekstir
5. a € Rigin I'y(z) = ai/ 1o o g dir,
0
6. —— =k kek? ﬁ <<1 + —>) e~k ’dir. Burada v = lim (14 ... + 1 log(n))’dir
O | : v = lim S g :
o
7. Dp(@)lp(k —2) = ——
sin (72)
Ci(2)Tk(y)

Son olarak By(z,y) = formiiliiyle verilmig ve bu fonksiyonun asagidaki

Ly(z +y)
ozellikleri tanitilmigtir:

.Bk(a:,y):/ L1+ )5t
0

f—

1
2 Bk(x,y)—%/ N1t
0
3. Bi(wz,y) = :B(§,%).
= nk(nk + x4 y)
4. B _ (z+y) n .

Daha sonra yukaridaki tanimlar1 goz ontinde bulundurarak Mubeen ve Habibullah

k-Riemann-Liouville kesirli integralini

L] = kr,j@ / w0 a>0, 2> a

seklinde tanmmmlamiglardir [26].

Set ve arkadaslari, 2015 yilinda k-Riemann-Liouville kesirli integralini igeren asagidaki

sonuclar elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.6 [ ve g, [a,b] araliginda (3.1.4) sartlarim saglayan iki integrallenebilen
fonksiyon ve p, [a, b] arahginda pozitif bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢ > 0, k > 0,

a > 0 igin

(e g [p(D)]) (I3 [pF ) = I3 [ D)) (I3 [pg (8)])]

< <kjg[i(t)]> (M—m)(P—p)

esitsizligi gecerlidir [38].
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Teorem 3.1.7 f ve g, [a,b] araliginda (3.1.4) sartlarin saglayan iki integrallenebilen
fonksiyon ve p [a, b] araliginda pozitif bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢ > 0, k£ > 0,
a>0ve >0 icin
{CeIe @) (2 Ipfa®)]) + (I () (kT2 lpfo(t))

—(WJ2fON (kT2 a)]) — (& T2 f)]) (&I [pg(t)])
{ [z @) = (2 fOD] (2 pf]) = m( eI ()]
+[( KIS pf(t ) m( kg p)])] [M( ka[P(t)]) —( ka[pf(t)])]}

En

IN

<L [P(wI2p®]) = (g lpg(®) ) (
+[( £ [py(t ) p( &SN [P (I Ip(1)]) = (&7 [pg(t)]

esitsizligi gecerlidir [38].
Tariboon ve arkadaslari, 2016 yilinda k-Riemann-Liouville kesirli integralini iceren
agagidaki sonuglar1 elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.8 f, [0,00) araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun ve (3.1.9) sarti

saglansin. Bu takdirde ¢t > 0, o, 6 > 0 ve k > 0 i¢in
s IP01 (ORI (1) + 5T 02 F (1) = kT 02tk Ppr (8) + J f (1) (1)
esitsizligi gecerlidir [45].

Teorem 3.1.9 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. (3.1.9) ve
(3.1.11) sartlar1 saglansin. Bu takdirde ¢t > 0, a, > 0 ve k > 0 i¢in

(a) kjﬂ¢1(t)k F@) + kT2 g(t) > 11 (£)k T @a(t) + 5T [ (£)5 T g (1),
(b) P1()Ig(t) + kI Vo)1 7 () = 6T (0T “Wa(t) + £ F (£) T g(2),
() Pt (1) + 1T F () g (1) > kT P2 ()T () + 5T b ()T F (1),
(d)  wJ" %01(t)k<]%1(t) + 1 f (e g(t) > k1) g(t) + 1T P ()T f ()

esitsizlikleri gegerlidir [45].

Teorem 3.1.10 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ¢y, ¢, 1y
ve )9, [0,00) araliginda dort integrallenebilen fonksiyon olmak iizere (3.1.9) ve (3.1.11)
sartlari saglansin. Bu takdirde her ¢t > 0, a > 0 ve k > 0 igin
th
Fe(a+ k)

kJfg(t) — wJf(D)Jg(t)] < \/T (f, 1,92)T(g,1,2)

11



esitsizligi gegerlidir. Burada T'(u, v, w)

T(u,v,w) = (RJw(t) — xJ%U(t)) (gJu(t) — J (1))

t% (63 (63 « t% (6%
+mkj vu(t) — kJ U(t)kJ u(t) + Fk<05 i k‘)kJ wu(t)
« (o « « _ t% «
— e w(t) S u(t) + g J v (t) S w(t) Fk(a+k)kj vw(t)

seklinde tanimlanir [45].

3.1.3 (k,r)-Riemann-Liouville Kesirli integral Operatorii igin Griiss Tipli Esit-
sizlikler

Sarikaya ve arkadaglar1 (k, r)-Riemann-Liouville kesirli integralini agagidaki gibi tanim-

lamiglardir:

Tanim 3.1.3 f, [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. £ > 0 ve r € R\ {—1} olmak

tizere bir f fonksiyonunun «. mertebeden (k,r)-Riemann-Liouville kesirli integrali

-2 t .
]z’krf(t) = %/ (tr+1 o xr—&-l)ﬁ—lxrf(x)dx

seklinde tammlanir. Burada Ty, k-gamma fonksiyonudur [36].

Mubeen ve arkadaglari, 2016 yilinda (k, r)-Riemann-Liouville kesirli integralini iceren

agagidaki sonuglar1 elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.11 k£ > 0 i¢in f € Ly,[a,b] ve r > 0, a,5 > 0 olsun. ¢, ve pq, (3.1.9)

sartin1 saglayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde
Iror 0I5 F() + Ieg a1y f(8) = I oo () + Iy fF (0115 £ (2)
esitsizligi gecerlidir [27].

Teorem 3.1.12 k > 0 igin f € L;,[a,b] olsun. Her ¢ € [a,b] ve m, M € R i¢in m <
f(t) < M oldugunu varsayalim. Bu takdirde » > 0, a, f > 0 igin

(r + )T 10 (r + 1) Far 08

IIB,T t + Ia,r t
Fp(a+ k) oS (8) T8+ k) ar (1)
—(at8) (1) (22
(T+ 1) t t( ' r a,r B,r
> M 107 (05T £t
= MM TG R e/ O S0

esitsizligi gecerlidir [27].
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Teorem 3.1.13 k > 0i¢in f ve g, [a, b] araliginda iki integrallenebilen fonksiyon ve r > 0,
a, > 0 olsun. @1, @9, 11 ve ¥y [a,b] araliginda (3.1.9) ve (3.1.11) sartlarim saglayan

dort integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

(@) Iy (I f(8) + Ipa (DI g(t) = Iy () I walt) + Ioy F (D15 9(1),
(b  Iie) akg(t)+[§’£¢2(t)1m F(t) = Ier (O I a(t) + I g (DI f (1),
() Lo 5a(t) + IS0 f() 7 g(t) = Ioien(t) akg(t)+lﬁ£¢2(t) aed (),
(d) Lyt (t) + 105 F (O g() = I en (O g(t) + I (O 15 f (1)

esitsizlikleri gegerlidir [27].

Teorem 3.1.14 k > 0 i¢in f ve g, [a,b] araliginda iki integrallenebilen fonksiyon, ¢,
2, Y1 ve 1y [a,b] arahginda (3.1.9) ve (3.1.11) sartlarim saglayan dort integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢ € [a,b], 7 > 0 ve a > 0 igin

(r+1)F % Jar
T g o F90) = Lo f(O)La5g (1)

< \/S£<fa ©1,02) Sk (g, Y1, 12)

esitsizligi gecerlidir [27].

3.1.4 h(z)-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri Icin Griiss Tipli Esitsizlikler
Tanim 3.1.4

b v
Ly i(a,b) = {f ey oy = (/ |f(t)|pt’“dt) <00, 1<p<ook=> 0}

ise f(t) fonksiyonu L, x(a,b) uzayindadir denir. k = 0 secilirse L,(a,b) uzayma indirgenir

20, 47].

Tanim 3.1.5 f € L[0,00), h(x), [0,00) tizerinde pozitif, monoton artan bir fonksiyon,

h'(z) tirevi [0, c0)’da siirekli ve h(0) = 0 olsun. [0, 00) araliginda tammh ve 1 < p < o0

111y = ( / ) 1f<t>\ph'<t>d<t>)’l’ < o

normuna sahip boyle reel degerli Lebesque 6lgiilebilir f fonksiyonlarimin uzayr X7[0, co)

icin

ile gosterilir. Ayrica p = oo igin
[1f1lxp= = esssupg<, <o [P (£) f(1)]

13



olarak tammlanir. Ozel olarak h(x) = z olarak almirsa X?[0,00) uzay1 L, [0, 00) uzay

ile gakigir [16].

Tanim 3.1.6 f € X}(0,00), h(x) [0,00) araliginda artan, pozitif monoton fonksiyon ve
ayn1 zamanda h/'(z), [0,00) araliginda siirekli ve h(0) = 0 olsun. f(x) fonksiyonunun

Riemann-Liouville kesirli integrali bagka bir h(z) fonksiyonuna gore

1

B0 = o / (h(t) — h(@))* (@) (2)de

seklinde tanimlanir [16, 20, 47].

Kacar ve arkadaglari, 2018 yilinda h(z)-Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren

agagidaki sonuglari elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.15 f.h ve h’, Tanim 3.1.6 ’deki sartlar1 saglayan fonksiyonlar olsun. ¢
ve g, [0,00) araliginda (3.1.9) sartim saglayan iki integrallenebilen fonksiyon ve ¢ > 0,

a, f > 0 olmak tizere
Lor(O I (1) + Ioa(D I £(8) = Ioa(D) 1 on (t) + I F(D) T £ (2)
esitsizligi gecerlidir [16].

Teorem 3.1.16 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon, h(z) ve h'(z)
Tamm 3.1.6 ’deki sartlar1 saglayan fonksiyonlar ve ¢ > 0, «, 8 > 0 olsun. (3.1.9) ve
(3.1.11) sartlar saglansin. Bu takdirde

(@) Lo (DI F(8) + Igea () I g(t) = L (DI ea(t) + I F(1) I g(8),
() LieOITg(t) + LoD f(2) > Lo (0 I (t) + I F() IR g(1),
(©)  Ifpa(OIa(t) + I F(D I g(t) > Tipa(t) I g(t) + I (8) I F(2),
(d) LoD () + IR0 g(E) = e (O g(t) + T () I (1)

esitsizlikleri gegerlidir [16].

Teorem 3.1.17 f, g, 1, p2,1¥1 ve ¥y [0,00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ve
h(z), h'(z) Tanim 3.1.6 ’deki sartlar1 saglayan fonksiyonlar olsun. Ayrica [0, 0o) araliginda
(3.1.9) ve (3.1.11) sartlar saglansin. Bu takdirde her £ > 0, o > 0 i¢gin

he(t)

m[ﬁ‘(f(t)g(t)) — i) g(t)| < \/T(f> ©1,92)T(g, 91, 12)

14



esitsizligi gegerlidir. Burada T'(u, v, w)

he®)
I(a+1)

L (w()u(t)) — Iw(t) I u(t)

T(u,v,w) = (Lyw(t) — Lyu(t)) (Lu(t) — Iv(t) + I*h(v(t)u(t))
h®)
I'(a+1)

s IR ()

—IPv(t) [Fu(t) +
+ vt [Fw(t) —

seklinde tanimlanir [16].

3.1.5 Katugampola Kesirli integralleri igin Griuss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.7 [a, b] reel eksen tizerinde sinirh bir aralik, f € L[a,b] ve a < x olsun. a > 0

ve k # —1 olmak tizere Katugampola kesirli integrali

(R+D (" kel
B / (b1 — 1) gk f(nyat,

" f(a) = f(x)

1" f(z) =

seklinde tanimlanir [20].
Kacar ve arkadaglari, 2015 yilinda Katugampola kesirli integrallerini iceren asagidaki
sonuclari elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.18 f € L[0,00) ve k > 0,t >0, o, 5 > 0 olsun. ¢; ve g9, [0,00) araliginda

(3.1.9) sarti saglayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde
IRy ()T f(H) + I pa(t) IPF £(8) = I oa () 17 pu (8) + I7F F( TPV £ ()
esitsizligi gecerlidir [17].

Teorem 3.1.19 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon ve k > 0, ¢ > 0,
a, >0 olsun. (3.1.9) ve (3.1.11) sartlar1 saglansin. Bu takdirde

(a)  IPRG (I F(1) + I™F oo ()1 g(t) > PR (6)1Fga(t) + I F(1)T7*g 1),
(0) IR (DI g(t) + I o (NI (1) > I ou ()14 (t) + IF (I g(1),
(&) I™Fpat) ¥ (t) + I F(D)IPFg(t) > Ta(t) 7 g(t) + PFun(t)IF £ (1),
(d) IR (OI () + IF FOIPg(t) > I™Foy (VTP g(t) + I, (O £ (1)

esitsizlikleri gegerlidir [17].
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Teorem 3.1.20 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon ve ¢y, 9,9y ve
g [0,00) arahiginda (3.1.9) ve (3.1.11) sartlarim saglayan integrallenebilen fonksiyonlar
olsun. Bu takdirde her t > 0, £ > 0, a > 0 i¢in
toE D (4 1)1
['a+1)

esitsizligi gecerlidir. Burada T'(u, v, w)

I*F(f()g(t) = I f(OI*g(t)| < VT (f, 01, 02)T (g, 91, 2)

T(u,v,w) = (I w(t) — I%"u(t)) (I**u(t) — I1**v(t))

(k + 1)1—ata(k+1) Io"k(v(t)u(t)) — I“’kv(t)]a’ku(t)

I(a+1)
1—asa(k+1)
+ & +F1()a +t1) 1o (w(E)u(t)) — I w(t)1*u(t)
ka1t — FEDT ek )

I'(a+1)

seklinde tanimlanir [17].

3.1.6 Genellestirilmis Katugampola Kesirli integral Operatorii igin Griiss
Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.8 (a,b) araligindaki ||¢]|x» < oo sartin saglayan kompleks degerli Lebesque
olciilebilir ¢ doéniigiimlerinin uzayr X?(a,b) (c € R 1 < p < o0) olsun. Burada

b du 1/p
= [lw@r®) " a<pes

e

ve

lellxz = esssup,e(up zle(2)]].

seklinde tanimlidir.
c=1/p (1 <p< o0) igin X? uzay:
b 1/p
Il = ([ orar) <o 1 sp<o)
[flloo = esssup,<,<| f(1)]

normlar ile klasik L,(a, b) uzayma doniigiir [21].

Tanim 3.1.9 0 < a < z < b < o0, ¢ € XP(a,b), « > 0 ve B,p,n,k € R olsun. ¢

fonksiyonunun sol ve sag tarafli kesirli integralleri

1-8 .k T p(n+1)—1
p 708 . P i T

16



ve

1-8,.0m b K+p—1
] 1% X T
o(x o(1)d
b—m,k ( ) F(OZ) /x (Tp xp)l—a (T) T

seklinde tammlanir [22].

Sousa ve arkadaslari, 2017 yilinda genellegtirilmis Katugampola kesirli integralini

iceren asagidaki sonuglari elde etmiglerdir:

Ayrica o > 0, z > 0 ve 3, p,n, k € R olmak iizere geligimi ve gosterimi kolaylagtirmak
icin
_ F(ﬂ + 1) p—an+p(n+a)

APPB —
az,n(a777) F(n—l—a—i— 1)

fonksiyonunu tanimlanmisglardir.

Teorem 3.1.21 f ve g, [0, 00) araliginda (3.1.4) sartin saglayan integrallenebilen fonksi-
yonlar olsun. Bu takdirde her f,x € R, x >0, a >0, p > 0 ve n > 0 i¢in
7/3 a,B a,f a,B
AL (aun) Il fg(a) — PIY f () PIylg(2))]
< (A22(a,m)” (M —m)(P - p)

esitsizligi gecerlidir [41].

Teorem 3.1.22 f ve g, [0, 00) araliginda (3.1.4) sartini saglayan integrallenebilen fonksiy-
onlar olsun. Bu takdirde her 8,k € R, x >0, « > 0, v > 0 ve n > 0 i¢in

(A2 (cm) P12 Fo(x) + ALY (v, m) PLY fg ()
— ISP f(w) Py Rg(x) — 1P () oI <>)2
[(MAZ () =PI () (P f @) = mAZE(y,m)
(LI f () = mAZ () (MALL () — Wf(a:m
x [(PALE(a,m) = PI2f <x>><ﬂf;;ﬁg<x> m777)
+( P15 g(x) — pALL(a,m)) (PALE (v, m) = 172 g(x))]

IN

esitsizligi gecerlidir [41].

3.1.7 Hadamard Kesirli Integral Operatorii I¢in Griiss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.10 o € R olmak tizere bir f(x) fonksiyonunun «. mertebeden Hadamard

kesirli integrali, her > 1 i¢in

WDiEf ) = s / (D)



seklinde tanimlanir [6].

Chinchane ve arkadaglari, 2014 yilinda Hadamard kesirli integralini iceren agagidaki

sonuclari elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.23 f ve g, [0,00) arahiginda (3.1.4) sartim saglayan iki integrallenebilen
fonksiyon olmak tizere

(Int)® Y » B
mHDl’”’fg(t) ~H Dl,mf(t)HDl,a:g(t)’ = (

esitsizligi gecerlidir [7].

(Int)> \?
m) (M —m)(P —p)

Teorem 3.1.24 f ve g, [0,00) arahiginda (3.1.4) sartim saglayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢ > 0, o > 0, § > 0 igin

(Int)® Cu (Int)? _
(mHDu g(t) + mHlefg(t)

2
—uD ¢ f(t)uDy ) g(t) — HD;,ff(t>HD1,?g<t)>

< [(Mrilan—ﬁ) — wDiEf) (uDT A1) - m%)

+(HDJXQ)—WLUHUQ)<Aﬁfmw5 —HDJVQDI

Ia+1) (B+1)
(Int)® Cu _ (Int)?
<Pm - HDl,t g(t)) (HDl,th(t) - pm)
a (Int)™ (Int)? _
+(HD1,t g(t) _pF(a n 1)) <PF(5 ) - HDl,fg(t>)]

esitsizligi gecerlidir [7].

3.1.8 Hipergeometrik Kesirli Integraller i¢in Griiss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.11 C, uzayi, C[0, 00) araliginda siirekli fonksiyonlarin kiimesi, f; € C|0, c0),
A € R, p> Xolmak iizere x > 0 i¢in f(z) = 2P f1(z) formunda temsil edilebilen tiim f(x)

fonksiyonlarinin uzayidir [13].

Kalla ve Rao, 2011 yilinda bu C) uzayinda Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile ilgili
olan agagidaki kesirli integrali tanimlamislar ve bu kesirli integral yardimiyla Griiss tipli

esitsizlikler elde etmislerdir:
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Tanmim 3.1.12 f € O, olsun. a > maz{0,—(n+ 1)}, n— B > —1, B < 1 igin K*P1f

kesirli integrali

PA-platn+l) 5,
L(n—p+1)

seklinde tanimlanir [18]. Burada Ig‘f f a. mertebeden sag tarafli Gauss hipergeometrik

(K27 f) () = (167 f) ()

kesirli integrali olup a > 0, 8,1 € R olmak tizere (0, 00) araliginda reel degerli siirekli bir
f(z) fonksiyonu i¢in

x—oh

) = s [[a=oetn (a soman = D) o

seklinde tanimlanir [33].

Teorem 3.1.25 f,g € C), [0,00) arahiginda (3.1.4) sartim saglasimn. Bu takdirde her
x>0; a>max{0,—(n+1)};n—F>—1; 8 <1igin

| K0 fg(x) — K*PM f(2) K*Pg(x)| < =(M —m)(P — p)

»Jklr—‘

esitsizligi gecerlidir [18].
Teorem 3.1.26 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde
K97 fg(a) > K27 (@)K g(x)

esitsizligi gecerlidir [18].

Curiel ve Galué, [10]’da Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile ilgili bir kesirli integrali

agagidaki gibi tamimlamiglardir.

Tanim 3.1.13 a > 0,6 > —1 ve 8,7 € R olsun. Bu takdirde reel degerli siirekli bir f(z)
fonksiyonu icin o.. mertebeden I¢#79 genellestirilmis kesirli integrali
x—a—ﬁ—2(5

a,B,m,0 —
[t ! f(.l?) - F(Q’)

/x oz — 1)y Fy (CY +B+0, =51 — i) f(t)dt
0

seklinde tanimlanir. Burada o F7(-) Gauss hipergeometrik fonksiyonu olup

o)

QFlabct Z Z

n=

seklinde ve (a),, Pochhammer sembolii olup n € N i¢in
(@), =ala+1)..(a+n—-1); (a)=1

seklinde tanimlanir.Ayrica N pozitif tam say1 kiimesini gosterir.
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Wang ve arkadaslari, 2014 yilinda C uzayinda Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile
ilgili olan agagidaki kesirli integral operatoriinii tanimlamiglar ve bu operatori kullanarak

Griiss tipli egitsizlikler elde etmiglerdir.

Tanim 3.1.14 f € C) olsun. o > maz{0,—(d+n+1)},f—-1<n<0,<1ved > —1
icin K f kesirli integrali

I(1—B)T(a+d6+n+ 1):(;/”(S
L(n—B+1)I(6+1)

(K27 f) () = (L7770 f) ()

seklinde tammlanir [48]. Burada I%"° Tanm 3.1.13'de verilen Gauss hipergeometrik

kesirli integralidir.

Teorem 3.1.27 f, g € C, olmak tizere [a, b] araliginda tanimli, integrallenebilen ve [0, c0)
araliginda (3.1.4) sartin1 saglayan iki fonksiyon olsun. Bu takdirde her x € [0,00); a > 0,
0>—-1vef,neRigina+ F+0>0ven <0 olmak tizere

Kta,ﬂmﬁfg(x) — Kf"ﬁ’”’éf(x)Kf’ﬂ’n’Eg(I) < —(M —m)(P—p)

N

esitsizligi gecerlidir [48].

Teorem 3.1.28 f ve g, [0, 00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde her

x€[0,00);a>0,0>—1ve,neRigcina+ 4+ >0ven <0 olmak lizere
Ke8 fgla) = K909 () K9 )

esitsizligi gecerlidir [48].

Choi ve arkadaslari, 2015 yilinda Tanim 3.1.13’de verilen Gauss hipergeometrik fonksi-

yonunu iceren kesirli integraller i¢in agagidaki sonucu elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.29 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon, o1, @2, 11 ve g
[0,00) araliginda (3.1.9) ve (3.1.11) sartlarmi saglayan dort integrallenebilen fonksiyon
olsun. Bu takdirde t > 0, a > max{0,—5 — p}, p> -1, <1ve f—1<n<0igin
L(1+ )01 — B+ n)t P~
Fr1-r(l+p+a+n
< VT(f,01,02)T(g, U1, 02)

#Ia,ﬁﬂl,ﬂ t t _ ]CV,B,??,.LL t ]aﬁﬂ%.u t
¢ f()g(t) t f1 g(t)
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esitsizligi gecerlidir. Burada

T(u,v,w) = (IFPMw(t) = [P u() (I u(t) — 770 (t)
I(1 (1 - t=h-r
(1+ p)I( B+mn) [f"ﬁ’"”‘v(t)u(t)
-1+ p+a+n
— IOy () I PO ()
L1+l —p6+ 77>t_ﬁ_”]a,ﬁ,n,u
T(1-8)T(1+p+at+n *
— IO ) I u(t) + TP () I w(t)
L1+ p)I'(1 -8+ n)t’ﬁ’“ B,

TTA- AT+ ptaty t  v®wd)

w(t)u(t)

seklinde tanimlanir [9].

Akkurt ve arkadaglari, 2016 yilinda Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile iligkili kesirli
integral operatoriinii tanimlamig ve bu kesirli integral operatorii icin asagidaki sonuclari

elde etmislerdir:
Tamm 3.1.15 f € X} olsun. @ > maz{0,—(0+n+1)},8-1<n<0,8<1ved > —1
icin K Z‘(’g’""s f kesirli integrali

I'(1—B)T(a+6+n+1)
I'(n— B+ +1)

(K™ () = h(a) (1™ ) ()

seklinde tamimlanir. Burada I}?(’g’""s f, a. mertebeden genellestirilmis Gauss hiperge-
ometrik kesirli integrali olup o > 0, § > —1, 5,7 € R ve h(x), (0, ] lizerinde artan,
siirekli tiireve sahip pozitif monoton bir fonksiyon olmak tizere reel degerli siirekli bir

f(z) fonksiyonu i¢in

a,B,m,0 . h(x)—a—,é’—Z(? * ) a—1
@) = M JRCREERT)
. (F (aww, pasl— %)) W) (0t

seklinde tanimlanir [3].

Teorem 3.1.30 f,g € X} [a,b] araliginda tanimli, integrallenebilen ve [0, 0o) araliginda
(3.1.4) sartim saglayan iki fonksiyon olsun. Bu takdirde her x € [0,00); a > 0, 0 > —1 ve
B,meRicin a+ F+4d>0ven <0 olmak iizere

,B,m,0 ,B,m,0 ,B,m,0
Ko™ fa(x) — Ko™ (o) K™ g ()| <

) (M —m)(P —p)

| =

esitsizligi gecerlidir [3].
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Teorem 3.1.31 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde her

r€[0,00);a>0,0>—1vef,neRigina++0>0ven <0 olmak iizere

a,B,m,0 a,B,m,6 a,B,m,8
Kpg™ fa(a) > K™ f () K™ g ()

esitsizligi gegerlidir [3].

Saxena ve arkadaslari, 2016 yilinda Tanim 3.1.13 ile verilen hipergeometrik kesirli

integral operatorii yardimiyla agagidaki sonuclari elde etmislerdir:

Teorem 3.1.32 f, p; ve o, [0,00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar olsun ve
(3.1.9) sart1 saglansin. Bu takdirde ao > max{0, =5 —u}, v > maz{0, -0 —v}, p,v > —1,
B,0<1l,—1<n<0ved—1<( <0 olmak iizere t > 0 i¢in

PP AP (E) + I a1 £ 1
> IO (0)+ IS O1 ()

esitsizligi gecerlidir [37].

Teorem 3.1.33 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ¢y, ¢, 1y
ve g, [0,00) araliginda dort integrallenebilen fonksiyon olmak iizere (3.1.9) ve (3.1.11)
sartlart saglansin. Bu takdirde ¢ > 0, « > maxz{0,—5 — u}, v > max{0,—§ — v},
wrv>—-1,0860<1,0—-1<n<0ved—1<(<0igin

(a) LS g () I P f () 4 TP oo (4) 15 g (¢
IOt oo () IO 4y (£) + TP f ()1 g (8),
(0) LY @ () I P g (8) + TPy () 10
L2 ()1 01 (0) 4 IO g (1)
() L oa()I Mt + I f (1)1 g
ISR ou ()T g 0) + 17 PO (),
(@) R eI ) + IO ()1 g0
> I (I () + [P I (1

v

f(t
f

v

t

t

(
(
(
(

v

)
)
)
),
)
)
)
)
esitsizlikleri gecerlidir [37].
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3.1.9 Saigo Kesirli Integral Operatérii Icin Griiss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.16 « > 0 ve 3,7 € R olsun. Bu takdirde reel degerli siirekli bir f(z) fonksi-

yonu igin . mertebeden Ig 51 Saigo kesirli integrali

St

I(a)

57 (@) =

/x(ﬂf — 1) LR <a + B, —n;a;1 — é) f(t)dt
0

seklinde tamimlanir. Burada o F7(-) Gauss hipergeometrik fonksiyonudur [33].

Chinchane ve arkadaglari, 2014 yilinda Saigo kesirli integralini igeren agagidaki sonuglar:

elde etmislerdir:

Teorem 3.1.34 u ve v, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon, @1, 2,11 ve 1o
[0, 00) araliginda (3.1.9) ve (3.1.11) sartlarim saglayan dort integrallenebilen fonksiyon
olsun. Bu takdirde her z > 0, o > maz{0, -G}, 5 <1, f — 1 < n < 0 olmak iizere
I'(l—pF+mn) 8 8 B
Ia, N . Ia, N ]a, N
s 2 o) = F 52
< VT (u, 1(2), 92(x)T (v, 91 (x), o))

esitsizligi gecerlidir. Burada

Tabe) = (L") = 15" a(@)]) (1507 a(@)] - 15 b(e)])
F(l - 5 + 77) a,B,m

T BT o+ gap e La@)]

162 b)) 6" ()]
0P e ca(e)

(1 - B)0(1+a+n)z? "

L@ o)) + 1 (@) el)]

I'l—p+n) o
B )1 0+ g)ar o Do)

_|_

seklinde tanimlanir [8].

Teorem 3.1.35 wu, [0, 00) araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun ve (3.1.9) sart1
saglansin. Bu takdirde her z > 0, & > max{0, -5}, ¥ > max{0,—¢}, 6 <1, -1 <
n<0,¢<1,¢—1<( <0 olmak tlizere

Ly (@1 (2) 52 " ()] + Lo " @o () g [f ()
> 15y " [@a(@) L [ (2)] + L5 " F (2)) o 1f ()

esitsizligi gegerlidir [8].
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Wang ve arkadaglari, 2014 yilinda Saigo kesirli integralini igeren agagidaki sonuglari

elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.36 f, p; ve s, [0,00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar olsun ve
(3.1.9) sart1 saglansin. Bu takdirde a > maz{0,—3}, < 1, -1 <n <0, v >
maxz{0,—d}, 6 <1ved—1< ¢ <0 olmak iizere t > 0 igin

a,f3, a,f, ,0, a,f3, a,f3, ,0,
Igt 901( )IO,tIB Tf(t) + [O,tﬁ n‘PQ(t)I&t <f<t> > [o,tﬁ Yoot )[(;Yt ‘P1< )+ Io,tﬁ "f(t)[&t Cﬂt)
esitsizligi gegerlidir [49].

Teorem 3.1.37 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ¢1, s,
Yy ve 1y dort integrallenebilen fonksiyon olmak (3.1.9) ve (3.1.11) sartlar saglansi. Bu
takdirde ¢t > 0, « > maz{0,—0}, 8 < 1, -1 <n < 0,7 > max{0,—6}, § < 1 ve
0—1<(¢<0igin

(a) I (ISP F () + Io o () 157 g (t
> [a,ﬁn ()[val() [a,ﬁnf(t)[vﬁ t),

(0) I o1 (0I5 () + 15 (1),
I67 b (017 pr (1) + 19379 () I

(€) I3 oa(O I Mo (t) + I F () I3 g
I57 Moo (I3 g(8) + 1977 F () IS 4o (2),
(d) I o1 (I M (1) + I F () I3 g
> I or (0107 g (1) + 157 F(O I (E

'stgft
0

(
(
(
19 4t
(
(
(
(

v

v

esitsizlikleri gegerlidir [49].

3.1.10 Genellestirilmisg Kesirli integral Operatorii igin Griss Tipli Esitsizlikler

Tamim 3.1.17 o(k) (k € Ng = NU{0}) pozitif reel sayilarm siirh bir dizisi olmak tizere,

. k
S;)\(.T) _ F:;()\O)»Cf(l),“.(x) _ ka; (p, A > O,I' c R)

seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir simfi Raina [32] tarafindan tanimlanmigtir. Bu
fonksiyon yardimiyla, [32]’de Raina ve [2]’de Agarwal ve arkadaglari, A\,p > 0, w € R ve

o(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

Torarwtle) = [ (@ =P IFula = Vot > a
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b
Tors @) = [ (=P 7wl — 2V lel0de, o <b

sol ve sag tarafli kesirli integral operatorlerini tanimlamiglardir.

Tung ve arkadaglari, 2017 yilinda genellestirilmig kesirli integrali iceren agagidaki

sonuclar1 elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.38 f ve g, [0,00) araliginda (3.1.4) sartim saglayan iki fonksiyon olsun. Bu
takdirde o(k) (kK € Ny = NU{0}) pozitif reel sayilarin smirh bir dizisi olmak iizere her
t,p, A >0 vew € R icin

|t/\ A+1[Wt ]jpg,,\,OJr;w(fg)(t) - [j;A,0+;w(f)(t)][ plj,,\,o+;w(9)(t)”

< L, O (P — )

esitsizligi gecerlidir [46].
Teorem 3.1.39 f ve g, [0, 00) araliginda (3.1.4) sartin1 saglayan iki fonksiyon olsun. Bu

takdirde oy (k), oa(k) (k € Ng = NU {0}) pozitif reel sayilarm sinirh dizileri olmak tizere
her t > 0, p1,p2 > 0, A1, Ay > 0 ve wy,wy € R igin

|:t>\2f/;‘22)\2+1[w2tp2] pgll,/\l,0+;w1(f9)( )+ tklf;’f ,\1+1[W1tm] po;,)\z,o—i-;wg(fg)(t)

T 015 DT 010D = T 01 DV OT g 01 (@O

(M F7 s 1) = T340 D)O) (T1a0) = et
+ (Mt/\Q-FZ;AQH[WﬂpZ] = T pra 04 wg(f)(t)) ( a0 ) (E) — mt/\lj'—;l,\ﬁl[wltm]) }
X [ (Pt/\lfpall,,\lﬂ[wltm] AL 001 (9)®) (7, oo 0410 (9) () — tAQ‘Fp; =)
(Ptkz}—(72 [wat] — p2 >\2 0+; wz 9)(t) ) ( o1, >\1 0+; w1< )(t) — 1075Al o1 )\1+1[w1tp1])}

p2,A2+1
esitsizligi gecerlidir [46].

IN

3.1.11 Uyumlu Kesirli integral Operatorii igin Griuss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.18 a € (n,n+1],n=0,1,2,... ve § = a — n olsun. Bir f fonksiyonunun sol

uyumlu kesirli integrali

@00 = o [ (= 07— o )i

ve sag uyumlu kesirli integrali

() = [ @ty b—) s

seklinde tanimlanir [1].
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Mumcu ve Set, 2017 yilinda uyumlu kesirli integral operatoriinii igeren asagidaki

sonuclar1 elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.40 f ve g, [0,00) araliginda (3.1.4) sarti saglayan iki integrallenebilen
fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, a € (n,n+ 1|, n=0,1,2,... i¢in

«

SB Lo = L)1) — (] () (Tag(0)

< (;—;B(wr 1, — n))2 (M —m)(P —p)

esitsizligi gegerlidir [28].

Teorem 3.1.41 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde
hert >0, a € (n,n+ 1] ve g € (k,k+1],n,k=0,1,2,... igin

o 8
(%B(n + 1, —n)(Isfg)(t) + Z'B(k +1,8—k)(I.fg)(t)

—(Laf)(t)(I39)(t) — (Iﬁf)(t)(fi)(t)>

n! k!

< (taB(nJr Lo —n)(Isf*)(t )tﬂB(k'Jr LB = k)Taf*)(t) - 2(Iaf)(t)(fﬁf)(t)>

a B
x(%Bm+La—MUw%m;Bw+1ﬁ B Xﬂ—%h@@UMWO
esitsizligi gecerlidir [28].

Teorem 3.1.42 f ve g, [0,00) arahiginda (3.1.4) sartin saglayan iki integrallenebilen
fonksiyon olsun. Bu takdirde her ¢t > 0, a € (n,n+ 1] ve g € (k,k+ 1], n,k =0,1,2,...

icin

<2:;B(n+1 a—n)(Isfg)(t) + k'B(’Hl B = k)lafo)®)

—(Laf)(®)(Lpg) () = (Iﬁf)(t)(f,f{)(t)>

< (M n+1a—n><mﬁ@0(@#x>—%§3%+Lﬁ—kQ
+< Bm+La—n0(%ﬁB@+1ﬁ k)(@ﬁ&ﬂ]
[ ——B”+1a—n)(QW@O(UMX)—ETB@+15 0)
(1)) = B+ Lo =) ) (BB 15— 1) - <Iﬂg><t>)]
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esitsizligi gecerlidir [28].

3.1.12 Yeni Uyumlu Kesirli integral Operatorii igin Griiss Tipli Esitsizlikler

Tanim 3.1.19 o, > 0 olmak iizere bir f fonksiyonunun sol ve sag tarafli yeni uyumlu

kesirli integral operatorii sirasiyla

o L@ —(t—a)* T (1)
3 f(x)_F(ﬁ)/a ( - ) G dt (3.1.15)

ve

SO L U ey ) o 1)
s = [ () e

seklinde tammlanir [15].

(3.1.15)’de @ = 0 alinirsa

st - o [ (25) "

olur [39].

Set ve arkadaslari, 2018 yilinda yeni uyumlu kesirli integral operatoriinii iceren agagidaki

sonuclari elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.43 f ve g, [0,00) arahiginda (3.1.4) sartin saglayan iki integrallenebilen
fonksiyon olsun. Bu takdirde her a, 5 > 0 igin

e
‘W

e ’
< (srzrme) - miP -

esitsizligi saglanir [39)].

I3 (f9)(t) = PI(E) I3 (9)(1)

Teorem 3.1.44 f ve g, [0,00) araliginda (3.1.4) sartin saglayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her «, 8,7 > 0 i¢in

to? tor
(W U + s )0
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Mtaﬁ ~a T~ mite™
- (W— E W)) ’ (f)“)_wwf)
Mt o~ ~o miteP
e Y <f)“>> A <ﬁ+1>aﬂ>]

['(B+1)a?

pter n o toh
+ T+ Do J (9)(t)> (BJ (9)(t) — W)

esitsizligi gecerlidir [39].

x ((PL— o)) Tﬁ&(g)(t)—ﬂm)

Rahman ve arkadaglari, 2018 yilinda yeni uyumlu kesirli integral operatoriinii iceren

asagidaki sonuclari elde etmiglerdir:

Teorem 3.1.45 f, [0,00) araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. (3.1.9) sarti
saglansin. Bu takdirde ¢t > 0, o, 5 > 0 i¢in

C T () T1F(8) + T oa(8)7 T f(E) = T pa(t) T (t) + T f(£)7 T f ()

esitsizligi gecerlidir [31].

Teorem 3.1.46 f ve g, [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. (3.1.9) ve
(3.1.11) sartlar saglansin. Bu takdirde t > 0, o, > 0 igin

(@) T (&)7 TP F(E) + T ()7 T g(t) = T 0a(8)7 T i (E) + T (1) T (1),
(b)  PTMeL()T g(8) + T ()T () = T pu ()7 T s (t) + T F(8)7 T g (),
(€)  “TMpa(t) 7T a(t) + T F(£)7 T g(t) = T pa(t) T g(t) + P T ()T £ (1),
(d)  *Tru() T (t) + T F(4)7 T g(8) = T on(8)7 T g(t) + T f ()7 T ()

esitsizlikleri gegerlidir [31].

Teorem 3.1.47 f, g, ¢1, @2, U1 ve 1y, [0,00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar
olsun, (3.1.9) ve (3.1.11) sartlar saglansin. Bu takdirde her ¢ > 0, a > 0 i¢in

,ual“zi:_ 1)a‘]ufg(t) =) TR (t)] < \/T(f, e1,02)T(g,%1,12)

esitsizligi gecerlidir. Burada T'(u, v, w)

T(u,v,w) = (“JHw(t) —*J u(t)) (“J u(t) —*J o(t))

ho he

a T t _ xgu tOé 12 t a T t
+—,ua1"(oz+1) Jrou(t) — *JHo ()T u()+—uaf‘(a+1) JPwu(t)
o
O Jh (4) TR O Jho (4 JH _ a g
Jrw(t)* T u(t) + * JH o (t)* T w(t) Tt 1) Jrow(t)

seklinde tanimlanir [31].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Genisletilmis Genellestirilmis Kesirli integral Operatori igin
Griiss Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde genisletilmis genellestirilmis kesirli integral operatorti ile ilgili baz1 tanimlar

ve teoremler verilecektir.

Tanim 4.1.1 E,(z) ile ifade edilen temel Mittag-Leffler fonksiyonu Re(a) > 0 igin
Mittag-Leffler tarafindan,

ZF 1+ ak)

k=0

seklinde tammlanir [25].

Tanim 4.1.2 «,5,p,A € C, Re(a) > 0, Re() > 0 ve f € Lla,b] olsun. €(a, 3,p,\)

kesirli integral operatorii Prabhakar tarafindan,

e(a, B, p, N) f(x) = /x(x — t)ﬁ’lEgvﬁ)\(x —)“f(t)dt, a<z<b (4.1.1)

seklinde tamimlanir[29]. Burada

B!, = ; —F(sz)fﬂ)n! (4.1.2)

ve I', gama fonksiyonudur.

Tanim 4.1.3 2,6,v,w,k € C, Re(a) > max{0, Re(k) — 1}; min{Re(B), Re(k)} > 0 ve

f € Lla,b] olsun. €7 ;¢ kesirli integral operatorii Srivastava ve Tomowski tarafindan,

@) = [ @B - 0l o) (LY

seklinde tanmimlanir[42]. Burada E);(z) fonksiyonu,

EA’F” 4.1.4
;F om—l—ﬁ n‘ ( )

seklindedir[42].

Ozel olarak k = ¢ (¢ € (0,1) UN) ve min{Re(83), Re(y)} > 0 almrsa, Shukla ve
Prajapati tarafindan tanimlanan,

TL

Z F (an + 3) n! (4.1.5)

n=0
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fonksiyonu elde edilir[40]. Burada (),

~ I(y+qn)
(Vgn = O

seklinde tanimlanan genellestirilmis Pochhammer semboliinii gosterir ve I', gama fonksi-

yonudur.

Tanim 4.1.4 «, 3,7, € C, min{Re(«a), Re(B), Re(y), Re(d)} > 0, p,g > 0, ¢ <

Re(a) +p, f € Lla,b] ve z € |a,b] olsun. EZJ%quﬁ kesirli integral operatorii Salim ve

Faraj tarafindan,

(o D) = [ (o= 0P B wla — 1)) (1.16)

seklinde tanimlanir[34]. Burada
18 () — On 2" 4.1.7
a,ﬁ,p(z) Z:; F(om + ﬂ) (5>pn ( )

seklinde olup ()4, genellestirilmis Pochhammer semboliinii gésterir ve I', gama fonksiyo-

nudur.

Tanim 4.1.5 p > 0, ¢ > 0, w,§,\,0,¢,p € C, Re(c) > 0, Re(p) > 0, Re(o) > 0,
Re(0) > 0 f € Lla,b] ve x € [a,b] olsun. (efjf’z’i f) kesirli integral operatérii Rahman ve

arkadaslar1 tarafindan,
(e:’fgif)(x) = / (x — T)"_lEg:g’c(w(x —71)p)f(T)dr (4.1.8)

seklinde tammlamr(30]. Burada E%%¢(z;p) fonksiyonu,

o0

B,(0 +ng,c—0) (C)ng 2"
0,q,¢( . — )4 ) q <
o (z:p) Z B(6,c—9) T(pn+o)n!

n=0

(4.1.9)

seklindedir. Burada B, beta fonksiyonu, B,, genisletilmis beta fonksiyonu, (), genellestiril-

mis Pochhammer sembolii ve I', gama fonksiyonudur.

Mittag-Leffler fonksiyonunun daha genigletilmis ve genellegtirilmis versiyonu literatiirde

agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Tanim 4.1.6 p,o0,7,0,c € C, Re(p), Re(o), Re(t) > 0, Re(c), Re(d),>0ile p >0, r >0
ve 0 < ¢ < 7+ Re(p) olsun. E%"%¢(z;p) genisletilmis genellestirilmis Mittag-Leffler

p707T

fonksiyonu,
(o]

B,(d + ng,c—90) (¢)n <
6,7‘,(],0 . = P :
EGS (2;p) Z B(6,c—96) T(pn+0)(T)pr

n

(4.1.10)

n=0

eklinde tanimlanir [4]. Burada B, beta fonksiyonu, B,, genigletilmig beta fonksiyonu,

g
(€)ng, genellestirilmis Pochhammer sembolii, ve I', gama fonksiyonudur.
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Sonug 4.1.1 (4.1.10)’da verilen Mittag-Leffler fonksiyonu agagidaki fonksiyonlarm bir

genellemesidir:

(i) p = 0 alinirsa, (4.1.10) Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan (4.1.7) fonksiyonuna

indirgenir.

(ii) 7 = r = 1 alinwrsa, (4.1.10) Rahman ve arkadaglar1 tarafindan tanimlanan (4.1.9)

fonksiyonuna indirgenir.

(iii) p = 0 ve 7 = r = 1 alinwrsa, (4.1.10) Shukla ve Prajapati tarafindan tanmimlanan

(4.1.5) fonksiyonuna indirgenir(Ayrica bkz.[42]).

(iv) p=0veT =r = ¢ = 1 almursa, (4.1.10) Prabhakar tarafindan tanimlanan (4.1.2)

fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.1.1 (4.1.10)’deki seri ¢ < r 4+ Re(p) olmasi koguluyla z'nin tiim degerleri

PrR(p)ReP) . S .
CREOID iy Bz p)

icin mutlak yakinsaktir. Ayrica, ¢ = r + Re(p) ise, |z] <
yakinsaktir[4].

wv&‘]ﬂ“,c f

Genisletilmis genellestirilmig Mittag-Leffler fonksiyonu yardimiyla elde edilen €} s

kesirli integral operatorii agagidaki gibi tanimlanmaigtir.

Tanim 4.1.7 w,p,0,7,0,¢ € C, Re(p), Re(o), Re(t) > 0, Re(c) Re(d) > 0ile p > 0,

w767r?q1C
a+ 7p7O7T

q>0ve0 <r < g+ Re(p), f € Lla,b] ve x € [a,b] olsun. e f genigletilmig

genellegtirilmis kesirli integral operatorii,
(estraf) (wip) = / (x — )7 B (w(a — )5 p) (1)t (4.1.11)
seklinde tanmmlanir[4].

Sonug 4.1.2 (4.1.11)’de verilen kesirli integral operatorii agagidaki kesirli integral ope-

ratorlerinin bir genellemesidir:

(i) p = 0 ahmirsa, (4.1.11) Salim ve Faraj tarafindan tamimlanan (4.1.6) kesirli integral

operatoriine indirgenir.

(ii) 7 = ¢ = 1 alinirsa, (4.1.11) Rahman ve arkadaglar tarafindan tanimlanan (4.1.8)

kesirli integral operatoriine indirgenir.
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(i) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 ahmrsa, (4.1.11) Srivastava ve Tomovski tarafindan

tanimlanan (4.1.3) kesirli integral operatoriine indirgenir.

(iv) p=0veT =1 =¢=1almrsa, (4.1.11) Prabhakar tarafindan tanimlanan (4.1.1)

kesirli integral operatoriine indirgenir.

(v) p = w = 0 alimrsa, I7, sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integraline indirgenir.

Bu operator ile ilgili su ozelligi verebiliriz:

Teorem 4.1.2 w,p,0,7,0,¢c € C, Re(p), Re(o), Re(1) > 0, Re(c) > Re(d) >0, p >0,
0 <r<gq+Re(p)ile f € Lla,b], x € [a,b] olsun. € fp kesirli integral operatori L|a, b|

tizerinde sinirh ve

leztee flh < ClIf I
esitsizligi gecerlidir[4].
Burada C' (0 < C' < 00) sabiti agagida verildigi gibidir.

C = (b— )t Z|B (6 4 nr,c = )| ()| (b — a)Fe@)
= |B(0,c—0)]  (Re(p)n+ Re(0))[C(pn+0)|  |(T)ngl

Bu boliimde yukarida verilen tanim ve teoremlerden hareketle, genisletilmis genellesgtirilmis
kesirli integral operatortinii kullanarak Griiss ve Griiss tipli esitsizliklerin yeni genellestirme-

leri elde edilmistir.
Lemma 4.1.1 f, [0,00) araliginda
m< f(z) <M (4.1.12)

sart1 altinda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu takdirde Tanim 4.1.7'nin hipotezin-

deki parametrelerin sartlar: altinda

2
w,0,r,q,c X w,d,r,q,C .
RGN (CREIE0)
= (MR G N (€5t p) - m(elr 1))
(e T D (PG I = I —m])(E:p) (4.1.13)

esitligi gecerlidir.
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Ispat. f, [0,00) araliginda integrallenebilen ve (4.1.12) sarti saglayan bir fonksiyon

olsun. Herhangi s, € [0, 00) igin

(M = f(1) (f(s) =m) + (M = f(s)) (f(I) = m)
— (M = f(5)) (f(s) =m) = (M — f(1)) (f(I) —m)
= [(s)+ F2(1) = 2f(s)f (1) (4.1.14)

esitligi yazihr. (4.1.14) esitligi (£ — )PV E*"2(w(t — 5)*; p) ile carpilip [0, ¢] iizerinde ’e

ahB?T

gore integral alinirsa

(M - £) ( [ = o Bt = ) o)

[ (6= s Bt - s)%p)czs)

+ (M /Ot(t — )P BN (w(t — 5)%; p)ds

- [ sy met - S)”;p)f(S)d8> (1) - m)

= [ s B ) (M £ ()~ M ds
— O = 10 (1) = m) [ (6= B ol — o))

= [ = B = ) P+ PO [ (0= 9 B it = 9 p)ds

“27(0) [ (6= ) Bl — ) 50
elde edilir. Basit bir hesaplama ile,
(M = £0) (€552 1) (t.p) = mleg 75 1) ()
+ (M) W) — (52N (E) ) (F1) —m)
(B IM = I = mI)(tp) — (M = F() (F2) = m) (5775 1)t p)
(€50 f2) (6 p) + F2 (1) (g n %o 1) (8 p) — 2 (D (€2557 f) (t: p) (4.1.15)

yazilir. Simdi (4.1.15) esitligi (¢t — l)6*1E2’72?T’C(w(t — )%, p) ile garpilip [0, t] {izerinde z’e

gore integral alinirsa
t t
(o1 [~ o Bt - vpar— [ - 0P B - 00
x (5 ) (tp) = mlen4 ) ) )

t t
. ( [ =0 B = - [ -0 B - z>a;p>(ﬂ)
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< (ML) W) = (€57 )
t
—lkPJW13%?@@—D%mﬂ@$?ﬂM—ﬂU—nmwm
t
-:/(t—lW‘”ﬁ&ﬁ%w@—%Yﬁm(Nf—fU»(fU)—WwdﬂéﬁﬁﬁiD@nﬁ
0
t
= / (t = DP LB (w(t — D) p)dl (€257 £2)(t; p)
0
t
= =D B = 0 PO ()
t
—/0 (t = DP LB (w(t — 1) p) f(DAI2(e257 7 £) (£ )
elde edilir. Basit bir hesaplama ile
(Ml ) (tp) = (€52 N (€055 Nt p) = m(e?nse 1) (Ep))
(s N ) —m(e s ) )
— (€ 1) (8 p) (25755 [M — f[f — m))(t: )
(€ 1) (8 p) (2570 IM — fIf — m))(t: p)
= (€T 1) (8 p) (2570 F2) (8 p) + (€577 £2) (8 p) (€504 1) (8 p)
(2509 1) (8 p) (€257 £) (8 p) (4.1.16)
yazilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.3 Lemma 4.1.1’de p = w = 0 alalim. Bu takdirde Lemma 3.1.1°deki esgitlik
elde edilir.

Teorem 4.1.3 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen ve
m< f(r) <M, k<g(z) <K; mM,k, K eR, z € [a,b]. (4.1.17)

sartim1 saglayan iki fonksiyon olsun. Bu takdirde Tanim 4.1.7’nin hipotezindeki parame-

trelerin gartlar1 altinda
‘(62’1?{;‘1’79) (;p) = <€ija’f";q’cf) (£ p) (6212’?”9) (t;p)‘
2
< ((qﬁ;g;) (t; p>) (M —m)(K — k) (4.1.18)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. f ve g, Teorem 4.1.3 deki sartlar1 saglayan iki fonksiyon olsun.
H(s,) = (£(s) — F1) (g(s) = g(1); 5.1 € (0,8), £ >0 (4.1.19)
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esitligini tanimlayahm. (4.1.19) esitligi (t — )5 E252%(w(t — s)*; p) (t— 1) B2 (w(t —

a)ﬂ77— a7B7T

D% p); s, € (0,t) ile carpilip (0,¢) lizerinde s ve [’ye gore ¢ift kath integrali alinirsa

[ [ ot — oo = 17 B8l = ) H s, s
= 2t G (5707a) (60
=2 (edmmer) ) (65209 (1) (4.1.20)
elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa
[ [ et — oo = 17 B e~ %) H s, s
0
= [ [ Ee - - i
X EQst(w(t — 1) p) (£(s) = f(1)) (g(s) — g(1)) dsd

[ | = msee - o -

IN

1/2
X B w(t — 1)) (F(s) — £ dsdz]

X

t t
/0 / (t — )P BP0 (w(t — 5)* p) (¢t — 1)

1/2
X EX(w(t — )% p) (9(s) — 9(1)? dsdl]
= t t — S)PTLEOTAC (y(t — 5)Y: ) f2(s)ds
_ [/ ([ -9 mme - srnreu
2 [ (= s B e = 55 £(5) £ 1)
t 1/2
+ / (t— )" By (w(t — s)“;p)fQ(l)dS) (t =P B (w(t — zw;p)dl]
X [/0 (/0 (t—5)5_1Ei’72,?f(w(t—s)“;p)gz(s)ds
—2/0 (t =) ESR (w(t — 5)*:p)g(s)g(1)ds
¢ 1/2
+/0 (t— )P BRI (w(t — 8)“;19)92(1)618) (t = )P EY (w(t — l)“;p)dl]

t
(Gzzgvgiq»cf2> (t,p)/ (t — l>6_1Ei7:é?,;_c(CL)(t . l)a7p>dl
0

t
—2 (EZZZ’f;q’cf) (t;p)/ (t = D B (w(t = D)% p) f(1)dl
0
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. 1/2
= (imen) ) [ =0 B (t—l)“;p)f2(l)dl]
[ ZZ’;“ ? tp)/ot(t DI BN (w(t — 1) p)dl
2 (%) () [ (6= 0" Bl = ) gy

t 1/2
e ) )/O(t—l)ﬁ VB (w (t—l)“;p)f(l)dl]

( OJr a,B,7
2
- Pl on () o2 () )’
2
x [2 (atmmcn) () (exdmea?) (tp) =2 (25079 () }

1/2

1/2

bulunur. Yani

2
w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C
[(60+,a,‘é771) (t;p) (eaﬂ,;’ fg> (t:p) — (ea,ﬂ,ﬁ f) (t;p) (EQ,@T‘] 9) (t;p)}
< ew,é,r,q,c 1 (tp) ew,é,r,q,cf2 (tp) i €w’6’r’q’cf (tp) 2
— 0+,a,8,7 ) a,B,T ) a,B,7 )
w,d,7,q,C 1) (¢ w,0,7m,q,¢c 2 ¢ . w,0,1,q,C t 2 4121
X | €ormarl) (tp) (€252797 ) (5 p) €asr 9) (D) (4.1.21)
esitsizligi elde edilir.

(M = f(z)) (f(x) —m) = 0 ve (K —g(z))(g9(x) —k) =0

oldugundan
(e 1) () (03ne M = £IIf =m]) (t:p) = 0.
(fraen) () (55216 = gllg = K1) (t:) 2 0

esitsizlikleri yazilir. Lemma 4.1.1'den
( 5;%‘;) )(6232’?%72) (t;p) — <(€ija’,’";q’cf> (lﬁ;p))2
< (M ( e ] ) (t;p) — (6232’,’;"1’7) (t;p))
X ((eg;gj;qc f) (t:p) — (eﬁ;‘i’i’f%l) (t; p)) (4.1.22)
ve
(catmnen) o) (exizred?) m) - ((009) (59))
< ( p
X

R (1) o) - 22?‘”9) )
((:g:qc> p) — k(ﬁgj;%il)(t;p)) (4.1.23)
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yazilir. (4.1.21), (4.1.22) ve (4.1.23) esitsizlikleri kullanihirsa
w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C 2
(engen) ) (€inm ) (p) = (eoineer) @) (3509) ()]
w,0,r,g,¢C . w,0,7,9,C .
< (M (EO"",a,qﬁ,Tl) (t7p) - (604,6,7'q f) (t7p>>
w,d,1,q,C w,d,7,q,C
X ((6,1,5,7" f) (t;p) —m (60+,a§;,71> (t;p)>
< (B (mmen) (p) = (€57 (1)
< ((edmmeq) tp) =k (2051) () (4.1.24)
elde edilir. 4rs < (r + s)? r, s € R temel egitsizligi kullanilirsa
a(n (etngen) (tp) = (ehnmer) ) ((30r) p) = m (@fn4en) p)
2
w,0,1r,q,C
< ((eoia’%’Tl) (t:p) (M — m)> (4.1.25)
ve
A (K w,0,7,q,C 1 i . w,0,7,q,C t w,0,7,q,C ¢ —k w,0,7,q,C 1 t:
Coraprl) (EP) = (€asr 9) (D)) ((€ass 9) (D) €oragrl) (£P)
2
< ((egﬁggp) (t:p) (K — k)) (4.1.26)

esitsizlikleri elde edilir. (4.1.24), (4.1.25) ve (4.1.26) esitsizliklerinden istenilen sonug elde

edilir.
Sonug 4.1.4 (4.1.18) esitsizliginde parametrelerin farkl segenekleri igin

(i) p = 0 alimirsa [34]’de tanimlanan Salim-Faraj kesirli integral operatorii i¢in Griiss

esitsizligi,

(ii) 7 = ¢ = 1 alinirsa [30]’de Rahman ve arkadaglar1 tarafindan tanmimlanan kesirli

integral operatorii igin Griiss esitsizligi,

(ili) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 alinwrsa [42]’da tanimlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatorii icin Griiss esitsizligi,

(iv) p=0ve 7 = r = ¢ = 1 almirsa [29]'de tamimlanan Prabhakar kesirli integral

operatorii i¢in Griiss esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.5 (4.1.18) esitsizliginde p = w = 0 alirsa (3.1.5)deki Riemann-Liouville i¢in

Griiss esitsizligi elde edilir.
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Lemma 4.1.2 f ve g [0, 00) araliginda integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Bu takdirde

Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin gartlar: altinda
w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,r, w,0,7,q,C
{ (604;&’,%}1) (t;p) (6aj91;q’ f9> (t;p) + (60+ a%ﬂ) (t;p) <6ajg’,;q’ fg) (t;p)
2
w,0,7,q,C w,0,7,q,¢ w,0,7,q,¢ w,0,7,q,C
- (ea,ﬁ,Tq f) (t7p) (60479,7'(1 g) (t7p) - (60479,7'(1 f) (t’p> (Ga,ﬁ,Tq g> (t’p):|
< 6w,5,r,q,c 1 (t ) 6w,5,r,q,6f2 (t ) + 6w,5,r,q,c 1 (t ) Ew,d,r,q,CfQ (t )
= 0+’a7677— ) p a79,‘r 9 p 0+,O¢79,T ) p a’ﬁyr I p
w,0,r, c w,0,T,q,C
(aﬁTq > <a97'q f) (t’p):|
w,0,r, w,0,7,q,C w,0,r, w,0,7,q,C
{ (emsen) ) (e0m0a®) (p) + (e52n851) (i) (3007 (ki)
(wérqc ) <w6rch> (t,p):| (4127>

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Teorem 4.1.3 deki benzer yontem kullamlarak (4.1.19) esitliginin her tarafi (¢t —
$)PTLENTI(w(t — 5)% p) (t — 1P LEYS Y (w(t — )% p); 5,1 € (0,) carpilir ve (0, ¢) iizerinde
s ve ['ye gore ¢ift kath integrali alinir, ardindan Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

istenilen sonug elde edilir.
Sonug 4.1.6 (4.1.27) esitsizliginde p = w = 0 alinirsa (3.1.6) esitsizligi elde edilir.

Lemma 4.1.3 f, [0, 00) araliginda integrallenebilen (4.1.12) sartin saglayan bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin gartlar1 altinda
<€(6J+6;%CT1> (t p)<w67“q0f2>( ) <€;J+5;%071> (t p)<w6rq0f2> (t;p)
2 (exgnef) ) (egne s ) (k)
w,0,7m,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C . w,0,7,q,C X
- <M <€0+,a,%,71> (t p) ( aﬁrq ) (t7p)> (( a97’q f) (t7p) -m (€0+,a,g,7'1> (t’p)>
+(n (ermaen) p) - (canoer) m) ((5m0r) (p) —m (e2%00) (1))
w,0,7,q,C . w,0,7,q,

(e <t,p>(a9m 7L = m]) (&)

— (e2mer) () (050 I = f11f = m)) (t:p) (4.1.28)

esitligi gecerlidir.

Ispat. (4.1.15) esitligi (£t —1)?~ lEi’"Q? (w(t—=10)p); L € (0,1) ile carpilir ve [0, ] tizerinde
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e gore integral almirsa
(s o =m (2230) i) | t(i\tf—f(l))( — B (wlt = 1) p)dl
(M (s () - (e:i:%’ff‘ft) (t:1)) / (1) = m)(t = )P ERGt(w(t — 1) p)l
— (eear = A =) () [ (0= D" Bl = 0
— () () [ QF = S0 — m)e - 0 B Gole — s
= () o [ -0 B -

+(‘gf;%i (t:p) / PO =D B (w(t — 1) p)dl
2 () Gsp) [ £ = 0P Bt - s

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.7 Lemma 4.1.3 'de p = w = 0 alalim. Bu takdirde (3.1.7) esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.4 f ve g, [0, 00) araliginda integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Bu takdirde

Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin sartlar1 altinda
w,8,7,q,C . w,0,7,q,¢ . w,d,7,q,C . w,d,1,q,C .
[(qﬁ,afg,Tl) (t;p) (ea,a,ﬂ fg> (t;p) + (60+,a,‘§,71> (t;p) <€a,g,f’ fg) (t;p)
2
w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,r, c w,0,7,q,C
— (esmer) i) (€520%) (i) — (€2820F) (t) (500 ) i)
1

w,0,7,q,¢ w,0,7,q,¢ w,0,r, c w,0,7,q,¢
S |:<M <€O+,o¢,q6,7 ) (t7p> - (604,,3,7(1 f) (t p ) <( oc@Tq ) O+ a(éTl) (t’p))
w,0,7,q,¢ X w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C
(o ) o= ) o) (87) 6 (2251) )

767 b B . 757 bl 5 6
+ <K (6‘&}2%21) (t,p) — <6‘O‘[’79’:q0 > > ( c;ﬁ:qc > —k (6‘62r ;%CT

esitsizligi gecerlidir.

e
; ( - )
<[ (5 () @ = (o) ) (50 ) (1) — (e ) )
< )]

Ispat. (M — f(z)) (f(z) —m) >0 ve (K — g(z)) (9(x) — k) > 0 oldugundan

= (e2msen) ) (amem = f1If = m]) (@)
() o) (5= A =) ) <0 (@130)
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ve
= (egtrmen) p) (exan™ i = gllg — K1) ()
= (eraen) ) (821 = gllg = K]) (6) <0 (4.1.31)

esitsizlikleri yazihir. f ve g igin Lemma 4.1.2, Lemma 4.1.3 ve (4.1.30), (4.1.31) esitsizlikleri
kullamlarak (4.1.29) esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.8 (4.1.29) esitsizliginde parametrelerin farkli segenekleri igin

(i) p = 0 alimirsa [34]’de tanimlanan Salim-Faraj kesirli integral operatorii igin Griiss

esitsizligi,

(ii) 7 = ¢ = 1 alinirsa [30]’de Rahman ve arkadaglar1 tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii igin Griiss esitsizligi,

(iii) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 alinwrsa [42]’da tanimlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatorii i¢in Griiss esitsizligi,

(iv) p=0ve 7 = r = ¢ = 1 almrsa [29]'de tanimlanan Prabhakar kesirli integral

operatorii icin Griiss esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.9 (4.1.29)’da p = w = 0 almursa (3.1.8)’deki Riemann-Liouville kesirli inte-

grali icin Griiss esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.1.5 f, p; ve ¢y, [0,00) araliginda integrallenebilen
(1) < (1) < palt) Vi€ [0, 00) (41.32)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar olsun. Bu takdirde Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki paramet-

relerin gartlar1 altinda

w,0,7,q,C w,0,7,q,¢ . w,0,7,q,C w,0,7,q,¢ .
( aGTq @1)( )(Eaﬁ‘rq f)(t7p> +( a,BTq (102)( )(604,9,7'(1 f)(t’p)

> (eagn™ o)t p) (€™ 0a) (6p) + (s )t p) (€agn™ tip) (4.1.33)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. (4.1.32) esitsizliginden, her s > 0, [ > 0 igin
(p2(s) = f(s)) (f(1) —er(l)) 2 0
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elde edilir. Buradan

pa(8) f(1) +@1(1) f(s) = e1(D)pa(s) + f(s) f (1) (4.1.34)

yazihir. (4.1.34) esitsizliginin her iki tarafi (t — )P L E"2(w(t — s)% p), s € (0,1), t > 0

a7B7T

ile garpilir ve (0,¢) tizerinde s’ye gore integral alinirsa

F(E25m o) (5 ) + o1 (1) (€257 ) (t;p)

> D57 ) (6 p) + F()(€05m™ F) (¢ p) (4.1.35)

esitsizligi elde edilir. (4.1.35) esitsizliginin her iki tarafi (t — 1)*"'E>"%¢(w(t — 1)*;p)

0,7

[ €(0,t),t > 0 ile garpilir ve (0,¢) tizerinde ['ye gore integral alinirsa

w,0,7,q,C X w,0,7,q,¢ . w,0,7,q,C . w,0,7,q,¢ .
(eaﬂ,’rq 901)(15717)(604,6,7'(1 f)(t7p> + (ea,B,Tq 802)(t7p>(6a,977q f)(t7p)

w,d,r,q,C . w,0,r,q,C . w,d,r,q,c . w,0,r,q,C .
> (epr )t p) (g s, ) (tp) + (eql5, )t p) + (07" F) (¢ p)
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.10 f,t € [0,00) ve m, M € R olmak tlizere m < f(t) < M sartim saglayan
[0, 00) arahiginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. ¢ > 0 ve Tanim 4.1.7'min hipotezin-

deki parametrelerin sartlar: altinda

w,0,7,q,C . w,0,7,q,C . w,0,7,q,C X w,0,7,q,C .
(eI 1) (1 YA F) (1 p) + MUELTEE1) (6 p) (€477 F) (1 )

w7677" 7C w767/r’ 7C w767r7 7C w’67,r7 7c
> mM (e 0% )t p) (e G Dt p) + (s F) (G p) ey 7™ )t p)
esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.11 (4.1.33) esitsizliginde parametrelerin farkli segenekleri i¢in

(i) p = 0 alimirsa [34]’de tanimlanan Salim-Faraj kesirli integral operatorii i¢in Griiss

esitsizligi,

(ii) 7 = ¢ = 1 alinirsa [30]’de Rahman ve arkadaglar1 tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii igin Griiss esitsizligi,

(iii) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 alinwrsa [42]’da tanimlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatori icin Griiss esitsizligi,

(iv) p=0ve 7 = r = ¢ = 1 alimirsa [29]'de tamimlanan Prabhakar kesirli integral

operatorii i¢in Griiss esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.1.12 (4.1.33) 'de p = w = 0 almrsa (3.1.10)’deki Riemann-Liouville kesirli

integrali icin Griss esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.6 f ve g, [0,00) arahginda iki integrallenebilen fonksiyon olsun. (4.1.32)

sartini ve ayrica [0, 00) araliginda integrallenebilen 1); ve 15 fonksiyonlar:

() < g(t) < ahe(t), Vt € [0,00) (4.1.36)

sartini saglasin. Bu takdirde Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin gartlar: altinda

(€957 oo (¢, p) (€290 g) (t,p)  (4.1.37)
p) + (25792 F) (L, p) (€257 g) (1, p),

(€250 ) (¢, p) (€257 £) (¢, p)
p) +

w,0,7,q,C w,0,7,q,C
(aﬁrq g)<t’p)(€a,9,7'q f)(t7p)7

(29 mpy ) (£, p) (€570 F) (¢, p) +
> (€057 ) (L, p) (€257 p2) (1,
(€057 01) (£, p) (€257 g) (¢, p) +
> (€207 o) (E, p) (€57 ) (¢,
(€070 0) (, ) (€20 ) (, p) + (€577 F) (8, p) (€252 g) (t, p)

> (0700 (, p) (€7 g) (£, p) + (075 ) (8, p) (€575 F) (L, p).

(a)
(b)

()

0, w, 0,7, ,0,7,4, w,0,7,q,
Zﬁ:'q C<101>( )( a97’q C¢1)< ) (GZ,,B;'(I Cf)(t7p)(€a,9,7'q Cg>(t’p)

(d) (e
w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C
> (eagn 1) (t,p) (e " 9) (L, p) + (eqpr " Y1)t p) (g 5 F)(t. p)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat. (a): (4.1.32) ve (4.1.36) esitsizlikleri yardimiyla her ¢ € [0, c0) i¢in

(p2(s) = f(5)) (9(1) = ¥u(1)) = 0

yani
p2(8)g(l) + 11 (1) f(s) = br(Dpa(s) + f(s)g(l) (4.1.38)
yazilir. (4.1.38) esitsizliginin her iki tarafi s € (0,¢) olmak iizere (¢ — s)°~ lEiquTc( (t —

s)*; p) ile carpilir ve (0,¢) tizerinde s’ye gore integral alinirsa

D€ 02 (t,p) + r (D (e F)(t,p)
> Gr(D(esf  wa) (tp) + gD (57 F) (¢, p) (4.1.39)

elde edilir. Daha sonra (4.1.39) esitsizliginin her iki tarafi [ € (0,¢) olmak f{izere (t —
1)P-1EHI(w(t — 1)*; p) ile carpihir ve (0,¢) fizerinde I'ye gére integral almrsa

a,0,7

w,0,1,q,C w,d,7,q,C w,d,7,q,C w,d,7,q,C
( a97’q 1/}1)( )( aﬁ‘rq f)(t’p)+( a,BTq @2)( p)(ea,e,fq g)(t,p)
> (egm ) (1 p) (€57 pa) (£, p) + (€577 ) (E, p) (g m" ) (t,p)  (4.1.40)
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elde edilir. Benzer sekilde

esitsizlikleri kullanilarak (b), (c), (d) ispatlanir.

Sonug 4.1.13 f ve g, [0, 00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon ve m, M, k, K € R

olmak tlzere

m< f(t) <M, k<g(t)<K, Vtel0,o00)

olsun. Bu takdirde Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin gartlar1 altinda

w,0,7,q,C . w,0,7,q,C w,0,7,q,C . w,0,7,q,C
(a1)  K(eOge )G p) (e i )t p) + M (5005 1)(t ) (eny7 9) (¢, p)

10,7, 10,7, 10,7, ,0,7,q,
> kM (eg" 5 1) () (€050 D (8 p) + (€257 ) (8 p)(€qigs ™ 9) (t, p),

() m(egn g e (& p) (eash o)t p) + K (g n b 1) (6 p) (e ™ f)(t, p)
> mI (eg 0% ) () (g 52 1) (8 9) + (eor ™ )t p) (€55 9) (8, p),
(1) ME(eg 5 D) (e n g ) (6 ) + (ersh™ Ot p) ey 9) (¢, p)
> M(eg 0 50 () (eor ™ ) (6, p) + K (055 D) () (e s )t p),
() mE(ePn g D) (Ep)(PnGE 1) (Ep) + (€557 Nt p) (€ 9)(t, p)
9)

,6,1,q,¢ ,0,7,, 10,7, 10,7,
= m(€gt o, Dt ) (€0 ), p) + k(e 057 1) (6 p) (eq 5" )t p)

ao97

a97’

esitsizlikleri elde edilir.

Sonug 4.1.14 (4.1.37) esitsizliginde parametrelerin farkli segenekleri icin

(i) p = 0 alimirsa [34]’de tanimlanan Salim-Faraj kesirli integral operatérii i¢in Griiss

esitsizligi,

(ii) 7 = ¢ = 1 alimirsa [30]’de Rahman ve arkadaglar1 tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii igin Griiss esitsizligi,

(iii) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 alinirsa [42)’da tanimlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatorii icin Griiss esitsizligi,

(iv) p=0ve 7 = r = ¢ = 1 alinirsa [29]'de tanimlanan Prabhakar kesirli integral

operatorii i¢in Griiss esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.1.15 (4.1.37) esitsizliginde p = w = 0 alinirsa (3.1.12) esitsizligi elde edilir.

Lemma 4.1.4 f, ¢ ve 9, [0, 00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar olsun. (4.1.32)
sart1 saglansin. Bu takdirde ¢ > 0 ve Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin sartlar:

altinda
w,0,7,q,C 1)(¢ w,0,7,q,C 2 " W,8,7,q,¢ 2
€0+7o¢7ﬁ77' )( 7p)( aﬂT f )( p) ( 046,7' f)(t?p)

(
w,0,7,q,¢ w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,¢
= (e — (@3N wn) (€3N - (€3 e .p)

—(egm e 1)t p) (€ Tea — fIf = 1)) (¢, p)

(e e 1)(t p) (e 5 o1 ) (t,p) — (€257 01) (¢, p) (€257 f)(t, p)

e b D ) (€00 pa ) (1 p) = (€055 o) (8, p) (€55 F) (E. )
(o) (E, p) (€25 %02) (t,p) — (€505 1) (£ p) (€22 p102) (£, p) (4.1.41)

esitligi gecerlidir.

Ispat. Herhangi s > 0 ve [ > 0 icin

(p2(l) = f(1) (f(5) = pa(s)) + (w2(s) = f(5)) (
= (pa(s) = F(5)) (F(5) = ¢a(5)) = (2(l) = f(I)

) (F(1) = ea(D))
= FAs)+ L2(1) = 2f(5)f (1) + 02() f (5) + pu(s) F (D) — pu(s)a(l)
+pa(8) (1) + @1(D)-£(s) = e1(D)pa(s) — @2(8) S (s) + @1(s)p2(s) — @1(s)f(s)
—pa(Df(1) + o1 (Depa(l) — u (D) f (1) (4.1.42)

yazilir. (4.1.42) esitliginin her iki tarafi s € (0,¢), t > 0 olmak {izere (t—s)ﬁflEi’fé?;c(w(t—

s)%; p) ile carpilir ve (0,¢) tizerinde s’ye gore integral alinirsa

(e2(l) = F0) (€255 N)(Ep) = (£575°01)(8,1))

+ (€5t Pl s ><t,p>)< 1) = 1))

— (€85 lea = FIIF = o) (E2)) = ( FO) (F1) = or(D) (€29 1) (1)
= (5P p) + A t;’fl;%i )t p) - 2f(l)(62,2f;q’cf>(t,p>

oD (€55 (tp) + FO(EET01) (1,0) = w205 1) (¢ p)

FF(EE02) (10) + o157 1) (8, p) = o1 (D05 2) (t,p)

—(€25m 0a f) (8, D) + (€257 0109) (1, ) — (€257 1 f) (¢, D)
—eaDFW (L5 (1) + 1 D)€ 1) (E:p)

l
! (t;p) (4.1.43)

1)
—or(DF D551
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elde edilir. (4.1.43) esitliginin her iki tarafil € (0,t), ¢ > 0 olmak iizere (t—1)°~ 1E5rq’ (w(t—

a, sT

s)%; p) ile carpilir ve (0,t) tizerinde [’ye gore integral alinirsa

(&8 e2) (t,p) = (555 Nt p)) (€555 Nt p) = (€555 1) (1))
(B o) (tp) = (€5 D)) (€055 N (tp) = (€5 L p) )
(2579, — I — )t D) (505 1)t )

(e :‘;:‘L 2= F11f = (&P ) (G )

(&5 e — F11f — o) p) (€25 1) 8 7)

= (&0 1) () (€05 F2) (Ep) + (e m % 1) p) (2577 £2) (¢, p)
=257 F) ()55 F) () + (€257 03 (8, p) (€577 F) (¢, )
(S o) (E p) (€57 ) () — (€257 1) (8, p) (€5 0a) (t, p)
+(e “’,ZT"C 2) (£, D) (€257 ) (E,p) + (€257 00) (£, p) (€257 £) (¢, p)
— (€25 ) (1, ) (€257 0a) (,p) — (€75 1) (1 p) (€257 pa ) (t, 1)

+(°’“,‘}3f 1) (t:p) (€257 p102) (8, p) — (€570% 1) (E: p) (€571 f) (£, p)
— (e 1) (45 p) (€25 oa f) (1, p) + (€505 1) (1 p) (€257 p100) (t, p)
— (e e 1) (t;p) (5" 1 ) (t,p)

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.
Sonug 4.1.16 Lemma 4.1.4’da p = w = 0 alahm. Bu takdirde (3.1.13) esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.7 [ ve g [0,00) araliginda iki integrallenebilen fonksiyon, i, @2, ve 1o
(4.1.32) ve (4.1.36) sartlari saglayan [0, 00) araliginda dort integrallenebilen fonksiyon
olsun. Bu takdirde her ¢ > 0 ve Tanim 4.1.7'nin hipotezindeki parametrelerin gartlari

altinda

w,d,7,q,C . w,d,7,q,C w,0,1,q,C w,d,7,q,C
(270 1)1 )55 Fo) 0, 8) — (555 )t D) E50) (0.1)
< VT(f,1,92)T (g, 01, ) (4.1.44)

esitsizligi gegerlidir. Burada T'(u, v, w)
Tluv,w) = ((€50w)(tp) = (€50 u) ) (€550 @) — (€550 )
w,d,7,q,C X w,d,7,q,C w,d,7,q,C w,d,7,q,C
+(€0+7a:1877—1)(t’ )(ea,ﬁ,‘rq UU)(t,p) - (ea,ﬁﬂ'q U)(t’p>(€a,ﬁ,‘rq U)(t,p)
w,0,7,q,C i w,0,7,q,C w,0,7,q,C w,0,7,q,C
P 1) (8 p) (T W)t p) — (€257 w) (6, p) (€255t p)
+(

w,0,7,q,¢ w,0,7,q,C w,0,7,q,C . w,0,7,q,C
604,6,7'(1 U)(t7p)(€a,ﬂ,’rq )(t p) (€0+ a,qé’fl)(t7p>(€aﬂ,7'q 'U”U))(t,p)

seklinde tanimlanir.
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Ispat.  f ve g, [0,00) arahgmnda iki integrallenebilen fonksiyon olsun ve (4.1.32) ve

(4.1.36) sartlar1 saglansin.

H(S,l) = (f(s) - f(l)) (9(5) - g(l)) ) Sal € (O7t)> t>0 (4'1'45>

esitligini tanimlayalim. (4.1.45) esitliginin her iki tarafi s,i € (0,¢), t > 0 olmak {izere
(t—s)°~ lEiquc( (t—8)%p)(t — 1)~ 1Ei%qf( (t — 1)*;p) ile carpilir ve (0,t) iizerinde s
ve ['ye gore ¢ift kath integrali alinirsa
6,7,q,C 6,7,q,C «a
3 [ [ = Bt = o))~ 0 B~ 0 ) . s

w,0,7,q,¢ w,0,7,q,¢ w,0,7,q,C w,0,m,q,C
(@ DG o) (6 D) — (5N P9 p) (4..46)

elde edilir. (4.1.46) igin Cauchy-Schwarz esitsizligi kullamlirsa
w,0,7,q,C 1 . w,0,7,q,C w,0,7,q,¢ w,0,7,q,C 2
(604— o8, )(t7p> (ea,ﬂ,r fg)(tvp) o (Ea,ﬁ,r f) (tap) (Ea,ﬂ,T g) (t7p>
w,0,7,q,C w,0,7,q,C 2 w,0,7,q,¢ 2
< (@t ) - (5N p)
w,d,7,q,C w,d,r,q,c 2 w,d,7,q,C 2
< (@t — (€550 9) D) (4.1.47)

elde edilir. (a(t) — £(1)) (/(1) = p2(1)) > 0ve (9(t) — g(1)) (9(¢) — ¥1(1)) > 0 olduggundan
t € [0,00) igin

(225 1)(E:p) (€557 s — FIIF = i) (8.)) > 0,

(52 )t ) (€520 e = gllg = i) (E,p)) > 0

olur. Lemma 4.1.4 yardimiyla

(e ) s ) p) — (o)

(€5 ea)(t,p) = (572 NEP)) (€55 NED) — (500 (E:))
e u b D PG ouf) (E.p) = (€255 ) (8, p) (€57 )t )
T D E )50 0of) = (€030 00) ()L F) ()
T o) (D)0 (6 9) — (65255 1) (5 D) (€257 102) (1, p)

IN

p)
p)
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ve

(8 1) ) (5 1) — ((€30%9)(0,p))
(50 (tp) = (€57 0)(1.0)) ((€0572°9) (. p) = (535w (E.p))
e DD Brg)(E,p) = (5750 () (€57 9) (¢, p)
+(e ““ii%‘i (D) (€757 tag) — (€570 (1. p) (€37 ) (1. )
(ST (6 D) (€5 0) (8,9) = (65275 1) (D)5 Una) (¢, p)
= T(g, Uy, 1)5) (4.1.49)

IA

yazilir. (4.1.47), (4.1.48) ve (4.1.49) yardimiyla (4.1.44) esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.17 (4.1.44) esitsizliginde parametrelerin farklh secenekleri igin

(i) p = 0 alimirsa [34]'de tanmimlanan Salim-Faraj kesirli integral operatorii igin Griiss

esitsizligi,

(ii) 7 = ¢ = 1 alimirsa [30]’de Rahman ve arkadaglar1 tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii igin Griiss esitsizligi,

(ili) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 alinirsa [42]’da tanimlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatorii i¢in Griiss esitsizligi,

(iv) p=0ve 7 = r = ¢ = 1 almursa [29]'de tanimlanan Prabhakar kesirli integral

operatorii icin Griiss esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.18 (4.1.44)’de p = w = 0 almursa, (3.1.14)’deki Riemann-Liouville kesirli

integrali icin Griss esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Aragtirmanin temelini olusturan doérdiincii béliimde, ilk olarak genellestirilmis Mittag-
Leffler fonksiyonunu iceren kesirli integral operatorii icin yeni Griss tipli esitsizlikler
elde edilmigtir. Elde edilen yeni sonuglarin literatiirde elde edilmis olan sonuclarin bir
genellegtirmesi oldugu goriilmiistiir. Elde edilen bu yeni sonuclar iki farkli makale olarak
hazirlanmigtir. Bu makalelerden birincisi “Griiss type inequalities for fractional integral
operator involving the extended generalized Mittag-LefHer function” baglikli caligmada
“International Conference on Mathematics and Related Sciences 2019 (ICMRS 2019)”
isimli uluslararas1 konferansta sozlii bildiri olarak sunulmustur. Tkincisi “A new gener-
alization of Griiss type inequality via extended generalized fractional integrals” baglikl
caligmada “International Conference on Mathematics and Related Sciences 2019 (ICMRS
2019)” isimli uluslararasi konferansta sozlii bildiri olarak sunulmugtur ve tam metin olarak
basilmigtir. Konuyla ilgilenen arastirmacilar bu tezde verilen yontemlerden ve sonuglardan
faydalanarak bu tezde kullanilmayan kesirli integral operatorleri icin yeni Griiss tipli

esitsizlikler elde edebilirler.
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