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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm Wirtinger eşitsizliğinin 

tarihsel gelişimi ile ilgili bilgileri içermektedir. İkinci bölüm ise Wirtinger integral 

eşitsizliklerinin farklı versiyonlarını ve genelleştirmelerinin yanı sıra konveks 

fonksiyon sınıfları için elde edilen Wirtinger tipli integral eşitsizliklerini 

içermektedir. Üçüncü bölüm ise η-konveks, s-konveks, p-fonksiyonu, quasi-konveks, 

m-konveks, (α, m)-konveks fonksiyonlar için elde edilen yeni Wirtinger tipli 

eşitsizliklerin sunulduğu bulgular bölümüdür. Son bölüm ise bazı sonuç ve önerileri 

içermektedir. 
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about the historical development of Wirtinger inequality. The second chapter 

includes different versions and generalizations of Wirtinger integral inequalities as 
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third chapter is the section of findings where the new Wirtinger type inequalities for 
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are presented. The last chapter contains some results and recommendations. 
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1. GİRİŞ

1969 Yılına kadar Wirtinger eşitsizliği üzerine yapılmış çalışmalar Mitrovic ve Vasic

tarafından yazılan ”An Integral Inequality Ascribed To Wirtinger and Its Variations and

Generalizations” başlıklı çalışmada aşağıdaki gibi özet olarak verilmiştir [30].

f , periyodu 2π olan bir periyodik fonksiyon ve f ′ ∈ L2 olsun.
∫ 2π

0
f(x)dx = 0 ise,∫ 2π

0

f(x)2dx ≤
∫ 2π

0

f ′(x)2dx (1.0.1)

eşitsizliği geçerlidir. Burada eşitlik durumunun geçerli olması için gerek ve yeter şart A ve

B sabitler olmak üzere, f(x) = A cosx + B sinx olmasıdır. (1.0.1) eşitsizliği literatürde

Wintinger eşitsizliği olarak bilinir. Wirtinger’in ispatı ilk kez 1916’da W. Blaschke’nin

kitabında yayınlanmıştır. Ancak (1.0.1) eşitsizliğinin daha önce var olduğu da bilinmek-

tedir. Örneğin, 1905 yılında E. Almansi f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar,

f(a) = f(b) ve
∫ b
a
f(x)dx = 0 olması şartları altında,

∫ b

a

f ′(x)2dx ≥
(

2π

b− a

)2 ∫ b

a

f(x)2dx (1.0.2)

eşitsizliğinin geçerli olduğunu ispatlamıştır. Bu şartlar 1911’de E. E. Levi ve 1914’te

L. Tonele tarafından zayıflatılmıştır. Bununla birlikte, (1.0.2) formundaki eşitsizlikler

ve daha genel eşitsizlikler Almansi’nin sonucundan önce bile bulunabilir. Örneğin, 1896

yılında E. Picard tarafından yazılan kitapta,∫ b
a
p(x)f(x)2dx∫ b
a
f ′(x)2dx

ifadesini maksimize eden f fonksiyonunu bulma problemi, f ve f ′ sürekli fonksiyonlar,

f(a) = f(b) ve p, (a, b) aralığında pozitif sürekli fonksiyon olma şartları altında ele

alınmıştır. Ayrıca (1.0.2) eşitsizliği 1910’da J. Hadamard tarafından yazılan kitapta da

bulunabilir.

1885’te H. A. Schwarz makalesinde,∫ ∫
T

p(x, y)f(x, y)2dxdy∫ ∫
T

((
∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2)
dxdy

bölümünün maksimum değerini vermiştir. Daha sonra 1894’te H. Poincare, T konveks
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bir bölge,
∫ ∫
T

f(x, y)dxdy = 0 ve l bu bölgenin maksimum kirişi olmak üzere Schwarz’ın

yukarıda verdiği bölümün p(x, y) ≡ 1 için 7l2

24
’ten daha küçük olduğunu ispatlamıştır.

Aynı makalede H. Poincare üç boyutlu bir bölge için benzer bir problemi ele almış ve ilgili

bölüm için tahmin vermiştir. 1906 yılında da E. E. Levi; p(x, y) ≡ 1 için aynı bölümü

biraz farklı koşullar altında incelemiş ve ”O, bir T bölgesinin çevresinde maksimum ve

minimum mesafesi sırasıyla, l ve L olan bir nokta olmak üzere T , bu noktaya göre konveks

bir bölge olsun.
∫ ∫
T

f(x, y)dxdy = 0 ise, bu taktirde bu bölüm K = min
(

3l
2L3 ,

1
13L2

)
olmak

üzere 1
K

’dan daha küçüktür” sonucunu ispatlamıştır.

E. E. Levi 1913 yılında da (1.0.1)’e benzer formda ki eşitsizliklerle birlikte (1.0.1)’deki

aynı integralleri içeren bazı eşitsizlikleri ispatlamıştır. Örneğin bunlardan biri aşağıdaki

gibidir:

f , türevi (a, b) üzerinde sınırlı bir fonksiyon ve f(a) = f(b) = 0 olsun. Ayrıca |f(x)| < a

olsun. (a, b) aralığında k1 ve k2 iki tamamlayıcı ölçülebilir alt küme olmak üzere,∫ b

a

f(x)2dx ≤ (b− a)2

8

∫
k1

f ′(x)2dx+ a(b− a)

∫
k2

|f ′(x)|dx,

∫ b

a

|f(x)f ′(x)|dx ≤ (b− a)2 + 8

16

∫
k1

f ′(x)2dx+ a

(
b− a

2
+ 1

)∫
k2

|f ′(x)|dx

olur.

1949’da A. Pleijel, f , 2π periyotlu bir fonksiyon ve f ′′ ∈ L2[0, 2π] olmak üzere,

2π

∫ 2π

0
f ′(x)2dx∫ 2π

0
f ′′(x)2dx

∫ 2π

0

f ′(x)2dx ≤ 2π

∫ 2π

0

f(x)2dx−
(∫ 2π

0

f(x)dx

)2

≤ 2π

∫ 2π

0

f ′(x)2dx

eşitsizliğini ispatlamış olup ikinci eşitsizlik aslında (1.0.2)’nin bir geliştirilmiş halidir. Bu

eşitsizlik daha önce 1919’da M. Janet tarafından daha genel bir formda ele alınmıştır.

M. Janet’ın makalelerinden esinlenerek 1930’da G. Cimmino aşağıdaki sonucu ispat-

lamıştır:

p < n ve f fonksiyonunun (n− 1). mertebeye kadar olan türevleri (a, b) üzerinde sürekli

olmak üzere f(a) = f ′(a) = ... = f (n−1)(a) = f(b) = f ′(b) = ... = f (n−1)(b) = 0 olsun.

Bu taktirde, 2vn,p, f
(2n)(x) − (−1)n+pf (2p)(x) = 0 denkleminin n bağımsız çözümünün
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Wronskian’ın en küçük pozitif sıfırı olmak üzere,∫ b
a
f (n)(x)2dx∫ b

a
f (p)(x)2dx

≥
(

2vn,p
b− a

)2n−2p

(1.0.3)

eşitsizliği geçerlidir. Daha sonra M. Janet 1932’de (1.0.3) eşitsizliğinin minimum değerini

açıkça belirleme problemini ele almıştır.

1940’ta E. Schwidt, aşağıdaki sonucu ispatlamıştır:

z, [0, λ] aralığında sürekli bir fonksiyon, z(0) = z(λ), min
0≤t≤λ

z(t) = m, max
0≤t≤λ

z(t) = M ve

M+m = 0 olsun. z′, türevi tanımlı, sonlu sayıda nokta dışındaki tüm noktalarda sürekli ve

mutlak integrallenebilir olsun. Bu taktirde, a > 0, b ≥ 1 ve H(u, v) = uuvv

(u+v)u+v
Γ(1+u+v)

Γ(1+u)Γ(1+v)

olmak üzere,

(
1

λ

∫ λ

0

|z(t)|adt
) 1

a

≤ 1

4
H

(
1

a
,
b− 1

b

)(
λb−1

∫ λ

0

|z′(t)|bdt
) 1

b

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizliğin hipotezindeki koşullar a = b ≥ 1 olacak şekilde

değiştirilirse ve m+M = 0 koşulu ihmal edilirse, 0 < t < λ için,∫ λ

0

∣∣∣∣z(t)− 1

2
(m+M)

∣∣∣∣bdt ≤ 1

b− 1

(
b

4π
sin

π

b

)b
λb
∫ λ

0

|z′(t)|bdt

olur ki buradan b = 2 için,
∫ λ

0
z(t)dt = 0 ek koşulu ile birlikte Wirtinger eşitsizliği,

∫ λ

0

z(t)2dt ≤ λ2

4π2

∫ λ

0

z′(t)2dt− λ
(
m+M

2

)2

şeklinde geliştirilmiş olur. Ayrıca E. Scmidt’in bu sonucu ile ilişkili olan sonuçlar 1944’te

R. Bellman tarafından verilmiştir.

D. G. Northcott’in sonucunun genelleştirilmesi 1943’te R. Bellman tarafından k, n

doğal sayılar ve an’ler sabitler olmak üzere, f (n) ∈ L2k[−π, π], f(x) = f(x + 2π) ve∫ +π

−π f(x)dx = 0 koşulları altında,

∫ +π

−π
f(x)2kdx ≤ a2k

n

∫ +π

−π
f (n)(x)2kdx

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizliğin k = 1 ve n = 1 için (1.0.1) eşitsizliğinden daha zayıf

olduğu görülmektedir.

1958’de P. R. Beesach, (1.0.1) eşitsizliğinin çeşitli genelleştirmelerini vermiştir ki bun-
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lardan biri şu şekildedir:

p, bazı (−a, a) aralıklarında sürekli bir fonksiyon olmak üzere ,

y′′(x) + p(x)y(x) = 0

diferansiyel denklemi
∫ +a

−a p(x)dx ≥ 0 ve x ∈ (−a, a) için y1(x) ≥ 0 çözümüne sahip olsun.

Bu taktirde, ∫ +a

−a
f ′(x)2dx ≥

∫ +a

−a
p(x)f(x)2dx

eşitsizliği geçerlidir. Eşitlik durumunun geçerli olması için gerek ve yeter şart A = 0 ve ya

y1(−a) 6= 0 ya da y1(a) 6= 0 iken, f(x) = Ay1(x) olmasıdır. Aynı makalede P. R. Beesack,∫ +a

−a
f ′′(x)2dx ≥

∫ +a

−a
f(x)f(x)2dx

formundaki eşitsizlikleri de dikkate almıştır.

1969’da W. J. Kim, Wirtinger eşitsizliği ile ilişkili aşağıdaki eşitsizliği vermiştir:

f , [a, b] üzerinde m. mertebeye kadar türevleri ile birlikte sürekli bir fonksiyon olsun ve bu

fonksiyon ilk m− 1 türevleri ile birlikte x = a ve x = b için sıfıra eşit olsun. Bu taktirde,

∫ b

a

fm(x)2dx >

(
b− a

2

)2m m−1∏
k=0

(2k + 1)2

∫ b

a

f(x)2

(a− x)2m(b− x)2m
dx

eşitsizliği geçerlidir.

1959’da P. R. Beesack makalesinde (1.0.1) eşitsizliğinin aşağıdaki genelleştirmesini de

ispatlamıştır:

[−π, π] aralığında f ′ ∈ L2k, f(−π) = f(π) ve
∫ +π

−π f
2k−1(x)dx = 0 olsun. Bu taktirde,

∫ +π

−π
f(x)2kdx ≤ 1

2k − 1

(
k sin

π

2k

)2k
∫ +π

−π
f ′(x)2kdx

eşitsizliği geçerlidir. Aynı makalede P. Beesack, r ve s, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar

olmak üzere, ∫ b

a

s(x)f(x)pdx ≤
∫ b

a

r(x)f ′(x)pdx

eşitsizliğini de vermiştir.

1960’ta W. J. Coles (1.0.1) eşitsizliğinin ileri genelleştirmelerini vermiş olup bunlardan

biri şu şekildedir:
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m doğal sayı, n = 2m olsun ve ki’ler (0 ≤ i ≤ m) ya 0 ya da 1 olsun ki böylece
∑m

i=0 ki

çift sayı olur. hi =
∑i

j=0 kj, pi = (−1)hi , qi = (−1)ipi olsun. p, [a, b] aralığında reel

sürekli bir fonksiyon, ci = (1− ki)a+ kib, di = ki+1a+ (1− ki+1)b ve d′i = a+ b− di olsun.

Eğer yn(x) − p(x)y(x) = 0 diferansiyel denklemi, [a, b] aralığında (−1)mp(x)y(x) ≥ 0,

piy
(m−i)(ci) ≥ 0 (1 ≤ i ≤ m) ve qiy

(m+i)(di) ≥ 0 (0 ≤ i ≤ m − 1) olmak üzere bir y

çözümüne sahipse, her f fonksiyonu için f (i)(d′m−i−1) = 0 (0 ≤ i ≤ m−1) ve f (m)(x) ∈ L2

olmak üzere,

(−1)m
∫ b

a

p(x)f(x)2dx ≤
∫ b

a

fm(x)2dx

eşitsizliği geçerlidir.

1965’te J. B. Diaz ve F. T. Metcalf, (1.0.2) eşitsizliğini genelleştiren eşitsizlikler ispat-

lamışlardır. Bu eşitsizliklerin en temel olanlarını şu şekilde sıralayabiliriz.

i) Reel değerli f fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli türevlenebilir olsun. t1 ve t2 reel

sayılar olsun öyle ki, a ≤ t1 ≤ t2 ≤ b ve f(t1) = f(t2) dir. Bu taktirde,

∫ b

a

(f(x)− f(t1))2dx ≤ 4

π2
max

(
(t1 − a)2, (b− t2)2,

(
t2 − t1

2

)2
)∫ b

a

f ′(x)2dx

eşitsizliği geçerlidir.

ii) f fonksiyonu, i’deki koşulları sağlıyorsa ve f(a) = f(b) ise,∫ b

a

(f(x)− f(t1))2dx ≤ 1

π2
max

(
(t2 − t1)2, (b− a− t2 + t1)2

) ∫ b

a

f ′(x)2dx

eşitsizliği geçerlidir.

iii) f fonksiyonu ii’deki koşulları sağlıyorsa ve (b− a)f(t1)2 ≥ 2f(t1)
∫ b
a
f(x)dx ise,

∫ b

a

f(x)2dx ≤ 1

π2
max

(
(t2 − t1)2, (b− a− t2 + t1)2

) ∫ b

a

f ′(x)2dx

eşitsizliği geçerlidir.

iv) f fonksiyonu [a, b] üzerinde sürekli ikinci türeve sahipse, ∀ε > 0 için, K(ε) = P
ε

+ Q
(b−a)2

ve P = 1, Q = 12 olmak üzere,∫ b

a

f ′(x)2dx ≤ ε

∫ b

a

f ′′(x)2dx+K(ε)

∫ b

a

f(x)2dx

eşitsizliği geçerlidir.
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1966’da A. M. Pfeffer, f(x) ∈ Cm[a, b], 1 ≤ k < m, f(a) = f(b), f (i)(a) = f (i)(b)

(i = 1, ...,m− 1) ve ε > 0 koşulları altında,∫ b

a

f (k)(x)2dx ≤ ε

∫ b

a

f (m)(x)2dx+Hk,m(ε)

∫ b

a

f(x)2dx (1.0.4)

şeklinde (1.0.2) eşitsizliğinin olası en iyi versiyonunu ispatlamıştır. Buradan Hk,m,

ε >
(
b−a
2π

)2m−2k
için Hk,m(ε) = 0,

b−a
2π

(
k
mε

) 1
2m−2k pozitif tam sayı ise Hk,m(ε) =

(
k
mε

) k
m−k

(
1− k

m

)
,

diğer durumlarda J =
[
b−a
2π

(
k
mε

) 1
2m−2k

]
olmak üzere,

Hk,m = max

((
2Jπ
b−a

)2k − ε
(

2Jπ
b−a

)2m
,
(

2(J+1)π
b−a

)2k

− ε
(

2(J+1)π
b−a

)2m
)

şeklindedir. Ayrıca P. R. Beesack, yukarıdaki formüllerde yanlış yazılmış olan
(
k
mε

) k
m
−k

sabitini gerçek değeri olan
(
k
mε

) k
m−k şeklinde değiştirmiştir.

1967’de B. A. Troesch, aşağıdaki sonucu elde etmiştir:

h, I = [0, 1] üzerinde parçalı düzgün türevli pozitif bir fonksiyon, −h, I üzerinde konveks

ve h′(0) = 0 olsun. f , I’da sürekli ve parçalı düzgün, f(0) = 0 olsun. Bu taktirde,∫ 1

0
h(x)f ′(x)2dx∫ 1

0
h(x)dx

∫ 1

0
f(x)2dx

≥ π2

4

eşitsizliği geçerlidir. Eşitlik durumunun geçerli olması için gerek ve yeter şart h ve A sabit

olmak üzere f(x) = A sin(1
2
πx) olmasıdır.

1968’de D. M. Mangeron, çok değişkenli fonksiyonlar için (1.0.2) eşitsizliğini H. A.

Schwarz’ın sonucundan farkli şekilde ispatlamıştır. Aslında D. M. Mangeron, belirli

koşullar altında,

∫ b1
a1
...
∫ bm
am

p(x1, ..., xm)
(
∂mf(x1,...,xm)
∂x1,...,∂xm

)2

dx1...dxm∫ b1
a1
...
∫ bm
am

q(x1, ..., xm)f(x1, ..., xm)2dx1...dxm

bölümünün minimum değerini belirlemiştir.
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1969’da H. D. Boyd,

∫ b

a

|f(x)|p|f (n)(x)|qw(x)dx ≤ K

(∫ b

a

|fn(x)|rv(x)dx

) p+q
r

(1.0.5)

formundaki eşitsizliklerde mümkün olan en iyi K sabitlerini belirlemek için bir yöntem

vermiştir. Burada f(a) = f ′(a) = ... = f (n−1)(a) = 0 ve f (n−1) mutlak sürekli bir

fonksiyondur. Wirtinger ve Opial eşitsizlikleri arasındaki ilişkinin kurulduğu ilk eşitsizlik

(1.0.5) eşitsizliğidir.

Wirtinger eşitsizliğinin ayrık versiyonları da 1955’te K. Fan, O. Taussky ve J. Todd

tarafından verilmiştir.

1999’da B. Florkiewicz ve K. Wojteczek [17] bazı ileri Wirtinger-Beesach integral

eşitsizliklerini, 2002’de R. R. Hall [21] yeni bir Wirtinger tipli integral eşitsizliğini, R.

Hilscher [22] Wirtinger tipli eşitsizliğin zaman skalasındaki versiyonunu, 2004’te C-F. Lee

ve arkadaşları [26] genelleştirilmiş bir Wirtinger eşitsizliğini, 2007’de R. P. Agarwal ve

arkadaşları [2] Wirtinger eşitsizliğinin genelleştirmesini ve bunların sürekli analoglarını,

2009’da R. Cheng ve D. Zhang [10] genelleştirilmiş bir Wirtinger eşitsizliğini ve bu eşitsizliğin

adi diferansiyel denklemler sınıfına uygulanmasını, 2011’de J. Jaroš [24] yeni bir Picone

tipli bir özdeşliği kullanarak klasik Wirtinger eşitsizliğinin genelleştirmesi olan bir integral

eşitsizliğini, 2018’de L. Zhang ve S. Wang [41] Wirtinger tipli iki katlı integral eşitsizliğinin

yeni bir sınıfını, 2019’da M. Z. Sarikaya ve C. C. Bilişik [37] uyumlu kesirli integraller

için Wirtinger eşitsizliğinin yeni bir genelleştirmesini, S. Aslıyüce [6] uyumlu kesirli inte-

gral oparatörleri yardımıyla yeni Wirtinger tipi eşitsizlikleri ve J. Cuf́ı ve arkadaşları [12]

parçalı, eşit aralıklı lineer fonksiyonlar için Wirtinger eşitsizliğinin ayrık bir versiyonunu,

2020’de T. M. Costa ve arkadaşları [11] aralık değerli fonksiyonlar için Wirtinger tipli

integral eşitsizliklerini elde etmişlerdir.

Bu tezin amacı ilk olarak 2020 yılı ve öncesinde elde edilen Wirtinger tipli eşitsizliklerin

tarihsel gelişim süreci ile ilgili bilgiler vermektir. İkinci olarak literatürdeki konveks ve

MN-konveks fonksiyon sınıfları için elde edilen Wirtinger tipli integral eşitsizlikleri ve bazı

diğer genelleştirilmiş veya genişletilmiş Wirtinger tipli eşitsizlikleri sunmaktır. Üçüncü

olarakta η-konveks, s-konveks, quasi-konveks, m-konveks, (α,m)-konveks ve p-fonksiyonu

gibi konveksliğin farklı sınıfları için yeni Wirtinger tipli eşitsizlikler elde etmektir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

2.1 Wirtinger Tipli Eşitsizliklerin Farklı Versiyonları

Bu bölümde ilk olarak, üç bağımsız değişkenli fonksiyonlar ve onların kısmi türevlerini

içeren bazı yeni Wirtinger tipli integral eşitsizlikleri verilmiştir.

a, b, c, k,m, n ∈ R için ∆ = [a, k] × [b,m] × [c, n] olsun. Eğer f(r, s, t), ∆ üzerinde

tanımlı diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise, kısmi türevleri D1f(r, s, t) = ∂
∂r
f(r, s, t),

D2f(r, s, t) = ∂
∂s
f(r, s, t), D3f(r, s, t) = ∂

∂t
f(r, s, t) ve D3D2D1f(r, s, t) = ∂3

∂t∂s∂r
f(r, s, t)

ile gösterilir. f : ∆ → R, sürekli fonksiyonlar sınıfını f(∆) ile gösterilsin ki buradan

D1f(r, s, t), D2f(r, s, t), D3f(r, s, t), D3D2D1f(r, s, t)’nin kısmi türevleri ∆ üzerinde var

ve sürekli, ayrıca a ≤ r ≤ k, b ≤ s ≤ m, c ≤ t ≤ n için f(a, s, t) = f(k, s, t) = f(r, b, t) =

f(r,m, t) = f(r, s, c) = f(r, s, n) = 0 dır.

Teorem 2.1.1 f, g ∈ F (∆) olsun. Bu taktirde,∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|f(r, s, t)| |g(r, s, t| dtdsdr ≤ 1

2

[
(k − a)(m− b)(n− c)

8

]2

(2.1.1)

×
∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

[
|D3D2D1f(r, s, t)|2 + |D3D2D1g(r, s, t)|2

]
dtdsdr

dir [34].

Sonuç 2.1.1 (r, s, t) ∈ ∆ için g(r, s, t) = f(r, s, t) olduğunda (2.1.1) eşitsizliği∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|f(r, s, t)|2 dtdsdr ≤
[

(k − a)(m− b)(n− c)
8

]2

(2.1.2)

×
∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1f(r, s, t)|2 dtdsdr

şeklinde Wirtinger tipli integral eşitsizliğine indirgenmektedir [34].
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Teorem 2.1.2 f, g, h ∈ F (∆) ve i = 1, 2, 3 için 1 < pi <∞ sabitler olsun. Bu taktirde,∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

[
|f(r, s, t)|p1 |g(r, s, t)|p2 + |g(r, s, t)|p2 |h(r, s, t)|p3 (2.1.3)

+ |h(r, s, t)|p3 dtdsdr |f(r, s, t)|p1
]

≤
[

(k − a)(m− b)(n− c)
8

]2p1 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1f(r, s, t)|2p1 dtdsdr

+

[
(k − a)(m− b)(n− c)

8

]2p2 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1g(r, s, t)|2p2 dtdsdr

+

[
(k − a)(m− b)(n− c)

8

]2p3 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1h(r, s, t)|2p3 dtdsdr,

∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|f(r, s, t)|p1 |g(r, s, t)|p2 |h(r, s, t)|p3 (2.1.4)

× [|f(r, s, t)|p1 + |g(r, s, t)|p2 + |h(r, s, t)|p3 ] dtdsdr

≤
[

(k − a)(m− b)(n− c)
8

]4p1 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1f(r, s, t)|4p1 dtdsdr

+

[
(k − a)(m− b)(n− c)

8

]4p2 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1g(r, s, t)|4p2 dtdsdr

+

[
(k − a)(m− b)(n− c)

8

]4p3 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1h(r, s, t)|4p3 dtdsdr

dir [34].

Sonuç 2.1.2 (2.1.3) ve (2.1.4)’de p1 = p2 = p3 = 1 ve g(r, s, t) = h(r, s, t) = f(r, s, t)

alınırsa, sırasıyla (2.1.2) eşitsizliği∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|f(r, s, t)|4 dtdsdr

≤
[

(k − a)(m− b)(n− c)
8

]4 ∫ k

a

∫ m

b

∫ n

c

|D3D2D1f(r, s, t)|4 dtdsdr

şeklindeki Wirtinger tipli integral eşitsizliği elde edilir [34].

Wirtinger tipli eşitsizliklerle ilgili daha fazla bilgi için [1, 31] numaralı kaynaklara bakılabilir.

2008’de R. Giova , p > 1, w ∈ W 1,p(0, 2π) şartını sağlayan 2π periyotlu bir fonksiyon,

a ve b uygun uzaylara ait iki sınırlı ve negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere,∫ 2π

0

a|w|p ≤ C(a, b)

∫ 2π

0

b|w′|p

ağırlıklı Wirtinger tipli integral eşitsizliği ile ilişkili aşağıdaki genelleştirmeleri sunmuştur
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[18].

Teorem 2.1.3 a ∈ L[0, 2π] negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,∫ 2π

0

a|w|p ≤ C

(
a,

1

ap−1

)∫ 2π

0

1

ap−1
|w′|p

şeklindeki Wirtinger eşitsizliği geçerlidir. Burada W 1,p
per

(
1

ap−1

)
, Lp

(
1

ap−1

)
, [0, 2π] üzerinde

tüm ölçülebilir u fonksiyonlarının kümesi ve a : (0, 2π) → R integrallenebilir pozitif bir

fonksiyon olmak üzere w′ ∈ Lp
(

1
ap−1

)
ve w(0) = w(2π) şartını sağlayan tüm w ∈ L[0, 2π]

fonksiyonlarının kümesini göstermek üzere ∀w ∈ W 1,p
per

(
1

ap−1

)
ve
∫ 2π

0
a|w|p−2w = 0 için,

C

(
a,

1

ap−1

)
=

(
4∫ 2π

0
a

(
1

p′

) 1
p
(

1

p

) 1
p′

B

(
1

p
,

1

p′

))−p

dır ve B
(

1
p
, 1
p′

)
ise,

B

(
1

p
,

1

p′

)
= Γ

(
1

p

)
Γ

(
1

p′

)
=

∫ 1

0

t
1
p
−1(1− t)

1
p′−1

dt

şeklinde bilinen beta fonksiyonudur.

Teorem 2.1.4 a, 1
b

ve
p
√
ab−1 ∈ L[0, 2π] olmak üzere a, b : (0, 2π) → [0,∞) ölçülebilir

fonksiyonlar olsun. 0 < I = inf
p
√
ap−1b ≤ S = sup

p
√
ap−1b < ∞ ve ∀x, y ≥ 0 için

A(x, y) =
∫ y
x

1

1+t
p
p−1

dt olsun.
∫ 2π

0
a|w|p−2w = 0 olmak üzere ∀w ∈ W 1,p

per(b) için,

∫ 2π

0

a|w|p ≤

 1
2π

∫ 2π

0
p
√
a(t)b(t)−1

2
π

1

(p−1)
p−1
p

[cp′ −Ψ(S, I)]

p ∫ 2π

0

b|w′|p

eşitsizliği geçerlidir. Burada,

Ψ(S, I) = A

 I

S

(
(S − I)S

1
p−1

I(S
1
p−1 − I

1
p−1 )

) p−1
p

,

(
(S − I)S

1
p−1

I(S
1
p−1 − I

1
p−1 )

) p−1
p


ve 1 < q <∞ için,

cq =

∫ +∞

0

1

1 + xq
dx =

1

q
B

(
1

q
,

1

q′

)
dir.

1971’de Beesack, mutlak sürekli fonksiyonlar için Wirtinger eşitsizliğini aşağıdaki gibi

genelleştirmiştir.
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Teorem 2.1.5 f , [0, π
2
) üzerinde mutlak sürekli bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu

taktirde ∀p > 1 için, ∫ π
2

0

fpdx ≤ 1

p− 1

(
p

2
sin

π

p

)p ∫ π
2

0

f ′pdx

eşitsizliği geçerlidir. Burada, eşitlik durumunun sağlanması için gerek ve yeter şart y(x),

x =
1

2
p sin

(
π

p

)∫ y

0

(1− tp)
−1
p dt, 0 ≤ y ≤ 1

denkleminin tekil bir çözümü olmak üzere, f(x) = cy(x) olmasıdır [8].

2017’de M. W. Alomari mutlak sürekli fonksiyonlar için aşağıdaki Wirtinger tipli

eşitsizlikleri elde etmiştir.

Lemma 2.1.1 I reel bir aralık ve a, b ∈ I◦ (I’nın içi) ve a < b olsun. f , I üzerinde

mutlak sürekli bir fonksiyon, f ve f ′ pozitif ve f(a) = 0 olsun.
∫ b
a
(f ′)pdx ise, ∀p > 1 için,

∫ b

a

fpdx ≤
pp sinp

(
π
p

)
πp(p− 1)

(b− a)p
∫ b

a

f ′pdx (2.1.5)

eşitsizliği geçerlidir.
pp sinp(πp )
πp(p−1)

(b− a)p sabiti ∀p > 1 için mümkün olan en iyi değerdir [4].

Lemma 2.1.2 I reel bir aralık ve a, b ∈ I◦ ve a < b olsun. f , I üzerinde mutlak sürekli

bir fonksiyon, f ve f ′ pozitif ve f(b) = 0 olsun.
∫ b
a
(f ′)pdx < ∞ ise, ∀p > 1 için (2.1.5)

eşitsizliği geçerlidir [4].

Teorem 2.1.6 ξ ∈ (a, b) olsun. Bu taktirde ∀f ∈ Lp(a, b) için,

∫ b

a

|f(t)− f(ξ)|pdt ≤
pp sinp

(
π
p

)
πp(p− 1)

[
b− a

2
+

∣∣∣∣ξ − a+ b

2

∣∣∣∣] ∫ b

a

f ′pdx

eşitsizliği geçerlidir [4].

Teorem 2.1.7 f(x), 2π periyotlu düzgün bir fonksiyon olsun. Bu taktirde, ∀t ∈ R,∫ 2π

0

[f(x)− f(x+ t)]2dx ≤ 4 sin2 t

2

∫ 2π

0

f ′2(x)dx

eşitsizliği geçerlidir. Eşitlik durumunun sağlanması için gerek ve yeter şart a, b, c reel

sabitler olmak üzere, f(x) = a cosx + b sinx + c olmasıdır (t = 0 için eşitlik her zaman

geçerlidir).
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1961’de Beesack tarafından, k > 1, f(x) ∈ C1([0, π]), f(0) = 0 için,

∫ π

0

(f ′(x))2kdx ≥ 2k − 1

(k sin π
2k

)2k

∫ π

0

f 2k(x)dx, k ≥ 1.

şeklinde Wirtinger eşitsizliğinin bir genelleştirmesi elde edilmiştir [7].

Şimdi Bessel fonksiyonları hakkında önbilgiler ve bu fonksiyonlar için elde edilen

Wirtinger tipli integral eşitsizlikleri verilecektir.

Bessel fonksiyonları, x2y′′ + xy′ + (x2 − v2)y = 0 Bessel diferansiyel denkleminin

çözümleridir.

Jp(x) =
∑+∞

k=0
(−1)k

k!Γ(k+p+1)!

(
x
2

)2k+p
şeklinde tanımlanan Jp(x) fonksiyonuna p. dereceden

Bessel fonksiyonu denir. Burada p > 0 olup x’in her sonlu değeri için bu kuvvet serisi

yakınsaktır. Burada, Γ(k + 1) = k! olduğundan,

Jp(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + p)!

(x
2

)2k+p

yazılır.

p, tam sayı ise Jp ve J−p fonksiyonları lineer bağımsız değildir ve J−p = (−1)pJp dir.

Bunun aksine p tam sayı değilse, Jp ve J−p lineer bağımsızdır.

J0(x) ve J1(x) fonksiyonları en önemli Bessel fonksiyonlarıdır. p = −1
2

ve p = 1
2

için, bu

fonksiyonlar,

J− 1
2
(x) =

√
2

πx
cosx,

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sinx,

şeklindedir.

Teorem 2.1.8 [0, π] üzerinde f ′ ∈ L2k ve f(0) = f(π) = 0 olsun. Bu taktirde,

∫ π

0

f 2k(x)dx ≤ 1

2k − 1

(π
2

)2k
(∫ π

2

0

J0

( π
2k

cos t
)

cos tdt

)2k ∫ π

0

f ′2k(x)dx

eşitsizliği geçerlidir [28].
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Teorem 2.1.9 [0, π] üzerinde f ′ ∈ L2k mutlak sürekli ve f(0) = f(π) = 0 ise,∫ π

0

f 2k(x)dx ≤ π2k

2k + 1
C(k)

∫ π

0

f ′2(x)f 2(k−1)(x)dx

eşitsizliği geçerlidir. Burada C(k) =

∫ π
2

0 xkJ2k
1
2

(x)dx∫ π
2

0 xk+1J2k+1
1
2

(x)dx
dir [28].

Teorem 2.1.10 f(x), 2π periyotlu düzgün bir fonksiyon olsun. Bu taktirde ∀t ∈ R için,∫ 2π

0

[f(x)− f(x+ t)]2dx ≤ tπJ2
1
2

(
t

2

)∫ 2π

0

f ′2(x)dx

eşitsizliği geçerlidir. Eşitlik durumunun sağlanması için gerek ve yeter şart A,B,C reel

sabitler olmak üzere, f(x) = A cosx+B sinx+C olmasıdır (t = 0 için eşitlik her zaman

geçerlidir) [28].

Şimdi de 2019’da M. Z. Sarıkaya tarafından elde edilen Wirtinger tipli eşitsizliklerin

bazı genelleştirmeleri ve yeni versiyonları verilecektir.

Teorem 2.1.11 f ∈ C1([a, b]) için f(a) = f(b) = 0 ve f ′ ∈ L2[a, b] olsun. Bu taktirde,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)2

6

∫ b

a

[f ′(x)]2dx (2.1.6)

eşitsizliği geçerlidir [38].

Teorem 2.1.12 f ∈ C1([a, b]) için f(a) = f(b) = 0, p > 1 ve f ′ ∈ Lp[a, b] olsun. Bu

taktirde, ∫ b

a

|f(x)|pdx ≤ (b− a)p−1

2p−1p

∫ b

a

|f ′(x)|pdx

eşitsizliği geçerlidir [38].

Teorem 2.1.13 f, g ∈ C1([a, b]) için f(a) = f(b) = 0, g(a) = g(b) = 0 ve f ′, g′ ∈ L2[a, b]

olsun. Bu taktirde,∫ b

a

|f(x)||g(x)|dx ≤ (b− a)2

8

∫ b

a

[
|f ′(x)|2 + |g′(x)|2

]
dx

eşitsizliği geçerlidir [38].

2019’da N. Alp ve M. Z. Sarıkaya, Wirtinger eşitsizliği ile ilgili yeni sonuçları aşağıdaki

gibi vermişlerdir.
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Teorem 2.1.14 f , [a, b] üzerinde reel değerli bir fonksiyon olsun. f ′ ∈ L2[a, b] ve
∫ b
a
f(t)dt

için, ∫ b

a

|f(t)|2dt ≤
∫ b

a

|f(t)|2dt+
f 2(a) + f 2(b)

2
(b− a) ≤ 3(b− a)2

8

∫ b

a

|f ′(t)|2dt

eşitsizliği geçerlidir [3].

Teorem 2.1.15 f , [a, b] üzerinde reel değerli bir fonksiyon olsun. f ′ ∈ L2[a, b] ve
∫ b
a
f(t)dt

için, ∫ b

a

|f(t)|2dt+
f 2(a) + f 2(b)

2
(b− a)− 2NM ≤ (b− a)2

6

∫ b

a

|f ′(t)|2dt

eşitsizliği geçerlidir. Burada N = maxt∈[a,b]{|f(t)|} ve M = max{|f(a)|, |f(b)|} dir [3].

Teorem 2.1.16 f , [a, b] üzerinde reel değerli bir fonksiyon olsun. f ′ ∈ L2[a, b] ve f(a) =

f(b) = 0 ise, bu taktirde p > 1 için,∫ b

a

|f(t)|pdt ≤ 2p−2(b− a)p
((p− 1)!)2

(2p− 1)!

∫ b

a

|f ′(t)|pdt (2.1.7)

eşitsizliği geçerlidir [3].

Sonuç 2.1.1 (2.1.7)’da p = 3 seçilirse,∫ b

a

|f(t)|3 ≤ (b− a)3

15

∫ b

a

|f ′(t)|3dt

eşitsizliği elde edilir [3].

Sonuç 2.1.2 (2.1.7)’da p = 4 seçilirse,∫ b

a

|f(t)|4 ≤ (b− a)4

35

∫ b

a

|f ′(t)|4dt

eşitsizliği elde edilir [3].

Sonuç 2.1.3 (2.1.7)’da p = 2 seçilirse, bilinen Wirtinger eşitsizliği elde edilir [38].

2.2 Farklı Türden Konveks Fonksiyonlar İçin Wirtinger Tipli

Eşitsizlikler

Bu bölümde Wirtinger tipli eşitsizlikleri elde etmek için kullanılan bazı eşitsizlikler ve

tanımlar verilecektir.
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Teorem 2.2.1 (Hölder eşitsizliği) f ve g, [a, b] aralığında tanımlı ve integrallenebilen iki

fonksiyon olsun. p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere |f |p ve |g|p, [a, b] aralığında integral-

lenebilen fonksiyonlar ise,

∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir [32].

Teorem 2.2.2 (Ters Hölder eşitsizliği) f ve g, [a, b] aralığında tanımlı ve integrallenebilen

iki fonksiyon olsun. p, q > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere |f |p ve |g|p, [a, b] aralığında

integrallenebilen fonksiyonlar ve 0 < m ≤ fp

gq
≤M <∞ ise,

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

≤
(
M

m

) 1
pq
∫ b

a

|f(x)g(x)|dx

eşitsizliği geçerlidir [36].

Tanım 2.2.1 f ⊆ R→ R fonksiyonu her x, y ∈ [a, b] ve t ∈ [0, 1] için,

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) (2.2.1)

eşitsizliği sağlanırsa f ’ye konveks fonksiyon denir. (−f) konveks ise f konkavdır [35].

Tanım 2.2.2 0 < s ≤ 1 olsun. Her x, y ∈ [0,∞), α, β ≥ 0, ve αs + βs = 1 olmak üzere,

f(αx+ βy) ≤ αsf(x) + βsf(y)

eşitsizliğini sağlayan f : [0,∞) → R fonksiyonuna s-Orlicz konveks veya birinci anlamda

s-konveks denir. Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar kümesi K1
s ile gösterilir [14, 33].

Tanım 2.2.3 0 < s ≤ 1 olsun. Her x, y ∈ [0,∞) ve α, β ≥ 0, α + β = 1 olmak üzere,

f(αx+ βy) ≤ αsf(x) + βsf(y)

eşitsizliğini sağlayan f : [0,∞)→ R fonksiyonuna s-Breckner konveks veya ikinci anlamda

s-konveks denir. İkinci anlamda s-konveks fonksiyonlar kümesi K2
s ile gösterilir [9, 23].

Tanım 2.2.4 f : I ⊆ R→ R fonksiyonu, negatif değilse ve her x, y ∈ I ve λ ∈ [0, 1] için,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(x) + f(y)
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eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye P fonksiyonu veya P (I) sınıfına aittir denir [13].

Tanım 2.2.5 f : [0, b]→ R fonksiyonu, m ∈ [0, 1], her x, y ∈ [0, b] ve t ∈ [0, 1] için,

f(tx+m(1− t)y) ≤ tf(x) +m(1− t)f(y)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye m-konveks denir. f(0) ≤ 0 için [0, b] üzerinde tanımlı m-

konveks fonksiyonlar kümesi Km(b) ile gösterilir [15, 40].

Tanım 2.2.6 f : [0, b]→ R fonksiyonu, (α,m) ∈ [0, 1]2, her x, y ∈ [0, b] ve t ∈ [0, 1] için,

f(tx+m(1− t)y) ≤ tαf(x) +m(1− tα)f(y)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye (α,m)-konveks denir. f(0) ≤ 0 için [0, b] üzerinde tanımlı

(α,m)-konveks fonksiyonlar kümesi Kα
m(b) ile gösterilir [15, 27].

Tanım 2.2.7 f : I ⊆ R→ R fonksiyonu, her x, y ∈ I ve t ∈ [0, 1] için,

f(tx+ (1− t)y) ≤ max{f(x), f(y)}

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye I üzerinde quasi-konveks fonksiyon denir [20].

Tanım 2.2.8 <(a) > 0 ve <(b) > 0 olmak üzere, Beta fonksiyonu B(a, b) ile gösterilir ve

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt

şeklinde tanımlanır. Gama ve Beta fonksiyonlarını birbirine bağlayan önemli bir özellik

aşağıdaki gibi ifade edilebilir.

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

Tanım 2.2.9 I, R’de bir aralık olsun. f : I → R bir fonksiyon olmak üzere, her x, y ∈ I

ve t ∈ [0, 1] için,

f(tx+ (1− t)y) ≤ f(y) + tη(f(x), f(y))

eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonuna η-konveks veya η : R → R fonksiyonuna göre kon-

vekstir denir [19].

Yukarıdaki eşitsizlikte η(f(x), f(y)) = f(x) − f(y) olarak alınırsa, klasik konveks

fonksiyonun tanımı elde edilir. Böylece bir fonksiyon konveks ise η-konvekstir. Fakat tersi
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her zaman doğru değildir. Örneğin; f : R→ R,

f(x) =

{
−x, x ≥ 0 ise

x, x < 0 ise

şeklinde tanımlı bir fonksiyon ve her x, y ∈ (−∞, 0] için η(x, y) = −x − y olsun. Bu

taktirde, f , η-konvekstir fakat klasik anlamda konveks değildir.

Tanım 2.2.10 M : (0,∞)→ (0,∞) fonksiyonu verilsin. Eğer,

a) Simetrik: M(x, y) = M(y, x)

b) Yansıyan: M(x, x) = x

c) Monotonluk: min{x, y} ≤M(x, y) ≤ max{x, y}

d) Homojenlik: M(λx, λy) = λM(x, y), λ, herhangi bir pozitif skaler olmak üzere,

şartları sağlanıyorsa M’ ye ortalama fonksiyon denir [5].

Tanım 2.2.11 I, (0,∞) alt aralığı olmak üzere, f : I → (0,∞) sürekli bir fonksiyon ve

M , N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. x, y ∈ I olmak üzere f , MN -konveks ise

f(M(x, y)) ≤ (≥)N(f(x), f(y)) dir [5].

Tanım (2.2.11)’e göre MN -konveks fonksiyonlar aşağıdaki gibi verilebilir:

i) f , AA− konveks ise (2.2.1) eşitsizliği geçerlidir,

ii) f , AG− konveks ise

f(tα + (1− t)β) ≤ [f(α)]t[f(β)]t, 0 ≤ t ≤ 1

iii) f , AH − konveks ise

f((1− t)α + tβ) ≤ f(α)f(β)

tf(α) + (1− t)f(β)
, 0 ≤ t ≤ 1

iv) f , GA− konveks ise

f(αtβ1−t) ≤ tf(α) + (1− t)f(β), 0 ≤ t ≤ 1

v) f , GG− konveks ise

f(αtβ1−t) ≤ [f(α)]t[f [β)]1−t, 0 ≤ t ≤ 1
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vi) f , GH − konveks ise

f(α1−tβt) ≤ f(α)f(β)

tf(α) + (1− t)f(β)
, 0 ≤ t ≤ 1

vii) f , HA− konveks ise

f

(
αβ

(1− t)α + tβ

)
≤ tf(α) + (1− t)f(β), 0 ≤ t ≤ 1

viii) f , HG− konveks ise

f

(
αβ

(1− t)α + tβ

)
≤ [f(α)]t[f [β)]1−t, 0 ≤ t ≤ 1

ix) f , HH − konveks ise

f

(
αβ

(1− t)α + tβ

)
≤ f(α)f(β)

(1− t)f(α) + tf(β)
, 0 ≤ t ≤ 1

2019’da T. Z. Mirković, bazı klasik eşitsizlikleri kullanarak konveks ve MN -konveks

fonksiyonlar vasıtasıyla Wirtinger tipli bazı eşitsizlikleri aşağıdaki gibi vermiştir [29].

Teorem 2.2.3 a < b, f ve f ′ , (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a
f(x)dx = 0 olsun. (f ′)2, [a, b] aralığında konveks ise,

∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

8π2
{[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2} (2.2.2)

dir.

İspat. (f ′)2, [a, b] aralığında konveks olduğundan, t ∈ [0, 1] için,

1

b− a

∫ b

a

[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[f ′(ta+ (1− t)b)]2dt

≤
∫ 1

0

[
t[f ′(a)]2 + (1− t)[f ′(b)]2

]
dt =

[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

2

elde edilir.

Şimdi yukarıdaki fonksiyonun her iki tarafı (b−a)3

(2π)2
ile çarpılır ve (1.0.2) eşitsizliği gözönüne

alınırsa (2.2.2) eşitsizliği elde edilir.
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Teorem 2.2.4 a < b, f ve f ′ , (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a
f(x)dx = 0 olsun. (f ′), [a, b] aralığında konveks ise,

∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

{
(f ′(a))2 + (f ′(a))(f ′(b)) + (f ′(b))2

3

}
(2.2.3)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′), [a, b] aralığında konveks olduğundan,(
b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[f ′(ta+ (1− t)b)]2dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[tf ′(a) + (1− t)f ′(b)]2dt

=
(b− a)3

(2π)2

{
(f ′(a))2 + (f ′(a))(f ′(b)) + (f ′(b))2

3

}
yazılır ve (1.0.2) eşitsizliği uygulanırsa (2.2.3) eşitsizliği elde edilir.

Teorem 2.2.5 a < b, f ve f ′ , (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a
f(x)dx = 0 olsun. Eğer f ′ pozitif, α, β > 0 ve α+ β = 1 olmak üzere, (f ′)

1
α ve (f ′)

1
β ,

[a, b] de konveks ise,

∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ α(b− a)3 [f ′(a)]
1
α + [f ′(b)]

1
α

8π2
+ β(b− a)3 [f ′(a)]

1
β + [f ′(b)]

1
β

8π2
(2.2.4)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. İyi bilinen cd ≤ αc
1
α + βd

1
β (α, β, c, d > 0 ve α + β = 1) eşitsizliği ve (f ′)

1
α ve

(f ′)
1
β ’nın [a, b] üzerindeki konveksliği kullanılarak,(

b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

f ′(ta+ (1− t)b)f ′(ta+ (1− t)b)dt

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[f ′(ta+ (1− t)b)]
1
αdt+ β

∫ 1

0

[f ′(ta+ (1− t)b)]
1
β dt

}
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≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[t(f ′(a))
1
α + (1− t)(f ′(b))

1
α ]dt

+β

∫ 1

0

[t(f ′(a))
1
β + (1− t)(f ′(b))

1
β ]dt

}

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

(f ′(a))
1
α + (f ′(b))

1
α

2
+ β

(f ′(a))
1
β + (f ′(b))

1
β

2

}

yazılır ve (1.0.2) eşitsizliği gözönüne alınırsa istenen eşitsizlik elde edilir.

Teorem 2.2.6 a < b, f ve f ′ , (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ,∫ b
a
f(x)dx = 0 ve f > 0 olsun. p, q > 1 ve 1

p
+ 1

q
= 1 için 0 < m ≤ |f |p

|f |q ≤ M < ∞ olsun.

Eğer |f |p, |f |q [a, b] de konkav ise,

(m
M

) 1
pq

[f(a) + f(b)]2 ≤ b− a
π2

∫ b

a

[f ′(x)]2dx (2.2.5)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |f |p, |f |q’nun konkavlığı, Ters Hölder eşitsizliği ve u, v ∈ R için |u+v|r ≤ 2r−1(|u|r+
|v|r) eşitsizliği kullanılarak,

1

b− a

∫ b

a

[f(x)]2dx

=

∫ 1

0

[f(ta+ (1− t)b)]2dt

≥
(m
M

) 1
pq

(∫ 1

0

|f(ta+ (1− t)b)|pdt
) 1

p
(∫ 1

0

|f(ta+ (1− t)b)|qdt
) 1

q

≥
(m
M

) 1
pq

(∫ 1

0

[t|f(a)|p + (1− t)|f(b)|p]dt
) 1

p
(∫ 1

0

[t|f(a)|q + (1− t)|f(b)|q]dt
) 1

q

=
(m
M

) 1
pq

(
|f(a)|p + |f(b)|p

2

) 1
p
(
|f(a)|q + |f(b)|q

2

) 1
q

≥
(m
M

) 1
pq

(
|f(a) + f(b)|p

2p

) 1
p
(
|f(a) + f(b)|q

2q

) 1
q

=
(m
M

) 1
pq (f(a) + f(b))2

4

yazılır ve (1.0.2) eşitsizliği uygulanırsa (2.2.5) eşitsizliği elde edilir.
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Teorem 2.2.7 a < b, f ve f ′ , (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ,∫ b
a
f(x)dx = 0 olsun.

i) f ′ , AG konveks ise, ∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

8π2

[f
′
(a)f

′
(b)]2 − 1

ln[f ′(a)f ′(b)]
,

ii) f ′ , AH konveks ise, ∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2
f
′
(a)f

′
(b),

iii) f ′, GA konveks ise,

∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2
{[
−a+

2a

ln a
b

+ 2
b− a
ln2 a

b

]
[f ′(a)]2

+

[
−2(a+ b)

1

ln a
b

− 4
b− a
ln2 a

b

]
f ′(a)f ′(b)

+

[
b+

2b

ln a
b

+
2(b− a)

ln2 a
b

]
[f ′(b)]2

}
,

iv) f ′, GG konveks ise,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2

ln
a

b

b[f ′(b)]2 − a[f ′(a)]2

ln a[f ′(a)]2 − ln b[f ′(b)]2
,

v) f ′, HA konveks ise,

∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ 1

(2π)2

{[
a(b− a)

(
b+ a(b− a)2

)
− a2b ln

b

a

]
[f ′(a)]2

+

[
ab(b− a)

(
1− (b− a)2

)
− ab(a+ b) ln

b

a

]
f ′(a)f ′(b)

+

[
b(b− a)

(
a+ b(b− a)2

)
− ab2 ln

b

a

]
[f ′(b)]2

}

eşitsizlikleri geçerlidir.

İspat.
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i) (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak, |f ′|, AG konveks fonksiyon olduğundan,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[f ′(ta+ (1− t)b)]2dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[(f ′(a))t(f ′(b))t]2dt

=
(b− a)3

8π2

[f ′(a)f ′(b)]2 − 1

ln[f ′(a)f ′(b)]

elde edilir.

ii) |f ′| nin AH konveks fonksiyon olduğundan,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[f ′((1− t)a+ tb)]2dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(a)f ′(b)

tf ′(a) + (1− t)f ′(b)

]2

dt

=
(b− a)3

(2π)2
f ′(a)f ′(b)

elde edilir.

iii) |f ′|, GA konveks fonksiyon olduğundan,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=

(
b− a
2π

)2

ln
a

b

∫ 0

1

[f ′(atb1−t)]2atb1−tdt

≤
(
b− a
2π

)2

ln
a

b

∫ 0

1

[tf ′(a) + (1− t)f ′(b)]2atb1−tdt

= b

(
b− a
2π

)2

ln
a

b

{[
(f ′(a))2 − 2f ′(a)f ′(b) + (f ′(b))2

] ∫ 0

1

t2
(a
b

)t
dt
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+[2f ′(a)f ′(b)− 2(f ′(b))2]

∫ 0

1

t
(a
b

)t
dt+ (f ′(b))2

∫ 0

1

(a
b

)t
dt

}

=

(
b− a
2π

)2
{[
−a+

2a

ln a
b

+ 2
b− a
ln2 a

b

]
[f ′(a)]2

+

[
−2(a+ b)

1

ln a
b

− 4
b− a
ln2 a

b

]
f ′(a)f ′(b)

+

[
b+

2b

ln a
b

+
2(b− a)

ln2 a
b

]
[f ′(b)]2

}

elde edilir.

iv) |f ′|, GG konveks olduğundan,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=

(
b− a
2π

)2

ln
a

b

∫ 0

1

[f ′(atb1−t)]2atb1−tdt

≤
(
b− a
2π

)2

ln
a

b

∫ 0

1

{
[f ′(a)]t[f ′(b)]1−t

}2
atb1−tdt

= b

(
b− a
2π

)2

ln
a

b
[f ′(b)]2

∫ 0

1

{
a[f ′(a)]2

b[f ′(b)]2

}t
dt

=

(
b− a
2π

)2

ln
a

b

b[f ′(b)]2 − a[f ′(a)]2

ln a[f ′(a)]2 − ln b[f ′(b)]2

elde edilir.

v) |f ′|, HA konveks olduğundan,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤
(
b− a
2π

)2 ∫ b

a

[f ′(x)]2dx

= ab
(b− a)3

(2π)2

∫ 0

1

[
f ′
(

ab

(1− t)a+ tb

)]2
1

[(1− t)a+ tb]2
dt

≤ ab
(b− a)3

(2π)2

∫ 0

1

[(
tf ′(a) + (1− t)f ′(b)

(1− t)a+ tb

)]2

dt

=
1

(2π)2

{[
a(b− a)

(
b+ a(b− a)2

)
− a2b ln

b

a

]
[f ′(a)]2
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+

[
ab(b− a)

(
1− (b− a)2

)
− ab(a+ b) ln

b

a

]
f ′(a)f ′(b)

+

[
b(b− a)

(
a+ b(b− a)2

)
− ab2 ln

b

a

]
[f ′(b)]2

}

elde edilir.

2.3 Wirtinger Eşitsizliğinin n. Kez Diferansiyellenebilir Fonksi-

yonlar İçin Yeni Genelleştirmeleri

2020 yılında S. Erdem Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Hölder eşitsizliği yardımıyla klasik

Wirtinger eşitsizliğinin genelleştirilmiş versiyonlarını aşağıdaki teoremlerde verildiği gibi

elde etmiştir [16].

Teorem 2.3.1 f ∈ Cn([a, b]), n ∈ N\{0}, f (n) ∈ L2[a, b] ve k = 0, 1, 2, ..., n − 1 için

f (k)(a) = f (k)(b) = 0 olsun. Bu taktirde,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)2n

[(n− 1)!]2(2n− 1)(2n)(2n+ 1)

∫ b

a

[
f (n)(x)

]2
dx (2.3.1)

eşitsizliği geçerlidir.

Sonuç 2.3.1 (2.3.1) eşitsizliğinde n = 1 alınırsa, Sarıkaya tarafından elde edilen (2.1.6)

eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 2.3.2 f ∈ Cn([a, b]), n ∈ N\{0}, f (n) ∈ Lr[a, b], r > 1 ve k = 0, 1, 2, ..., n − 1

için f (k)(a) = f (k)(b) = 0 olsun. Bu taktirde,∫ b

a

|f(x)|rdx ≤ (b− a)nr

[(n− 1)!]r

(
r − 1

nr − 1

)r−1
1

(nr)(nr + 1)

∫ b

a

∣∣f (n)(x)
∣∣r dx (2.3.2)

eşitsizliği geçerlidir.

Sonuç 2.3.1 Teorem 2.3.2’deki şartlar altında n = 1 için,∫ b

a

|f(x)|rdx ≤ (b− a)r
1

r(r + 1)

∫ b

a

|f ′(x)|rdx

şeklinde yeni bir Wirtinger tipli eşitsizlik elde edilir.

Sonuç 2.3.2 (2.3.2) eşitsizliğinde r = 2 alınırsa, (2.3.2) eşitsizliği (2.3.1) eşitsizliğine

indirgenir.
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Sonuç 2.3.2 Teorem 2.3.2’deki şartlar altında r = 4 için,∫ b

a

|f(x)|4dx ≤ (b− a)4n

[(n− 1)!]4

(
3

4n− 1

)3
1

(4n)(4n+ 1)

∫ b

a

∣∣f (n)(x)
∣∣4 dx

eşitsizliği yazılır.

Ayrıca, yukarıdaki eşitsizlikte n = 1 alınırsa,∫ b

a

|f(x)|4dx ≤ (b− a)4

20

∫ b

a

|f ′(x)|4

eşitsizliği elde edilir.
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

3.1 η-Konveks Fonksiyonlar İçin Wirtinger Tipli İntegral

Eşitsizlikleri

Bu bölümde konveks fonksiyonların genelleştirilmesi olan η-konveks fonksiyon kul-

lanılarak bazı yeni Wirtinger tipli eşitsizlikler elde edilmiştir.

Teorem 3.1.1 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a
f(x)dx = 0 olsun. η, f([a, b]) × f([a, b])’de sınırlı bir fonksiyon olmak üzere, (f ′)2,

[a, b]’de η-konveks fonksiyon ise,∫ b

a

[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

(
[f ′(a)]2 + η

(
[f ′(b)]2, [f ′(a)]2

))
(3.1.1)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′)2, [a, b] aralığında η-konveks olduğundan, t ∈ [0, 1] için,

1

b− a

∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[
f ′ ((1− t)a+ tb)

]2
dt

≤
∫ 1

0
[f ′(a)]2dt+

∫ 1

0
tη
(
[f ′(b)]2, [f ′(a)]2

)
dt

= [f ′(a)]2 +
1

2
η
(
[f ′(b)]2, [f ′(a)]2

)
elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı (b−a)3

(2π)2
ile çarpılırsa,

(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

(
[f ′(a)]2 +

1

2
η
(
[f ′(b)]2, [f ′(a)]2

))
eşitsizliği elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak (3.1.1) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.1 Her x, y ∈ [a, b] için η(x, y) = x − y olarak alınırsa, Teorem 3.1.1 Teorem 2.2.3’e

indirgenir.

Teorem 3.1.2 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. η, f([a, b])×f([a, b])’de sınırlı bir fonksiyon olmak üzere, f ′, [a, b]’de η-konveks fonksiyon

ise, ∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

{
[f ′(a)]2 + f ′(a)η

(
f ′(b), f ′(a)

)
+
η2 (f ′(b), f ′(a))

3

}
(3.1.2)

eşitsizliği geçerlidir.
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İspat. f ′’nün [a, b]’de η-konveksliği kullanılarak,

(b− a)2

(2π)2

∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′ ((1− t)a+ tb)

]2
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(a) + tη

(
f ′(b), f ′(a)

)]2
dt

=
(b− a)3

(2π)2

{
[f ′(a)]2 + f ′(a)η

(
f ′(b), f ′(a)

)
+
η2 (f ′(b), f ′(a))

3

}
elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak (3.1.2) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.2 Her x, y ∈ [a, b] için η(x, y) = x − y olarak alınırsa, Teorem 3.1.2 Teorem 2.2.4’e

indirgenir.

Teorem 3.1.3 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. f ′ pozitif, η, f([a, b]) × f([a, b])’de sınırlı bir fonksiyon olmak, α, β > 0 ve α + β = 1

için (f ′)
1
α ve (f ′)

1
β , [a, b] aralığında η-konveks fonksiyonlar ise,

∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2
α

2[f ′(a)]
1
α + η

(
[f ′(b)]

1
α , [f ′(a)]

1
α

)
2


+

(b− a)3

(2π)2
β

2[f ′(a)]
1
β + η

(
[f ′(b)]

1
β , [f ′(a)]

1
β

)
2

 (3.1.3)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. İyi bilinen cd ≤ αc
1
α +βd

1
β (α, β, c, d > 0 ve α+β = 1) eşitsizliğini ve (f ′)

1
α ve (f ′)

1
β ’nın

[a, b] aralığında η-konveksliğini kullanarak,

(b− a)2

(2π)2

∫ b

a
[f ′(x)]2dx

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
f ′ ((1− t)a+ tb)

] 1
α dt+ β

∫ 1

0

[
f ′ ((1− t)a+ tb)

] 1
β dt

}
≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

(
[f ′(a)]

1
α + tη

(
[f ′(b)]

1
α , [f ′(a)]

1
α

))
dt

+β

∫ 1

0

(
[f ′(a)]

1
β + tη

(
[f ′(b)]

1
β , [f ′(a)]

1
β

))
dt

}

=
(b− a)3

(2π)2

{
α

[f ′(a)]
1
α +

η
(

[f ′(b)]
1
α , [f ′(a)]

1
α

)
2


+β

[f ′(a)]
1
β +

η
(

[f ′(b)]
1
β , [f ′(a)]

1
β

)
2

}

elde edilir ve (1.0.2) eşitsizliği ile birleştirildiğinde istenen eşitsizlik elde edilir.
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Sonuç 3.1.3 Her x, y ∈ [a, b] için η(x, y) = x − y olarak alınırsa, Teorem 3.1.3 Teorem 2.2.5’e

indirgenir.

3.2 P-Fonksiyonu İçin Wirtinger Tipli İntegral Eşitsizlikleri

Teorem 3.2.1 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. (f ′)2, [a, b] üzerinde P -fonksiyonu ise,∫ b

a
[f(x)]2 ≤ (b− a)3

(2π)2

(
[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

)
(3.2.1)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′)2, [a, b] üzerinde P -fonksiyonu olduğundan, t ∈ [0, 1] için,

1

b− a

∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[
f ′(ta+ (1− t)b)

]2
dt

≤
∫ 1

0

(
[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

)
dt

= [f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı (b−a)3

(2π)2
ile çarpılırsa,

(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

(
[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

)
eşitsizliği elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak (3.2.1) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.2 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. f ′, [a, b] üzerinde P -fonksiyonu ise,∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

[
f ′(a) + f ′(b)

]2
(3.2.2)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ′, [a, b] üzerinde P -fonksiyonu olduğu ve değişken değişikliği kullanılarak,(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(ta+ (1− t)b)

]2
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(a) + f ′(b)

]2
dt

=
(b− a)3

(2π)2

[
f ′(a) + f ′(b)

]2
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yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak, (3.2.2) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.3 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. f ′ pozitif, α, β > 0 ve α+β = 1 için (f ′)
1
α ve (f ′)

1
β , [a, b]’de P -fonksiyonu olmak üzere,∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

{
α
[
(f ′(a))

1
α + (f ′(b))

1
α

]
+ β

[
(f ′(a))

1
β + (f ′(b))

1
β

]}
(3.2.3)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. α, β, c, d > 0, α + β = 1 için cd ≤ αc
1
α + βd

1
β eşitsizliği ve f ′’nün P -fonksiyonu olduğu

kullanılarak, (
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0
f ′
(
ta+ (1− t)b

)
f ′
(
ta+ (1− t)b

)
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
f ′
(
ta+ (1− t)b

)] 1
α
dt+ β

∫ 1

0

[
f ′
(
ta+ (1− t)b

)] 1
β
dt

}

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[(
f ′(a)

) 1
α +

(
f ′(b)

) 1
α

]
dt+ β

∫ 1

0

[(
f ′(a)

) 1
β +

(
f ′(b)

) 1
β

]
dt

}

=
(b− a)3

(2π)2

{
α
[(
f ′(a)

) 1
α +

(
f ′(b)

) 1
α

]
+ β

[(
f ′(a)

) 1
β +

(
f ′(b)

) 1
β

]}

yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliğin kullanılarak (3.2.3) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

3.3 İkinci Anlamda s-Konveks Fonksiyonlar İçin Wirtinger Tipli

İntegral Eşitsizlikleri

Teorem 3.3.1 0 ≤ a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a f(x)dx = 0 olsun. (f ′)2, [a, b]’de ikinci anlamda s-konveks ise s ∈ (0, 1] için,

∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

(
[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

s+ 1

)
(3.3.1)

eşitsizliği geçerlidir.
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İspat. (f ′)2, [a, b]’de s-konveks fonksiyon olduğundan, t ∈ [0, 1] için,

1

b− a

∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[
f ′(ta+ (1− t)b)

]2
dt

≤
∫ 1

0

[
ts[f ′(a)]2 + (1− t)s[f ′(b)]2

]
dt

=
1

s+ 1
[f ′(a)]2 +

1

s+ 1
[f ′(b)]2

=
[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

s+ 1

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı (b−a)3

(2π)2
ile çarpılırsa,

(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

[f ′(a)]2 + [f ′(b)]2

(s+ 1)

eşitsizliği elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği yardımıyla (3.3.1) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.3.1 Teorem 3.3.1’de s = 1 seçilirse, (3.3.1) eşitsizliği (2.2.2) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 3.3.2 0 ≤ a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a f(x)dx = 0 olsun. f ′, [a, b] üzerinde ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve s ∈ (0, 1] ise,

∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

[
1

2s+ 1
[f ′(a)]2 + 2B(s+ 1, s+ 1)f ′(a)f ′(b) +

1

2s+ 1
[f ′(b)]2

]
(3.3.2)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ′, [a, b]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon olduğundan,(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(ta+ (1− t)b)

]2
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
tsf ′(a) + (1− t)sf ′(b)

]2
dt

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
t2s[f ′(a)]2 + 2ts(1− t)sf ′(a)f ′(b) + (1− t)2s[f ′(b)]2

]
dt

=
(b− a)3

(2π)2

[
[f ′(a)]2

∫ 1

0
t2sdt+ 2f ′(a)f ′(b)

∫ 1

0
ts(1− t)sdt+ [f ′(b)]2

∫ 1

0
(1− t)2sdt

]

=
(b− a)3

(2π)2

[
1

2s+ 1
[f ′(a)]2 + 2B(s+ 1, s+ 1)f ′(a)f ′(b) +

1

2s+ 1
[f ′(b)]2

]
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yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak (3.3.2) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.3.2 Teorem 3.3.2’da, s = 1 seçilirse (3.3.2) eşitsizliği (2.2.3) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 3.3.3 0 ≤ a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve∫ b
a f(x)dx = 0 olsun. f ′ pozitif, α, β > 0 ve α + β = 1 için (f ′)

1
α ve (f ′)

1
β , [a, b] üzerinde

ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar olmak üzere s ∈ (0, 1] ise,∫ b

a
[f(x)]2dx

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

s+ 1

[
(f ′(a))

1
α + (f ′(b))

1
α

]
+

β

s+ 1

[
(f ′(a))

1
β + (f ′(b))

1
β

]}
(3.3.3)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′)
1
α ve (f ′)

1
β ’nın [a, b]’de ikinci anlamda s-konveksliği ve α, β, c, d > 0 ve α+β = 1 için

cd ≤ αc
1
α + βd

1
β eşitsizliği kullanılarak,(

b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0
f ′
(
ta+ (1− t)b

)
f ′
(
ta+ (1− t)b

)
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
f ′
(
ta+ (1− t)b

)] 1
α
dt+ β

∫ 1

0

[
f ′
(
ta+ (1− t)b

)] 1
β
dt

}

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
ts
(
f ′(a)

) 1
α + (1− t)s

(
f ′(b)

) 1
α

]
dt

+β

∫ 1

0

[
ts
(
f ′(a)

) 1
β + (1− t)s

(
f ′(b)

) 1
β

]
dt

}

=
(b− a)3

(2π)2

{
α

[
1

s+ 1

(
f ′(a)

) 1
α +

1

s+ 1

(
f ′(b)

) 1
α

]
+ β

[
1

s+ 1

(
f ′(a)

) 1
β +

1

s+ 1

(
f ′(b)

) 1
β

]}

=
(b− a)3

(2π)2

{
α

s+ 1

[(
f ′(a)

) 1
α +

(
f ′(b)

) 1
α

]
+

β

s+ 1

[(
f ′(a)

) 1
β +

(
f ′(b)

) 1
β

]}

yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak (3.3.3) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.3.3 Teorem (3.3.3)’de s = 1 seçilirse, (3.3.3) eşitsizliği (2.2.4) eşitsizliğine indirgenir.
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3.4 Quasi-Konveks Fonksiyonlar İçin Wirtinger Tipli İntegral

Eşitsizlikleri

Teorem 3.4.1 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. (f ′)2, [a, b]’de quasi-konveks ise,∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2
max

{
[f ′(a)]2, [f ′(b)]2

}
(3.4.1)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′)2, [a, b]’de quasi-konveks olduğundan, t ∈ [0, 1] için,

1

b− a

∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[
f ′(ta+ (1− t)b)

]2
dt

≤
∫ 1

0
max

{
[f ′(a)]2, [f ′(b)]2

}
dt

= max
{

[f ′(a)]2, [f ′(b)]2
}

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı (b−a)3

(2π)2
ile çarpılırsa,

(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2
max

{
[f ′(a)]2, [f ′(b)]2

}
eşitsizliği elde edilir.

Elde edilen eşitsizlikte (1.0.2) eşitsizliği kullanılırsa ispat tamamlanır.

Teorem 3.4.2 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. f ′, [a, b]’de quasi-konveks ise,∫ b

a
[f(x)]2dx ≤ (b− a)3

(2π)2

[
max

{
f ′(a), f ′(b)

}]2
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ′’nün [a, b]’de quasi-konveksliği ve değişken değişikliği kullanılarak,(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx =

(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(ta+ (1− t)b)

]2
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
max

{
f ′(a), f ′(b)

}]2
dt

=
(b− a)3

(2π)2

[
max

{
f ′(a), f ′(b)

}]2
yazılır.

Yukarıdaki eşitsizlikte (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak ispat tamamlanır.

32



Teorem 3.4.3 a < b, f ve f ′, (a, b) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
∫ b
a f(x)dx =

0 olsun. f ′ pozitif, α, β > 0 ve α+β = 1 için (f ′)
1
α ve (f ′)

1
β , [a, b]’de quasi-konveks fonksiyonlar

ise, ∫ b

a
[f(x)]2dx (3.4.2)

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α
[
max

{
(f ′(a))

1
α , (f ′(b))

1
α

}]
+ β

[
max

{
(f ′(a))

1
β , (f ′(b))

1
β

}]}
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′)
1
α ve (f ′)

1
β ’nın [a, b]’de quasi-konveksliği ve α, β, c, d > 0 ve α + β = 1 için cd ≤

αc
1
α + βd

1
β eşitsizliği kullanılarak,(
b− a
2π

)2 ∫ b

a
[f ′(x)]2dx

=
(b− a)3

(2π)2

∫ 1

0
f ′
(
ta+ (1− t)b

)
f ′
(
ta+ (1− t)b

)
dt

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
f ′
(
ta+ (1− t)b

)] 1
α
dt+ β

∫ 1

0

[
f ′
(
ta+ (1− t)b

)] 1
β
dt

}

≤ (b− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0
max

{(
f ′(a)

) 1
α ,
(
f ′(b)

) 1
α

}
dt+ β

∫ 1

0
max

{(
f ′(a)

) 1
β ,
(
f ′(b)

) 1
β

}
dt

}

=
(b− a)3

(2π)2

{
α
[
max

{
(f ′(a))

1
α , (f ′(b))

1
α

}]
+ β

[
max

{
(f ′(a))

1
β , (f ′(b))

1
β

}]}
yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak, (3.4.2) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

3.5 m-Konveks Fonksiyonlar İçin Wirtinger Tipli İntegral

Eşitsizlikleri

Teorem 3.5.1 m ∈ [0, 1], 0 ≤ a < mb, f ve f ′, (a,mb) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) =

f(mb) ve
∫mb
a f(x)dx = 0 olsun. (f ′)2, [a, b]’de m-konveks fonksiyon ise,

∫ mb

a
[f(x)]2dx ≤ (mb− a)3

(2π)2

[
[f ′(a)]2 +m[f ′(b)]2

2

]
(3.5.1)

eşitsizliği geçerlidir.

33



İspat. (f ′)2, [a, b]’de m-konveksliğini kullanarak, t ∈ [0, 1] için,

1

mb− a

∫ mb

a
[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

]2
dt

≤
∫ 1

0

(
t[f ′(a)]2 +m(1− t)[f ′(b)]2

)
dt

=
[f ′(a)]2 +m[f ′(b)]2

2

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı (mb−a)3

(2π)2
ile çarpılırsa,

(
mb− a

2π

)2 ∫ mb

a
[f ′(x)]2dx ≤ (mb− a)3

(2π)2

[
[f ′(a)]2 +m[f ′(b)]2

2

]
eşitsizliği elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.5.1 Teorem 3.5.1’de m = 1 seçilirse, (3.5.1) eşitsizliği (2.2.2) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 3.5.2 m ∈ [0, 1], 0 ≤ a < mb, f ve f ′, (a,mb) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) =

f(mb) ve
∫mb
a f(x)dx = 0 olsun. f ′, [a, b]’de m-konveks fonksiyon ise,

∫ mb

a
[f(x)]2dx ≤ (mb− a)3

(2π)2

[
[f ′(a)]2 +m[f ′(a)][f ′(b)] +m2[f ′(b)]2

3

]
(3.5.2)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ′’nün [a, b]’de m-konveksliği ve değişken değişikliği kullanılarak,(
mb− a

2π

)2 ∫ mb

a
[f ′(x)]2dx

=
(mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

]2
dt

≤ (mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
tf ′(a) +m(1− t)f ′(b)

]2
dt

=
(mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
t2[f ′(a)]2 + (2mt− 2mt2)f ′(a)f ′(b) + (m2 − 2m2t+m2t2)[f ′(b)]2

]
dt

=
(mb− a)3

(2π)2

[
1

3
[f ′(a)]2 +

m

3
[f ′(a)][f ′(b)] +

m2

3
[f ′(b)]2

]
yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak, (3.5.2) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.5.2 Teorem 3.5.2’de, m = 1 seçilirse (3.5.2) eşitsizliği (2.2.3) eşitsizliğine indirgenir.
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Teorem 3.5.3 m ∈ [0, 1], 0 ≤ a < mb, f ve f ′, (a,mb) aralığında sürekli fonksiyonlar, f(a) =

f(mb) ve
∫mb
a f(x)dx = 0 olsun. f ′ pozitif, α, β > 0 ve α + β = 1 için (f ′)

1
α ve (f ′)

1
β , [a, b]’de

m-konveks fonksiyonlar ise,∫ mb

a
[f(x)]2dx (3.5.3)

≤ α(mb− a)3 [f ′(a)]
1
α +m[f ′(b)]

1
α

8π2
+ β(mb− a)3 [f ′(a)]

1
β +m[f ′(b)]

1
β

8π2

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. α, β, c, d > 0, α+β = 1 için cd ≤ αc
1
α +βd

1
β eşitsizliği ve (f ′)

1
α ve (f ′)

1
β ’nın m-konveksliği

kullanılarak,(
mb− a

2π

)2 ∫ mb

a
[f ′(x)]2dx

=
(mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0
f ′(ta+m(1− t)b) f ′(ta+m(1− t)b) dt

≤ (mb− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

] 1
αdt+ β

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

] 1
β dt

}

≤ (mb− a)3

(2π)2

{
α

∫ 1

0

[
t
(
f ′(a)

) 1
α +m(1− t)

(
f ′(b)

) 1
α

]
dt

+β

∫ 1

0

[
t
(
f ′(a)

) 1
β +m(1− t)

(
f ′(b)

) 1
β

]
dt

=
(mb− a)3

(2π)2

{
α

(
[f ′(a)]

1
α

2
+
m[f ′(b)]

1
α

2

)
+ β

(
[f ′(a)]

1
β

2
+
m[f ′(b)]

1
β

2

)}

yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak, (3.5.3) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.5.3 Teorem 3.5.3’de, m = 1 seçilirse (3.5.3) eşitsizliği (2.2.4) eşitsizliğine indirgenir.

3.6 (α,m)-Konveks Fonksiyonlar İçin Wirtinger Tipli İntegral

Eşitsizlikleri

Teorem 3.6.1 (α,m) ∈ [0, 1]2, 0 ≤ a < mb, f ve f ′, (a,mb) aralığında sürekli fonksiyonlar,

f(a) = f(mb) ve
∫mb
a f(x)dx = 0 olsun. (f ′)2, [a, b]’de (α,m)-konveks fonksiyon ise,

∫ mb

a
[f(x)]2dx ≤ (mb− a)3

(2π)2

(
[f ′(a)]2 + αm[f ′(b)]2

α+ 1

)
(3.6.1)
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eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (f ′)2, [a, b]’de (α,m)-konveks olduğundan, t ∈ [0, 1] ve (α,m) ∈ [0, 1]2 için,

1

mb− a

∫ mb

a
[f ′(x)]2dx =

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

]2
dt

≤
∫ 1

0

(
tα[f ′(a)]2 +m(1− tα)[f ′(b)]2

)
dt

=
1

α+ 1
[f ′(a)]2 +m

α

α+ 1
[f ′(b)]2

=
[f ′(a)]2 + αm[f ′(b)]2

α+ 1

yazılır.

Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı (mb−a)3

(2π)2
ile çarpılır ve elde edilen eşitsizlik için (1.0.2)

eşitsizliği kullanılırsa istenen eşitsizlik elde edilir.

Sonuç 3.6.1 Teorem 3.6.1’da m = 1 ve α = 1 seçilirse, (3.6.1) eşitsizliği (2.2.2) eşitsizliğine

indirgenir.

Teorem 3.6.2 (α,m) ∈ [0, 1]2, 0 ≤ a < mb, f ve f ′, (a,mb) aralığında sürekli fonksiyonlar,

f(a) = f(mb) ve
∫mb
a f(x)dx = 0 olsun. f ′, [a, b]’de (α,m)-konveks fonksiyon ise,

∫ mb

a
[f(x)]2dx (3.6.2)

≤ (mb− a)3

(2π)2

[
(α+ 1)[f ′(a)]2 + 2mα[f ′(a)][f ′(b)] + 2α2m2[f ′(b)]2

(α+ 1)(2α+ 1)

]
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ′’nün (α,m)-konveks fonksiyon olduğu ve değişken değişikliği kullanılarak,(
mb− a

2π

)2 ∫ mb

a
[f ′(x)]2dx

=
(mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

]2
dt

≤ (mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
tαf ′(a) +m(1− tα)f ′(b)

]2
dt

=
(mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0

[
t2α[f ′(a)]2

+(2mtα − 2mt2α)f ′(a)f ′(b) + (m2 − 2m2tα +m2t2α)[f ′(b)]2
]
dt

=
(mb− a)3

(2π)2

[
[f ′(a)]2

2α+ 1
+

2mα[f ′(a)][f ′(b)]

(α+ 1)(2α+ 1)
+

2α2m2[f ′(b)]2

(α+ 1)(2α+ 1)

]
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yazılır.

Önceki teoremin ispatına benzer şekilde (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.6.2 Teorem 3.6.2’de, m = 1, α = 1 seçilirse (3.6.2) eşitsizliği (2.2.3) eşitsizliğine

indirgenir.

Teorem 3.6.3 (α,m) ∈ [0, 1]2, 0 ≤ a < mb, f ve f ′, (a,mb) aralığında sürekli fonksiyonlar,

f(a) = f(mb) ve
∫mb
a f(x)dx = 0 olsun. f ′ pozitif, θ, β > 0 ve θ + β = 1 için (f ′)

1
θ ve (f ′)

1
β ,

[a, b]’de (α,m)-konveks fonksiyonlar ise,∫ mb

a
[f(x)]2dx (3.6.3)

≤ (mb− a)3

(2π)2

{
θ

(
[f ′(a)]

1
θ

α+ 1
+
mα[f ′(b)]

1
θ

α+ 1

)
+ β

(
[f ′(a)]

1
β

α+ 1
+
mα[f ′(b)]

1
β

α+ 1

)}

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Teorem 3.5.3’in ispatına benzer işlemler ve aynı eşitsizlik kullanılarak,(
mb− a

2π

)2 ∫ mb

a
[f ′(x)]2dx

=
(mb− a)3

(2π)2

∫ 1

0
f ′(ta+m(1− t)b) f ′(ta+m(1− t)b) dt

≤ (mb− a)3

(2π)2

{
θ

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

] 1
θ dt+ β

∫ 1

0

[
f ′(ta+m(1− t)b)

] 1
β dt

}

≤ (mb− a)3

(2π)2

{
θ

∫ 1

0

[
tα
(
f ′(a)

) 1
θ +m(1− tα)

(
f ′(b)

) 1
θ

]
dt

+β

∫ 1

0

[
tα
(
f ′(a)

) 1
β +m(1− tα)

(
f ′(b)

) 1
β

]
dt

=
(mb− a)3

(2π)2

{
θ

(
[f ′(a)]

1
θ

α+ 1
+
mα[f ′(b)]

1
θ

α+ 1

)
+ β

(
[f ′(a)]

1
β

α+ 1
+
mα[f ′(b)]

1
β

α+ 1

)}

yazılır.

Daha sonra (1.0.2) eşitsizliği kullanılarak, (3.6.3) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.6.3 Teorem 3.6.3’de m = 1, α = 1 seçilirse, (3.6.3) eşitsizliği (2.2.4) eşitsizliğine

indirgenir.
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4. TARTIŞMA ve SONUÇ

Çalışmanın temelini oluşturan üçüncü bölümde, η-konveks fonksiyon, p-fonksiyonu, ikinci

anlamda s-konveks fonksiyon, quasi-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, (α,m)-konveks

fonksiyon sınıfları için yeni Wirtinger tipli integral eşitsizlikleri elde edilmiş olup elde edilen

sonuçların literatürde var olan sonuçların bir genelleştirmesi veya genişlemesi olduğu görülmüştür.

Elde edilen bu yeni sonuçlar iki farklı makale olarak hazırlanmış olup bunlardan bir tanesi

”Some New Wirtinger Type Inequalities for η-Convex Functions” başlıklı çalışma altında ”The

7th International Conference on Control and Optimization With Industrial Applications” isimli

uluslararası konferansta sözlü bildiri olarak sunulmuş ve konferans ”Proceedings of the 7th In-

ternational Conference on Control and Optimization with Industrial Applications” kitabında

tam metin olarak basılmıştır [39]. Diğer makale ise ”New Inequalities of Wirtinger Type for

Different Kinds of Convex Functions” başlıklı çalışma olup ”Miskolc Mathematical Notes” isimli

SCI-Expanded indeksli dergide yayına kabul edilmiştir [25].

Konuyla ilgilenen araştırmacılar bu tezde kullanılan yöntemlerden ve sonuçlardan faydala-

narak bu tezde kullanılmayan konvekslik sınıfları için yeni Wirtinger tipli eşitsizlikler elde ede-

bilirler.
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