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OZET

WIRTINGER TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
EDA SAHIN
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 43 SAYFA

(TEZ DANISMANT: Prof. Dr. ERHAN SET)

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliim Wirtinger esitsizliginin
tarihsel gelisimi ile ilgili bilgileri igermektedir. Ikinci boliim ise Wirtinger integral
esitsizliklerinin farkli versiyonlarini ve genellestirmelerinin yani sira konveks
fonksiyon siniflar1 i¢in elde edilen Wirtinger tipli integral esitsizliklerini
icermektedir. Ugiincii boliim ise n-konveks, s-konveks, p-fonksiyonu, quasi-konveks,
m-konveks, (a, m)-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen yeni Wirtinger tipli
esitsizliklerin sunuldugu bulgular boliimiidiir. Son boliim ise bazi sonug ve onerileri
icermektedir.

Anahtar Kelimeler: Wirtinger esitsizligi, konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon,
quasi-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, (a, m)-
konveks fonksiyon, MN-konveks fonksiyon, p-fonksiyonu.



ABSTRACT

WIRTINGER TYPE INTEGRAL INEQUALITIES
EDA SAHIN

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 43 PAGES

(SUPERVISOR: Prof. Dr. ERHAN SET)

This thesis consists of four chapters. The first chapter contains information
about the historical development of Wirtinger inequality. The second chapter
includes different versions and generalizations of Wirtinger integral inequalities as
well as Wirtinger type integral inequalities obtained for convex function classes. The
third chapter is the section of findings where the new Wirtinger type inequalities for
n-convex, s-convex, p-function, quasi-convex, m-convex, (o, m)-convex functions
are presented. The last chapter contains some results and recommendations.

Keywords: Wirtinger inequality, convex function, s-convex function, quasi-convex
function, m-convex function, (a, m)-convex function, MN-convex
function, p-function.
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1. GIRIS

1969 Yilina kadar Wirtinger esitsizligi iizerine yapilmig ¢alismalar Mitrovic ve Vasic
tarafindan yazilan ” An Integral Inequality Ascribed To Wirtinger and Its Variations and

Generalizations” baglikli cahigmada agagidaki gibi 6zet olarak verilmigtir [30].

. . . . . 2 .
f, periyodu 27 olan bir periyodik fonksiyon ve f’ € L? olsun. [;" f(z)dz =0 ise,

/OQW F(@)2da < /0% F(2)2da (1.0.1)

esitsizligi gegerlidir. Burada esitlik durumunun gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve
B sabitler olmak tizere, f(z) = Acosx + Bsinx olmasidir. (1.0.1) esitsizligi literatiirde
Wintinger esitsizligi olarak bilinir. Wirtinger’in ispati ilk kez 1916’da W. Blaschke’nin
kitabinda yayinlanmigtir. Ancak (1.0.1) esitsizliginin daha 6nce var oldugu da bilinmek-
tedir. Ornegin, 1905 yihnda E. Almansi f ve f’, (a,b) arahgmda siirekli fonksiyonlar,
f(a) = f(b) ve fab f(x)dx = 0 olmasi gartlar1 altinda,

/ab f(x)*dx > (bzfa)z/abf(x)%x (1.0.2)

esitsizliginin gecerli oldugunu ispatlamistir. Bu sartlar 1911°de E. E. Levi ve 1914’te

L. Tonele tarafindan zayiflatilmigtir. Bununla birlikte, (1.0.2) formundaki esitsizlikler
ve daha genel esitsizlikler Almansi'nin sonucundan 6nce bile bulunabilir. Ornegin, 1896

yilinda E. Picard tarafindan yazilan kitapta,

7 p(x) f(x)?de
fab f(z)?dx

ifadesini maksimize eden f fonksiyonunu bulma problemi, f ve f’ siirekli fonksiyonlar,
f(a) = f(b) ve p, (a,b) arahiginda pozitif siirekli fonksiyon olma sartlar1 altinda ele
almmigtir. Ayrica (1.0.2) esitsizligi 1910’da J. Hadamard tarafindan yazilan kitapta da

bulunabilir.

1885’te H. A. Schwarz makalesinde,
J Jp(z,y)f(z,y)*dedy
T

TGO+ )y

boliimiintin maksimum degerini vermigtir. Daha sonra 1894’te H. Poincare, T" konveks



bir bolge, [ [ f(z,y)dxdy = 0 ve | bu bolgenin maksimum kirigi olmak {izere Schwarz’m
T

yukarida verdigi bolimiin p(z,y) = 1 igin § s 7 ten daha kiiciik oldugunu ispatlamigtir.
Ayni makalede H. Poincare ii¢ boyutlu bir bolge i¢in benzer bir problemi ele almig ve ilgili
boliim igin tahmin vermistir. 1906 yilinda da E. E. Levi; p(z,y) = 1 igin aym boliimii
biraz farkli kogullar altinda incelemis ve ”O, bir T' bolgesinin ¢evresinde maksimum ve
minimum mesafesi sirasiyla, [ ve L olan bir nokta olmak tizere T', bu noktaya gore konveks

bir bolge olsun. f [ f(z,y)dzdy = 0 ise, bu taktirde bu bélim K = min (525, ) olmak

lizere —’dan daha kiigliktiir” sonucunu ispatlamigtir.

E. E. Levi 1913 yilinda da (1.0.1)’e benzer formda ki esitsizliklerle birlikte (1.0.1)’deki
ayn1 integralleri iceren baz esitsizlikleri ispatlamistir. Ornegin bunlardan biri agagidaki
gibidir:

f, tiirevi (a,b) tizerinde siirh bir fonksiyon ve f(a) = f(b) = 0 olsun. Ayrica |f(z)| < a

olsun. (a,b) araliginda k; ve ko iki tamamlayici 6Olgiilebilir alt kiime olmak tizere,

b )2
/ flapis < O [ it vat—a) [ 17@)ds

/ \f(x)f (z)|dx < W f'(z)*dz + a (b—Ta + 1) |/ (z)|dx
k1 ko

olur.

1949’da A. Pleijel, f, 27 periyotlu bir fonksiyon ve f” € L?[0, 27| olmak iizere,

0 f/$2d£l? 2m ) _( 27 )2
27 f27r () de/ f(x < 27T/0 f(z)*dx /0 f(z)dz
2w
< 27T/ f(x)*dx
0

esitsizligini ispatlamig olup ikinci esitsizlik aslinda (1.0.2)’nin bir geligtirilmis halidir. Bu

esitsizlik daha once 1919°da M. Janet tarafindan daha genel bir formda ele alinmigtir.

M. Janet'in makalelerinden esinlenerek 1930’da G. Cimmino agagidaki sonucu ispat-
lamigtir:

p < n ve f fonksiyonunun (n — 1). mertebeye kadar olan tiirevleri (a,b) lizerinde siirekli

)
olmak iizere f(a) = f'(a) = ... = f®Y(a) = f(b) = f'(b) = ... = f"V(b) = 0 olsun.

Bu taktirde, 2v,,, f@(z) — (=1)"*?f@P)(z) = 0 denkleminin n bagimsiz ¢oziimiiniin



Wronskian’in en kiigiik pozitif sifir1 olmak tizere,

(1.0.3)

fab f(n) (I)le' - < 2Un,p ) 2n—2p

f; f@ (x)2dx b—a

esitsizligi gegerlidir. Daha sonra M. Janet 1932’de (1.0.3) esitsizliginin minimum degerini

acikca belirleme problemini ele almigtir.

1940’ta E. Schwidt, asagidaki sonucu ispatlamigtir:

z, [0, A] arahiginda siirekli bir fonksiyon, z(0) = z(\), Omin)\z(t) = m, max z(t) = M ve

M+m = 0 olsun. 2/, tiirevi tanmimli, sonlu sayida nokta digindaki tiim noktalarda siirekli ve

mutlak integrallenebilir olsun. Bu taktirde, a > 0, b > 1 ve H(u,v) = (uf;g’u = P(ﬁl&;;ﬁgﬁw

(L o) st (5 57) (o f o)

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizligin hipotezindeki kosullar @ = b > 1 olacak sekilde

olmak tizere,

degistirilirse ve m + M = 0 kosulu ihmal edilirse, 0 < ¢ < A igin,

A 1
/ dt < —— (—sm ) /\b/ |2/ (t)|°dt
0 b

olur ki buradan b = 2 i¢in, fo t)dt = 0 ek kosulu ile birlikte Wirtinger esitsizligi,

A 2 A M 2
/ 2(H)2dt < % S ()2t — A (m; )
0 ™™ Jo

seklinde geligtirilmig olur. Ayrica E. Semidt’in bu sonucu ile iligkili olan sonuglar 1944’te

(1) — %(m + M)

R. Bellman tarafindan verilmistir.

D. G. Northcott’in sonucunun genellegtirilmesi 1943’te R. Bellman tarafindan k,n
dogal sayilar ve a,’ler sabitler olmak iizere, f™ € L*[—m, 7], f(z) = f(z + 27) ve
fj: f(x)dz = 0 kosullar1 altinda,

+m +m
Fayde < [ F0 ()P

—T

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizligin £ = 1 ve n = 1 i¢in (1.0.1) egitsizliginden daha zayif

oldugu goriilmektedir.

1958’de P. R. Beesach, (1.0.1) esitsizliginin gesitli genellegtirmelerini vermistir ki bun-



lardan biri su sekildedir:

p, baz1 (—a, a) araliklarinda siirekli bir fonksiyon olmak iizere ,

y" () +p(x)y(r) =0

diferansiyel denklemi fjaa p(z)dx > 0 ve x € (—a,a) igin y;(x) > 0 ¢dziimiine sahip olsun.

Bu taktirde,
+a

af'(ﬂf)deZ/_ p(z)f(z)*dx

a

egitsizligi gegerlidir. Esitlik durumunun gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart A = 0 ve ya

yi1(—a) # 0 yada yy(a) # 0 iken, f(x) = Ayi(x) olmasidir. Ayn1 makalede P. R. Beesack,

“+a

f@)f(x)*dz

+a
f'(@)de >
formundaki egitsizlikleri de dikkate almigtir.

1969’da W. J. Kim, Wirtinger esitsizligi ile iligkili asagidaki esitsizligi vermistir:
f, la, b] izerinde m. mertebeye kadar tiirevleri ile birlikte siirekli bir fonksiyon olsun ve bu

fonksiyon ilk m — 1 tiirevleri ile birlikte x = a ve x = b i¢in sifira egit olsun. Bu taktirde,

/ab Fm(x)2da > (b_T“) . ﬁ(2k +1)? /ab = JC)J;L%Q_ e

k=0

esitsizligi gecerlidir.

1959’da P. R. Beesack makalesinde (1.0.1) esitsizliginin agagidaki genellegtirmesini de
ispatlamigtir:

[—7, 7] arahginda f' € L**, f(—n) = f(7) ve f_t:_r f#=Y(x)dx = 0 olsun. Bu taktirde,

+7
fz)Pde <

-

<k sin 1)% " f(z)**dx

1
2k -1 2k

-

esitsizligi gecerlidir. Ayni makalede P. Beesack, r ve s, (a, b) araliginda siirekli fonksiyonlar

olmak tizere,
b b
[ s@iteris < [ @y
esitsizligini de vermistir.

1960°ta W. J. Coles (1.0.1) esitsizliginin ileri genellegtirmelerini vermis olup bunlardan

biri su sekildedir:



m dogal say1, n = 2m olsun ve k;’ler (0 < i < m) ya 0 ya da 1 olsun ki boylece Y ;" k;
cift say1 olur. h; = Z;ZO ki, pi = (=), ¢ = (=1)p; olsun. p, [a,b] araliginda reel
stirekli bir fonksiyon, ¢; = (1 — k;)a+ k;b, d; = kir1a+ (1 — ki1)b ve d; = a+ b — d; olsun.
Eger y"(x) — p(x)y(z) = 0 diferansiyel denklemi, [a,b] arahiginda (—1)"p(x)y(z) > 0,
piy™ () >0 (1 <i <m)veqy™I(d;) >0 (0 <i<m—1) olmak iizere bir y
)=0(0<i<m-—1)ve f0"(x) e L?

coziimiine sahipse, her f fonksiyonu icin f@(d . ,

olmak tizere, , \
(0" [ po)fafde < [ s

esitsizligi gecerlidir.

1965’te J. B. Diaz ve F. T. Metcalf, (1.0.2) esitsizligini genellestiren esitsizlikler ispat-

lamiglardir. Bu egitsizliklerin en temel olanlarini su sekilde siralayabiliriz.

i) Reel degerli f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli tiirevlenebilir olsun. t; ve ¢y reel

sayilar olsun Oyle ki, a <t; <ty <bve f(t;) = f(t2) dir. Bu taktirde,

/a (1@ - fle)Pe <  max ((m —a)’ (b= t2)% (“ 3 t)) / s

esitsizligi gecerlidir.

ii) f fonksiyonu, i’deki kogullar1 saglyorsa ve f(a) = f(b) ise,

/ab(f(x) — f(t1))?dx < % max ((t — 1), (b— a — t2 + t1)?) /ab f(x)*dx
esitsizligi gecerlidir.
iii) f fonksiyonu ii’deki kogullar1 saghyorsa ve (b —a)f(t;)? > 2f(t1) ff f(x)dx ise,
b 1 b
/a f(z)?dr < —5 max (2 —t1)*, (b—a—ta+ 1)) /a f(z)*dx
esitsizligi gecerlidir.

iv) f fonksiyonu [a, b] iizerinde siirekli ikinci tiireve sahipse, Ve > 0 icin, K(¢) = £+ %

Q
e ' (b—a)?
ve P =1, ) = 12 olmak iizere,

/ab f(x)de < 8/: f"(x)*dx + K () /ab f(z)%dx

esitsizligi gecerlidir.



1966'da A. M. Pfeffer, f(z) € C™[a,b], 1 < k < m, f(a) = f(b), fD(a) = fO(b)

(t=1,....,m—1) ve ¢ > 0 kogullar altinda,

b b b
/ £8)(2)2de < / £ (22 + Hion(2) / f(a)de (1.0.4)
seklinde (1.0.2) esitsizliginin olasi en iyi versiyonunu ispatlamistir. Buradan Hy,,,

)Qm—Q

e> (=) igin Hy,n(e) =0,

boa (i)m pozitif tam say1 ise Hy ,,(¢) = (i)i"“ ( — ﬁ) ,

me

1
diger durumlarda J = [1)2—_7:1 (%) 2’”*%] olmak fizere,

N\ 2k N\ 2m - 2k - 2m
i = ma ((5)7 == (322 (25202)" == () ™)
ko
seklindedir. Ayrica P. R. Beesack, yukaridaki formiillerde yanlhg yazilmig olan (%) mh
_k_
sabitini gercek degeri olan (%) m=F geklinde degistirmistir.

1967°de B. A. Troesch, asagidaki sonucu elde etmistir:
h, I = |0, 1] {izerinde pargali diizgiin tiirevli pozitif bir fonksiyon, —h, I iizerinde konveks

ve h'(0) = 0 olsun. f, I’da siirekli ve parcal diizgiin, f(0) = 0 olsun. Bu taktirde,

Jo @) f @pPde _ x?
fol h(z)dx fol f(z)2dx — 4

egitsizligi gegerlidir. Esitlik durumunun gecerli olmasi icin gerek ve yeter sart h ve A sabit

olmak iizere f(z) = Asin(3mz) olmasidir.

1968’de D. M. Mangeron, ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in (1.0.2) esitsizligini H. A.
Schwarz’in sonucundan farkli sekilde ispatlamigtir. Ashinda D. M. Mangeron, belirli

kosullar altinda,

.....

b bm, m <, T 2
fall ,_.fam p(T1,y ey T <%) dxy...dx,,

bolimiiniin minimum degerini belirlemistir.



1969’da H. D. Boyd,

PTq

T

[ ironewmee < & ([ ir@riaa) (105)

formundaki esitsizliklerde miimkiin olan en iyi K sabitlerini belirlemek ic¢in bir yontem
vermistir. Burada f(a) = f'(a) = ... = f®(a) = 0 ve f Y mutlak siirekli bir
fonksiyondur. Wirtinger ve Opial esitsizlikleri arasindaki iligkinin kuruldugu ilk esitsizlik

(1.0.5) esitsizligidir.

Wirtinger esitsizliginin ayrik versiyonlari da 1955’te K. Fan, O. Taussky ve J. Todd

tarafindan verilmistir.

1999’da B. Florkiewicz ve K. Wojteczek [17] bazi ileri Wirtinger-Beesach integral
esitsizliklerini, 2002’de R. R. Hall [21] yeni bir Wirtinger tipli integral esitsizligini, R.
Hilscher [22] Wirtinger tipli esitsizligin zaman skalasindaki versiyonunu, 2004’te C-F. Lee
ve arkadaglar1 [26] genellegtirilmis bir Wirtinger esitsizligini, 2007’de R. P. Agarwal ve
arkadaglar [2] Wirtinger esitsizliginin genellegtirmesini ve bunlarin siirekli analoglarini,
2009’da R. Cheng ve D. Zhang [10] genellegtirilmis bir Wirtinger esitsizligini ve bu egitsizligin
adi diferansiyel denklemler simifina uygulanmasim, 2011’de J. Jaro$ [24] yeni bir Picone
tipli bir 6zdesgligi kullanarak klasik Wirtinger esitsizliginin genellestirmesi olan bir integral
esitsizligini, 2018’de L. Zhang ve S. Wang [41] Wirtinger tipli iki kath integral egitsizliginin
yeni bir smifini, 2019’da M. Z. Sarikaya ve C. C. Biligik [37] uyumlu kesirli integraller
icin Wirtinger esitsizliginin yeni bir genellegtirmesini, S. Ashytice [6] uyumlu kesirli inte-
gral oparatorleri yardimiyla yeni Wirtinger tipi esitsizlikleri ve J. Cuff ve arkadaglari [12]
parcali, egit aralikli lineer fonksiyonlar i¢in Wirtinger esitsizliginin ayrik bir versiyonunu,
2020’de T. M. Costa ve arkadaglar [11] aralik degerli fonksiyonlar igin Wirtinger tipli

integral esitsizliklerini elde etmiglerdir.

Bu tezin amaci ilk olarak 2020 yili ve oncesinde elde edilen Wirtinger tipli esitsizliklerin
tarihsel geligim siireci ile ilgili bilgiler vermektir. Ikinci olarak literatiirdeki konveks ve
MN-konveks fonksiyon siniflari i¢in elde edilen Wirtinger tipli integral esitsizlikleri ve bazi
diger genellestirilmig veya genisletilmis Wirtinger tipli esitsizlikleri sunmaktir. Uciincit
olarakta n-konveks, s-konveks, quasi-konveks, m-konveks, (a, m)-konveks ve p-fonksiyonu

gibi konveksligin farkli simiflar1 i¢in yeni Wirtinger tipli esitsizlikler elde etmektir.



2. ONCEKI CALISMALAR
2.1 Wirtinger Tipli Esitsizliklerin Farklh Versiyonlari

Bu boliimde ilk olarak, ii¢ bagimsiz degiskenli fonksiyonlar ve onlarin kismi tiirevlerini

iceren bazi yeni Wirtinger tipli integral esitsizlikleri verilmigtir.

a,b,c,k,m,n € R igin A = [a, k] x [b,m] X [¢,n] olsun. Eger f(r,s,t), A {izerinde

tamimli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise, kismi tiirevleri D f(r,s,t) = % (r,s,t),

Dyf(r,s,t) = %f(r,s,t), Dsf(r,s,t) = % (rys,t) ve DsDyDyf(r,s,t) = #;Tf(r,s,t)
ile gosterilir. f : A — R, siirekli fonksiyonlar simfin1 f(A) ile gosterilsin ki buradan
Dy f(r,s,t), Daf(r,s,t), Dsf(r,s,t), DsDyDy f(r,s,t)'nin kismi tiirevleri A iizerinde var
ve stirekli, ayrica a <r <k, b<s<m,c<t<nicn f(a,s,t)= f(k,s,t)= f(rbt)=
f(r,m,t) = f(r,s,c) = f(r,s,n) =0 dir.

Teorem 2.1.1 f,g € F(A) olsun. Bu taktirde,

/k /m/nlf(r,s,t)l |g(r, s, t| dtdsdr S% (b= m =Hin =] (2.1.1)

8

k m n
X / / / [|1Ds Dy D f(r, s, t)|* + | D3 Dy Dy g(r, s,t)m dtdsdr
a b c
dir [34].

Sonug 2.1.1 (r,s,t) € A igin g(r, s,t) = f(r,s,t) oldugunda (2.1.1) esitsizligi
e 2 (k—a)(m —b)(n - )"
/ / / (5,0 dtdsdr < [ . (2.1.2)
a Jb c

k m n
X / / / | D3 Dy Dy f(r, s, t)|2 dtdsdr
a b c

seklinde Wirtinger tipli integral esitsizligine indirgenmektedir [34].




Teorem 2.1.2 f,g,h € F(A) vei=1,2,3i¢in 1 < p; < oo sabitler olsun. Bu taktirde,

k m n
/ / / [1£ (5, O 9(r, 5, DI + lg(r, 5, O [B(r, 5, £)]” (2.1.3)
a b
+ [h(r, s, ¢) | dtdsdr | f(r, s, t)|"" ]

< [(k_a)( < rm/ / / \D3 DD, f(r, s, )| dtdsdr

k— _ _ 2p2
[( a)(m8 (n—c } / / / |Ds Dy D1 g(r, s, )| dtdsdr
a Jb c

{(k — a)(mg e - C)rm /ak /bm /n | D3 Dy D1 h(r, s, t) [ didsdr,
/ak /bm /C” | f(r,s,0)[" |g(r, s, 8)[7 |h(r, s, 1) (2.1.4)

Hf(r?SJt "+ |g(r, s, t)[”* + |h(r, s, t)|"*] dtdsdr

4p1
< {(k—a)( 3 } / / / |D3 Dy Dy f(r, s, t)|"" dtdsdr

E— _ _ 4p2
[< a)(m8 (n—c 1 / / / | D3 Dy Dy g(r, s, )| dtdsdr
a b c

i [(k" - “)<m8_ b)(n - C>rp3 /k /bm /n |D3 D5 D1 h(r, s, )" dtdsdr

dir [34].

+

_|_

_|_

Sonug 2.1.2 (2.1.3) ve (2.1.4)’de py = pa = p3 = 1 ve g(r,s,t) = h(r,s,t) = f(r,s,t)

alinirsa, sirasiyla (2.1.2) esitsizligi

///|frst|dtdsdr
_[ —a)m _b ”_C} // / \DsDy Dy f(r, 5,1)|" dtdsdr

seklindeki Wirtinger tipli integral esitsizligi elde edilir [34].

Wirtinger tipli esitsizliklerle ilgili daha fazla bilgi i¢in [1, 31] numarah kaynaklara bakilabilir.

2008’de R. Giova , p > 1, w € W?(0,27) sartim saglayan 27 periyotlu bir fonksiyon,

a ve b uygun uzaylara ait iki sinirli ve negatif olmayan fonksiyonlar olmak ftizere,

27 27
/ alwl? < C(a,b)/ blw'|?
0 0

agirlikli Wirtinger tipli integral esitsizligi ile iligkili asagidaki genellestirmeleri sunmustur



[18].

Teorem 2.1.3 a € L|0, 27] negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

27 1 27 1
/ alwl? < C'( a, — / |w' P
0 ar— o ar!

seklindeki Wirtinger esitsizligi gecerlidir. Burada WL? (=), LP (), [0, 27] tizerinde

per

tiim olgiilebilir u fonksiyonlarmin kiimesi ve a : (0,27) — R integrallenebilir pozitif bir

fonksiyon olmak iizere w' € LP () ve w(0) = w(27) sartim saglayan tiim w € L[0, 27]

.. 1 1 2T R
fonksiyonlarinin kiimesini gostermek iizere Yw € W7 (ap_l) ve fo a|lw[P~*w = 0 igin,

(od)- (G () ()

dir ve B (l l) ise,
p’p

o) TG ()= [ oo

seklinde bilinen beta fonksiyonudur.

3

Teorem 2.1.4 a,; ve Vab~! € L[0,2x] olmak tizere a,b : (0,27) — [0, 00) 6l¢iilebilir
fonksiyonlar olsun. 0 < I = infvar~1b < S = supvVaPr1b < oo ve V,y > 0 icin
fy ———dt olsun. fo alw|P~2w = 0 olmak tizere Yw € WLE(b) igin,

per

p

/27ra|w|p < i 2i1f /a *1 /27r b|w1|p
0 T =1 [Cp’ - ‘I’(Sa I)] 0
(p—-1) 7
esitsizligi gecerlidir. Burada,
p—1 p—1

v =Aall s-nst \7 [ (s-nst 7
| ° [(Sﬁ_h%l) ’ I(Sp%l_]p%l)

ve 1 < g < o0 igin,

dir.

1971’de Beesack, mutlak stirekli fonksiyonlar i¢cin Wirtinger esitsizligini agagidaki gibi

genellegtirmistir.
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Teorem 2.1.5 f, [0, 7) iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu

taktirde Vp > 1 i¢in,

esitsizligi gegerlidir. Burada, esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart y(x),

1 Y =
r = —psin (z)/ (1—tp)71dt, 0<y<1
2 P/ Jo

denkleminin tekil bir ¢dziimii olmak iizere, f(z) = cy(x) olmasidir [§].

2017°de M. W. Alomari mutlak stirekli fonksiyonlar icin agsagidaki Wirtinger tipli

esitsizlikleri elde etmistir.

Lemma 2.1.1 [ reel bir aralik ve a,b € I° (I'nmn i¢i) ve a < b olsun. f, I {izerinde

mutlak stirekli bir fonksiyon, f ve f’ pozitif ve f(a) = 0 olsun. f fPdx ise, Vp > 1 igin,

b ppsmp
/fpdx< = b—a /f'pdx (2.1.5)

esitsizligi gecerlidir. p:#(ﬂ(b — a)P sabiti Vp > 1 igin miimkiin olan en iyi degerdir [4].

Lemma 2.1.2 [ reel bir aralik ve a,b € I° ve a < b olsun. f, I tizerinde mutlak siirekli
bir fonksiyon, f ve f’ pozitif ve f(b) = 0 olsun. f fPdx < oo ise, Vp > 1 igin (2.1.5)
esitsizligi gegerlidir [4].

Teorem 2.1.6 ¢ € (a,b) olsun. Bu taktirde Vf € L,(a,b) igin,

[0 roras e G e e st [

m(p—1) 2

esitsizligi gegerlidir [4].

Teorem 2.1.7 f(x), 2m periyotlu diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu taktirde, V¢ € R,
21 t 2m
/ [f(z) — f(x +t)]*dw < 4sin® 3 f?(x)dx
0 0

esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart a,b, c reel
sabitler olmak {izere, f(x) = acosz + bsinx + ¢ olmasidir (¢ = 0 i¢in esitlik her zaman

gecerlidir).

11



1961’de Beesack tarafindan, k > 1, f(z) € C'([0,7]), f(0) = 0 igin,

(ksin 2

JRGEIRE 2’“‘1%/ Pa)de, k1.

seklinde Wirtinger esitsizliginin bir genellegtirmesi elde edilmigtir [7].

Simdi Bessel fonksiyonlari hakkinda onbilgiler ve bu fonksiyonlar icin elde edilen

Wirtinger tipli integral esitsizlikleri verilecektir.

Bessel fonksiyonlar, z?y” + zy’ + (22 — v?*)y = 0 Bessel diferansiyel denkleminin
¢ozuimleridir.

Jp(z) = Z:S Wl)p’ll)! (%)QHP seklinde tanimlanan J,(x) fonksiyonuna p. dereceden
Bessel fonksiyonu denir. Burada p > 0 olup z’in her sonlu degeri i¢in bu kuvvet serisi

yakinsaktir. Burada, I'(k + 1) = k! oldugundan,

yazilir.

p, tam say1 ise .J, ve J_, fonksiyonlar: lineer bagimsiz degildir ve J_, = (—1)?.J, dir.
Bunun aksine p tam say1 degilse, J, ve J_,, lineer bagimsizdir.

Jo(x) ve Jy(z) fonksiyonlar: en énemli Bessel fonksiyonlandir. p = —1 ve p = 1 i¢in, bu
fonksiyonlar,

|
w\»—-
||
T‘
aQ
2
8

seklindedir.

Teorem 2.1.8 [0, 7] iizerinde f’ € L?** ve f(0) = f(m) = 0 olsun. Bu taktirde,

/OW < le_ 1 <g>2k (/Og 7 <% cost> costdt> : /07T % (2)dx

esitsizligi gecerlidir [28].
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Teorem 2.1.9 [0, 7| iizerinde f’ € L?* mutlak siirekli ve f(0) = f(r) = 0 ise,

7T2k

2k +

| e < 5o [ 0 s

Jo? 2k I3 (2)dz
2

esitsizligi gecerlidir. Burada C'(k) = dir [28].

T
f(;Z $k+1jik+1($)d
2

Teorem 2.1.10 f(x), 27 periyotlu diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu taktirde V¢ € R igin,

[ - s v opae <t (3) [ 5w

0

esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart A, B, C' reel
sabitler olmak {izere, f(z) = Acosz + Bsinz + C olmasidir (¢ = 0 igin esitlik her zaman

gegerlidir) [28].

Simdi de 2019’da M. Z. Sarikaya tarafindan elde edilen Wirtinger tipli esitsizliklerin

bazi genellestirmeleri ve yeni versiyonlar: verilecektir.
Teorem 2.1.11 f € C'([a,b]) i¢in f(a) = f(b) =0 ve f’ € Ly[a,b] olsun. Bu taktirde,

(b—a)*

/ f@)Pde < / (@) (2.1.6)

esitsizligi gecerlidir [38].

Teorem 2.1.12 f € C'([a,b]) i¢in f(a) = f(b) =0, p > 1 ve f' € Ly[a,b] olsun. Bu
taktirde,

b b—a)yt [°
[ 1rt@pde < C2— [p@pa
a p a
esitsizligi gecerlidir [38].

Teorem 2.1.13 f,g € C'([a,b]) i¢in f(a) = f(b) =0, g(a) = g(b) =0 ve f', ¢ € Lsla,]

olsun. Bu taktirde,

(b= a)’
8

[ ir@lls@iar < C e+ @) o

esitsizligi gecerlidir [38].

2019’da N. Alp ve M. Z. Sarikaya, Wirtinger esitsizligi ile ilgili yeni sonuclar1 agsagidaki

gibi vermislerdir.
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Teorem 2.1.14 f, [a, b] lizerinde reel degerli bir fonksiyon olsun. f" € Lsa, b] ve fab f(t)dt

i¢in,

[ iswpas [isapas PO, g < SOZD e
esitsizligi gegerlidir [3].
Teorem 2.1.15 f, [a, b] lizerinde reel degerli bir fonksiyon olsun. f” € Lya, b] ve fab f(t)dt

& [irra

esitsizligi gecerlidir. Burada N = maxiciap){|f(t)|} ve M = max{|f(a)|,|f(D)|} dir [3].

icin,

/|f )2t + ()+f2()(b—a)—2NM§(b

Teorem 2.1.16 f, [a,b] iizerinde reel degerli bir fonksiyon olsun. f" € Lsa,b] ve f(a) =
f(b) =0 ise, bu taktirde p > 1 igin,

’ — N2
/ | f(t)|pdt§2p_2(b—a)p% / |f(t)|Pdt (2.1.7)
esitsizligi gecerlidir [3].

Sonug 2.1.1 (2.1.7)’da p = 3 segilirse,

[ uwr <85 [irwpa

esitsizligi elde edilir [3].

Sonug 2.1.2 (2.1.7)’da p = 4 segilirse,
b b—a)t b
[ < © 22 [irora

esitsizligi elde edilir [3].

Sonug 2.1.3 (2.1.7)’da p = 2 segilirse, bilinen Wirtinger esitsizligi elde edilir [38].

2.2 Farkhh Turden Konveks Fonksiyonlar igin Wirtinger Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde Wirtinger tipli esitsizlikleri elde etmek i¢in kullanilan bazi esitsizlikler ve

tanmimlar verilecektir.
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Teorem 2.2.1 (Holder esitsizligi) f ve g, [a, b] araliginda tanimh ve integrallenebilen iki
fonksiyon olsun. p > 1 ve i + é = 1 olmak tizere |f|? ve |g|?, [a,b] araliginda integral-

lenebilen fonksiyonlar ise,

[ 1w < ([ If(x)\pdx); (f |g<:c>rqu)é

esitsizligi gecerlidir [32].

Teorem 2.2.2 (Ters Holder esitsizligi) f ve g, [a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen
iki fonksiyon olsun. p,q > 1 ve i + % = 1 olmak fizere |f|P ve |g|P, [a,b] araiginda

integrallenebilen fonksiyonlar ve 0 < m < % < M < oo ise,

( / b !f(:v)lpdx); ( / b \g<x>rqu); < (%) . / | @)g(a)d

esitsizligi gecerlidir [36].
Tanim 2.2.1 f C R — R fonksiyonu her z,y € [a,b] ve t € [0, 1] igin,

flte + (1 —t)y) <tf(x)+ (1) f(y) (2.2.1)
esitsizligi saglanirsa f’ye konveks fonksiyon denir. (—f) konveks ise f konkavdir [35].

Tanim 2.2.2 0 < s < 1 olsun. Her z,y € [0,00), o, 8 > 0, ve a® + 3°* = 1 olmak {izere,

flax + By) < o’ f(z) + B°f(y)

esitsizligini saglayan f : [0, 00) — R fonksiyonuna s-Orlicz konveks veya birinci anlamda

s-konveks denir. Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar kiimesi K ile gosterilir [14, 33].

Tanim 2.2.3 0 < s < 1 olsun. Her z,y € [0,00) ve a, f > 0, a + 3 = 1 olmak fiizere,

flax+By) < o’ f(z) + 5°f(y)

esitsizligini saglayan f : [0,00) — R fonksiyonuna s-Breckner konveks veya ikinci anlamda

s-konveks denir. Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar kiimesi K? ile gosterilir [9, 23].

Tanim 2.2.4 f: 1 C R — R fonksiyonu, negatif degilse ve her z,y € I ve X € [0, 1] igin,

fOz+ (1 =XNy) < f(z) + fy)
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esitsizligini sagliyorsa f’ye P fonksiyonu veya P(I) siifina aittir denir [13].

Tanim 2.2.5 f:[0,b] — R fonksiyonu, m € [0, 1], her z,y € [0,b] ve t € [0, 1] igin,

fltz+m(1—t)y) <tf(z)+m(l—1)f(y)

esitsizligini saghyorsa f’ye m-konveks denir. f(0) < 0 i¢in [0,b] {izerinde tanimli m-

konveks fonksiyonlar kiimesi K,,(b) ile gosterilir [15, 40].

Tanim 2.2.6 f:[0,b] — R fonksiyonu, (o, m) € [0,1]?, her z,y € [0,b] ve t € [0, 1] icin,

fltz +m(l —t)y) <t°f(x) +m(l —t%)f(y)

esitsizligini saghyorsa f’ye («, m)-konveks denir. f(0) < 0 igin [0,b] tizerinde tanimh

(cr, m)-konveks fonksiyonlar kiimesi K¢ (b) ile gosterilir [15, 27].

Tamim 2.2.7 f: 1 CR — R fonksiyonu, her z,y € I ve t € [0, 1] igin,

fltz + (1 —t)y) <max{f(z), f(y)}
esitsizligini sagliyorsa f’ye I tizerinde quasi-konveks fonksiyon denir [20].

Tamim 2.2.8 R(a) > 0 ve R(b) > 0 olmak iizere, Beta fonksiyonu B(a, b) ile gosterilir ve

1
B(a,b):/ N1 — ) dt
0

seklinde tanimlanir. Gama ve Beta fonksiyonlarini birbirine baglayan onemli bir 6zellik

asagidaki gibi ifade edilebilir.
['(a)I'(b)

B(CL,b) = m

Tanim 2.2.9 [, R’de bir aralik olsun. f : I — R bir fonksiyon olmak iizere, her x,y € I
ve t € [0, 1] igin,
flta+ (1 =t)y) < f(y) +tn(f(2), f(y))

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna n-konveks veya 1 : R — R fonksiyonuna gore kon-

vekstir denir [19].

Yukaridaki esitsizlikte n(f(z), f(y)) = f(z) — f(y) olarak alimirsa, klasik konveks

fonksiyonun tanimi elde edilir. Boylece bir fonksiyon konveks ise n-konvekstir. Fakat tersi
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her zaman dogru degildir. Ornegin; f : R — R,

f(:v):{ —x, x2>0ise

T, r < 0 ise

seklinde tanmimh bir fonksiyon ve her z,y € (—o0,0] i¢in n(z,y) = —x — y olsun. Bu

taktirde, f, n-konvekstir fakat klasik anlamda konveks degildir.

Tanim 2.2.10 M : (0,00) — (0, 00) fonksiyonu verilsin. Eger,
a) Simetrik: M(z,y) = M(y, )

b) Yansiyan: M(z,z) =z
¢) Monotonluk: min{z,y} < M(z,y) < max{z,y}

d) Homojenlik: M(A\x, \y) = AM (z,y), A\, herhangi bir pozitif skaler olmak iizere,

sartlar saglaniyorsa M’ ye ortalama fonksiyon denir [5].

Tanim 2.2.11 7,(0,00) alt araligi olmak iizere, f : I — (0,00) siirekli bir fonksiyon ve

M , N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. z,y € I olmak tizere f, M N-konveks ise

f(M(z,y)) < (Z)N(f(z), f(y)) dir [5].
Tanim (2.2.11)’e gére M N-konveks fonksiyonlar agagidaki gibi verilebilir:

i) f, AA — konveks ise (2.2.1) esitsizligi gegerlidir,

ii) f, AG — konveks ise
fla+ 1 =0)B) < [f([fB), 0<t<1

iii) f, AH — konveks ise

(- Da+tp) <
iv) f, GA — konveks ise
Fa'B) < tf(e) + (L—0f(8), 0<t<1

v) f, GG — konveks ise



vi) f, GH — konveks ise

f(@l_tﬁt) S
vii) f, HA — konveks ise

af
f((l—ﬂ—a+w>§tf(o‘)+(1—t)f(ﬁ), 0<t<1

viii) f, HG — konveks ise

ap t 1—t
f((l—t)—athﬁ)S[f(Oé)Hf[ﬁ)] . 0<t<1

ix) f, HH — konveks ise

of (@) f(8)
f((l—t)a+tﬁ)<(1_t)f(a)_|_tf() 0<t<l1

2019’da T. Z. Mirkovi¢, baz klasik esitsizlikleri kullanarak konveks ve M N-konveks
fonksiyonlar vasitasiyla Wirtinger tipli baz esitsizlikleri agagidaki gibi vermistir [29].

Teorem 2.2.3 a < b, f ve f', (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
fab f(x)dz = 0 olsun. (f’)?, [a,b] arahgimda konveks ise,

[uwra < S gpar o) 222)

dir.

Ispat. (f')2, [a,b] arahgnda konveks oldugundan, ¢ € [0, 1] i¢in,

b 1
bia/ [f’(a:)]de:/o [f/(ta + (1 — t)b)]2dt

= /1 [t/ (@) + (1 = [ (b)]?] dt = [f'(a)]? ; [f(b))2

elde edilir.

Simdi yukaridaki fonksiyonun her iki tarafl 2  ile carpilir ve (1.0.2) esitsizligi gbzontine

alinirsa (2.2.2) esitsizligi elde edilir.
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Teorem 2.2.4 a < b, f ve ', (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
fab f(z)dz = 0 olsun. (f’), [a,b] arahginda konveks ise,

P2 (b—a)® [ (f'(a)” + (f'(a)(f'(b) + (f'(b))?
/a [f (@)Pdr < @ { g } (2.2.3)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. (f'), [a,b] arahgimda konveks oldugundan,

(bz;“)Q [vera

_ _(’)(2;;) /0 [/ (ta+ (1 — 6)b)dt

(b—a)’
(27)?

IN

/0 £ () + (1 — £) f (b))l

_ (b—a) { (f'(@)* + (f'(a))(fS"(b) + (f’(b))Q}
(27)? 3

yazilir ve (1.0.2) esitsizligi uygulanirsa (2.2.3) esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.2.5 a < b, f ve f', (a,b) aralhginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve

fff(x)dm = 0 olsun. Eger [’ pozitif, a, 5 > 0 ve a + 5 = 1 olmak {izere, (f’)i ve (f)5

[a, b] de konveks ise,

[ pas < ap— e AL IO

Q=
_|_
™
—~
>
Q
S~—
w
=
~
=
=
=
+
=
—
(wy)
Pt
=
~~
o
N
.
N~—

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Iyi bilinen cd < aca + Bd% (o, Bye,d > 0 ve a+ = 1) esitsizligi ve (f’)i ve

(f )%’nln [a, b] tizerindeki konveksligi kullanilarak,

(% ) / @)

= /1 fta+ (1 —=t)b) f'(ta + (1 — t)b)dt

IN

(2r)? {a/()l[f’<ta+(1—t)b)]idt+ﬁ/01[f’(ta+(1—t)b)]édt}
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IN

. (-ap {au'(a))é (BT (@) + () }
- (2m)? 2

yazilir ve (1.0.2) esitsizligi gézoniine alinirsa istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 2.2.6 a < b, f ve ', (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ,
f;f(x)dx:()vef>0018un. p,q>1ve +——1101n0<m< mq < M < oo olsun.
Eger |7, | f]? [a,b] de konkav ise,

. b—a

(37)" U@+ FOF < = / 1) P (2.2.5)

(e

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. |f|?, |f|9nun konkavhig, Ters Holder esitsizligi ve u, v € R icin [u4v|" < 27 (Ju|"+

|v|") esitsizligi kullamilarak,

A [vere

= /Ol[f(ta + (1 —t)b)]*dt

= ()" (/ f(ta+ (1 -0 \pdt) (/ flta+( 1—t>b>\%zt)l

2 %)1 ([lusor +a-or (b)'p]dt); ([ws@r+a —t>\f<b>|q1dt>é
- ()" (lf(a”p;rlf(bﬂp)‘l’ (it >rq)q
e )

_ <%>Jq (f(a) Zf(b))2

yazilir ve (1.0.2) esitsizligi uygulanirsa (2.2.5) esitsizligi elde edilir.
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Teorem 2.2.7 a < b, f ve ', (a,b) arahginda stirekli fonksiyonlar, f(a)
fab f(x)dz = 0 olsun.

i) f, AG konveks ise,

ii) f', AH konveks ise,
b
[ irpar < S

iii) f’, GA konveks ise,

[ra < (%) { ot g ?351 [ @P
+ _2(a+b)lnlﬁ - ll)n2 Z] f(a)f(b)
b b

iv) f', GG konveks ise,

v) f', HA konveks ise,
b ) 1 2) _ ;2 Ilé ()2
[ < W{ o=@ (o alv = ) i | 170

-ab(b —a)(1—(b—a)?) —abla+b)In g} f'(a)f(b)

-b(b —a) (a+b(b—a)®) — ab®In g] [f’(b)]z}

esitsizlikleri gegerlidir.

ispat.
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i) (1.0.2) esitsizligi kullanilarak, |f’|, AG konveks fonksiyon oldugundan,

[vwra < (50) [1rere

_ _("(2;;2 /O[f’(ta+(1—t)b)]2dt

Ut [ @y

IN

(b—a)’ [f'(a)f"(B)]* — 1
w2 In[f"(a)f'(b)]

elde edilir.

ii) |f’| nin AH konveks fonksiyon oldugundan,

[vwre < (% ) [verae

- <b(2_7r;2 /O[f’((l—t)a+tb)]2dt

b—ap [\ Ffre  1°
@n)? / Lf’(a)Jr(l—t)f’(b) a

IN

elde edilir.

iii) |f’|, GA konveks fonksiyon oldugundan,

/a P < (bz; ) / @)

_ b—a\’ In a /O[f/<atb1—t)]2atb1—tdt
2m b J,

INA
7 N
[\
N——
[N}
—
=]
|
N
(e}
=
%
—
S
S~—
+
—~
—t
|
~
S~—
%
—
S
—
[\]
S)
2,
S
=
L
Q.
~
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elde edilir.

iv) |f’|, GG konveks oldugundan,

[vra

elde edilir.

IN

() wione [ {5

v) |f'|, HA konveks oldugundan,

[ e <

IN

(

ab(b(;?T;?g /10 I

') [

! ((1 - ’fa)l; +tb)r = t)la—i— e

A Gl / :(tf’(a) +(1- t)f’(b)ﬂ :

(2m)? (1 —t)a+tb

1

(2m)?

_{ b~ ) (0 alb ~ o) a2 [/

23



+ |ab(b—a) (1 — (b—a)?) — abla +b)In S} f'(a)f'(b)

+ _b(b —a) (a+b(b—a)?) — ab®In 2] [f'(b)]Q}

elde edilir.

2.3 Wirtinger Esitsizliginin n. Kez Diferansiyellenebilir Fonksi-

yonlar i(;in Yeni Genellegtirmeleri

2020 yilinda S. Erdem Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Holder esitsizligi yardimiyla klasik
Wirtinger esitsizliginin genellestirilmig versiyonlarini asagidaki teoremlerde verildigi gibi

elde etmistir [16].

Teorem 2.3.1 f € C"([a,b]), n € N\{0}, f™ € Ly[a,b] ve k = 0,1,2,...,n — 1 igin
f®(a) = f®(b) = 0 olsun. Bu taktirde,

b ) b—a)* b 2
/a fl)lde < 72— 1)!]2<§n - 1))(271)(271 1) / @) de (23.1)

esitsizligi gecerlidir.

Sonug 2.3.1 (2.3.1) egitsizliginde n = 1 alinirsa, Sarikaya tarafindan elde edilen (2.1.6)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 2.3.2 f € C"([a,b]), n € N\{0}, f™ € L,[a,b], 7 > 1ve k =0,1,2,....,n — 1
icin f®(a) = f*(b) = 0 olsun. Bu taktirde,

b b—a)”" [(r—1\""" 1 b r
[vere s =iy (7=1) mmern [ Voere e

esitsizligi gecerlidir.

Sonug 2.3.1 Teorem 2.3.2°deki sartlar altinda n = 1 i¢in,

| wrae< oo s [ir@ra

seklinde yeni bir Wirtinger tipli esitsizlik elde edilir.

Sonug 2.3.2 (2.3.2) esitsizliginde r = 2 alinwrsa, (2.3.2) esitsizligi (2.3.1) esitsizligine

indirgenir.
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Sonug 2.3.2 Teorem 2.3.2°deki sartlar altinda r = 4 igin,

b 4 (b— a)t" 3 3 1 L. 4
/a [f(@)[ dw < [(n— 1) <4n—1> (4n)(4n+1)/a /@) de

esitsizligi yazilir.

Ayrica, yukaridaki esitsizlikte n = 1 alinirsa,

/\f iar < ¢ )/!f

esitsizligi elde edilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 n-Konveks Fonksiyonlar igin Wirtinger Tipli integral
Esitsizlikleri

Bu boliimde konveks fonksiyonlarin genellegtirilmesi olan n-konveks fonksiyon kul-

lanilarak bazi yeni Wirtinger tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 3.1.1 a < b, f ve f', (a,b) araliginda stirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
fabf(x)dx = 0 olsun. 7, f([a,b]) x f([a,b])’de smirh bir fonksiyon olmak tizere, (f')?,

la, b]’de n-konveks fonksiyon ise,

b
[ eras < SE (7@ 40 (O @) L)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. (f')2, [a,b] arahgmda n-konveks oldugundan, ¢ € [0,1] icin,

1 ’ / 2 _ ! / “Ha 2
= [ F@ra = [ [ -parm)a

1 1
< / [ (a) 2t + / tn (F' O [ (@)]?) di

0 0

(PO [ @)2)

= M@ +;

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (?2; ‘1))23 ile carpilirsa,

—a\2 b )
(55) [rere <Gt (ror s gruroriron)
esitsizligi elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak (3.1.1) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.1 Her z,y € [a,b] i¢in n(z,y) = x — y olarak alinirsa, Teorem 3.1.1 Teorem 2.2.3’e

indirgenir.

Teorem 3.1.2 a < b, f ve [, (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve ff f(z)dz =
0 olsun. 7, f([a,b])x f([a, b])’de siurh bir fonksiyon olmak tizere, f’, [a, b]’de n-konveks fonksiyon

ise,

b 2 (gl "(a
[ s < SES i@+ (7o), @) + HEOLEN g

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. f"niin [a,b]’de 7-konveksligi kullanilarak,

—a)2 b _aq)3 1 )
b-o) /[f’(w)]Qd:r = (b(zﬂ)ﬁ/o [ (1 —t)a+tb)]" dt

Gn)?
—CL3 1
< Gt [ @+ m o, ) d
(b ay

— / ’ , , 772 (f/(b),f’(a))
= e {[f (@) + f'(a)n (£'(b), f'(a)) + 3}

elde edilir.
Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak (3.1.2) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.2 Her z,y € [a,b] i¢in n(z,y) = x — y olarak alinirsa, Teorem 3.1.2 Teorem 2.2.4¢

indirgenir.

Teorem 3.1.3 a < b, f ve [, (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve ff f(x)dx =
0 olsun. [’ pozitif, n, f([a,b]) x f([a,b])’de simrh bir fonksiyon olmak, a, 8 > 0 ve a4+ 5 =1

icin (f’ )i ve (f )%, [a, b] araliginda n-konveks fonksiyonlar ise,

[@pa < O r[f’@l)]i+n([f’<b>}i,[f'<a>]i)]

2

™|

(3.1.3)

r[f%a)] + (1107, [f’(a)]%)]

2

esitsizligi gegerlidir.

ispat. fyi bilinen cd < aca +ﬁd% (o, B,¢,d > 0 ve o+ 5 = 1) esitsizligini ve (f’)é ve (f’)%’mn

[a, b] arahiginda n-konveksligini kullanarak,

a2 (b
o | @

< (6(2;;23 {a/ol [f'((1_t)a+tb)]idt+ﬁ/ol [f’((l—t)a+tb)]f13dt}
< Ooo {a [ (@i o (i ont @it

1

elde edilir ve (1.0.2) esitsizligi ile birlegtirildiginde istenen esitsizlik elde edilir.
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Sonug 3.1.3 Her z,y € [a,b] i¢in n(z,y) = x — y olarak alinirsa, Teorem 3.1.3 Teorem 2.2.5’e

indirgenir.

3.2 P-Fonksiyonu I¢in Wirtinger Tipli Integral Esitsizlikleri

Teorem 3.2.1 a < b, f ve [, (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve ff f(x)dx =

0 olsun. (f)2, [a,b] iizerinde P-fonksiyonu ise,

b 2 (b_a)3 / 2 / 2
[ 1@ < S (@R + ) (321)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. (f')2, [a,b] iizerinde P-fonksiyonu oldugundan, ¢ € [0, 1] igin,

b 1
bia/[f’(x)]de = /0 [f(ta+ (1 — t)b)]” dt

/0 (I (@) + [/ 0))2) dt
= [ @)+ [0

IN

yazilir. Yukaridaki egitsizligin her iki tarafi (?2; (3)23 ile carpilirsa,

—a\?% st _ o)
(*57) [rere < G50 @+ irop)

esitsizligi elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak (3.2.1) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2 a < b, f ve [, (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve ff f(x)dx =

0 olsun. f’, [a,b] lizerinde P-fonksiyonu ise,

(b—a)?®

b
Juera < C2F 1@+ o) (322

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f', [a,b] {izerinde P-fonksiyonu oldugu ve degisken degisikligi kullanilarak,

(b—a>2/:[f/(x)]2dx _ (12(2—7r§z2)3 /01 et (1 o) de

2m
a3 1
(b(mi | @+ rea

)3
- G @ ro)

IN
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yazilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak, (3.2.2) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3 a < b, f ve f', (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve f: f(x)dx =
1
0 olsun. f’ pozitif, o, 3 > 0 ve a+ 3 = 1 igin (f’)% ve (f')?, [a,b]’de P-fonksiyonu olmak iizere,

=

/a ()P < “}2;;23 {a [(7@)7 + (®)7] + B[ @)7 + (7'®)7] } (3.23)

esitsizligi gecerlidir.

. 1
Ispat. o, 3,¢,d >0, a+ [ =11igin c¢d < acs + Bd7 esitsizligi ve f’'niin P-fonksiyonu oldugu

kullanilarak,

IA

IN

yazilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligin kullanmlarak (3.2.3) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.3 Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyonlar igin Wirtinger Tipli
integral Esitsizlikleri

Teorem 3.3.1 0 < a < b, f ve f', (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
f; f(x)dz = 0 olsun. (f’)2, [a,b]’de ikinci anlamda s-konveks ise s € (0, 1] icin,

/b[fm]Q e 0= ([f’(a)P - [f’(b)]?) )

(2m)? s+1

esitsizligi gegerlidir.
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Ispat. (f')?, [a,b]'de s-konveks fonksiyon oldugundan, ¢ € [0, 1] icin,

1 b e [1 . B )
b_a/a{f(w)] do = /0 [f/(ta + (1 — t)b)]” dt

1
< / (11" (@) + (1= )°[f'(0)]?] dt
0
1 , /
= s—i—il[f (a)]? + s—i—il[f (b))
[/ (@) + [f' (b))
s+1

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (?2; C;); ile carpilirsa,

b—a\? [, (b—a)® [f'(a)]* + [f'(b)]?
( o ) /a[f (@) de < (27)2 (s+1)

esitsizligi elde edilir.
Daha sonra (1.0.2) esitsizligi yardimiyla (3.3.1) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.1 Teorem 3.3.1’de s = 1 segilirse, (3.3.1) esitsizligi (2.2.2) esitsizligine indirgenir.

Teorem 3.3.2 0 < a < b, f ve f', (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve

f; f(z)dz = 0 olsun. f’, [a,b] lizerinde ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve s € (0, 1] ise,

1
2s+1

(b—a)? 1

b
[P < S | @ + 286+ L+ D@ (8 + 50| (332

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f/, [a, b]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon oldugundan,

(*52) [irwia

_a3 1
_ (ZZ%)Q) /0 [f'(ta + (1 — t)b)] dt

—a 3 1
o | er@sa-oropa

IN

_ag 1
_ (ZEQW)z) /0 [E°[f'(@)]” + 2651 = 1)° f'(a) £ (b) + (1 = £)*[f'(b)]*] dt

_ (b_a)3 / ! s / ! ! s s / ! s

- oy [{f (a)]2/0 254t 4+ 2f'(a) f (b)/o B = t)dt+ [f (b)]2/0 (1—1)? dt]
(b—a)3 1 ’ 2 , , 1 s

BCOE [mﬁf (@) +2B(s + s+ Df ()] (0) + 5 f <b>]}
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yazilir.
Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak (3.3.2) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.2 Teorem 3.3.2’da, s = 1 segilirse (3.3.2) esitsizligi (2.2.3) esitsizligine indirgenir.

Teorem 3.3.3 0 < a < b, f ve f', (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve
1
fff(a:)dx = 0 olsun. f’ pozitif, a,3 > 0 ve a + 3 = 1 icin (f’)i ve ()7, [a,b] lizerinde

ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar olmak tizere s € (0, 1] ise,

/ )P
(b(%;‘g?’{sil [(f’(a))é + (f’(b))é} + Sf_l [(f’(a))% +(f’(b))%] } (3.3.3)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. (f’)é ve (f’)%’mn [a, b]’de ikinci anlamda s-konveksligi ve o, 8,¢,d > 0 ve a+ 5 = 1 i¢in
cd < aca + ﬁd% esitsizligi kullanilarak,

(52) [1rwrpa

_ (57(2;;’2)3 /01 f'(ta+ (1= 1)b) f'(ta+ (1 —t)b) dt
< (b@;;f {a/01 [f’(m+ (1 —t)b)};dt—%ﬂ/ol [f’(ta+ (1 —t)b)}édt}
< <b(2—7§33{a/01 [(7 (@)= + (=0 (£ (1) =]t
+ [ eyt - t)%f’(b))é]dt}
- “};533{ @) )] s e SL(f’(b))ﬂ}
- Gy { @)+ (o)t L [r@)? + o)) }
yazilr.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak (3.3.3) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.3 Teorem (3.3.3)’de s = 1 segilirse, (3.3.3) esitsizligi (2.2.4) esitsizligine indirgenir.
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3.4 Quasi-Konveks Fonksiyonlar igin Wirtinger Tipli integral
Esitsizlikleri

Teorem 3.4.1 a <b, f ve [, (a,b) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve fab f(z)dz =

0 olsun. (f”)2, [a,b]’de quasi-konveks ise,

k 2 (b_a)g 1ON2 T (1)]2
1@ < S ma {(r @), 1 617} (3.41)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. (f')2, [a,b]'de quasi-konveks oldugundan, ¢ € [0, 1] icin,

1 b B Lo ) B ,
b—a/a[f(x)] dv = /0 [f'(ta + (1 — t)b)]” dt
1
< [ ma (@R 1O} d
0
= max {[f'(a)]?, [f'(b)]*}

)3

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (( ‘32 ile carpilirsa,

—a 2 rb BPAY:
("5r") [ vrerd < g med{is@p. o)

esitsizligi elde edilir.

Elde edilen esitsizlikte (1.0.2) esitsizligi kullanilirsa ispat tamamlanr.

Teorem 3.4.2 a < b, f ve f', (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve fab f(z)dz =

0 olsun. f’, [a,b]’de quasi-konveks ise,

’ 2 (b_a)g / / 2
[ e < S fmax (). 7o)}

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. f"niin [a, b]’de quasi-konveksligi ve degisken degisikligi kullanilarak,
b—a\® [° ., (b—a)® (!
de = "(ta+ (1 —t)b)| " dt
(%) [ & [ s a-ony?
)3 1 9
dt
W | (@, 7))
—a)? 2
- (Qﬂ)z [max {f'(a), f'(b)}]

IN

yazilir.

Yukaridaki esitsizlikte (1.0.2) esitsizligi kullamlarak ispat tamamlanir.
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Teorem 3.4.3 a < b, f ve f', (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar, f(a) = f(b) ve fab f(z)dz =
1
0 olsun. f’ pozitif, o, 3 > 0 ve a+ 3 = 1 i¢in (f’)é ve (f")?, [a, b]’de quasi-konveks fonksiyonlar

ise,

b
/ [f(2))%d (3.4.2)

< O Lo T {10

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. (f’)é ve (f’)%’mn [a, b)’de quasi-konveksligi ve a, B,¢,d > 0 ve a+ 8 = 1 igin cd <

1
aca + BdF esitsizligi kullanilarak,

(*52) [1rwias

= O [t (- 00) £ o (- o)
< (?2;;2)3{04/01 [f’(ta+(1—t)b)}idt+ﬁ 01 [f’(ta+(1—t>b)}édt}
< “}2‘5‘33{@ [ ma{@) 5 o) e [ max{ (@), (f’(b))é}dt}
= O P {(@nF o) )]+ 8 fmas {0 00 )] |
yazr

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak, (3.4.2) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.5 m-Konveks Fonksiyonlar igin Wirtinger Tipli integral
Esitsizlikleri

Teorem 3.5.1 m € [0,1], 0 < a < mb, f ve f', (a,mb) arahiginda siirekli fonksiyonlar, f(a) =
f(mb) ve famb f(z)dz = 0 olsun. (f')?, [a,b]’de m-konveks fonksiyon ise,

mb mb — a)3 (a2 + ml ! 2
[ < CEZ0 (L@ i) s

esitsizligi gegerlidir.
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Ispat. (f')?, [a,b]’de m-konveksligini kullanarak, ¢ € [0, 1] icin,

1 mb ) ) B 1 (1 )
i [rerar = [ mo - o)
< [ e ma oo

0

(@) + m[f' (b))
2

N3
yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi ("Zgﬂ)‘é) ile carpilirsa,

(M=) [ < oo a4l OF

esitsizligi elde edilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak istenen sonug elde edilir.
Sonug 3.5.1 Teorem 3.5.1’de m = 1 segilirse, (3.5.1) esitsizligi (2.2.2) esitsizligine indirgenir.

Teorem 3.5.2 m € [0,1], 0 < a < mb, f ve f’, (a,mb) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) =
f(mb) ve famb f(z)dx =0 olsun. f’, [a,b]’de m-konveks fonksiyon ise,

/mb[f(x)]de < (mb =)’ [[f(@)]* +m[f"(@I[f'(®)] + m’[f' (O] (35.2)

(2m)? 3

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f"niin [a,b]’de m-konveksligi ve degisken degigikligi kullamlarak,

() [Mrera

(mb—a

_ )3 1 ta s (1 9
= o /O[f(t +m(1 - t)b)] dt

(mb — a)3 2

< (277)2/01 [1£/(@) + m(1— 1)1/ ()]a

mb—a)® !
- ((bzﬂ)z)) /0 (21 (@) + (2mt = 2mi2) [ (@) (6) + (m? = 2m%t + m2)[f'(b)]2]

(mb — a)3

= e [;[f’(a)]Q +

yazilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak, (3.5.2) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.5.2 Teorem 3.5.2°de, m = 1 segilirse (3.5.2) esitsizligi (2.2.3) esitsizligine indirgenir.
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Teorem 3.5.3 m € [0,1], 0 < a < mb, f ve f', (a,mb) arahginda siirekli fonksiyonlar, f(a) =
1
f(mb) ve fambf(x)dac = 0 olsun. f’ pozitif, a, 8 > 0 ve a + 3 = 1 icin (f’)é ve (f)7, [a,b]'de

m-konveks fonksiyonlar ise,

mb
| ks 353
- a(mb_a)g[f%a)ﬁ +mlf'(b)] (@) + mlf )]

82

™[

Q=

+ B(mb — a)?

esitsizligi gecerlidir.

[un

. 1
Ispat. o, 3,¢,d > 0, a+5 = 1igin ed < aca +3d?F esitsizligi ve (f’)i ve (f')7 nim m-konveksligi

kullanilarak,
mb—a\? [
( = )/ 1 (2)2da
_ mb‘a /fta+m(1—t)b)f’(ta+m(1—t)b)dt
—a 1 1
< W{“/o [f'(ta +m(1—t)b) dt+5/ ta+m1—t>b>]ﬁd}
mb — a)3 ! 1 1
< ((277)2){‘“/0 [t(£/(@)™ +m(1—t)(f'(0) =] dt
1 1 1
+ | (/@) +m(1 = 0)(f'(®))7 |at
_ (mb—a)? /(@] m[f'(b)]= [F(@)F | mlfv)
- e (o ()
yazilir.

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak, (3.5.3) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.5.3 Teorem 3.5.3’de, m = 1 segilirse (3.5.3) esitsizligi (2.2.4) esitsizligine indirgenir.

3.6 (a,m)-Konveks Fonksiyonlar I¢in Wirtinger Tipli Integral
Esitsizlikleri

Teorem 3.6.1 (a,m) € [0,1]?, 0 < a < mb, f ve f’, (a,mb) arahginda siirekli fonksiyonlar,
f(a) = f(mb) ve famb f(z)dz = 0 olsun. (f')?, [a,b]’de («, m)-konveks fonksiyon ise,

/mb[f(w)]gdgj < (mb— a)’ ([f’(a)]2 + Oém[f’(b)]2> (3.6.1)

(2m)? a+1
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esitsizligi gegerlidir.

ispat. (f')2, [a,b]’de (o, m)-konveks oldugundan, ¢ € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? icin,

mb—a

1 mb, ) B 1 , - )
[T irepas = [ 17w - on)a
1
< [ (e« mu -2

1 , o ,
= m[f (a)]z‘i“mm[f (b)]?

[f'(@)]? + am[f'(b)]?
a+1

yazilir.
Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi % ile carpilir ve elde edilen esitsizlik icin (1.0.2)

esitsizligi kullanilirsa istenen esitsizlik elde edilir.

Sonug 3.6.1 Teorem 3.6.17da m = 1 ve a = 1 segilirse, (3.6.1) esitsizligi (2.2.2) egitsizligine

indirgenir.

Teorem 3.6.2 (a,m) € [0,1]?, 0 < a < mb, f ve f’, (a,mb) arahginda siirekli fonksiyonlar,
f(a) = f(mb) ve famb f(z)dx =0 olsun. f’, [a,b]’de (a, m)-konveks fonksiyon ise,

mb
JRORE (36.2)

(mb — a)® {(Oé + D" (@) + 2malf'(a)][f'(b)] + 20°m?[f'(b)]?
(2m)? (a+1)(2a+1)

esitsizligi gegerlidir.

ispat. f"’niin («, m)-konveks fonksiyon oldugu ve degisken degigikligi kullamlarak,

(e’ i

(mb — a)3

1
_ (%)2/0 [ (ta+m(1 — t)b)] *dt

(mb — a)3 2

< 0l [ s e ma - s 0)
=(ﬁgﬁpéﬁwumw

+(2mt® = 2m2) f'(a) f'(b) + (m? = 2m** + w2 £ (6)]2]

_ (mb—a)’ [[f’(a)]2 L 2malf(@]If0)] | 20Pm?[f' (b)) }
(2m)? 20+1  (a+1)2a+1)  (a+1)(2a+1)
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yazilir.

Onceki teoremin ispatina benzer sekilde (1.0.2) esitsizligi kullamlarak istenen sonug elde edilir.

Sonug 3.6.2 Teorem 3.6.2'de, m = 1, a = 1 segilirse (3.6.2) esitsizligi (2.2.3) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 3.6.3 (a,m) € [0,1]?, 0 < a < mb, f ve f’, (a,mb) araliginda siirekli fonksiyonlar,
f(a) = f(mb) ve famb f(z)dz = 0 olsun. [’ pozitif, §,8 > 0 ve 6 + 3 = 1 i¢in (f/)% ve (f’)%,

[a, b)’de (cr, m)-konveks fonksiyonlar ise,

mb
[ v 3.63)
(mb—a [, (1F/(@]F  malf ()] /(@] | malf'(b)]

(2m)2 {H(OH-I * a+1 >+B<a+1 * a+1 )}

esitsizligi gegerlidir.

ispat. Teorem 3.5.3’in ispatina benzer islemler ve ayni esitsizlik kullanilarak,

() [

mb—a)® !
_ (é7r>2)/0 F(ta+m(1—0)b) f'(ta+m(1 — £)b) dt

(mb_a)3 1 ! % ! ! 1

< W{H/o [f'(ta+m(1 —t)b)] dt+5/0 If (ta+m(1_t)b)]ﬁdt}
mb — a)3 1 i .

= (<b2w>2){"/ (/@) 7+ m(1 = ) (/1) 7 |t

@[=
@[

1
+8 /0 (/'(@)
_ mb—a)* [ ([F@)F  malf®)]5 @] malf B)7
- (2m)? {9<a+1 T >+B<a+1 L )}

Daha sonra (1.0.2) esitsizligi kullanilarak, (3.6.3) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

+m(1— ) (f (b)) }dt

yazilir.

Sonug 3.6.3 Teorem 3.6.3'"de m = 1, o = 1 segilirse, (3.6.3) esitsizligi (2.2.4) esitsizligine

indirgenir.
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4. TARTISMA ve SONU(C

Calismanin temelini olusturan tiglincii boliimde, n-konveks fonksiyon, p-fonksiyonu, ikinci
anlamda s-konveks fonksiyon, quasi-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, (a,m)-konveks
fonksiyon siniflar1 igin yeni Wirtinger tipli integral esitsizlikleri elde edilmig olup elde edilen
sonuclarin literatiirde var olan sonuclarin bir genellestirmesi veya genislemesi oldugu goriilmiigtiir.
Elde edilen bu yeni sonuclar iki farkli makale olarak hazirlanmig olup bunlardan bir tanesi
”Some New Wirtinger Type Inequalities for n-Convex Functions” baglikli caligma altinda ”The
7" International Conference on Control and Optimization With Industrial Applications” isimli
uluslararas1 konferansta sozlii bildiri olarak sunulmug ve konferans ”Proceedings of the 7th In-
ternational Conference on Control and Optimization with Industrial Applications” kitabinda
tam metin olarak basilmigtir [39]. Diger makale ise "New Inequalities of Wirtinger Type for
Different Kinds of Convex Functions” baglikli ¢aligma olup ” Miskolc Mathematical Notes” isimli

SCI-Expanded indeksli dergide yaymma kabul edilmigtir [25].

Konuyla ilgilenen aragtirmacilar bu tezde kullanilan yontemlerden ve sonuglardan faydala-
narak bu tezde kullanilmayan konvekslik simiflar1 i¢in yeni Wirtinger tipli egitsizlikler elde ede-

bilirler.
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