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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde teze giris verilmistir. ikinci
boliimde matrisler, vektorler ve istatistikle ilgili baz1 temel bilgilerden s6z edilmistir.
Uciincii  boliimde istatistikte lineer modeller ve lineer modellerin geometrisi
aciklanmistir. Sonra, lineer olmayan regresyon modellerinden bahsedilmistir.
Doérdiincii boliimde lineer modellerde lineer kisitlamalar altinda parametre tahminleri
ve hipotez testi ele alimmistir. Ayrica, korelasyon katsayisinin farkli geometrik
yorumlari ortaya koyulmustur. Ozellikle bu geometrik yorumlar Pearson korelasyon
katsayisi lizerinde yogunlagmistir. Verilen geometrik yorumlar, iki veri vektorii ve
onlarin regresyon dogrular tizerine kurulan paralelkenarlarin alanlari yardimiyla
dogrulanmistir. Besinci boliimde sonug ve Oneriler getirilmistir.
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ABSTRACT

DIFFERENT GEOMETRIC INTERPRETATIONS OF
CORRELATION COEFFICIENT, THE GEOMETRY OF THE
LINEAR MODELS IN STATISTICS, PARAMETER
ESTIMATIONS AND HYPOTHESIS TESTING UNDER LINEAR
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, an introduction to thesis has
been given. In the second chapter, some basic information about matrices, vectors
and associated with statistics have been mentioned. In the third chapter, the linear
models and the geometry of the linear models in statistics have been illustrated.
Then, non-linear regression models have been mentioned. In the fourth chapter,
parameter estimations and hypothesis testing under linear constraints in the linear
models have been discussed. Furthermore, different geometric interpretations of
correlation coefficient have been produced. These geometric interpretations have
been centered especially upon Pearson correlation coefficient and have also been
expressed in terms of the areas of parallelograms constructed on two data vectors and
their regression lines. In the fifth chapter, conclusions and suggestions have been
presented.

Key Words : Orthogonality, Generalized inverse, Pearson Correlation coefficient,
Test statistics, Maximum likelihood function, Maximum likelihood
ration, Ordinary least squares estimation, Restricted least squares
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Istatistiksel testin gii¢ fonksiyonu

I¢ carpim

Xl



|||| ) . 2-normu veya Oklidyen normu

Xl



1. GIRIS

Bu tez bes boliimden olusur. ikinci béliimde diger boliimlere yadimci olmasi
acisindan matrisler, vektorler ve istatistikle ilgili bazi temel bilgilerden s6z edecegiz.
Oncelikle matris ve vektdr cebirini tanitacagiz ve bunlarla ilgili bir takim
tanmimlardan ve Ozelliklerden bahsedecegiz. Sonra en kiiciik kareler yontemine
gecebilmek i¢in optimizasyon konusunu ifade edecegiz. Lineer modellerde lineer
kisitlamalar altinda parametre tahminleri ve hipotez testi konusunu daha iyi
anlayabilmek i¢in istatistiksel gercekler konu basligi altinda bazi tanimlari verecegiz.

Uciincii béliimde istatistikte lineer modeller ve lineer modellerin geometrisini ifade
edip bunu bir 6rnekle ve gorsellerle destekleyecegiz. Dordiincii bolime hazirlik
olmast i¢in lineer modellerle ilgili onemli bilgiler verecegiz. Ardindan lineer
olmayan regresyon modellerine gececegiz. Kuadratik egrilerin ve yiizeylerin en
kiigiik kareler uyumundan kisaca bahsedecegiz. Bdylece lineer ve lineer olmayan
modellerle boliimii sonlandiracagiz.

Doérdiincti boliimiin ilk kisminda lineer modellerde lineer kisitlamalar altinda
parametre tahminleri ve hipotez testini ele alacagiz. Lineer modellerde olabilirlik
fonksiyonu vasitasiyla kisitlanmis ve kisitlanmamis parametre tahminlerini ifade
edecegiz. Sonra bagka bir yontemle kisitlanmig parametre tahminlerini bulup bir
onceki tahminle bunu karsilastiracagiz. Dordiincii bolimiin ikinci kisminda once
ornekleme geometrisini verecegiz. Bu konuyla ilgili birka¢ 6rnek yapacagiz. Sonra
da korelasyon katsayisina farkli geometrik yorumlar getirecegiz. Ozellikle bu
geometrik yorumlar, Pearson korelasyon katsayisi iizerinde yogunlagmistir.

Besinci boliimde sonug ve Oneriler ile tezi bitirecegiz.



2. GENEL BIiLGILER
2.1. Matris ve Vektor Cebiri

Bu boliimde matrislerle ve vektorlerle ilgili bazi kavramlara ve o6zelliklere

deginecegiz.
2.1.1. Tammlar ve Temel islemler

Bir A mxn reel matrisi m -sayida satir ve N -sayida siitunda diizenlenen mn -tane

reel sayinin

a, 4, -,
A=l P2 (2.1)
aml am2 amn

bicimindeki bir dikdortgen diizenidir. Bir matris genellikle, satir indisi denilen

1<i<m ve siitun indisi denilen 1< j<n ile, A=[a;] olarak gosterilir. Tiim reel

elemanli mxn matrislerinin kiimesi R™" ile gosterilir. m=n oldugunda bu matrise
m -mertebeli bir kare matris denir. A nin elemanlarnin tiimii sifir oldugunda A ya

sifir matris denir. A nmn i-yinci satirt a, Ve A nin  j-yinci siitunu  a,; ile

gosterilir. Bu nedenle, A matrisi:

A:[aij]:[a*l &y a*n]: : (2.2)

olarak gosterilebilir. {au,azz,...,amm} elemanlarinin kiimesine A nin ana veya asil

kosegeni denir.



% Matrisler Uzerinde islemler :

A,B,C; R™" deki matrisler, p,q; skalarlar, ye R™ ve xeR", (yani mx1 ve
nx1l matrisler) olsun. y ve x siitun matrislerine siitun vektorleri olarak

bakacagiz.

a) Bir Matrisinin Transpozesi : Eger AeR™" ise, bu takdirde A nin siitunlarini

ve satirlarmi degistirmek suretiyle elde edilen A e R™™ matrisine A matrisinin
transpozesi denir. (A' ) =A oldugu gerceklenebilir. Elemanlarinin timi sifir olan

matrise sifir matris denir ve bu 0 ile gosterilir.

b) Toplam/Fark : c; =a; £b; olmak iizere, C=A+B ye A ve B matrislerinin

elemanlara bagl toplami/fark: denir. (A+B) = A +B oldugu ger¢eklenebilir.

¢) Skalarla Carpma : c; = pa; olmak lizere, C=pA ya A nin p skalaryla

carpimi denir.

d) Iki Matrisin Carpimm : A< R™" ve B € R™ olsun. Bu takdirde, C = AB ¢ R™"

carpimu ii¢ esdeger yontemle tanimlanabilir.

I. i¢ carpim : ¢; elemani, A mmn i-yinci satir1 ile B nin j-yinci siitununun i¢

carpimdir. Soyle ki,
;=Y b, 1<i<m, 1<j<r (2.3)
k=1

dir.

I1. Bir skalar x bir vektor : C nin j-yinci c,; siitunu, B nin j-yinci siitununun

elemanlarini katsayilar olarak kullanan, A nin siitunlarinin lineer kombinasyonudur,

yani

c.,=y.ab, 1<j<r (2.4)



dir.

II1. D1 carpim : C carpim matrisi, A nin i-yinci siitunu ve B nin j -yinci
satiriyla elde edilen n-tane dis ¢arpim matrisinin toplami olarak da elde edilebilir.

Yani

C=>a,b, (2.5)
j=1

dir. (AB) =B A oldugu gerceklenebilir.
Bu islemler agagidaki 6zellikleri kolayca gergekler.

i A+B=B+A

ii. pA = Ap

iii. AB = BA (genel olarak)
iv. A(X+Yy)=Ax+ Ay

V. (A+B)+C=A+(B+C)
Vi. (p+9)A=pA+gA

Vii. (AB)C =A(BC)

viii. A+(-A)=0

iX. p(A+B)=pA+pB

Ayrica X,y € R™ olmak iizere, Xy =yX carpimma X Ve Yy vektorlerinin i¢

carpimi (veya skalar g¢arpimi) denir. Bu carpimin bir skalar oldugu goriliir.

X[ = \/xf +Xo+ X = Hxx” skalarina X vektdriiniin normu denir.

e) Matris-Vektor Carpimi : y nin i-yinci elemani, A nin i-yinci satirinin X

vektori (slitun matrisi) ile i¢ carpimi olmak iizere, y = AX,
n
y, =Y ax, 1<i<m (2.6)
j=1

olarak tanimlanir. Bir baska yolla y;



y=>Y a,X, 2.7)
=1

olarak A nin siitunlarinin bir linecer kombinasyonu olarak da tanimlanabilir. Burada

X vektoriiniin elemanlari, lineer kombinasyonunun katsayilar1 olarak kullanilir.

% Ozel Matrisler, Diger islemler ve Ozellikler :

a) Kosegen Matris : Eger i# j i¢in, a; =0 ise, A matrisine bir késegen matris

denecektir. A kosegen matrisi
A =koseg (ay,, s, ... ayy,) (2.8)
ile gosterilir.

b) Birim Matris : |, kdsegen elemanlar1 1 e ve kdsegen disindaki tiim elemanlar1 O
a esit olan m -mertebeli bir kosegen matristir. 1, ye m-mertebeli bir birim matris

denir. Bu nedenle

1 0
01 ---0

L=1. . . . (2.9)
00 - 1

dir.

¢) Ust/Alt Uggen Matris : Eger i> j igin a; =0 ise, A bir iist iggen matristir.

Benzer sekilde, eer i< ] igin a; =0 ise, A bir alt iggen matristir.

d) Bir Matrisin izi : Eger AcR™" ise, iz(A)ile gosterilen A nin izi, onun

kosegen elemanlarinin toplamiyla tanimlanan bir say1 (skalar) dir. Bu nedenle,
iZ(A)=) a, (2.10)
i=1

dir.



. iZ(A) = iz(A)

i.  iz(A+B)=iz(A)+iz(B)

i, iz(aA) =aiz(A)

iv.  iz(AB)=iz(BA)

V.  iz(ABC)=iz(BCA) =iz(CAB)

oldugu gerceklenebilir.

e) Bir Matrisin Determinanti : A<R™" olsun. A nin, det(A) (veya |A|) ile

gosterilen determinanti, asagidaki gibi tekrarli sekilde tanimlanan bir skalardir.

Herhangi bir sabit i -satir indisi igin,

det(A) = > a, A,

(2.11)

dir. Burada A, =(—1)i+jMij ile verilen A; ye a; elemaminin escarpani denir. a; nin

mindrii denilen M., A nin i-yinci satirinin ve | -yinci siitununun silinmesiyle elde

ij

edilen (m—1)x(m—1) matrisinin determinantidir.

. det(A) = det(A)
ii.  det(AB) = det(A) det(B)

oldugu gerceklenebilir.

f) EK Matris : Bir Ae R™" kare matrisi i¢in

A, A o AL

wof
Aﬂl A’nZ Anm

matrisine A nin eki denir.

(2.12)



g) Bir Matrisin Ranki : AcR™" olsun. A nin lineer bagimsiz siitunlarinin
(satirlarinin) sayisina A nin siitun (satir) ranki denir. Bu nedenle A nin siitun (satir)

ranki1 n (m) ye esit ya da ondan kiigiiktiir. Verilen herhangi bir A matrisi i¢in, onun

stitun ve satir ranklar1 daima esittir ve bu ortak tamsay1 degerine A nin ranki denir

ve rank(A) ile gosterilir, yani,
0 <rank(A) <min{m,n} (2.13)

dir. Eger rank(A) =min{m,n} ise, bu takdirde A ya tam rankl matris denecektir,

aksi takdirde eksik-rankli matris adin1 alacaktir.

Simdi rankin birka¢ 6nemli 6zelligini siralayalim.

i. rank(A) =rank(A)
i.  rank(A+B) <rank(A) + rank(B)
i.  rank(A—B)>|rank(A)—rank(B)|

iv. Eger AcR™" ve BeR™ ise, bu takdirde
rank(AB) < min{rank(A), rank(B)} dir.

v. Eger x,y e R" ise, bu takdirde Xy i¢ ¢arpim matrisinin ranki 1 dir,
yani rank(xy)=1 dir.

h) Bir Matrisin Singiiler (Tekil) Olmamasi : Eger asagidaki sartlar gerceklenirse,
bir A e R™" kare matrisine singiiler (tekil) degildir denir.

i. det(A)=0
ii.  rank(A)=m

lii. A nin tiim siitunlari (satirlart) lineer bagimsizdir.
i) Bir Matrisin Tersi : AeR™™ tekil olmasin. Bu takdirde
AAT =ATA= (2.14)

olacak sekilde A™ e R™™ ile gosterilen bir carpimsal ters vardir.



ii.  (AB) =(B)(A)*
iv. (A) =(AY)=A"
v. iz(A'BA)=iz(B)

1
det(A)

vi.  det(A)=

oldugu gerceklenebilir (Meyer, 2000).

j) Sherman-Morrison-Woodbury Formiilii : ¢,d e R™ olsun. Bu takdirde cd  bir
“rank—bir (1 rankli) dig-¢arpim” matrisidir. Bir dis ¢arpim matrisini tekil olmayan
bir matrise eklemeye *rank—bir sarsimi” denir. A ve (A+cd) niin tersi arasinda

ilging bir iligki vardir.

I. Bir Ozdeslik : Asagidaki 6zdeslik kolayca gergeklenir:

(I +cd)t=1 —li‘i,c . (2.15)
I1. Sherman-Morrison Formiilii :
" L, AlcdA™
(A+Cd)1:Al—m . (216)

IT1I. Woodbury Genislemesi : CcR™ ve DeR™*, k -rankli matrisler olsun. Bu
takdirde,

(A+CD)*=A"-A"C[I +DA'C] DA™ (2.17)
dir. Benzer sekilde eger, A ve B tersi alinabilir (tersinir) matrisler ise, bu takdirde
(A+CBD)'=A"-A"C[B*+DA'C] DA?  (218)

dir (Basilevsky, 1983; Meyer, 2000).

k) Baska Bir Yararh Matris Ozdesligi :
[AB?A+D*]AB*=DA[B+ADA |’ (2.19)
dir (Basilevsky, 1983).

) Bir Matrisin Genellestirilmis Tersi : Bir AcR™" matrisi icin AA"A=A
ozelligini saglayan A~ € R™™ matrisine A nin Genellestirilmis tersi (g-tersi) denir.



m) Moore-Penrose Genellestirilmis Tersi : AcR™" olsun. Asagidaki sartlari
saglayan A" € R™™ matrisine, A nin Moore-Penrose genellestirilmis tersi denir.

i AATA=A

ii. ATAAT=A"
iii.  (AA") =AA" ( AA" bir simetrik matristir.)
iv.  (A"A) =A"A ( A"A bir simetrik matristir.)

A"~ matrisi birgok sayida vardir. Fakat A" matrisi tektir. Eger A tam siitun rankli

ise, A =A"=(AA) A" ve A tam satir rankli ise, A" = A" = A'(AA) " dir.

n) Parcalanmms Matrisler : Bazen bir matrisi altmatrislere ayirmak uygundur.
Omegin, bir A matrisinin uygun boyutlu dort (kare veya dikdortgensel) altmatrise
par¢alanmasi, sembolik olarak asagidaki gibi gosterilebilir:

A — (All A12 j
AZl A22
Bunu agiklamak i¢in A, 4x5 matrisi, yani

7 2 5 : 8 4

34 0 : 2 7

A= 0 oo oLl :(All AlzJ

9 3 6 : 5 2 \u P
1 6

olarak parcalansin. Burada
A_725 A_84 A_936A_5—2
"3 40) % 27) " 312) "7 (1 6

Eger iki A ve B matrisi ¢arpim i¢in uyumlu ise ve A ve B nin altmatrisleri uygun
bir sekilde ¢arpima uyumlu olacak sekilde pargalanirsa, bu takdirde AB c¢arpimi,
sanki tek elemanlar gibi alisilagelen satirin siitunla carpimi kalibini kullanarak
altmatrislerle bulunabilir.

dir.

Ornegin,



AB = [All A12 J[Bll BlZ J
A21 A22 BZl BZZ
[AllBll + A12821 AllBlz + AlZBZZ j
AZlBll + A22821 A21812 + AZZBZZ

(2.20)

dir. Eger B yerine elemanlarin iki kiimesine par¢alanmis bir b vektorii konursa ve
A buna bagli olarak siitunlarin iki kiimesine ayrilirsa, bu takdirde (2.20)

b
Ab:(Al,Az)[bljzAlbﬁAzb2 (2.21)

2

olur. Burada A, in siitun sayist b, in eleman sayisina esittir ve ayn1 sekilde A, ve
b, de c¢arpima uyumludur. A=(A,,A,) deki parcalanmanin bir virgil ile
gosterildigine dikkat edelim.

(2.21) deki parcalanmis carpim A nin ayr1 ayri siitunlarina ve b nin ayr1 ayri
satirlarina genisletilebilir:

b,
b,
Ab=(A,A,,...A)| 7 |=Ab +Ab, +.+A D, (2.22)

b

p
olur.

Bu nedenle Ab, A nin siitunlarinin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir
ki burada kombinasyon katsayilari1 b nin elemanlaridir.

Bir satir vektér ve bir matrisin @B ¢arpimi, B nin satirlarinin bir lineer

kombinasyonudur ki oradaki katsayilar @ niin elemanlaridir.

=aB, +a,B, +..+a,B, (2.23)

: . A
A =(ALA) =[ .lj (2.24)
olacagini belirtelim (Rencher ve Schaalje, 2007).
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2.1.2. Vektor Uzaylar ve Altuzaylar
Asagidaki sartlar1 saglayan bos olmayan bir S kiimesine bir vektor uzayi denir.

I. S deki herhangi x,y i¢in x+y tanimlidir ve § dedir. Ayrica,
X+y=y+X (degisme ozelligi),
X+(y+2z)=(X+Yy)+z (birlesme 6zelligi) dir.

ii. S de her X igin X+0=Xx olacak sekilde O ile gosterilen bir eleman

mevcuttur.
Ii. S deki herhangi bir X i¢in, x+y =0 olacak sekilde S de bir y elemani

mevcuttur.

v. S deki herhangi bir X i¢in ve herhangi bir ¢ reel sayisi i¢in CX
tanimlidir ve S dedir; herhangi bir X i¢in Ix=Xx dir.

V. S deki herhangi bir x;, X, i¢in ve ¢, C, reel sayilari igin

C,(X, +X,) =C X, +CX,, (C, +C,)X, =CX, +C,X; Ve C(C,X,)=(cc,)x, dir.

S deki elemanlara vektorler denir. Eger X,y vektor ise, bu takdirde X+Yy toplamin
alma islemine vektor toplami olarak bakilir. (ii) deki vektore sifir vektor denir. (iv)
deki isleme skalarla carpim denir. Bir vektdor uzayr herhangi bir cisme gore
tanimlanir. Amacimiz i¢in yeterli olacak olan reel sayilar cismini cisim olarak aldik.
N - mertebeli siitun vektorlerin kiimesi (veya nx1 matrisler) bir vektdr uzayidir. Bu
nedenle n- mertebeli satir vektorlerin kiimesi de bir vektor uzayidir. Cogu zaman
g0z Oniine aldigimiz vektor uzaylari bu iki vektor uzayidir. R reel sayilarin kiimesi

olmak iizere, R" ; RxRx.. xR kimesi olsun. R" in elemanlarini, verilen bir
-
n—tane

durumda hangisinin uygun olduguna bagl olarak ya siitun vektorleri ya da satir
vektorleri olarak yazacagiz.

Eger S, T vektdr uzaylari ve S < T ise, bu takdirde S ye T nin bir alt uzay1 denir. R*

{in tiim miimkiin altuzaylarin1 tammlayalim. Ag¢ik olarak, R® bir vektdr uzayidir ve
bu nedenle sadece sifir vektoriinden ibaret olan yani tiim sifirlarin vektorii de bir
vektor uzayidir. ¢, C,, C, reel sayilar olsun.

CX, +C,X, +CX; =0

esitligini saglayan tim X e R® vektorlerinin kiimesi R® {in bir alt uzayidir (Burada
X;, X,, X3; X in koordinatlaridir.). Geometrik olarak bu kiime, orijinden gegen bir
diizlemi temsil eder. Orijinden gegen iki farkli diizlemin arakesiti orijinden gegen bir

diiz dogrudur ve o da bir diiz dogrudur. Bunlar sadece R® iin miimkiin olabilir
altuzaylaridir (Bapat, 1993).
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a) Taban ve Boyut

X, Xy, X vektorlerinin lineer gereni (veya X,;,X,,..., X, vektorleri tarafindan

m m

gerilen uzay), c,,c,,...,C, reel sayilar olmak iizere, tiim CX, +C,X, +...+C,X,, lineer
kombinasyonlarinin kiimesi olarak tanimlanir. Lineer geren bir altuzaydir. Bu;

tanimdan goriilir. Eger en az bir ¢, sifirdan farkli ve cX +C,X,+...+C X, =0

olacak sekilde c,,c,,...,C,, reel sayilar1 varsa, X;,X,,...,X,, vektorlerinin bir kiimesine

m
lineer bagimlidir denir. Eger bir kiime lineer bagimli degilse lineer bagimsizdir. Bir
vektor uzaymin gerenindeki bagimsiz vektorlere vektor uzayinin tabani denir.

b) Ortonormal Taban : {x,,X,,...,.X,,}, bir $ vektor uzaymin tabani olsun. Eger

: . 1, Vi=j igin
XiX; = XX ={ . (2.25)
0, 1= ] icin

ise, {X,,X,,....X,,} kiimesine § i¢in bir ortonormal taban denir.

) Bir Matrisin Siitun Uzay1 : Bir A e R™" matrisinin siitun uzayr A nin siitunlari
tarafindan gerilen vektor uzayidir. Bu uzay1r C(A) ile gdsterecegiz.

d) Bir Matrisin Satir Uzay: : Bir A< R™" matrisinin satir uzayr A nin satirlari
tarafindan gerilen vektor uzayidir. Bu uzay1r R(A) ile gosterecegiz.

» Buna gore bir A matrisinin ranki, satir veya siitun uzaylarinin boyutuna esittir.

e) Bir Matrisin Siitun ve Sifir Uzay1 : VcCR" ve W R™ ve AeR™" olacak
sekilde, A: V= W olsun. A nin siitun uzaymi C(A) ile gostermistik. Buna gore

C(A)z{yeRm\her xeVigin, y=Ax} c W (2.26)

olarak tanimlanir. Bu wuzay goriildiigi gibi A nin  siitunlarinin  lineer
kombinasyonlarinin kiimesidir (bkz. Sekil 2.1). Yani C(A), A nm siitunlar

tarafindan tretilen lineer vektor uzayidir ve bu nedenle C(A) ya A altinda V nin
gorlintiisii (resmi) veya basitge A nin goriintli uzayr denir. Benzer sekilde A nin

satir uzay1 da denilen A niin siitun uzayini,

C(A')={XER"

her y e R™ igin, x=Ay} < V (2.27)

olarak tanimlayabiliriz.

N(A) ile gosterilen A nin sifir uzayi

12



N(A)z{XERn

AX = o} cV (2.28)

olarak tanimlanir. Bu nedenle N(A) ; AX=0 sisteminin tiim ¢6ziimlerinden olusur.
N(A) nin bir vektor uzayr oldugu gergeklenebilir ve N(A) ya A nin ¢ekirdegi de

denir. Benzer sekilde A niin sifir uzayin
N(A'):{yeRm\A'y=o}gw (2.29)

olarak tanimlayabiliriz.

Gergekten, verilen bir A e R™" matrisi i¢in A matrisi ile ilgili C(A),C(A), N(A)

ve N(A) olarak ifade edilen dort vektdr uzay: vardir. Asagida bu dort vektdr uzayi
arasindaki iliskileri ve birkag ana 6zelligi yazacagiz.

i. N(A)=C*(A),yani A nm sifir uzayi, A niin siitun uzayma ortogonaldir.
Aymi sekilde, N(A') =C*(A) diir.
ii. A bir kare simetrik matris oldugunda, C(A)=C(A), N(A) = N(A) ve
N(A)=C*(A) diir.
iii.  boy[C(A)]=rank(A)=boy[C(A) ] dir.
iv.  boy[C(A)]=n-r dir. Burada r=rank(A) dir. boy[C(A)] ya A nmn
sifirlig1 denir.
V. Her AeR™" i¢in boy[C(A)]+boy [N(A)] =n dir.
vi.  Kesinolarak A kare ve tekil olmadiginda, boy [N(A )] =0 dir.
vii.  boy [N(A)| =m-r dir.

Hatirlatma 2.1. Bir simetrik matris olarak AA" € R™™; A nin siitunlan tarafindan
gerilen altuzaya (bu uzaya A nin siitun uzay1 da denir) ortogonal izdiisiim matrisini

gosterir. Bir simetrik matris olarak A"A € R™ da, A nin satirlari tarafindan gerilen

A’ niin siitun uzay! denilen (C(A)) altuzay iizerine ortogonal izdiisiim matrisini
gosteri.  AeR™™ tekil olmadiginda, A"'=A" ve AA'=A"A=1_ dir.
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2.1.3. Lineer Doniisiim ve Operatorler

\% %

Sekil 2.1. V' vektor uzaymin W ye doniisiimii kavrama.

V ve W iki vektor uzayi ve T : V= W Dbir xe V' vektoriinii bir y e W vektoriine
gotiiren bir doniisiim, yani y =T (X) olsun (bkz. Sekil 2.1). V' vektor uzaymna T nin

tanim bolgesi ve {X eV icin yly=T (x)} kiimesine de T nin deger bolgesi denir. Bu

nedenle bu operator, bir vektor uzaymi kendi i¢ine resmeden bir doniigiimdiir.

T nin sifir uzay1 T(x)=0 olacak sekilde xeV nin kiimesidir. Eger X, =X,
oldugunda kesin olarak T(x,)=T(X,) ise, T doniisiimiine “bire-bir” dir denir ve
eger T(X,+X,)=T(x,)+T(x,) (toplanabilirlik) ve herhangi bir acR ve her xeV
icin T(ax) =aT (x) (homojenlik) gerceklenirse, T ye lineer denir.

Bir vektor uzayi verildiginde, onun i¢in bir taban ve bir koordinatlar sistemi
bulabiliriz. V- ve W i¢in secilen bir tabana gore sonlu boyutlu V' ve W vektor
uzaylar1 arasindaki her lineer doniisimiin bir A e R™" matrisiyle gosterilebilmesi
gercegi esastir. Burada n ve m sirasiyla V- ve W vektor uzaylarinin boyutlaridir. Bu
nedenle, lineer doniisiim ve onu goOsteren matris arasinda ayrim yapmayacagiz.
Boylece, y =T(x) yerine y = AX yazacagiz. Burada A € R™"dir. Buna gore lineer

dontistimler ile ilgili ¢ikarilacak sonuglari, matrislerin 6zelliklerinden c¢ikarabiliriz
(Meyer, 2000).

Hatirlatma 2.2. V' vektér uzayindan W vektdr uzaymna birden fazla lineer
dontisiimlerin kiimesi B(V,W) ile gosterilir. V=W oldugunda B(V'), V {iizerindeki
tim lineer operatorlerin kiimesini gosterir. V' bir sonlu-boyutlu vektor uzayi
oldugunda lineer operatorlerin 6zelliklerini kare matrislerin 6zellikleri vasitasiyla
analiz edebiliriz.
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+ Doniisiimiin /Operatoriin Ornekleri :

a) Oteleme : Herhangi sabit a eV igin eger her x eV igin T(X) =x+a ise, T: V>

W operatoriine (doniisiimiine) bir 6teleme denir.

T(xX+y)=a+x+y=T(X)+T(y)=2a+x+y

oldugundan, 6telemenin bir lineer doniisiim (operatér) olmadigr goriilir. R™ de ¢ok
iyi bilinen bir 6teleme doniisiimiine

T(X)=x-X1

ile tamimlanan merkezilestirme denir. Burada X = lzm Xovel=(111 - 1)
m ="

elemanlarinin tiimii 1 lerden olusan bir vektdr (siitun vektdrii) diir. Oteleme,

vektorler arasindaki uzakligi degistirmez, yani ||X - y|| ,= ||T )-T (y)|| , dir.

Hatirlatma 2.3. Vektér normlarmin &zel bir hali olan 2-normu veya Oklidyen

normu, [X|, = x¢ +3 +...+ % =|)x|, seklindedir.

b) Dénme : Her mxm ortogonal matris (Eger Q' =Q’, yani QQ'=Q'Q =1
ise, Q ya ortogonal dendigini hatirlayalim.), R™ de bir kati-cisim dénmesini
gosterir. Bir 6rnek olarak

B cos@ sind
| —sin@ cos@ |’

saat yelkovani yoniinde bir 6 acisi kadar donmeyi gosteren bir 2x2 ortogonal
matristir.

Q =Q™ oldugundan,

cosd -—sind
sin@ coséd

saat yelkovaninin tersi yoniinde bir 6 agisi kadar donmeyi verir. Ortogonal dénme,
vektorlerin uzunluklarini degistirmez, yani

[QEIIE =((Q0) (QE))) =xQx =xx = x[:

dir (Meyer, 2000).
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¢) Genel Koordinat Déoniisiimii : %1 ={e,,e,,..e,}, R™ (m-boyutlu Oklid uzayr)
icin standart taban olsun. %, = {gl, g,, ...gm} , R™ icin yeni bir taban olsun. ilk olarak

yeni tabanin her bir {iyesini standart tabana bagli olarak asagidaki gibi ifade edelim:

0, =t +te, +..+t e 1<i<m. (2.30)

mi~m?

Burada (tﬁ,tZi,...,tmi )', standart tabanda g; vektoriiniin gosterimidir. Bu m -bagintiy1

matris notasyonuna gore yeniden yazarak,

t, t, - ot
o 6 gl e oe]l T eay
by T o T
veya
G=ET (2.32)
elde ederiz. BuradaG=[g, g9, -+ 0,]€R™", yani yeni %, tabaninm iyeleri
tarafindan bi¢imlendirilen matris, E=[e1 e, - em]eRmxm, yani standart 98

tabaninin lyeleri tarafindan bigimlendirilen matris ve T e R™" elemanlar1 standart
tabana gore yeni tabanin koordinatlari olan matristir. T nin tekil olmayan bir matris
oldugu kolaylikla gerceklenebilir.

Simdi bir xe R™ vektoriinii gozoniine alalim.

X=X€ + X0, +..+ X €, (2.33)
X in &B; standart tabanina gére gésterimi olsun ve

X=X0, +X0, +..+Xd., (2.34)
ayni Xin yeni 9, tabanina gore gosterimi olsun. $imdi (2.34) ile (2.30) un birlesimi,

X t11 t12 t1m %

X, _ t21 tzz t2m X, (2 35)
Xm tml tm2 tmm X;
veya
Xx=Tx (2.36)
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oldugunu ortaya koyar. Bu nedenle, T:R"™ — R" vektorlerin standart ve yeni
tabanlara gore gosterimi arasindaki bir koprii (gegisi) saglayan bir matristir. Bu T
matrisi non-singiilerdir (tekil degildir) fakat ortogonal degildir ve bu nedenle bazen
egik donme adim alir (Meyer, 2000).

d) Benzerlik Doniisiimii : x ve y standart tabanda R™ deki iki vektorii gostersin.
A, y = Ax olacak sekilde standart tabanda bir lineer doniistimiin matrisini gostersin.
T, %1 standart tabaninin yeni 98, tabanina donilisiimiinii gosteren tekil olmayan
matris olsun. xX° ve y , x=Tx" ve y=Ty" olmak iizere, X Ve y nin yeni %,

tabanindaki gdsterimi olsun.

vV \'%
T

X > TX
Ty € -

y - y

(Tx,y)= <x,T*y>

Sekil 2.2. Ek (adjoint) Doniigiimiin Tanimi.

y = AX oldugundan, y =Ty" de yerine koyarak,

y=Ty =Ax=ATX (2.37)

veya
y =(TAT)x (2.38)

elde ederiz. Baska bir deyisle, T'AT yeni 2, tabanma gére A matrisinin
gosterimidir. A matrisinin TAT matrisine doniisiimiine “benzerlik déniisimii”

denir. Benzerlik doniisiimii 6zdegerleri korur. Yani, A ve T AT ayn1 6zdegerler
kiimesine sahiptir (Golub ve Van Loan 1989; Meyer, 2000).

e) Eslesim (Kongriians) Doniisiimii : A<R™" olsun. Eger BeR™" tekil
olmayan bir matris ise, bu takdirde B AB ye A nin eslesim doniisiimii denir. Yani,
A ve BAB ye denk matrisler denir. Eslesim doniisimii A nin birgok 6zelliklerini
korur. Bu nedenle A simetrik, anti-simetrik veya pozitif (yari1) tanimli oldugunda,
B AB simetrik, anti-simetrik, pozitif (yar1) tanimlidir.
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f) Ek (Adjoint) Doniisiim : V ve W, her biri kendi i¢ ¢arpimina sahip iki vektor
uzay1 olsun. (x,y) v, V.deki x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimint gostersin. Benzer
sekilde (x,y) w tanimlanir. T: V- W, xeV ve y e W olmak iizere, y =Tx olacak

sekilde bir lineer doniisiim olsun. Eger
(Txy)w =(xTy)v (2.39)

olacak sekilde, bir T lineer doniisiimii varsa, bu takdirde T" a T nin “eki” denir.
Gosterim i¢in Sekil 2.2 ye basvururuz.

Simdi bu tanimi dzellestirecegiz. V< R" ve W R™  olsun. Bu takdirde T ve T~
i her ikisi de lineer operatdrler olarak, V' ve W igin secilen tabanda bir matris
gbsterimine sahiptit. A: Vo> W ve A": W— V olmak iizere, AeR™" ve

A" eR™, T ve T a karsilik gelen matrisler olsun. Bu takdirde, yukaridaki
tanimdan hemen,

(Axy) = (Ax) y=XAy= <x, A*y> =xXA'y (2.40)

elde ederiz ki, buradan A" = A" oldugu goriiliir. Yani V' ve W sonlu boyutlu vektdr
uzaylari oldugunda, A nin transpozesi ger¢ekten, A nin “eki” dir.

V=W=R" oldugunda AeR™™" bir lineer operatdrdiir ve. A" = A" ye ek operatdr

denir. Ozel durumda, A bir simetrik matris oldugunda, A=A =A dir ve A nin
kendisine bir ek operator denir.

Asagidaki ozellikler kolayca gerceklenebilir.

i.  Bir A lineer déniisiimiiniin A" eki de lineerdir.
ii. (A*)* =A dir.
iii. (aA) =aA"du.
iv. (A+B) =A"+B" dr.
v. (AB) =B'A" du.

*

vi.  Eger A tersinir ise, bu takdirde (A™) :(A*)_l dir.
2.1.4. Lineer Sistemlerin Coziimii

AcR™" ve beR"™ olsun. A ve b verildiginde, AX=Db olacak sekilde x e R"
vektoriinii bulma problemi, X in bilegenlerinin bilinmeyenler oldugu n -bilinmeyenli
M -denklemli bir sistemi ¢6zme problemi olarak bilinir. Eger b vektorii € C(A) ise,

bu takdirde b, A nm siitunlarmin bir lineer kombinasyonu olarak ifade
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edilebilmelidir ve bu lineer kombinasyonun katsayilar1 X vektoriiniin bulmak
istedigimiz bilesenleri olmalidir. Bu durumda, AX=D lineer sistemine tutarli bir
sistem denir. Eger AA'b=b veya AA'b=b ya da rank(A:ib)=rank(A) Iise,
Ax=Db lineer denklemler sistemi tutarlidir denir. Burada (A:b) ye sistemin
genellestirilmis katsayilar matrisi denir. Eger b vektorii C(A) ya, yani A nin siitun

uzayma, ait degilse, bu takdirde AX=D olacak sekilde bir x € R" mevcut degildir
ve bu durumda sistem tutarsiz olarak adlandirilir. D=0 oldugunda, AX=0 lineer
sistemine bir homojen sistem denir ve bu sistem daima tutarlidir.

rank(A) <min(m,n) oldugunu hatirlayalim. Eger rank(A)=min(m,n) ise, lineer
sistemin tam rankli oldugu soylenir, aksi takdirde sisteme “eksik rankli” denir. Eger
denklemlerin sayis1 M, bilinmeyenlerin sayis1t N ye esit ise, sisteme belirli (kararl)
sistem denir. Eger M >N ise, sistem fazla belirli sistem olarak bilinir ve eger m<n
ise, sistem eksik belirli sistem olarak bilinir.

Tutarli/tutarsiz, homojen/homojen olmayan, tam rankli/eksik rankli ve belirli/fazla
veya eksik belirli gibi gesitli nitelikleri bir araya getirerek, Sekil 2.3 de gosterilen bir
tiir sematik kombinasyonlari elde ederiz.

i. Eger m=n ve A tam rankli ise, sistem daima tutarlidir, ¢6ziim mevcuttur ve
tektir. Eger b=0 ise, bu takdirde x= A7b sistemin bir tek ¢oziimiidiir ve
eger b=0 ise, X=0 yegane ¢oziimdiir.

ii. Sistemin tutarli ve eksik belirli veya fazla belirli olmasi durumunda genel
¢cozlim, h keyfi bir vektor olmak tizere, sistemin genel ¢ozimii

x=ADb+(1-A"A)h veya x=A"b+(1-A'A)h

olarak belirlenir. h=0 oldugunda, x=A"b veya x=A"b ye sistemin 6zel bir

¢Ozlimii olarak bakilir. Bu ¢oziimlerin bir 6zeti Sekil 2.4 de verilmistir (Bellman,
1960).
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Homojen

b=0

1

Homojen
degil

b#0

|
!

Tutarlt Tutarsiz

beC(A) beC(A)
A A
m=n

rank(A)=m |«

A tam situn
rankl

Ax=Db
AcR™ beR"

xeR"

|

m=n
rank(A)=r <m

A eksik rankli

m>n

Fazla belirli

|

!

!

m<n

Eksik belirli

|

!

m>n

rank(A)=n

A tam situn ranklh

m>n
rank(A)=r<n

A eksik rankli

m<n

rank(A)=m

A tam satir rankli

m<n
rank(A)=r<m

A eksik rankli

Sekil 2.3. Lineer Sistemlerin Siniflandirilmasi.




Ax=b, xeR"

AcR™, beR"

v

v

Tutarsiz durum
AAb=b
veya

AAb=Db

ya da
rank(AEb) # rank(A)

Sistemin ¢oziimii yoktur.

v

Tutarli durum
AADb=Db
veya
AA'b=b
ya da
rank (Ab)=rank(A)

Sistemin ¢0zlimii vardir.

v

A : Tam rankli

rank(A) = min(m, n)

v
v

v

A : Eksik rankli
rank(A) =r <min(m,n)

v

v

v

v

Fazla belirli sistem

rank(A)=n<m
x=A"b

A= (A'A)‘1 A

Belirli sistem
m=n

rank(A) =m

x=A""D

Eksik belirli sistem

rank(A) =m<n

x=Ab+(1-A"A)h veya

x=A*b+(I—A*A)h

-1

A=A (AA)

x:A’b+(I—A’A)h

veya

x=A+b+(|—A+A)h

Sekil 2.4. A"in A nin Moore-Penrose Genellestirilmis Tersi Oldugu Cesitli Durumlarda

Lineer Sistemlerin Coziimii.
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% Ozel Matrisler :

a) Simetrik Matris : Eger A =A ise, AcR™" matrisi simetriktir. Asagidaki
ozellikler kolayca gerceklenir:

i. Eger A simetrik ise, A™ de simetriktir.
ii. Eger A ve B simetrik iseler, bu takdirde A ve B degisimli, yani AB =BA
oldugunda, AB de simetriktir.

Eger AcR™" ise, bu takdirde AA e R™™ ve AAcR™ her ikisi de Grammian
denilen simetrik matrislerdir (Meyer, 2000).

b) Anti-Simetrik Matris : Eger A =—A ise, AcR™" matrisi anti-simetriktir. Bu
nedenle, bir anti-simetrik matrisin kdsegen elemanlart sifirdir. Verilen herhangi bir

A e R™™ matrisi igin,
i.  Ag=(A+A’)/2 birsimetrik matristir ve
i. Ag=(A-A’)/2 bir anti-simetrik matristir.

A; ve A ye sirasiyla A nin simetrik ve anti-simetrik pargalari denir (Meyer,
2000).

¢) Bilineer Form : AeR™", xeR™ ve yeR" olsun. Bu takdirde f, =XAy ile
tanimlanan f,(X,y):R™xR" — R (iki vektoriin skalar degerli bir fonksiyonu) ye,

X ve Y vektorlerinin bilesenleri f,(X,y) de onlarin birinci derecesiyle yer

aldigindan, bilineer form denir.

d) Kuadratik (Karesel) Form : AeR™", xeR"™ olsun. Bu takdirde
Q, :R™ > R (bir vektdriin skalar degerli fonksiyonu)

Q. (X) = X Ax
(2.41)

olarak tanimlanir ve X e gore bir kuadratik form adini alir. Q,(X) = X Ax kuadratik

formu Xin elemanlarina gore ikinci dereceden bir ¢ok degiskenli polinomdur. Bir

ornek olarak, N=2 oldugunda,
2

QA (X) = aux12 + (a12 + a21)X1X2 +a,X

dir. Q,(x) bir skalar oldugundan,
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[Qa (x)]' =XAX=Q,(X) =XAX
yazariz. Bu nedenle, Ag; A nin bir simetrik kismi olmak {izere,

A+A

1 .. . . .
QA(X)=§[XAX+XAX}=X( jx:xASx

dir. Boylece, genelligi bozmaksizin, Q,(x) deki A matrisinin bir simetrik matris

oldugunu kabul ederiz ve
Qa ()= a11x12 +28,X,X, + a22X22
yazariz.

e) Pozitif /Negatif Tamimh Matris: Bir reel simetrik A e R™™ matrisi i¢in

. >0, eger Xx=#0 ise
X AX ] (2.42)
=0, kesin olarak x=0 oldugunda
oldugunda, A simetrik matrisine pozitif tanimlidir denir.
Bir reel simetrik A matrisi i¢in
her xe R™ icin, X AX >0 (2.43)

oldugunda, A simetrik matrisine pozitif yari-tanimlidir denir. Eger A pozitif yari-
tanimli ise, bunu A = 0 ile gosteririz. Eger A pozitif tanimli ise bunu A>0 ile
gosteririz.

Pozitif yari-tanimliligin asagidaki gibi birgok esdeger karakterizasyonu vardir
(Harvey, 2011).

«* Yararh bir sart :

A>0< VxeR? icin XAx>0. (2.44a)
Benzer sekilde,
A>0< VxeR? igin XAx>0. (2.44b)

< Baska bir sart : A = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A =VV  olacak sekilde
V' matrisinin var olmasidir.

Pozitif yari-tanimli sarti tim simetrik matrisler iizerinde bir kismi siralamayi
tanimlamak i¢in kullanilabilir. Bu siralamaya Loewner siralamasi veya pozitif yari-
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tanimh siralama denir. Herhangi iki simetrik A ve B matrisi igin, eger A—B =
0 ise, A= B yazariz.

Olgu 2.1. A = B olmas1 igin gerek ve yeter sart her X vektorii icin X AX > X BX
olmasidir.

Ispat. XAx>xBx nin saglanmasi igin gerek ve yeter sartmn V (A—B)V >0
esitsizliginin saglanmasi gerektigine dikkat edelim. (2.44a) ya gore, bu A = B nin
tanimi olan A—B * 0 esitsizligine denktir. [

Pozitif yari-tanimli matrislerin kiimesi, toplama ve negatif olmama 6lgeklendirmesi
altinda kapalidir (Boyle bir kiimeye bir konveks koni denir).

Olgu 2.2. A ve B dxd boyutlu pozitif yari-tanimli matrisler olsun. «, B negatif
olmayan skalarlar olsun. Bu takdirde A+ B = 0 dur.

Ispat. Bu, (2.44a) dan kolayca goriiliir. (J

Uyarma 2.1. Loewner siralamasi reel sayilarin alisilmig siralamasinin  giizel
ozelliklerinin tiimiine sahip degildir. Ornegin, eger A = B = 0 ise, bu takdirde

A? = B? olmasi gerekmez.

Olgu 2.3. A ve B dxd boyutlu simetrik matrisler olsun ve C herhangi bir dxd
boyutlu matris olsun. Eger A = B ise, bu takdirde CAC = CBC diir. Bundan
baska, eger C tekil degilse, bu takdirde “gerek sart” sahiden “gerek ve yeter sart” tir.

Ispat. A > B oldugundan, bu durumda A—B > 0 dir, bu nedenle, A—B; VV'
olacak sekilde bir VV matrisi mevcuttur. Bu takdirde,

C(A-B)C =CVV'C =CV(CV)

olur ki, bu ise, C(A—B)C niin pozitif yari-tanimli oldugunu gésterir. C nin tekil
olmadigin1 ve CAC = CBC oldugunu farz edelim. A = B yi elde etmek igin
C'ilesoldanve (C™*) =(C)™ ile sagdan carpariz.[]

Bu nedenle, x Ax kuadratik formu sadece orijinde sifira esit oldugunda A pozitif

tammlidir ve eger orijine ilaveten en az bir X#0 icin, XAx sifir oluyorsa, A
matrisi pozitif yari-tanimlidir. Eger yukaridaki 6zellikler tersine c¢evrilen esitsizlikler
ile gerceklenirse, bir reel simetrik A matrisine negatif tanimli ve negatif yari-taniml

denir. Eger herhangi xeR™ icin XAXx>0 ve X in herhangi diger degerleri igin

XAx <0 ise, A matrisine tanimsiz denir.

Simdi pozitif ve pozitif yari-tanimli matrislerin birkag 6nemli 6zelligini yazacagiz.
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I.  Bir pozitif tanimli matrisin kosegen elemanlari, her mertebeden asil mindrleri
ve determinanti pozitiftir.
ii.  Pozitif tamimlilik, matrisin elemanlarinin pozitif olduklarini ifade etmez.

Ornegin,

pozitif tanimlidir, fakat

pozitif taniml degildir.

iii. A pozitif tanimli ise, A de pozitif tammhidir.
iv. Eger A pozitif tanimli ve B tekil degilse, bu takdirde (B’l)' AB™ pozitif

tanimlidir.

f) Késegen Olarak Baskin (Etkin) Matris : Bir AeR™™ kare matrisine, eger

NN (2.45)
j#i
ise, kosegen olarak etkin matris denir. Eger her i=12,..m igin esitsizlik

saglanirsa, kesinlikle kdsegen olarak etkin matris denir. Kosegen olarak etkin
matrisin tekil olmadig1 gosterilebilir (Trefethen ve Bau, 1997).

g) Ortogonal (Dik) Matris : Bir QeR™" matrisine eger Q'=Q ise (yani
QQ=QQ =1_ise), bir ortogonal matris denir. Bir ortogonal matris asagidaki

ozelliklere sahiptir:

i. Eger Q ortogonal ise, Q tekil degildir,
ii. QeR™ nin siitunlar1 (satirlar1y R™  icin bir tam ortonormal taban
olusturur.
iii. Eger xeR" ise, bu takdirde |x|, =[|QX|, dir, yani Oklid normu bir ortogonal

dontisiim altinda degismez; bu nedenle, ortogonal doniisiimlere “izometrik”
doniisiimler denir.

iv. det(QAQ)=det(A) dir.
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v. Eger Q ve Q, ortogonal ise, bu takdirde onlarn Q,Q, ¢arpimi da

ortogonaldir.
vi. Bir lineer doniisim olarak, ortogonal doniisiim bir kati cisim donmesini
temsil eder. Bu nedenle

0- cos@d sind
| -sind cosé
saat yelkovani yoniinde bir € acis1 kadar bir donmeyi gosteren bir ortogonal
matristir (Meyer, 2000).

h) P Permiitasyon (Degisim) Matrisi : Eger P;; € {0,1} ve her bir satir ve her bir
siitunda sadece 1 varsa, Pz[pij}eRmxm ye bir permiitasyon matrisi denir.

Ornegin,

o O -
o - O

bir permiitasyon matrisidir. Permiitasyon matrislerinin diger baz1 06zellikleri
asagidaki gibidir :

i. | birim matrisi bir permiitasyon matrisidir.

ii. Eger AeR™™ herhangi bir matrisi ve P € R™™ bir permiitasyon matrisi ise,
bu takdirde PA; A nm satirlarinin ve AP ; A nin siitunlarinin sirasini
degistirir.

iii.  Her permiitasyon matrisi ortogonaldir.

iv.  Iki permiitasyon matrisinin ¢arpimi yine bir permiitasyon matrisidir.

V. PP =1 oldugundan, det(P) =+1 elde ederiz ve bu nedenle her permiitasyon

matrisi tekil degildir.

i) Idempotent (Es Giiclii) Matris : Bir PeR™™ matrisine eger P?=P ise,

idempotenttir denir. Ornegin; j, :[1 1 .- 1]' tiim elemanlart 1 olan nx1 boyutlu
11 - 1

: : .11 1
bir matris ve J, =j.j, =|. .

tim elemanlar1 1 lerden ibaret olan bir nxn
111
kare matris olmak iizere, J J,=]j, J.j,J, =Ni,j, =nJ, dir. Buna gore, lJn bir
n

simetrik-idempotent matristir. Gergekten,
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(EJn]GJn}%Ji%jn LiQ =L,
n " Jin n n? "t

dir. Boylece istenen ispatlanmis olur.

Ayrica, A"A,AA,A"A ve AA" matrisleri idempotent matrislerdir ve A"A ve

AA" simetrik-idempotent matrislerdir.

Idempotent matrislerin dzellikleri:

I.  Birim matris hari¢ olmak iizere, her idempotent matris tekildir.
ii. Eger P idempotent ise, bu takdirde (I —P) de idempotenttir.

lii. Eger P, ve P, idempotent iseler, bu takdirde PP, sadece degismeli
oldugunda idempotenttir ve P, +P,; PP,=P,P, =0 oldugunda
idempotenttir.

iv. Eger AcR™", BeR™" ve rank(A) =n=rank(B) ise, bu takdirde

P=B(AB) A
idempotenttir. A=B oldugunda

P A(A'A)‘1 A

matrisinin idempotent oldugu agiktir. P matrisi, C(A) iizerine ortogonal

1zdlislim matrisidir, yani ortogonal izdiisiiriiciidiir.

Hatirlatma 2.4. Idempotent matrisler, her izdiisiim matrisinin idempotent olmasi
anlaminda birgok temel rol oynar. Bunun &tesinde, her simetrik, idempotent matris
lineer en kiiciikk kareler problemlerinin ¢oziimiinde kritik bir rol oynayan bir
ortogonal izdiislim tanimlar.

j) Nilpotent Matris : Bir AeR™™ matrisine eger A“=0 ve A" =0 ise, k-
indeksli bir nilpotent matris denir. Ornegin, alt {icgen matrisler kesin olarak
nilpotenttirler.

Ornegin, L 3-indeksli bir nilpotent matristir (Meyer, 2000).

Il
N B O
w O O
o O O

k) Grammian Matris : Eger A R™" ise, bu takdirde AAeR™ ve AA e R™"
matrislerine Grammian matrisler denir. Grammian matrisler asagidaki ozelliklere
sahiptir.

i.  Grammian matrisler simetriktir.
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ii.  Eger A tam rankli ise, bu takdirde onun Grammiani simetrik ve pozitif

tanimlidur,
giinkii her X =0 igin, X (A'A)x=(Ax) Ax=||Ax|>0 dir.

lii.  Eger A tam rankl degilse, bu takdirde Grammian matrisler simetrik pozitif
yari-tamimli matrislerdir (Meyer, 2000).

1) izdiisiim matrisi : U ve vV, uv =0 olacak sekilde, R™ de iki vektor olsun. Bu

takdirde, u* : u ya ortogonal olan tiim vektorlerin kiimesi olmak tizere,
Geren(v) ® Geren(u*) =R" (2.46)
oldugu gerceklenebilir. Bu nedenle,

Geren(v) NGeren(u™) = {0} (2.47)

oldugundan, R™; bu altuzaylarin direkt toplamidir (Geren(v) ve Geren(u")

altuzaylarinin herbirinin digerine ortogonal olmasi gerektigine dikkat edelim.). Bunu
gormek i¢in bkz. Sekil 2.5.

u V2
M
Geren(v)
v z
2
V1
z =
Fa |
v
=
z Geren(n™)

Sekil 2.5. Egik izdiisiimler.

Bir z vektorliniin izdiigimiiniin  sezgisel kavrami V ye paralel dogrultuda, z
lizerindeki 1s1yan 151k kavrammna baghdir ve z"; z nin Geren(u") iizerine diisen

golgesi olsun. Bu takdirde, z© a z nin Geren(v) boyunca (Geren(v) ye paralel
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olarak) Geren(u") iizerindeki egik izdiisiimii denir. Sekil 2.5 e basvurarak,
yorumlamak suretiyle, herhangi bir « reel sayisi igin

ulLz =z-av (2.48)
yazar ve buradan da
. uz
u(z-av)=0 veya a=— (2.49)
uv
elde ederiz. Bu nedenle,
z*:z—ﬁv:z—ﬂz:{l—ﬂ}z:Pz (2.50)
uv uv uv
dir. Burada
vu'
Pz = |:| _f:|z (251)
uv

matrisine, zeR"™ vektorlerini Geren(v) boyunca Geren(u") iizerine izdiisiiren,

(egik) izdiisiim matrisi denir.
i.  Bu P matrisi idempotenttir.
. 1 . _—
i. (-P)= EVU bir rankli bir dis ¢arpim matrisidir ve zeR"™ vektorlerini

Geren(u") boyunca Geren(Vv) iizerine izdiisiiren izdiisiim matrisidir.
iii.  (I—=P) bir idempotent matristir.
iv. P vebunedenle (I-P) simetrik degildirler.

Simdi yukaridaki gelisimi genellestirecegiz. {Vl,Vz.---,Vm} , R™ de lineer bagimsiz
vektorlerin - bir kiimesi olsun. V3= Geren{vl,vz,...,vn} ve V= Geren

{Vn+1’vn+2""’vm} Olsun'
R"=Vi+V, ve Vin V,={0} (2.52)

oldugu, yani R™ nin V1 ve V; nin direkt toplami oldugu agiktir. Herhangi bir z, €
Vive z, € V; olmak iizere, herhangi bir ze R™; z =2, +z, olarak ifade edilebilir.
Z (22) ye Z nin V2(V1) boyunca V1 (V) lizerine egik izdiisiimii denir (bkz. Sekil

2.5). P, ve P, sirastyla izdiisiim matrisleri olsun, yani,
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z,=Pz ve z,=P,z (2.53)

olsun. Bu takdirde P,(P,) ye Va(V1) boyunca Vi (V) iizerine egik izdiisiim
matrisleri denir.

Vo ={V, V., Vo } €ER™ v V, ={V, .,V .V € R™™ ki matris olsun,

Tekil olmayan V =[V,,V,]e R™ matrisini elde ederiz ve
i=12,..,n i¢in, Pv,=v;, j=n+Ln+2,..m j¢in, Pv;=0

j=n+Ln+2,..m igin, P,v,=Vv;,i=12..,n i¢in P,v,=0 (2.54)

elde ederiz.
Bu durumda,
PV =P [V11V2] = [PlVl, P1V2] = [Vl, 0] (2.55)
ve
P =[V,, 0]V =[v1,v2]{'(; g}v—l =V, V™ (2.56)

I 0
dir. Burada, ¥, = { 0 0} dir.
Ayni sekilde
P,V =P, [Vl,VZ] = [P2V1, P2V2] = [0, V2] (2.57)

ve

0 O
P, = [O’Vz]v_l = [Vlivz]{o I }V_l =VZ, V" (2.58)

m-n

0 O
dir. Burada, 2., :{0 } dir.

P, ve P, (egik) izdiisiim matrislerinin asagidaki 6zellikleri kolaylikla saglanir.

i. P, ve P, idempotenttirler.
ii. 1=P+P, dir.
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iii. P, ve P, simetrik degildirler. (Meyer, 2000)

Sonug 2.1. Her (egik) izdiisiim matrisi idempotenttir ve tersine olarak her idempotent
matris bir egik izdlistimii tanimlar.

m) Ortogonal Izdiisiim Matris : Sekil 2.5 de V=U oldugunda 155k V=U vya

paralel 151r ve z° gblgesine Z nin U- iizerine ortogonal izdiisimii denir. Bu
durumda,

uu
P:[I_E} (2.59)
olmak tizere,
z*:{l—ufu}z:Pz (2.60)
uu
dir.
i. P Geren(u") iizerine bir ortogonal izdiisiimdiir.
i. P>=P dir.
iii. (1-P)z= % z; Geren(u) {izerine bir ortogonal izdiistimdiir.
(\2 P bir simetrik matristir.

Buradan ¢ikan 6nemli bir sonu¢ her ortogonal izdiislim matrisinin idempotent ve
simetrik oldugudur. Gergekten, tersi de dogrudur.

Simdi ortogonal izdiistim kavramini genellestirelim. V1N V= {0} ve V1LV, yani

V1 deki her vektor V, deki her vektore, dik olmak lizere, R™ = V1+V>, olsun. Bu
durumda,

VlzGeren{Vl,Vz,...,Vn} ye ve Vy=Geren {vn+1,vn+2,...,vm} ye her biri digerinin

ortogonal tiimleyenleridir denir.

Yine V, = {V1'V21'"1Vn} eR™ ve V, = {Vn+1,Vn+2,...,Vm} e R™™™ gostererek,

i.  V,V,eR™ tekil degildir.
i. WV, e RO tokil degildir.
iii.  VV,=0=W,V, dir.
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Ne {Vl,Vz,...,Vn} nin ne de {Vn+1,Vn+2,---,Vm} nin ortogonal olmasina ihtiyag

duymadigimiza dikkat edelim. Thtiyacimiz olan tek sey onlarin bagimsiz ve Vi L V7
olmasidir. Ornegin,

11 0
V,=|0 1| ve V,=|0
00 2

gibi. Eger P, ve P,; V1 ve V; altuzaylar lizerine ortogonal izdiisiim matrisleri ise,

bu takdirde asagidaki 6zellikleri yazabiliriz.

i P=V,(VV) V eR™™.
i.  P,=V,(V,V,) V,eR™.
iii. 1=P+P,.
iv. P?=P, ve P}=P,.

v. P, ve P, simetriktir.
vi.  Ayrica, V,,V,,...,V

, taban vektorleri ortonormal vektorler ve ayni sekilde

V..,V \Y; taban vektorleri de ortonormal vektorler ise, bu takdirde

n+l? Y n+21°r Ym

V=1, V,V, =1, P =WV, ve P,=V,V, dir (Meyer, 2000).

Sonu¢ 2.2. Her ortogonal izdlisiim matrisi simetrik ve idempotenttir ve tersine
olarak, her simetrik ve idempotent matris bir ortogonal izdiiglim tanimlar.

2.1.5. Ozdegerler ve Ozvektorler
AcR™™ olsun. Eger xe R",
AX=2AX (2.61)

olacak sekilde sifir olmayan bir vektor ve bir A skalar1 (reel veya kompleks) var ise,
bu takdirde (A,X) ikilisine A nin 6zdegeri ve 6z vektorii (basitge 6z ¢ifti) denir.
Yukarida sag yandaki lineer homojen denklem det(A—M) =0 oldugunda sifirdan
farkli bir ¢oziime sahiptir. det(A—AI)=0 denklemine A matrisinin karakteristik

denklemi denir. det(A—AL)=0, Aya gore M -yinci dereceden bir polinomdur ve

karakteristik polinom adini alir. Bu polinomun reel ya da kompleks katli veya katsiz
M -tane kokii vardir. Bir kok kompleks ise, onun eslenigi de koktiir. Bu nedenle

AeR™™ m -tane 6zdegere sahiptir.

Eger
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det(A-AL)=(A—A,)" (A=2,)" (A=A, )™ (2.62)

k
ise bu takdirde, m;, A, nin kathligi ve D>, m =m olmak iizere, A, den A, ya kadar

i=1

k -tane farkli kok vardir. Burada m; ye A, nin cebrik katliligi denir. A nin tim

0zdegerlerinin kiimesine A nin spekturumu (tayfi-izgesi) denir. En biiyiik 6zdegerin

biiyiikliigiine spektrol (izgesel) yarigap denir ve p(A) ile gosterilir. Simdi birkag

Ozelligi yazalim.

Farkl1 6zdegerler farkli 6zvektorlere sahiptir. Yani, eger (A;,%;) ve (A,,X,),
A, # A, olacak sekilde iseler, bu takdirde X, ve X, lineer bagimsizdirlar.
Ayni 6zdegere karsilik gelen birden daha fazla 6zvektdr olabilir. Ornegin 1
birim matrisi, 1 icin, 1 yegane d6zdegerdir, fakat I, M -tane lineer bagimsiz
Ozvektore sahiptir.

Eger (A,X); A mn bir 6z cifti ise, bu takdirde X & N(A—AI) dir. Burada N
(A—M) , (A—?LI) min sifir uzayidir. Oz degere karsilik gelen lineer
bagimsiz X vektorlerinin maksimal M -sayisi, yani farklilik sayisi, geometrik

katlilik olarak bilinir. Bu nedenle geometrik katlilik N(A—AI) nin boyutunu
gosterir. boy[N(A—AI)]=rank(A—AlI)oldugunu hatirlayalim. Bu deger

(A—AI) nin sifirhihigi olarak bilinir.
A nin geometrik katliligt < A nin cebrik katliligi
oldugu bir gercektir.
Yani, kisaca bir A 0z degeri i¢in, onun cebrik kathili1, karakteristik

polinomun bir kokii olarak A nin katlihigidir. Geometrik katlihg: ise, ona
karsilik gelen lineer bagimsiz vektorlerin maksimal sayisidir.

) 0 1
Ornegin, A = [0 O} matrisi igin A iki kath bir 6zdegerdir. Bu 6zdegere

0 1][x, | [0]
karsilik gelen o6zvektor = oldugundan, x, =0 ve X,
0 0] x, 0

herhangi bir vektor olabilir. Bu nedenle, lineer bagimsiz sadece 1 vektorii
10
0

matris igin de A=1 2-katl bir 6z degerdir. Fakat, sifirdan farkli herhangi bir

1
vardir. Bu vektor de {0} Ozvektoridir. A = } matrisini diisiinelim. Bu

vektor onun ozvektdrii olarak hizmet goriir, herhangi bir xeR? igin
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Vi.

Vii.

viii.

1 0
AX=X=1X yazariz. Bu nedenle, bu matris {O} ve L} gibi iki lineer

bagimsiz 6zvektore sahiptir.
Burada her iki matris i¢in A =1, iki cebrik katli yegane dzdegerdir. Fakat bu

11 10
0zdegerin geometrik katlilig [O J matrisi i¢in 1 ve [O J matrisi igin 2

dir. Buna gore birinci matris i¢in geometrik kathilik (yani, 1) < cebrik katlilik
(yani, 2) ve ikinci matris i¢in geometrik katlilik = cebrik katlilik oldugu
goriliir. Genel olarak
A nin geometrik katliligt < A nin cebrik kathiligi

esitsizligi vardir.
Eger B R™™ tekil olmayan bir matris ise, bu takdirde B™*AB matrisi A ya
benzerdir. Benzer matrislerin ayn1 6zdegerlere sahip olduklar1 gosterilebilir.
Bu nedenle, eger (A,X); B™AB nin bir 6z cifti ise, bu takdirde (A,BX);A
icin karsilik gelen 0z ¢ifttir.

m;, A; nin cebrik katlilig1 olmak iizere, iz(A) = mA, + mA, +mA, dir.

det(A) =A"A2.. A dir.
Gerschgorin Cemberleri : Az[aij] olsun. Bir diski veya kompleks

diizlemde a; de merkezlesen ve Z‘aij‘ yaricaplt D, c¢emberini

j#i

tanimlayalim. Burada

S= U.ril D, ile gosterilen D, disklerinin birlesiminde uzanur.

la; —2z| < Z‘aﬁ‘}’ i=12,..,m dir. Bu takdirde A nin her 6zdegeri,

j#i

p cebrik kathilik ve q geometrik katlilik (q< p) olmak iizere, A=0;

A e R™™" nin bir 6zdegeri olsun, bu takdirde

rank(A)=m—-q>m-p
yani, bir matrisin ranki sifirdan farkli 6zdegerlerinin sayisini gegemez.
Ornegin,

o o o o
o o o &
o o .o p
o 0o F &

nilpotent matrisine bakilabilir.
Eger (A,X); A icin bir 6z ¢ift ise, bu takdirde (A*,x), herhangi bir k>1

tamsayist icin, A* icin karsilik gelen 6z cifttir.
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Xi.

Xii.

Xiii.

Xiv.

XV.

Eger (A, X); A nin bir 6z ¢ifti ise, bu takdirde (A +a,X) ; herhangi bir a
skalar1 igin (A+ al) nin karsilik gelen 6z ciftidir.

p(X) =a, +ax+a,x* olsun. Bu takdirde p(A)=a,l+aA+a,A’ ye A ya
gore 2. mertebeden bir matris polinomu denir. Eger (A,X) ; A nin bir 6z ¢ifti
ise, bu takdirde (p(A),X) ; p(A) matrisinin bir 6z ¢iftidir.

Bir reel simetrik matrisin 6zdegerleri reeldir.

Bir reel simetrik ve pozitif tanimli matrisin 6zdegerlerinin timii reel ve
pozitiftir ve bir pozitif yari-tanimli matrisin 6zdegerleri reel ve negatif
degildir.

Eger A bir simetrik ve pozitif tamimli bir matris ise, bu takdirde,
QAQ=A=Kkoseg(A,,\,,..A,) olacak sekilde bir ortogonal Q matrisi
vardir. Burada A, >0; A nin 6zdegerleridir ve Q nun situnlari, karsilik
gelen 6zvektorlerin ortonormal kiimesidir.

QAQ=A esitliginden, hemen

A=QAQ =QA" A¥*Q =(QA"*)(QAY*) =CC

elde ederiz. Bu nedenle, eger A pozitif tammli ise, 6nemli bir A=CC
parcalanmasini (¢arpanlamasini) elde ederiz (Meyer, 2000).

Simdi 6zel matrislerin 6zdegerlerinin 6zelliklerini ifade edelim.

a) Simetrik Matrisler : AeR™™ bir simetrik matris olsun.

A nin 6zdegerleri reeldir.
A nin sifirdan farkli olan 6zdegerlerinin sayisi=rank(A) dur.

Bir reel simetrik matrisin 6zvektorleri ortogonaldir. Genelligi yitirmeksizin,
onlarin normallestirildiklerini de kabul edebiliriz ( her 6z vektorii normuna
bolerek).

P=[X, X, Xy, |;

A nm M-tane Ozvektoriiniin ortonormal matrisini

gostersin. Bu takdirde AP =P A dir. Burada A =kOseg(A;,A,,..A,) kidsegen

matrisi A nin 6zdegerlerinin kdsegen matrisidir.
Spektral (izgesel) Ayrisim : P ortogonal oldugundan, A y1
I X,
. I8 X.
A=PAP =[x X, - X,] 2 2

m m

= Zm:xixix; = Zm:xiPi
i=1 i=1
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olarak yeniden yazabiliriz. Burada P = X;X; , 1 rankli dis-carpim matrisleridir.

XX . . )
P=—"—"xX (X, ler normallestirildiginden) nin Geren(x;) ne ortogonal
X X;

izdliisimii gosterdigini hatirlayalim. Ortogonal izdiisiim matrislerinin lineer

kombinasyonu olarak A nin bu agilimma A nin spektral (izgesel) ayrigimi
denir (Meyer, 2000).

b) Esanlh Kosegenlestirilebilirlik : Eger A< R™™ ve BeR™™ iki simetrik matris
ise, bu takdirde, A ve X sirasiyla A ve B nin 6zdegerlerinin kdsegen matrisleri
olmak iizere, kesin olarak AB =BA oldugunda,

AP=PA ve BP=PX (2.63)
olacak sekilde bir ortak P ortogonal matrisi vardir.

¢) Krylov Altuzayr : yeR"™ herhangi bir vektor olsun. Bu takdirde, A nin
herhangi r >0 tamsayisi i¢in, Krylov altuzayi denilen

K(AY) =y Ay, A%y,..,A"y] (2.64)

vektor uzayina ait olan bir X 6zvektorii vardir (Golub ve Van Loan 1989; Meyer,
2000).

d) Rayleigh Katsayis1 : A R™™ bir simetrik matris olsun. Bu takdirde
rx) = X% (2.65)
XX
ye Rayleigh katsayis1 denir.

Rayleigh Katsayisimin Ozellikleri :

1) AeR™ ve BeR™ iki simetrik ve pozitif tanimli matris olsun.
Ax =ABX (2.66)

olacak sekilde, AR ve xeR" olsun. Bu takdirde A ya genellestirilmis 6zdeger
denir ve X e (A,B) iftinin karsilik gelen genellestirilmis 6zvektori denir. (2.66)

bagmtisinin her iki yanin1 B™ ile ¢arparak, (B"A)X=AX oldugundan, A ve X in
(B™A) nin dzdegeri ve 6zvektorii oldugu goriiliir. Ayrica, (2.66) nin her iki yanini
X ile carparak ve yeniden diizenleyerek, A nin

_ XAX

A=— 2.67
X BXx ( )
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Rayleigh katsayzsi ile verildigi kolayca anlagilir.

2) A ve B ikisimetrik pozitif matris olsun.
g(x) = |(A-AB)X]; .
=X [(A-AB)B™(A-AB)|x (2.68)
=X (AB'A)x — 2M(X Ax) + A% (X BX)

fonksiyonunu gz Oniine alalim.

g(A) nin sabit (max-min) noktasi
dg : :
0= an = —2(X AX) + 2A(x BX)

denklemini ¢6zmek suretiyle elde edilir. Yani,

A= XAX
X Bx

dir.

2

99 Bx>0 (2.69)

A2

oldugundan, (2.69) daki A nin g(A) nin minimumlastiricist oldugu goriiliir. Yani,

(2.69) Rayleigh katsayis1 (2.68) deki normu minimum yapar.

X AX

olsun. Bu takdirde
2
Vr(x) :W[Ax—r(x)Bx] (2.71)

oldugu gergeklenebilir. Kesin olarak X; r(x), (A,B)giftinin genellestirilmis

0zdegeri olacak sekilde
Ax =r(x)Bx (2.72)
oldugunda, bu gradyent sifir olur.

4) r(x); (2.70) ile verilmis olsun. B=GG', B nin Cholesky ¢arpansallamasi
olsun. Bu
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takdirde y =G x alarak ve (2.70) de yerine koyarak,

A
r(y) =212 2.73)
yy
elde ederiz. Burada,
A, =GA(G)" (2.74)

simetrik ve pozitif tanimli bir matristir.

(2.70) deki r(x) ve (2.73) deki r(y) arasinda bu denklik verildiginde, genelligi
bozmaksizin, (2.73) deki daha basit sekli analiz edebiliriz.

5) A eR™ bir simetrik ve pozitif tanimli matris olsun. Bu takdirde, X ; X in
dogrultusundaki birim vektor olmak iizere,

() = XX XA =£ X ] A[i} (%) A(X) (2.75)

X U U
dir. Bu nedenle genelligi bozmaksizin,
[X| =1 oldugunda, r(x)=xAx (2.76)
kuadratik formunu g6z oniine alalim.

6) (A,,P), i=12,.,n;(2.76) daki A matrisinin 6zdeger/6zvektor ¢ifti olsun.

Burada

A=k, 2> 2h, >0 2.77)

oldugu kabul edilir. Eger P=[p,,P,....P,] Ve A=kdseg(A,,L,,..A,) ise, bu
takdirde
AP =P A

elde ederiz. P nin ortogonal ve PP =PP =1 oldugu gerceklenebilir. Bu gercegi
kullanarak,

A=PAP ve PAP=A (2.78)

oldugu goriiliir. Bu nedenle, herhangi bir xeR" vektorii, P nin siitunlarinin bir
lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir, yani,
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X =Py (2.79)

dur. (2.79) u yerine koyarak ve (2.78) i1 kullanarak

r(x)=xAx=y (PAP)y =y Ay =r(y) (2.80)
elde ederiz. Yani
r(y) = ikiyf (2.81)

dir. Burada Y = (i, Yyses Vo)

3yl =1 (2.82)

olacak sekilde bir vektordiir. Bunu (2.77) ile birlestirerek

Ty S MY SN (2.83)
i=1
elde ederiz. Daha kesin olarak,
A, = A — A
L= max{y Ay} = max (X Ax} (2.84)
ve
A, =min{y Ay} =min{x Ax .
" i v Ayj le{ } (2.85)
elde ederiz.

r(x) ve diger 6zdegerler arasindaki iliskiyi anlamak igin S, =Geren{p,}ve S;; S,
e ortogonal tim vektdrlerin kiimesini gostersin. Bu takdirde, X€S; igin,

e, =(10,0,...,0) olmak iizere,
O=px=p,Py=€PPy=ey (2.86)

elde ederiz. Yani Yy, birinci bileseni y, =0 olan bir vektordiir. Bu nedenle,

2 yy:é{. ; 'y'} b2 Ayl x;{ | (287)
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dir. Benzer sekilde, eger

Sj = Geren {pl, pgv--'1pn}
ise, bu takdirde

A, = rg,}i({x Ax| (2.88)

dir. Bu ozellikler A nin 6zdegerlerinin niimerik hesabinda ¢ok 6nemli bir rol oynar
(Golub ve Van Loan 1989; Meyer, 2000; Trefethen ve Bau, 1997).

e) Ortogonal Matrislerin Ozdegerleri :

i. Eger Qe R™" ortogonal ise, bu takdirde Q sadece iki {+1,—1} ¢zdegerine

sahip olabilir. Ger¢ekten Qx =AXx (A, Q nun 6zdegeri ve X de ona karsilik
gelen 6zvektor) olsun.

1)  XQXx=AXX>0 dir. Ciinkii XX>0 dir, 0 halde A >0 dur.

2)  [A'xx=(Qx)Qx=xx dir. Bu nedenle |A|=1 dir. O halde A =-1
veya A =1
dir.

ii. Q nun 6zvektorleri reeldir ve ortogonaldir.

f) izdiisiim Matrislerinin Ozdegerleri :

I.  Bir izdiigiim matrisinin 6zdegerleri sadece iki {0,1} degerini alabilir.

ii. P bir izdiisiim matrisi olmak tizere, 1z(P) = rank(P) dir.

g) Simetrik ve Pozitif Tanimh Matrislerin Ozdegerleri : A <R™™ olsun.

I. Eger A simetrik ve pozitif (negatif) tanimli ise, bu takdirde tiim 6zdegerler
pozitif (negatif) dir.

ii. Eger A simetrik ve pozitif (negatif) yari-tanimli ise, bu takdirde 6zdegerler
negatif degil (pozitif degil) dir.

lii. Eger Ozdegerler esanli olarak pozitif/sifir/negatif degerleri alirsa, A
matrisine tanimsizdir denir.

iv. AeR™" simetrik ve pozitif tanimli bir matris olsun. Bu takdirde

Q(X) = X AX

denklemi R™ de bir hiper elipsoidi gosterir. Eger

A =Kkoseg(Ay, Ay, )
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Ozdegerlerin kdsegen matrisi ve PZ[Xl,Xz,---,Xm], A nin karsilik gelen

Ozvektorlerinin ortogonal matrisi ise, bu takdirde
AP=PA ve A=PAP

diir. Eger x=Py veya Px=y (P ortogonal matrisini kullanarak standart

koordinat sisteminin bir kati-cisim donmesi), bu takdirde
QM) =Q(PY) =Y AY =AYy +AY; +.ot XYy

dir. Bagka bir deyisle, m -tane ana ekseni olan hiper elipsoidde Q(x) ; A nin
M -tane ortogonal 6zvektoril ile rastlasir ve 1/ \/X ; 1-yinci ana dogrultuda
yar1 eksenin uzunlugunu gosterir (Golub ve Van Loan 1989; Meyer, 2000).

2.1.6. Matris Normlari

AcR™™ olsun, Az[aij] diyelim. Kavramsal olarak, matris normunun tanimina

yaklasabilecegimiz iki yol vardir. Bir matematiksel kavram olarak diisiiniildiigiinde,
bunun biiyiikliigiinii géstermek i¢in normu tanimlayabiliriz. Bir matrisin Frobenius
normu asagidaki gibi tanimlanir:

m m 1/2
|A {ZZaﬁ} - (2.89)

i=1 j=1

Bu, vektorlerin Oklid normu kavramimin bir genisletmesidir. Cift yonlii olarak,
vektorlerden vektorlere bir doniisiim olarak bakildiginda, onun vektor normlarin
kullanan hareketiyle matris normunu vektér normunu tanimlayabiliriz. p; 1, 2 veya

o u gostersin. XeR" ve y=Ax olsun. Bu takdirde y ye A altinda X in

i

tanimini yapalim. Boylece max tiim birim vektorler iizerinden alinmak iizere, A nin
p-normu, Y nin p-normunun X in pP-normuna oraninin maksimumudur. Bu

gorlntiisii denir.

= sup||Ax||p (2.90)

AX
Al =supl e
0 Ix=1)

X0 ”X” 0 X%

nedenle, bu, indiiklenmis norm olarak da bilinir. Eger ||AX||p >1 (<1) ise, bu

takdirde A, X vektoriiniin uzunlugunu biyiltir. p=1, 2 veya o oldugunda, A

nin 1, 2 veya o normunu elde ederiz. Yukaridaki tanimdan asagidaki yararh
esitsizlikleri elde ederiz:
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] <[]

(2.91)
|AB|<[A[[8]-

Burada A,BeR™" dir. Daha ziyade matris normlarin1 asagidaki gibi dogrudan
dogruya hesaplayabiliriz.

N1) |A], = max, {Z. ‘aij ‘} -siitun normu denir.
N2) |A|. =max, {Z. ‘aij ‘} -satir normu denir.

N3) ||A||2 =0, burada o/ ; A nn en bityiik 6zdegeridir. o, in A nn en biiyiik

tekil degeri oldugunu hatirlayalim.

A simetrik oldugunda, AA=A? ve A, A nin bir 6zdegeri olmak iizere, A> nin

A? nin bzdegeri olmast gergeginden, A, =[A .| oldugu goriiliir. Burada A, , A

nin maksimum 6zdegeridir. Ayrica, bu matris normlar1 esdegerdirler ve asagidaki
esitsizlikler gergeklenir:

. 12
LAl <[lAL 1A, ]

L1
i =lAlL =IAl < JmlAl,

i. —=[A], <|Al, <vm][A],

1
7
iv.. A, <Al <m]A],
Bundan bagka, p(A) izgel (spektral) yarigapt < A nin herhangi bir matris normu,
yani p(A)< ||A|| dir. Bu gergek, iteratif yontemlerin yakinsakligini gostermede ¢ok
faydalidir (Golub ve Van Loan 1989; Meyer, 2000).

5.0 -20
-3.0 40

|Al|, =max{7.0,7.0}=7.0 ve |A|_=7.348 dir. AA nin 6zdegerleri

Ornek 2.1. A:{ } olsun. Bu durumda [A|, =max{8.0,6.0}=8.0,

det[A'A—M] =22 —54A +196 =0

denkleminin ¢oziimiiyle elde edilir. Bu nedenle o7 =50.087 ve o) =3.913 ve

A||2 =7.07 dir. Yine A nm

boylece, o, =7.07 ve o, =1.978 dir. Bundan dolayi,
ozdegerlerinin - (A—AI)=A’—-9A+14=0 denkleminin kokleriyle verildikleri
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gerceklenebilir. Bu nedenle, 6zdegerler A, =7.0 ve A,=2.0 ile verilir. Yukarida

verilen tiim esitsizlikler kolaylikla gergeklenir.

Tim matris normlar1 altinda birim matrisin normunun 1 oldugu kolaylikla
gergeklenebilir. Acik olarak, A, ve |A[, normlarmin herbiri (n®-n)-sayida
toplam1 ve (n—1)-sayida karsilastirmay1 gerektirir. Fakat ||A||2 spektral (tayfi)

normu hesaplamak oldukca zordur. Bu son hesaplama O(n®) islemi gerektirebilir.

Bununla beraber spektral normlar, iteratif yoOntemlerin yakinsakliginin teorik
analizinde ¢ok yararhidir (Golub ve Van Loan 1989; Meyer, 2000).

Neumman Serileri : Eger X, |X| <1 olacak sekilde bir reel sayi ise, bu takdirde

(1—x)1:1i:1+x+x2+x3+...+ (2.92)
—X
meshur bir 6zdesliktir. Eger ||A|| <1 olacak sekilde, A R™™ ise, bu takdirde aynm
bi¢imde

(I=A)(1+A+A+ A%+ ) =1 (2.93)
oldugu gerceklenebilir ki, buradan (| - A) nin tersinin Neumman seri acilimi
denilen asagidaki esitligin varlig goriiliir (Meyer, 2000):

(1-A) =1+ A+ A%+ +A 4. (2.94)
2.1.7. Bir Matrisin Sart Sayisi
A eR™™ bir matris olsun. Bir matrisin x(A) ile gosterilen sart sayisi

K(A) =|A[A7 (2.95)

olarak tanimlanir. Burada A™, A mn tersidir. Bu nedenle sart sayisinin degeri

norma baghdir. 1 =AA™ oldugundan, matris normlarinin 6zelligini kullanarak,
1=[I] =|AA7| <] A][A™ = x(A) (2.96)

elde ederiz. Bu nedenle, herhangi bir matris i¢in

1<k(A)<oo (2.97)

dir. Kiigiik (biiyiik) sart sayili matrislere iyi (zayif) sartli denir. A™ in dzdegerleri A
nin 6zdegerlerinin tersleri olduklarindan,
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L 1 _ 1
] o e 299)

elde ederiz ve spektral sart sayisi

K (A) =|AlL A7, = %{{m}} (2.99)
oldugunu gériiriiz. Cesitli normlar arasindaki bagmtiy kullanarak,
%KZ (A) < &, (A) < mx, (A)
%Kx (A) < 5, (A) < mic, (A) (2.100)

2 (A) < &, (A) <M, (A)

elde ederiz. Matris normlarinda oldugu gibi teorik olarak yararli spektral sart sayisini
hesaplamak olduk¢a zordur. Bununla beraber, x;(A) ve «, (A) Kkolayca

hesaplanabilir ve bu esitsizlikleri kullanarak, x,(A) tahmin edilebilir. A,BeR™"

ve a#0 olmak iizere,
x(AB) < k(A)x(B) (2.101)
ve
x(@A) < k(A) (2.102)

oldugu gergeklenebilir. Bu nedenle, sart sayisi matrisin Ol¢eklenmesinden
bagimsizdir. Sonu¢ olarak, det(A) ve x(A) arasinda baglanti veya iliskinin

1
olmadiginm soyleyelim. AeR™™  her bir kdsegen elemani > olan bir kosegen

matrisi olsun. Bu takdirde

N> iken det(A)= zi NG (2.103)
diir. Fakat
p=1,2 veya © icin x,(A)=1 (2.104)

diir. Ayn1 sekilde eger
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1 i=j
a,={-1 i>] (2.105)
0 i<]
olacak sekilde A< R™™ bir iist liggen matris ise bu takdirde det(A)=1 ve n—oo
iken &, (A)=n2"" - dur (Meyer, 2000).

2.1.8. Duyarhlik Analizi : Lineer Sistemlerin Coziimii

Simdi lineer sistemlerde duyarlilik analizine iligkin bir temel sonucu ispatsiz olarak
tekrar edelim.

Ax=Db

verilen sistem olsun ve x(A), A nn sart sayisi olsun. f e R™ ve BeR™™ olsun
ve €>0  bir reel parametre olsun. vy,

(A+eB)y=B+ef (2.106)

bozuk sisteminin ¢oziimii olsun. &||B||/|A| ve &/ f||/[b] nin sirasiyla A ve b deki

eB ve &f bozulmalarinin sebep oldugu goéreceli hatalar1 gosterdigine dikkat edelim.

y c¢oziimiindeki goreceli hatanin

ly-x] _ [ e| fJ
T <k(A)| e —+E— 2.107
WA (2107

dir. ©(A) =21 oldugunda, A ve b deki goreceli hatalar biiyiir. Bu nedenle A ve b

tizerinde verilen goreceli hatalar i¢in ¢oziimdeki goreceli hatalar dogrudan dogruya
k(A) yla orantihdir. Bu noktada #x(A) nin daha biiyik degeri, ¢Oziimiin

duyarliligidir (Meyer, 2000).
2.2. Optimizasyon

Lineer esitlik kisitlamalarina bagli ¢ok degiskenli fonksiyonlarin optimizasyonundan
bahsedecegiz. Degiskenler; fonksiyonlarda vektdrlerin, matrislerin ve matrislerin
determinantlarinin elemanlar1 olarak gdziikebilir. Diferensiyelleme ic¢in kurallar
verecegiz ve kisitlanmig/kisitlanmamis optimizasyon iizerinde klasik sonuglar1 ifade
edecegiz.

2.2.1. Matris ve Determinantlarin Diferensiyellenmesi

A'; a; elemanlar bir @ parametresine bagh olan bir matris olsun. Bu takdirde,

45



dA _ I:daij (9)] _ daij
0" do _(dej (2.108)

bagmtisini tanimlayalim. Yani bir matrisin tiirevi, elemanlarin tiirevlerinin matrisi
olarak tanimlanir.

2.2.2. Determinantlarin Diferensiyellenmesi

A;, ; nin es ¢arpanini (kofaktoriinii) gostersin. Bu takdirde, herhangi bir i igin

|A| = Zp: a; A (2.109)

dur. A nin elemanlarinin fonksiyonel olarak bagimsiz olduklarmi kabul ederek,
asagidaki sonugclari elde ederiz:

djA|
daIJ

. cHA| zzzz{dvq]da
TING

|G

iii. Eger A simetrik ise, ﬂ A 1=
= da, |A i#]

_dLn|A| (J.Jdvq _ [A4dAj
v, ——=| — =1z
do A ) do do
diz(AB) iZ(AB)—iz (d—AjB +iz A(dBJ
do  |ldo de

-1
Vi. dA =-A" (dAjA‘l
do de

=A

2.2.3. Bir Fonksiyonun Bir Vektore Gore Tiirevi

t':(tl,tz,...tn) olsun. Bu durumda eger, f(t) t nin bir fonksiyonu ise,
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df /dt,

m (2.110)

df /dt,

gradyent vektoriinii ve

af (1) _ [m} (2.111)
dt dt '

bagintisin1 tanimlariz. Aynm1 zamanda Hessian matrisini-yani, ikinci tiirevlerin
matrisini- de

df (t)
d?f(t) dt o’ f
H =——*=d . = 2.112
" dtdt dt ot,ot (2.112)
olarak tamimlariz. H simetriktir (Hocking, 1985).
2.2.4. Bir Fonksiyonun Bir Matrise Gore Diferensiyeli
X %, 1=12,..,n; j=12,.,m elemanli NxM matris olsun. Bu takdirde eger
f(X), X in elemanlarinin bir fonksiyonu ise,
df df . .
—=—1=12,..,n; j=12,..,m 2.113
dX  dx, . (119)

yi tanimlariz.
2.2.5. Bir Fonksiyonun Optimizasyonu
a) Kisitlanmamis Durum :

f(t) fonksiyonunun iki kere diferensiyellenebildigini kabul edecegiz. f(t) nin sabit

(maksimum veya minimum) noktalari

Vf =0 (2.114)

denklemler sisteminin ¢6ziimleridir.
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Sonugclar :

i. Eger t', f(t) nin bir goreceli (bagil) minimumda veya maksimumda aldig:
bir noktay1 gosterirse, bu takdirde t, f(t) nin bir sabit noktasidir.
ii. Eger H,(t") pozitif (negatif) tanimli ise, bu takdirde t*, f(t) nin bir lokal

minimumunu (maksimumunu) tanimlar.
b) Kisitlanmis Durum

G g -rankli ve -boyutlu olmak iizere, sadece
Gt=g (2.115)
biciminde yazacagimiz lineer kisitlamalar1 g6z oniine alalim.

¢) indirgeme Yontemi : G, tekil olmamak iizere, G=(G,/G,) olsun ve

t = (tl,tz) olsun. Bu takdirde kisitlamalarin t, i¢in ¢oziimii

4 =Gil(g—Gzt2) (2.116)
y1 Verir.
f*(tz) = f[Gl_l(g_Gztz)’tz] (2.117)

olsun. Bu takdirde f(t) nin Gt=g ye bagh sabit noktalari, kisitlamalar1 tarafindan
belirlenen t, in degerlerine bagli f (t,) nin sabit noktalar: vasitasiyla belirlenir.
f(t) nin Gt=g ye bagh kisitlanmis maksimizasyonu (minimizasyonu) f (t,) nin

kisitlanmamis maksimizasyonu (minimizasyonu) na denktir (Hocking, 1985).

d) Lagrange Carpam Yontemi : A Lagrange ¢arpanlarinin bir q vektorii olmak

lizere, Lagrange fonksiyonu

F(t,A)= f(t)+A (Gt—Q) (2.118)
ile tanimlanir.
F(t,A) nin sabit noktalar1
VF=Vf +GA=0 (2.119)
ve
V,F=Gt-g=0 (2.120)
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ile verilir. Eger (t',A"); F(t,A) nin bir sabit noktast ve H,(t") pozitif (negatif)

tanimli ise, bu takdirde t*, f(t) nin Gt=g ye bagli bir lokal(ger¢el) minimumunu

(maksimumunu) tanimlar.
2.3. istatistiksel Gercekler

Gelecek boltimlere yardimci olmasi agisindan, tahmin ve hipotez test etmenin klasik
teorisindeki bazi temel sonuglarin kisa bir 6zetini verelim.

2.3.1. Tahmin
a) Olabilirlik Fonksiyonu

Yy yogunlugu bir & parametre vektoriine bagl olan bir rasgele vektdr olsun. y nin
f(y) diyecegimiz yogunluk fonksiyonuna ¢ mnmn bir fonksiyonu olarak
bakildiginda, L(€) olabilirlik fonksiyonudur.

b) En Cok Olabilirlik Tahmini

L(6) nin € ya gore maksimumlastirilmasi

mglx L(6) (2.121)

ile gosterilir. Bu problemin ¢6ziimleri Yy nin €(y) diyecegimiz fonksiyonlaridir ve

6(y) ler en ¢ok olabilirlik tahmin edicileridir. Bir 6zel vektor igin €(Y) nin aldig

deger, 6 veya 0 ile gosterecegimiz bir en ¢ok olabilirlik tahminini verir.
Maksimum deger L(€) nin sabit noktalarinda veya buna esdeger olarak logaritmik
doniigiimiin, yani LnL(#) nin sabit noktalarinda ortaya c¢ikar. Genel olarak,

maksimum ediciler bir kapali form ifadeye sahip olmayabilirler. Fakat sayisal olarak
belirlenebilmektedirler.

Boyle durumlarda mutlak dagilimsal sonucu belirlemek zordur.

I, (i, j) -yinci eleman

I, = _E{_azl_m_(e)} (2.122)
26,00,

olan bilgi matrisi olmak iizere, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin asimptotik olarak

0 ~N(@O,17 (2.123)
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bi¢ciminde dagildig1 bilinmektedir. 6, nin yansiz tahminlerinin varyans: ilizerindeki

bir alt siir1, 17 in i -yinci kdsegen elemaniyla verilir. Gramer-Rao alt siir1 1, nin

tersiyle verilir (Hocking, 1985).
¢) Kisitlanmis Tahmin

Bazi durumlarda, € nin tiim degerleri maksimumlayicilar olarak kabul edilemezler,
bu nedenle, ®, Oklid uzayinin bir alt kiimesi olmak iizere,

max L(O) (2.124)

0O kisitlamasi altinda

kisitlanmis maksimumlagtirma problemini ¢6zmemiz gerekir. Bazen bu kisitlamalar
kendiliginden saglanir. Ornegin, N(u,0°) den bir rasgele 6rnege bagh o’ nin
tahmininin negatif olmayacag1 garanti edilir. Diger durumlarda maksimumlastirma
kisitlanmig olmalidir. En basit durum, uygun degerlerin modeldeki parametrelerin
sayisini azaltmak icin kullanilabilen esitlik kisitlamalari ile tanimlandigi durumdur.
Kisitlamalar lineer olduklarindan, durum 6zellikle basittir.

Diger durumlarda kisitlama uzay:r esitsizliklerle- 6rnegin, 6, >0, 6,26, vs,

tanimlanabilr.
d) Tam, Yeterli Istatistikler

T.(y), i=12,..,p, T(y) verildiginde Yy nin sarth dagillm 6,6,,..,6,
parametrelerine bagli olmayacak sekilde, istatistiklerin bir kiimesi olsun. Bu takdirde

T(y), 1=12,..,p; &,6,,...0, icin birlikte yeterlidir. T nin sifir beklenen degerli

fonksiyonunun olmamasi anlaminda tam olan yeterli istatistiklerin en kiicligi ile
ilgilenecegiz. Hemen hemen her yerde sifir olan fonksiyonlar1 kapsam disinda
birakiyoruz.

e) Ustel Aile

& parametrelerin bir p vektorii olmak iizere, Y nin yogunlugunun
p
f(y,0) =a(0)b(y)exp {Z c;(O)T; (Y)} (2.125)
i1

bigiminde yazilabildigini ve degiskenler iizerindeki araligin € ya bagli olmadigini
farz edelim. Bu takdirde yogunluk {istel aileye aittir ve baz1 sartlar altinda,
T,(y), j=12,..,p istatistikleri € icin tam, yeterli istatistiklerdir. Bu sonun bir

genislemesi, Gautschi (1950)’ye gore, dagilimlarin ailesinin
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f(y,0,u) =a(d,m)b(y) exp 2C1(9)Tj W) +Tu MA@ W +T,.(NO) | (2.126)

ile verildigini ve ayn1 zamanda tam oldugunu gosterir.
Asagidaki iki teorem bu 6zellige sahip istatistiklerin Gnemini vurgular.
f) Rao-Blacwell Teoremi

Eger g(y), h(8) diyecegimiz bir skalar parametre fonksiyonunun bir yansiz tahmin
edicisi ve T, i=12,..,p ; 6 igin birlikte yeterli ise, E[P(T)]=h(6) ve
Var[P(T )] < var[g(y)] olacak sekilde yalniz yeterli istatistikler vasitasiyla veriye
bagli olan bir P(T) tahmin edicisi vardir. Ayrica, bu tahmin edici g(y) nin T

lizerindeki sartli beklenen degerini, yani, P(T) = E[g(y)/Tl,Tz,...,TP] yi belirlemek
suretiyle olusturulabilir (Hocking, 1985).

g) Lehmann-Scheffe Teoremi

Eger T, i=12,.,p ler 0 icin tam gegcerli istatistikler iseler, bu takdirde Rao-
Blackwell Teoreminden P(T) tektir ve bu nedenle h(f) nin minimum varyans,

yansiz tahminini verir (Hocking, 1985).
2.3.2. Hipotezlerin Testleri ve Giiven Araliklari

Bu tezde testler genellikle olabilirlik orani prensibini kullanarak ortaya konacaktir. &
, €0 ile kisitlanmig parametrelerin vektorii olmak tizere, L(&) olabilirlik

fonksiyonu olsun. ®;, ®nin bir alt kiimesi olmak tizere, H,:0 ¢ ®, alternatif
hipotezine kars1 H,:0<®, hipotezini test etmek istedigimizi varsayalim. Bu

takdirde test istatistigi

max L(6)

0O,

max L(6)

0O

r(y) = (2.127)

orani ile verilir. ¥ nin pay1 hipotezin kisitlamalar1 ve model ifadesinde igerilen

parametreler iizerindeki dogal kisitlamalar altinda olabilirlik fonksiyonunun
maksimum degeridir. Payda maksimizasyonu sadece son sdylenen kisitlamayla
sinirhdir. ¥ nin H, m reddedilmesini oneren kiigiik degerleri ile 0<y <1 oldugu

goriiliir. ¥(y)<y oldugunda eger H, nin lehine H, 1 reddedersek, bu takdirde
testin boyutu, yani «
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Ply(y)<r|0e0,]<a (2.128)

ile tammlanir. @ nin bir fonksiyonu olarak H, 1 reddetmenin olasiligina testin giicii

denir ve
1) =P ) <7'1¢] (2.129)

ile belirlenir. Genel olarak, y(y) nin mutlak kii¢iik 6rneklem dagilimini elde etmek

zordur. Biiylik 6rneklem teorisine dayanan bir yaklasim sonucu H, altinda

—2Lny(y) ~ 2*(v) (2.130)
ile verilir. Burada v , hipotezdeki bagimsiz kisitlamalarin sayisini gosterir.

Test istatistiginin tersini almak suretiyle € iizerinde (veya @ min fonksiyonlari
lizerinde) giiven bolgelerini ortaya koyacagiz, yani 6 lizerinde - R(y) diyecegimiz
bir giiven bolgesi Y verisiyle tanimlanan, eger 6 eR(y) ise, H,:0=6
hipotezinin y ye dayanarak kabul edilebilmesi 6zelligine sahip olan bir bolge
olacaktir (Hocking, 1985).
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Istatistikte Lineer Modeller

Bilimsel yontem genellikle, 6grenmeye gotiiren bir yaklasim olarak kullanilir. Lineer
istatistiksel yontemler bu 6grenme yontemlerinin pargasi olarak yaygin bir sekilde
kullanilir. Isletme ve miithendisligin yani sira, biyolojik, fiziksel ve sosyal bilimlerde
lineer modeller, hem aragtirmanin planlanma asamalarinda hem de sonugta ortaya
konan verinin analizinde yararlidirlar.

Burada basit ve ¢oklu lineer regresyon modellerini kisaca tanitacagiz.
3.1.1. Basit Lineer Regresyon Modeli

Basit lineer regresyonda, iki degisken arasindaki iliskiyi, ornegin, gelir ve egitim
yillarinin sayisi, insanlarin boyu ve agirligi, zarflarin uzunlugu ve genisligi, sicaklik
ve bir sanayi siirecinin ¢iktisi, yiikseklik ve suyun kaynama noktasi veya bir ilacin
dozu ve etkisi arasindaki iliskiyi modellemek i¢in ¢alisiriz. Bir lineer iligki i¢in,

Y=L, + Bx+eé (3.1)

biciminde bir modeli kullanabiliriz. Burada y bagimli veya tepki degiskenlerinin
(nx1) vektoridir ve Xx bagimsiz veya agiklayict degiskenlerin bir (nx1)
vektoriidiir. & modeldeki hata terimlerinin bir (nx1) rasgele hata vektoridiir. Bu

kapsamda hata yanlis anlamma gelmez, fakat rasgele fonksiyonlarm, yani dl¢tim
hatalarinin veya kontroliimiiziin disindaki faktorlerin (etmenlerin) etkisini gdsteren

bir istatistiksel terimdir. Genel olarak & hata vektdriiniin 0 ortalamali ve o’l,
varyans-kovaryans matrisli bir normal dagilima sahip oldugu, yani, &~ N(0,0°1,)
oldugu kabul edilir. B, ve S, modelin tahmin edilecek parametreleridir. 5, a

regresyon sabiti (intercept) ve S, e egim parametresi denir.

(3.1) deki modelin lineerligi (dogrusallii) bir varsayimdir. Hata terimlerinin
dagilimi, y nin gozlenen degerlerinin bagimsizlig1 vs. hakkindaki diger varsayimlari

genel anlamda ekleriz. x ve y nin gozlenen degerlerini kullanarak, £, 1ve f i

tahmin ederiz ve S, ve f, icin giiven araliklar1 ve hipotezlerin testleri gibi
¢ikarsamalar yapariz. X in 6zel bir degeri igin y de tahmin edilebilir.

3.1.2. Coklu Lineer Regresyon Modeli

y; cevap degiskenleri ¢ogu kez bir agiklayic1 degiskenden daha fazlasi tarafindan

etkilenir. Ornegin, bir mahsuliin verimi, kullamlan azot, potasyum ve fosfor
giibrelerinin miktarina bagli olabilir. Bu degiskenler deneyci tarafindan kontrol
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edilir, fakat verim havayla iliskili kontrol edilemeyen degiskenlere de baglh olabilir.
y; cevap degiskenlerini birgok agiklayiciya baglayan bir lineer model:

Y, =B+ BXy + BoX, +t B X, +&, 1=12,..,n (3.2)

big¢imine sahiptir. A, 3, f;,..., B, parametrelerine regresyon katsayilari denir. (3.1)
deki gibi, ¢; y, de x, (k=12,..., p) degiskenleriyle aciklanamayan degisimi verir.
Bu ¢ rasgele degiskeni, Y, ye etki eden fakat bilinen veya gozlenemeyen diger

degiskenlere kismen bagli olabilir.

(3.2) deki model ), B, ,,..., B, parametrelerine gore lineerdir; X, degiskenlerine

gore lineer olmasi1 gerekmez.

Bu nedenle,
Y =P+ BXa+ BoXu+ By + Bysinx, +&, (i=12,..,n) 3.3)
gibi modeller, lineer model gosterimin kapsamina alinir.

Bir model, bir dogal olayin daha iyi anlasilmasi icin bir teorik cati temin eder. Bu
nedenle bir model, eldeki gozlemleri ilireten mekanizmay1 temsil edebildigine
inandigimiz bir matematiksel kurgudur. Kabul edilen model karmasik gergek diinya
durumunun ideal duruma getirilmis bir asir1 basitlestirilmesi olabilir, fakat boyle
bircok durumlarda deneysel modeller, degiskenler arasindaki iliskilerin yararh
yaklagimlarini verir. Bu iliskiler ¢agrisimsal veya nedensel olabilir.

(3.2) deki gibi regresyon modelleri, asagida icerilen g¢esitli amaglar igin kullanilir:

1. Tahmin. Tahmin (6ngéri) i¢in ayn ayn S (1=012,..,p)
parametrelerinin ayr1 ayr1 tahminleri X, degiskenlerinin Y; tizerindeki toplu
etkisinden daha az Oneme sahiptir. Bununla beraber, iyi 0ngorii
performansini elde etmek i¢in 1yi tahminlere ihtiyag¢ vardir.

2. Veri Tanimlamasi veya Anlamlandirma. Bilim insan1 veya miihendis,
gozlenen verileri 6zetlemek veya tanimlamak igin tahmin edilen modeli
kullanir.

3. Parametre Tahmini. Kabul edilen bir model igin tahmin edilen
parametrelerin degerleri teorik ¢ikarimsallara (sonuglara) sahip olabilir.

4. Degisken Secimi veya Ayirma. Buradaki vurgu, Yy, deki degisimi
modellemede her bir dngdrii degiskeninin belirlenmesi hakkindadir. y; deki
degisimin Oonemli bir miktartyla iligkili olan 6ngdriiciilere ulasilir, daha az
katkida bulunanlar ¢ikarilir.

5. Ciktinin Kontrolii. Yy, ve X, degiskenleri arasinda bir sebep-ve-etki

iliskisi kabul edilir. Bu takdirde tahmin edilen model, girdileri degistirmek
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suretiyle bir islemin ¢iktisin1 kontrol etmek ic¢in kullanilabilir. Sistematik
deneye gore, optimal ¢iktiya ulasmak miimkiin olabilir.

1-5 amaglar1 arasinda bir temel fark vardir. Ongdrii icin, dngdriilerin yapilacagi yerde
veriler stirekli toplandiginda da sadece baskin gelen ayni iliskileri kabul etmemiz

gerekir. (3.2) deki y, ve X, degiskenleri arasinda anlamli bir iligkinin varligini
gosterme, nedensel olan iliskiyi ispatlamay1 gerektirmez. Ciktiy1 kontrol etmek i¢in
nedenselligi saptamada, arastirmaci modeldeki X, degiskenlerinin degerlerini
secmeli ve hesaba katilmayan diger miimkiin degiskenlerin etkilerinden sakinmak
icin rasgelelestirmeyi kullanmalidir. Diger bir deyisle, X, degiskenleri

degistirildiginde, X, degiskenlerinin Y, iizerindeki etkisini belirlemek i¢in, onlari

degistirmek gerekir. Yukarida listelenen bes amaca katki1 yapan tahmin ve ¢ikarimsal
yontemler Rencher ve Schaalje, 2007 de ele alinmistir.

f lara gore lineer olan fakat X, lere gore lineer olmayan bir modelin 6rnegi;

Yi =B+ BXi+ B, +183Xizl +f3,sin Xi22 +g, (=12..n) (3.4)
ikinci mertebeden tepkime ylizeyi modelidir.

(3.2) deki p lar1 tahmin etmek igin Y; ve iliskili X, degiskenleri lizerindeki n -
gozleme sahip olan bir 6rneklemi kullanacagiz. & Yya da Y, i¢in varsayimlar asagida

verilmigtir.

1. i=12,..n icin, E(g) =0 ya da esdeger olarak
E(y,) = ﬁ’o +ﬁ’\1xil +,BA’2xi2 +...+/§’pxip dir.

2.1=12,..,n igin, var (&) =0 ya da esdeger olarak var(y,) =o” dir.

3. Her i# ji¢in kov(gi,ej) =0 ya da esdeger olarak kov(yi, yj) =0 dir.

Varsayim 1, modelin dogru oldugunu, diger bir deyisle konuyla ilgili tiim X, larin
hesaba katildigin1 ve modelin ger¢ekten lineer oldugunu ifade eder. Varsayim 2, Y,
nin varyansinin sabit oldugunu ve bu nedenle X, lara bagl olmadigini iddia eder.

Varsayim 3, Y, lerin diger her biri ile iliskisiz olduklarini ifade eder ki, bu; bir

rasgele orneklemde genel olarak gerceklenir (Bir zaman serisinde veya tekrarh
Olctimler bir tek bitki ya da hayvan iizerinde yapildiginda gézlemler genellikle iligkili
olacaktir.). Simdi bunlara, bir normallik varsayimini da ekleyecegiz.

Buraya kadary,,V,,...,y, rasgele degiskenleri hakkinda normallik varsayimi

yapmadik. Kisim 3.1.2. deki varsayimlara simdi,
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y, N(XB,0°1,) veya ¢, N(0,6°1,) (3.5)

varsayimini ekleyecegiz. Normallik varsayimi altinda o;; =0, iligkisizligin yani sira

y (veya &) degiskenlerinin bagimsiz olduklarini ifade eder.

Normallik varsayimi altinda y degiskeni, iliskisiz olmanin yani sira bagimsiz olur.

(3.2) bagintisini, N -tane gdzlemin her birisi i¢in yazarak

Y =By + BiXy + BoX, +"'+ﬂpxlp +é&
‘Y2 :ﬁo+lBlX21+IBZX22+"'+ﬁpx2p+82 (3.6)

yn = ﬁo +ﬁlxnl +ﬂ2xn2 +"'+ﬂpxnp +gn
elde ederiz. Bu n-denklem matris formunda,

Y1 1oxy, X, - X By &

A e S KN (3.7)
Y, 1 Xy X 0 Xy J\B, £,
veya
y=Xpg+¢& (3.8)

olarak yazilabilir. ¢ ya da Y, lizerinde yukarida verilen ii¢ varsayim, (3.8) deki

modele gore asagidaki sekilde ifade edilebilir.

1. E(eg)=0yada E(y)=XpB dir.
2. kov(e) =0’ yada kov(y)=o’l dir.

kov(g) = o’l varsayiminin, dnceki var (g ) =o® ve kOV(gi,gj) =0 varsayimlarinin

her ikisini de i¢erdigine dikkat edelim.

(3.8) deki X, matrisi, nx(p+1) dir. n>(p+1) ve rank(X,) = p-+1 oldugunu kabul
edecegiz. Eger n<(p+1) ya da X, matrisinin siitunlar1 arasinda bir lineer iligki
varsa, bu takdirde X, tam siitun rankli olmayacaktir. Eger X; lerin degerleri
planlanir (arastirmaci tarafindan segilir) ise bu takdirde X, matrisi 6zde deneysel

tasarimi igerir ve X, e bazen tasarim matrisi de denir.

(3.2) deki ya da (3.8) deki f parametrelerine regresyon katsayilart denir. Onlarin

ortak etkisini vurgulamak i¢in onlara bazen kismi regresyon katsayilar1 olarak
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basvurulur. “ Kismi” s6zii hem matematiksel hem de istatistiksel anlam tasir.
Matematiksel olarak 6rnegin, E(y) = ,30 + lel + /§2x2 +.t ﬁpxp nin X, e gore tiirevi
Bl dir. Bu nedenle ﬁl; X5 Xg,., X, sabit tutuldugunda, X; deki bir birim artma ile
E(y) deki degisimi gosterir. Istatistiksel olarak, ﬁl; diger x lerin varliginda X, in
E(y) tizerindeki etkisini gosterir. Eger x ler modelde mevcut olmasa idi, bu etki

genel olarak x in E(y) iizerindeki etkisinden farkli olacakt. Bu nedenle, Grnegin,

Y=05+BX +BX, +e (3.99)

modelindeki S, ve 5, genel olarak

y=48 +BX +€ (3.9b)
modelindeki 5, ve S, dan farkli olur.

[X, ve X,, X, matrisindeki siitunlar olmak iizere, eger X, ve X, ortogonal iseler,
yani x,x, =0 yada (x,—%,j)(x,—%,j)=0 ise bu takdirde 8, = &, ve B, = dur
(Rencher ve Schaalje, 2007).]

3.1.2.1. # nmin ve o’ nin Tahmini

X bilinenlerin p rankli bir nx p matrisi, y goézlenebilir bir nxl rasgele vektor, B
tahmin edilecek parametrelerin bir px1 vektorii, € , E(g)=0ortalamali ve

kov(g) = 6’1 =X kovaryansli bir rasgele hata vektorii ve o2 bilinmeyen pozitif bir
parametre olmak lizere y = X8+ genel lineer modelini g6z 6niine alalim.

Bilindigi gibi g nin alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicisi,

SSE(B) =g&=(y-XB) (y-XB)
=YY-BXy-yXB+BXXp (3.10)
=YYy -2BXy+BXXp

ile tanimlanan hata kareler toplammi g ya gore minimumlastirarak elde edilir.

SSE () nin minimum olmasi i¢in gerek sart

ISSE(B) _,
op (3.11)

— —2Xy+2XXB =0

57



olmasidir. Bu durumda B en kiigiik kareler tahmin edicisi i¢in, asagidaki normal

denklemler sistemini elde ederiz:
XXB=Xy. (3.12)

X in rank1 ne olursa olsun (3.12) normal denklemler sistemi daima tutarlidir. X in
tam siitun rankli olmasi durumunda, yani, rank(X,)=p<n olmas: durumunda,

(3.12) denklemler sistemi igin ,é ¢Ozliimii

B =(XX)"Xy (3.13)

ile verilir. E(ﬁ):E[(X'X)_l x'y}z(x'x)'l X E[y]=p dir yanif; g nm bir
=Xp
yansiz tahmin edicisidir. var(8) ya gelince:

var(8) - E{( “xy-B)((xx) Xy_ﬂ”
- (6 x 0 1)) () x (x5 4)
_E (,3+ " Xe- ﬂ)(ﬂ+(x'x)lx€‘ﬂ)1 (3.14)
=E X) X££X(XX) }

(X
=(XX)" X E(eg)X(XX) "

—_—

dir. Tahmin edilen hata e =y — X8 olmak iizere,

5= e _(-XPy-XB)_. (3.15)
— rank(X) n—p

A . -1
o nin bir yansiz tahmin edicisidir. Boylece var(8) nin tahmini o (X X) dir.

Normal dagilan hatalar ile y nin ortak yogunlugu (ve bu nedenle olabilirlik
fonksiyonu)

Ly-xpy st y-xp) ‘—i(y—xm'(y—xxi) ‘—ﬂ(y—xm'(y—xxf)
2 e20‘ eZo’

(5]
L(y;in,2=0"1)= = = 3.16
(y p’ c ) (27'[:)”/2‘2‘1/2 (275)”/2 O_ZI‘ZL/Z (Zn)nIZ(O_Z)nIZ ( )
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dir. Olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmast

(—nL=-Y=XPD=Xp) n,
20
__YY-2BXy+fXX n,
20"

n 2n—g|n g
(3.17)

n
n2n——Ino?
2

ile verilir.

Burada B Ve o? model parametrelerinin sirasiyla f ve 62 en ¢ok olabilirlik
tahmin edicileri; (3.17) nin g ve o® ye gore tiirevlerini sifira esitleyerek ve sonugta

olusan p+1 sayida denklemi, p sayida g lar ve o i¢in ¢ozerek elde edilir.

En ¢ok olabilirlik tahmin edicileri igin birinci mertebe sartlari

o 1 . .
35" 2,7 (XY +2XX0) =0
(3.18)
o0 1

=—( : ) (y—Xﬂ)'(y—Xﬂ)—gifO
o

0o? 2?

dir. Bu denklemleri ayni anda ¢ozerek, asagidaki B ve 67 en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerini elde ederiz:

B=(XX) XYy

& == (y-XB) (y - X) (3.19)
_ss
i)

Burada 6=y - XS tahmin edilen hatay1 verir. 6> tahmin edicisi, o> i¢in yansiz

degildir, fakat 8 tahmin edicisi, 8 igin yansizdr.
3.1.2.2. Merkezilestirilmis Bicimdeki Model

Her bir vy, i¢in (3.2) deki model merkezilestirilen x degiskenlerine gore,

Yi = Bo+ BXu+ BoXip +ot BX +&, 1=12,...n0

_ B B (3.20)
=a+ (X, —%X)+ B, (%, —x2)+...+ﬂp(xip —xp)+gi
olarak yazilabilir. Burada
a=f+ X + X, +..+ B X, (3.21)
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ve X; =Zin:lxij/n, j=L12,..,p dir. Modelin merkezilestirilmis bigimi, etkili

gozlemler icin bir arastirmada ve diger sezisleri temin etmede, belirli hipotezlerin
ifade edilmesinde yararlidir (Rencher ve Schaalje, 2007).

Vi) Youeen Y, 1cin (3.20) merkezilestirilmis modeli matris formunda,

. a
Y=(J,XC)( j+e (3.22)
B
X X o Xy
_ ' X X o Xy ..
olur. Burada, B, = (8, B, B3,) ve X=| 2 " | olmak iizere,

an Xn2 X
X :(I—EJJX: Xle_Xl ng:—iz xzp:— p (3.23)

dir. | —(]/ n)J matrisine bazen “merkezleme matrisi” de denir.

(3.12) de oldugu gibi, (3.22) deki model i¢in normal denklemler

(j,xc)'(j,xc)[g]:(j,xc)y (3.24)

dir. Kisim 2.1.1. deki (2.20) ve (2.24) bagintilarina gore (3.24) iin sol yanindaki

(3. X.) (3. X,) carpim,
(j,xc)'(j,xc):()J;J(j,xc):[ i iX ]

X XX,
(n 0
o XX,

olur. Burada X, nin siitunlart toplamu sifir oldugundan j'X_ =0 dir. (3.24) iin sag

(3.25)

yani
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olarak yazilabilir. Bu durumda en kiigiik-kareler tahmin edicileri

veya

&=y (3.26)

B =(XX.) Xy (3.27)
ile verilir. Bu tahmin ediciler, (3.21) deki @ nin bir tahmin edicisinden elde edilen
By =a— X~ PR, — .= BX, =Y~ BiX (3.28)
ayarlamasi ile birlikte (3.13) deki B =(XX)'Xy alisilmis en kiigiik-kareler tahmin
edicisiyle aynidir (Rencher ve Schaalje, 2007).
y y.
Y=+ (X %)+ (% —Y2)+....+/§’p (xp —Yp)

merkezilestirilmis formunda ifade ettigimizde, uygun regresyon diizleminin

(Yl,)_(z,...,ip,y) noktasindan gectigi agiktir. Bu durumda genel lineer modeli
asagidaki gibi ifade edebiliriz:

Yoa = XwpBoa +€nar €~ N (0, azln). (3.29)
3.1.3. En Kiiciik Karelerin Geometrisi
Genel lineer modelde, tek bir y hedef degiskeni X,,X,,...,X, siitun vektorlerinin bir
lineer kombinasyonu ile tahmin edilir. Yani, g :(X'X)fl Xy olmak iizere, matris-

vektor notasyonu ile

¥ =XB (3.30)

dir.
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Geometrik olarak bu gdsterim y yi X in siitun uzayma izdiisiirmek suretiyle elde
edilir.

Sekil 3.1. y nin X siitun uzaymna izdiisiimii.

Cebirsel olarak bu izdiisim i¢in B Kkatsayr vektorii, (X'X)f1 X' matrisiyle y i
carparak belirlenir, yani (3.13) deki gibidir.

Bu denklem sikga goriilecektir. Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi y ; biri y tahmini
digeri € hata tahmini vektorleri olmak {izere iki ortogonal kisma ayrilir. Bu

vektorler |§/| maksimal (en biiyiik) olacak sekilde segilir ve sonug¢ olarak |e|=|é|

minimal (en kiigiik) dir. Burada & tahmin edilen hata vektériidiir ve £ =e =y —Xf
dir.

3.1.4. Genel Lineer Model icin Veri

Simdi Cizelge 3.1 de sunulan veriler i¢in genel lineer modeli g6z oniine alalim.
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Cizelge 3.1. Aciklayici verinin bir minyatiir kiimesi. Iki uyarici, farkli zamanlarda sunulmus
ve tepkimeler dort konumdan kaydedilmistir.

Agciklayici degiskenler
(sartlar) Tepkimeler

Za(rtn)an uyarci Xo X X, yl Y, Y, y 4‘
1 0 1 0 O 1215 1345 1645 17.95
2 0 1 0 O 1156 1433 16.63 16.42
3 1 0 1 1 15.50 19.39 11.23 11.13
4 1 0 1 1 11.65 12.45 17.54 15.50
5 2 1 0 1 11.04 13.25 12.85 11.09
6 2 1 0 1 9.45 10.27 1512 17.21

Analizin temel amaci, Yy, y1 X lerin bir fonksiyonu olarak tanimlamaktir. Cizelge

3.1, igerilen veri tipinin bir 6rnegini gosterir. 6 tanesi gosterilen bir tepkime zaman

noktalarinin bir dizisinde dort yerlesimde (Y, den y, e) dl¢iilmistiir.

Cizelge 3.1 deki Ornege, ayr1 ayr1 (3.13) formiiliinii uygulayalim. Burada X,
A

cizelgenin li¢ X siitununda verilen 3x6 matrisidir ve B = ﬁl 3x1 vektoridiir (Veri
23

Cizelge 3.1 de gosterilen 6 gozlemden daha fazlasini igermektedir.).

y,=XB+e
[12.15] [1 0O
11.56
15.50
11.65
11.04
| 9.45 |

B, 1 [11.855
B+e=f=|p |=|15.185|
B, | |-1.610

==
= =)

0
1
1
0
0
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13.45] [1 0 0]
1433 |1 0 O
B, [13.890
19.39| |0 1 1/3+ 4| g 18,050 |
= & = = .
1245 |0 1 1 !
B, | |-2.130
1325 |1 0 1
11027] [1 0 1]
Y, =Xf+¢&
16.45] [1 0 0]
1663 |1 0 0
B, [16.560
11.23| (0 1 1,3+ 5-| 15.040 |
= E = = = .
1754 |0 1 1 !
B, | |-3.035
1285 |1 0 1
1512] |1 0 1
ve
y4:Xﬂ+5
[17.957 [1 0 0]
16.42| |1 0 O
B, [17.185
11.13| [0 1 1 5 5=l g 16,350
= +e=> 0= = .
1550| |0 1 1P "¢ i
B, | |-3.035
11.09| |1 0 1
117.21] |1 0 1

elde ederiz. Sonug dort tahminin kiimesidir. Bu kiime asagida verilmistir.

Y1 y2 Y3 Ya

B 11855 13.890 16560  17.185
B 15.185 18.050 16.940  16.350

B2 -1.610 -2.130 -2.555  -3.035
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(3.29) modelinde & hatalar1 bagimsizdirlar. 0 ortalama ve o varyans ile bir
normal dagilima sahip olarak ayni dagilirlar. Bu varsayim, gercek y gozleminin Xp

gercek model degeri etrafinda bir kiiresel simetrik dagilima sahip oldugunu ifade
eder.

C(X)

Sekil 3.2. y = X + & modelinin geometrik gosterimi.

Hatanin izotropisi, X y1 £ hatasi ile iligkisiz tutar ve B nin izdisimle tahmin

edilmesine olanak tanir. Bu, Gauss dagiliminin varsayiminin énemli bir sonucudur.

(3.29) modeli altinda, # nmn A tahmini bir dereceye kadar farkli iki yoruma
sahiptir.

A~

Bu yorumlardan birincisi, § nin y ye bir en kiigiik kareler uyumu gibidir. B
tahmini ¢ hatasmin uzunlugunu minimum yapan y = X#3 lineer kombinasyonunu

ortaya koyar. Ozellikle bu, y ve YV arasindaki farkin kareleri toplami igin olasi en
kiiclik degeri, yani

|y_y|2:Z(yi_yi)2:Zn:(yi_x'né)z (3'31)

i=1 i1
bagmtisim verir. X, ; X aciklayici degiskenler matrisinin i -yinci satir vektoriidiir.

Ikinci yorum maksimum olabilirligin yorumudur ve Y; nin olasihk dagilimma

dayanir. Bu yorumu kisaca ifade edecegiz.

1. Genel lineer model altinda Y, gdzleminin olasiligi g parametrelerine ve o?

ye baglidir ve bu,
P(y;;8.07) (3.32)
olarak yazilabilir.
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2. Gozlemler bagimsiz olduklarindan, y verisinin tam kiimesinin olasilig1 onun

ayr1 ayr1 gdzlemlerinin olasiliklarinin ¢arpimidir. Yani,
P(y; 8.6°) =] P(y: B.07) (3.33)
i=1

dir.

3. Bir tahmin probleminde verinin bir kiimesi elde edilmistir, bu nedenle o artik
bir rasgele nicelik olarak islenemez. Bunun yerine yukaridaki olasiligi
parametrelerin bir fonksiyonu olarak isleriz ve olabilirligi yardima cagiririz.
Degisik nedenlerden dolay1 olabilirligin kendisinden ziyade olabilirligin
logaritmasi ile ¢aligmak uygundur, bundan dolay1

L(8.0%) =log P(y;; B.07) (3.34)
bagntisini tanimlariz.

4. B ve o’ parametrelerini tahmin etmek igin, L(,@ ,$°) yi maksimum yapan

,B ve s* degerlerini buluruz. Bunlar en ¢ok olabilirlik tahminleridir.

Tahminlerin en kii¢lik kareler ve en ¢ok olabilirlik yorumlari; gozlemlerin bagimsiz,
ayni dagilimhi ve Gaussian olmalar1 varsayimlari altinda esdegerdirler (aynidirlar).

Bu varsayimlar olmadiginda iki yontem, farkli tahminleri verecektir (Wickens,
2004).

3.1.5. Uyum Testlerinin Iyiligi (Miikemmelligi)

(3.29) genel lineer modelinde o° parametresinin tahmini (3.15) de verilmistir.
Buradan parametre tahminlerinin kovaryans matrisi

—52(xXx)"
S, =067 (XX)
olarak elde edilmistir. Modelin uyumunun 1yiligi;

R _ aciklanan degisim ﬁ

== (3.35)
toplam degisim |y|

ile 6lgiilebilir. Bu nicelik, korelasyon orani olarak bilinir. (3.29) genel lineer modeli
altinda (Sekil 3.1 den de goriildiigi gibi)

y=y+e=XB+(y-XB) (3.36)
olarak yazilabilir.

H, : # =0 hipotezinin bir testi, y nin iki bileseninin boyut bagina uzunluk karelerini

karsilastirarak elde edilir. Burada ¢ nin uzandigi uzaym boyutu p ve £=e nin
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uzandig1 uzaym boyutu n— p dir. Modelin agiklayici degiskenler matrisi X in nx p
boyutlu ve rank(X) = p < n olmasi1 durumunda bu hipotez

A

y2/ P Model kareler ortalamas:
2 /(n—p) Hata kareler ortalamas:

(3.37)

&

test istatistigi ile test edilir. Bu istatistik; pay1 p, paydast n—p serbestlik dereceli
merkezi olmayan bir F -dagilimma sahiptir. H, hipotezi dogru oldugunda bu
istatistik merkezi F__, =(p,n— p)-dagilmina sahiptir. Burada « testin anlam
diizeyidir (L.Tip hatadir). Bu bicimdeki test, =0 1 modeli basit bir sekilde ¢cok
bilgilendirici olmayan Y, =¢& ye indirgediginin iddiasidir. Parametrelerin 6zel

degerleri hakkindaki hipotezlerin testleri daha faydalidir. Bunlar 4. Boliimiin 15181
altinda daha iyi anlagilir.

3.1.6. Model Se¢cimi ve Karsilastirma

Veri i¢in bir gdsterimin veya modelin se¢imi konusu ¢ok énemlidir ve onu genel
olarak ele almak icin genel modelden kisa bir siireligine uzaklasacagiz. Olasi
modellerin bir Latisini (6rglisiinii) kurmak suretiyle problemi grafiksel olarak

diisiinelim. Ornegin x,,x, Ve X, agiklayici degiskenleri ile, sekiz olast modeli ortaya

koyabiliriz. Bunlar:

0 y=h,

1 Y=%+Q&

2 y:bo + bzxz
y=by+ b;X;

y =D, +bx +b,X,
y:bo+b1X1+ b3X3
y=Db, + b, X, +b;X,

= =
w N

n
w

==X

123 * y:bo +b1X1+b2X2 +b3X3

dir. Bu gosterimler tepede en basit M, modeli ve dipte en karisik M,,, modeli ile

hiyerarsik bir 6rgiiye uyar.
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MZ

Ml M3
M13

M12 M23
M123

Sekil 3.3. Sekiz olas1 modelin bir latisi (6rgiisii).

Her birisi digerinin kisitlamalari olan modeller bu 6rgiliye gore bir dogru ile baglanir.
Orgii, aciklayici degiskenlerin bazisinin  katsayisini  esit yapanlar (drnegin;

y=b+0+b,x +b,X,) veya onlarin degerinin kuvvetlerini igeren (6rnegin;

y =b, +b,Xx +b,X) gibi diger birgok modeli dahil etmek i¢in genisletilebilir.

Bu Orgiiniin dibi tarafina dogru modeller, tepesine dogru olanlardan daha fazla
parametre igerir ve sonug olarak onlar genel olarak daha iyi uyarlar. Bir dogru (veya
inen veya ¢ikan dogrularin dizisi) ile baglanan modellere gelince, onlarin her biri
digeri ile hiyerarsisel bir iligkiye sahiptir ve daha {istte olan kesinlikle daha alttakinde
igerilir. Ornegin, M, c M, € M,,, diir. Bu dizide daha alttaki modeller daha iistteki

modeller kadar 1y1 uyacaktir.

Miskili baglantili olmayan modellere gelince- iliski hiyerarsisel degildir- daha alttaki
modelin daha 1yi uymas1 gerekmez.

Ornegin, M, modeli ii¢ parametreye ve M, modeli iki parametreye sahip olmasina

ragmen, M, modelinin verilen bir veri kiimesi i¢in daha iyi uymas gerekmez.

Iki model arasindaki iliskinin hiyerarsik olup olmadigi, onlar1 karsilastirilabilir
yapma yontemindeki farki yaratir.

Hiyerarsik modellerin bir karsilastirmasi icin genel olarak elde mevcut iyi testler
vardir. Bir test istatistigi ( yukaridaki F testi gibi) kisitlanmamis model (6rgiide
daha altta olan) ve onun yukarisindaki kisitlanmis modelin uyumu arasindaki farka
bakarak olusturulabilir.

Test istatistigi = Uyum(M ., mams ) —Uyum(M,, (3.38)

sutlanmis )
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dir. Bu istatistigin biiylikligii, modelleri ayiran kisitlamalarin sayisiyla belirlenen bir
dagilma karsiliginda degerlendirilir. Log olabilirlik hesaplanabildiginde fark, ki-kare
dagilimina basvurabilir:

m tane kisitlamanin bir testi igin,
ZI: L(M klsztlanmaml;) - L( M kasitlanmus )] ~ Z:z (339)

dir. Hiyerarsik olmayan modellerin karsilastirilmasi daha zordur. Daha fazla
parametreli bir modelin daha az parametreli bir modelden daha iyi uyacaginin
giivencesi yoktur ve uyumdaki farkin dagilimi genel olarak mevcut degildir. Bir
modelin kullanilan parametrelerin sayisi i¢in bir ceza ile uyumun bir Olclislinii
birlestiren basarisinin bir 6l¢iisiinii insa etmek akla uygundur:

Basari(M) =Uygun(M) - f [Parametreler(M )] . (3.40)

Birka¢ modelin bir karsilastirmasinda, en basarili olan tercih edilebilir. Buradaki
zorluk, uygun ceza fonksiyonunu belirlemektir. Onlar genel olarak uyumu 6lgmek
icin olabilirlige baghdir ve gozlemlerin ve parametrelerin sayisina bagli olan bir
f (n, p) ceza fonksiyonunu kullanirlar. Bunlarin en ¢ok bilinenlerinden ikisi Akaike

Bilgi Olgiitii (ABO),
ABO =2L(M)-2p (3.41)
ve Bayesci Bilgi Olciitii (BBO) ,
BBO =2L(M)—log(n)p (3.42)
dir (Wickens, 2004).
3.1.7. Cok Degiskenli Genellestirme

Genel lineer modellerin 6nemli bir 6zelligi onun, hatanin bir degiskenli Gaussian
dagilimi yerine sadece bir c¢ok degiskenli dagilimi koyarak, c¢ok degiskenli
gbzlemlere kolayca genellestirilmesidir. Genel lineer modelinkine benzer problem iki

{Xl,xz,...,xp}ve {yl,yz,...,yq} degiskenler kiimesi ile ilgili olmaktadir. Bu, X

vektorleri tarafindan tiretilen C(X) uzaymmdan u=Xb ve Y vektorleri tarafindan
tiretilen C(Y) uzaymdan v=YC  gibi, iki kiime ile ilgili degiskenlerin lineer

kombinasyonlar1 olan yeni degiskenleri ortaya koymak suretiyle yapilir.
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Sekil 3.4. C(X) ve C(Y) uzaylar tarafindan iiretilen U ve V vektorlerinin gosterimi.

b ve ¢ katsayilar;; u ve Vv vektorleri arasindaki korelasyon miimkiin olabildigi
kadar biiylik olacak sekilde, yani, bu nedenle onlar arasindaki a¢1 minimal olacak
sekilde segilirler (Iki vektdr arasindaki korelasyon Boliim 4 de ayrintili bir sekilde
verilmistir.).

C(X) ve C(Y) uzaylarmin her ikisi de ¢ok degiskenli olduklarindan, ilave vektorler

secilebilir. Her bir kiime i¢indeki degiskenler daha once secilenlere ortogonaldir ve
kiimeler arasinda korelasyonu biiyiiyecek sekilde secilir. Bu sonug¢ sirayla daha
biiyiik boyutlu baglanmis uzaylarin bir serisidir. Yani,

u, <>V,

{upu,} o {v,,v,} (3.43)
{u,u,,us} > v, v,,v,} '
{u,u,,uz,u, o {v,,v,,v,,v,} Vs,

diir. Bu yontem igerilen degiskenlerin yorumuna bagli olarak, ¢esitli isimlere sahiptir
(cok degiskenli varyans analizi, ¢ok degiskenli ¢oklu regresyon, kanonik korelasyon,
v.S. gibi) (Wickens, 2004).

3.1.8. Genel Lineer Modelin Onemi
Genel lineer modelin bir 6zeti olarak, onu cazip yapan 6zelliklere dikkat edelim.

Hem tanimlamak hem de yorumlamak kavranabilirdir. Ozellikle (3.29) lineer modeli
hem basittir hem de ¢ok giicliidiir ve hata dagilimi, etkilerden acik bir sekilde ayrisir.
Bu sekildeki C(X) ve C(Y)uzaylarn gercekten lineer uzaylardir, Sekil 3.4 dort
boyutlu bir kurulumu iki boyutlu bir sayfa iizerine izdiisiirme tesebbiisiidiir ve u, Vv
nin iligkisini gosterir.
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Rasgele yapi basittir. Gaussian dagilimi; onun ilk iki momenti, yani g4 ve o’ (veya
¢ok degiskenli durumda, p ortalama vektoriive 2 kovaryans matrisiyle) ile tam
olarak tanimlanir. Bu momentler stokastik olarak bagimsizdirlar, bu ise onlar1 tahmin

etmeyi daha da kolaylastirir. Hata tarafindan tetiklenen geometrik uzay Oklid
uzayidir ve es yonlii, yani yonden bagimsizdir.

Model hesapsal olarak islenebilirdir. Parametrelerin kapali-form tahminleri vardir ve
ortalama ve varyans ayri ayri tahmin edilebilir. Tahmin edilen lineer parametreler

izdiisiim vasttastyla elde edilirler, yani :(x'x)'l X'y dir ve orijinal y verisinin

lineer kombinasyonlaridir. Bu ve diger hesaplamalar i¢in lineer cebirin giicl
kullanilabilir. Hesaplamalar elle bile yapilabilir.

Tahminlerin (en kiiclik kareler ve en ¢ok olabilirlik tahminleri) farkli yorumu ve
testlerin farkli bigimleri ayn1 sonuglari ortaya koyar.

Model bir degiskenliden c¢ok degiskenliye cabucak genellesir. Cok degiskenli
Gaussian dagilimin hem sartlh hem de marjinal dagilimlar1 yine Gaussiandir, bu
nedenle bu dagilimlarla ilgili testler tam ¢ok degiskenli modelle ilgili olanlarla ayni
bicime sahiptir.

Genel lineer modelin varsayimlar1 gevsetildiginde, bu karakteristiklerin bazis1 ona
uyar. Bununla beraber, bazi durumlarda, model gereginden ¢ok kisithidir. Onun
genislemelerinden bazisini 6zellikle,

» Tam gozlemler ayni agirliga sahiptir.
» Hata dagilimi1 Gaussiandir.
» Gozlemler bagimsizdir.

varsayimlarini kisaca ele alacagiz.

3.1.9. Farkh Degiskenlik

Verinin bazi1 kiimelerinde, Yy, nin varyans: farkhidir; yani,
izk icin var(y,)=o’ = var(y,)=o’ (3.44)

diir. Bu degiskenlikler, acik olarak bir tek gézlem {iizerinde 6l¢iilemez fakat sayilar
Ol¢lim hatalar1 igeren bir kaynaktan elde edildiginde mevcut olabilir. Varyanstaki
farkliliklar gozlemleri farkli bilgi verici yapar. Bu esitsizlik gozlemleri onlarin
varyansinin tersiyle agirliklandirmak suretiyle analizde barmdirilir. Ornegin, agirlikls

1 .
ortalama w, =—; olmak iizere,

2
g,
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_ D> wy, (3.45)

V=5

olarak hesaplanir. Bir yzx,é lineer modelinin parametrelerinin tahminleri, en

kiiciik kareler tahmin denklemini agirliklandirarak elde edilir. Buna gore,
A . -1 .
B =(XWX) (Xwy) (3.46)

dir. Burada W agirlik matrisi; varyanslarin tersini igerir, yani,

o 0 0
0 ol 0

W = o (3.47)
0 0 o’

dir.
3.1.10. Gaussian Olmayan Dagilimlar ve Genellestirilmis Lineer Model

Bazi veri iretme yontemleri Gaussian dagilimlara sahip diizlemleri vermez. Bir
Gaussian dagilimi varsayma, bir Bernoulli dagilimina gore dagilan ikili gozlemleri
diisiinmek suretiyle hemen goriilen birkag sonuca sahiptir.

a) Ortalama ve varyans iliskilidirler.

Omegin, P(y=1)=n ve P(y=0)=1-n olanbir y Bernoulli rasgele degiskeni

i¢in ortalama ve varyans
E(y)=n ve var(y)=n(l-mn) (3.48)

ile verilir. Bir sabit ortalamayi tahmin etmeyen herhangi bir model, degisen bir
varyanst da tahmin etmez. Bernoulli den baska dagilimlarla (6rnegin, poisson
hesaplar1), dagilimlar ortalama biiyiikk oldugunda, yaklasik olarak Gaussian
olabilirler, fakat varyansin ortalamaya bagimliligi devam eder.

b) Bir lineer model, veriyi modellemek i¢in uygun bir yontem olmayabilir.

Ornegin, Bernoulli verisi ile bir ﬁ:Xﬁ lineer modeli, [0,1] araligmin disinda

uzanan T nin degerlerini verebilir, bu nedenle olasiliklar1 veremeyebilir.

¢) Degisen varyans en kiiciik kareler tahminlerini (yani, basit izdiisiimii) bir
tahmin teknigi olarak uygun kilmaz.
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Genellestirilmis lineer model olarak bilinen bir yontem bu 06zelliklere uyum
saglamak icin genel lineer modeli genisletir. Bu genellestirme ii¢ karakteristige
sahiptir.

1. Gozlemlerin dagilimi iistel aile olarak bilinen olasiliklarin biiyiik bir kiimesinden
cekilir. Bu dagilimlarin yogunlugu

f(y) =exp{9y;(—z)(‘9)+c(y,¢)} (3.49)

bi¢imine sahiptir. Burada 6, dagilimm konumunu belirleyen bir parametredir. ¢,
degiskenligi dlcen bir parametredir ve a(.), b(.) ve c(.) fonksiyonlardir. Bu aile
bir¢ok (fakat tiimii degil) yararli dagilimi igerir :

> Siirekli dagilimlar arasinda, Gaussiyan, Log-normal, Ters-Gaussian, Ustel,
Gamma (ki-kare), Pareto, Gompers, Weibull, v.s. dir.

» Kesikli dagilimlar arasinda, Bernoulli, Binom, Poisson, Geometrik, Negatif
binom v.s. dir.

2. Gozlemlerin varyansi dogal olarak ortalama ile baglantilidir. Ornegin, Poisson
dagilimli veri ile var(y)=[E(y)] ve Gamma dagilimli veri ile var(y) =[E(y)]2
dir. a(g) niceligi (genellikle tamamen ¢ ), bu iliski degismeksizin yukar1 veya asagi

degiskenligi, bu nedenle modeli az veya ¢ok dagilmis gozlemlere uydurmaya izin
vermeyi Olceklendirir.

4 ortalamasi, bir 7 konum parametresi ve lineer olmayan bir bag fonksiyonu, yani

g(m)=n=xp (3.50)

fonksiyonu ile bir lineer modele baglanir. Bag i¢in herhangi bir fonksiyon
kullanilmakla beraber, bag fonksiyonunun konum parametresi dagilimm 6 konum
parametresiyle ayni oldugunda, model en kolaydir. Bu takdirde bag fonksiyonu
dagilmim kendisi tarafindan belirlenen bir kanonik forma sahiptir. Ornegin,
Bernoulli verisi ile kanonik bag fonksiyonu lojistiktir (onu lojistik regresyonun
modeli yaparak) ve Gamma verisi i¢in, o iki taraflidir (terstir).

Genellestirilmis lineer model kapali-form, tahmin denklemlerine sahip degildir.
Bununla beraber, onun uydurulabildigi birgok iteratif (tekrarli) algoritma vardir.
Ornegin, en ¢ok olabilirlik uyumlari modelden, varyanslart iirettikten sonra yukarida
verilen agirlikli en kiiglik kareleri tekrarli olarak uygulamak suretiyle elde edilebilir.
Bunlart kolayca tahmin eden yazilim vardir ve baslica istatistiksel paket
programlarinda goziikiirler.
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Genellestirilmis lineer modelin uyumu, log olabilirligin tam negatif 2 kati olan,
sapma olarak bilinen bir nicelikle ol¢iiliir. Bu nicelik

sapma =—2log L (3.51)

dir. Model ¢ parametresini tahmin etmek suretiyle asir1 dagilim veya az dagilima
izin verdiginde, sapma uyumun iyiliginin bir 6l¢iimii olarak yorumlanabilir-genel
lineer model i¢in var iken hatanin bagimsiz tahmini yoktur. Bununla beraber,
hiyerarsik modeller igin testler, sapmadaki farkla yani,

Sapma( M ) - Sapma(M kisitlanmamis ) ~ le (352)

kisitlanmig

ile ifade edilir.

Genel lineer model ile baz1 6zellikleri paylagsmakla birlikte, genellestirilmis lineer
model kolayca yorumlanamaz. Bir Gaussian (Gauss) dagilimi belirlenmedikge y nin

gbzlemlerinin uzay1 izotropik ve Oklidyen degildir. Bu gdsterime dayanan &nseziler
dikkatle kullanilmalidir. Oklidyen olmayan hata uzayr aym zamanda degiskenlige
dayal1 testlere ve model karsilastirmasina dayali testlere farkli sonuglar da verdirir.
Verilen bir hipotez ¢ogu kez azicik farkli sonuglarla bir veya daha ¢ok yontemle test
edilebilir (olabilirlik oran testleri, skorlar testi, wald testi vs gibi) (Wickens, 2004).

3.1.11. Bagimh Goézlemler

Hem genel lineer modelde hem de genellestirilmis lineer modelde, VY,,...,Y,
gozlemlerinin bagimsiz olduklar1 kabul edilir. Bununla beraber, bir¢ogu goriintii
verisi ile birlikte ortaya ¢ikan Y, ler arasindaki bagimliliklar i¢in bir¢ok neden

vardir. Bagimliligin asil nedeni vaktiyle degerin daha evvel ki degerlerle etkilenmis
oldugu zaman flzerinde olagelen gozlemlerle ilgilidir. Bu iligkinin en yaygin
gosterimi bir gdzlemin bir veya daha evvel ki denemedeki degerle lineer olarak bagl
oldugu bir 6z-baglanimli (OB) modeli ile olanidr:

OB():y, =xb+ay,,,
OB(2):y, =xb+ay,_, +a,y,,, (3.53)
68(3) A th T Yty , taY, 5, V.S,

Oz-baglanimli modeller, gozlemler arasindaki sabit korelasyonlari farkli zaman
araliklariin sabit bir sayisina indiikler.

Bagimliligin bagka bir kaynagi, kiimelenen gézlemlerin varligidir. Her bir denekten
birka¢ gézlem yapildiginda, bir takim goézlemler farkli sonuglarin her biri esnasinda
toplandiklarinda veya denekler, aileler veya bir batinda dogan yavrular diyecegimiz
gruplar olabildiginde, kiimelerin yaygin ornekleri ortaya c¢ikar. Her bir bagimlilik
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tipi, kiimeler iginde bir karakteristik kovaryans yapisina gotiriir. Genel olarak,
kiimelerin bagimsiz olacaklar1 kabul edilir. Birtakim bagimlilik kaynagi var
oldugunda bagimliligin daha karmasik kaynaklar1 ortaya ¢ikar. Ornegin, etkilenimli
gozlemler ayn1 zamanda birkag iligkili zeka bolgesinde yapilabilir. Konumsal yapi,
bir korelasyon yapisini, yani baska zaman serilerini tetikleyecektir.

Kiimelenmis gozlemleri daha ayrintili olarak diisiinelim Kiimelenmenin varlig1 veri
icin hiyerarsik bir yapiyr ortaya koyar. Genellikle bu yap1 iki (veya daha fazla)
ornekleme asamasiyla temsil edilebilir. Bu hiyerarsiksel, rasgele-etkiler yapisinin
basit bir versiyonu ,parametre vektorlerini 6rneklenmis gibi isleme tabi tutarak genel
lineer modeli genisletir.

Asama 1: Her bir kiimedeki sayilar bagimsiz hatalara sahip bir lineer model ve bir

yll y21
y.=| : |=XB +¢&, Y,=| : |=X,8,+&,, V.S. (3.54)

ylc y2c

kiime-6zel parametre vektorii ile belirlenir. Burada &; ~ N(O,Zg) ve X

kosegendir.

Asama 2 : Model parametreleri, £, ~N(u,, = ,6) Gaussian dagilimdan 6rneklenir.

Bu nedenle model, g mn dagilminin = g,  ortalamasma ve iki X, ve X B
kovaryans matrisine baghdir.

Bir rasgele etkiler modeli, bir hiyerarsiksel lineer modeli, bir deneysel Bayes modeli
gibi kapsama dahil ederek veya genellestirilmis tahmin etme denklemleri olarak
hangisinin bilindiginin kullanilmasiyla, bu modeli uydurabilmenin ¢esitli yorumlari
ve yontemleri vardir. Bu yaklagimlar durumdan duruma onlarin basitlik veya

uygulanabilirliginde bir dereceye kadar farklidir. Buna ragmen onlar genellikle
denktirler ve genel olarak benzer sonuclar1 verirler (Wickens, 2004).

3.1.12. Esanh Testetme

Son olarak, coklu testler yapildiginda, ortaya c¢ikan problemleri, yani goriintii
verisinde kayda deger 6nem konusunu g6z oniine almak istiyoruz. Sadece geleneksel
¢oziimlerden bahsedecegiz.

Standart hipotezi test etme ¢ergevesinde iliskinin var olmadigi bir H, sifir hipotezi,

bilinmeyen iligkinin var oldugu H, olumsuzlanmasi ile Kkarsilagtirthr. Bu
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alternatifler arasinda karar vermek i¢in herhangi bir semanin 6zellikleri iki sartli hata
orani ile olgtliir.

1.Tip: a=P (H, mn yanls olduguna karar verme \ H; dogru)
2.Tip: B =P (H, m yanlis olduguna karar verme \ H, dogru) (3.55)

dir. Bu olasiliklar olas1 dogru ifadeye ve asagidaki tanidik ¢izelgeye bagl olur.
Cizelge 3.2. Hipotez testinde varilan karar.

Varilan Karar

Dogru ifade Etki Var Etki Yok
Etki Var 1-p B
Etki Yok a I-«a

Bu hata oranlar1 arasinda bir degis-tokus vardir. Verilen su veya bu sekilde daha

fazla bilgi ¢ikarilamadikga, birini artiran bir yontem digerini azaltacaktir. H, 6zel bir

hipotez olmakla birlikte, H, bir¢cok 6zel alternatiflerin bir birlesimidir. Bu nedenle

a genellikle ¢abucak hesaplanitken, g Oyle degildir. Bu yiizden digeri yok ise,

hipotezi test etmeye genel yaklasim, sadece 1.Tip hatay1 kontrol eder.

Bir takim testler yapildiginda, kiimelenme veya grup (aile) tarz1 hata oranlari (yani,
bir veya daha fazla hata yapmanin olasiligi) artar. Bir diizeltme formu ortaya
konmadikga, bu artis her iki hatayr da etkiler. Esanli-test etme yontemlerinin amaci
bu hata oranlarini rasyonel bir sekilde yonetmektir.

Ozellikle, farkli 2. Tip hata oranminin ilging bulgularn kayboldugu noktaya diismesine
bir arada izin vermeksizin, kontrol 1. Tip kiimelenme hata orani iizerinde
uygulanacaktir.

Bu isi basarmak i¢in her biri kendi avantajlarina ve smirlamalarina sahip bircok
yontem gelistirilmistir. Onlar kabaca ara sira Ortlisen ii¢ sinifa ayrilabilir.

a) Bonferroni Testleri : Bonferroni esitsizligi olarak bilinen temel bir olasilik
iliskisi K -tane testin herhangi bir kiimesi i¢in kiimelenme ve ayr1 ayri (bireysel) hata
oranlar1 arasindaki iligkinin

<1- (1_ abireysel )k < kabireysel (356)

akUmeIenme
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kiimelenme hata oran1 daima k x bireysel hata oranindan kiigiiktiir, bu nedenle o,

bireysel hata oranini istenen degerin bir oraniyla yazmak suretiyle sinirlanabilir.

a _ IStenen akUmeIenme
bireysel — k

(3.57)

dir. Bonferroni esitsizligi bir esitsizlik oldugundan, ger¢ek kiimelenme hatasi onun
nominal degerinden kiigiiktiir (Rencher ve Schaalje, 2007).

b) Birlesim-Kesisim Prensibi : Bircok esanli test etme durumlarinda, tiim bireysel
sifir hipotezlerini saglayan birlesik Hg, sifir hipotezi i¢in, ¢ok amagh bir test

mevcuttur. Ornegin, genel lineer modelde g =0 hipotezinin genel testi her bir
bireysel ;=0 testlerini birlestirir. Bu nedenle onun alternatifi onun yoklugunun

birlesimi iken, birlesik sifir hipotezi bu basit hipotezlerin kesisimidir. Ornegin, eger
B g bilesene sahipse, birlesik hipotez ve alternatifi,

Hco:(ﬂlzo)m(ﬂz:O)m(ﬂazo)’ (3.58)
He, 1(B, #0)U(B, #0)u(S, #0)
dir. Genel olarak, bireysel hipotezleri H,,,H,,,... olarak yazarak,
Heo i Hp MHg M. (3.50)

He, :H,UH_,U..

olur. Bu durumda kiimelenme hata oranini kontrol etmek igin, H., 1 ¢ok amach
testinin istenen @, e de reddedilmesine de sebep olacak olan H;; bilesen

testlerinin herhangi biri i¢in yeteri derecede biiyiik olmasi gereken delilin diizeyini
belirlemek yeterlidir. Varyans analizinde Scheffe’in testi bu prensibi kullanir
(Rencher ve Schaalje, 2007).

¢) Ardisik (siral)) Test Etme : Bu yaklasimlar bir¢ok asama test etme ydntemini
benimser. Birgok amacli test (veya testlerinin serisi) ilk olarak genel hata oranini

O imaenme Y€ gOr€ s1nirlamak i¢in uygulanir. Baslangic testi genel 1. Tip hata oranini

kontrol ettiginden, ardigik testler genel hata oranini riske almaksizin az uyulmasi
gereken standartlart benimser. Ardigik testlerin bilinen 6rnekleri varyans analizindeki
Fisher ve Newmann-Keuls yontemleridir. Bu yontemlerin timi 1. Tip hatalarinin
kontrolii iistiinde durur ve daha fazla uyulmasi gereken oSlgiitleri benimsemeyle onlar
2. Tip hata oranim artirirlar.

Bu stratejilerin her biri onlarin gii¢lii ve zayif noktalarina sahiptir. Kisaca, Bonferroni
yontemi testlerin sayisi artarken, 6zellikle onlar bagimsiz olmadiginda, giderek artan
bir sekilde tutucu (konservatif) olur. Birlesim-Kesisim iligskisine dayanan testler de
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epey konservatif olmaya meyleder ve onlar sadece bir tatmin edici ¢ok amagli
istatistik mevcut oldugunda kullanilabilir. Ardisik yontemler ¢cogu kez digerlerinden
daha giiclidiir, fakat onlar giiclinii onlarin hipotezlerine goére daha karmasik bir
iliskiden alirlar. Sifir hipotezi kismen yanlis oldugunda onlar 6zel olarak yetersizdir.

Ciinkii sadece H_, 1n diizeyinde uygulanir.

Boyle veri ile, potansiyel althipotezlerin sayisi, althipotezler hayli yiiksek derecede
bagimhidir ve birlesik sifir hipotezi kismen (veya tam olarak bile) yanlistir.
Yukaridaki cizelge yerine asagidaki ¢izelgeyi elde ederiz (Wickens, 2004).

Cizelge 3.3. Ardisik test etmede varilan karar.

Varilan Karar

Etkinin Biiylikligt | Teshis Edilen Baglant1 | Teshis Edilmeyen Baglanti

Enteresan Yararh Bulgu Kagirilan Firsat

Enteresan Degil Yanhs Oncii Dogru Iptal

3.2. Lineer Olmayan Regresyon Modeline Giris

Kisim 3.1 de lineer modellerle ilgili ayrintil1 bilgiler verdik. Simdi de lineer olmayan
modellerden bahsedecegiz. Lineer olmayan regresyon modeline ge¢cmeden once
regresyon modellerinden bazilarin1 kisaca tanitacagiz. Sonra lineer olmayan
modellerde alisilmis en kiiglik kare yoOntemine deginece8iz ve bir uygulama
yapacagiz. Ayrica regresyon analizinde, bir diizlem {izerindeki noktalarin bir
kiimesine kuadratik egrilerin ve yiizeylerin lineer ve lineer olmayan en kiigiik kareler
yontemiyle en 1yi uyumundan kisaca bahsedecegiz.

3.2.1. Regresyon Modelleri
a) Regresyon Modeli : Regresyon; ilgili bir y degiskeni ve bir veya daha fazla
aciklayicr X (kK =12,..., p) degiskeni arasindaki iliskiyi inceler. Genel model

Y =h (X0 Xg0on X 1B By By ) +&  (i=12,..,1) (3.60)

dir. Burada h; X:[Xil,xiz,...,xip] ve ﬂz[ﬂl,ﬂz,...,ﬁpjl vektdrleri ile kisitlamayi

istedigimiz aciklayic1 degiskenlere ve parametrelere bagli olan uygun bir
fonksiyondur. h fonksiyonundan planlanmamis sapmalar, & rasgele hatalariyla

ifade edilir. Bu rasgele hatanin dagilimi i¢in normal dagilim kabul edilir, bu nedenle
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& ~N(0,6°) (3.61)

dir, yani hatalar bagimsizdir.
b) Lineer Regresyon Modeli : (Coklu) Lineer regresyonda, h lineer regresyon

fonksiyonlarmin f, parametrelerine gore lineer olduklari, yani

h(xil’ Xigrewos Xip 3 By Paseens B, ) = B X+ BoXin + B X, (3.62)
oldugu diistliniiliir.

c) Lineer Olmayan Regresyon Modeli : Lineer olmayan regresyonda, h
fonksiyonlariin parametrelere gore lineer olarak yazilamadig: diistiniiliir. Genellikle
boyle fonksiyonlar teoriden ortaya konur. Prensipte, modelin deterministik kismim
belirlemek i¢in sinirsiz olabilirlikler vardir. Bu esneklik, genellikle istatistiksel
ifadelere daha biiylik etkiyi ifade eder.

d) Lineerlestirilebilir Regresyon Fonksiyonlar1 : Bazi lineer olmayan regresyon
fonksiyonlari, ilgilenilen degisken ve aciklayici degiskenlerin lineer doniisiimleri
vasitasiyla lineerlestirilebilir. Ornegin, bir

h(x:8)=px" (3.63)

kuvvet (gii¢) fonksiyonu, 6,=1In ( ,Bl), 6, =4, ve X=In <X> olmak fizere, bir lineer

(parametrelere gore)
|n<h<x;q>>=|n<91>+92|n<x>=ﬁo+ﬁl>~< (3.64)

fonksiyonu i¢in doniistiiriilebilir. Eger onu bagimsiz degiskenlerin doniisiimleri ve
sonucun bir monoton fonksiyonuyla (bilinmeyen) parametreler cinsinden bir lineer
fonksiyona doniistirebilirsek, h regresyon fonksiyonu lineerlestirilebilir deriz.

Birkag lineerlestirilebilir fonksiyon drnekleri (Daniel ve Wood, 1980):
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— g o In<h

(ko)
(ko)
(ko)
o -asolosld) o
(ko)
(ko)

h(x0 :Hl(x(”)ez(x(z’)ea o In<h<x;¢?>>:ln<01>+02 In{x¥)+6,In{x®). 3.65)

e) Istatistiksel Olarak Tam Model : E, rasgele hatalarnin tiimii ayn1 normal

dagilima sahip olmak iizere, basvurulan drnekteki lineerlestirilen regresyon ile bir
lineer regresyon

In{Y,)=p,+B% +E (3.66)

modeline dayanir. Bu modeli geri doniistiiriir ve boylece Ei =eXp<Ei> olmak

uzere,
(3.67)

elde ederiz. Simdi Ei, iI=1..,n hatalar1 ¢arpimsal olarak katkida bulunur ve
lognormal dagilirlar. Bu nedenle rasgele sapmalar hakkindaki varsayimlar toplamsal
olarak katkida bulunan ve 6zel bir normal dagilima sahip olan alisilagelen E; rasgele

hatali, dogrudan dogruya h a dayanan bir
Y =0.x"%+E (3.68)

modeli i¢in olandan kesin bir sekilde farklidir. Bu nedenle regresyon fonksiyonunun
bir lineerlestirmesi akla uygundur.

3.2.2. Lineer Olmayan Modellerde Ahsilmis En Kiiciik Kare Yontemi ve
Uygulamasi

3.2.2.1. Lineer Olmayan Modeller icin Minimumlastirmanin En Kii¢iik Kareler
Kriteri

Asagidaki (3.69) regresyon modelini goz 6niine alalim:

i =B5E. (3.69)
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(3.69) bagmtisina benzer modeller dogasi itibartyla uygun (log)  doniisiimle
modellerin f, ve /f, parametrelerine gore lineer yapilabilmesi anlaminda lineer
(parametreye gore) regresyon modelleridir (Modelin f, ve B, ye gore lineer
olmadigina dikkat edelim.). Bu durumda, hata degiskenliginin tim X, de sabit

olmadigini, yani hatanin toplamsal olmadigini kabul ederiz. Biiyiik bir olasilikla, X;

nin farkl diizeylerinde daha rasgele ve dnceden kestirilemeyen dalgalanma vardir.
[]E =1 veya [JLnE =0 (3.70)
oldugunu kabul ederiz. (3.69) bagintisinin her iki yaninin logaritmalarin alarak,
Lny, = Lng + x,Lng, + LnE, (3.71)
bagntisini elde ederiz.
>(Lny, —Lnb, —x.Lnb, )’ (3.72)

minimum kriteri altinda Orneklem regresyonu igin OLS (Alisilmis En Kigiik
Kareler) yi kullanarak diferensiyelleme yontemi B, ve f, yi tahmin etmek i¢in

asagidaki normal denklemleri ortaya koyar:

Lny, =n.Lnb, +Lnb,.» X
z B+ Lbe:2. (3.73)
D %.Lny, =Lnb.> x +Lnb, > x2.
Normal denklemleri ayn1 anda ¢6zerek
Lny. X Lny.
Lnb, :%-Lnbz.zn L Zn i _\nb,x (3.74)

bagintisini elde ederiz.

X =0 olsun, bu takdirde

1
Lnb, = EZ Lny, veya b =2/y,.Y,...y, (3.75)

olur.

Bu, /f, parametresinin y degiskeninin geometrik ortalamasi oldugunu sdyler.

Klasik normal lineer regresyon modelini kullanmak i¢in LnE, ~ N(0,6°) oldugunu

kabul etmeliyiz. Bu nedenle, (3.71) bagintisim1 ¢alistirdigimizda, bu regresyondan
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elde edilen hatalara (hata tahminlerine) normallik testleri uygulamaliyiz (Gujarati,
1995).

Simdi asagidaki (3.76) regresyon modelini goz Oniine alalim. Bu model aslinda
parametreye gore lineer degildir. Bu modelde hata degiskenliginin X, den bagimsiz
oldugunu, yani, tahmin edilen hata degiskenliginin miktarinin herhangi bir X; de aym

oldugunu kabul ederiz. Modelimiz
Yi = ﬂl-ﬂzxi +E (3.76)

dir.

> (% -bby) (3.77)

minimum kriteri altinda 6rneklem regresyon fonksiyonu i¢in OLS yi kullanarak,
diferensiyelleme yontemi £, ve f, yi tahmin etmek icin asagidaki normal

denklemleri ortaya koyar:

> 2(y,—buby )by =0

3.78
> 2(y, —b.bj )b, x b} /b, =0. 379

Bu normal denklemleri analitik olarak ¢6zmek miimkiin degildir ve lineer olmayan
durumda lineer olmayan alisilmis en kiiclik kareler tahmini modelin parametrelere
gore bir lineerlestirilmesini kullanarak iteratif olarak yapilabilir. (3.77) minimum

kriterinden elde edilen B, ve B, parametreler tahmininin, (3.72) minimum
kriterinden elde edilen B, ve f, parametrelerinin tahmininden yanli olduklar
aciktir. Bu modele giren stokastik hata teriminin oOzellikleri hakkinda dikkatli
olmaliyiz. Hipotezi test etmek igin (3.76) modeli i¢in E; stokastik hata terimin
normal dagilim izledigini kabul etmeliyiz. Ancak (3.69) modeli ve onun (3.71)
emsali igin, LNE, ~N(0,06°) ve siasiyla E; stokastik hata teriminin asagida

verilen (3.79) ortalamali ve (3.80) varyansli log-normal dagilima uydugunu kabul
etmeliyiz:

e” % (3.79)

g2 (eGZ’Z —1) . (3.80)
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3.2.2.2. Doniistiiriilmiis Modele OLS nin Grafiksel Uygulamasi

Ordu Biiyiiksehir Belediyesi’ndeki niifus miktariin kati atitk miktar1 tizerindeki
etkisini belirleyelim. Analiz Ordu ilinin 7 farkli ilgesinde 2015 yili kis donemi i¢in
ilge belediyelerince toplanan atiga ve ilgelerdeki niifusa dayanir.

Regresyon analizi i¢in asagidaki hipotez segilir:
Kat1 atik miktar1 niifus miktaria baglidir.

Yi; 7 belediyedeki 2015 yilinda kis doneminde toplam ortalama kat1 atik miktar1 ve

X;; 7 belediyedeki niifus olmak iizere, niifusa bagl atik modellemesi i¢in asagidaki

model secildi:

Y, =55 E

Lny,
b =1/y.y,...y, =22.62 ve Lnb = %— Lnb,.X = b, =1.000

elde edilir. Regresyon sonuglar1 LN, ve [, parametrelerinin her ikisinin de anlamli

olduklarini (p-degeri<0.05) ve niifus miktarinin atilan atiga bagh oldugunu gosterir
(bkz Cizelge 3.4 ve Sekil 3.5).

Cizelge 3.4. ilcelerin niifus miktar1 ve toplam ortalama kat1 atik miktari.

ILCELER NUFUS TOP. ORT. KATI ATIK MiKTARI (TON/GUN)
Altinordu 202310 160
Fatsa 111070 73
Unye 120720 80
Persembe 31094 15
Ulubey 18239 6
Korgan 29349 9
Giilyal 7994 4
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Sekil 3.5. Niifus miktarinin kat1 atik miktar1 iizerindeki etkisi 6rneginin grafigi.

3.2.3. En Kiic¢iik Kare Uyum Unsuru

En kiigiik kare Olciitiiniin uygulamast egri uydurma problemlerinin genis bir
yelpazesine uygulanabilir. Veriye en kii¢iik kare en iyi uyum unsuru, veriyi bir
diizleme uydurma problemi ele alarak agiklanir. Bu; bir parametreleme problemidir.

En iyi diizlem, diizlem iizerindeki bir C(X,, ¥, Z,) noktas: ve diizleme gére normalin
(a,b,c) dogrultu kosiniisii vasitastyla belirlenebilir. Diizlem iizerindeki herhangi bir

(%, y,2) noktasi
a(x—x,)+b(y-y,)+c(z-z,)=0 (3.81)

bagintisini saglar.
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Sekil 3.6. Genel Diizlem Geometrisi.

Herhangi bir A(X,Y;,Z;) noktasindan yukarida belirlenen diizleme uzaklik
d; =a(x —X%,) +b(y; — Yo) +¢(z, - 2,) (3.82)
ile verilir. Her bir noktanin diizlemden uzakliklarmin kareleri toplami

F=Yd (3.83)

dir. Bu nedenle problemimiz, F  toplamin1 minimum yapan  (X;,Y,.Z,) ve

(a,b,c) parametrelerini bulmaktir.

> Optimizasyon :

u=(u,.., un)' parametrelerine gére minimumlastirilacak olan bir
E(u) =) d’(u) (3.84)
i=1

fonksiyonunu gdz oniine alalim. Burada d;, veri noktasmin u ile parametrelenen

geometrik unsura (6geye) uzakligini gosterir.

> Gauss-Newton Algoritmasi :

f (x) lineer olmayan bir fonksiyon olmak tizere, bir f (x) =0 kdék bulma problemini
¢ozmek i¢cin Newton’un yontemi en gii¢lii ve meshur niimerik yontemlerden biridir.
Bu teknik; ¢cember, kiire, silindir ve konilerin lineer en kiiciik kareler modelinin
uygulanmasinda kullanilir. Boyle bir algoritmanin nasil ¢alistigini anlamak igin ilk
olarak Newton yontemini ifade edelim.
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Bir f fonksiyonunun verildigini ve onun tanim bdlgesinin [a,b] oldugunu farz
edelim ve f(X)=0 olacak sekilde Ye[a,b] olsun. f(x) igin X civarinda Taylor

polinomu agihmi y(X) €[X,X] olmak iizere,

100= 100+ 0010+ E 1 (100) (3.85)
dir. g=x olmak iizere f(q)=0 oldugundan (3.85),

0= f(Y)+(X—Y)f'(Y)+@f'(;((x))

oldugunu ortaya koyar.

Newton’un yontemi |q - 7| kiigiik oldugunda kabul edilebilir. Bu nedenle (p —7)2
¢ok kiiciiktiir. Bu nedenle,

0=f(®)+(@-X)f (X)

o f®)
(@-%)= TR
dir. g=u, X=U, ve pz—LY_) olsun. Boylece,
f (X)
_ _ - fluy)
U=Up P ve p=—rt (3.86)

dir.
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(ug,f{up))

Sekil 3.7. Newton Yonteminin Iterasyonu.

Sekil 3.7 den y = f (u) kok bulma problemi asagidaki adimlarla ¢oziilebilir.

1) f(u,) ve f(u,) degerleri bulunur.
2) (U, f (uo)) da grafige bir teget dogru bulunur. O, ekseni U, de keser.

3) U, noktast bulunur ve U, noktasin1 bulmak i¢in grafige U, noktasinda bir
teget cizilir.
4) Yukaridaki bu adimlar yakinsayincaya kadar (u” a yakin) tekrar edilir.

Algoritmanin ana igerikleri sunlardir:

a) Bir yaklagik ¢6ziim verildiginde, problem lineerlestirilir.

b) Problemin lineer versiyonu ¢oziiliir.

c) Lineer problemin ¢6ziimii, ¢6ziimiin tahminini giincellestirmek (yenilemek)
i¢in kullanilir,

d) Lineer en kiiglik kareler probleminde, geometrik Ogenin veri noktasi
kiimesine ne kadar iyi uydugunun dl¢iimii

E=Y a2 (3.87)

ile belirlenebilir. Burada d; noktadan geometrik 6geye bir uzakliktir.

Bu durumda, d; lineer fonksiyon degildir; bir E kareler toplammin minimumunu

bulmak i¢in Gauss-Newton algoritmasi kullanilir.

Bir u” baslangi¢ tahmininin var oldugunu kabul ederek,
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Jp=-d

bigimindeki bir lineer en kiigiik kareler sistemi ¢oziiliir. Burada J; i -yinci satir1 u
parametresine gore 0; nin gradiyenti olan mxn Jakobiyen matristir, yani,

od.
=1 3.88
] auj ( )
dir. O; u da degerlendirilir ve d nin i -yinci bileseni d;(U) dur. Parametre
U=u+p (3.89)

olarak yenilenir.

> Yakinsavan Sartlar :

Newton algoritmasinin adimlari, yakinsama noktasina varincaya kadar tekrarlanir.
Burada 3 kriter, yakinsamayi test etmek i¢in uygulanabilirdir:

1) E degisimi kiigiik olmalidir.
2) Giincelleme biiyiikligii, 6rnegin (p' p)]/2 kiiciik olmalidir.
3) E nin optimizasyon parametrelerine gore kismi tiiretimi, drnegin (99)"

kiigiik olmalidir. Burada g =Jd dir.

3.2.3.1. En Kii¢iik Kareler En Iyi Uyum Dogrusu

Dogrular belirlenen bir diizlemde (2 boyutta) veya 3 boyutta olabilir. m=2 olmak
lizere, m sayida (X,V;,Z) noktalarma bir dogru uydurmak icin yontem asagida

verilir.
Dogru tizerindeki herhangi bir (x,y, z) noktasi, herhangi bir t degeri i¢in
(X, Y,2) = (X, Yo, Zp) +1(a, b, C) (3.90)

bagintisini saglar. 3 boyutta bir noktadan bir dogruya uzaklik,

d = [uf +v? +Wi2] (3.91)

olarak bilinir.

> Parametreleme :

Bir dogru
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i) lizerindeki bir (X, Yy,2Z,) noktasi ve

i) (a,b,c) dogrultu kosiniisleri
ile belirlenebilir.

> Algoritma Tanimi :

En iyi uyum dogrusu verinin (X,y,Z) kitle merkezinden gecer ve bu L (dogru)
tizerindeki bir noktayr ayni zamanda dogrultu kosiniislerinin bulunabilecegini
belirtir.

) Birinci adim X, y ve z noktalarinin ortalamasini bulmaktir.
X=>x/n
y= Z Yi / n

7=>z/n

dir.

i) Birinci siitunu X —X, ikinci stitunu Y, —Y ve lgiinci situnu Z, —7
olacak sekilde A matrisi formiillenir.

iii) Bu A matrisi singiiler deger ayrisimi ile ¢oziilir. A nin en kiiciik

singiiler degeri matristen segilir ve karsilik gelen singiiler vektor secilir ki
onun dogrultu kosiniisleri (a,b,c) dir.

iv) En iyi uyum diizlemi X,y,Z,a,b ve ¢ ile belirlenir.
3.2.3.2. En Kii¢iik Kare En Iyi Uyum Diizlemi

m>3 olmak iizere, m sayida (X,¥:,Z) noktasma bir diizlem uydurmak i¢in

yontem asagida verilir.
Diizlem tizerindeki herhangi bir (X, y, z) noktasi
a(x—x0)+b(y— yO)+C(Z_ZO) =0

denklemini saglar. Bir (X, Y;,Z;) noktasindan, Xy, Yy, Z,,&,0 ve c ile belirlenen bir

diizleme uzakligin

d; =a(X—X) +b(y—Y,) +c(z-2,)
ile verildigi bilinir.

> Parametreleme :

Bir dizlem
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i) diizlem iizerindeki bir (X,, Yy, Z;) noktasi ve
i) diizleme gére normalin (a,b,c) dogrultu kosiniisleri ile belirlenebilir.

> Algoritma Tanim :

En iyi uyum diizlemi verinin (X,y,Z) kitle merkezinden gegen ve bu P diizlemi

tizerindeki bir noktayr ayni zamanda dogrultu kosiniislerinin bulunabilecegini
belirler.

Bunun i¢in (a,b,c), B=AA mnm en kiigiik 6zdegeri ile ilgili 6zvektordiir.

) Ilk adim, x,y ve z noktalarinin
X=> x/n
y= Z Yi / n
Z=>Y1z/n
ortalamasini bulmaktir.
i) [k siitunu X, —X, ikinci siitunu Y, —Y ve {ciincii siitunu z, —Z olacak

sekilde A matrisi formiillenir.

iii) Bu A matrisi singiiler deger ayrisimi ile ¢oziilir. A nin en kiiciik
singiiler degeri matristen segilir ve karsilik gelen singiiler vektor se¢ilir ki
onun dogrultu kosiniisleri (a,b,c) dir.

iv) En iyi uyum diizlemi X,y,Z,a,b ve ¢ ile belirlenir.
3.2.3.3. En Kiiciik Kare En Iyi Uyum Cemberi

M=3 olmak iizere, m sayida (X;,Y;) veri noktasina bir ¢ember uydurmak igin

yontem asagida verilir.

Cember tlizerindeki herhangi bir (x, y) noktasi
(6 =%) + (Vi = Yp)* =1 (3.92)

denklemini saglar. Bir (X, Y;) noktasindan X,,Y, ve r ile belirlenen bir cembere

uzaklik, r, = \/(Xi —%,)>+(Y,—Y,)* olmak iizere,
d=r-r (3.93)

ile verilir ve J Jakobiyen matrisinin elemanlari, d; nin Xy, Y, ve r ye gore kismi
tiirevinden bulunur ve
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xR
Z—;j'(‘)=—(yi —Yo)* /%,
&
ile verilir.
» Parametreleme :
Bir ¢gember
i) onun (X,,Y,) merkezi ve
i) onun r yarigapi ile belirlenir.

> Algoritma Tanim :

(3.94)

En uygun c¢emberi bulmak i¢in kullanilan algoritma daha evvel agiklanan Gauss-
Newton algoritmasidir. ilk olarak giris tahminleri bulunur ve sonra da Gauss-Newton
algoritmasi diizenlenir. Cemberin merkezi ve yarigapimnin girig tahminleri, bir lineer

en kiiciik kare modeli olarak problemi ¢ozerek yapilir.
izleyen adimlar asagidaki gibidir.

i) f.=r?—r? olmak iizere,

olarak ifade edilen F minimumlastirilir.
i) Bu, p
X +Yo =1

olmak tizere, Xy, Y, Ve p ya gore

fi = (Xi _Xo)2 +(yi - y0)2 —r?
==2XX%, —2Y;Y, + (Xg + yg - rz) + (Xi2 + yi2)

olarak kisaltilabilir.

i) F yi minimumlastirmak igin,
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XO
Aly, |=Db
r

lineer en kiigiik kareler sistemi ¢oziiliir. Burada A nin i -yinci satirinin
elemanlari (2;,2Y;,-1) katsayilaridir ve b nin i -yinci elemani X7 +y?
dir.

iv) r nin bir tahmini p nun denkleminden elde edilir. Bir kez giris

tahminleri elde edildiginde, d sag yan vektorii ve J jakobiyen matrisi
olusturulur. Bundan sonra

P,
J ’OYO :_d

Pr
lineer en kiigiik kareler sistemi ¢oziiliir. Parametrelerin degerleri
Xo = Xo + Py,
yO = yO + p Yo
r=r+p,
tahminlerine gore yenilenir.

Yukaridaki adimlar algoritma yakinsayincaya kadar tekrarlanir.

3.2.3.4. En Kiiciik Kareler Yontemini Kullanarak En Iyi Cember Uydurma

R? de {(x,y;)|0<i<N} diyecegimiz noktalarin sonlu kiimesi verilsin. Noktalara

(bir en kiiciik kareler anlaminda) en iyi uyan ¢emberi bulmak istiyoruz.

Y:%izxi Ve VZ%Z%

esitliklerini tanimlayalim ve 0<i<N i¢in U =X-X, V,=Y,—Yy olsun. Ik
olarak problemi (u,v) koordinatlar cinsinden ¢6zeriz ve sonra da (X,Yy) Yye geri

doniisiim yapariz.

Cember; (u.,v,) merkezine ve R yarigapina  sahip  olsun.
gu,v)=(Uu-u)’+(v-v)’ -a ve a=R* olmak iizere Szzi(g(ui,vi))2 yi

minimumlastirmayz istiyoruz. Bunu yapmak i¢in, S =(e,U,,V,) vyi diferensiyelleriz.
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2 23 g0 9) 2 (u,v) =2 9, )

805:

dir. Bu nedenle, 6S/0a =0 olmasi igin gerek ve yeter sart
> g(u,v)=0 (3.95)

olmasidir.

Devam ederek,

&S o9

a_uc_zzg(uwvi)auc (ui’vi
= ZZ g(ui 1Vi)2(ui —Uc)(—l)
:_4Z(ui —uc)g(ui,vi)

:_4Zuig(ui1vi)+4uc Zg(ui’vi)

—
(3.95) den dolay1 =0

elde ederiz.

Bu nedenle, (3.95) bagmtisinin varliginda 0S/0U, =0 1n gergeklenmesi igin gerek

ve yeter sart

> ug(u;,v) =0 (3.96)
bagintisinin gergeklenmesidir.
Ayni sekilde, 0S/dv, =0 gerektirmesi
D9, v) =0 (3.97)

oldugunu ortaya koyar.

(3.96) bagintisini agarak,

ou [ uf —2uu, +uZ v - 2wy, +Vi - | =0
i

elde ederiz.

S, = Zui , S, = Zuiz vs. tanimlayarak, bunu
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Suw = 2U.S,, +UZS, +S,,, —2v.S,, +V:S, —aS, =0
olarak yeniden yazabiliriz.

S, =0 oldugundan, bu

+S,) (3.98)

uCSUU +VCSUV = l(SUUU
2
ifadesine sadelesir.

Benzer bicimde (3.97) bagintisin1 agarak ve S, =0 oldugunu kullanarak
1
ucSuv + VcSw = E(va + Svuu ) (399)

oldugu gortiliir.

(3.98) ve (3.99) bagmtisim esanl olarak ¢ozme (U,,V,) i verir. Bu takdirde,

¢emberin orijinal koordinat sistemindeki (X_,Y,) merkezi; (X,Y.)=(U.,V.)+(X,Y)
dir.

R yaricapini bulmak igin, (3.95) bagintisini agariz ve

Z[uf — 20U, +UZ + V2 =2V, +V? —a] =0
i

oldugunu gériiriiz. Yine S, =S, =0 esitligini kullanarak,
N(u?+V} —a)+S,, +S, =0

elde ederiz. Boylece,

o =% +V2 +@ (3.100)

dir ve siiphesiz R= Ja .

Ornek 3.1. y=x*+4x+4 paraboliinden birka¢ noktay: alalim ve bu noktalara bir

¢ember uyduralim. Kullanilan noktalar1 veren ¢izelge asagida verilmistir.

94



Cizelge 3.5. Y = X* +4x+4 paraboliinden gecen birkag nokta.

[ Xi Vi Ui Vi

0 -2.000 0.000 -2.875 -10.938
1 -1.000 1.000 -1.875 -9.938
2 0.000 4.000 -0.875 -6.938
3 1.000 9.000 0.125 -1.938
4 1.500 12.250 0.625 1.312
5 2.000 16.000 1.125 5.062
6 2.500 20.250 1.625 9.312
7 3.000 25.000 2.125 14.062

Burada N =8, X=0.875 ve ¥y =10.938 dir. Ayni zamanda

S, =21.375, S, =107.438, S, =582.094, S, =-15.469,
S,, =1088.678, S, =20.213, S, =-35.683

diir. Bu nedenle, ((3.98) ve (3.99) u kullanarak) (U,,V,.) igin asagidaki 2x2 lineer

sistemi elde ederiz:
21.375 107438 ||u; | | 2.372
107.438 582.094 || v, | |526.498]
Bu sistemin ¢6ziimii (UC,VC)=(—61-362,12-230) oldugunu ortaya koyar ve bu

nedenle, (X.,Y,) z(—60.487,23.168) dir. Bu degerleri (3.100) bagintisinda yerine

koyarak, a=3990.345 oldugu goriiliir ve buradan R =63.170 dir. Bu 6rnegin
grafigi asagida verilmistir.
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Sekil 3.8. y = X2 +4x+4 paraboliinden gegen noktalara uydurulan ¢ember.

3.2.3.5. En Kiiciik Kareler Kiiresi

> Parametreleme :

Bir kiire (X, Y, Z,) noktas1 ve I, yaricapiyla belirlenir. Kiire iizerindeki herhangi
bir nokta,

(X=%)" +(y=Yo)* +(z-2))* =r* (3.101)
denklemini saglar.

> Merkez ve varicap icin giris tahminleri :

Bir minimumlastirma fonksiyonunun sec¢imi :

Merkez ve yarigap i¢in bir baslangic tahmini elde etmek i¢in bir minimumlastirma
fonksiyon tanimlanmalidir.

= \/(X %) +(y-VY,)>+(z2—2,)° olmak iizere, f =F—r fonksiyonunu goz
Ontine alalim. Bu fonksiyonu X,,Y,,Z, ve I, a gore diferensiyelleme, ¢6zmek igin
zor olan karmasik denklemleri ortaya koyar. Bu nedenle f, =r’-r? fonksiyonunu
gdz Online alalim. L +r ye 2r olarak yaklasilabildiginden, bu fonksiyon
f,=(—r)(r+r)~2r(r—r) olarak yazilabilir. Merkez ve yaricap giris
tahminlerini elde etmek igin, bu fonksiyonu X;,Y,,Z, ve I a gore

diferensiyelleyelim. Boylece bir kiire igin baslangi¢c tahminleri elde etmek igin

minimumlagtirma fonksiyonu f = l’i2 —r® dir.
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Giris tahmini matematigi

f =r®—r® yiagarak, p=(X>+y. +2.)—r? olmak iizere,

f = (% =%)" + (¥ = Yo)? +(Z —2,)* =1 ==(2% %, + 2V, Y, +22,2)) + p+ (X' + Y} + Z)
yi elde ederiz. p degiskeni, denklemi lineer yapmak i¢in ortaya konur.

Veri noktalarinin n kiimesi i¢in yukaridaki denklemlerin kiimesi matris formunda
sunulur:

2%, =2y, -2z, 1)\(x, X2 +y>+17] f,

_2X2 _Zyz _222 1 Yo . x22+y22+222 f2

= . (3.102)
ZO cee
=2x, -2y, -2z, 1)\ p) (X+y’+7? f
Bir en kiigiik kare ¢oziimii i¢in, f, =0 dir. Giris matris notasyonu
ox -2y, -2, 1 % @byl 7]
2%, -2y, -2z, 1 X2+ Y2+ 172
A — 2 y2 2 1 P — ZO ve B — 2 y2 2 (3,103)
-2x. -2y, -2z, 1 o X2+ Yy +277

dir.

AP—-B =0 elde ederiz. P yi elde etmek i¢in bu denklemi en kiigiik kare anlaminda
¢ozelim. Bu; P nin AAP=AB denklemini saglar. X;,Y,,Z, Ve p icin giris
tahminleri P i¢in yukaridaki ¢6ziimden elde edilir. r yarigap1 i¢in giris tahmini
p=0¢+y:+22)—r? iliskisinden elde edilebilir.

> Gauss- Newton vontemi :

Merkez ve r yarigapi igin giris tahminleri elde ettikten sonra, merkez ve yarigap igin
son degerlere ulasmak icin Gauss-Newton yontemi kullanilir.

Minimumlastirma fonksiyonu

= \/ (X=%)?+(y—Y,)*+(z—2,)° olmak iizere, minimumlastirma fonksiyonu

d, =r—r ile verilir.

) Jakobiyen matrisini inga etme : Jakobiyen matrisinin elemanlar1
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i)

od, od, od od
oX, 0y, 0z, oOr,
od, od, od, ad,

oX, 0oy, 0z, or,

od, od, od od

oX, 0oy, 0z, or,
ile verilir. Jakobiyenin ¢esitli bilesenlerini degerlendirerek ve matriste
yerine koyarak,

_(Xl - Xo _(yl - yo) _(21 - Zo) 1
n n I

_(Xz —X _(Y2 — yo) _(Zz — Zo) -1

J= r, r, r,

_(Xn_xo) _(yn_yo) _(Zn_zo) 1
r r r

n n n

elde ederiz.

olmak iizere, JP=—d lineer en kiiciik kare sistemidir.

Xo =X + Py ;
Yo = Yot Py,
2y =24+ p,
r=r+p;

ye gore artirma parametreleridir.

Yakinsama sart1 : Algoritma yakinsayincaya kadar adimlar1 tekrarlanir.

Yakinsama sart1 § =J d nin minimum olmasztyla verilir.
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3.2.3.6. En Kiiciik Kareler En Iyi Uyum Silindirleri

M=5 olmak iizere, m sayida (X,V,,Z) noktalarina bir silindir uyduruldugunu

kabul edelim.

> Silindirler icin Gauss-Newton Stratejisi :

Bir dogru; dogru iizerinde verilen bir nokta ve (a,b,c) dogrultu kosiniisii ile
belirlenebilir. Bu nedenle bir dogruyu belirlemek i¢in 6 sayr gerekir. Onun
kisitlamas1 a®+b®*+c¢®=1 dir. Bu nedenle bilesenlerden ikisi verilir ve ii¢iincii
belirlenebilir. ¢=1 , yani, bir diisey dogru olmak iizere, bir dogru tizerindeki bir
sinirlamayr géz Oniine alalim. Bu smirlama iki a ve D dogrultu kosiniisiinii
belirlemek i¢in yeterlidir.

zZ,
ax+by+cz=0 (3.104)
iliskisinden belirlenebilir. ¢ =1 oldugundan,
z=—-ax-bhy (3.105)

dir. Bu nedenle bu kisitlamanin avantaji, 6 parametreyi 4 tane a,b,x, ve Y,

parametresine  goére  minimumlastirmaktir.  Bir  Gauss-Newton  yOntemi
kullanildiginda, uzakligin tiirevleri hesaplanabildiginden, o; jakobiyen matrisini
¢6zmenin ve onu degerlendirme siiresinin karmagikligini azaltir.

Gauss-Newton algoritmasi bir silindirin durumu igin degistirilir. Bu degisiklik sudur:

1) Her bir iterasyonun baslangicinda koordinat sistemi gevrilir. Bu yiizden eksen
tizerindeki nokta, koordinat sisteminin orijinidir.

2) Eksenin dogrultusu z- ekseni boyunca olacak sekilde koordinat sistemi
dondiiriiliir.
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> Doniis Kavram :

ZZ
u3
u's
'z vy
y
3 ¥
u]
u
2]
K 'I
X

Sekil 3.9. Doniis matrislerini nasil gelistirileceginin 6rnegi.

Yukaridaki sekli g6z oniine alalim. B = {ul,uz,u3}, yeni B = {ui,u'z,ué} tabanina

déndiiriilir. Burada Uy, Uy, U, ve U,,U,,U; birim vektorlerdir. U, U, ve U,

cos(6) —sin(0) 0
[ul']B =| sin(0) [u'z]B =| cos(0) [ug]B =0
0 0 1

olarak ifade edilebilir. Bu nedenle, B den B ye gegis matrisi

cos(d) -sin(@) O
P=|sin(d) cos(d) O
0 0 1

dirve B den B’ ye ge¢is matrisi

cos(@) sin(@) O
P =|—sin(d) cos(@) O
0 0 1

dir. Bu nedenle yeni (X,Y,z) koordinat sistemi,

X cos(d) sin(@d) O] x
y |=|-sin(@) cos(@) O}y
7 0 0 11|z

vasitasiyla eski (X, y, z) koordinatlarindan hesaplanabilir.
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> Parametreleme :

Bir silindir

1) onun ekseni iizerindeki bir (X, Y,,Z,) noktasiyla,
2) bir uzun ekseni isaret eden bir (a,b,c) vektorii ve

3) onun r yarigapiyla
belirlenebilir.

3.3. Son Dénemlerde Kuadratik Egrilerin ve Yiizeylerin En Kiiciik Kareler
Uyumu Uzerinde Yapilan Bazi Onemli Calismalar

3.3.1. Cemberlerin ve Elipslerin En Kiiciik Kareler Uyumu

Gander, Golub ve Strebel, 1994 yilinda gemberlerin ve elipslerin en kiigiik kareler
uyumu lizerine ¢aligma yapti. Verilen noktalara uzakliklarin karelerinin toplaminin
minimal oldugu elipslere ve ¢emberlere “en iyi uyum” veya “geometrik uyum”
olarak bagvurdular ve algoritmalara “geometrik™ dediler. En kii¢iik kareler anlaminda
F(x) =0 cebirsel denkleminin parametrelerini belirlemeyi “cebrik uyum” ile
gosterdiler ve algoritmalara “cebirsel” dediler. Lineer olmayan en kiiclik kareler
problemini ¢6zmek i¢in iinlii Gauss-Newton yontemini kullandilar.

[k olarak, a=0 ve Xx,beR? olmak iizere, diizlemde ¢cemberin bir
F(X)=axx+bx+c=0 (3.106)

cebirsel gosterimini ele aldilar. Cemberi uydurmak i¢in verilen veri noktalarindan a,
b ve ¢ katsayilarin1 hesapladilar. Bunun i¢in a=0 olmak tizere (3.106) denklemini

2
b, b, \_[b[" ¢

+—= |+ X +—= =" —— 3.107

(Xl 2a ' 2a) 4a® a ( )

denklemine dondstiirdiiler. (3.107) denkleminin sag yaninin pozitif olmasi sartiyla

2
b b, - [bl” ¢ .
z2=(2,2,)=| ——,—==% | merkezli, r=,/—— aricapli cember elde ettiler ve
(12)(2a 2aj 42 @ TUPNS

buna “cebrik uyum” adini verdiler.

diz = (HZ—XiH—r)Z uzakliklar kareler toplamint minimumlastirmak i¢in bir lineer

olmayan en kiiclik kareler problemini ¢6zmek icin Gauss-Newton yontemini
kullandilar. Uydurulan ¢embere “en iyi uyum (geometrik uyum)” adini verdiler.
Daha iyi anlasilmasi agisindan asagidaki 6 noktali veri noktalar1 kiimesi Ornegi
tizerinde uygulama yaptilar.
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Cizelge 3.6. 6 noktali veri noktalar1 kiimesi 6rnegi.

r|1 25793
y|7 6 8757

Cebrik uzakligi minimumlastirarak, r=3.0370 yarigaph ve 2z=(5.3794,7.2532)
merkezli kesik ¢izgili ¢cemberi elde ettiler. Cebrik ¢oziimden elde edilen degerlerle
iterasyonu baglatarak 11 Gauss-Newton adimindan sonra diizeltme vektoriiniin
normu 2.05E-6 buldular. z= (4.7398, 2.9835) merkezli ve r=4.7142 yarigaplt “en iyi
uyum ¢emberi” ni elde ettiler.

L

10 - e ey ST
: : P : :
: L, : N
. Ly, . %
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< T ""./ : :
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i i ~ i
4 R D
[ : |
1 : * : I
5k A e ‘
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5 N S o
2 0 2 4 6 8 10 12

Sekil 3.10. En lyi Uyuma Kars1 Cebrik Uyum.

En iy1 uyum
- — — = Cebrik uyum

Elipsler i¢in “cebrik uyum” u bulmak i¢in Bookstein kisitlamasi ile en kiigiik kareler
problemini ¢ozdiiler.
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do

Sekil 3.11. Oklid-Degisimsiz Algoritmalar.

M+M=1 kisitlamast
o A+ A =1 Kksitlamast

Cizelge 3.7. 8 noktal1 veri noktalar1 kiimesi 6rnegi.

[y 4

|

y |

=1 =
=J| =IJ
[uka I ]
=T L—__'_\,
| ] s

| b
o0
| om

Farkli koordinat sistemlerinin etkisini gostermek i¢in yukaridaki 8 noktali veri
kiimesi igin, ilk olarak (-6,-6) kadar ve sonra da (-4,4) kadar kaydirilan ve /4
kadar dondiiriilen, elips uyumunu hesapladilar (Elipsler, hiperboller ve paraboller
igin A7 +A2#0 oldugundan, Bookstein kisitlamasi bunlardan herhangi birini

uydurmak i¢in uygundur.).

!
=]

Sekil 3.12. Degisimsiz-olmayan cebrik algoritma.
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Uygun elipsler
Doniistimden sonra 6zgiin bir bicimde uydurulan elipsler

Jul=1ile cebrik uzakligi minimumlastirarak, z=(13.8251, -2.1099), a=29.6437,
b=1.8806 ve r=1.80 hata normlu kesik ¢izgili biiyiik puro seklindeki elipsi elde
ettiler. Uzakliklarin kareleri toplamini minimumlastirarak, z=(2.6996, 3.8160),
a=6.5187, b=3.0319 ve r=1.17 1i koyu ¢izgili elipsi elde ettiler. Lineer olmayan en
kiigiik kareler problemi i¢in baslangic degerlerini elde etmek igin en iyi ¢ember
uyumu ile elde edilen merkezi kullandilar. Jakobiyen b=a i¢in tekil oldugundan
b, =8, =r yaklasimi kullanilamadigindan, bir baslangi¢ degeri alarak by =r/2

yi kullandilar. Sekil 3.13 de gosterilen “en iyi elipsi” hesaplamak i¢in a, =0 ile 71

iterasyon adimina ihtiya¢ duydular.

Sekil 3.13. En Iyi Uyuma Kars1 Cebrik Uyum.

En iyi uyum
— — — — Cebrkuyum () = 1)

Bilinen birkag¢ lineer olmayan en kiigiik kareler algoritmasini yerine getirdiler ve
bunlarin karsilagtirmasini yaptilar.

Gauss-Newton (gauss)

Newton (newton)

Marquardt degisikligi ile Gauss-Newton (marq)
Degisken izdiistimii (varpro)

Ortogonal uzaklik regresyonu (odr)

a bk wn -

Algoritmalar asagidaki problemler i¢in her biri 8 noktadan ibaret olan 6rnek veri ile
test edilmistir.
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Cizelge 3.7 deki noktalarin 6zel kiimesi
Bir kare i¢ginde diizgiin dagilan veri

Bir ¢gember tizerindeki noktalar

a/b=2 ile bir elips tizerindeki noktalar
Hiperbol kolu tizerindeki noktalar

a s e

Cizelge 3.8, ilgili algoritma ve problem igin basarisizliklarin sayisint (1000 e gore)
gosterir; en kiiclik say1 iistlinde durulur. Eger algoritma 100 adimdan sonra sona

erdirmedi ise, yakinsama olmadigi kabul edilir ve bunun yerine bir <0 *“ gosterilir.

Cizelge 3.8. Cebirsel gemberin baslangi¢ parametreleri ile geometrik uyumu.

gauss | newton | marq | varpro odr
Ozel 146 85 468 1146 ©
Rasgele o o o 2427 o
Cember 22 22 22 36 7
Cember + 86 67 189 T17 69
Elips 30 37 67 143 41
Elips + 186 o 633 1977 103
Hiperbol 22 22 22 36 10
Hivberbol © ¢ g o o

s Bagarisi1zlik /1000 , minimmm belirtilir.

‘e’ Eger yakinsama yoksa

Cizelge 3.9. Cebirsel elipsin baslangi¢ parametreleri ile geometrik uyumu.

gauss | newton | marg varpro odr
Ozel 165 896 566 1506 ©
Rasgele o o o 2819 <
Cember 32 39 32 102 7
Cember + 76 63 145 574 66
Elips 22 22 22 112 7
Elips + 161 40 435 | 1870 74
Hiperbol © ° o 1747 ©
Hiperbol + o o o 2086 o

S Basarisizhik /1000 , minimum belirtilir.

‘o Eger vakinsama yoksa

Eger baslangi¢c parametreleri Bookstein algoritmasindan elde edildi ise, Cizelge 3.10
sonuclar1 gosterir. Cizelge 3.10, kesin (tam) konikler i¢in daha dogru baslangi¢ verisi
ile tiim algoritmalarin daha hizli yakinsadikarmi gosterir. Kaygili elips verisi i¢in,
¢ozlime yakin baslangic degerlerinden yararlanan newton algoritmasi her seyden
oncedir. Ayrica baslangi¢ yaklasimi olarak hizmet eden cebirsel yaklasim geometrik
¢oziimden tamamen farkli oldugundan, newton algoritmasinin 6zel veri i¢in dogru
¢Oziimii bulmadigina dikkat edelim.
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Kiiciik test serilerinden bulduklar1 genel sonuglar sunlardir:

Tiim algoritmalar basit cebirsel ¢oziime kiyasla (faktor 10-100) yasak edilecek
derecede masraflidir.

Eger problem iyi konumlanmis ve sonucun dogrulugu yiiksek olmali ise,
parametrelenmis algoritmaya uygulanan newton yontemi ¢ok daha etkindir.
Uyumu optimize eden basit bir genel amag olsa bile, odr algoritmasi genellikle
elips uydurma problemi icin yazilan algoritmalarla yarisma mahiyetindedir.
Ayrica yliksek derecede optimize eden bir odr yonteminin kullanilmadigi goz
oniinde bulundurulursa, ¢6ziimiin yontemi sasirtic1 derecede basit ve etkindir.
varpro algoritmast en pahali olarak goriiniir. Onun etkinliginin olmamasinin
nedenleri, cogu parametrelerin lineer olmamalari ve algoritmanin bu problem igin
0zel matris yapisini kullanmamasidir.

3.3.2. Kuadratik Egrilerin ve Yiizeylerin En Kiiciik Kareler Uyumu

Yakin ge¢miste Sturm ve Gargallo cesitli bi¢imlerde GGS (Gander, Golub ve
Strebel) nin yontemini degistirdi. Ozellikle onlar, 5 parametreli ayni kiime ile,
tim elips tipli (elipsler, hiperboller, paraboller) konikleri tanimlamaya imkan
veren bir projektif matrisi kullandilar.

1990 larin sonunda, bilgisayar goriintiisii uygulamalarinda, cebirsel uzakliklarin
minimumlastirildigini dile getiren ¢esitli uyum planlar1 gelistirildi. Chernov ve
Ma onlar1 yeniden gozden gegirdi.

2000 lerin baginda, geometrik uzakliklarinin minimumlastirilmas: ile ilgili Ahn
ve ortaklarma ait bagka bir yaklasim ¢ikti. Chernov ve Ma onun bir genel
bicimini ifade ettiler. GGS’nin 8 noktali veri 6rnegini kullanarak iki elips
uydurma problemini karsilastirdilar.

Cizelge 3.10. Iki elips uydurma yonteminin karsilastirmast.

Basarisizlik Oran1 | Ortalama Iterasyon | Iterasyon Basina Maliyet (Basarisizliklar)

Kapali

% 11 20 1640

GGS

% 26 60 1710
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Cizelge 3.11. Iki elips uydurma yonteminin karsilastirmasi (G: Geometrik parametreler,

K: Kepler parametreleri).

Baslangic Elipsleri
En lyi Cember Dogrudan Uyum Taubin Uyumu
Kapal1 (G) 16 17 17
Kapal1 (K) 14 16 16
GGS 50 54 54

3.3.2.1. Konikler Uzerine izdiisiim

Elipsler tizerine izdigiirmeye dikkat cekici bir yaklasim, 2004 de D. Eberly
tarafindan bulundu. Chernov ve Ma, Elberly’nin yontemini diger kuadratik egrilere
(elipsler, hiperboller, paraboller) ve yiizeylere (elipsoidler, hiperbolik parabolidler,
hiperbolidler, vs.) uyarladilar. Her bir durumda yakinsakligin bir teorik ispatini
ortaya koydular. Simdi bunu inceleyelim.

3.1. Yardima Teorem. (X,y) verilen bir nokta olsun ve (x,y) onun
P(x,y;®)=0 (bu takdirde x,y, ® ye baghdir) egrisi iizerine izdiisiimiinii

gostersin. g=X—X, h=y-y ve d*=g*+h* koyalim. Bu durumda,

P,P? - 9P, (PP, —P,P,)

Jo = , (3.108)
© P.(R?+P?)
P,P?+hP (PP, PP
h, = = X(ZX AR ) (3.109)
P,(P;+P})
ve
de __Tfo (3.110)

elde ederiz. Burada P,, P, P, swrasiyla P nin ®, X, y ye gore birinci

mertebeden kismi tiirevlerini ve P, ve P,y karsilik gelen ikinci mertebeden kismi

tiirevlerini gdsterir; tiim tiirevler (X,y) iz diisiim noktasinda alinir.

Ispat. (x—Xx,y—Yy) egriye ortogonaldir. Herhangi bir t skaleri icin
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g=x—Xx=tP ve h=y-y=tR, (3.111)
dir. Bu dogrudan dogruya
2 2 2 12/p2 2
d®=g"+h"=t(P’ +P,) (3.112)
oldugunu ortaya koyar.

Bunun ardindan, ® ya gore diferensiyeli kullaniriz. P(x,y;®)=0 ozdesligini
diferensiyelleme

X

P, =—PXe —P,Yo = (99, +hhy) /t (3.113)
bagntisin1 verir ve d? = g*+h? 6zdesligini diferensiyelleme
ddg = gge +hhy =tP, (3.114)

bagmtisint verir. Simdi (3.110), (3.114) ve (3.112) den gorilir. (3.111) in
diferensiyellenmesi

Jo =teP +tPe, hg =t®Py +th®
bagmtilarini verir. Bu iki denklemden t, y1 yok etme
9oP, —hoP, =—t(RP, —PR,Re) (3.115)

bagmtisini verir. (3.114) ve (3.115) 1 g, ve hy icin ¢dzerek (3.108) i ve (3.109) u
elde ederiz.

a) Elipsler :
Bir (u,v) noktasini onun kanonik koordinatlari cinsinden bir

2

2
%+Z—2—1:o (3.116)

elipsi tizerine izdiisiirmek yeterli olacaktur.

Gergekten, diger elipsler (3.116) kanonik formuna ¢evrilebilir ve dondiiriilebilir ve
bundan sonra izdiisiim noktasi orijinal elipse geri ¢evrilebilir ve dondiiriilebilir.

Simetri nedeniyle bunu u>0,v>0 g¢emberin ilk dortte birinde ¢alistirmak yeterli
olacaktir, bu takdirde (x,y) izdiisiim noktasi da birinci ¢eyrekte olacaktir, yani

x>0,y >0 olacaktir (Diger noktalar eksenler etrafinda birinci geyrege yansitilabilir
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ve bu takdirde izdiisiim noktas1 geriye yansitilabilir). Ayn1 zamanda U=0  veya
V=0 oldugu dejenere durumu hari¢ tutariz, onlar olduk¢a basittir ve ayr1 ayri ele
almabilir.

Simdi elips tlizerindeki (x,y) izdisiim noktasi (3.111) ortogonallik sartin1 saglar, bu

nedenle, herhangi bir reel t i¢in (elips igindeki noktalar icin t<O0 ve elips
disindaki noktalar i¢in t >0 olduguna dikkat edelim)

u—x=tx/a®> ve v-y=ty/b? (3.117)
dir. (3.117) den,

‘= a’u ve y= b?v
t+a’ t+b’

(3.118)

buluruz. x>0,y >0 oldugundan, t>-a® ve t>-b*> kisitlamasina sahibiz.
Algila geldigi iizere, a=b kabul ederek, bir tek t>-b* kisitlamasi elde ederiz.
(3.118) i (3.116) da yerine koyarak, bulmamiz gereken koke sahip olan (x,y), elips
tizerinde olmak zorunda oldugundan bir
Fp=—2Y OV (3.119)
(t+a2) (t+b2)

fonksiyonunu elde ederiz. (3.119) denklemini t ic¢in ¢ozdiiglimiizde, (3.118)
bagintisi vasitasiyla (X, y) izdiisiim noktasini hesaplayabiliriz.

lim F()=+o0 ve limF()=-1

t—>—b2+
dir. F nin tiirevlerini alarak,

: 2a’u®  2b%V°
O ) () S

ve

F'(t) = 6a2‘f4+ 6b2‘f4 (3.121)
(t+a ) (t+b )

oldugunu goriiriiz.

Boylece, (—b? ) araligi iizerinde F <0 ve F <0 dir, yani F monoton azalan
ve konkavdir; bkz Sekil 3.14. Bu nedenle, F(t,) >0 olmak iizere, herhangi bir t,

noktasinda baslayan Standart Newton Yontemi F nin bir tek kokiine
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yakinsayacaktir. F(t;) >0 (3.119) ile garanti edildiginden, Eberly t, =bv—b? ile

baslatmay1 onerir.

Chernov ve Ma,
t, =max {ay—a’,bv—b’} (3.122)

ile baglatmay1 daha yararl buldu. Bu takdirde, tiim uygulama durumlarinda Newton
yontemi 3-5 iterasyonda yakinsar ve 7-8 anlamli basamak ile kokii bulur.

Bu, dordiincii dereceden denklemi ¢6zmekten veya genel sezgiselleri kullanmaktan
ortalama olarak 2-3 defa daha hizlidir (Ahn ve ark., 2001; Ahn, 2004).

Fit)

ekil 3.14. t > —b? i¢in F(t) nin Bir Tipik Grafigi ve Newton Iterasyonlarinin Koke
p g

Dogru ilerlemesi.

b) Hiperboller :

Simdi bir hiperbol {izerine bir (u,v) noktasim izdiisiirelim. Yine, hiperbol onun

kanonik koordinatlari ile tanimlanabilir, yani

2 2
X—z—é—lzo (3.123)

Q

dir. Simetri nedeniyle, yontemi u>0,v >0 ile simnirlar, sonra da x>0,y >0 elde
ederiz. Simdi (3.111) ortogonallik sartlar

u—x=tx/a’> ve v—y=—ty/b? (3.124)

oldugunu gosterir ki buradan
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‘= a’u ve y= b?v
—t+b?

Ct+a’

(3.125)

oldugu goriiliir. x>0,y >0 oldugundan, —a® <t <b?® kisitlamalarini elde ederiz.
(3.125) i (3.123) de yerine koyarak, bulmamiz gereken koke sahip olan bir
2,2 2\,2
Fy=—2Y4 OV (3.126)
(t+a2) (—t+b2)

fonksiyonunu elde ederiz.

lim F(t)=+0 ve "ED F(t)=—o
t—>b—

t—>-a+

olduguna dikkat edelim. F nin tiirevlerini alarak

. 2a’u? 2b%v?
Y O, .

ve buradan her t e (-a? b?) i¢in F <0 oldugunu goriiriiz. Daha sonra,

. 6a’u’ 6b2v?
-0= (t+a2 )4 _(—t+b2)4 (3.128)

elde edilir.

Simdi F', +oo dan (yaklasik olarak —a® den), —oo a (yaklasik b? ye) azalir ve
monotondur (Ciinkii, kolayca dogrulanabilecegi gibi, F* <0 dir.). Bu nedenle F,
(—-a%,b?*) aralig1 i¢inde bir tek doniim noktasina, yani t, noktasina sahiptir (bkz.

Sekil 3.15). Sekil 3.15 de iki miimkiin durum gosterilir : (a) Doniim noktas1 X
ekseni yukarisinda bulunur, yani F(t.) >0 dir ve (b) déniim noktas1 x ekseninin

asagisinda bulunur. Déniim noktast F* =0 denklemini gizerek bulunur, bu nedenle

bfau —a*yb
Jau ++bv

dir. Simdi F(t.)1 hesaplayarak, (a) veya (b) durumunu belirleyebilir ve el altina

t.

aliriz. Standart Newton yontemi F(t)=0 1n kokiine yakinsayacaktir, fakat t,
baslama noktas1 akillica segilmelidir. (a) durumunda, F(t,) <0 ve (b) durumunda
F(t,) >0 olacak sekilde t, se¢gmemiz gerekir. (a) durumunda F nin bir negatif
oldugu degeri buluncaya kadar, k=1,2,.. igin t =b*—(b®>-t.)/2* noktalarm
deneyebiliriz. (b) durumunda F nin bir pozitif oldugu degeri buluncaya kadar,
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k=12,.. i¢in, t, =—a’+(t.+a”)/2" noktalarim1 deneyebiliriz. t,1 segmenin bu

yontemi nispeten masrafsizdir ve F nin tiirevlerini i¢germez. Bu; hiperboller i¢in
1zdiisiimiimiizli tamamlar.

Uygulamada bu, t, 1 daha dikkatle hazirlanmis bir secimi nedeniyle, elipsler igin

izdlistim algoritmasindan hemen hemen 1.5 kat daha uzun ¢alisir, bu nedenle bunun
hiz1 sezgisel olanina yakindir (Ahn ve ark., 2001; Ahn, 2004). Ancak, analizimize
gore 0, yakinsamayi garanti eder.

i Fit)

Fit
W b

(a)

/

Sekil 3.15. F(t) nin —a® <t <b”® Arahg Uzerindeki Tki Miimkiin Gériiniimii (Oklar

Newton lterasyonlarmin Kéke Dogru ilerlemelerini Gosterir).

c) Paraboller :

Simdi bir (u,v) noktasini bir parabol iizerine izdisiirelim. Yine, parabol onun
kanonik koordinatlar1 cinsinden tanimlanabilir. Yani, p>0 odaktan dogrultmana

uzaklik olmak tizere
y?—2px=0 (3.129)
denklemiyle tanimlanir.

Simetri nedeniyle yontemi V>0 a kisitlariz, bu takdirde yine y >0 elde ederiz.
Simdi (3.111) ortogonallik sartlar:

U-Xx=—ptve v-y=yt (3.130)
oldugunu ortaya koyar ki buradan

X=U+pt ve y:% (3.131)

dir.
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y >0 oldugundan t>-1 kisitlamasina sahip oluruz. (3.131) i (3.129) da yerine

koyarak, bulmamiz gereken koke sahip olan bir

2
F(t)= v —2pu-—2p4 (3.132)

(t +1)2

fonksiyonunu elde ederiz.

lim Ft)=+00 ve  limF(t)=—o

t—>—1+ t—oowo

olduguna dikkat edelim.

2v? ve F(t)= 6v?
(t+1)3 (t+1)4

Bu nedenle, (-1,0) araligi iizerinde F <0 ve F >0 elde ederiz, yani F

F nin tiirevlerini alarak, F'(t) = - oldugunu goriiriiz.

monoton azalandir ve konkavdir. Simdi F(t,) >0 olmak iizere, herhangi bir t, ile

baglayan Standart Newton yontemi F nin bir tek kokiine yakinsayacaktir. F nin
pozitif oldugu bir degeri buluncaya kadar, k =1,2,... i¢in t, =—1+2 noktalarm

deneyebiliriz.
3.3.2.2. Kuadratikler Uzerine Izdiisiim

Burada, 6zel bir (u,v,w) noktasinin gesitli tiplerden kuadratik yiizeyler {izerine

izdlistimiinii belirleriz.

a) Elipsoidler :

a>b>c>0 elipsoidin yan eksenleri olmak {izere, kanonik koordinatlari ile
tanimlanan bir elipsoid asagidaki gibidir.

2
X_+Y_2+Z__1:o (3.133)

2 2
2 2

QD
O
(@}

(Diger elipsoidler durumu (3.133) kanonik formuna c¢evrilebilir ve dondiiriilebilir ve
bu takdirde izdiisiim noktas1 orijinal elipsoide geri gevrilebilir ve dondiiriilebilir).
Simetri  nedeniyle, u>0, v>0, w>0 a kisitlar, bundan sonra yine

x>0, y>0, z>0 elde ederiz.

Simdi ortogonallik sart1, herhangi bir t skalar1 i¢in
u-x=tx/a?, v—y=ty/b?, w—z=tz/c? (3.134)

oldugunu ortaya koyar ki, buradan
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‘= a’u y= b?v L c’w
t+a?’ t+b?’  t+c?

(3.135)

2

elde edilir. x,y,z>0 oldugundan, t>max {—az, —b?, —Cz} =—¢® kisitlamasini

elde ederiz. (3.135) i (3.133) de yerine koyarak, bulmamiz gereken kdke sahip olan
bir
2.2 2,2 20,2
Fy——24 bV ow (3.136)
(t+a2) (t+b2) (t+c2)

fonksiyonunu elde ederiz.

lim F(t)=+ ve !imF(t):—l

t>—c?+
olduguna dikkat edelim.

F nin tiirevlerini alarak,

. 2a%u? 2b?v? 2¢2w?
F'(t)=— _ — 3.137
® (t+a2)3 (t+b2)3 (t+cz)3 ( )

ve

6a’u’ 6bv? 6c’w?
4 + 4 + 4
(t+a2) (t+b2) (t+02)

F'(t) = (3.138)

oldugunu goriiriiz.

Bu nedenle, (—c*,0) araligi iizerinde F <0 ve F'>0 elde ederiz, yani,

yukarida Sekil 3.14 deki gibi, F monoton azalan ve konkavdir. Bu nedenle,
F(t,) >0 olmak iizere herhangi bir t, da baslayan standart Newton yontemi F nin
bir tek kokiine yakinsayacaktir ve

t, =max{au—a’, bv—-b’, cw—c?}
seceriz (Kanatani, 2008).

b) Hiperbolik Parabolidler :

Simdi bir (u,v,w) noktasini onun kanonik koordinatlar1 cinsinden
2 2
X—2—§—z=o (3.139)

QD
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olarak tanimlanan hiperbolik paraboloid (semer) {izerine izdiisiirelim.

Simetri nedeniyle, yontemi u >0, v>0 ile sinirlariz, bu durumda da x>0, y>0

elde ederiz. Simdi ortogonallik sartlar1, herhangi bir t skalari i¢in,
u-x=tx/a*, v—y=—-ty/b®>, w—z=-t/2 (3.140)
oldugunu ve buradan,

a’u b2v

X=—"
t+a’ y

t
=—, I=W+— 3.141
~t+b’ 2 ( )
olacagini ortaya koyar. x,y >0 oldugundan, —a® <t<b?® kisitlamalarina sahip

oluruz. (3.141) i (3.139) da yerine koyarak, bulmamiz gereken koke sahip olan bir

2,,2 2,2
F-—2Y bV L (3.142)
(t+a2) (—t+b2) 2

fonksiyonunu elde ederiz.

lim F(t)=+00 ve lim F(t)=—0
2 t—b?-

to>—-a+

olduguna dikkat edelim. F nin tiirevlerini alarak

: 2a%u? 20> 1
SO e Gy 2 o149

elde edilir. Buradan da her te(—az,bz) icin F' <0 oldugunu goriiriiz. Bundan

sonraki tiirevi

. 6a’u? 6b2v?
F(t)= ) o) (3.144)

dur.

Simdi F', +oo dan (—a® yakimindan) —o a (b? yakinina) azalir ve monotondur

(¢iinkii, kolayca dogrulanacag gibi, F* <0 dir). Bu nedenle F, (—az,bz) araligl

icinde bir tek t. déniim noktasmna sahiptir. ileriki analizimiz &nceki kistmdaki

hiperboller icin yapilani tekrarlardir.
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¢) Hiperboloidler :

Simdi bir (u,v,w) noktasini a>b olmak {lizere, onun kanonik koordinatlar
cinsinden
X

2 2 2
—2+;’—2—Z—2—1=0 (3.145)

QD
o

olarak tanimlanan bir hiperboloid (bir ¢arsaf) iizerine izdiislirelim. Simetriden dolay1
yontemi u>0, v>0, w>0 akisitlariz, bundan sonrada x>0, y>0, z>0 elde

ederiz. Ortogonallik sartlar1 simdi herhangi bir t skalar1 i¢in
u-x=tx/a’*, v—y=ty/b’, w—z=-tz/c’ (3.146)
oldugunu ortaya koyar ki buradan,

a’u b2v c’w
X = , Y= , 2= 3.147
t+a? y t+b? —t+c? ( )

dir. x,y,z>0 oldugundan, —b® <t <c?® sinirlarina sahip oluruz. (3.147) yi (3.145)
de yerine koyarak, bulmamiz gereken koke sahip olan bir
2,2 2,,2 25,2
F(t)=— >+ bv == cw ~-1 (3.148)
(t+a2) (t+b2) (—t+cz)

fonksiyonunu elde ederiz.

lim F(t)=+0 ve lim F(t)=-x
t—>c -

t—>—b?+
olduguna dikkat edelim. F nin tlirevlerini alarak,

: 2a’u? 2b?v? 2c*w?
E(t) = — _ _ 3.149
® (t+a2)3 (t+b2)3 (—t+c2)3 ( )

oldugunu, buradan da her te(—bz,cz) igin  F <0 oldugunu goriiriiz. Bundan

sonraki tiirev

6a’u’ 6b2v? 6cw?
2\4 + N 2\*
(t+a ) (t+b ) (—t+c )

F'(t) = (3.150)

dir.
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Onceden oldugu gibi, yine F', +o dan (—b? yakmindan) —o0 a (c? yakinma)
azalir ve monotondur (¢iinkii, kolayca dogrulanacagi gibi, F* <0 dir). Bu nedenle,
F, (—bz,cz) icinde bir tek t. doniim noktasina sahiptir. Onun grafigi Sekil 3.15 de

gosterildigi gibidir.

Ancak simdi, Sekil 3.15 nin (a) veya (b) kisminda elde ettigimiz durumu belirlemek
kolay degildir. Bununla beraber, hiperboller durumunda tanimlanan iki iteratif
yontemden biri (yani, biri soldan digeri sagdan c¢alisan Newton ydntemi)
calismalidir.

Bu nedenle, sadece bu iki yontemden biri rasgele secilebilir ve bunun yakinsama

umudu sonra gelir. Eger bu basarisiz ise, yani, eger bir iterasyon (—bz,cz) disina

diiserse, bu takdirde, diger yonteme gegcilir ve o kesin olarak yakinsar.

Ters tarafindan baslasak bile, Newton iterasyonunun dogru tarafa diisebildigine ve
yakimsadigina dikkat edelim. Iki taraftan birini rasgele dogru olarak se¢gmenin 50%
sans1 var oldugu gibi, halihazirdaki izdiistim yontemi oncekinden, ortalama olarak
belki 1.5 kat civarinda daha yavastir. Analizin, hala yontemin tim durumlarinda
dogru izdiisiim noktasina yakinsadigi garanti edilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. Lineer Modellerde Lineer Kisitlamalar Altinda Parametre Tahminleri ve
Hipotez Testleri

(3.29) modelinde parametrelerinin tahmini ve bircok hipotezin testi, B parametre
vektorii tizerine lineer kisitlamalar koyarak da yapilir. Bu kisitlamalar, R

bilinenlerin bir mx p matrisi, rank(R,,,)=m ve r bilinenlerin bir mx1 vektori

olmak iizere, birtakim R sinirlama matrisleri i¢in katsayilar {izerine koyulan m -

sayida
REA=r (4.1)
bicimindeki kesin lineer esitlik,
RE+v=r (4.2)
bi¢imindeki stokastik lineer esitlik veya
RB>r (4.3)

bi¢imindeki lineer esitsizlik kisitlamalaridir.
4.1.1. Lineer Modellerde Kesin Lineer Esitlik Kisitlamalar:
(4.1) kesin lineer esitlik kisitlamasinin bazi 6rnekleri asagidaki gibidir.

1. p=6 olmak iizere, eger

ﬂ2:ﬂ4
Bst2B,+ B =1

gibi iki kisitlama varsa, bu takdirde,
0 010 -100

r = 1R =
1 001 2 10

2.Eger p=3 ise, B, =3 oldugunu farz edersek, bu takdirde,

dir.

r=[3], R=[0 1 0]
dir.

3.Eger p=3 ve B :B,:p,::ab:b:1 oldugunu farz edersek, bu takdirde,
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r=|0|,R=|0 1 -b
0 1 0 -ab
dir.

,3 =(XX)™" Xy alisilmus en kiigiik kareler tahmin edicisi 6n bilgi kullanmaz. O,
R # r anlaminda kisitlamalara uymaz. Bu nedenle sorun, # nin gelistirilen

tahmin edicisini bulmada 6rneklem bilgisi ve 6n bilgiyi birlikte nasil
kullanacagimizdar.

4.1.1.1. Lineer Esitlik Kisitlamalar: Altinda £ nin En Kiiciik Kareler Tahmini

Kisitlanmis en kiigiik kareler tahmini, asagidaki amag fonksiyonunu
ge=(y—XB) (y—Xp) (4.4)

(4.1) kisitlamasi altinda minimumlagtirarak elde edilir. Bu durumda, 7»'1 Lagrange

carpanlarinin bir mx1 vektorii olmak iizere,
3, =YY -2BXy+BXXB-M(r-Rp) (4.5)
Lagrange fonksiyonunu olustururuz.

a ve b vektorler ve A uygun bir sekilde tanimlanan bir matris olmak tizere,

o(a Aa)

& (A+A)a, (A simetrik oldugunda, =2Aa)

ve

o(ab) b

~ (4.6)

oldugu sonucunu kullanarak, (4.5) Lagrange fonksiyonunu B ya ve A, e gore

diferensiyelleme

—2Xy+2XXB+RA, =0

RB—1 =0 (4.7)
sartlarini verir.
Simdi, (4.7) ifadesindeki birinci bagintiy1 R(X'X)™ ile 6nden garpma
2R(X X)Xy +2RB+R(XX)'RA, =0 (4.8)
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bagmtisii verir. R(X'X)™R’ matrisi pozitif tanimli oldugundan, B =(XX)*Xy
alisilmis en kiiciik kareler (kisitlanmamig) tahmin edicisini kullanarak,
—2R(XX)*Xy+2RB+R(XX)"'RA,=0
= R(XX)"RA, =2R(XX)'Xy-2RA
=2RB-2RpB (4.9)
=%, =(RXX)'R) " (2RA-2Rp)
=2(RXX)'R)" (r-RrA)

bagmtisini elde ederiz. A, in bu degerini (4.7) ifadesindeki birinci bagintida yerine

koyarak, # nin kisitlanmis en kiigiik kareler tahmin edicisi ,éc icin agagidaki denk
ifadeleri elde ederiz:

B.=B+(XX) 'R (R(X'X)*R')’l(r ~Rf). (4.10a)
B.=B-(XX)'R (R(XX)'R) " (RE-). (4.10b)

A~

PB. kisitlanmis en kiiciik kareler tahmin edicisi (4.1) bagintisini saglar. Gergekten de,
RB. R [m (XX) R (ROKX)R) (1 - Rﬁ)}
=RA+R(XX) 'R (RXX)'R) (r-RA)=RA+r-RA=r
dir. ,éc nin yansizligina gelince:

() - EA)+E[ 000 R (RO 'R ) (r-RA)
- ﬁ+[(X'X)‘1R' (REXX)R) " (r- RE(B))}

- ,BJ{(X'X)1R'(R(X'X)1R')l(r—Rﬂ)J (4.11)
(eger (4.1) kisitlamas1 dogruysa)
-5

oldugundan, ,éc kisitlanmis en kiigiik kareler tahmin edicisi £ icin bir yansiz

tahmin edicidir. Bc nin varyans-kovaryans matrisine gelince:
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Var(B,)=E[ (8.~ A)(B.~B) |
E(B. - B)(B. - B) = E| M (X X)Xz X(XX) (M*) |
=|v|°(x'X)-lx'E(gg')X(x'X)-l(MC)' )
= M°(XX) " Xa’ 1 X(XX)*(M°)
= oM (X X)X X(XX)E (M€)
= oM (XX) 7 (M°)

elde ederiz.

Burada M° =[I —(X'X)*lR'(R(X'X)*lR')f1 R} matrisi idempotent fakat simetrik
degildir. Gergekten

-1

M°MC:[I—(X'X)lR'(R(X'X)lR') R}[I—(X'X)1R'(R(X'X)1R')1R}
= 1-(XX) R (RXX)'R) R-(XX)*R (RXX)'R) R
+(XX) R (RXX) R ) RIXX) R (RIXX)R) "R (4.13)
= 1-2(XX)"R (R(XX) 'R ) R+(XX) 'R (R(XX)*R ) 'R
= 1-(XX)*R (RXX)'R) R
oldugundan, M° idempotenttir. Transpoz alarak simetrik olmadigi gorillir. Ayni

zamanda Var(,éc) icin asagidaki denk ifadeyi de yazabiliriz:
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Var(B az(M“) ( )

=¢" [l XX) 1R')’1 R}(XX)*[I —R'(R(x'X)'lR')’1 R(X'X)‘l}
(XX 1
-6’ (XX) ‘R(RXX)'RY) R(XX)‘l}

ot (XX)'R (R(XX)lR')_lR(XX)l}

+0? _(x'X)*R'(R(x'X)*R‘)’1 R(x'X)lR(R(x‘X)lR’)lR(XX)l}
. -(XX)‘l—2(X'X)‘1R'(R(X'X)‘1R')1R(XX)‘1+(X'X)‘1R(R(X’X)‘lR')lR(XX)‘l}
i _(XX)1—(X’X)1R'(R(X'X)1R')_1R(X'X)1}

=/ 1-(XX) 'R (RXX) 'R R}(XX)‘l
="M (XX)™. (4.14)
(4.15) bagintisin1 asagidaki gibi de yazabiliriz:

Var(8,)=o? [(x'xyl ~(XX) 'R (RXX) 'R ) R(x'xyl]

(4.15)
=2 (XX) -2 (XX) R (R(XX) 'R ) "R(XX) .
Ayrica B icin
E(B)=(XX)'XE(y)=(XX)'XXB =4, (4.16)
yani, # nin B icin yansiz oldugunu ve
Var(f) = (x'X)-lx'\ﬂ@ X(XX) ! =a?(XX)™ (4.17)

ol
oldugunu goriiriiz.

Boylece, kisitlanmis en kii¢lik kareler tahmin edicisinin varyansi, alisilmis en kiigiik
kareler tahmin edicisinin varyansindan bir pozitif yar1 tanimli matris kadar eksiktir.

Yani, Var(B) = Var(,éc) oldugu, bu nedenle ,éc nin; kovaryans matrislerinin kriteri

veya o’ nin biliniyor olmasi sart1 ile Loewner siralamasi altinda B dan daha etkin
oldugu ispatlanmig olur (Chow, 1960; Fisher, 1970).
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41.1.2. BC y1 Elde Etmek icin Bir Baska Yontem

Simdi burada ,éc y1 elde etmek icin bagka bir yontemi ortaya koyacagiz. Bunun igin

asagidaki tanim ve teoremi verelim.

Kisitlanmis Parametre Uzayi :

Simdi bir (4.1) lineer denklemler sistemiyle sinirlanmis parametre uzayina sahip
lineer modeli tekrar goz ontine alalim. Bu incelemeyi hem tahmin edilebilir hem de
tahmin edilemez kisitlamalar1 gz Oniine almak suretiyle yapacagiz. Kisitlamalarin
tahmin edilebilirlige nasil etki edecegi ve bu kisitlamaya bagli hata Kkareler
toplaminin nasil minimum yapilacag ile ilgilenecegiz.

B RB =r tutarh lineer denklemler sistemini saglamak iizere, f i¢in parametre
uzaymm, RP nin  bir T alt kimesine, yani T={B:RB=r}
ya kisitlandigi, beklenen degeri XA olan y yi gozleriz.

R matrisinin tam rankli mx p oldugunda israr edecegiz; aksi takdirde gereksiz

denklemlere sahip olacagiz, fakat denklemlerin tutarli olmalarini garantilemek igin
r e C(R) olmasi yeterlidir.

Tamm 4.1. A S fonksiyonunun kisitlanmis modelde tahmin edilebilir olmasi igin
gerek ve yeter sart RA =r denklemini saglayan her g icin E(c+ay)=Af olacak

sekilde bir ¢ skalar1 ve bir a (nx1) vektoriiniin mevcut olmasidir.

Her B igin E(c+ay)=A B olmak iizere, eger 1 B kisitlanmamis modelde tahmin

edilebilseydi, # T alt kiimesine kisitlandig1 icin A f nin tahmin edilebilir olmas1
gerektigine dikkat edelim.

Sonuc 4.1. Kesin esitlik kisitlamali modelde, (c+ay) nin A B igin yansiz olmasi

icin & A=Xa+Rd ve c=dr olacak sekilde d nin mevcut olmasidir.

Ispat. (=)Eger RB =r denklemini saglayan her B icin E(c+ay)=A8 ise, bu
takdirde bu denklemlere tiim ¢6zlimleri- yani T daki tim £ lari-z keyfi bir vektor

olmak iizere B =R'r+ (I - R+R)Z bigiminde veririz. Z=0 oldugunda, B.=R'r,

[ ———
=W

T da 6zel bir ¢oziimdiir. Bu durumda,

C(I-R'R)=C(W)={w:w=Wt, teR’}

olarak alalim. Burada, Rw = RWt = R(I — R*R)t =Rt-Rt=0=weN(R) dir.
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y e N(R) olsun. Bu takdirde,

Ry=0=y=R'0+(I-R'R)t,=(I-R'R)t,, t, €RP bigimindedir. Yani,
y € C(W) dir. Bu nedenle N(R)=C(W)dir.

Bu durumda her z i¢in

E(c+ay)=c+a E(y)=c+aX(B. +Wz)=1 (B. + Wz) (4.18)
-Xp A -5
bagintisini elde ederiz. Simdi asagidaki faydali teoremi verelim.

Teorem 4.1. A bir mxn matris ve b bir nx1 sabit vektdr olsun. Eger her X € R"
icin Ax+b =0 ise, bu takdirde A=0 ve b=0 dir (Monahan, 2008, Sonug A.8).

(4.18) bagintis1 agsagidaki bigimde diizenlenebilir:

(A -axX)Wz+1 B -aXB -c=0, (4.19)
— = S

Simdi Teorem 4.1. e gore (ﬂ' —a'X)W =0 veya (A-Xa)W=0 ya da
W (A—Xa) =0 yazilir. Bu nedenle, (1—Xa)e N(W) diir.

W bir simetrik-idempotent bir matris oldugundan, N(W)=N(W) dir.
W=(1-R'R)=W =(I-R'R)

teN(W)=(1-R'R)t=0=>t=R'Rt=R' R"t=teC(R)

= (1-Xa)e N(W)=C(R)
dir.

A-Xa=Rd=A1=Xa+Rdve c+aXf= A pB=aXB+dRB=c=dr

=aX+dR —r
olacak sekilde bir d vektorii mevcuttur.

(<) RB =r denklemini saglayan her B icin A=Xa+Rd ve c=dr olacak
sekilde d mevcut olsun.

Buradan,
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A =aX+dR= 1B =aXB+dRB=aXB=18-dRA

E(c+ay)= c + aXp :d'r+/1'ﬂ—d'R,3:A'ﬂ+d'£r—RﬂJ

=dr  _;1'p-dRg

=B
dir. Yani (c+ay), A B i¢in yansizdir (Monahan, 2008).

RB =r kisitlamasi ve rank(R, ., )=m<p sarti aluinda, R nin R" = R(RR)™

Moore-Penrose genellestirilmis tersini (R™ tektir.) kullanarak (4.1) lineer denklemler
sisteminden

B =R'r+(1-R'R)h, heR’ (4.20)

¢oziimiinii elde ederizz. Burada heRP keyfi bir vektérdir ve
RR*=RR'(RR)™ =1 dir. Simdi optimum heR" degerini arayalim ve buna h
diyelim. B~ degerini (3.29) modelinde yerine koyarak,

y—XRr=X(I-R'R)h+¢ (4.21)
—o =y

bagintisini elde ederiz. Bu takdirde y nin ¥ en kiigiik kareler tahmin edicisi,

XXy =X @ normal denklemi saglar. Buradan
A " ' -1 ' Ay
7=(-R'R)h=(XX) X (y-XR'r)=B-R'r (4.22)

oldugu gortiliir. (4.22) denkleminin h i¢in ¢oziimiinden

h=(l- R*R)(x'x)'1 X(y XR*r)J{I —(1-R*R)" (1 - R?)}C

=(1-R*R)

=(I- R*R)(x'x)’1 X (y- XR*r){l —(1- R*R)}“ (4.23)

=(I-R'R)(XX) X (y-XR'r)+R'R¢
elde edilir. Burada ¢ € R" keyfi bir vektordiir.

(4.20) bagintisinda h yerine h koyarak ,éc y1 elde ederiz. Buna gore,
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B.=R'r+(l-
=R'r+(I-R'R)

=Rr+(1-R"R)(X

=R'r+(1-R'R)(f -

RR){(I -

XX

=Rr+(1-R'R)A

olur.

X(

TX (Y= XR'r)+ R+R§}

r)+(| -R'R)R'R¢

-0

x(y XR'r)
)

(4.24)

_ ) ) _ ) -1
Eger R yerine (X'X)lR[R(XX)lRJ i kullanirsak, bu takdirde bu

genellestirilmis ters, Moore-Penrose genellestirilmis tersin ilk ii¢ 6zelligini saglar,

yani,

()RR'R=R, (i) R'RR" =R" ve (iii) (RR") =RR" dur.

_ ) : _ ) -1
Bu nedenle R* yerine (XX) R [R(X X) lR} Moore-Penrose tersini

kullanirsak,

B, =[(x'x)'l R [R(X'X)_l R'T]h{I —((x'x)'1 R
B.=f +((x'x)’l R

po=h-{(xx)'R

R(XX) R

R(XX)'R

11

-1

(R )

(4.253)

(4.25b)

oldugunu goriiriiz. (4.25a) ve (4.25b) bagintilarinin (4.10a) ve (4.10b) bagintilarinin
aynist oldugu goriliir. Yine, (4.24), (4.25a) veya (4.25b) deki tahmin ediciler (4.1)

denklemini, yani, R# =r vyi saglar.

(4.24) de verilen ﬁc yansizdir, gergekten

E(8.)=R'r+(1-R'R)E(B)

-p

=R'r+B-R'RB

dir. Eger kisitlama saglanirsa,
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E(B,)=Rr+B-R'RB=p

yani, ,éc nin A nin bir yansiz tahmin edicisi oldugu goriiliir.

(4.24) deki kisitlanmis en kiiciik kareler tahmin edicisinin varyans-kovaryansina
gelince,

Var(4)=o*(1-RR)(XX] (1-R"R)

GZ(XX R(XX) )(l RR|

UZ(XX) ( (xx) RR-R'R(XX] +R*R(x'x)‘1R*R
Taap
Var(ﬁ)—Var(ﬁc):az((XX)1R*R+R+R(X'X)1—R*R(X'X)1R+R)

) (4.26)

bagmtismi  elde  ederiz. A = ((X'X)_l R'R+R'R(XX) -R'R(XX)" R*R)
diyelim. T parametre uzayindan z € C(R') =N(I - R+R) =N(I - R'R'J’) vektorinii

secelim. Z=Rt,teR™ ve z e R" olacaktir. O halde, her ze R" icin

7Az=tR [(Xx)_l R'R+R'R(XX) -R'R(XX)" R*R} R',

=t|R(XX) R'RR +RR’ R(xx) R'—RR*R(x'x)‘lR*R R [t

ﬂj_ =R i’ﬁj‘_ (4.27)
-R’ =R

~t[R(XX)"R+R(XX) 'R =R(XX)" R}t

=t|R(XX)" R}t

dir. Burada  rank(X,,)=p oldugundan, (XX), (XX) ve R(XX) R

matrisleri pozitif tanimlhidir.

Boylece, ﬁc kisitlanmis en kiiciik kareler tahmin edicisinin varyansi, ,3 alisilmis en
kiictik kareler tahmin edicisinin varyansindan bir pozitif tanimli matris kadar eksiktir.

Yani, Var(B) = Var(ﬁ’c) oldugu, bu nedenle ﬁc nin; kovaryans matrislerinin kriteri

veya o nin biliniyor olmasi sart1 ile Loewner siralamasi altinda B dan daha etkin

oldugu ispatlanmais olur.
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-1

B . . ' -1
Bu arada R" :(X'X) 'R [R(X X) R} aldigimizda, R* in Moore-Penrose un

sadece dordiincii Ozelligini saglamadigini ve bu durumda ortaya koydugumuz
yontemle elde ettigimiz ,éc nin (4.10a) veya (4.10b) ile verilen kisitlanmig en kiiciik
kareler tahmin edicisine denk oldugunu daha 6nce belirtmistik. (4.24) bagintisini
soldan XX ile ¢arpalim.
XXB, =XXRr+XX(I1-R'R) S
—

=XXRr+XXy=XXR'r+Xw

=XXRr+X (y-XR'r) (4.28)
= XXR'r+Xy-XXR'r
= le

olur. Bu bagmtiyi soldan (1-R*R) ile ¢arparak
gintiy.

(I-R'R)XXB, =(1-R'R) Xy (4.29a)
veya
(1 —R*R)(x'x,éc—x'y)zo (4.29b)

elde ederiz. Buradan (x'xﬁc - x'y) e N(1-R'R) oldugu yani,

(x'xﬁc -x'y) eC(R) veya (XX)A, = Xy+R& oldugu goriiliir. Bu nedenle §,
tektir.

Simdi Var ( B -B ) y1 hesaplayalim:
E(B) =p ve
B-B=(XX)"Xy-B=(XX)'X(XB+&)-B=(XX)"Xe (4.30)

oldugundan,
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gg] X(X'X)™* (4.31)

dur. Var(ﬁc—ﬁ) (B,—B) vya gelince; bu durumda (4.25a) dan

B.-B=XX)'"R[RXX)'R] (r-RB) ve E(B,

Buna gore,

‘%>

~B)=0 oldugu gorilir.

Var(ﬂc—ﬁ):E[(X'X)lR'[R(XX) RT (r-RAr-RA[RXX)'R] R(X'X)l}
=:(X'X)‘1R'[R(XX) R ][R -RA ROXX)R ] R(X'X)‘l}

[ (XX)'R [R(x‘xleTVar[(r - Rﬁ)}[R(X'X)*R’]’1 R(XX)™ (4.32)
=GZ[R(X'><)*1R}

_ {(x'X)1R'[R(X'X)1R'T[R(X’X)1R}[R(X'X)1R']l R(x'X)l]
=o' (XX)"R[RXXX) 'R RXX)*

dir.

4.1.1.3. f mn Kisitlanmis En Cok Olabilirlik Tahmini

o’ lizerinde kisitlama olmadiginda, F min kisitlanmig tahmin edicisinin bir

fonksiyonu olarak o nin bir tahmin edicisini elde etmek i¢in (3.17) bagmtisin1 o
ye gore diferensiyelleyebiliriz. Bunu yaparak,

Bl ni1 1(1Y . .
Py :—5?4'5(?] (y-XB.) (y—-XB,)=0

GE =2 (y=XBY (- XB.)

(4.33)

bagmtisini elde ederiz. Burada B, kisitlanmis en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir.
Simdi o icin elde edilen &,° tahmin edicisini (3.17) log olabilirlik denkleminde

yerine koyalim ve
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(=inL=-"In ZR—EInaz—(y_xﬂz) (y=Xp)
(o}

n

:—EInZR—EIH[ (y=XA.) (y - X,B)} {(y‘xﬁc)(y‘xﬁc) (4.34)

1(y—></?c)'(y—></?c>}

:—EInZn——In{ (y- X,B)(y X,B)}——

bagmtisini elde etmek i¢in sadelestirelim. Simdi asagidaki ifadeye dikkat edelim:

n n,|1 P - n
In L:—EII‘I 2TC—§|n|:E(y—Xﬂc) (y—XﬂC):l—E

n (4.35)
i ~ ~ |2 -0
= L=@n) | T XY (XA e
Kisitlanmig tahmin ediciyi tanimlayan maksimumlastirma problemi
RB, =r (4.36)
altinda
m%xC——EInZ ——In{ (y-XB.) (y- X,B)} (4.37)

olarak ifade edilebilir.

Belli ki, bu olabilirlik fonksiyonunu, (y—Xg,)(y—Xp.) hata kareler toplamini
minimumlastirmak suretiyle maksimumlastiririz. Kisitlamaya bagli olarak bunu

maksimumlagtirmak i¢in, 7\.'2 Lagrange c¢arpanlarinin bir mx1l vektorii olmak tizere,
=YY =28, Xy+BXXB, ~1,(r—RB) (4.38)
Lagrange fonksiyonunu olustururuz.

B. ve A, ya gore diferensiyelleme

—2Xy+2X'XB, +RA, =0

4.39
RB.-r=0 (4.39)

sartlarini verir.

Simdi,
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2R(XX)*Xy+2RB. +R(XX)*RA, =0 (4.40)

bagmtisin1 elde etmek igin (4.39) daki birinci bagintiy1 R(XX)™ ile &nden
carpalim.

R(X'X)™R' >0 matrisi pozitif tanimli oldugundan, 8 = (X' X)Xy yi1 kullanarak

—2R(XX) Xy +2RB+R(XX) 'R, =0
= R(XX) R, =2R(X X)Xy - 2R
=2RB-2Rp (4.41)
—A, =(R(x‘X)-1R')’1(2R/§—2Rﬂ)
_ —2(R(x‘xle')’l(r— RA)
elde ederiz.

A, nin bu degerini (4.39) daki birinci bagintida yerine koyarsak, f# mnin kisitlanmis
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi asagidaki gibi elde edilir:

B, =B+(XX)'R (R(x'X)-lR')‘l(r ~RA), (4.42a)
B, =B—(XX)'R (R(X'X)’lR')&(RﬂA’—r). (4.42b)
(4.42a) ve (4.42D) ifadeleri denktir.

Boylece, modelde normal dagilan hatalar ile, g, = ,éc ve Var(B,) =Var(ﬁc) oldugu
goriiliir. Bu nedenle, Var(B,) <Var(f) esitsizligini de elde ederiz.

(4.10a), (4.10b), (4.42a) ve (4.42b) ifadeleri asagidaki gibi yararli bigimde yeniden
yazilabilir:

(XX)(B. - B) = (XX)(B.- B) =R (R(XX)'R) " (r-RB). (4.43)
(4.42a) bagmtisindan
B.— B =(XX) "R (RXX)*R) " (r- RA) (4.44)

elde ederiz. Bu nedenle,

~ AL

(B.-B) =(r- R,é)' (RXX)'R) " RXX)™ (4.45)
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ve
(B.~B) (XX)=(r-RB) (R(XX)'R) "R (4.46)

ifadelerini elde ederiz. (4.44) i ve (4.46) y1 kullanarak,

-1 -1

(B.- BY (XX)(B,- B)=(r-RB) (RXXX)'R) RIXX)"R (RXX)'R) " (r-RA) wa
=(r-RB) (RXX)*R)"(r-RA)
veya
(B.~B) (XX)(B,~ B =(r-RB) (RXX)'R) ' (r-RA)  (4.48)
oldugu gortiliir.

(4.42a) denkleminin her iki yanim1 X ile ¢arparak ve sonra da her iki yanin1 y den

cikararak (4.42a) denklemini baska bir yararli bigimde yeniden diizenleyebiliriz.
Bunu yaparak,

XB, = XA+ X(XX) 'R (ROXX)'R) (r-RA)
=y -Xf, =y-XB-X(XX) 'R (RXX)'R) " (r-RA)  (449)

= e, =e-X(XX)'R'(RXX)'R)" (r-RA)

bagintisin1 elde ederiz. Burada e, kisitlanmis regresyondan tahmin edilen hatadir.

Kisitlanmis regresyondan tahmin edilen hatalarin kareleri toplami olan ele, yi goz

Oniine alalim.e =y — X,é kisitlanmamis modelden tahmin edilen hata vektorii olmak

uzere,

-1 -1

e, :(e' —(r—R/?)'(R(x'X)*R') R(x'X)-lx')(e—X(x'X)-lR'(R(x'X)-lR') (r—Rf}))

:e'e—e'X(x'X)-lR'(R(x'X)-lR‘)’l(r—Rﬁ)—(r—RB)'(R(x‘X)'lR')’1 R(XX)Xe
+(r—R1})' (ROXX)™R) ROX)IXX(XX) 'R (R(x'X)flR')’l(r— RA) (4.50)
:e'e-e'X(x'X)*R'(Fe(x'X)*lR')’l(r-Rﬁ)-(r-R/})'(R(x'X)*lR')’1 R(XX) "X

+(r-RB) (RXX)'R) " (r-RB)
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dir. Simdi, (3.12) bagmtisin1 agagidaki gibi yeniden yazmak suretiyle, goriilebildigi
gibi alisilmis en kiiciik karelerde X'e =0 oldugunu hatirlayalim.

2Xy—2XXB =0

| N (4.51)
X(y—-Xp)=Xe=0
elde edilir. Bu bilgiyi (4.50) bagmntisinda kullanarak,
e, =ee-eX(XX) 'R (R(XX) R} (r Rﬂ) (r Rﬂ)( (XX)'R ) R(XX)'Xe
+(r-RA) (ROXX)™R) (1R
e e ) - -

:e'e+(r—lR/§)'( (XX)'R)"(r-Rf)
:se'cec—e‘e:(r—RﬂA)( (XX)'R) (r Rﬂ)

bagintisini elde ederiz.

Bu nedenle, kisitlanmig ve kisitlanmamis modellerde tahmin edilen hata kareler

toplamindaki fark; B =(XX)'Xy kisitlanmamis ahsilagelen en kiiciik kareler

tahmini olmak iizere, R ve r arasindaki farka gore bir kuadratik form olarak

yazilabilir.

(4.42a) bagintis1 yine, kisitlanmis tahmin edicinin varyansini bulmada yararli olacak
baska bir tarzda yeniden diizenlenebilir. Tlk olarak, alisilmis en kiigiik kareler tahmin
edicisini # nin ve £ un bir fonksiyonu olarak asagidaki gibi yazalim:

B=(XX)*Xy
=(XX)IX (XB +¢) (4.53)
=B+ (XX)"Xe.
Bu takdirde (4.42a) bagintisinda B icin bu ifadeyi asagidaki gibi yerine koyalim.
B.=B+(XX) "R (R(XX)'R) " (r-Rp)
= B+(XX) " Xe+(XX)'R (R(x‘X)-lR‘)'l(r ~R(p+ (x'X)-lx'g))
=B+ (XX) " Xe+(XX)'R (R(x'X)flR')’l(r -RB-R(XX)'Xz) (4.54)
= B -B=(XX)"Xe+(XX)'R (Fe(x'X)*lR')’l (-R(XX)'X¢), r=RB
= B, - B=(XX)"Xe-(XX)'R (R(x'X)-lR')‘1 R(XX)*X¢

133



-1

M°¢ = [I —~(XX)'R (R(X'X)’lR') R:| matrisini daha 6nce tanimlamistik.

ﬂc _13 yi,
B.— B =(XX)"Xe—(XX)'R(RXX)'R )‘1 R(XX)*Xe
:[I—(XX)‘ R (R(XX)'R) RJ(XX)‘ Xs w55
=M (XX)*Xe
=M p-p]
olarak yazabiliriz (Chow, 1960; Fisher, 1970).

4.1.1.4. Tahmin Edilen Hatalar1 Kullanarak Model Uzerindeki Kisitlamalari
Test Etme

(r- R,é)' [RXX)R]"(r-RA)
m
ee
n-p

~ F(m,n—p) (4.56)

dagilimini daha 6nceki bilgilerimizi kullanarak gosterelim. Pay i¢in,

r-RB=r—R(XX)'Xy=RB-R(XX) Xy
=R(B - (XX)"Xy) =-R(XX)"X (y - X8)
(r—RB) =—(y - XB) X(XX) 'R

(r- R/})' [R(x‘X)*R'T(r- RB) =(y-XB) [X(XX)lR'(R(x'X)lR')1 R(XX)lx}(y-x,B) (4.57)
oldugunu goriiriiz.

3 SN o1\ L NNEI . o . L.
A_[X(XX) R'(R(XX)'R’) "R(XX) X} olsun. A simetrik bir matristir. O

halde, (r—R/?)'[R(x‘X)*lR']’l(r—R/%)z(y—Xﬂ)'A(y—Xﬂ), (y—XB) ya gbre bir
karesel formdur.

Payda i¢in,
(y=XB) (y=XB)=y [I1-P, ]y =(y - XB) [I -P, ] (y - XB) (4.58)

dir. Burada P, = X(X'X) X' diir.
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B=[1-P]=1-X(XX)"X olsun. B de simetrik bir  matristir.

(y—XB)B(y—XpB) de (y—XB) ya gore bir karesel formdur. V =&l oldugundan
ve

AVB = [X(X'X)‘lR' (ROXX)'R ) R(x'X)-lx']azl [1-X(XX)*X ]

P [X(X'X)‘lR' (ROXX)R) TROXX) X

(4.59)
—X(XX) 'R (R(XX)'R )‘l R(x'X)-lx'X(x'X)-lx}
=0
oldugundan bu iki karesel formlarin dagilimlar bagimsizdir.

(Y=XB) Ay =XB) ~ o V& (Y=XB)B(Y—XB)~ zs,, oldugundan (4.56)
daki ifadenin dogru oldugu ispatlanmis olur.

(4.56) bagintisindaki payr goz Oniine alalim. Bu, (4.52) bagintisim1 kullanarak
kisitlanmis ve kisitlanmamis modellerden tahmin edilen hatalara gore,

ee, =ee+(r-RA) (RXX)*R) ' (r-RA)

= e, —ee=(r- R,é)' (RXX)*R) " (r-RA) (4.60)
e.e. —ee
- —M __  F(m,n-p)
ee
n-p

yazilabilir. Bir 6zel modelden tahmin edilen hata kareler toplamin1 SSE(B) ile

gostererek,

SSE(B,) — SSE(B)

~ F(m,n-p) (4.61)

m
SSE(B)
n-p

bagintisini elde ederiz.

Hipotez testini [R(X'X)*le matrisinin tersini alarak ve sonra da r—Rj ile 6n ve

son carpimlarit yaparak yiriitmekten ziyade, basit olarak farkli iki regresyonu
calistirir ve kisitlanmis ve kisitlanmamis hata tahminlerinden F istatistigini
hesaplariz.
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(4.61) bagintisindaki test istatistigi bi¢imine amag¢ fonksiyonundaki degisime
dayanan bir test istatistigi olarak bagvurulur. Bir takim testler bu kategoriye diiser.
Buradaki diisiince kisitlanmis ve kisitlanmamis modellerdeki kareler toplamlarini
karsilagtirmaktir. Eger kisitlama kisitlanmamiginkinden anlamli derecede daha biiyiik
olacak SSE ye sebep oluyorsa bu, verinin kisitlamay1 saglamadiginin kanitidir ve
kisitlamanin gegerli oldugu hipotezini reddederiz. Boyle testler i¢in genel yontem, iki
regresyonu asagidaki gibi ¢alistirmaktadir.

1) B vektori tizerine higbir kisitlama koymaksizin regresyon modelini tahmin

ederiz. Ilgili hata kareler toplam1 ve hata kareler toplaminin serbestlik derecesi sirast

ile SSE(B) ve (n—p) ile gosterilmis olsun.

2) B hipotezle belirtildigi gibi sinirlanmis olmak {izere, ayni regresyon modelini
tahmin edelim. ilgili hata kareler toplami ve hata kareler toplammin serbestlik

derecesi sirasi ile SSE(,Bl) ve m+(n—p)=(n—p), ile gosterilmis olsun.

3) m=(n-p),—(n—p) olmak iizere, hipotez ile B {izerine koyulan bagimsiz

kisitlamalarin sayis1 olmak iizere, testi agagidaki

SSE(B,) — SSE(B)

m - _
SSE(B) F(m.n=p)
n—p

istatistigini kullanarak yiiriitiiriiz. Ornegin, (3.29) modelinde eger hipotez
H,:B,+B;,=4, B,=0 olsaydi, bu takdirde payin serbestlik derecesi 2 ye esittir.
Eger hipotez gecerli ise bu takdirde SSE(,BC) ve SSE(,BA) her biri digerinden anlamli

derecede farkli olmamalidir. Bu nedenle, eger F degeri biiyiikse kisitlamayi
reddederiz. Testin bu tipi lizerinde iki yararli kaynak Chow (1960) ve Fisher (1970)
dir.

4.1.1.5. Bir Olabilirlik Oran (LR) Testi Kullanarak Model Uzerindeki
Kisitlamalar: Test Etme

a) Fikir ve Tahmin

Olabilirlik oran (LR) testi klasik istatistikte istatistiksel c¢ikarimin yaygin bir
yontemidir. LR  test istatistigi, kisitlanmig ve kisitlanmamis olabilirlik
fonksiyonlarmin kiyaslanmasi vasitasiyla verinin bir 6rneklemi ve sifir hipotezi
arasindaki uygunlugunu yansitir. LR, tahmin isleminde 0 parametresi {izerinde
varsayilan smirlamalari koymanin bir sonucu olarak, olabilirligin degerinde (veya
log-olabilirlik degerinde) anlamli bir azalmanin var olup olmadigini belirlemeye
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0) ortak olasilik
fonksiyonuna sahip olsun ve ilgili olabilirlik fonksiyonu L(0; X, X,,..., X,) olsun.

dayanir. Usulen (X, X,,...,X,) rasgele orneklemi f(x,X,,...,X,;
Genellestirilmis olabilirlik oran1 (GLR), “sup” sifir hipotezini (H,)saglayan

parametrelerin  kiimesi iizerinden fonksiyonun supremumunu veya sifir veya
alternatif hipotezi (H,) saglamasi gereken parametrelerin kiimesi {izerinden

fonksiyonun supremumunu gdstermek {izere,

Xy, Xy, Xy ) = (4.62)

SUPgp, L(O; X, X500, X))
SupOEHOUHa L(O! Xl! Xz)---; Xn)
olarak tanimlanir. H, alternatif hipotezine karsi H, 1 test etmek igin bir
genellestirilmis olabilirlik oran testi asagidaki kuralla verilir. ¢ yine belirlenecek bir

dagilimdan kritik deger olmak iizere, H, 1mn reddedilmesi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki

AM(X, Xy, X, ) SC (4.63)

n

kurali ile verilir. z(0) istatistiksel testin gii¢ fonksiyonu olmak tizere, bir a testi
icin ¢ sabiti

SUPyo, 7(0) =SUPyyy. P(A(X, X, X, ) <C10) =0 (4.64)

bagintisini saglayacak sekilde segilir.

Orana gore iki olabilirlik fonksiyonunun farkli bolgeler {izerinden 0 ya goére “en
uygun” oldugunu gostermek i¢in olabilirlik oranimi karsilastirirken “genellestirilmis”
olabilirlik orani terimini kullaniriz. Yazili kaynaklar genellikle buna, genellestirilen
doniistiiriicii olmaksizin bir olabilirlik oran1 olarak bagvurur ve genellikle o gelenegi
izler (Chow, 1960; Fisher, 1970).

b) Klasik Normal Lineer Regresyon Modeli i¢cin Olabilirlik Oram

Klasik normal lineer regresyon modelinde r = RA sifir hipotezini goz 6niine alalim.

(4.35) bagmtisindan, kisitlanmis en kiigiik kareler tahminlerinde degerlendirilen
olabilirlik fonksiyonu

¥ = (2n) 2 E(y—Xﬁc)'(y—XBC)T 02 (4.65)

dir. Benzer sekilde, OLS tahminlerinde degerlendirilen olabilirlik fonksiyonunu
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n

L' = (2n) 2 E (y—XB) (y - XB)T 02 (4.66)
olarak yazabiliriz.

Bu takdirde genellestirilmis olabilirlik oran istatistigi

@n) | 2-XB) XA e

@) | S X8y - xp)| e

[-xB)y-xB)] - s

[(y—xﬁ)'(y—xﬁ)]g

:((y—xm(y—x/i)jz
(y =XB) (y - Xp)
dir. A nin kii¢iikk degerleri veya (4.67) nin sag yanmin kii¢iik degerleri igin sifir

hipotezini reddederiz. Zorluk, (4.67) bagntisinin sag yaninin dagilimini
bilmedigimizdir. Onu, tahmin edilen hatalar cinsinden

x:[(y—xﬁf)‘(y—X/?c)jz
(v = XB) (y - XB)

(4.68)
(997
ee
olarak yazabildigimize dikkat edelim. Bu takdirde bu,
SV (ssE@))
a=| 00 | * | SSEW) (4.69)
ee SSE(B)

olarak yazilabilir. Burada J, =y — XBC tahmin edilen hatay1 verir. Bu nedenle eger,

A= (SSE—@]_Z <c
SSE(B)
= )f% = (SSE—(BJJ > c%
SSE(B)

(4.70)
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ise; r = R sifir hipotezini reddederiz.

Simdi SSE(A) ('[f )
SSE
sadelestirelim. Boylece,

=1 ifadesini, (4.70) bagintisinin her iki yanindan ¢ikaralim ve

)f% = SSE—('&) > c%
SSE(B)
_ s SSE(B) _SSE(B,) SSE(B), i SSE(H)

= = - = > > (4.71)
SSE(B) SSE(B) SSE(pB) SSE(B)
o SSE(B)-SSE(B) | -ty
SSE(B)
elde ederiz.
(4.71) bagintisinin her iki yanini n ; Y ile carparak,
n 1o SSE(B)-SSE(B) | i,
SSE(B) 4.72)
n-p l—ﬁ_l}n—p SSE(B,)~SSE(B) |, n-P( 7 4
m m SSE(B) ) m

bagitis1 elde edilir. Eger (4.72) bagntisindaki deger herhangi keyfi

2
b= [n—mpj(c n —1} degerinden daha biiyiik ise, sifir hipotezini reddederiz. Bu

takdirde sorun, (4.72) bagmtisindaki test istatistiginin dagilimini bulmadir. Test
istatistigini,
SSE (8,) - SSE(8)

=Pl n_q|= m_ (4.73)
m SSE(B)

n-p

olarak da yazabiliriz. (4.73) deki payin, (4.56) ve (4.61) deki pay ile ayn1 oldugunu
daha evvel gosterdik. Bu nedenle, bu istatistik o istatistiklere esdegerdir ve bir F
olarak dagilir. Ozellikle,
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SSE(B,) - SSE(8)

1|= m_ ~ F(m,n—k) (4.74)
m SSE(B)
n—k
dir. Boylece, klasik normal lineer regresyon modelinde (4.1) lineer kisitlamalarinin
bir kiimesi i¢in olabilirlik oran testi ve F testi esdegerdir (Chow, 1960; Fisher,
1970).
Simdi Cizelge 3.1 deki Ornegi kullanarak, y nin ikinci uyaric1 tarafindan

etkilenmediginin bir testi X, nin S, katsayisin1 sifir olmasini saglayan,
R= [O 0 1] matrisiyle verilir. Tepkilerin iki uyarici i¢in ayni olup olmadiginin bir
testi B, ve J, yiesit yapan, R=[0 1 -1] matrisiyle verilir. Birlesik hipotezler

miimkiin olabilir: Modelin her iki uyarici parametrelerini sifira esitleyen bir test

010
R Z{O 0 J den elde edilebilir. Geometrik olarak bdyle herhangi bir lineer

hipotez, y vektdriind, biri hipotezle tutarli olan Yy, vektorii ve digeri ona dik olan bir

Y. vektorii olmak iizere, iki ortogonal pargaya ayirarak test edilir.

Sekil 4.1. ¥ nun iki ortogonal y, ve ¥ . pargalarina ayrigimi.

Eger RB =0 ise, bu takdirde ¥y . tiimiiyle hataya yiiklenebilir ve onun biyiikligi
& nun biyiikligi ile karsilagtirilmalidir. Eger RA =0 ise, bu takdirde y . nin
her-boyut uzunlugu £ nunkinden ¢ok daha biiyiiktiir.

Bir Gaussian hata dagilimli genel lineer model altinda tiimii karsilagtirilabilen bu
hipotezler i¢in, bir test istatistigini elde etmek i¢in {i¢ yontem vardir:

1. Genis kapsaml1 test icin ifade edildigi gibi bir F istatistigini kullanarak, y . ve

& vektorlerinin uzunluklarinin kareleri ortalamasini karsilastirarak test edilir. Eger
m tane lineer kisitlama (R nin satirlar1) varsa, bu takdirde bu istatistik,
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Y Lc|2/ m  Kisith Kare Ortalamas:  KKO
6 /(n-p) Hata Kare Ortalamas: HKO

(4.75)

dur.

2. Hipotez tek boyutlu ise, yani hipotez sadece bir kisitlamay1 ihtiva ederse, bu
takdirde, onun uyumsuzlugunun gozlenen biiylikliiglinii ve bu niceligin standart
hatasini, yani

V=RB ve s = RS,R (4.76)

yii hesaplayarak test edilebilir. Hipotez yukaridaki F nin karekokii olan bir t
istatistigiyle, yani t =V /s,, istatistigiyle ile test edilir.

3. Biri test edilen parametreleri igeren, biri icermeyen iki modeli uydurarak test
edilebilir. Eger hipotez saglanmazsa, bu takdirde hipotezin konulmadigi
kisitlanmamis model azicik daha kiiglik bir hataya sahip olmakla beraber bu iki
modelin hatasi ayni biiyilikliik civarinda olacaktir. Kisitlamanin konulmasiyla hata
artis miktari

2 2
‘gkmllanmls ‘ - ‘8klsnlanmamls ‘ / m
F= (4.77)

2
‘gkmtlanmamzs‘ /(n - p)

istatistigi vasitasi ile genel hatayla karsilastirilir (Wickens, 2004).

4.1.2. Lineer Modellerde Stokastik Lineer Kisitlamalar Altinda Parametre
Tahmini ve Hipotez Testi

Kesin lineer kisitlamalar yardimci veya on bilgide igerilen rasgeleligin olmadigim
kabul eder. Bu varsayim bir¢ok pratik durumda dogru olmayabilir ve bir takim
rasgelelik mevcut olabilir. Boyle durumlarda 6n bilgi (4.2) olarak formiillenebilir.
Burada Vv rasgele hatalarin bir mx1vektoridir. r ve R deki elemanlar bilinir. v
terimi r =R 0n bilgisinde igerilen rasgeleligi yansitir. ¥ bilinen bir mxm pozitif

taniml1 matris ve €; Yy = X +¢& modelindeki hata terimi olmak iizere,

E(v)=0
E(w)=¥
ve
E(sv)=0 (4.78)

oldugunu kabul edelim. E(r) =R/ olduguna dikkat edelim.

Boyle lineer stokastik kisitlama icin olasi nedenler agagidaki gibidir:
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1. Stokastik lineer kisitlamalar; tahminlerin istikrarsizligin1 ortaya koyar. Standart
hatali bir yansiz tahmin; istikrari (kararlilig1) ortaya koyar. Ornegin, tekrarl
incelemelerde (¢aligmalarda) arastirmalar her yil yiritilir. B, regresyon

katsayisinin, birkag yil i¢in degismedigini farz edelim. Onun tahmininin, standart
hatasi ile beraber tahmin edildigini farz edelim. Onun degerinin 2 standart hata ile

0.5 civarinda degismedigini kabul edelim. Bu bilgi, r=0.5, E(v,)=0, E(v})=2°

olmak iizere,
r=pg+v,

olarak ifade edilebilir. Simdi ¥ bu veri ile formiillenebilir. Tam regresyon
katsayilari i¢in bilgiye sahip olmamiz gerekmez fakat sadece regresyon katsayilarinin
bazis1 hakkinda bilgiye sahip olabiliriz.

2. Bazen kisitlamalar esitsizlik bi¢imindedir. Boyle kisitlamalar teorik diisiincelerden
meydana gelebilir. Ornegin,

y=p8,+Bx+e

basit lineer regresyon modelini gz Oniine alalim. Burada y yiyecek iizerindeki
tilketim harcamasin1 ve x geliri gosterir. Bu takdirde tiikketim yapmak i¢in marjinal

egilim

dy
i =p,

dir, yani, eger maas 1 TL kadar artarsa, bu takdirde birinin yiyecek iizerinde 1 TL lik

miktari, yani S, i, harcamas1 veya (1— ,Bl) lik miktar tasarruf etmesi beklenir. S,

tizerine ya bir TL nin tliimiinii harcayamadigi ya da bir TL den hi¢ harcama
yapamadigl bir simirt konabilir. Bu nedenle, 0< £ <1 dir. Bu, teorik diisiinceden

ortaya cikan bir dogal kisitlamadir.

Bu smurlar p-sigma limitleri, diyelim ki 2-sigma limitleri veya giiven araliklar

olarak isleme sokulabilir. Bu nedenle,

u—-20=0
u+20=1

diir. Bu degerler
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1

+v, ==
B+, 5
1
E(v2)=—
(v1) 16

olarak yorumlanabilir.

3. Bazen r=Rf kesin lineer kisitlamasinin dogrulugundan siiphe edilebilir ve bu

nedenle bir belirsizlik unsuru one siiriilebilir. Ornegin, kisitlamalarm %95 inin
gerceklendigi soylenebilir. Bu nedenle, herhangi bir belirsizlik unsuru gegerli olur
(Srivastava, 2018).

4.1.2.1. Sade (Pure-Saf) ve Karma Regresyon Tahmini

Kisim 3.1.2 deki n-gdzlemli x,X,,...,X, gibi p-agiklayici degiskene sahip (3.29)
modelini g6z Oniine alalim. A nm ahsilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi

,5’ =(X'X)"'XYy, sade tahmin edici olarak adlandirilir. ,B sade tahmin edicisi (4.2)

kisitlamasint saglamaz. Bu nedenle amag; sonugta olusan tahmin edici stokastik
kisitlamalar1 da saglayacak sekilde, stokastik kisitlamalari kullanarak f nin bir

tahminini elde etmektir. On bilgi ve &rneklem bilgisi arasindaki uyusmazliktan
kacinmak i¢in onlar1 agagidaki gibi birlestirebiliriz:

y=XB+e& , E(¢)=0, E(eg)=0"l

RA+v=r, E(vV)=0, E(w)=¥, E(ev)=0. (4.79)

e

gibi yada a=(y r)', A=(X R)', o= R)' olmak iizere,

veya

a=Af+o (4.81)
olarak yazariz. Burada
[E@)] [0 _ N _|e ev| |61, 0
E(m)_{E(v)}_{O] Q—E(ww)—{vg, Vvl_{ 0 ‘I’} (4.82)

olduguna dikkat ederiz. Bu, ® hatalarinin kiiresel olmadigin1 veya ayni varyansh
olmadigin1 (degisen varyansh oldugunu) gosterir. Bu nedenle, genellestirilmis en
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kiigiik kareler tahmininin uygulanmasi alisilmis en kiigiik kareler tahmininden daha
etkin tahmin ediciyi verir. Boylece

a=Af+o, E(w)=0, Var(®) =Q (4.83)

modeline, genellestirilmis en kiiciik kareleri uygulayarak, B nimn en kiigiik kareler
tahmin edicisi

~ R PN
By =(AQ'A) AQ A (4.84)
ile verilir. Bu tahmin edicinin ag¢ik bi¢gimi asagidaki gibi elde edilir:
1
. : Al =1 0
AQ'a=[X R o* " H
o witf

1 -
:—ny‘f-klP ll‘,
o

1
AQ'A=[X R| PRI [X}

42 |IR
0o v (4.85)
= izx'X+ R¥Y'R.
o
Bu nedenle, o yi bilinmeyen olarak kabul ederek,
s (1o pwin) [ 1wy, ot
By =| ZXX+R¥Y ' R| | = Xy+R¥r (4.86)
o o
elde ederiz. Bu, karma regresyon tahmin edicisi olarak adlandirilir.
Eger o bilinmiyorsa, bu takdirde o yerine onun
A2 L2 1 5\ N
G’ =s —ﬂ(y—Xﬂ) (y—Xﬂ) (4.87)

tahmin edicisi koyulabilir ve £ nin uygulanabilir karma regresyon tahmin edicisi

-1
B, = (Siz XX+ R"I’le [Slz Xy + R"Plrj (4.88)

olarak elde edilir. Bu da tahmin edilmis veya islevsellestirilmis en kii¢iik kareler
tahmin edicisi olarak adlandirilir (Srivastava, 2018).
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Karma Regresyon Tahmin Edicisinin Ozellikleri :

a) Yansizlik :
By -B=(AQA) AQa-p
= (AQ'A) AQ (AB+0)-B
=(AQA) AQ 0

dir.

AQPA) AQE(0)
0

E(By-B)

dir. Bu nedenle, karma regresyon tahmin edicisi 8 nin bir yansiz tahmin edicisidir.

B =(XX)™" Xy sade tahmin edicisinin de 8 nin bir yansiz tahmin edicisi olduguna
dikkat edelim.

b) Kovaryans Matrisi :

B nin Kovaryans matrisi

Var(8,)=E| (hu ~8) -5 |

(AQ7A) AQE(W)QA(AQMA)

(AQrA)”

1 -1
= (—2 XX+ R'Qle
o

dir.

c) ﬁM nin Tahmin Edicisi

r:RBM +V
E(r)=RE(By )+E(V)
=R

olmas1 anlaminda stokastik lineer kisitlamalar1 saglar.
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d) OLSE (Ahsilmus En Kiigiik Kareler Tahmin Edicisi) ile Karsilastirma :

Ik olarak, BM nin ,3 lizerinde istlinliigiinli saptamak icin ileride kullanilan bir

sonucu ifade edelim.

Sonu¢ 4.2. Eger (A,—A,) pozitif tanimli ise, matrislerin (Al‘l—Aj) farki da

pozitif tammmidir.
A, =Var(f)=0*(XX)"

-1
A, =Var (ﬁM ) = (% XX+ R'Q‘le

olsun. Bu takdirde,

Al -A; = izx'x + R"I”lR—iZX'X
o o (4.89)
=RY¥Y'R

dur ki bu, pozitif taniml1 bir matristir. Bu,
A -A, :Var( ,B)—Var ( B ) (4.90)

mn pozitif taniml1 bir matris oldugunu belirtir. Bu nedenle kovaryans matrislerinin

olgiitii (kriteri) veya o nin bilinmesi sartiyla Lowner siralamasi altinda, BM ; ,@ dan
daha etkindir (Srivastava, 2018).

4.1.2.2. Hipotezin Test Edilmesi

(4.2) stokastik kisitlamasiyla belirlenen 6n bilgide, 6rneklem bilgisi ve on bilgi
arasinda yakin iliskinin var olup olmadigini test etmek isteriz. Orneklem ve 6n

bilginin uyumlulugu icin test, ¢® nin bilindigini ve ,é nin ,[%z(X'X)_l Xy

oldugunu kabul ederek,
1= %(r ~RB) [R(X'X)l R +‘I’T (r-RA) (4.91)

ile verilen y°-test istatistigi ile test edilir. Bu istatistik m serbestlik dereceli bir y*-
dagilimmi izler. Eger W =0 ise, bu takdirde dagilim dejenere olmustur ve bu
nedenle, r bir sabit nicelik olur. (4.88) karma regresyon tahmin edicisinin lineerlik,
yansizlik ve/veya minimum varyans gibi optimal Ozellikleri gecerli kalmaz. Bu
nedenle, 6n bilginin birlestirmesinin etkinlikte kayiba gétiirebildigi durumlar altinda,
kusursuz regresyon tahmin edicisini kullanmak daha iyidir. On bilginin kullanimimin
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daha iyi tahmin ediciye gotiirlip gétiirmeyecegini bilmek i¢in, H,:E(r)=Rf sifir
hipotezi test edilebilir.

o’ bilindiginde, H,: E(r) =R sifir hipotezini test etmek igin,

olmak iizere,

(r- R/})' [R(X'X)l F:‘ +‘P}1(r— R,é)/m

F -

(4.92)

ile verilen F -istatistigini kullaniniz ve H, altinda F, m ve n-p serbestlik
dereceli F -dagilimina uyar (Srivastava, 2018).

4.1.3. Lineer Modellerde Lineer Esitsizlik Kisitlamalari

Bazen regresyon parametreleri lizerindeki kisitlama veya esdeger olarak, regresyon
parametreleri hakkindaki ©n bilgi esitsizlik biciminde mevcuttur. Ornegin,
1<pB, <2, 5<B,<6, 2< B +2f, <5 v.s. Boyle bilginin RS >r bi¢iminde ifade
edilebildigini farz edelim. RG>r kisitlamasma baghh y=Xg+& modelinde g

regresyon katsayisini (regresyon katsayilar1 vektoriinii) tahmin etmeyi istiyoruz.

B mn bir tahminini elde etmek igin (y —X,B)' (y—XpB), RB>r kisitlamasi altinda

minimumlastirilabilir.  Bu, bir kuadratik programlama problemi olarak
formiillenebilir ve uygun bir algoritmayi, 6rnegin; simpleks algoritmasini kullanarak
¢oziilebilir ve bir nlimerik ¢oziim elde edilir. Bu yontemin avantaji, sarti yerine

getiren bir B ¢oziimiinin bulunmasidir. Dezavantaji, tahminin istatistiksel

ozelliklerinin kolay belirlenememesi ve iistiinlilk hakkindaki genel sonuglarin ortaya
konamamasidir.

B nin esitsizlik kisitlamalarina bagli bir tahmin edicisini elde etmek i¢in baska bir
secenek, esitsizlik kisitlamalarini stokastik lineer kisitlamalar bi¢imine, 6rnegin, p -

sigma sinirlar1 bigimine, ¢evirmektir.

Esitsizlik kisitlamalar1 altinda g nin tahmin edicisini elde etmek i¢in minimaks

tahmini de kullanilabilir. Minimaks tahmini, ,3 tahmini i¢in kuadratik risk

fonksiyonunun tiim parametre iizerinden minimumlastirilmadigi ayni zamanda 6n
bilgi ile sinirlanan bir alan iizerinden veya tahminle ilgili kisitlamalar iizerinden
minimumlastirildig: diisiincesine dayanir.
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Eger tiim kisitlama bir konveks alani tanimlarsa bu alan orijini merkezde
B()={B:BTB<p| (4.93)

bigimli bir elipsoid i¢inde veya f, merkez nokta vektorlii

B(B.5)={B:(B~B) T(B-B)<p} (4.94)

bi¢cimindeki bir elipsoid i¢inde kapsanir. Burada p >0 verilen bir sabittir ve T
pozitif tanimli olmasi kabul edilen, bilinen bir px p matristir. Burada B, bir
yogunlagma elipsoidini tanimlar (Krottnerus, 2016).

4.2. Ornekleme Geometrisi, Rasgele Orneklem ve Korelasyon Katsayisinin
Farkh Geometrik Yorumlari

Xu X Xy X |
Ko Xy oo Ky o sz
Xy = (4.95)
"X X Xk Xip
an Xn2 Xnk an
matrisini g6z Oniine alalim. p -6rneklem ortalamasi ve p -0rneklem varyanst,
o 1
X ==> X, k=12..p (4.96)
n<=
ve
213 < \
sk:HZ(xjk—xk), k=12,..p (4.97)
j=1

seklindedir. X Orneklem ortalamasi, S, Orneklem varyans-kovaryanst ve R

n

orneklem korelasyonu sirastyla

I

x|
I
I
N

, (4.98)

I ...
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1p
S,=| . . (4.99)

Snl Sn2 Snp

ve
1 r12 r.1p
r 1 r

R=|2 2p (4.100)

r. r 1

nl n2

seklinde gosterilir. Onceki boliimde ortaya konan matrisler ve vektor kavramlart ile,
simdi X, S, ve R betimleyici istatistiklerinin geometrik yorumlarin1 daha derin
arastirabiliriz. Bunu Kisim 4.2.1. de yapacagiz. Ac¢iklamalarimizin birgogu X in
stitunlarini, n-boyutta p -vektorler olarak kullanir. Kisim 4.2.2. de, gézlemlerin bir

rasgele drneklemi olusturdugu varsayimini ortaya koyacagiz.

Basit olarak ifade edilen rasgele orneklem, (1) farkli 6geler (veya denemeler)
tizerinde alinan dl¢limlerin birinin digeri ile iliskisiz oldugunu ve (2) p -degiskeninin
timiiniin ortak dagiliminin tim o6geler icin aym kaldigimi belirtir. Sonug olarak,
uzakligin 6zel bir secimini mesrulastiran ve verinin N-boyutlu gdsterimi igin
geometriyi dikte eden, rasgele Orneklemin bu yapisidir. Bundan baska veri, bir
rasgele orneklem olarak ele alinabildiginde, istatistiksel ¢ikarimlar (sonuglar) saglam
bir zemine dayandirilir.

Geometrik yorumlara donerek Kisim 4.2.3. de, degiskenligi ifade etmek igin
genellestirilmis varyans denilen bir tek sayiyr ortaya koyacagiz. Varyansin bu
genellestirmesi, ¢ok degiskenli ortalamalarin karsilagtirilmasinin  ayrilmaz bir
pargasidir. Daha sonraki kisimlarda X yi ve S, yi, X veri matrisinden dogrudan

dogruya hesaplamamiza imkan veren matris ¢arpimlart ve toplamlar1 i¢in ozlii
ifadeleri ortaya koymak i¢in matris cebirini kullanacagiz. X ve S, arasindaki iliski

ve degiskenlerin lineer kombinasyonlar1 i¢in ortalamalar ve kovaryanslar da matris
carpimlar1 kavramini kullanarak acik olarak resmedilir.

Kisim 4.2.4. de ise, korelasyon katsayisina farkli geometrik yorumlar getirecegiz.
4.2.1. Orneklemin Geometrisi

Bir tek c¢ok degiskenli gozlem, ayn1 6ge veya deneme iizerinde aliman p -sayida

farkli degisken {lizerindeki Olgiimlerin biriktirisidir. Eger n-sayida gozlem elde
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edilmis ise, tiim veri kiimesi nx p matris (diizen) i¢ine koyulabilir. Boylece (4.95)

veri matrisi ortaya ¢ikar.

X in her bir satir1 bir ¢ok degiskenli gézlemi gosterir. Olgiimlerin tiim kiimesi ¢ogu
kez gozlenmis olan seyin 6zel bir gerceklesmesi oldugundan, verinin p -degiskenli
bir “kitleden” n-biiyiikliige sahip bir drneklem oldugunu sdyleriz. Bu durumda
orneklem, her birinin p -sayida bilesene sahip oldugu n -sayida dl¢iimden olusur.

Gordiigiimiiz gibi, veri iki farkli bigimde grafiklenebilir. p -boyutlu sagilim grafigi
icin, X in satirlar1 p -boyutlu uzayda n -sayida noktay1 gosterir.

(% %, v X o X, | [x] «1-inci (cok degiskenli) gdzlem
Xn Xy o Ky Xy Xlz
Kioep) = =\ (4.101)
(n<p)
T X X Xik X | %
X Xzt Xao ot X || X |« n—yinci (cok degiskenli) gozlem

J -yinci gozlemi gosteren X'j satir vektori, bir noktanin koordinatlarini igerir.

p -boyutlu uzayda n -noktanin sagilim grafigi, noktalarin konumlar1 ve degiskenligi
hakkinda bilgiyi ortaya koyar. Eger noktalara kat1 yuvar goziiyle bakilirsa, (4.9%),
(4.99) ve (4.100) ile verilen X orneklem ortalamasi vektorii, denge merkezidir.
Degiskenlik bir dogrultudan daha fazlasinda ortaya ¢ikar ve S, orneklem varyans-
kovaryans matrisiyle Olciiliir. p; 3 ten daha biiylik oldugunda bu sagilim grafigi
gosterimi sahiden grafiklenemez. Yine de, verinin p-boyutdaki n nokta olarak

diistiniilmesi cebirsel ifadelerden kolayca elde edilemeyen sezgileri verir. Ayrica,
p=2 veya p =3 i¢in aciklanan kavramlar diger durumlar i¢in gecerli kalir.

Ornek 4.2. Ortalama Vektoriinii Hesaplama

2 5
X=|-3 4
7 3

veri matrisinden X ortalama vektoriinii hesaplayalim.

p=2 boyutlu uzayda n=3 veri noktasin1 gdsterelim ve sonugta ortaya ¢ikan

diyagram iizerinde X yi yerlestirelim.
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IIk nokta x,, X, =[2,5] koordinatlarina sahiptir. Benzer sekilde geri kalan iki nokta

X, =[-3,4] ve x,=[7,3] tiir. Sonug olarak

2-3+7
2
X = 3 =
5+4+3 4
3
dir.
5
4 2 X1
4 h 4
X2 X
,* #7_ ".
X3
3 4
4 2 0 2 4 6 8

Sekil 4.2. X veri matrisinin p =2 boyutlu uzayda N =3 sayida nokta olarak grafigi.

Sekil 4.2, X nin sagilim grafiginin denge noktasit (agirlhik merkezi) oldugunu
gosterir.

Farkli bir geometrik gosterim, n-boyutlu uzayda p-vektorler olarak veriyi

diistinmek suretiyle olusturulur. Burada veri matrisinin slitunlarinin elemanlarini,
vektorlerin koordinatlart olarak aliriz.

X Xp oo Xy X
Xp Xy v Xy o X p
Xoo =y oy =ly, iy, P iy, (4102
i j2 jk ip
_an XnZ Xnk an_

olsun. Bu durumda Y, =[X;,X,,...,X,;] noktasmimn koordinatlari, birinci degisken
iizerindeki dl¢iimdiir. Genel olarak, i-yinci y; =[X;,%y,....X,]; i-yinci degisken

s A

tizerindeki tiim Olc¢limlerin n-lisi ile belirlenir. Bu geometrik gosterimde,
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Y1, Y2 Y, leri p-boyutlu sagilim grafiginde noktalardan ziyade vektorler olarak

gosteririz.
Ornek 4.3. n-Boyutta p -Vektorler Olarak Veri

Asagidaki veriyi n=3 boyutlu uzayda p =2 vektorler olarak grafikleyelim.

2 5
X=|-3 4
7 3

Burada, y, =[2,-3,7] ve y, =[5,4,3] dir. Bu vektorler Sekil 4.3 de gosterilir.

Cok degiskenli analizde karsilasacagimiz cebirsel ifadelerin bir¢ogu; uzunluk, ac1 ve
hacimin geometrik anlamlarina baglanabilir. Geometrik gdsterimler, anlamayi
kolaylastirdigindan énemlidir.

Sekil 4.3. X veri matrisinin n =3 boyutlu uzayda p = 2 vektorler olarak grafigi.

Maalesef nesneler 3 boyutta gorsellemeye tabi tutulamaz ve sonug olarak, X veri
matrisinin  n -boyutlu gosterimi ozellikle n>3 i¢in goéziikemeyebilir. Bununla
beraber, herhangi ii¢ vektor icin geometrik iligkileri ifade eden ilgili istatistiksel
kavramlar, onlarin boyutlarina bakmaksizin gecerlidir. n -boyutlu olsa bile, li¢ vektor
herhangi sayida bilesene sahip iki vektor bir diizlemde uzandig1 anda, {i¢ vektor bir

152



ic boyutlu uzaydan daha fazlasini geremediginden, bu goriiliir. Uygun bir ii¢ boyutlu
perspektifi (bakisi) segerek, yani, ilgili li¢ vektorii ihtiva eden n -boyutlu uzayin bir
kismini segerek, hem uzunluklari hem de agilar1 koruyan bir goriis elde edilir. Bu
nedenle, eksenlerin dik agili se¢imi ile, herhangi n -boyuta sahip yalniz iki veya ti¢
vektore dayanarak belirli istatistiksel kavramlar1 agiklamak miimkiindiir.

Bir 6rneklem ortalamasi bulma yonteminin bir geometrik yorumunu vermek

miimkiindir. j, =[11...,1] vektoriinii tanimlayarak ise baslayahm (Notasyonu
basitlestirmek i¢in j, vektoriiniin boyutu igerikten agik oldugundan, n -altindisini

yazmayacagiz). j Vektori n-sayida koordinat ekseninin her biri ile esit acilar
olusturur, bu nedenle (1/ \/ﬁ )J esit-acilt dogrultuda birim uzunluga sahiptir.

Vi =[X Xop--s X, | vektoriinii gdz Sniine alalim.

X
X vektoriiniin Y {izerindeki izdﬁsﬁmﬁZ( .y)y (4.103)
y

dir. y; nin (1/\/H)J birim vektorii tizerindeki izdiistimii (4.104) ile verilir. Bu

1zdiisiim;

Y.( 1 ji i Ko Tt Xi 5 (4.104)

ﬁj \/HJ= o J=X

dir. Yani, X, =(%; + X, +..+X;)/n=y.j/n, y; nin j ile belirlenen dogru iizerine

1zdlistimiinii vermek i¢in gereken j nin katina karsilik gelir.

Ayrica, her bir y, i¢in

ayrigimini elde ederiz. Burada X.j; y, —X.j ye diktir.
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Sekil 4.4. y; nin bir X.j ortalama bileseni ve bir d. =y, —X.j sapma bilesenine

ayrigimi.

Sapma veya diizeltilmis ortalama vektorii

X = X
X, —X.

d =y -xj=| . " (4.105)
X — X

dir. d; nin elemanlar1, i-yinci degisken {izerindeki Ol¢limlerin onlarmn &rneklem
ortalamasindan sapmalaridir. y, vektorlerinin ortalama bilesenlere ve ortalama

bilesenlerden sapmaya ayrisimi, p=3 ve Nn=3 i¢in, Sekil 4.4 de gosterilir.
Ornek 4.4. Bir Vektorii Ortalamasina ve Sapma Bilesenlerine Ayirma

Ornek 4.3 de verilen veri igin, y; nin X,j ve d, =y,—-Xj, i=12 ayrismmm

hesaplayalim. Burada gorildiigii iizere,

2 5
X=|-3 4
7 3

dir. Buna gore, X, =2 ve X, =4 diir, bu nedenle,
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1 1
Xj=2/1| ve X,j=4[1

1 1
dir. Sonug olarak,
2 2 0
d =y, -Xj=|-3|-|2|=|-5
7 2 5
ve
5/ |4
d,=y,-X,j=|4|-|4|=
3| |4] |1
dir.
0
(%4) (v,-%j)=[2 2 2]|-5|=0-10+10=0
5

oldugundan, X, ve d, =Yy, —X;j nin dik olduguna dikkat edelim. Benzer sonu¢ X, ]

ve d, =y, —X,j icin de gecerlidir. Ayrisim,

2 2 0 5 4 1
y,=|-3|=|2|+|-5|, V,=|4|=|4|+| 0
7 2 5 3 4 -1

dir.

Simdilik, d. =y, —X.j sapma (hata) vektorleri ile ilgilenecegiz. Sekil 4.4 {in sapma
vektorlerinin grafigi Sekil 4.5 de verilir. Sapma vektdrlerini, uzunluklarini veya
yonelimlerini degistirmeksizin orijine tagidik.

Simdi sapma vektorlerinin uzunluklarinin karelerini g6z oOniine alalim. Bir X
vektoriiniin uzunlugu

L =X in uzunlugu =/xx (4.106)

ile gosterilir. (4.105) 1 ve (4.106) y1 kullanarak,
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12 =dd, =Zn1“(xji %) (4.107)

TR o 2 ..
(sapma vektdriiniin uzunlugu)” = sapmalarin karelerinin toplam:

elde ederiz.

-3

Sekil 4.5. Sekil 4.4 deki d, sapma vektorleri.

(4.97) den uzunluk karesinin, i-yinci degisken {izerindeki dlg¢iimlerin varyansi ile
orantilt oldugunu goriiriiz. Esdeger olarak uzunluk, standart sapma ile orantilidir.
Daha uzun vektorler, daha kisa vektorlerden daha fazla degiskenligi temsil eder.

Herhangi iki d; ve d, sapma vektorleri igin,
didy = > (% =% ) (% — %) (4.108)

j=1

dir. 6,; d; ve d, vektdrleri tarafindan olusturulan agiy1 gostersin. Herhangi x ve y

vektorleri arasindaki ag1

Xy Xy
cos(0) = = (4.109)
LL  JxXxyyy
dir. (4.109) dan,
dd, =L, L, cos(6,) (4.110)

dir veya (4.107) yi ve (4.108) 1 kullanarak,

156



3 (k= %,) (35 —%, ) = \/i(xji—ii)z Jg(xjk_xk)zcos(eik) @111)

i1

ve bu nedenle,

fi =

_ Sk
Sii v/ Sue

elde ederiz. A¢inin kosiniisii 0rneklem korelasyon katsayisidir. Bu nedenle eger, iki
sapma vektoril yaklasik olarak ayni yonelimli ise, 6rneklem korelasyon katsayisi 1 e
yakin olacaktir. Eger bu iki vektor yaklasik olarak dik ise, drneklem korelasyonu
yaklasik olarak sifir olacaktir. Eger iki vektor yaklasik olarak zit yonde yonelimli ise
orneklem korelasyon katsayis1 -1 e yakin olacaktir. Korelasyon katsayisina Kisim
4.2.4. de yeniden deginecegiz.

cos(é,) (4.112)

Ornek 4.5. Sapma Vektorlerinden S yive R yi Hesaplama

Ornek 4.4 deki sapma vektorleri verilsin, biraz 6nce tanitilan geometrik kavramlar
kullanarak, S, orneklem varyans-kovaryans matrisini ve R o6rneklem korelasyon

matrisini hesaplayalim.

Ornek 4.4 den,
0 1
d=-5| ve d,=|0
5 -1

dir. Orijine taginan bu vektorler Sekil 4.6 da gosterilmistir.

Simdi
0
d,=[0 -5 5] -5|=50=3s,
5
50 ..
veya s, =3 diir. Ayn1 zamanda,
1
dd,=[1 0 -1]| 0 |=2=3s,
-1
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veya s,, =§ diir.

Sekil 4.6. d, ve d, sapma vektorleri.

Son olarak,

dd,=[0 -5 5] 0 |=-5=3s,
-1

veya s, = %5 diir. Sonug olarak

-5/3

S
r, = 2 = =-05
SN SN N

S - 50/3 -5/3 R 1 -05
"|-53 2/3  |-05 1
dir. Uzunluk, ag1 ve izdiisiim kavramlar1 bize orneklemin bir geometrik yorumunu
sagladi. Bunlar1 asagidaki gibi 6zetleriz.

ve

4.2.1.1. Orneklemin Geometriksel Yorumu
1. X veri matrisinin bir y, siitununun j esit agili vektorii tizerine izdiisimii
X,j vektoriidiir. X,j vektorii v/n[X,| uzunluguna sahiptir. Bu nedenle i-yinci
orneklem ortalamast X;, Yy, nin j izerine izdiisiimiiniin uzunlugu ile

ilgilidir.
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2. S, yi kapsayan bilgi d, =y, ~Xj=[% —%X % ~X,... X; —%] sapma
vektorlerinden elde edilir. d. nin uzunlugunun karesi ns; dir ve d. ve d,
arasindaki (i¢) carpim ns,  dir.

3. r, orneklem korelasyonu, d. ve d, arasindaki a¢inin kosintisiidiir.

Orneklem varyansi ve kovaryansinin tamimlarinda (n—1) boleni kullanildiginda,

uzunlugun karesi ve i¢ ¢arpim sirasiyla (n—1)s;, ve (n-1)s, dur.

4.2.2. Rasgele Orneklemler, Orneklem Ortalamasinin ve Kovaryans Matrisinin
Beklenen Degerleri

Nihai c¢ikarimlart yapmak amaciyla X ve S, gibi istatistiklerin orneklem

degiskenligini incelemek icin, X veri kiimesini olusturan gozlenen degerlerin
degiskenleri hakkinda varsayimlar yapmamiz gerekir.

Bu durumda, verinin heniiz goézlenmemis oldugunu, fakat p-sayida degisken
hakkinda &lciimlerin n-sayida kiimesini biriktirdigimizi farz edelim. Olgiimler
yapilmadan once, genel olarak onlarin degerleri kesin olarak tahmin edilemez. Sonug
olarak, onlar1 rasgele degiskenler olarak isleme tabi tutariz. Bu baglamda, veri
matrisindeki (j,k)-ymnci eleman X, rasgele degiskeni olsun. p -sayida degisken
lizerinde X; Olgiimlerinin her biri bir rasgele vektordiir ve (4.101) rasgele matrisine

sahip oluruz. Simdi bir rasgele 6rneklem tanimlanabilir.

Eger (4.101) deki X,,X,,...,X,

n

satir vektorleri  f(X) = f (X, X,,...,X,) yogunluk

fonksiyonuna sahip bir birlesik miisterek dagilimdan bagimsiz gézlemleri gosterirse,
bu takdirde, Xx,,X,,...,X, ye f(x) den bir rasgele 6rneklemi olusturmaktadir denir.

Matematiksel olarak, f(x;)= f(X;,X;,...,X;,), ]-yinci satir vektdri igin yogunluk
fonksiyonu olmak iizere, eger onlarin yogunluk fonksiyonu f(x,)f(X,)...f(X,)

carpimiyla verilirse, X;,X,,...,X, bir rasgele orneklem olusturur.

1. Tek bir denemede, x'j = [le, Xjp1ees xjp] gibi, p -sayida degiskenin Glglimleri

genellikle iliskili olacaktir. Ger¢ekten bu durumun olmasini bekleriz.
Bununla beraber, farkli denemelerden 6l¢timler bagimsiz olmalidir.

2. Degiskenler p-sayida stok fiyati veya p-sayida ekonomik gdstergenin
kiimelerinde oldugu gibi, zamanla biiyilk bir olasilikla yigildiginda,
denemeden denemeye Olglimlerin  bagimsizligi  gecerli olmayabilir.
Bagimsizligin  deneme ve tecrilbbe niteliginden varsayiminin ihlalleri,
istatistiksel sonuglarin kalitesi tizerinde ciddi bir etkiye sahip olabilir.
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Istatistiksel bagimsizlik kavrami, uzaklik 6lgiimii i¢in énemli ¢ikarimlara sahiptir.
Eger bir vektoriin bilesenleri bagimsiz ve aynm1 varyanslara sahipse, 0klid uzaklig

uygun goziikiir. X in k -ymer siitunu Y, =[Xy, X, ..., X, | nin konumuna, n-boyutta

bir nokta olarak baktigimizi farz edelim. Bu noktanin konumu (yeri)
fy)=fF(X, Xy X, ) Ortak olasihik dagilim fonksiyonu ile belirlenir.

Xier Xop s ever X Olgtimleri rasgele orneklemler oldugundan,
f Oy ) =T (X X0 X)) = 04 ) T () - £ (X, ) dir ve sonug olarak, her bir x;,
koordinati ayni (6zdes) f,(x;) marjinal dagilimlari vasitasiyla konuma esit

katkilarda bulunur.

X nin ve S, nin orneklem dagilimlan ile ilgili belirli sonuglarina ulasilabilir.
Ozellikle, X nin ve S, nin karsihik gelen p kitle ortalama vektdriiniin ve X Kitle
kovaryans matrisinin nokta tahmin edicileri olarak nasil iistesinden geldigini
gorebiliriz.

Sonu¢ 4.3. X,,X,,...,X,; p ortalama vektorii ve > kovaryans matrisine sahip olan

bir ortak dagilimdan bir rasgele drneklem olsun. Bu takdirde X; p niin bir yansiz
tahmin edicisidir ve onun kovaryans matrisi

iy

n

dir. Yani,

E(X) = p(kitle ortalamasi )

(4.113)
Kov(X) = %Z (6rneklem blytkliigiine bélinmiis kitle varyans-kovaryans matrisi)
dir. S, kovaryans matrisi i¢in,
-1 1
ES)=""y=-3 =%
n n
dir. Bu nedenle,
n
E(—Snj=2 (4.114)
n-1

dir, bundan dolayi, S,; (yan)=E(S,)—-X=-(/n)X olmak iizere, bir yanl

tahmin edici iken, {ﬁ}sn , 2, nin bir yansiz tahmin edicisidir.
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Ispat. X = (X, +X, +...+X,)/n dir. X ve Y aym boyutlu rasgele matrisler ve A ve

B sabitlerin ¢arpilir matrisleri olsun.

E(X+Y)=E(X)+E(Y)

(4.115)
E(AXB) = AE(X)B
ozelligi vardir. (4.115) deki beklenen degerin agiliminin tekrarl kullanimi,
E(X) = E(lx1 +EX2 +...+1xnj
n n n
= E(lxlj+ E(1X2j+...+ E(lxnj
n n n
=1E(x1)+1E(x2)+...+lE(xn) (4.116)
n n n
1 1 1
=—Uu+—pU+..+—u
n n n
=M
yii verir. Bundan sonra,
. o 13 1
cwixw) <[ 230w [ 25 -w)
= = (4.117)
l n n
2 (X —H)(X.—u)
[

diir. Bu nedenle,

Kov(X)=E(X—p)( '=iz[iiE(x —p)(x, u)j (4.118)

j=1 1=1
dir.

X; nin her bir bilegeni ve X; nin her bir bileseni arasindaki kovaryans elemant j # |

igin E(X—p)(X— u)l deki her bir eleman sifirdir ve bunlar bagimsizdir. Bu nedenle,

Kov(X (ZE(X —p)(x, —u)'j (4.119)

diir. Z=E(Xj—u)(xj—p,)l her bir x

oldugundan,

; l¢in ortak kitle kovaryans matrisi
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_ 1 ' 1
Kov(x):F(_ E(Xj_”)(xj_H)J:F(Z+Z+"'+Z)
= n—tane terim (4 120)
1 1
:F(n2)=(ﬁjz
elde ederiz.
S, nin beklenen degerini elde etmek i¢in, ilk olarak, (in—)_(i)(xjk—)_(k) nin,

(Xi—Y)(X J. —i) niin (i,k) -yinct elemani olduguna dikkat ederiz. Bu durumda

kareler ve capraz ¢arpimlarin toplamlarin1 gosteren matris,

Zn:(xj -X)=0 ve nx =§n:(x'j) (4.121)

j=1 i=1

oldugundan,

(4.122)

olarak yazilabilir. Bu nedenle, onun beklenen degeri

j=1

E(Zn:xjx'j —nW'J=_Zn:E(xjx'j)—nE(ﬁ') (4.123)

dir. E(V)=p, ve Kov(V)=2, olmak iizere, herhangi bir V rasgele vektorii i¢in,
E(VWV)=X, +u W, elde ederiz. Bu sonuglari kullanarak,

iE(xjx'j)—nE(ﬁ') =nY—npp —n(%ZﬂLuj =(h-)X (4.124)

ve bu nedenle, S, = (]/“)[Z XX —nxx'J oldugundan,

i1

E(S,) =@Z (4.125)

oldugu hemen goriiliir.

162



Sonug 4.3; [n/(n-1)]S, nin (i,k) -yinc1 elemaninin, yani
n

(n—l)flz(xji—ii)(xjk—)_(k) nin, o, nin bir yansiz tahmin edicisi oldugunu
i

goOsterir. Bununla beraber bir bolen olarak n ya da n-1 ile hesaplanan bireysel
(farklr) \/§ orneklem standart sapmalari, karsilik gelen /o, Kitle niceliklerinin

yansiz tahmin edicileri degildir. Bundan bagka, r, korelasyon katsayilar1  p, Kitle
niceliklerin yansiz tahmin edicileri degildir. Bununla beraber, yanE(\/g )— Oy

veya E(r,)—p,,eger n drneklem biiyiikliigi bir dereceye kadar biiyiikse, genellikle

g6z ardi edilebilir.

yan’in nedeni, drneklem varyans-kovaryans matrisinin azicik degistirilmis tanimini
harekete gegirir. Sonug 4.3 bize, 2 nin yansiz bir S tahmin edicisini verir.

4.2.2.1. (Yansiz) Orneklem Varyans-Kovaryans Matrisi

1 n _ _ f
S:(nrlljsn = n—1Z(Xj —x)(xj —x). (4.126)

j=1

Burada bir altindissiz S, (n —1)"1Z(in =X )(Xjk —ik) (i,k) -yinc1 elemana sahiptir.
i=1

Orneklem kovaryansinin bu tanimi birgok ¢ok degiskenli test istatistiginde yaygin bir
sekilde kullanilir. Bu nedenle, bundan boyle 6rneklem kovaryans matrisi olarak S

kullanilacaktir.
4.2.3. Genellestirilmis Varyans

Bir tek degiskenle 6rneklem varyansi, ¢ogu kez o degisken iizerindeki Ol¢timlerde
degisimin miktarin1 tanimlamak i¢in kullanilir. Her bir birim iizerinde p -sayida

degisken gozlendiginde degisim,

Su S, 0 S

1p
S;p Sy vt S

Zzp :{Sik:ni_lzn:(xji—x)(xjk—xk)} (4.127)

Sn1 Sn2 o Snp

orneklem varyans-kovaryans matrisiyle tanimlanir. Orneklem kovaryans matrisi p -
sayida varyansi ve % p(p-1) -sayida potansiyel olarak farkli kovaryansi igerir.

Bazen S ile ifade edilen degisim igin bir tek sayisal degeri tahsis etmek istenebilir.
Bir deger icin bir secim p =1 oldugunda, bir tek karakteristigin alisilmig 6rneklem
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varyansina indirgenen S nin determinantidir. Bu determinanta genellestirilmis
orneklem varyansi denir.

Genellestirilmis Orneklem Varyanst = |3 (4.128)
dir.
Ornek 4.6. Bir Genellestirilmis Varyans1 Hesaplama

Ordu ilinde bulunan bir findik fabrikasinda 2013-2017 yillarinin aralik ayinda ¢aligan
is¢i sayist ve calisan basina kazang asagida Cizelge 4.1 de verilmistir.

Cizelge 4.1. Fabrikada calisan is¢i sayis1 ve kisi bagina diigsen kazang.

YIL CALISAN SAYISI (KiSI) |KISI BASINA DUSEN KAZANC (TL)
2017 78 1,033,132.457 TL
2016 57 1,062,882.890 TL
2015 81 1,324,114.990 TL
2014 55 824,509.375 TL
2013 75 536,710.989 TL

Verilerden elde edilen 6rneklem kovaryans matrisi,

[ 120.016 8020732.2
18020732.2 345973546 x10"

dir. Genellestirilmis varyansin degerini bulalim. Bu durumda,
|S| =4.152x10%

hesaplariz.

Genellestirilmis 6rneklem varyansi tiim varyans ve kovaryanslar lizerindeki bilgiyi
bir tek say1 olarak yazmanin bir yontemini ortaya koyar. Siiphesiz, p >1 oldugunda,

orneklem hakkindaki bir takim bilgi yontemde kaybolur. |S| nin bir geometrik

yorumu betimleyici (tanimlayici) bir 6zet olarak bize onun saglamligini ve zayifligim
degerlendirmek i¢in yardimci olur. Basit geometriden,
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__________________________________________________

Yiikseklik = La1 sin(8)

La2

Sekil4.7. L, ve L, ile ikizkenar yamugun gdsterimi.

Sekil 4.7 yi elde ederiz ve ikizkenar yamugun alani ‘Ldlsin(é’)‘ L, dir.

cos’ @ +sin” @ =1 oldugundan bu alani,

Alan =L, L, 1-cos*(0)

olarak ifade edebiliriz. (4.107) ve (4.112) den

ve

dir.
Bu nedenle,

Alan = (n _1) \/i\/g\ll_ hy = (n _1) $11S, (1-13)

dir. Ayn1 zamanda,

|S| _ {311 S12} _ Sit \ S114/522 212
Sz Sz \/ S114/522 12 Sy

2 2
=S1152 — 518yl = 51152 (1_ rlz)

dir. Eger (4.129) u ve (4.130) u karsilagtirirsak,
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S| = (alan)?/(n-1)’ (4.131)
oldugunu goriiriiz.
4.2.4. Korelasyon Katsayisinin Farkli Geometrik Yorumlari

Bu kisimda, korelasyon katsayisinin farkli geometrik yorumlar1 elde edilmistir.
Ozellikle bu geometrik yorumlar Pearson korelasyon Kkatsayis1 iizerinde
yogunlasmistir. Verilen geometrik yorumlar, iki veri vektorii ve onlarin regresyon
dogrular iizerine kurulan paralelkenarlarin alanlar1 yardimiyla dogrulanmistir. Bu
geometrik  yorumlarin timii rasgele iretilen veri vektorlerini kullanarak
aciklanmistir.

X=[x], Y=[y;], i=12,...,n olmak iizere,

X:[xl,xz,...,xn]' ve Y:[yl,yz,...,yn]' (4.132)
veri vektorlerini goz ontine alalim.
X ve Y n-boyutlu uzayda orijinden, uzaym swrasiyla, (x,X,,...,%,) Ve

(Y1, Yy, Y, ) noktalarina yonlendirilen vektorleri gostersin.

i= [1,1,...,1]' vektorii, bu uzayin eksenleriyle esit ag1 yapan bir vektor olsun. 0 ; X

ve Y veri vektorleri arasinda pozitif yondeki aci, yani, saatin donme yOniiniin ters
yoniindeki ag¢1 olsun. X ve Y vektorlerinin j vektorii ile pozitif yonde yaptig

acilar sirasiyla 8; ve 0, olsun. X ve Y vektorlerinin j vektori tizerindeki

izdiistimleri sirasiyla asagidaki gibi verilir:
iD71IX=jX ve j(GDiY=jY. (4.133)
Bu durumda, s, drneklem kovaryansive s; , s; 6rneklem varyanslari:

_ (X=iX) (Y=jY)

v ~— , (4.134)
Sy = M (4.135)
n-1

ve

166



=

A

n—

(4.136)

Sy =

-

dir. Bu takdirde, p,, kitle korelasyon katsayisinin tahmini olan Pearson r,

orneklem korelasyon katsayisi

- 2o JCROY XYY
s DIV Y-

(4.137)

olarak hesaplanabilir.

Bu nedenle, Sekil 4.8 de goriildiigii gibi, r,, Orneklem korelasyon katsayisi
(X=jX) ve (Y—jY) vektorleri arasindaki ¢ agismnin kosiniisii, yani I, =C0Sg
dir.

)
\
\
\
\
\
\
P
)
I
\
\
v

Sekil 4.8. X, Y, X —j)_( LY —jv vektorlerinin ve 0, 01,0,, @ agilarinin n-boyutlu uzayda

sekilsel gosterimleri.

Simdi,

T=X—-jX,yani, X=T+jX (4.138)
ve

Z=Y-jY,yani, Y=Z+jY (4.139)
olsun.
Bu durumda,
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XY =(T+jX)(Z+jY)=TZ+nTY +nXZ +nXY

(4.140)
=[Xll[¥]lcos®
dir.
_T_ZJ(X—JX):JX—”X:nX—nX:o (4.141)
n n n
ve
5 _1(Y-jY) _JY-jiy _n¥Y-nvy (4.142)
n n n
oldugundan, (4.140) ifadesi asagidaki bi¢imi alir:
TZ+nXY =|X|[|Y|cosé. (4.143)

(4.138), (4.139) ve (4.140) bagmtilarin1 kullanarak cosé@ igin asagidaki ifadeyi elde
ederiz:

TZ  nXY
cosd = +
IV XV w1
_ (X=jX) (Y =jY) N nxXY .
X1 IX[I¥]

(4.137) ye gore,
ey [X=3X[[[Y Y] = (X=jX) (Y -}¥) (4.145)

oldugu goriiliir.
InX=[jX| ve n¥Y=|j¥| (4.146)

oldugundan, (4.144) bagintisi

I e o

+
X1 X1l

olarak yeniden yazilabilir.

Sekil 4.8 den,
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IS RS\
] ¥ 1)
cos@lzM , 036?2:M
X I

elde ederiz.

Bu nedenle, (4.147) bagmntist 6,6, acilarina ve I Y& gore yeniden

bigimlendirilebilir:
C0S O=—T,, Sin &, sin 6, + cos 6, cos b,. (4.149)

Bilindigi gibi, r,, =1 oldugunda, X ve Y gozlem vektorleri arasinda miikemmel
bir pozitif iligki (lineer iligki) vardir. r,, =—1 oldugunda, X ve Y gozlem
vektorleri arasinda miikemmel bir negatif lineer iliski vardir. r,, =0 oldugunda, X

ve Y gozlem vektorleri arasinda bir lineer iligki yoktur.
I =1 ise, (4.149) da r,, Yyi yerine koyma

C0S &= —sin g, sin @, + cos g, cos &, = cos(b, + 6,) (4.150)
oldugunu ortaya koyar.

(4.150) nin her iki tarafina arccos ii uygulayarak, 6 =6, +6, oldugu goriilebilir.
Tersine olarak, eger 0=6,+0, ise, bu takdirde
cos f=—sin g, sin 6, + cos ¢, cos @, = cos(b, +6,) elde ederiz. Bu nedenle, (4.149) dan,
I =1 yazariz, yani X ve Y gozlem vektorleri arasinda miikemmel bir pozitif
iligki (lineer iligki) vardir.
Benzer sekilde, r,, =—1 ise, bu takdirde (4.160) asagidaki bigimi alir:

cos @=sin g, sin 6, + cos &, cos b, = cos(b, —6,) . (4.151)

Yine, (4.151) in her iki tarafina arccos ii uygulayarak, 8 =6, —6, elde ederiz. Tersine
olarak, eger 6 =6, -6, ise, bu takdirde cos&=siné, siné, +cos g, cosé, =cos(b, —6,)
yazariz. Bu nedenle, (4.149) dan, r,, =-1 yazariz, yani, X ve Y gozlem vektorleri

arasinda miitkemmel bir negatif iliski (lineer iligki) vardir.

Eger r,, =0, bu takdirde (4.149) da r,, yi yerine koyma,
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cos(é, +6,)+cos(6, - 6,)
2

COSs = cos 6, cos b, = (4.152)

oldugunu ortaya koyar.

Tersine olarak, eger (4.152) bagintis1 mevcutsa, bu takdirde (4.149) dan r,, =0 elde
ederiz, yani, X ve Y gozlem vektorleri arasinda bir lineer iliski yoktur.

Sonug olarak, X ve Y arasindaki lineer iliski r,, ile agiklandig: gibi, 81 ve 6, nin
trigonometrisi ile de agiklanir.

Not: 01 ve 6, den en az biri /2 veya 37/2 oldugunda, X ve Y nin biri digerine
dik olmalidir, yani cosé =0, bu nedenle r,, =0 olmalidur.

Simdi, X ve Y vektorleri arasindaki lineer iliskiyi, bu iki vektor lizerine kurulan

paralelkenarin alamiyla ifade edelim. "A"™ capraz carpimi (veya vektorel carpimi)
gostermek lizere, bu paralelkenarin alani,

[XAY]=[X][[Yl|sin 6 =[X][ Y] vi-cos® &
olarak hesaplanabilir. Eger 9 =/2 (veya 3z/2) ise, bu takdirde bu paralelkenarin
alant || X|||Y]| dir. Bir baska deyisle paralelkenar; kenarlari ||X|| ve ||Y|| olan bir

dikdortgen olacaktir. Bu durumda, X|| ve ||Y|| nin her birinin digerine dik olmasi

I, =0 oldugunu soyler.

XAY Y

0

X
Sekil 4.9. X ve Y vektorleri lizerine kurulan paralelkenar.

4.2.4.1. Standartlastirilmis Vektorlerin Kullanima

Simdi, X = X——j):( ve Y= Y_—J? vektorlerini goz Oniine alalim. Burada
[x=3X] [Y-i¥]

[x|=1 ve |ly|=1 dir. Bu durumda (4.137) bagmntisindan

r=XYy=Cose (4.153)
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oldugu goriiliir. Burada ¢ ; standartlasgtirilmis x ve y vektorleri arasindaki agidir.
y nin x {iizerindeki (dik) izdiisiimii ve x in y tiizerindeki (dik) izdiisiimii sirasiyla

¥ ve X olsun. Bu takdirde,

y=x(Xx)"'xy= xix'y =xr ve X=y(yy)lyx= yi2 yX=yr (4.154)

I [yl
elde ederiz.

I%|=r ve |§]|=r (4.155)

ve X ile Y arasindakiagi x ile y arasindaki aciya esit oldugundan, asagidaki

bagint1 saglanir:

=Xy=r. (4.156)

X-X=w ve Yy-y=t olsun. Budurumda,

] =[x - %= (x- %) (x- 2)]% =[Xx-X%-Rx+ X% %2
4.157
(12X %+ KR =1-r? (4.157)
ve
Ith=ly-91=[(y-9)(y- .\7)]% =[yy-yy-yy+ 9'9]%
(4.158)

—@-2y§+99) =11

=r? =r?

dir. Asagidaki sekli géz oniine alalim.
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Uf\‘x

Sekil 4.10. § ve X vektorlerive ¢, w, n ve & agilari.

tw=wt=(X-%)(y-§)=xy-xy-Xy+X§
=r—r—r+r’=r’-r=r(r*-1)

oldugundan,
r(r’-1) —r@l-r?)
CoSy = \/1_7\/1_7 = ) =—r (4.159)
elde ederiz.

@+ =7 oldugundan,

COS @ = CoS(7r — ) = COS £ COSy +SIiN 7 SiNy = —COoSy
—_—
=0

—COSY =—C0S@ =—I
yazariz.
X-X ve x, Y-V¥ ve y arasindaki acilar sirasiyla 7 ve & olsun. Bu takdirde,

9| =r oldugundan,

X

sinp=cosp=r ve sin&=cosp=r dir. |x|=|y||=1,
Sekil 4.10 daki dik liggenler esittir.

X ve Y orijinal gozlem vektorleri icin Y nin X iizerindeki basit lineer
regresyonu

Yn><1 = al.l + Iglxnxl + (gl)nxl’ 81 : N (0' O-ZI n) (4160)
ve X in Y iizerindeki basit lineer regresyonu

X=a,j+BY+e,, & : N0OI) (4.161)
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dir. (4.160) ve (4.161) e alisilmis en kiigiik kareler yontemini uygulayarak, asagidaki
bagntilar elde ederiz:

Y =j¥-bXj+bX—> Y —j¥Y=b(X-jX), (4.162)
X—jX=h,(Y-jY). (4.163)

Burada Y ve X sirasiyla Y ve X in (4.160) ve (4.161) regresyonlarindan elde
edilen en kiigiik kareler tahminleri ve b, ve b, de £ ve g, nin en kiigiik kareler

tahminleridir.
Bu tahminde, b, ve b, sirasiyla rS—Y=rHY_J:\_(H ve rs—x=rHX_J:>_(H olarak
So o [X=1x] s |Y-iv]
hesaplanabilir.
(4.162) den,
Y-jY X jX
—o = — (4.164)
[Y=iv] x|
ve benzer sekilde (4.163) den,
X—jX Y- IN%
—o = — (4.165)
[x=ix| |y -3¥]
. _ X-jX Y-jY 5 e .
elde ederiz. X=———= Vve y= — oldugundan, yine X=ry ve y=rX
[X=iX] [Y-iv]
oldugu kolayca goriilebilir.
o o . o X—jX o Y-jY s :
X ile y arasindaki a1 X = — ile y= — vektorleri arasindaki ag1
[x-iX] [y -iv]
ile aymidir.
Bu aci, ya
r X_J:>:< ve r Y_J:\:( ya da rX—j>_( ve rY_jv
pix] ] 5 5

vektorleri arasindaki a¢1 olmalidir.

Bu durumda asagidaki bagint1 elde edilebilir:
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2 (X=i%) (Y =)

CoSp = = —=—=r. (4.166)
(X=JX)[[ (Y =]Y)
SX SY

rZ

=1 =1

X in Y iizerindeki ve Y nin X iizerindeki regresyon dogrulart (X,Y)
noktasinda kesigir. X {izerinde Y nin regresyon dogrusunun tahmini Y =a, +b,X
ve Y iizerinde X in regresyon dogrusunun tahmini X =a,+b,Y oldugundan,
asagidaki gosterim ortaya ¢ikar. Burada a, ve a, sirasiyla, (4.160) daki ve (4.161)
deki ¢, inve @, nin en kiigiik kareler tahminleridir.

v
FaS
X=a,+5Y

e~ Y=g+ X

"
SR

Sekil 4.11. X tizerinde Y nin ve Y fizerinde X in regresyon dogrulari.

S o o
Burada b =%~ ve a=Y-bX dir. s,, ve s; swrasiyla kovaryansin ve
SX

varyansin tahminleridir. Bunlar, X ve Y veri vektorlerini kullanarak

b1=M ve a=Y-bX (4.167)

D x2—nX?

formiillerinden dogrudan dogruya elde edilir. Agiklayic1 degiskenler kontrol
edildiginde, en kiigiik kareler tahminleri; parametre tahmini ve gelecekteki tahmin
i¢in en iyl uyumun dogrusunu verir.

X izerinde Y nin regresyon dogrusu ile Y {lizerinde X in regresyon dogrusu
aynist degildir. Sekil 4.11 iki X ve Y rasgele vektor degiskenleri ig¢in bu durumu
acik olarak gosterir. X  bir rasgele vektor degiskeni olsa bile, notasyonu
basitlestirmek icin degiskenlere X ve Y (y, ve Yy, yerine) denilmesini
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stirdiirliriiz. Bununla beraber, s, ifadesi; (b)) ve (b,) regresyon katsayilar1 igin
aymdir. X; Y iizerinde regresyonlandiginda egimin paydast s iken,Y; X
lizerinde regresyonlandiginda egimin paydast s; dir. Bundan baska, iki o, ve «,

intercepti (integrasyon sabitleri) tahmin edildiginde, X ve Y ortalamalar ters
rolleri oynar. Regresyon ylriitiildiiglinde bu, agiklayict1 ve cevap degiskenlerini
tanimlamanin 6nemini agik bir sekilde vurgular.

En kiigiik kareler regresyon dogrulari sadece tiim gozlem noktalar1 ayni dogru

tizerine distigiinde (korelasyon=1) cakisabilir. r,, = Sx

oldugunu biliyoruz. Bu
XY

nedenle, egerr =1 ise, bu takdirde s,., =s,S, dir. Benzer sekilde, yeri degistirilen
grafikte (eksenlerin yerleri degistirildiginde) ayni dogruyu tanimlayan b, egimi
Sy /s, =1/b, dir. Hesaplamalar vasitasiyla,

S
b=r

>y
SX

ve b,=rx (4.168)
SY

elde ederiz. Bu nedenle bu iki regresyon dogrusu arasindaki ag1 ©, ise, bu takdirde

m, ve m, regresyon dogrulariin bilinen egimleri olmak iizere, ®, in tanjanti

m,—m

tge, =——=L

EACE m,m,
formiiliinii kullanarak hesaplanir.
Bu durumda ©, in tanjant1 igin,

1-r?( s,8

tg®, =—[ e j (4.169)
r Sy TSy

ifadesini elde ederiz.

X ve Y vektorleri yukaridaki gibi standartlagtirildiginda,

X=ry ve Y=rx oldugunu gordiik. Bu iki dogruyu aymi koordinat sistemi iizerinde

cizdigimizde, onlar (0,0) noktasinda kesisir ve aralarindaki ®, acisinin tanjanti igin,

1
m, = " ve m =r oldugundan,
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1
—=r 2
1-r
tg®, = f_l == (4.170)
1+=r
r

elde ederiz. Bu durumda, tg®, nin degeri: s, =s, =1 igin tg®, e esit olur.

Her iki formiilden de goriildigii gibi, eger r =1ise, bu takdirdetg®, =0, yani,
©, =0 dir. Bu durumda, regresyon dogrular1 ayni1 yonde ¢akisir. Eger r=-1 ise, bu

takdirde regresyon dogrulart ayn1 dogrultu ve ters yonde ¢akisir. Eger r=0 ise, bu
takdirde regresyon dogrular1 birbirine dik ve eksenlere paraleldir. Buna gore,

1) r®*=1ise X ve Y degiskenleri arasinda miikkemmel bir korelasyon vardir ve
regresyon dogrular1 ¢akisir.

2) r=0 ise, yani hi¢ korelasyon (lineer iligki) yoksa, bu takdirde tg®, =tg®, =0
veya ©, =0, =7x/2 dir. Regresyon dogrusunun her biri digerine dik ve her biri

eksenlere paraleldir. Bu durumda, Y nin ortalama degeri X in tiim degerleri i¢in
aynidir ve X in ortalama degeri Y nin tiim degerleri i¢in aynidir.

Bu durumda, Y-j¥Y=b(X-jX) ile X—-jX=hb,(Y-jY) vektorleri dik

oldugundan kolayca

(Y-3¥) (X=jX) =bb,(X-jX) (Y -j¥) =0,
yani kov(X,¥)=0 veya

(Y-§Y) (X=iX) _ sy s (X=iX) (Y-jY)

V- D] " ss e v

9 X =r

=r’r=0
yani ¥ ile X in dik olacagm ifade ederiz.

42.4.2. X ve Y Vektorlerinin Geometrisi

Simdi, Y nin X iizerindeki ve X in Y iizerindeki (dik) izdlisiim vektorlerini goz

oniine alniz. Bu izdiisiim vektorleri sirasiyla X ve Y olarak gosterilsin (bkz. Sekil
4.12).
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Y X

Sekil 4.12. X ve Y fizerine kurulan ve X ve Y iizerine kurulan paralelkenarlar.

Buna gore,

X=Y(YY)'YX=

- I¥[[X]eos0 |||X||0039

v M

ve

Y = X(XX) XY =— ||x||||Y||cose =

X X

|||Y||cos¢9

elde ederiz.

Sekil 4.12 den goriildiigii gibi,

cosd = H H - HXH =X cos &

ve

cosd = H H - HYH =|[Y|cose

(4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)

dir. Boylece (4.173) ve (4.174) iin dogrulanmas1 sirasiyla, (4.171) ve (4.172) den de

yapilabilir.

S ve W sirasiyla X ve Y vektorleri ve X ve Y vektorleri iizerine kurulan

paralelkenarin alan1 olsun. Bu durumda,
S=[X A Y] =X ¥]sino

ve

(4.175)

_HX/\YH_HXHHYHSlnH_||X||cos€||Y||cos€sm<9—||X||||Y||cos gsing (4.176)

X M
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dir. Eger W nun S ye oran1 A ise, bu takdirde

W X[ Y||cos* #sin&

2 .
S [X[lv[sine

0s’ 6 (4.177)

dir. 2 degeri; € acisinin kosiniisii oldugundan, ~1<Ja<1 esitsizligini elde
ederiz.

(i) Eger J1=0 ise, yani, cos@d=0ise, bu takdirde =/2 veya 3z/2 olur. Bu
durumdaW =0 dir, yani, X ve Y sifir vektorlerdir. S; kenarlari |X| ve |Y| olan

bir dikddrtgenin alani olur. Bu nedenle, X ve Y vektorleri lineer bagimsizdir.

(ii) Eger V4 =+1 ise, yani, cos@=-+Llise, bu takdirde &=0 olur.X ve Y ayni
dogrultudadir.

(iii) Eger JA=-1 ise, yani, cosfd=-lise, bu takdirde 6= dir. Simdi bu
durumda, X ve Y ters dogrultudadir.

(i1) ve (ii1) durumlarinda X ve Y arasinda miikemmel bir lineer iliski vardir.
rs,sy = [ X]|['Y]|cos & —nXY (4.178)

oldugunu biliyoruz.

Eger =0 ise, bu takdirde S=0; X ve Y nin aynt dogrultuda olduklarini ve
aralarinda miikemmel bir pozitif lineer iliskinin var oldugunu belirtir. Bu durumda
r=1ve s, =|X]|[¥]-nXY olur.

Eger @=7x ise, bu takdirde S=0; X ve Y nin ayn1 dogrultuda ve ters yonde
olduklarim1 ve bu nedenle aralarinda miikemmel bir negatif lineer iliskinin var
oldugunu belirtir. Bu durumda r =-1ve s, s, =||X|||Y|+nXY olur.

Eger 0=n/2 veya 3r/2ise, bu takdirde S=||X|||Y]| dir, yani paralelkenar bir

dikdortgendir. Bu nedenle X ve Y birbirine diktir. Bu durumda r=0 ve XY =0
olur.

4.2.4.3. x ve Y Standartlastirilmis Vektorlerinin Geometrisi

ve y=

(X=JX) (Y -}¥) _
[x=iX{[-i¥]

Xy,

standartlastirilmis vektorler ile calistigimizda, r=

178



[x[=[y[=1, §=m, X=ry, cosy =-r=—cosp,

—r, |x-%|=v1-r*, |y-9|=v1-1* ve sinp=sing=cosp=r

oldugunu biliyoruz (bkz. Sekil 4.10).

X

y

Simdi, x , Y ve X, ¥ vektorleri iizerine kurulan eskenar dortgenleri gz Oniine

alimiz (bkz. Sekil 4.13). x ve Yy vektorleri lizerine kurulan eskenar dortgenin alani S;

ve X ve Y vektorleri iizerine kurulan eskenar dortgenin alan1 W olsun.

N

£

o LA 0'/ \L

0 A
3

Sekil 4.13. x , Y ve X, )7 vektorleri lizerine kurulan eskenar dortgenler.

Bir eskenar dortgenin alani kdsegen uzunluklarinin ¢arpiminin yarisina veya iizerine
kurulduklar1 vektorlerin vektorel ¢arpiminin normuna esittir. Bu nedenle,

S, =|xA y||=sin¢:\/1—cosz(p =112 (4.179)
veya
||x-y||!x+ yllzﬁwl—_r)zﬁ(m_r) N (4.180)
yazariz.
W, e gelince,

W, =[% A §]| =|X]||9[sing =rrsing=r*sinp = rz\/l—cos2 @ =r’\J1-r? (4.181)
oldugu gortiliir.
Eger W, in S, eoram 4, ise, bu takdirde

Wl 2
=—=F
& S

1

(determinasyon katsayus:) (4.182)
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elde ederiz.

e Eger 4 =1=r%ise, yani W,=S, ise, bu takdirde x ve Yy arasinda
miikemmel bir lineer iliski vardir.

e Eger 4 =0 (veya r>=0) ise, bu takdirde cosp=0, yani x ve Yy
vektorleri diktir ve bu nedenle eskenar dortgen bir birim karedir, yani, X ve
¥ vektorleri sifir vektorlerdir. X ve Y vektorleri lineer bagimsizdir.

4.2.4.4. Basit Lineer Regresyon Dogrularina Dayanan Bir Genisletme

Y, ile X, vektorleri arasindaki basit lineer regresyon bagintisint géz oniine aliniz.

Bu basit lineer regresyon bagintisini asagidaki bigimde verelim.

Y, =jo, +BX,+& , g : N(0,0°T,)
En kiigiik kareler yontemini kullanarak, Y, in en kiiciik kareler tahmini agagidaki
gibi elde edilir :

Y, = XB, = X(XX)'XY, (burada X=[j:X,] dir.) (4.183)

@; Y, ve Y, arasindaki ag1 oldugunda,

2

A A

¥ XX X)X Y, Y,
0S¢, = YlYi _ Y, X(X X)A XY, _ 1 _ 1 (4.184)
Y|, Y l[Y: VY] Yl
elde ederiz. Bu nedenle,
(4.185)

S, =Y. A Yy [sing, =Y %] ]2 (4.186)

yazabiliriz.

Eger “\?1“:||Y1|| ise, bu takdirde sing, =0 ve S, =0 dir. Bunedenle, Y, ve Y,

lineer bagimlidir (yada Y, ve Y, aym diizlemde olup lineer bagimlidir).

180



Eger ¢, = /2 ise, bu takdirde sin¢g, =1 dir. Bu paralelkenar kenarlar ||Y,| ve H%H

olan bir dikdortgendir. Bu durumda Y, ve \?1 lineer bagimsizdir.

Ayni sekilde X, in Y, izerindeki basit lineer regresyonu diisliniildiigiinde,

yukarida verilen basit lineer regresyon bagintisi asagidaki bigimi alir :
X, =ja,+B,Y,+&, , & N(0,0°1,).
Bu nedenle, Y =[j:Y,] olmak iizere,
X, =Y(YY)'Y'X, (4.187)
elde ederiz.

X, ve X, vektorleri arasindaki agi ¢, oldugunda, X, ve Y, in rolleri

degiseceginden
(4.188)
yazabiliriz.
Y, ve VY, hakkinda verilen yorumlar X, ve X, icin de verilebilir.
X, ve Y, ayni grafikte gosterildiginde, eger onlarm arasindaki ag1 w ise,
1-r?( .8
tgw = [ = Yzj (4.189)
r Sy TSy
bu nedenle,
. tgw
smw=g— (4.190)
my1+tg°w
elde ederiz.
Boylece, X, ve Y, iizerine kurulan paralelkenarin alan
ST NETITR tgw
[ [ fsinwl = % | (4.191)

T L+ tgw

olur.
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Eger r?=1 ise, yani r=+1 bu taktirde X, ve Y, arasinda miikemmel bir lineer
g 1 1

iligki vardir. Bu durumda, X, ve Y, ayni dogrultu ayni yonde ya da ayni dogrultu

ters yondedir.

Eger r=0 ise, bu takdirde tgw=oco dur. w=7/2 veya 3z/2 elde ederiz ki bu
durumdasinw=ni dir.

Bu nedenle, 5(1 ve ?1 tizerine kurulan paralelkenar H)ZJ‘ ve HYlu kenarli bir

dikdortgen olur.
4.2.4.5. Korelasyon Katsayisina Farkh Bir Cebirsel Bakis

Simdi, X ve Y reel gozlem vektorleri arasindaki bir lineer iliskiyi tanimlamak igin,
nicin X Vve vy standartlagtirilmig vektorlerini kullandigimizi diisiinelim. Asagidaki

vektorleri ve matrisi goz ontine alalim:

X, A 11 1
X= i [,Y=| i [ =(0L.0) 3= 8 i =jit (fi=n) (4.192)
X, Y, 11 1 .
ve
&_X %_?
_% _ ¥ _
x=| " :(l—lJJX:X—Jx, j=| 2 :(I—EJ]Y:Y—JY. (4.193)
: n : n
X, —X y,-Y

Bilindigi gibi, X=)'x, ve Y=Yy,  olmak iizere, X Ve Y gdzlem vektorleri
i=1 i=1

arasindaki Pearson 6rneklem korelasyon katsayisi

- =l ' (4.194)

dir.

Aciklama 4.1. (4.192) ve (4.193) bagmtilarmin 15181 altinda, 4, 4, € R olmak

lizere, asagidaki bagintiy1 elde ederiz:
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/11X+ﬂ?Y:O—>ﬂj>_(+ﬂz\7:O—>21(X-j)_()+/12(Y-j\7):0. (4.195)

X y

Eger, 4 X+ 4,¥=0 denklemini saglayan en az bir 4 #0 , (i =1,2) varsa, bu takdirde
X ve y vektorleri lineer bagimlidirlar. Bu nedenle X ve Y gozlem vektorleri de
lineer bagimhidir (aym1 4, A4, kullanildigindan). Eger bu denklem yalniz 4, =4, =0

icin gerceklenirse, X ve § vektorleri lineer bagimsizdirlar (bu nedenle, X ve Y
gozlem vektorleri de lineer bagimsizdir).

(4.195) denklemi matris formunda asagidaki gibi yazilabilir:

Xi_)_< yl_v 0
-X y,-Y :
WX+ A,y=0= X, Y2 [j}: |- (4.196)
) :
x -X y =Y 0

(4.196) lineer denklemler sistemi, bir homojen lineer denklem sistemidir. Bu nedenle

(4.196), AL=0 olarak yazilabilir. Burada A matrisi ve A vektori sirasiyla
asagidaki gibidir:

Xl_)_< yl_v
A, =[x §]=%70 T e x{ﬂ. (4.197)
2
x -X y-Y

Bu lineer denklemler sistemi daima tutarlidir, yani, sistem bir ¢6ziime sahiptir. Eger
A Kkatsayilar matrisi tam siitun rankl ise, yani r(A) = r(A'A) =2 ise, bu takdirde
r(A); A matrisinin rankini1 gostermek lizere, X ve § vektorleri lineer bagimsizdir.

Bu durumda 4 =A4,=0 ¢oziimii hari¢ baska bir ¢dziim yoktur. Eger A katsayilar
matrisi tam siitun rankli degilse, bu takdirde (4.196) sistemi icin en az bir A4 #0,

(i=1,2) ¢6ztimili vardir. Bu durumda X and y vektorleri lineer bagimhidir ve X
and Y vektorleri de lineer bagimlidir.

AA=l T = (4.198)
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oldugundan, det(A'A) ; A'A matrisinin determinantin1 gdstermek iizere,

det(AA)=3 (% - 3 - V) _{i(xi “%)(y, —\?)T (4.199)

elde ederiz.

det(A’A):ianl(x x)zlzn:( ) LGll(xi—)_()(yi—)_()T=(n—1)2[s§s$—s§YJ=keR (4.200)

alalm. Kk bir pozitif yari-tanimli matrisin determinant1 oldugundan, k>0 dir.

(4.200) den,

i(xi —>_<)2_i(yi —\?)Z—k{zn“(xi -X)(y, —>‘<)}2 (4.201)

veya
- —\ 12
k Z Xi_X yI_Y k
1—(n_1)25252 _|: ( ss)( ) —r;Y%rXY::F 1——(n_1)25232 , (N COS(X y)) (4.202)
XY Oy
elde ederiz.
OSF;Y Sl oldugundan, Oél—m_l , yani, 0_—(n 1;(2 5 <1 elde

ederiz.

Eger k=0 ise, yani r,, =1 ise, X ve Y gozlem vektorleri arasinda milkemmel bir

lineer iliski vardir.

ok ok
(_1)222 (_1)222
bu takdirde X ve Y goézlem vektorleri arasinda lineer iligki yoktur.

Eger 1- =0 ise, yani =1 veya k=(n-1)sis2 =0 ise,

k sabitini farkli bir yontemle yeniden inceleyelim. Bunun i¢in de Gram-Schmidt ve
determinant ile ilgili asagidaki iki teoremi ve sonucu verelim.

-

Teorem 4.2. v,,...,v, siitunlarina sahip bir A kare matrisi i¢gin, A=QR bir QR

n

carpansallamasi olsun. Bunun, Q nun bir ortogonal matris ve R  nin
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L L

Vo[V, [V, || kOsegen elemanlarma sahip bir iist iiggen matris oldugunu
SHf-t >4
sdyledigini hatirlayalim. Bu takdirde |det(A)|=|\v,[[|v, |...|v, ||=det(R) dir.

Ispat. det(A)=det(Q)det(R) oldugunu biliyoruz. det(Q) =+1 oldugundan, bundan
sonra mutlak deger alma, |detf|¥| dRBY oldugunu ortaya koyar. Simdi R;

1

ViV, (e ||V, kosegen elemanlarima  sahip {ist {icgen oldugundan,
Sif-+ >4
det(R) = [Vy[|IVy [[--[V, ve bu kosegen elemanlar pozitif olduklarindan

|det(R)| =det(R) elde ederiz. Bu istenilen sonucu verir (Bu durumda, sadece tersinir

matrisler i¢cin QR  carpansallamasindan soz ettik, bu nedenle teknik olarak
yukaridaki teoremde ispat ettigimizin hepsi bu kadardir. Aslinda, velevki sonug
tersinir olmayan matrisler i¢in de dogrudur. Bu durumda det(A) =0 dir ve aslina
bakilirsa, R kosegeni iizerinde bir sifir elemana sahip olacak, boylece det(R) de

sifira esit olacak.). det(A) nin mutlak degeri olarak belirlediginiz say1 tanidik

N

gelmelidir, bu say1 (nicelik) V,,...,v, tarafindan tanimlanan paralel yiizliiniin n-

hacmidir. Bu asagidakini ispatlar.

N

Sonu¢ 4.4. A; V..V, situnlarina sahip bir nxn matris olsun. Bu takdirde

n

|det(A)| =V (v,,...,v,) dir.
Bunun da Gtesinde, paralel yiizlii, A doniisiimii altinda (yani, matrisi A olan lineer
doniisiim altinda) birim n-kiibiin goriintiisiidiir. Bu kism1 determinantlar1 kullanarak

(m<n oldugunda bile) bir paralel yiizliniin hacmini hesaplamak i¢in bir yontemi
vererek sonlandiracagiz.

- -
Teorem4.3. V,,..,v, € R" bir A matrisinin siitunlari olsun. Bu takdirde

V(U V) = Jdet(A A)

dir. m=n oldugunda bu tami tamma |det(A)| dur.
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Sonucu ispatlamadan 6nce bu teoremin bize neyi satin aldigini bilmek yararlidir.

€ €

N

Vi

-

vV,

-

\'

|| niceliklerini ve bunlarin

Bundan 6nce m-hacmi hesaplamak igin,

ancak Gram-Schmidt algoritmasini kullanmak i¢in elde mevcut olmasini bilmemiz
gerekmektedir. Bununla beraber, bu teorem bir ortonormal tabani iiretmeksizin

V(v,...,V,) yihesaplamamiza izin verir-bu; Gram-Schmidt algoritmasini

kullanmaya ihtiyacimizin olmadigini sdyler ki bu muhtesemdir!

- -
} in lineer bagiml oldugu durumla baslayiniz. Bu durumda v,,...,v

- -

Ispat. {vl,...,v

m
tarafindan tretilen m-paralel yiizlii azami m-1 boyutludur ve bu nedenle onun m-

hacmi 0 dir. Ote yandan, bu durumda, ker(A)(A mn ¢ekirdegi — sifirligi) # {6}

oldugunu da biliyoruz; o halde buradan ker(A A) # {6} elde ederiz. Fakat bu takdirde

A'A tersinir olmayan bir kare matristir ve bundan dolayr det(AA)=0 dir. Bu
nedenle bu durumda

V (V) =0 = det(AA)

elde ederiz.

- -

Simdi {vl,. Y } nin lineer bagimsiz oldugunu farz edelim. A nin QR

Vg

carpansallamasina (ayristmina) ihtiya¢ duyacagiz, bu nedenle (herzamanki gibi) Q

1 €

-

v

—

\&

-

nun ortogonal ve R nin v, || kosegen elemanlarina sahip st tiggen

oldugunu yeniden hatirlayalim. Simdi, Q ortonormal siitunlara sahip oldugundan *
esitligi ve herhangi bir A matrisi icin det(A) = det(A) oldugundan ** esitligi

anlasilmak tizere,

det(A' A) = det((QR) OR) = det(RQQR) —det(R R)

L 51

-V,

-

5
ViV

_ det(R') det(R) — det(R)? {

elde ederiz.
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O halde Teorem 4.2, Teorem 4.3. ve Sonug 4.4 den A(X, y) =./det(AA) = Jk

oldugu goriiliir. Yani Jk, % ve y tarafindan iiretilen paralel yiizliinlin alanina

esittir. Bu durumda paralel yiizliimiiz bir paralelkenardir. Bu ise, k >0 olmasi
durumuna gore incelememizin bir bagka geometrik yorumudur.

4.2.4.6. Korelasyon Katsayisina Baska Bir Cebirsel Bakis

a Ve S =0 sirasiyla regresyon dogrusunun integrasyon sabiti ve egimi olmak lizere,
X ve Y arasindaki lineer iligki, Y nin X iizerindeki

y.=a+pBx+e, ¢: N0, i=12..n (4.203)
basit lineer regresyonunu kullanarak da belirlenebilir.

X =X-jX iizerinde §=Y -jVY nin basit lineer regresyon dogrusunun A egimi,
(4.203) deki g egimi ile aynidir.

(4.203) den, y=Y-jY=p(X-jX)+e=p%X+¢e elde ederiz. Goriildiigii gibig;
(4.203) deki g dir.

alalim. Burada, x~ ve Yy vektorleri birim vektdrlerdir.

Kisim 4.2.4.5 deki ayn1 diistinceyi kullanarak, g4 ,4, € R olacak sekilde 4, = =t

X
ve 4, = “%” alalim. Bu takdirde, asagidaki lineer homojen denklemler sistemini elde
ederiz:

Xl_)__( Y1_? X1_>__( )ﬁ‘? 0

Xz._x , y,—-Y |:ﬂl:|: [%J Xz._x ’ (T} Y,—Y {/"1}: : (4.204)
R EAR I ) B AR

X, =X Y, =Y X, —X y,—Y 0

B, (4.204) iin katsayilar matrisi olsun. Bu takdirde B asagidaki gibi yazilabilir:

x — X y,—Y
B= (i] =X (ij oY (4.205)
I ]/
x, — X y, - Y
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1 _ _
2 X0=Y)
1 _ _
[ = X)0=Y) !

det(BB) =
(4.206)

- ||i||2||9||2[2([ X)(vi-Y)] =1-r% =teR,

2
=Ixy

oldugundan, Kk igin yapilan irdeleme t i¢in de siirdiiriliir. Eger t=0 ise, yani,
r;, =1 ise bu takdirde X ve Y vektorleri arasinda miikemmel bir lineer iligki

vardir. Eger t=1 ise, yani, det(BB)=0 X ve Y vektorleri arasinda lineer iliski
yoktur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bes boliimden olusan bu ¢alismada lineer cebirle ve istatistikle ilgili olan bazi temel
bilgiler tanitildiktan sonra lineer modeller ve lineer modellerin geometrisi ele
alinmistir. Lineer modellerde lineer kisitlamalar altinda parametre tahmini farkli bir
yontemle elde edilmistir. Ayn1 bolimii takiben korelasyon katsayisinin farkli

geometrik yorumlari ifade edilmistir.

Geometrik bakis acis1 ile soyut kavramlar somutlastirilmistir. Genis bir literatiir
taramasi yapilmis, bu konuda yazilan son makaleler ele alinarak mevcut gelismelere
yeni katkilar yapilmaya calisilmistir. Aciklayict ornekler, sekiller ve grafikler ile

calismanin daha iyi anlagilmasi saglanmistir.

Bu tezde ele alinan konular ¢oklu regresyon alaninda calisan aragtirmacilara ve bu

konuda doktora yapacak olanlara azda olsa katk1 saglayacaktir.
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