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OZET

SIMETRIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

EMRULAH AYKAN ALAN
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI 41 SAYFA

(TEZ DANISMANT: Doc.Dr. ERHAN SET)

Bu tez 4 boliimden olugmakta olup tezin ilk boliimiinde tez konusunun igerigi ile
ilgili kavramlarm tarihsel gelisimi hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde baz
konveks fonksiyon siniflari, Riemann- Liouville ve genellestirilmis kesirli integraller
ve simetrik konveks fonksiyon simiflari ile ilgili temel tanimlar, teoremler ve
sonuglar sunulmustur. Tezin ana bolimi olan Uclncu bélimde ilk olarak
genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla bazi yeni 6zdeslikler verilmis ve bu
Ozdeslikler yardimiyla simetrik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Bu bdliimiin ikinci kisminda ise genellestirilmis kesirli
integraller igeren iki 6zdeslik yardimiyla simetrik konveks fonksiyon simiflart i¢in
Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikler verilmistir. Ayrica elde edilen sonuglarda
L,o,W’nin 6zel segimleri igin Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren sonuclara
yer verilmistir. Son boliimde ise teze ait baz1 sonuglar ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis kesirli integraller, Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizligi, Hermite-Hadamard esitsizligi, Konveks fonksiyon,
Simetrik konveks fonksiyon, Riemann- Liouville kesirli
integraller.



ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES FOR SYMMETRIZED CONVEX FUNCTIONS
EMRULLAH AYKAN ALAN

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS

MASTER THESIS, 41

PAGES
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This thesis consist of four chapters and the first chapter of the thesis includes
informations about the historical development of concepts related to thesis topic. In
the second chapter, fundamental definitons, theorems and results related to some
convex function classes, Riemann-Liouville and generalized fractional integrals and
symmetrized convex function classes are presented. In the third chapter that is main
chapter of the thesis, firstly some new identities is given with the help of generalized
fractional integrals and Hermite-Hadamard type inequalities for symmetrized convex
functions via these identities are obtained. Inte second part of this chapter, Hermite-
Hadamard-Fejer type inequalities for symmetrized convex functions with help of two
identities containing generalized fractional integrals are given. Moreover, the results
containing Riemann-Liouville fractional intefrals for the special selections of the
A,o,w in results obtained here. It is given some conclusions and recommendations of
the thesis in the last chapter.

Keywords: Generalized fractional integrals, Convex function, Symmetrized convex
function, Hermite-Hadamard inequality, Hermite-Hadamard-Fejer
inequality, Riemann-Liouville fractional integrals.
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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

B(a,b) - Beta fonksiyonu
r . Gamma fonksiyonu

f fonksiyonunun simetrik doniisiimii

~h

f fonksiyonunun anti-simetrik doniisiimii

Y

f' . f fonksiyonun birinci mertebeden tlrevi

I . Reel sayilar kiimesinde bir aralik

I° : I’ninici

L):r;r_ .o dereceden sag Riemann-Liouville kesirli integral
J . o. dereceden sol Riemann-Liouville kesirli integral
L[a, b] . [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
R . Reel sayilar kiimesi

(I 2.aew®) () : Sol tarafli genellestirilmis integral operatorii
(Jg2-w®)(X) : Sag tarafli genellestirilmis integral operator

f . f fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevi

Q(n . Quasi konveks fonksiyonlar sinifi

SX(h,I) . h-konveks fonksiyonlar sinifi

SV(h 1) . h-konkav fonksiyonlar sinifi

B.(a, b) :  Tamamlanmamsg beta fonksiyonu
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1. GIRIS

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda énemli bir rol oyna-
mas1 ve aktif bir aragtirma alani olmasindan dolayi, 6zellikle son yillarda arastirmacilarin
ilgi odagi haline gelmistir. Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda énemli
bir rol oynar. Esitsizlikler ile ilgili ilk temel calisma 1934 yilinda Pélya, Littlewood
ve Hardy tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir. R. Bellman ve E.F. Beck-
enbach (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler tizerine elde edilen bazi il-
ging sonuglar iceren “Inequalities” adli ikinci kitap yazilmigtir. Mitrinovicin 1970’te
yaymlanan “Analytic Inequalities” adli kitab1 yukarida bahsedilen iki kitapta da yer al-
mayan yeni konular igerir. Bu {i¢ temel kaynagin yam sira Mitrinovic et al. (1993)
tarafindan “Classical and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafindan
“Mathematical Inequalities” ve son yillarda da Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham,
Ravi P. Agarwal gibi aragtirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek g¢ok kitap,
makale ve monografi yazilmistir. Esitsizlikler yaygin olarak matematik ve uygulamali
matematigin cesitli dallarinin gelisiminin arkasindaki temel itici gliclerinden biri olarak
kabul edilmektedir. Son on yildan fazladir matematigin bircok farkli alanlaridaki uygu-
lamalara literatiirde yerini almig temel esitsizlikler biiyiik bir katki saglamaktadir. Bu
esitsizliklerin baginda gelenlerden biri de konveks fonksiyonlar yardimiyla elde edilen
Hermite-Hadamard esitsizligidir. Konveks fonksiyonlarin tarihi M.O. 250 yilinda Archi-
medes’in inli pi degerini hesaplamasina kadar dayanmakla birlikte baglangici 19. yiizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. Konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906
yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan caligildigi ve Jensen'in bu 6ncii ¢aligmalarindan
itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir geligme gosterdigi kabul edilmektedir.
1906 yilinda Fejer (1880-1959) trigonometrik polinomlar1 ¢aligirken Hermite’in sonuglarimin

genellegtirilmesi olan

a b b a b
[ atwias < [ sgte) < KO [ gtayan

esitsizliklerini elde etmistir. g(z) = 1 ve x € (a,b) igin Hermite-Hadamard esitsizliginin
elde edildigi agikca goriilmektedir. Fejer’in bu sonucu ile ilgili 6zellikle son yillarda olmak
lizere bir¢ok caligma literatiirde mevcuttur. Beckenbach and Bellman (1961) ve Mitri-
novic (1970) gibi pek ¢ok aragtirmaci, konveks fonksiyonlar igin egitsizlikler konusunu
kitaplarinda ele almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri igeren ilk kay-

nak (Convex Funtions: Inequalities) 1987 yilinda Pecaric tarafindan yazilmigtir. Ayrica



Roberts and Varberg (1973), Pecaric (1992), Niculescu and Persson (2006) gibi pek ¢ok
kigi konveks fonksiyonlar tizerinde esitsizliklerle ilgili ¢cok sayida caligma yapmiglardir.
Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger cesitli
alanlarinda dogrudan veya dolayl olarak konveks fonksiyonlarin bir¢ok uygulamasi vardir.
Ayrica farkl aragtirmacilar tarafindan konveks fonksiyonlarin birgok farkl tiirii tanimlan-
misg ve bu yeni konvekslikler yardimiyla esitsizlikler elde edilmigtir. Bu konveksliklerden
biri de simetrik konveks fonksiyonlardir. 2012’de, simetrik konveks fonksiyonlar sinifin
tanitan kisilerin baginda Abdallah El Farissi ve arkadaslari gelmektedir. Son yillarda da

S.S. Dragomir tarafindan bu konvekslik tizerine caligmalar yapilmisgtir.

Esitsizlik teorisinin gelismesinde 6nemli bir yere sahip olan kesirli tiirev ve kesirli
integral kavramlari ilk olarak Liouville tarafindan duyuruldu. Kesirli tiirev ve kesirli in-
tegral kavrami tiirev ve integrallerin sadece tamsayilar i¢in var midir sorusundan yola
gikilarak ortaya ¢ikmig ve 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liou-
ville ve diger bir ¢ok matematik¢inin, kesirli mertebe icin diferansiyel ve integrasyonun
genellestirilmesine dayanan 6ncii ¢caligmalariyla gelismeye baglanmigtir. Uygulamali alan-
larda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari hakkinda ilk kaynak kitap S.G. Samko
ile A.A. Kilbas ve O.I. Marichev tarafindan yazilmis olup bu kavramlar iizerine bir ¢ok
caligma yapilmigtir. Son yillarda kesirli integraller yardimiyla simetrik konveks fonksi-

yonlar i¢in yeni egitsizlikler S.S. Dragomir tarafindan literatiire kazandirilmigtir.

Bu tezde, ilk olarak bazi konveks fonksiyon siniflari, Riemann-Liouville kesirli in-
tegralleri ve genellestirilmig kesirli integraller hakkinda bilgilere yer verilecektir. Daha
sonra simetrik konveks fonksiyonlar sinifi iizerine ve bu konvekslik sinifi yardimiyla elde
edilen egitsizlikler tizerine gerekli ve yeterli literatiir ¢aligmasi yapildiktan sonra elde
edilen sonuclar sunulacaktir. Son olarak da elde edilen sonuglardan ve yontemlerden fay-
dalanarak farkl tiirden yeni integral esitsizlikleri elde edilmeye galigilacak ve elde edilen

sonuclarin litreratiirdeki ¢aligmalarla olan baglantilari, karsilagtirmalar: tartisilacaktir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Konveks Fonksiyon Siniflari igin Literatiir Arastirmasi

Tanim 2.1.1 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LxL— Lve-:F xL— Liglemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa
L ye F cismi iizerinde lineer uzay(vektor uzay1) denir.

A) L, + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1. Her z,y € L i¢in x + y € L dir,

G2. Her z,y,z € Licin x + (y + 2) = (x + y) + z dir,

G3. Her z € L i¢in  + © = © 4+ x = x olacak gekilde © € L vardir,

G4. Her z € L igin x + (—x) = (—x) + = O olacak sekilde —z € L vardr,
G5. Her z,y € L i¢in x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve o, B € F olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.

L1. a.x € L dir,

L2. a.(z+vy) = a.x + a.y dir,

L3. (a+ f).x = a.x + f.x dir,

L4. (af).x = a(f.x) dir,

L5. 1.z = 2 dir(Burada 1, F nin birim elemamdir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir [2].

Tanim 2.1.2 F bir cisim ve V ile W, F cismi tlizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
¢ € F olmak tizere T : V — W dontisiimii,

i.T(u+v)=T(u)+ T(v)

ii. T'(cu) = ¢T'(u)

sartlarim saghyorsa T ye V {izerinde lineer déntigiim denir [2].

Tanmim 2.1.3 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve z,y € A keyfi olmak iizere
B={z€L:z=ar+(1-a)y, 0<a<l1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki z ve
y’nin katsayilar i¢in a + (1 — «) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu nedenle konveks
kiime tamimindaki o ve 1 — a yerine o + f = 1 gartini saglayan ve negatif olmayan
reel «,( sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlegtiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [4].



Tanim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): /,R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon
olmak tizere her z,y € I ve t € [0, 1] igin,

flz+ (1 =t)y) <if(x)+ (1 -1)f(y) (2.1.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte ” >" olmasi duru-
munda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1.1) esitsizligi ¢t € (0,1) i¢in

kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [16].

Aggidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.
i. I araligi tizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

J@)=f(e) ) f (© fonksiyonu I araliginda artan olmasidir.

c € I olmak tizere
ii. f:(a,b) >R fonks1yonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢,z € (a,b)

i¢in

olacak bigimde bir g : (a,b) — R artan fonksiyonunun olmasidir.

iii. f diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f’ fonksiyonunun artan olmasidir.

iv. f” (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f” > 0 olmasidir.

v. [ :(a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her zo € (a,b)

i¢in f fonksiyonunun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir. Yani Vz € (a,b) i¢in

f(@) = f(xo) + Az — o)

esitsizliginin saglanmasidir. Bu esitsizlikte A degiskeni zy a baghdir ve eger f’ var ise

A= f(xo) yada f’ (xg) # fi(x0) ise X € [f(20), f{(x0)] dir.

Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
i. f,(a,b) arahginda stireklidir,
ii. f,[a,b] arahginda sirhdir [3].

Onerme 2.1.1 i. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise bu araligin herhangi bir alt
araligi olan [z, y] lizerinde de ayni gekilde konvekstir.

ii. Herhangi z,y € [a, b] i¢in

f(w;y) < f(I);rf(y)



esitsizligi gecerlidir ki burada konveks fonksiyon i¢in verilen tanmimda t = % se¢imi yapildigi
acik bir gekilde goriilmektedir.
iii. f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks, ¢1,ts, ..., ¢, € [0,1]igin Y ;- t; = 1 ve xq, zo, ..., Ty,

€ [a, b] olmak tizere
ftiwy +taxa + oo+ tyxn) <t f(@1) + taf (22) + o+ 0 f(20)

olarak verilen ‘Jensen esitsizligi’ gecerlidir.

iv. Ozel olarak t; =ty = ... =, = L seqimi yapilirsa 4, o, ..., , € [a,b] i¢in

n

esitsizligi gecerlidir [14].

(f(zy) + f(x2) + ... + fl2n))

S|

Teorem 2.1.2 f: [a,b] — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
U=A{(z,y)la<z<b fz) <y}

kiimesinin konveks olmasidir. Geometrik olarak, fonksiyonun tanimli oldugu aralikta egri

lizerinde kalan bolgenin konveks bir kiime belirtmesidir [14].

Konveks fonksiyon ile ilgili tanim, teorem ve 6nermelerin ardindan simdi de caligmada

kullanilan baz konvekslik cesitlerinin tanim ve ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.1.5 (Quasi-Konveks Fonksiyon): I R {izerinde bog olmayan bir aralik olsun.

f I — R fonksiyonu

Flt+ (1= t)y) < maa{f(x), f()} O<t<L ayel) (2.1.2)

esitsizligini saglarsa [ {izerinde f’ye quasi-konveks fonsiyon denir ve f € QC(I) olarak

ifade edilir [6].

Agikca gortiliir ki her konveks fonksiyon quasi-konveks foksiyondur. Fakat quasi-konveks

olup konveks olmayan fonksiyonlar mevcuttur (Bknz [12]).

Tanim 2.1.6 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): I R iizerinde bog olmayan bir
aralik olsun. f : I — R fonksiyonu

1

gL+ (1 =0y) + [(1 = t)e +ty)] <max{f(z), f(y)} (0<t<1; zy€lR13)

egitsizligini saglarsa [ itizerinde wright-quasi-konveks fonsiyon olarak tanimlanir ve f €

WQC(I) olarak ifade edilir [6].



Tanim 2.1.7 (Jensen-Quasi-Konveks Fonksiyon): I R iizerinde bosg olmayan bir

aralik olsun. f: I — R fonksiyonu

F(55Y) < maslro) S} @) (2.1

esitsizligini saglarsa I iizerinde Jensen-Quasi-konveks fonsiyon olarak tanimlanir ve f €

JQC(I) olarak ifade edilir [6].

Quasi-konveks, Wright-Quasi-konveks ve Jensen-Quasi-konveks fonksiyonlar arasinda
QC(I) CWQC(I) € JQCI). (2.1.5)
seklinde bir iligki vardir.

Tanim 2.1.8 (h-Konveks Fonksiyon): (0,1) C J olmak iizere I ve J R {izerinde
araliklar olsun. Ayrica h # 0 olmak iizere f : I — R{ ve h : J — R{ tammh birer

fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu
ftx+ A —=t)y) <h({t)f(x)+h(1—-t)fly) (0<t<1;z,yel). (2.1.6)
esitsizligini saglarsa h-konveks fonksiyon olarak tanimlanir.[22]

Teorem 2.1.3 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) / C R bir aralik ve f : [ — R

konveks fonksiyon olsun. Bu durumda a,b € I ve a < b igin,

a ’ a
(o) 2ty [zt 38

esitsizligi gecerlidir. Burada ve devaminda, R, R* ve N sirasiyla gercek sayilar kiimesi,
pozitif gercek sayilar kiimesi ve pozitif tamsayilar kiimesi olsun ve Rj = R U {0} Ny =
NU{0} olarak tamimlansin. (2.1.7) esitsizligi ¢ok sayida aragtirmacinin dikkatini gekmistir.
(2.1.7) esitsizligini igeren baz1 yeni tanimlar, genellegtirmeler ve sayisiz uygulamalar igin

9, 15] referanslarina bakilabilir.

Teorem 2.1.4 [ R iizerinde bog olmayan bir aralik ve a < b olmak tizere a,b € I olsun.

Ayrica f € WQC(I) [a,b] arahiginda integrallenebilir olsun. Bu takdirde

b
i [ < mas{f(a), £0)). 218

Hermite-Hadamard tipli esitsizlik gegerlidir.

Fejér tarafindan Hermite-Hadamard egitsizliginin bir agirlikli genellemesi agagidaki teo-

remde verilmigtir..



Teorem 2.1.5 f : [a,b] - R (a < b) bir konveks fonksiyon ve f € L[a,b] olsun. Ayrica
g : la,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2’ye gore simetrik olsun. Bu

durumda:

1(152) [ e

esitsizligi gecerlidir [11].

a b
x)dxr < w/a g(x)dx. (2.1.9)

(aligmanin bu kisminda 6nce Riemann Liouville kesirli integralleri ile ilgili, daha sonra
genellegtirilmis kesirli integraller ile ilgili tanimlar ve ozellikler verilecektir. Daha sonra ise

simetrik konveks fonksiyon siniflari ile ilgili tanim, teorem, lemma ve sonuclar verilecektir.

2.2 Riemann Liouville Kesirli integralleri

Tanim 2.2.1 : [a,b] (—oo0 < a < b < co) R'nin reel ekseni tizerinde smirli bir aralik ve
f € Lla,b] olsun. «. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanmigtir.

(J2 f) (z) = ﬁ /az(x — ) () dt (x> a; R(a) > 0) (2.2.1)

ve

(T2 f) (2) = ﬁ / (t— 2 f@)dt (x < b R(a) > 0). (2.2.2)

Burada I'(a)) Gamma fonksiyonu ([21]) ve

11l = (/ |£(2) I”dt>1<oo (1<p<o0)

'dir. Sarikaya ve arkadaglari [18] Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren Hermite-
Hadamard tipli egitsizligi agsagidaki sekilde vermiglerdir: f : [a,b] — R konveks bir
fonksiyon ve o € Rt olmak tizere

G R R TORRE 0 PGS (U

“dir.
(2.2.3)’min farkh bir versiyonu Sarikaya ve Yildirim tarafindan agagidaki gibi sunulmustur

([19]): f :[a,b] = R ve @ € R olmak iizere,

1(55) < T () 0+ () @] 2SI o

"dir.



Iscan [13] (2.2.1) ve (2.2.2) Riemann-Liouville integrallerini iceren Hermite-Hadamard-

Fejér esitsizlikleri agagidaki gibi elde etmigtir.

Teorem 2.2.1 a € RY, f:[a,b] = R (a < b) bir konveks fonksiyon ve f € Lla, b] olsun.
Ayrica g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a+b)/2’ye gore simetrik olsun.

Bu durumda:

/ ( . ”) [(Jg) () + (Jig) (@)] < [ (5 fg) (B) + (J2F) ()]

2
< Ja) )

(2.2.5)
[(Je.9) (0) + (J5-9) (a)].

esitsizligi gecerlidir.

2.3 Genellestirilmis Kesirli integraller

Bu boliimde Riemann-Liouville kesirli integralinin bir genellegtirmesi olan ve ilk olarak
Raina [17] tarafindan, daha sonra Agarwal ve arkadaslari [1] tarafindan tanitilan sol tarafh
ve sag tarafli kesirli integraller olarak verilen genellestirilmis kesirli integraller hakkinda

bilgiler verilecektir.

o(k) (k € N=NU{0}) pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi olsun. Bu takdirde
7 (z) = FFOo W) = f: _oth) (p,A>0; z€R) (2.3.1)
A= RS SR

0

seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir sinifi igin;
A p >0, w e R ve p(t) fonksiyonu integrallenebilir olmak iizere, sol tarafli ve sag tarafh

kesirli integralleri

(Jprarws) (@) = / x(x — ML w(z =) e(t)dt (x> a), (2.3.2)

b
(I ap—w®) () = / (t =) F L lw(t — ) p(t)dt  (z <) (2.3.3)
seklinde tanimlanmigtir.

M = F7 1 [w(b—a)’] < oo (2.3.4)

ise J7 \ arw®(®) ve J7 \ ., p(x) operatorleri L(a, b) iizerinde sinirh integral operatorlerdir.

ol o= rso<t>|pdt);

Gergekten,



olmak iizere p € L(a,b) igin
137 30w P (@)1 < Mb — a)*|le|h (2.3.5)

ve
177 75w (@)1 < M(b — )|l (2:3.6)

dir. Genellestirilmis kesirli integrallerinde, o (k) nin 6zel segimleriyle baz1 kesirli integral
operatorleri elde edilir. Ornegin (2.3.2) ve (2.3.3) esitliklerinde A = a, 0(0) = 1 ve w = 0
secimi yapilirsa o mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir.

Yaldiz ve Sarikaya konveks fonksiyonlar icin genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla
Hermite-Hadamard esitsizligini ve Yaldiz Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini asagidaki

gibi elde etmiglerdir.

Teorem 2.3.1 ¢ : [a,b] — R, [a,b] lizerinde konveks bir fonksiyon ve a < b olsun. Bu

takdirde genellestirilmis kesirli integral operatorleri igin

a+b 1 o o
S0( 2 ) S A apFg = ap] ) (5 i) O

pA+1 —a
p(a) + o (b)
- 2

(2.3.7)
esitsizligi gecerlidir [23].

Teorem 2.3.2 p, A € Rt f : [a,b] = R (a < b) bir konveks fonksiyon ve f € Lla,b]
olsun. Ayrica g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a+b)/2’ye gore simetrik
olsun. Bu durumda:

a + b o o

F(*57) [Urnarat) O+ (a0 @)
< [ Uonasnt9) O)+ (Fnf9) (@)] (238)
@)+ )7 /10 o
< T [( p,)\,a+;wg) (b) + (Jp,)\,bf;wg) <a>i|

esitsizligi gecerlidir [24].

2.4 Simetrik Konveks Fonksiyon Siniflari

Tamim 2.4.1 (Simetrik Doniisiim):[7,10] a < b olmak iizere [a,b] R iizerinde kapali
bir aralik ve f : [a,b] — C tanmimli bir fonksiyon olsun. Boylece f olarak gésterilen f’nin

simetrik dontisumii

[ft)+ fla+b—1t)] (t € [a,b]). (2.4.1)



seklinde tanimlanair.

f olarak gésterilen f’nin [a, ] tizerinde anti-simetrik déniisiipii ise

f@) =5 [f(t) = fla+b=1)] (t€[a,b]). (2.4.2)

N | —

seklinde tanimlanir.

Acikca goriiliir ki herhangi f fonksiyonu icin f + f = ftir.

Tanim 2.4.2 (Simetrik Konveks Fonksiyon):[7,10] f simetrik déniigiimii [a, b] arahigi
tizerinde konveks(konkav) ise f : [a,b] — R fonksiyonuna [a,b] aralig1 tizerinde simetrik

konveks(konkav) fonksiyon denir.

Teorem 2.4.1 (f’nin 6zellikleri)[10] Kabul edelim ki f konveks fonksiyon olsun, bu
durumda asagidaki sonuglar gecerlidir.

1. Eger f fonksiyonu konveks ise f de konveks fonksiyondur. Tersi dogru olmayabilir.

a+b>

2. f fonksiyonu I iizerindeki her z icin 457ye gore simetrik ise,

her x € [a,b], fla+b—x)= f(2)

sonucu saglanir.

3. Her o € [a,] igin f(22) < f(z) < f(a) = J(b) = f(a) + F(b) dir.

4.f fonksiyonu [2£2, b] araliginda artan ve [a, 2] araliginda azalandur.

Teorem 2.4.2 [7] Kabul edelim ki f : [a,b] — R, [a,b] aralginda simetrik konveks

fonksiyon olsun. Bu taktirde herhangi x € [a, b] igin;

esitsizligi gecerlidir.

Sonug 2.4.1 [7] Kabul edelim ki f : [a,b] — R, [a,b] aralginda simetrik konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda

; (a;—b) . bia/a Ft)dt < M (2.4.4)

Hermite-Hadamard esitsizligi gecerlidir.

10



Lemma 2.4.1 [8] f : [a,b] — C integrallenebilir bir fonksiyon ve av > 0 olsun, bu du-

rumda her a < x < b igin

% [J& f(2) + T fla+b—1)] = ﬁ /:(x — )L f(t)dt (2.4.5)
ve her a < x < b icgin
b
%Uﬁﬂa+b—@+Jﬁﬂ@]:Féyla—quﬂﬂﬁ (2.4.6)

olur.

Sonug 2.4.2 [8] Lemma 2.4.1’deki sartlar altinda

1 1

LSO + 5 F(@)] = s JRGEAOL

= L ’ — ) f . 1 b(b—t)afl—i—(t—a)a’lv
S oI ARCAICE T ; f(t)d

ve

b b
R ]

1 «
L

2
B L 3t a—l—b_ o1 F
- 1—\(04)/(1v ( 2 t) f(t)dt
B L b B a+b., ;=
= @ Jut = o

elde edilir.

Teorem 2.4.3 [8] Kabul edelim ki f : [a,b] — R simetrik fonksiyon ve [a,b] araliginda

integrallenebilir olsun. Bu durumda her a < < b i¢in;

1H("57) < sl f@) + g lav s -] < LB )
ve her a < x < b i¢in
F(*57) < g s flasb -y v g ) < IO g

esitsizlikleri elde edilir.

Sonug 2.4.3 [8] Teorem 2.4.3’in varsayimlari altinda her a < x < b i¢in

-+ 2]
< PO [0 @) + (i Fila b= )

fla) + f(b) [(%’—a)'”r (b—x)"}
2 2

esitsizligi elde edilir.

11



Sonug 2.4.4 [8] Teorem 2.4.3’iin varsayimlar: altinda

/ (a ;r b) - (1;(_04(;;&231 /b Jor [ () + Jyp- f()

f(a) + f(b)
2 dz < 2

ve

; (a+b) - (F(a+2) /ab (Jur () + (S () |

L J@)+ 5
2 b—a)tt -

2 2

sonuglari elde edilir. Burada (J,+ f)'ve (Jy- f); sirasiyla J,+ f ve J,- f'nin simetrik déniigiimleridir.

Lemma 2.4.2 [8] f : [a,b] — C integrallenebilir bir fonksiyon ve a > 0 olsun, Bu

durumda her a <z < b icin;

%[J;‘_ fla)+ S o f(B)] = ﬁ / z(t —a)* L f(t)dt (2.4.9)
ve her a < x < b igin
b
%[Jggbz_f(a) + J& f(b)] = %/ﬂc (b—t)* 1 f(t)dt (2.4.10)

dir.

Sonug 2.4.5 [8] Lemma 2.4.2'nin varsayiumlar1 altinda

U@+ 2 0] = s [
1 b ol
- o /a;bw—t) Ftdt

elde edilir. Burada

"dar.

Teorem 2.4.4 [8] f : [a,b] — R simetrik bir fonksiyon ve [a, b] araliginda integrallenebilir

olsun. Bu durumda her a < x < b igin;

a+b Tla+1) ., o fla) + f(b)
H("57) = s b s+ g e p0) < T

ve her a < x < b i¢in

G P TP PCE U R

dir.
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Sonug 2.4.6 [8] Teorem 2.4.4’tin varsayimlar: altinda

a+b Ta+2) ., N f(a) + f(b)
() < g D e s+ ] < LG )

elde edilir.

Teorem 2.4.5 [8] f : [a,b] — R Wright-Quasi-Konveks fonksiyon ve [a,b] araliginda

integrallenebilir olsun. Bu durumda her a < z < b icin;

['a+1)

(e —a) [Jax f(@) + T fla+b—2)] < maz{f(a), f(b)} (2.4.14)
Ayrica
—2F<(ba_+a§1 [T F(b) + T3 f(a)] < maz{f(a), [(b)} (2.4.15)
2D+l a+b a+b

e FCED) 1+ I f D) S marff(a), fB). (2416)

(b—a)®

esitsizlikleri gegerlidir.

Sonug 2.4.7 [8] Teorem 2.4.5’in varsayimlar altinda

I(a+2) /b Jo f(z) + J f(x)
(b —a)*tt J, 2

dx < maz{f(a), f(b)} (2.4.17)
elde edilir.

Teorem 2.4.6 [8] f : [a,b] — R Wright-Quasi-Konveks fonksiyon ve [a,b] araliginda

integrallenebilir olsun. Bu durumda her a < z < b icin;

INa+1 N .

ﬁ [T fla) + T+ f(D)] < max{f(a), f(b)} (2.4.18)
Ayrica

% I:J@-Ff(b) + J%_ (a)] < maz{f(a), f(b)}.
(2.4.19)

elde edilir.
Sonug 2.4.8 [8] Teorem 2.4.6'nin varsayimlar altinda

T(a+2) [°J> Je (b

(b(_a;;ozjl /a z f(a) _2'_ 4 f< >dZL’ S max{f(a), f(b)} (2420)

elde edilir.

13



Tanim 2.4.3 (h-Simetrik Konveks Fonksiyon): (0,1) C J olmak iizere J, R lizerinde
aralik olsun. f simetrik déniisiimii [a, b] arahg: iizerinde h-konveks(konkav) ise f : [a,b] —

R{ fonksiyonuna h-simetrik konveks(konkav) fonksiyon denir [7].

Teorem 2.4.7 Kabul edelim ki A Tanim 2.4.3’deki gibi bir fonksiyon olsun. Eger f :

[a,b] — [0, 00) fonksiyonu [a, b] araliginda h-simetrik konveks fonksiyon ise

1 a+b flx)+ fla+b—2x)
ap’ () =

{h (Z:i) +h(‘z:z>}ﬂa>;ﬂb) (2.4.21)

IN

esitsizligi gegerlidir [7].

Teorem 2.4.8 Kabul edelim ki f : [a,b] — [0,00) [a,b] araliginda h-simetrik konveks
fonksiyon, h [0, 1] araliginda integrallenebilir ve f [a,b] araliginda integrallenebilir olsun,

bu durumda

1 a+b Fla+1) (., . & flg b
5 (557) < gl + g et

30 220 (522

IN

esitsizligi gegerlidir [8].

Teorem 2.4.9 Kabul edelim ki f : [a,b] — [0,00) [a,b] araliginda h-simetrik konveks
fonksiyon, h [0, 1] araliginda integrallenebilir ve f [a, b] araliginda integrallenebilir olsun,

bu durumda

1
2h(3)

a+ b) < Pla+1) [T fla) + Ty ot F(D)]

w-arr (U5) < 2O

r—a

aw(b —a)” /Ob_a [h(1—s)+h(s)]s* 'dt.

IN

esitsizligi gecerlidir [8].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Genellestirilmis Kesirli integraller Yardimiyla Simetrik Kon-
veks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla ti¢ farkli yeni lemma ispat-
lanmigtir. Daha sonra bu lemmalar yardimiyla simetrik konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-
Hadamard tipli yeni sonuclar elde edilmistir. Son olarak verilen lemmalar yardimiyla
quasi-konveks fonksiyonlar ve h-simetrik-konveks fonksiyonlar i¢in yeni sonuclar elde edilmig-
tir. Elde edilen egitlik ve esitsizliklerin A\, o, w gibi baz1 parametrelerin 6zel secimleriyle

hangi esitlik ve esitsizliklere indirgendigi ise ispatlarindan sonra sonug olarak verilmigtir.

Lemma 3.1.1 f: [a,b] — C integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda genellestirilmig

kesirli integraller her a < z < b icin

5 [ Tonarad @)+ Tl (ot b))
_ / N — 0wl — 1)) ft)de (3.1.1)

ve her a < x < b i¢in

1
5 {J;/\’aﬂwf(a — b — l’) + JZ7A’b—;wf($):|
b
_ / (t B .Z‘))\_IF;/\ [w(t _ ZL’)p] f(t)dt (312>

esitlikleri gecerlidir. Burada, o reel sayilarin sinirh bir dizisi ve A, p,w > 0’dur.

Ispat. (2.3.3) kullamlarak her a < z < b icin

b

Z’/\Vb,;wf(a +b—1) = / (u—a—0b+ a:))"lfg)\ [w(u —a—b+ x)p}f(u)du.
a+b—x

esitligi yazilir. Bu esitlikte ¢ = a + b — u degisken degistirmesi uygulanirsa,

Joxp-wf(a+b—x)= /x(%‘ — )M [w(z — )] fla+ b — t)dt (3.1.3)

elde edilir.
Ayrica (2.3.2) kullanmlarak

e @ = [ = 0 - 7] @) .14
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esitligi yazilir.
(3.1.3) ve (3.1.4) egitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

%[ ;A’aﬂwf(x)JrJ;A’b;wf(a—irb—:c)] — /x(x_t)m% [w(x_t>p}f(t)+f(;z+b—t)dt

elde edilir ki boylece (3.1.1)’in ispati tamamlanir.

(3.1.1)’de x yerine a + b — z yazilirsa,

1 a+b—zx 5
5 [J;A’a+;wf(a+b—x)—I—JZ’,\b_;wf(x)] = / (a+b—z—t) "' F7, [wlat+b—z—t)"] f(t)dt

olur. Daha sonra egitligin sag tarafinda u = a + b — t degisken degistirmesi yapilirsa,
at+b—zx .
/ (a—l—b—x—t)A_lfli/\[w(a—I—b—w—t)”}f(t)dt
b
= / (u— x)’\_lfg,A [w(u — x)°] fla+b—u)du
b
— / (u— :c)’\’l]:g’/\ [w(u — zzz)p] f(u)du

elde edilir. Burada f(u) = f(a+b—u) esitligi kullanilir. Béylece (3.1.2)’in ispat1 tamam-

lanir.
Sonug 3.1.1 Lemma 3.1.1'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse Lemma 2.4.1 elde edilir.

Sonug 3.1.2 (3.1.1)’de x = b ve (3.1.2)'de = = a segilirse sirasiyla

{ 7 e (D) + Jz,x,b;wﬂa)}

N —

_ /b(b B t))\_1]_—-;)77)\ [w(b _ t)ﬂ} f(t)dt (3.1.5)

ve

5 [T 04 i)

b
— / (t — ) F, [w(t — a)?] f(2)dt (3.1.6)

egitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,
|:JZ,A,a+;wf(b) + JZ,A,b;wf<a>1 (317)

b b
= / (b — ) F7, [w(b—t)p}f(t)dwr/ (t —a)* ' Fo, [w(t — a)’] f(t)dt

yazilir. Burada A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 se¢ilmesiyle elde edilen sonuglar Sonug 2.4.2 ile

aymdir.
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Ek olarak (3.1.1) ve (3.1.2)'de 2 = %£2 segilirse

a+b a+b
DA R A G (3.18)

N —

a+b

a+b

T £)°] f(t)dt

[
- / Ty e~ L g

a+

a—l—b

Alfo'[(

elde edilir. Burada A = «a, 0(0) = 1 ve w = 0 segilmesiyle bulunan sonuglar Sonug 2.4.2

ile aymdir.

Teorem 3.1.1 f: [a,b] — R simetrik konveks fonksiyon ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

a+b [ngﬁwf( )+JpAb wf(a+b—$):| f(a)+f(b)

/ < 2 ) = 2(x —a) F7 [w(x — a)P} = 9 (3.1.9)
N L R R ) e

! ( 2 ) = 2(b — 2)Fo . [w(b — x)F] = 9 (3.1.10)

esitsizlikleri gegerlidir. Burada, o reel sayilarin sinirh bir dizisi ve A, p,w > 0’dur.

Ispat. f simetrik konveks bir fonksiyon oldugundan,

f<a+b> < juy < LA +70)

2 2
esitsizligi saglanir. Esitsizligin her tarafi (z — t)A_l}"g,/\ [w(z — t)] ile carpihp, [a,x]

tizerinde integral alinirsa,

f (a ;r b) /:(:c — )N [w( — )7]dt

< /I(x — )P F Jw(x — )] fdt

< M /:(x - t)’\_l.;’:;A [w(z —t)?]dt  (a <z <b).

elde edilir.

Basit bir hesaplama ile,

0t [JZ,A7G+;wf( 2) + 93wl (@ +b— 1) fa) + )
! ( 2 ) = 2(x —a) M7\ [w(z — a)?] = 2

yazilir. Boylece (3.1.9) esitsizligi ispatlanmig olur. Benzer sekilde, ayni yontem ile (3.1.10)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 3.1.3 Teorem 3.1.1'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse Teorem 2.4.3 ile

ayni sonuclarin elde edildigi goriiliir.

Lemma 3.1.2 f : [a,0] — C integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

a < x < b igin;

[JZ,A,m;wf(a) + JZ,)\,a+b—m+;wf(b):|

(t — a)* ' Fo\ [w(t — a)?] f(t)dt (3.1.11)

I
@\MIH

ve her a < x < b icgin
1 g o
5 |: p7/\,a+b—r—;wf(a> + ‘]p7/\,x+;wf(b):|

= /b(b — PMF [w(b = )] f(t)dt (3.1.12)

esitlikleri elde edilir. Burada, o reel sayilarin sinirh bir dizisi ve A, p,w > 0’dir.

Ispat. (2.3.2) esitligi kullanilarak a < = < b igin

b
Dl O = [ 0= [0 - 0] flu)du

+b—2x

esitligi yazilir. ¢ = a + b — u degisken degistirmesi uygulanirsa,

o natb—atuwf (b) = / - a)* T Fgy [w(t — a)’] fla+b—t)dt (3.1.13)

elde edilir.
Ayrica (2.3.3) esitligi kullanilirsa a < x < b igin

Il (@) = /x(t —a) T FL [t —a)?] f(t)dt (3.1.14)

yazilir.

(3.1.13) ve (3.1.14) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

% |:JZ’)"£?“’f(&) + JZ,A,a+b—m+;wf(b):| = /I<t - a))ﬁlf;)\ [@U(t — a)p} f(t) T f(g to- t) dt,

elde edilir. Boylece (3.1.11)’in ispati tamamlanmig olur.

3.1.11°de x yerine a + b — x yazilirsa,

1 atb—z .
5 [Tt e @4 end 0] = [ €= P F e - 0] 0

yazilir. © = a + b — t degisken degistirmesi uygulanirsa,

b 5 b 5
/ (b— u)’\_lfg)\ [w(b—u)’] fla+b—u)du= / (b— u)k_lf;’,/\ [w(b — )] f(u)du

elde edilir ve (3.1.12) kamtlanir, ispat tamamlanmigtir.
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Sonug 3.1.4 Lemma 3.1.2'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse egitlik Lemma
2.4.2 esitligine indirgenir.

Sonug 3.1.5 (3.1.11) ve (3.1.12)’de z = %t olarak segilirse,

a+b

e S B A CERET DL
(b— ) Fo [w(b — t)°] f(t)dt

/
_ / K () f()dt, (3.1.15)

elde edilir. Burada

dir.

Sonug 3.1.6 Sonug 3.1.5'de A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilmesiyle Sonug 2.4.5 ile

ayni sonuclar elde edilir.

Teorem 3.1.2 f: [a,b] — R bir simetrik konveks ve integrallenebilir bir fonksion olsun.

Bu durumda genellestirilmis kesirli integralleri iceren;

atb J;A,z*;wf( a) + Jp)\aer zt; wf(b) fla)+ f(b)

d < 2 ) = 2(x — a)F, 4y [w(z — a)r] < 9 (3.1.16)
atb I vasba—wd (@ 30\ e, J(O)  fla) + f(D)

d ( 2 ) = 2(b+— 2)F i [w(b— z)P] < 5 (3.1.17)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada o reel sayilarin sinirh bir dizisi ve A, p,w > 0’dur.

ispat. f simetrik konveks fonksiyon oldugundan;

f (a—2H9> J< f(a) -QF f(b)

yazilir.

Esitsizligin her tarafi (t — a))‘*lf;; »|w(t —a)r] ile carpihip [a, 2] tizerinde integral ahmrsa,

f(”b)/( — ) UF [w(t — a)?]dt
a) ' F [w(t — a)?] f(t)dt

IA
x\

(a) f()/(t a)A—lf;A[w(t—a)p]dt (a <z <D)
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elde edilir.

Basit bir hesaplama ile;

Jz)\ - wf(a) + JZ,)\,a+b—x+;wf(b) fla)+ f(b)

/ (a;b) = [ 2w Fnwa—ay] 2

yazilir. Boylece (3.1.16)'nin ispati tamamlanir. Benzer sekilde, ayn1 metod uygulanirsa,

(3.1.17) elde edilir.

Sonug 3.1.7 Teorem 3.1.2'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak secilirse Theorem 2.4.4

ile ayn1 sonug elde edilir.

Teorem 3.1.3 [ : [a,b] — R Wright — quasi-konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda
JZ,)\,aJr;wf( ) + Jg)\ b— wf(a + b— (L’)

T e ] S masl @), £, (3.1.18)
esitsizligi gecerlidir.
(3.1.18)’de x = b segilirse;
Do OV H Do) o) ), (3.1.19)
2(b— (I))‘./—"p)\Jrl [w(b - a)P]
ve r = a—+b secilirse;

2 [T s (51 + 7 F(452)]
(b= Fo i [w(*50)]

esitsizlikleri elde edilir. Burada, o reel sayilarin sinirh bir dizisi ve A, p, w > 0’dir.

< maz{f(a), f(b)} (3.1.20)

Ispat. z=a,y=bvet= .= € [0,1] i¢in s € [a, b] segilirse;

%U@+b—@+f@ﬂ§ﬂMMfWLﬂ®}

f(s) =
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi (z — s)’\_l}";)\ [w(z — )] ile carpihp |

[a, x] tizerinde s’ye gore integral alinip ve (3.1.1) esitligi kullamlarak;

/?x_gAVﬁdw@—sﬂf<m8<mmwf }/‘ T [wlw = s)]ds

elde edilir.

Sonug olarak |

Z,)\,a+;wf(‘r) + J;)\’b—;w]%(l +b— JI)

2(x — a)’\]-—;/\Jrl [w(:z: — a)ﬂ}

< mazx{f(a), f(b)}

yazilir.

Boylece, ispat tamamlanir.

20



Sonug 3.1.8 Teorem 3.1.3'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak secilirse Theorem 2.4.5
elde edilir.

Teorem 3.1.4 f : [a,b] — R Wright — quasi-konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda genellestirilmis kesirli integraller icin;
JZA x~ wf(a’) + JZ,)\,aerfa:Jr;wf(b)
2(x — a)’\f;’,)\Jrl [w(x — a)P}
esitsizligi gecerlidir.
(3.1.21)’de = = %2 olarak seilirse;
P e SO 1]
(b )Afp“m[ (b%“)"}

olur. Burada o reel sayilarin sinirhi bir dizisi ve A, p,w > 0’dir.

< mazx{f(a), f(b)} (3.1.21)

< maz{f(a), f(b)} (3.1.22)

Ispat. (2.1.6)dexz=a,y=>bvet= =2 ¢ [0,1] icin s € [a, b] secilirse;

F(5) = S[f(a+b—s)+ f(5)] < maz{f(a), (b))

2
yazilr. Esitsizligin her iki tarafi (s — a)* ' F7, [w(s — a)?] ile carpilip, [a, z] iizerinde s’ye
gore integral alimp ve (3.1.12) egitligi kullanilarak,

/m(s—a)A_l]:f‘:A[w(s—a)p}f( Yds < maz{f(a) }/ a)*” YFO [w(s — a)?]ds

yazilir.

Sonug olarak,
Jg)\m wf( ) + Jg,k,a—i-b—m*;wf(b)
2(x — a)A]:p A1 [w(m — a)p}

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir.

< maz{f(a), f(b)}

Sonug 3.1.9 Teorem 3.1.4'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse Theorem 2.4.6
elde edilir.

Teorem 3.1.5 [ : [a,b] — [0,00) [a,b] araliginda h-simetrik konveks ve integrallenebilir

bir fonksiyon, A [0, 1] araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda;

F ot [w(x — a)p]

2h (%) (3.1.23)
oot (1) 973 fla+b— )
N 2(x — a)?
< JOLI0 [tz fut e ) (1= S0 o (50 o

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. h-simetrik konveks fonksiyon oldugundan;

. f(a+b) < f(t) (3.1.24)

!\ 72
() )]

yazilir. Esitsizligin sol tarafinin ispati i¢in, (3.1.24) esitsizliginin sol ve orta kisimlar

(z —t) ' F7, [w(z — t)¢] ile carpilip, [a, x| tizerinde t’ye gore integralini almirsa

1 a+b\ [° . )
Qh(%)f ( 2 ) / (= ) F [w(e —t)]dt
JZ,)\,a"’;wf(x) +J9 fla+b—1x)

PAL W
- 2

yazilir.

Basit bir hesaplama ile

F oAt [w(x - a)p] 7 (a + b)
2 (D) 2
J;A,aJr;wf(:c) + JZ7A7b_;wf(a +b— 1)
- 2(x — a)?

elde edilir, boylece birinci kismin ispat1 tamamlanir.

(3.1.25)

Esitsizligin sag tarafinin ispati igin, (3.1.24) esitsizliginin sag ve orta kisimlar (x —
I [w(z —t)*] ile carpihp, [a, z] lizerinde t’ye gore integralini alimirsa her a < z < b.
i¢in
I et (@) £33 fla+0— )
2

28 i (020) (2

yazilir. Daha sonra t = (1 — s)a + sz degisken degistirmesi uygulanirsa s € [0,1], dt =

IN

(x —a)ds, &t =1 — =05 20 = 205 yo gt = (1 — 5)(x — a) ifadeleri yazilirsa,;

J;‘Mjai_:f(a:) + ;Z_:vb;:_fa(a —|—b:— )
2
< /01 {[(1 —s)(z — a)}/\fl Ty w[(1—s)(x — a)]’] [h (1 - SI::ZS) +h (i:ss) } (x — a)a

elde edilir. Basit bir hesaplama ile

Jg,/\,a"";wf(x) + JZ,,\J,_;wf(a +b— .CC)
2(x — a)

< M /01(1 — L F [w](1 = 8)(2 — a))] {h (1 - fg - “s) +h (Z:Zs) ]ds.

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Sonug 3.1.10 Teorem 3.1.5’de A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse Teorem 2.4.8 ile aym

sonu¢ olusur.

Teorem 3.1.6 [ : [a,b] — [0,00) [a,b] araliginda h-simetrik konveks ve integrallenebilir
bir fonksiyon, A [0, 1] araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda genellestirilmis kesirli
integraller i¢in;
2(x — a)’\ngl [w(m — a)p}
21 (3)
JZ,)\,w*;wf(a) + JZ,)\,a+b—w+;wf<b)

(3.1.27)

r—a

2
< (- a),\/o”“ Fo, [w(s(b—a))’][h(1—s)+h (S)}dsw-

esitsizligi gecerlidir.

ispat. h-simetrik konveks oldugundan;

1%)f(a+b) < f@t) (3.1.28)

2h( 2
. [h(Z:E)M(Z:Z)]M);ﬂb)

yazilir. Esitsizligin sol tarafinin ispati icin, (3.1.28) esitsizliginin sol ve orta kisimlar

(t — a)* ' F7, [w(t — a)?] ile garpilip, [a, 2] {izerinde t’ye gore integral almirsa

th(g)f (a;b) /ax(w — M [w(e — )] dt

JZ,)\,z*;wf(a) + Jg,k,a-‘rb—;t*;wf(b)
> 5 .

elde edilir. Basit bir hesaplama ile

(x — a)’\]-"p“’H1 [w(x — a)p]
20 (3)
JZ,)\,x—;wf(a’) + JZ,)\,awLbfx‘*';wf(b)
> 5 .

(3.1.29)

yazilir.
Esitsizligin sag tarafinin ispati igin, (3.1.28) esitsizliginin sag ve orta kisimlari (t—a)’\_l]-"g: Mw(t—

a)?] ile carpilip, [a, 2] iizerinde ¢’ye gore integral alimrsa her a < z < b icin

Jg,)\,x—;wf(a> + JZ,/\,aerfx‘*‘;wf(b)

< /:(t - a)A_lf;,A [w(t — a)’] {h (5:2) +h (Z:Z) ]dtw
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yazilir. Daha sonra t = (1 — s)a + sb degisken degigtirmesini uygulamp, s € [0,1], i.e.

dt = (b—a)ds, =L =1—s, =% = s ve t — a = s(b— a) ifadeleri yazilirsa;

‘]Z,/\,x—;wf(a) + JZ,)\,a+b—x+;wf(b)
2

T—a

< /Ob_a [s(b — a)})‘_l oA [w [s(b — a)]p} {h (1—s)+h (8)] (b—a)ds
fla) + f(b)
5 .
yazilir. Basit bir hesaplama ile

JZ,A,x*;wf(a) + JZ,A,a+b—x+;wf(b)
2

(3.1.30)

< (b-a) /0 AF? Twls(b — )]’ [h (1—s)+h(s) } RAORSION

2

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.11 Teorem 3.1.6'da A = «a, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse Teorem 2.4.9
elde edilir.

3.2 Kesirli integraller Yardimiyla Simetrik Konveks Fonksiyon-
lar Icin Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla iki yeni 6zdeslik verilmis ve
bu ozdegliklere bagh olarak, simetrik konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer
tipli yeni esitsizlikler elde edilmigtir. Elde edilen sonuglarda A = 0,0(0) = 1 ve w = 0
seklinde secilerek Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren esitlikler ve esitsizlikler

elde edilmigtir.

Lemma 3.2.1 A\, p, w € Cile ®(p) > 0, ve o(k) € C (k € Np) smurh bir dizi olsun.
Ayrica [a, b] (a < b) R’de bir aralik olsun , f : [a, b] — C integrallenebilir bir fonksiyon ve

g :la,b] = R (a+ b)/2’ye gore simetrik integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

% [ (J7 sarawf9) @) + (I rpwf9) (a+b— g;)]

. ) (3.2.1)
= / (z — )M Fo [w(z — )] ft) g(t)dt  (a <z <b)

ve
%[ ( Cpr,/\,aJr;wfg) (a+b—x)+ ( ,Cor,/\,bf;wfg) (1’)]

b V (3.2.2)
= / (t— :B)’\_lf;:/\ [w(t —2)?] f(t) g(t)dt  (a <z <Db).
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esitlikleri gecerlidir.

Ispat. (3.2.1)i ispatlayahm. (2.3.3)'den, a < z < b icin,
(JZ,)\,b—;wfg) (a+b—x)

— /+b_ (u—a—b+2)* " F\ [w(u—a—b+x)] f(u)g(u) du. (3.2.3)

yazilir.(3.2.3)’in sag kisminda ¢ = a + b — u yazilirsa,
(JZ,A,b—;wfg) (a+b—ux)

- /”(x — M F Jw(z — )] fla+b—t) gla+b—t)dt. (3.2.4)

elde edilir. ¢(t) [a,b] arahginda t = (a + b)/2’ye gore simetrik oldugundan ve (3.2.4)’den,
(JZ,/\,bf;wfg) (CL + b— ‘T)

- [ E e ) e gt (3:29)

yazilir.
Ayrica (2.3.2)’den,

(Jprariwl9) (x) = /z(x =) = 7] f()g(t) dt. (3.2.6)

elde edilir.

(3.2.5) ve (3.2.6) taraf tarafa toplanip (2.4.1) kullanilirsa, istenilen (3.2.1) esitlik elde

edilir.
(3.2.1)’e benzer bir yontem ile (3.2.2) esitligi de elde edilir.

Lemma 3.2.1de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 yazilirsa Riemann-Liouville kesirli integral-

leri yardimiyla bulunan egitlikleri iceren agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1 o € C ile R(a) > 0 ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun . Ayrica f :
[a,b] — C integrallenebilir bir fonksiyon ve g : [a,b] — R (a + b)/2’ye gore simetrik

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

2| (209 @)+ (U5 f9) (a b~ )]
- i [ @0 e (3:2.7)
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S o) (0 b— ) + (5 f9) ()]
- i [ = g a (3:28)

esitlikleri gegerlidir.

Sonug 3.2.2 Lemma 3.2.1 ve Sonug 3.2.1'de g(t) = 1 yazilirsa sirasiyla, Lemma 3.1.1 ve
Lemma 2.4.1’deki bilinen egitlikler elde edilir.

Teorem 3.2.1 )\, p € R, w € R, o(k) € RS (k € Ny) siurh bir dizi, ve [a,b] (a < b)
R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R simetrik konveks ve integrallenebilir bir
fonksiyon, g : [a,b] — R (a + b)/2’ye gore simetrik integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

Bu durumda

a0\ _ (I5rarwl9) @) + (Iasuf9) (a+b—2)
f < 2 > < 2(3: — a))\fg)\_‘_l [w(l? . a>p:| Hg”min (329)
ve
(Jgjk,a—l—;wfg) (37) + (J;;/\,b_;wfg) (Cl +b— fﬂ) f(a) + f(b)
2(z — a) Fo, .y [w(z — a)?]]lgll < 5 (3.2.10)
(a <z <b);
a+b\ _ (Inarwl9) (at+b—a)+ (5, . f9) ()
f < 2 ) S 2(b — x)AJT-X)\Jrl [w(b o l’)p} ”g”min (3211)
Toraraf9) (a+b—2)+ (500 f9) () _ fla)+ f(D)
20— P Fpn [0l ar]lgle 2 (3212
(a <x<b).

esitsizlikleri gecerlidir.
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Ispat. f [a, b] arahiginda simetrik konveks fonksiyon oldugundan,

f (a+b) < ft) < Jla) £ /() (t € [a,b]) (3.2.13)

2 2

yazilir. (3.2.13)'in iki tarafi da (z — )} F7, [w(z —t)?] g(t) ile carpilip, t’ye gore a’dan

x’e a < x < b integrali alinirsa,

f (“ ; b) /:(x — MU [wla — )7 g(t)dt

< /x(a: — )MF L [w(@ = 6)P] f(t) g(t) dt (3.2.14)
< 020 / (o — P F Jule — 1)) g(t) dt.

a

elde edilir.
(3.2.1) (3.2.14)’in ikinci kisminda kullanilirsa ve (3.2.14)’in birinci ve {iglincii kisimlar

icin de
/m(x - t)’\_lf;)\ [w(z — )] dt = (z — a)* i [w(z —a)’], (3.2.15)

integrali kullanilirsa istenen (3.2.9) ve (3.2.10) esitsizlikleri elde edilir.

Benzer sekilde (3.2.9) ve (3.2.10) ispatlarindaki gibi, (3.2.11) ve (3.2.12) esitsizlikleri

ispatlanabilir.

Teorem 3.2.1’de A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 se¢ilirse Riemann-Liouville kesirli integral-

leri yardimiyla elde edilen esitsizlikleri iceren agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.3 o € RT ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R simetrik
konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon, ¢ : [a,b] — R (a + b)/2’ye gore simetrik ve

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

a+b F(a+1)[(J3+fg) (x) + (Jbo‘,fg) (a+b—w)}
1(*50) <

: Q(x — a)aHgHmin (3.2.16)
T(a+1) [ (Jarfg) (x) + (S fg) (a+b— @] fla) + f(b)
20— ol =T )
(a <z <b);
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atb F(a—i—l)[(J(‘jﬁrfg) (a+b—z)+ (J2 f9) (x)}
(%5 =

; 20— Tgllm (3219
T(o+1) [ (J.fg) (a+b—x)+ (J2fq) (I)] fla) + f(b)
20— gl ST (3219

(a<z<b).

esitsizlikleri gecerlidir.

Sonug 3.2.4 Teorem 3.2.1 ve Sonug 3.2.3’de ¢(t) = 1 segilirse sirasiyla, Teorem 3.1.1 ve
Teorem 2.4.3’deki bilinen esitsizlikler elde edilir.

Lemma 3.2.2 A\, p, w € Cile R(p) > 0, ve o(k) € C (k € Np) smurh bir dizi olsun.
Ayrica [a,b] (a < b) R'de bir aralik olsun , f : [a,b] — C integrallenebilir bir fonksiyon
ve g : [a,b] = Rt = (a+ b)/2’ye gore simetrik integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
LT f0) (@) + (G usiara o) 0)]
. ] (3.2.20)
= / (t — a)’\_lfg/\ [w(t — a)p}f(t) gt)ydt (a<z<b)
[ U2 ass oy ) (@) (i) 8]
(3.2.21)

_ / (b— " F7, [w(b— 1)) F(H) g(t) dt (a <z <b).

esitlikleri gegerlidir.

Ispat. (2.3.2) kullamlrsa,

(T7 A (atb—a) s 9) (0) = / " (b — ) F\ [w(b — )] f(u) g(u) du (3.2.22)

yazilir. (3.2.22)’de u = a + b — t yazlirsa,

(9 M (atb—)500.f9) (0) = /x(t - a)A_le,A [w(t—a)’]fla+b—1t)gla+b—t)dt

elde edilir. ¢(t) [a, b] lizerinde t = (a + b)/2’ye gore simetrik oldugundan,
(JZ,)\,(a+b—x)+;wfg) (b) = / (t — a)’\_lf;;:)\ [w(t — a)"} fla+b—1t)g(t)dt (3.2.23)
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yazilir. (2.3.3) kullanilirsa;

(I rawf9) (a) = / = a)* T F7y [w(t — a)?] f(t) g(t) dt (3.2.24)

elde edilir. Son olarak, (3.2.23) ve (3.2.24) taraf tarafa toplanip, simetrik dontigiim tanimi
kullamldiginda istenilen (3.2.20) esitligi elde edilir.

(3.2.21) esitligi (3.2.20) esitliginin ispatina benzer gekilde ispatlanabilir.

Lemma 3.2.2'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse, agagidaki sonug¢ta Riemann-

Liouville kesirli integrallerini igeren esitlikler elde edilir.

Sonug 3.2.5 « € Cile R(a) > 0ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a, b] —
C integrallenebilir bir fonksiyon ve g : [a,b] — R (a+b)/2’ye gore simetrik integrallenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

2[5 £9) (@) + (Frsomars T) )]

I a1
= m/ (t —a)* ' f(t) g(t)dt (3.2.25)

(a <z <b)

ve

5 [(Tssaf9) @)+ (J2. 1) ()]
1 ol
- / (b— 1) f(t) g(t) dt (3.2.26)

(a <z <b).

esitlikleri gecerlidir.

Sonug 3.2.6 Lemma 3.2.2 ve Sonug 3.2.5°de g(t) = 1 segilirse sirasiyla, Lemma 3.1.2 ve
Lemma 2.4.2°deki bilinen egitlikler elde edilir.

Teorem 3.2.2 )\, p € R*, w € Ry, o(k) € Ry (k € Ny) smurh bir dizi, ve [a,b] (a < b)
R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R simetrik konveks ve integrallenebilir bir
fonksiyon, g : [a,b] — Ry (a + b)/2’'ye gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

a+b ( PAT— wfg)( ) + ( p)\,(a+b—x)+;wfg) (b)
f( 2 )S 2(z — a) F7y 1y [w(z — a)?][|gl|min

(3.2.27)
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ve

( PN, T— wfg> ( ) (JZ)\ (a+bfa:)+;wfg) (b) f(a) + f(b)

< 3.2.28
2 - P [wle - ar]lgle 2 (3229
(a <x <)
a+b (Jp)\ a+b—x)— fg>< ) (p)\m+wfg)()
< 3.2.29
(5 < S i (3220
ve
(Jp)\ (a+b—zx) fg) (CL) + ( p)xx-l—'wfg) <b> f((l) + f(b)
il < 3.2.30
20— PPy w2 lgle 2 5230
(a <z <D).
esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat. f la, b] arahginda simetrik konveks fonksiyon oldugundan,
f (“;b) 1) < M (t € [a,b]) (3.2.31)

yazilir. (3.2.31)’in iki tarafi da (¢t — a)’\_lfg)\ [w(t — a)p]g(t) ile carpilip, t’ye gore a’dan

x’e a < x < b integrali alinirsa,
/ <“ . b) [ = ar i [t — gt
< /x(t —a) ' F [w(t — a)?] f(t) g(t) dt (3.2.32)
< M / (- ) LF [t — )] (1) .

elde edilir.
(3.2.2) (3.2.32)’in ikinci kisminda kullanilirsa ve (3.2.32)’in birinci ve figiincii kisimlar

icin de
/ (6= @)U [wlt — )] dt = (x — a) Foy s [wle — )], (3.2.33)

integrali kullanilirsa istenen (3.2.27) ve (3.2.28) esitsizlikleri ispatlanir.
Benzer gekilde (3.2.27) ve (3.2.28) ispatlarindaki gibi, (3.2.29) ve (3.2.30) elde edilir.

Teorem 3.2.2’de A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 yazilirsa, Riemmann-Liouville kesirli

integrallerini iceren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilir.
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Sonug 3.2.7 o € R" ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R simetrik
konveks bir fonksiyon ve g : [a,b] — Ry (a + b)/2’ye gore simetrik integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

at by _ Dt D[ 7o) (@) + (i, fo)0)]
() =

! o a)a||g||min (3.2.34)
T(a+1) [(Jg,fg) (@) + (Jasp-0)4.f9) (b>] fla) + f(b)
e gl =T )
(a <2 <b);
atb F(oz—l—l)[( (a+b—z) fg)( ) + (J§+f9)<b)]
f( . ) - T (3.2.36)
(o + )[(Ja+b »_f9)(a) + (J§+f9)<b)] fla) + f(b)
30— ol =T 2
(a <z <D).

esitsizlikleri gegerlidir.

Sonug 3.2.8 Teorem 3.2.2 ve Sonug 3.2.7°de g(t) = 1 segilirse sirasiyla, Teorem 3.1.2 ve
Teorem 2.4.4°deki bilinen esitsizlikler elde edilir.

Teorem 3.2.3 X\, p € R, w € R}, o(k) € Ry (k € Ny) smurh bir dizi ve [a,b] (a < b)
R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R Wright-quasi-konveks ve integrallenebilir bir
fonksiyon, g : [a,b] — RY (a + b)/2'ye gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda (a < z < b) i¢in;

(Jg,)\,aJr;wfg) (z) + (JZ,A,bf;wfg) (a+b—x)

2 — P P oo —apJlgle IO 525

(JZ,\ ats wfg) (b) + (JZ,,\,b_;wfg) (a)

20— AP Ty [0 — gl ~ T OF (3:2.39)

2 () (452) +(( oD < vatr@, ). 3240

(b_a) 'Fp)\-i-l[ ) }HgHoo

esitsizlikleri gecerlidir.
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Ispat. f: [a,b] — R [a,b] arahginda Wright-quasi-konveks oldugundan, (2.1.6)’de
r=a,y=>bvesclab igint= =2 ¢c0,1] secilirse,

f(s) =5 [fla+b—s)+ f(s)] <max{f(a),f(b)}. (3.2.41)

[\:Jlr—l

yazilr. (3.2.41)’in iki tarafi da (z — s)* ' F7, [w(z — s)°]g(s) ile carpihp s'ye gore a’dan

x’e integrali alinirsa;
| =P e - 517 ) ds

(3.2.42)
< max{f(a }/ (z —s)*" 1]-"0 [w(z — 5)*]g(s) ds.

elde edilir. (3.2.42)'nin sol tarafina (3.2.1) uygulanirsa,

1
_{JZ,A,a-i-;wfg(x) + JZ,A,b_;wfg(a +b— x)}

2
< max{f(a), f(0)} l|gllo / (2 = )y [wla — )] ds,

yazilir. (3.2.15) kullamldigindan 6tiiri, istenen (3.2.38) esitsizligi ispat edilir.

(3.2.38)'de z = b ve v = £ yazilusa, sirasiyla, (3.2.39) ve (3.2.40) esitsizlikleri elde
edilir.

Teorem 3.2.3'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 yazilirsa , agagidaki sonugta Riemann-

Liouville kesirli integrallerini iceren esitsizlikler elde edilir.

Sonug 3.2.9 o € R* ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R be
Wright-quasi-konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon, g : [a,b] — R (a + b)/2’ye gore

simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda (a < x < b) i¢in;

[(a+1) [ (Je, fg) (@) + (Jfg) (a+b— x)}

2z — a) Mgl < max{f(a), f(b)} (3.2.43)

Dla+1)| (Jef9) 0) + (Jgf9) (@)
20— ) gl

< max{f(a), f(5)}; (3.2.44)

2A*1F(a+1)[(<]3+f9) (5% + (S fa) (3° )}

b—a) M g]lo <max{f(a), f(b)}.  (3.2.45)

esitsizlikler gecerlidir.
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Sonug 3.2.10 Teorem 3.2.3 ve Sonug 3.2.9’de g(t) = 1 segilirse, sirasiyla, Teorem 3.1.3

ve Teorem 2.4.5’deki bilinen egitsizlikler elde edilir.

Teorem 3.2.4 )\, p € R, w e R}, o(k) € R{ (k € Ny) smurh bir dizi ve [a,b] (a < b)
R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R Wright-quasi-konveks ve integrallenebilir bir
fonksiyon, g : [a,b] — RY (a + b)/2'ye gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda a < z < b i¢in;

( Z,)x,x—;wfg) (CL) + (JZ,)\,(Q-&-b—w)-i-;wfg) <b>
2(:E - a)AfZA+1 [w(x - a)p} ||g||oo

< max{f(a), f(b)} (3.2.46)

P37, o SO + (7, e 19)(0)]

Py

(b= aFy s [w(® “)}Ilg\loo

esitsizlikleri gegerlidir.

< max{f(a), f(b)}. (3.2.47)

Ispat. f:[a,b] = R [a,b] arahgimda Wright-quasi-konveks oldugundan, (2.1.6)’de
r=a,y=>bvesc[abigint=3=2 € [0,1] secilirse,

f(s) =5 [fla+b—s)+ f(s)] <max{f(a), f(b)}. (3.2.48)

l\DI»—t

yazilr. (3.2.41)in iki tarafi (s — a)* ' F7, [w(s — a)?]g(s) ile qarpihp s’ye gore a’dan z’e

integrali alinirsa;
[ =@t — () gl ds
a (3.2.49)
< max{ f(a) }/ a)*” LF[w(s — a)?]g(s) ds.

elde edilir. (3.2.49)'nin sol tarafina (3.2.2) uygulanirsa,

%{ ( Z,A,xf;wfg) (a’> + (JZ,)\,(aerfm)ﬂwfg) (b)} arc

< wax{ (@), SO} gl [ (s = 0P F [uls - )] ds,

yazilir. (3.2.33) kullanildigindan 6tiirii, istenen (3.2.46) esitsizligi ispat edilir.
(3.2.46)'de x = “J’b yazilirsa, (3.2.47) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.4'de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse, agagidaki sonuc¢ta Riemann-

Liouville kesirli integralleri iceren esitsizlikler elde edilir.
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Sonug 3.2.11 a € R" ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun . Ayrica f : [a,b] — R
Wright-quasi-konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon, g : [a,b] — R (a + b)/2’ye gore

simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a < x < b igin;

Pla+1)| (J2f9) (@) + (s S9) 0)]
2z — )Tyl

<max{f(a). fO)}  (3250)

ve

2o+ 1) (20, 19) 0) + (J2_f9) (@)
(b= aPllgll=

< max{f(a), f(b)}.  (3.2.51)

esitsizlikleri gecerlidir.

Sonug 3.2.12 Teorem 3.2.4 ve Sonug 3.2.11°de g(t) = 1 segilirse sirasiyla, Teorem 3.1.4

ve Teorem 2.4.6’deki bilinen egitsizlikler elde edilir.

Teorem 3.2.5 \, p € RT, w € RY, o(k) € R{ (k € Ny) siurh bir dizi ve [a,b] (a < b)
R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R be h-simetrik konveks ve integrallenebilir bir
fonksiyon, & [0,1] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon, g : [a,b] — R{ (a + b)/2’ye
gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a < x < b igin;

me?[Z)E;— a)’] ; (a ; b>

(3.2.52)
< ( Z,)\,a—&-;wfg) (ZE) + (JZ,)\,b—;wfg) (CL + b— I’)
- 2(z = a)*|gllmin
ve
( p)\a+w )(37) (Jg)\b wfg) (a—{—b—x)
2(z — )Ml
< fla)+ /() ;_ /) / (1 =)' F, [w(l = s)(z — a)’] (3.2.53)
0
r—a r—a
X {h (1— b—as) +h<b—as)] ds.
esitsizlikleri gegerlidir.
Ispat. f [a,b] arahginda h-simetrik konveks oldugundan ¢ € [a, b] icin,
1 a+b
f < f(#)
2h(3) 2
(3.2.54)

. h(iii)w(éii)]”“)éf@
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yazilir. (3.2.54) esitsizliginin ilk tarafi (z — t)’\_l]-";)”A [w(x — t)p}g(t) ile carpilip, t’ye gore

a’dan x’e integrali alimip, (3.2.1) kullanilirsa a < = < b igin,

2hl(%)f (a ; b) 19 min /:(90 — M F [w(a — )] dt

1
<3 [ (T natwf9) (@) + (Ig sy f9) (a+b— x)} :

elde edilir. (3.2.15) kullanilarak, istenen (3.2.52) esitsizligi elde edilir.

(3.2.55)

(3.2.54) esitsizliginin ikinci tarafi (z — t)’\_lfg/\ [w(:v — t)p}g(t) ile carpilip, t’ye gore
a’dan x’e integrali alinip, (3.2.1) kullanilirsa her a < = < b igin;

L) @)+ O afi) 00—

= M/a (z =) F A [w(z = t)7] {h (Z:;) +h (2:3) ]g(t) dt. (520

yazilir.(3.2.56)’in sag tarafinda ¢t = (1 — s)a + sz degisken degistirmesi uygulanirsa;

% | naranf 9) (@) + (Toasef9) (a+ b= )]
= M /0 (1= 8)(@ = a)] " Fo [w[(1 - 8)(= - a)]] (3.2.57)

h(1-T=2s) 4 h(—25) |g((1— s)a+sa) (x —a) ds.
b—a b—a

elde edilir.(3.2.57)’den, (3.2.53) esitsizliginni ispat1 kolayca elde edilir.

Teorem 3.2.5’de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse, agagidaki sonu¢ta Riemann-

Liouville kesirli integrallerini iceren esitsizlikler elde edilir.

Sonug 3.2.13 a € RT ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R
h-simetrik konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon, A [0,1] arahginda integrallenebilir
bir fonksiyon, ¢ : [a,b] — R (a + b)/2’ye gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda a < =z < b i¢in;

2h@)1m+ﬂ)f(a+b)

_ (2.09) (@) + (5 Sg) (a+ b~ ) 5258
. 2 — @) gl
T S0 @+ (fe) (e ba) _ S+ ) [N
2a—aP ol <or 09 259)

B ()

esitsizlikleri gecerlidir.
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Sonug 3.2.14 Teorem 3.2.5 ve Sonug 3.2.13'de g(t) = 1 segilirse sirasiyla, Teorem 3.1.5
ve Teorem 2.4.8’deki esitsizlikler elde edilir.

Teorem 3.2.6 \, p € RT, w € R, o(k) € R{ (k € Ny) siurh bir dizi ve [a,b] (a < b)
R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R{ h-simetrik konveks ve integrallenebilir bir
fonksiyon, & [0,1] arahiginda integrallenebilir bir fonksiyon, g : [a,b] — RS (a + b)/2’ye

gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a < z < b i¢in;

(z — )/\]: A+1[ (x—a)f’] a+b
h ) ()
< (J7 2ol 9) (@) + (7 3 (@stoys500f 9) (B)
a 19l nin

(3.2.60)

ve

(p)\x wfg)< ) ( P\ (a+b— x)-l—wfg)(b)
(b=a)’ ”g”‘” (3.2.61)
@) + £(b) / o\ fus(— )] {h(s)+ h(1—s) b ds

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat. (3.2.54) esitsizliginin ilk tarafi
(t —a)*? Foy[w(t —a)’]g(t) (3.2.62)
ile garpilip, t'ye gore a’dan z’e integrali alinirsa ve (3.2.20) kullamlirsa,

1 a+b z e Y
2h< ) f < 9 > ||gHm1n /a (t - CL) fp,)\ [w(t ) ] dt
[( AT — wfg) ( ) ( p)\,(a+bf:r:)+;wfg) (b)] (a <z < b)'

N[ —=

(3.2.63)
<

N | —

elde edilir.

/x(t - a))"lfl‘)”)\ [w(t — a)’] dt = (z — a)* Tww@—a)] (a<z<b)  (3.2.64)

integral formiilii (3.2.63)’in sol kisminda kullanilirsa, istenen (3.2.60) esitsizligi elde edilir.

(3.2.54) esitsizliginin ikinci tarafi (3.2.62) ile ¢arpilip, t’ye gore a’dan x’e integrali

alimirsave (3.2.20) kullanilirsa,

[0 f9) @)+ (s aprndn) )] < LT

x /az(t—a)’\_l]:;)\[w(t—a)p} lh <§:2) +h (Z:Z)} dt.
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elde edilir. (3.2.65) esitsizliginin sag tarafinda ¢ = (1 — s)a + sb degisken degigtirmesi

uygulanirsa,

/:(t — )M F [w(t — a)] {h (Z:i) +h (Z:Z) } dt

. (3.2.66)
= (b— a)A/O STFI[wls(b — a)]’] {h(s) +h(1—s)}ds.

yazilir. (3.2.65)’de (3.2.66) uygulanirsa istenen (3.2.61) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.6’de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse, agagidaki sonu¢ta Riemann-

Liouville kesirli integrallerini igeren esitsizlikler elde edilir.

Sonug 3.2.15 a € RT ve [a,b] (a < b) R’de bir aralik olsun. Ayrica f : [a,b] — R
h-simetrik konveks ve integrallenebilir bir fonksiyon, A [0,1] araliginda integrallenebilir
bir fonksiyon, g : [a,b] — Ry (a + b)/2’'ye gore simetrik ve integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda (a < z < b) i¢in;

(r —a)” a+b (Vo fg)(a) + (J(C:erb—x)Jrfg) (0)
NORCEDN ( 2 ) = 191l (3.2.67)
b (2 10) (@) + (s 2y S9)O)
p (;) N ;zz)ngnfa (3.2.68)
a) + b—a
S—F(Oé) /0 {h(s)+h(1-s)}ds

esitsizlikleri gecerlidir.

Sonug 3.2.16 Teorem 3.2.6 ve Sonug 3.2.15’de g(t) = 1 seqilirse, sirasiyla Teorem 3.1.6
ve Teorem 2.4.9°daki esitsizlikler elde edilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Caligmanin ana boliimiinti olusturan ticiincii bolimde, ilk olarak simetrik konveks
fonksiyon smiflar igin genellestirilmis kesirli integraller iceren yeni Hermite-Hadamard
tipli egitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra simetrik konveks fonksiyon simiflari igin
genellestirilmiy kesirli integral operatorlerini ve Riemann-Liouville kesirli integral op-
eratorlerini iceren Hermite-Hadamard-Fejer tipli egitsizlikler sunulmustur. Bulunan sonug-
larin bazi 6zel halleri literatiirde mevcut 6nceki ¢caligmalar: kapsamaktadir. Elde edilen bu
sonugclar iki farkli makale olarak hazirlanmigtir. Bu makalelerden birincisi ” Generalized
fractional integral inequalities for some classes of symmetrized convex functions” baglikl
caligma altinda " International Conference on Mathematics and Related Sciences (ICMRS
2018)” isimli uluslararas: konferansta sozli bildiri olarak sunulmus olup ” AIP Conference
Proceedings” isimli dergide basilmgtir. Ikincisi ” Hermite-Hadamard-Fejér type inequal-
ities involving generalized fractional integral operators” baglikli caligma altinda ”Inter-
national Conference on Mathematics and Related Sciences (ICMRS 2018)” isimli ulus-
lararas1 konferansta sozli bildiri olarak sunulmus olup uluslararasi indeksli bir dergiye
gonderilmigtir. Ilgili aragtirmacilar bu tezde verilen yontemlerden, ozdesliklerden ve
sonuclardan faydalanarak simetrik konveks siniflar1 yardimiyla bu tezde kullanilmayan
kesirli integral operatorleri icin yeni Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipli

esitsizlikler elde edebilirler.
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