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OZET

2X2 BLOK MATRISLERDE MOORE-PENROSE INVERSLER ICiN BAZI YENi
GOSTERIMLER

Tug¢ce TOPAL

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 98s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez dort bolim halinde diizenlenmistir. Birinci bdlimde c¢alismanin amacindan
bahsedilerek bir giris verilmistir. Genel Bilgiler baglikli ikinci boliimde ¢alismamizda gerekli
olacak bazi temel kavramlar tanimlamis ve ileriki boliimlerde faydalanacagimiz énemli bazi
teoremler ifade edilmistir. Bu boliimde ayrica Moore-Penrose tipi genellestirilmis invers
tanimu verilerek bunun gesitli dzellikleri ortaya konulmustur. Ugiincii boliimde 2x2 tipinde
blok parcalanmis matrislerin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversleri ile ilgili baz1 yeni
ifadeler elde edilerek bu inverslerin hesaplanmasinda kullanilan g¢esitli formiiller
gelistirilmistir.

Anahtar Sozciikler: Matris, Kare Matris, Nonsingiiler Matris, Rank, Determinant,
Blok Matris, Bir Matrisin Inversi, Genellestirilmis Invers,
Moore-Penrose Invers.



ABSTRACT

SOME NEW REPRESENTATIONS OF THE MOORE-PENROSE INVERSE OF 2X2
BLOCK MATRICES

Tug¢ce TOPAL
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Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 98p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consist of four chapters. In the first chapter, it is given an introduction and the aim
of the thesis. In the second chapter which is called General Informations, basic definitions and
theorems in this thesis stated and proved. Also it is given the definition and some properties of
the Moore-Penrose inverse of a matrix. In the third chapter, it is obtained some new
expressions of the Moore-Penrose inverse of 2x2 block partitioned matrices and it is given the
methods of calculation the Moore-Penrose inverse of 2x2 block partitioned matrices.

Key Words: Matrix, Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Rank,
Determinant, Block Matrix, Inverse of a Matrix, Generalized Inverse,
Moore-Penrose Inverse.
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KISALTMALAR VE SIMGELER

: A matrisinin transpoz matrisi

: A matrisinin eslenik matrisi (es matrisi)

: A matrisinin eslenik transpoz matrisi (Hermitian matrisi)

: A matrisinin determinanti

. A matrisinin bir a;; elemaninin kofaktorii

: A matrisinin inversi

: A matrisinin genellestirilmis inversi (i¢ inversi)

: A matrisinin dis inversi

: A matrisinin yansimali genellestirilmis inversi

: A matrisinin Moore—Penrose tipi genellestirilmis inversi

: Bakiniz

: A matrisinin ek matrisi

: A matrisinin ranki

: A matrisinin null (sifir) uzayi

: A matrisinin ranj (Siitun) uzay1

: A matrisinin R(A) siitun (ranj) uzayimnin yansiticisi (izdiisiimii)
: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: K kesir cismi

: Kompleks sayilar kiimesi

: K cismi lizerinde taniml1 m X n tipindeki tiim matrislerin kiimesi
: C lizerinde taniml1 m X n tipindeki tiim matrislerin kiimesi

> n X n tipindeki birim matris

\



1. GIRIS

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore, (1920,1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng,
(1949a, 1949b) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda herhangi bir sistematik ¢alismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki
caligmalardan habersiz olarak, Penrose, (1955) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayn1 zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao, (1955) bir singiiler matrisin Pseudo
Inversi olarak adlandirdig1, en kiiciik kareler teorisinde singiiler matrisli normal
denklemlerin ¢6ziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda
kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseudo
Invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiinii
saglamamaktadir. Bu nedenle de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat
gbzlem denklemlerinin ranklar1 iizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi
durumunda en kiiclik kareler yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda
oldukg¢a yararlidir. Rao, (1962), daha sonraki bir ¢alismasinda, lineer denklemlerle
ilgili problemlerinin ¢éztiimiinde yeterli olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermis
oldugu tanimdan ¢ok daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao,

(1962, 1965, 1966, 1967,1971)’ nun bir¢ok ¢alismasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler tizerinde 1955’lerden itibaren c¢alisan baglica bilim
adamlar1 arasinda Greville, (1959), Ben-Israel ve Charnes, (1963), Chipman, (1964,
1968), Chipman ve Rao, (1964) sayilabilir. “Varyans Analizi” adli ders notlarinda g—
inversi kullanilmistir. Bir kare matrisin kisitlamali inversi tanimlanmastir ki bu invers
bilinen g—inversten farklidir ve bazi uygulamalarda kullanilir. Singiiler nonnegatif
tanimli bir matrisin g—inversini géz oniine alimmistir ki bu invers, bir g—invers
olmamasina ragmen bazi tahmin problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao,
(1962) tarafindan verilen daha zayif tanimi saglayan g—invers tek olmamakla birlikte
matris cebirinde ilgin¢ bir ¢alisma olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayminda
Rao, (1967), degisik amaglarla kullanilmak tizere g—inverslerin bir siniflandirmasini

vermistir. Bu c¢alismalar daha sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir



simiflandirmasimni ortaya atan Mitra, (1968a, 1968b), Mitra ve Bhimasankaram,
(1969) tarafindan gelistirilmistir.  Genellestirilmis inverslerin  diger ¢esitli
uygulamalar1 Mitra ve Rao, (1968a, 1968b, 1971) tarafindan yapilan bir dizi

calismada ele alinmustir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin
cesitli uygulamalart Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley,

1971) adl kitapta verilmistir.

Bu tezde kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda inversi mevcut
olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin genel durumda
¢oztimiinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers ozelliklerini de saglayan
genellestirilmis invers ad1 verilen bir kavram ele alinmistir. Bu amagla ilk olarak bir
matrisin genellestirilmis inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve Moore—Penrose
tipi genellestirilmis inversi tanimlar1 verilerek bu inverslerin ¢esitli 6zellikleri ortaya
konulmustur. Daha sonra herhangi bir matrisi 2x2 tipinde blok matrise pargalayarak
¢esitli durumlarda bu matrislerin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversleri i¢in
bazi gosterimler verilmis ve bu tipten genellestirilmis inversleri hesaplamada
kullanilan bazi yontemler ortaya konulmustur. Ayrica, 2x2 tipinde blok matrislerin
Moore—Penrose inversleri i¢in genel ifadeler verilmis ve Schur Complement igeren
blok matrislerin Moore—Penrose inversleri i¢in bazi ifadeler elde edilmistir. Son
olarak pargali nonnegatif definit bir matrisin Moore—Penrose inversini bulma
yontemleri tartisilmis ve 2x2 tipindeki blok matrislerin Moore—Penrose inversi igin

yeni gosterimler gelistirilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1. a. K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak iizere biitiin

(i, ) sirali ikililerinin kiimesi A = N x N olsun.
f:A — K fonksiyonu
@) — fi,)) = a;;

olarak tanimlansin. a;; € K olacak sekilde se¢ilen m.n tane elemanin olusturdugu

a11 a12 'TE aln
21 G2 - Con (2.1)
am1 amz amn

say1 tablosuna K cismi {izerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

a1 A1z e Qip
A=]|%1 Q2 . d2pn (2.2)
Am1 Qmz - Qmn

matrisi kisaca A = [aij]mxn seklinde gosterilir. Her (i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanima A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.

b. m x n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi iizerinden segilen biitin A =
[al- j]mxn matrislerinin kiimesi K3' ile gosterilir.

c. A=a;j] ve B =[b;;] m x n tipinde her hangi iki matris olmak iizere, her (i, )
i¢cin

1<i<mve1l<j<n isebuiki matrise esit matrisler denir.

aij = byj,

d A= [ai j] m X n tipinde bir matris olmak tizere, her bir a;; elemani sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

e. A= [al-j] ve B = [bij] m X n tipinde iki matris olmak lizere, A ve B matrislerinin

toplam, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup

+: KT x K™ — KT



a11 + bll a12 + b12 aln + bln
A + B — a21 + b21 azz + +b12 aZn + b21’l
Am1 tbmi Az + by o A+ by

seklinde tanimlanir.

f. ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € KJ' matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani

o Kx K — K

caqq Caqy v CQqn
(c,A) — cA=|C%1 €Az .. Clon
Chm1 CApymy o Capmn

olur. O halde her A € K* matrisi i¢in 0 € K olmak iizere, 04 = 0 € K* matrisi,

m X n tipinde sifir matristir.
9. A= [aij] €Ky ve B = [bij] € Kb olmak iizere, A ve B matrislerinin carpimi
C = [cl- j] € KJ* seklinde bir matristir ve
o K x Kb — K7
(ALB) - AB=C
lai;]-[bij] = [cij] = [Zherabij], 1<i<m, 1<j<n
seklindedir, yani

(a11b11 + -4+ alpbpl) (allbln + -+ alpbpn)
A.B =
(amlbll + -4+ ampbpl) (amlbln + -+ ampbpn)
olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin

siitun sayisi, ikinci carpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B

matrislerinin carpimi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1977).

Tamm 2.2. a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi {izerinde tanimli

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.



b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir (Branson, 1999).

Tamm 2.3. a. Bir A= [a;;]  matrisinde m = n ise, A matrisine kare matris

denir.
all a12 “en aln
A — a21 azz e az-n (2.3)
an1 Ano Ann

kare matrisinde a;q,a,, ..., agpelemanlarina kosegen (esas kosegen) elemanlari

denir.

b. Bir A = [aij]nxn kare matrisinin a4, as, ..., Ay, kosegen elemanlar1 disindaki
tim elemanlar sifir ise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu matrise kdsegen matris denir ve
A = Kos{aq1,ay3, .. ,Apy} ile gosterilir.

c. Bir kosegen matriste a;q,ass, ..., an, = Kk, k € K ise bu matrise skaler matris

denir.

d. Kosegen lizerindeki elemanlari 1 ve kosegen disindaki elemanlar1 0 olan n X n

tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 . 0]
0 - 1

seklinde gosterilir. Herhangi bir A € K}' matrisi i¢in, I,,A = Al,, = A olur.

I, =

e.Bir A= [ai j] matrisinden ayni numaral satirlar ve siitunlar kendi aralarinda

mxn
yer degistirilerek elde edilen AT = [a f]nxm matrisine A matrisinin transpozu
(transpoze matrisi) denir. Buna gére A ve B uygun matrisler olmak {izere

(A+B)" = AT + BT ve (AB)T = BTA"
esitlikleri saglanir.

f. A bir reel kare matris olmak tizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagintis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif ) matrisler denir (Hacisalihoglu,1977).



Tamm 2.4. a. {1,2, ... n} kiimesinin kendisi iizerine bir birebir ve 6rten bagintist veya
es deger olarak 1,2,..n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ...n} kiimesinin

bir ¢ permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon,

=G o i)
veya

0 = juj2rsdn o+ Ji=0(0)
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S, de
gelisigiizel bir o permiitasyonu, oérnegin o = jy, jo, ..., j, disliniildiigiinde o da cift
veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir.

O halde bir ¢ nin isareti

_{ 1, eger o giftise
Sgne = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

b. A= [al- j] . bir K cismi {izerinde taniml1 kare matris olsun.

nx
a11 a12 aln
A — ayq Qoo aZn
Am1i Am2 - QAmn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak
lizere n elemanin bir ¢arpimi diisliniilsiin. Boyle bir carpim A1), Qo) - Anjy
seklinde yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler
1,2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkl siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi S, de bir o = ji,j3, ..., j, permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,
deki her permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Béylece A matrisi

boyle n! carpim kapsar.

A= [ai f]nxn kare matrisinin determinant1 det(A) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani,
|A| = Xo(sgno)ayj,, azj,, .. ,Anj,

veya



|A| = Yges,(59N0) A16(1), A26(2)) -+ » Ang(n)
seklinde n mertebedendir.

A= [a- ] matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
Ulnxn

c. 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinanti kendisidir. A = [a] ise, det(4) =

|a| = a olur.

d. Bir A= [ai j] matrisinin bir a;; elemaninin |Ml- j| seklinde tanimlanan mindrii,
nxn

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan(n — 1) X (n — 1)

tipindeki kare matrisin determinantidir.

e. Bir A =[a;] __ matrisinin bir a;; elemanmm mindrii |M;;| olsun. A matrisinin
nxn

bir a;; elemaninin A;; seklinde gosterilen kofaktorii (isaretli mindrii veya es garpan),

Ay = (D™ | My

seklinde tanimlanir.
f. 2 x 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 asagidaki gibi tanimlhidur.

a1 Qg2
a1 dz;

aiq

A= [a21

a2
azz] = det(4) = | | = A11Q22 — G101

olur.

n > 2 i¢in bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir indirgeme

islemi ve mindrleri ile isaretli mindrleri kullanilan bir a¢ilimla hesaplanir.

g. Bir A= [ai j]nxn matrisinin determinanti herhangi bir satir (slitun) elemanlarinin

kendi kofaktorleriyle garpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i

vej (i,j =123, ..,n)icin
det(4) = Yo e Aie = Ti=1 (=1 *ay | My | (2.4)
det(4) = Yo aj- Agj = Lo (1D ay | My | (2.9)
seklinde tanimlanir.

Her bir i icin, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin i—yinci satir
elemanlarina gore acgilimi, her bir j igin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin

determinantinin j—yinci siitun elemanlarina gore acilimi denir.



h. Bird = [a j]nxn kare matrisi icin |4| = 0 ise, A matrisine singiiler (tekil) matris,

|A| #0 ise, A matrisine nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler) matris denir

(Branson, 1999).

Tamm 2.5.a. Bir4 = [aij] . matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.

nx

Ek(A) = [4,]" = [4;]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore,

All A12 Al‘nT A11 AZl
Ek(A) =421 Az 0 Aon| =41z Az
Anl Anz Ann Aln AZn

olur.

Ay
Anz

ATlTl

b. BirA = [aif]nxn matrisi i¢in A. B = B. A = I,, olacak sekilde bir B = [bif]nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A™! = B ile gosterilir

(Hacisalihoglu,1977).

Teorem 2.1. Bir A = [aij]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir

skaler matris olup,

1 0 0
A.Ek(A) = Bk(A).A=|A||0 1
0 O 1
ile verilir (Hacisalihoglu,1977).
i1 Q2 - Qip] [A1r An
ispat: AEK(4) =|%t G2z o Gan| A1 Ao
An1 Qn2 - OQpn Aln AZn
Al 0 0
—|1o0 |A| 0
0 0 - |4

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde,

Ay Ayr o A a1 Qg2
Ek(4).A = [A12 Az o Ano) G2 22
Aln AZn Ann an1 Qnz

0 = |A|In

N

n2

nn

(2.6)



Al 0 0
—10 |A| - 0
0 0 |A|

oldugu goriiliir. O halde,

1 0 0
AEk(A) = Ek(A).A=|A||0 1 0 =4I,
0 O 1

bulunur.

Teorem 2.2. Bir A = [a;]|  nonsingiiler matrisinin inversi,

A7t = L Ek(4) (2.7)

dir (Hacisalihoglu,1977).

Ispat: (2.6) bagintisindan dolayr A.Ek(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yan1 A~*
ile carpildiginda,

(A71A).Ek(A) = A YA|ll = Ek(A) =|A|A™'I = Ek(4) = |A|A™?
olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |A| # 0 olup,

A1 =L Ek(A
a (4)

elde edilir.

Teorem 2.3. A = [aij]nxn nonsingiiler bir matris, B ve C ¢arpima uygun matrisler

olmak tizere AB = AC ise B = C olur (Hacisalihoglu, 1977).

Ispat: AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A~! ile carpilmasiyla A='AB =
A71AC yani B = C elde edilir.

Teorem 2.4.a. BirA = [aij]nxn nonsingiiler matris olsun. A~! matrisi tektir.

b. A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A7) = A dur.

C. A ve B carpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler olup

(AB)~t = B~tA1 dir.



d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (AT)" = (4~1)T dir
(Branson, 1999).

Ispat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsin. O
zaman AB = BA =1 ve AC = CA =1 olur. Buradan C = CI = C(AB) = (CA)B =
IB = B elde edilir.

b. (A™1)~! matrisi A~! matrisinin inversidir. Ayn1 zamanda A matrisi de A~!
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.
c. (AB)™! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica

B 'A"Y(AB) = B-Y(A"'A)B=B"'IB=B"'B =1
ve

(AB)B™1A1 = A(BB™ DA™ = AIA™ = AA™ = |

yazilabilir. Boylece B~1A™! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.

d. (AT)~! matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica IT =1 oldugundan I =IT =

(AA DT = (A~ HT(AT olur. Bu durum, (A~H)T matrisinin AT matrisinin bir inversi
oldugunu gosterir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (A7)™! = (4~1)7
elde edilir.

Tamm 2.6. a. Bir A = [aij]nxnmatrisi icin A2 = A ise, A matrisine idempotent
matris denir.

b. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A

ile gosterilir.

—\T

c. C kompleks sayilar cismi iizerinde tamimli A matrisi igin (A) =A ise A
—\T

matrisine hermitian matris denir ve A* = (A4 ) ile gdsterilir.

d. Bir A matrisi i¢gin AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.
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e. A= [aij]nxn nonsingiiler bir matris olmak iizere, A~ = A* (veya AA* = A*A =

I) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

f. A = [aif]nxn bir matris olmak iizere, A~* = AT ise A matrisine ortogonal (dik)
matris denir.

9. 4 = [a--] reel simetrik bir matris olmak iizere, sifirdan farkli her xeRY
Ulnxn

vektorii icin xTAx > 0ise A matrisine nonnegatif definit (pozitif tamimli) matris,

xTAx >0 ise A matrisine nonnegatif semi definit (pozitif yar1 taniml1) matris denir.

h. A, n xn tipinde bir kare matris olsun. (A —Al)x =0 esitligini saglayan A
skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de A matrisinin bir

0zvektori denir (Hacisalihoglu,1977).
Teorem 2.5. A ve B uygun matrisler olmak {iizere,
—T —_—
a.(4) =@n.
b. (4")" = A.
c.(A+B) =A"+B".
d. (AB)" = B*A".
esitlikleri saglanir (Branson, 1999).
ispat: a. A =[a;;] mxn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde A = [a;] ve
—T _ — -
(A) = [aj]olur. Diger taraftan A" = [a;;] ve (AT) = [aj;] oldugundan (AT) =

—\T
(A) oldugu goriilir.

T
b. 4= (4)" oldugundan, (A4*)* = ((Z)T) — (AT)T = 4 elde edilir.

C. Hermitian matris tanimina gore,
(A+B) =(A+B) =(A+B) =) +(B) =4"+5"
elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore,

11



(AB)" = (AB) = (4B) = (B) (A) =pB'A"
yazilabilir.

Teorem 2.6. Reel simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli (pozitif yar1 tanimli)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, tiim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir (Hacisalihoglu,1977).

Ispat: A matrisi pozitif tanimli olmak iizere, 1 dzdegerine ve ilgili x dzvektdriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektorii igcin Ax = Ax ve (Ax,x) > 0 bagntilar
vardir. O halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A{x,x) olur. x bir 6zvektor oldugundan,

sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidur.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak tizere, 1 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine sahip
olsun. Bu takdirde bu x vektorii igin Ax = Ax ve (Ax,x) = 0 bagintilar1 vardir. O
halde,

0 < (Ax,x) = (Ax, x) = A{x, x)

olur. x bir d6zvektor oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu

durumda A = 0 olmalidur.

Tiim (sifirdan farkli) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif tanimh

(pozitif yar1 tanimli) olacagi benzer sekilde gosterilebilir (Lanchester, 1969).

Tamm 2.7. a. x4, X5, ... X, vektorler kiimesi verilmis olsun. Yj-; a;x; = 0 esitligi
ancak ay,as, ..., a, skalerlerinin timii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu
durumda xq,xy,..x, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani,
ay, ay, ..., a, skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak {izere )  a;x; =0

esitligi saglaniyorsa bu durumda x4, x,, ... x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

b. A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A1, Ay, . A,y ile ve satir  vektorlerini Ay, A, ... , Ay ile  gosterelim.
A, , 1=1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, A j=12,..,n

*j s
vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu,1977).
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Teorem 2.7. Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin satir

rankini degistirmez (Branson, 1999).

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.8. AX = 0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimeleri ayn1 ise, o zaman

A ve B n X n tipindeki matrislerin siitun ranklart aynidir (Branson, 1999).
Ispat: AX = 0 sistemi,
x1A1 + szZ + -+ anTl =0 (28)

olarak yazilabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci siitunudur ve X = [xy, X5, ..., X, |7

olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi,
xlBl + szZ + e + ann == 0 (29)
olarak yazilabilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A matrisinin
slitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiik kabul edilsin. Béylece a > b olur.
Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.7’ ye benzer sekilde A matrisinin siitun rankin1 degistirmez.) Ancak a > b
kabul edildiginden B matrisinin ilk a siitunu lineer bagimlidir. Boylece, hepsi sifir

olmayan 6yle d4, d,, ..., d,, vardir Ki,
diB, +d;B, + -+ d,B; =0
olur. Buradan,
d,B; +d,B, +-+d,B, +0Byy1 +--+0B, =0
ve (2.9) sisteminin ¢oziimii olarak,
x1=d; Xp=dy .. Xg=dg Xg41=Xgr2 ==X, =0
bulunur. Bu ayn1 degerler (2.8) sisteminin de ¢oziimii olarak verildiginden,

dlAl + dzAz + -+ daAa = O
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dir. Burada, belirtildigi gibi, d4, d,, ..., d, sabitlerinin timii sifir degildir. Ancak bu

Ay, Ay, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir ¢eliskidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢aligma, B matrisinin
stitun rankinin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

Boylece bu iki matrisin siitun ranklar1 esit olmalidir.

Teorem 2.9. Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez

(Branson, 1999).

Ispat: A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri

aynidir. Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklar1 aynidir.

Teorem 2.10. Herhangi bir A matrisi igin satir rank1 siitun rankina esittir (Branson,
1999).

Ispat: m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankinin r ve siitun rankinmn ise ¢
oldugu kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar1 ilk r satirt
lineer bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde
yeniden diizenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin
satir ve siitun ranklarmi degistirmedigi goriiliir. A matrisinin satirlar1 sirasiyla

Ay, Ay, ..., Ay, ile gosterilsin ve C ve D matrisleri,

Al Ar+1
C = AZ ve D = Ar+2
Ay Am

olarak tanimlansin. O zaman A matrisi [g] bloklanmis matrisidir. Ayrica D

matrisinin her bir satir1 C matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, dyle

bir T matrisi vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger,
AT+1 = d1A1 + dzAz + -+ dTA‘l"

ise, 0 zaman [d4, d,, ..., d,] vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi bir

n boyutlu x vektori igin,

=[5 - 1)
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yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise, Ax = 0 olur ve Teorem 2.8 den
dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlar1 r boyutlu

vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz. Yani,
cC<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi icin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankimnin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacag1 goriiliir. Ancak, AT matrisinin
stitunlart A matrisinin satirlart oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin A

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani,
r<c (2.11)
olur. (2.10) ve (2.11) bagmtilarindan r = ¢ oldugu goriiliir.

Tamm 2.8. Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson, 1999).
Teorem 2.11. A bir matris olmak iizere r(4) = r(AT) dir (Hacisalihoglu,1977).

Ispat: A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 AT

matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.10 dan istenilen sonug elde edilir.

Tanmm 2.9. n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(4) = n ise A matrisine
Nonsingiiler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, r(4) <n ise A
matrisine Singiiler (Tekil) Matris denir (Hacisalihoglu,1977).

Tanmm 2.10. a. A € K}, m X n tipinde bir matris olsun. NV (4) = {x: Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A marisinin null (sifir) uzayi denir.

b. A € K}, m X n tipinde bir matris olsun. R(A) = {y: Ax = y} seklinde tanimlanan

kiimeye A matrisinin ranj (siitun) uzay1 denir (Hacisalihoglu, 1977).

Teorem 2.12. Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak tizere,
a m=n=1r= PAQ = 1I.

b. m =r <n = PAQ = [I,0].
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cC. m>r,n>r = PAQ = [é g] (2.12)

Ispat: (Lancaster, 1969).

Teorem 2.13. Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankini gegemez. Yani,

r(AB) < min{r(4), r(B)} (2.13)
dir (Lancaster, 1969).
Ispat: AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlarinn  bir lineer
kombinasyonu oldugundan AB matrisinin siitun uzay1 A matrisinin siitun uzayinin alt

kiimesi olur. Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) <
r(B) esitsizligi de saglanir. Boylece r(AB) < min{r(A),r(B)} elde edilir.

2.2. Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢in A matrisinin nonsingiiler ve

kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla
AX =B (2.14)
lineer denklem sisteminin var olan tek ¢6ziimii X = A~!B seklindedir. Ayrica,
AA™Y = A71A =1

sartin1 saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A™! matrisi vardir.
Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadigi durumlarda ya da A matrisinin
kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda A1
matrisinin Ozelliklerini de iceren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adini

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢6ziimii olabilir.

Cy', kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € C' matrisi i¢in asagidaki dort sarti1 (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A*

veya At ile gosterilir.

() AGA = A,
(i) GAG = G,
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(i)  (AG)" = AG,
(iv) (GA)" = GA. (2.15)
Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimali
genellestirilmis inversi denir ve A2 veya A4, ile gosterilir.
Moore-Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan yani,

AGA = A (2.16)
olacak sekildeki G matrisine, A matrisinin bir g—inversi (genellestirilmis inversi)
denir.

Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.

Algoritma 2.1. A = [aij] r rankli herhangi bir matris olsun.

mxn
1. Adim: r rankli A matrisinde, r X r tipinde nonsingiiler herhangi bir B alt matrisi
secilir.
2. Adim: Secilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.
3. Adim: A matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)7
matrisinin elemanlar: yerlestirilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A

matrisinin bir g—inversidir.
Ornek 2.1. Algoritma 2.1 3 x 3 tipindeki

2 31
-1 5 0

6 9 3

A=

matrisine uygulansin. A matrisi rank1 2 olan singiiler bir matristir.

1. Adim: A matrisinin 2 X 2 tipinde bir nonsingiiler B = [_21 ‘z] alt matrisi

secilsin.
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2. Adim: |[B| = 10 - (—=3) = 13 # 0 oldugundan B~! mevcut olup

5/13 —3/13
1/13  2/13

B

B~1 = 2 Ek(B) = 1/13. [i _23] =[

elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa

5/13 1/13

B™'=|23/13 2/13

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Bulunan (B~1)” matrisi A matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlari

stfir alinir. Boylece

5/13 1/13 0
[—3/13 2/13 O]
0 0 0

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak

1/13 2/13 0

5/13 -=3/13 0
ol e
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten
2 3 11 [5/13 -3/13 0 1 0 O
AG=(|-1 5 0].|1/13 2/13 0|=]|0 1 O
6 9 3 0 0 0 3 00
olup,
1 0 012 3 1 2 3 1
AGA=1|0 1 0].|-1 5 0o|=|-1 5 0|=4
3 0 0olLe 9 3 6 9 3

oldugu goriiliir.

Verilen A matrisinin bagka bir B alt matrisini segerek, segilen bu yeni B alt matrisine

Algoritma 2.1 uygulansin.

1. Adim: A matrisinin ranki 2 oldugundan B matrisi B = [g g] seklinde secilsin.
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2. Adim: |B| =10 — 0 = 10 # 0 oldugundan,

1/5 0

B—1=§-Ek<3>=1/15-[_39 g]:[—s/S 1/3

bulunur. Boylece,

-3/5

e [1/5
(B 1)T_[ 0 1/3

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda,

0 0 0
0 1/5 —3/5]
0 0 1/3

olur.
5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda
0 0 0
G = [O 1/5 0 ]
0 -3/5 1/3

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Gergekten

2 3 1110 O 0 0 0 1/3
AG=|-1 5 0].]10 1/5 0Ol=|0 1 0
6 9 310 —-3/5 1/3 0 0 1
ve
0 0 1/31[2 3 1 2 3 1
AGA=10 1 o0 |.|-1 5 o|l=|-1 5 0]l=4
0 0 1 6 9 3 6 9 3

oldugu goriiliir.

Sonug 2.1. Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g-inversinin tek olmadigin1 gosterir.

Bu nedenle bir matrisin tanimli birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 2.2. 2x 3 tipindeki E = [} _11 _11] dikdortgen matrisi alinsin. E

matrisinin rankinin 2 olacag agiktir. Algoritma 2.1 E matrisine uygulansin.

1. Adun: Bu durumda M matrisi M = [; " | olarak segilebilir
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2. Adim: [M|=—-1-1=-2 % 0olup

_ 11_[1/2 1/2
M= DﬁiEk(”f) ._1]“[1/2 ~-1/2
ve dolayisiyla,
_ 1/2  1/2
INT _—_
M7 =12 —1)2
bulunur.
. 1/2  1/2
3. ve 4. Adimlar: Buradan 172 —1/2 O] bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

1/2  1/2
G::[1/2 —1/2]
0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,

172 1/2
ot I
ve
EGE::[é ][1 —1] [1 if]::E

oldugu goriiliir.

Ornek 2.3. 5 x 2 tipindeki

1 1

| 3 0]
E=|-2 1
-1 2

dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.1 E

matrisine uygulansin.
1. Adim: Bu durumda M matrisi, M = [ 2] olarak segcilebilir.

2. Adim: |M| = -4 — 0= —4 # 0 olup,
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41 _ -2 11 _[-1/2 1/4
Ml—M.Ek(M)——l/éL.[O 2]_[ o 17

ve dolayisiyla

~1/2

Cnr 0
(M=5)" = 1/4 1/2]

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

[0 0
| O 0 |
|-1/2 o0 |
| —1/4 12|
Ll o o]
bulunur.
. ) . [0 0 -1/2 1/4 0 -
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G—[O 0 0 1/2 0 matrisi, E
matrisinin bir g—inversi oldugu gésterilebilir. Gergekten,
1 17 [0 0 —-1/2 3/4 0]
EG =|-2 1I.0 o o 12 oJ=0 0 1 0 0 |
[0 ZJ [o 0o 0 1 oJ
-1 2 0 0 1/2 3/4 0
ve
[0 0 —-1/2 3/4 0] 1 1 1 1
[0 0 —-3/2 3/4 0|[ 3 O} [3 0}
EGE={o o 1 o0 o]l|-2 1]|=[-2 1]|=E
[00 0 1 OHO zJ[o zJ
o o 1/2 3/4 olt—1 2 -1 2

oldugu goriiliir.

Algoritma 2.1, ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak icin asagidaki sekilde

uyarlanabilir.
Algoritma 2.2.
1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli herhangi bir eleman1 B olarak secilir.

2. Adim: Segilen bu elemanin inversi bulunur.
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3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

1 -2 3 4
Ornek 2.4. 3 x 4 tipindeki L = [2 -4 6 8] matrisi alinsin. L dikdortgen
3 -6 9 12

matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2 L matrisine uygulansin.
1. Adim: M = [8] secilsin.

2. Adim: M~! = [1/8] olur.

0 0 0 O
3.ve 4. Adimlar: Buradan ([0 0 0 1/8]elde edilir.
0 00 O
0 0 0
. : 0 0 0 . PP
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = 0 o0 0 matrisi L matrisinin bir g—
0 1/8 0

inversidir. Gergekten,

1 -2 3 4
LG=|2 -4 6 8

g 0 1/2 0
Oz[o 1 0]
3 -6 9 12 X

0 3/2 0

ve
0 1/2 0J[1 -2 3 4 1 -2 3 4
LGL=(0 1 0]|12 -4 6 8|=|2 -4 6 8|=L
0 3/2 0l13 -6 9 12 3 -6 9 12
olur. L matrisi 3 X 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonug 2.2. Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g—inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tiim
elemanlarim sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi

bulunur. Eger A matrisi,

;. A1 0 Qp
A=|%1 Q22 ** Qo
Am1 Amz = Qmn

seklinde 1 rankl1 bir matris ise, A matrisinin,
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[((a,)" 0 -+ 0]
1-ncisi; 0o 0 = 0
0 0 e 0]
0 0 ... 0]
2-ncisi; (al_?_)_l__. 0 - 0
0 0 ee 0l
0 0 0
(mn)-ncisi; | ) 0 0
O 0 (amn)_1

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.

2.3. Moore—Penrose Inverslerin Varhg

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~ matrisinin Moore—Penrose sartlarmi
saglayacag: agiktir. Yani A~1 = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A* matrisinin mevcut olup olmadig ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A* matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 2.14. Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir.
Ispat: Acik olarak A* = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandigi goriiliir.

Teorem 2.15. Her A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarini saglayan bir A* matrisi

vardir.

Ispat: Eger A = 0 ise AT = 0 oldugu agiktir. A # 0 olsun. A matrisinin r rankl

oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi,
A = BC (2.17)

seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve CC” c¢arpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi,
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A* = C*(CCH)~Y(B*B)"'B*
olarak alinirsa, A* matrisi Moore—Penrose sartlarim saglar. Gergekten,
(i) AA*A = (BC)C*(CC*)~Y(B*B)~'B*(BC)
= B(CCH(CC)(B*B)"(B*B)C
= BC = A,
(i) A*AA* = C*(CC*)Y(B*B)'B*(BC)C*(CC*)"*(B*B)'B*
= C*(CC*)™Y(B*B)~Y(B*B)(CC)(CC*)"Y(B*B)"'B"
= C*(CC*)"Y(B*B)"'B* = A*,
(iii) (AAH)* = [(BC)C*(CC*)~Y(B*B)~'B*]* = B(B*B)~1(CC*)~1(CC*)B*
= B(B*B)™'B* = B(CC*)(CC*)"Y(B*B)"'B*
= (BC)C*(CC*)"Y(B*B)™'B* = AA*,
(iv) (AT4)" = [C*(CCHH(B"B)'B*(BO)]
= C*(B*B)(B*B)~(ccH~tc
= c*(ccH)IcC
=Cc*(cC)HY(B*B)"Y(B*B)C
= C*(CC*)"Y(B*B)"'B*(BC) = A*A

oldugu goriiliir.

(2.18)

Teorem 2.16. Herhangi bir A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarin1 saglayan bir tek

A* matrisi vardir. Yani, her A matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir.

Ispat: A matrisinin Moore—Penrose sartlarini saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi AT ve A3 olsun. Bu durumda,

A = ATAAT = AT(AADY" = AT (AD) A" = Af(AD) (AAA)"

= AT (A7) A (A3)* A" = AT (AAD)*(AAZ)* = ATAATAAY = ATAAY

= ATA(A7AA7) = (ATA)"(ATA) A3 = A"(A]) AT (A3) A7

= (AATA) (A)*AY = A*(A3)*AY = (ATA)* AT = ATAAY = AS
1 2 2 2 244, 2
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oldugundan A} = A% olur. Yani, A* matrisi tektir.

Teorem 2.17. m x n tipindeki bir A matrisinin bir Moore—Penrose inversi varsa

n X m tipindedir.
Ispat: AA* matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmasi ger¢eginden ispat goriiliir.

Teorem 2.18. a. m X n tipindeki bir A = [aij] matrisinin tim elemanlar1 1 ise bu

takdirde, A* = — A* dir.
mmn

b. a, nx1 tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektorii ise, bu durumda a*, a* =
(a*a)~ta* seklindedir.

c. a, 1xn tipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise, bu durumda a*, at =

a*(aa*)~?! seklindedir.

Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarini

sagladigimi gostermek yeterlidir. Bu durumda,

(i) AA*A = A (ﬁA* )A =A—(4'A) = A—.mn=A,

(i) A*AA* = (ﬁA* )A (ﬁA* ) = —(4"4) (ﬁA* ) =— . m.n. (ﬁA* )
()

(i) (44+)* = (AﬁA*)* = A—— A" = AA*,

(iv) (A*A)* = (LA*A) = A"A = A*A

oldugu goriiliir.

b. a* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

() aata = a(a*a) ta*a = a(a*a) (a*a) = a,

(i) ataat = (a*a) ta*a(a*a) ta* = (a*a) 1 (a*a)(a*a) ta*
= (a*a) la* = a",

(iii) (aa™)* = [a(a*a) ta*]* = a(a*a)"la* = aa™,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) la*a = a*ta
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oldugu gortiliir.
c. a® matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,
(i) aata = aa*(aa*)"ta = (aa*)(aa*)ta = q,
(i) ataat = a*(aa*) taa*(aa*)"! = a*(aa*) " 1(aa*)(aa*)?
= a*(aa”)"! = a*,

(iii) (aa™)* = [aa*(aa*)"]* = aa*(aa*)"! = aa™,
(iv) (ata)* = [a*(aa*)"ta]* = a*(aa*) ta=ata
oldugu gortiliir.
Teorem 2.19. A herhangi bir matris olmak iizere,

COMEICI)
esitligi gegerlidir.
Ispat: (2.17) bagintisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan,

A* = C*(€CY)~Y(B*B)~1B*
alinirsa,

(A*)* = B(B*B)~1(CCH)™C
olur ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A"(A")*A* = C*B*B(B*B)~1(CC*)"1CC*B"* = C*B" = A",
(i) (AH*TA* (49T = B(B*B)~1(cCc*)~cCc*B*B(B*B)~1(CC)~1C

= B(B*B)~(CC*)™'C = (4",
(iii) [A*(A")*]" = [(C*B)B(B*B)~*(CC)~'C]" = [c*(CC)~*CT
= C*(CC*)™IC = C*(B*B)(B*B)~1(CC*)~IC = A*(A")*,
(iv) [(A)*A"]" = [B(B*B)~*(CC)~'C(C"B)]" = [B(B"B)'B*]"
= B(B*B)~'B* = B(B*B)~}(CC*)~1(CC")B* = (A)*A*

olur. Boylece,

(A"* = B(B*B)~1(CC*)~1C

26

(2.19)

(2.20)

(2.21)



elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1, (A*)* = (4™")* oldugu goriiliir.

Teorem 2.20. Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi

matrisin kendisine esittir. Yani, herhangi bir A matrisi i¢in, (A*)* = A olur.
Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,

(i) AT(AN)TAT = ATAAT = AT,

(i) (ANTAT(AT)T = AATA=A = (4")",

(iii) [AT(AD)T]" = [ATA]" = ATA = AT (A")*Y,

(iv) [(AT)TAT]" = [AAT]" = AAT = (A")TAT

oldugu gortiliir.

Teorem 2.21. A matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki A matrisinin rankina

esittir. Yani,

r(4) = r(AY) (2.22)
dir.
spat: Teorem 2.13 AA*A = A Moore—Penrose sartina uygulandiginda,

r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(A")} <r(4") (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 2.13 ATAAT = At Moore-Penrose sartina

uygulanirsa
r(A*) = r(A*AA*) < min{r(4), r(4H)} < r(4) (2.24)
elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolay: (2.22) bagintist saglanir.

Sonuc¢ 2.3. A matrisinin ranki 7 ise, A, AAT,AtA, AAT A, AT AAT matrislerinin her

birinin ranki da r dir.

Teorem 2.22. A simetrik ve idempotent matris ise, AT = A olur.
Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,

(i) AATA = AAA = A%A = AA = A% = A,

(i) ATAAY = AAA = A2A=AA = A* = A= A,
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(iii) [AAT]* = [AA]* = [A?]* = A* = A = A? = AA = AAY,
(iv) [ATA] = [AA]* = [A?]" = A" = A=A%? = AA = A%A
oldugu gortiliir.

Teorem 2.23. B = Ko6s {b;1,b23, ... ,bpn} iSe, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B™, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemani b;; # 0 ise bl-_il ve

b;; = 0 ise “0” olan bir kdsegen matristir.

Ispat: B* matrisinin Moore—Penrose sartlarini sagladig1 agik¢a goriiliir.

2 0 0 O
Ornek 2.10. D = 8 (1) 8 8 seklinde verilen D matrisinin Moore-Penrose
0 0 0 2
inversi
[ 0 0 0
D+=|0 1 0 OI
lo o 0 Of
lo 0o 0 3

matrisidir. Gergekten,

1
2000[;000] 100 0
ppr—|0 1 0 offo 1 90 fo 1 0 0
0000'[0000J 000 0
000 2 11 Lo o o 1
00 0 -
ve
100 0712000 (200 0
o o1 0 0llo1 0ol _lo1 o0 of_
DD'D=14 9 0 olfo o o of[Tlo 0 0 of=?P
000 tllo o o2l oo o2

oldugu goriiliir.

Teorem 2.24. a. A, m X n tipinde tam satir rankli bir matris ise, bu durumda

AT = A*(AA") "1 ve AAY = I, olur.

b. A, m X n tipinde tam siitun rankl1 bir matris ise, bu durumda A* = (4*4)"1A4* ve

A*tA =1, olur,
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Ispat: Teoremde verilen At matrislerinin Moore—Penrose sartlarmi sagladigimi

gostermek yeterlidir. Buna gore,
a. (i) AATA = AA*(AA")71A = (AA")(AA") 1A = A,
(i) ATAAT = A" (AA")TTAA (AAY) ™1 = A" (AA*) "1 (AA™)(AAH?
= A*"(AA")™1 = AT,
(iii) (AAT)* = (AA*(AA)™ D) = (AAHAAY D) =T =1
= (AA")(AA*)™! = AA*(AA*)! = AATY,
(iv) (ATA)" = (A*(AA")"1A)" = A*(AA") 1A = AtA
oldugu goriiliir. Benzer sekilde,
b. (i) AATA = A(A*A)"1A*A = A(A*A)"1(A*A) = A,
(i) ATAAT = (A A)TTAA(ATA)TIA = (A" A) 71 (A" A) (A A)1A*
= (A*A)71A* = AT,
(iii) (AAT)* = (A(A*A)71A%)* = A(A*A) 714" = AAT,
(iv) (ATA)" = (A" A" = (A ATI@AA) =1" =1
= (A"A)"1(A%A) = (A*A) 144 = A*A
oldugu gortiliir.

Teorem 2.25. B # 0 ve C # 0 matrisleri sirasiyla m X r ve r X n tipinde matrisler,

r rankl1 olsun. Bu durumda,

(BC)"=C*'B" (2.25)
esitligi gerceklenir.
Ispat: Teorem 2.24 e gére C* = C*(CC*)~* ve B* = (BB*)"!B* olur ve buradan,

C*'B" = C*(CC*)™Y(BB*)™'B* elde edilir. Bu deger zaten (BC)* matrisidir. O
halde, C*B™ = (BC)" oldugu gériiliir.
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3. 2x2 TiPINDE BLOK MATRISLERIN MOORE-PENROSE INVERSLERI

3.1. 2x2 Tipinde Blok Matrislerin Moore-Penrose Inversleri icin Genel Ifadeler

A C
B D

Moore-Penrose inversi konusu tartisilacaktir. Bununla ilgili olarak M blok matrisinin

Bu kisimda 2 X 2 tipinde M = ( ) seklinde blok pargalanmis bir matrisin

Moore-Penrose inversi i¢in, herhangi bir kisitlama olmaksizin A, B,C ve D bireysel
bloklarmin durumuna gore genel ifadeler tiiretilecektir. Ayrica bazi varsayimlar

altinda, Moore-Penrose inversler daha da basitlestirilecektir.

A C
B D

inversleriyle ilgili olarak A, B,C ve D bireysel bloklarinin 6zel durumlarina gore

2 X 2 tipinde parcalanmis M =( ) blok matrisinin genellestirilmis

genel ifadelerin tiiretilmesi uzun zamandir bilim insanlarinin ugras alant olmus ve

A C .
B D) parcali matrisinin 1

inversleri veya (1,2)- inversleri i¢in herhangi bir kisitlama olmaksizin bazi genel
ifadeler Burns ve ark, (1974), Meyer, (1973) ve Rohde, (1965) de detayl bir sekilde
ele alinmstir. Ancak M* i¢in ifade olduk¢a karmasik oldugundan M* ile ilgili daha

bununla ilgili bir¢cok ¢alisma yapilmistir. M = (

basit formiiller verebilmek icin baz1 6zel kisitlamalar konulmustur bknz. Hung ve
Markham, (1975). Bu kisitlamalar Burns ve ark, (1974), Meyer, (1973) ve Rohde,
(1965) deki sonuglart da kapsamaktadir. Bu sonuclarin bir¢ogu Hartwig, (1976) de
bulunabilir. € ve B* matrislerinin ayni1 olmasi 6zel durumunda M bir sinirli matris
olacaktir. Hartwig, (1976) ve Meyer, (1972) da, smirl bir matrisin Moore-Penrose
tipi inverslerini elde etmede kullanilan bes alti basit farkli durum g6z Oniine
alinmigtir. Hartwig, (1976) ve Meyer, (1972) daki sonuglar daha karmasik
oldugundan, M™ ig¢in verecegimiz genel ifadeler de daha karmagik olacaktir.
Bununla beraber, M matrisinin bloklar1 {izerine bazi sartlar konuldugunda, M

matrisinin Moore-Penrose invers biraz daha basitlestirilebilir.

AeCyt olmak tizere M ve N matrisleri sirasiylam ve n-yinci mertebeden pozitif

definit matrisler olsun. Bu takdirde

AXA=A, XAX=X, (MAX)"=MAX, (NXA)*=NXA (3.1)
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sartlarin1 saglayan bir X matrisine A matrisinin agirlikli Moore-Penrose inversi adi
verilir ve X = Aj;y ile gosterilir. M = I, ve N = I, olmasi 6zel durumunda X

matrisine A matrisinin Moore-Penrose inversi adi verilir ve X = A" ile gosterilir.

1 1
Gergekten, P =P =Mz ve Q=Q"=N-= olmak tlizere
Ay = Q7Y(P*AQ™YH)*P* olacaktir. Ben-lsrael ve Greville (1974).

Lemma 3.1. AeC;! olmak ilizere M ve N matrisleri sirasiyla m ve n-yinci

mertebeden pozitif definit matrisler olsun. Bu durumda

(@) (Ayn)" = (A*)I-l\-l_l,M_l

(b) Ajn=N"TA"(AN"'A")}; -1 = (A"MA) -1 yA™M.

(c) Ee Cy', FeCy ve M,N ve R matrisleri sirasiyla m, n ve r-yinci mertebeden
pozitif definit matrisler olsun. Eger EFgy = 0 ise FE;;y = 0 dir.

(d) P bir idempotent matris ise bu takdirde (I — P)A =0 & R(A)cR(P) ve
A(I — P) = 0 © R(P)cR(A) dir.

Lemma 3.2. Cline (1964) K= A*Cve P = (I — AA*)C olsun. Bu takdirde

+ _
@t =" (3.2)
dir, burada
U=P*+({—-P*P)STK*A*(I - CP™) (3.33)
ve
S=I1(I—-P*P)K*'K(I — P*P) (3.3b)
olacaktir.

Lemma 3.3. A; = (4,C) € C' olmak iizere A € C;' , M ve N matrisleri sirasiyla

m ve n-yinci mertebeden pozitif definit matrisler ve N matrisi

N L
N:(Lg Nz>’ NyeC (3.4)

olarak pargalanmis olsun. Ayrica K = Af;y,C, P = (I —AAf,)C olsun. Bu

durumda
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+ _ _ _ 2t -1
( Al)LN=(AMN1 KV — (I = Afpn, AN LV) (35)

1%
dir, burada
V = Pyr + (I = Py P)T T (K*N; ' — L) Ay, (3.6a)
T =N, +K'N;K — (K*L + L'K) — L' (I — AAj;y, )N 'L (3.6b)
seklindedir.

Bu kisim boyunca 2 X 2 tipindeki M blok matrisini

M = (g g) 3.7)

seklinde alacagiz ve
K=A"C, H=BA*, Z=D-BA'C, (3.8a)
P=(—-AAY)C, Q=B -A%A) (3.8b)

gdsterimlerini kullanacagiz. Oncelikle P =0 ve Q =0 o6zel durumlar igin bir
formiil elde edip daha sonra da M* = M*(MM*)3 vyi kullanarak M™* igin genel

ifadelerin elde edilmesinde bunu (MM*)(® matrisine uygulayacagiz.
[k olarak Z Schur complementine gére iki dzel durumu dikkate alalim:
Durum 1. P =0, Q = 0, ve Z nonsingiiler olsun. Bu takdirde bknz. Hartwig (1976).

Mt = (A+ +KZ'H —Kz-l) (3.9)

-7 1H Z 1
olacaktir.

Durum?2. P =0, Q = 0ve Z = 0 olsun. Bu takdirde bknz. Hartwig (1976).

M+ — <(1 —KK'k)A*(1-HH'H) (I- KE*K*)AW*H*)
~\ KR'k*A*(I1-H*H'H) RK*A*A*H !
(3.10)
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~

dir, burada K =1+ K*K ve H =1+ HH"* dir. Eger
X = (_K) . Y=(=H, D, (3.11)

alinirsa bu takdirde (3.9) ve (3.10) sirasiyla

+_ (AT 0 _
M+ = ( . 0) +XZ7Y (3.12)
ve
t_(r_yyn (AT O _ v+
M* = (I — XX )( 0 0) (I —Y*Y) (3.13)

olarak yazilabilir. (3.12) ve (3.13) ifadelerini M* = G alarak

A* 0

G=1[-X(U-Z*"2)X"] ( -

) [[—Y*(I —ZZ*)Y] + XZ*Y (3.14)

bi¢iminde birlestirebiliriz.

Teorem 3.1. Eger P =0, Q = 0 ise bu taktirde M* = G olmasi igin gerek ve yeter
kosul

ZZY*HH* = HH*ZZ', ZYZK*K=K*KZ*Z (3.15)
olmasidir.
: _(0 _ <
Ispat: MX = (Z>' YM = (0 Z) oldugunda

MX(I—-2*Z)=0, (—-ZZ")YM=0 (3.16)
yazilabilir. Bu nedenle

AAT 0
H 0

0

MG = ( 1

) [[—Y*( - ZZH)Y] + ( )ZZ*Y

olurve Y* =Y*H™! ve AA*H* = H* oldugundan bu da

AAT 0

MG=( o

) —Y*H(I - ZZY)Y (3.17)
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oldugunu gosterir. Benzer sekilde (3.16) esitlikleri kullanilarak ve X+ = K~1X* ve

K*A*A = K* oldugu goz oniine alinarak

C(ATA O\ wrr oty
GM_( . 1) X(I - Z+*2)K~1X (3.18)

elde edilir. Son olarak (3.16) ve (3.17) den
MGM = (MG)M =M, GMG =G(MG) =G
oldugu goriiliir. Boylece
(MG)* = MG & ZZ*HH* = HH*ZZ* ve
(GM)* =GM & Z*ZK'K =K'KZ*Z
elde edilmis olur. Agik olarak (3.9) ve (3.10) Teorem 3.1 in 6zel durumlaridir.

Sonuc¢ 3.1. Eger P=0, Q=0, I—-ZZ*)B=0 ve CU—Z%Z) =0 ise, bu
takdirde

M* = (“g 8) +XZTY (3.19)

dir.

Ispat: B =ZZ*B oldugundan HH* = ZZ*HH* = (ZZ*HH*)* = HH*ZZ* dir.
Benzer sekilde, C = CZ*Z oldugundan K*K = K*KZ*Z = Z*ZK*K olacaktr.
Boylece Teorem 3.1 kullanilarak (3.19) bagintisi elde edilir.

Teorem 3.2. Eger P = 0, Q = 0 ise, bu takdirde

At 0

M* =1 —X(I - Z92)X*] ( -

) [[—Y*(I —ZZ9)Y] + XZ9Y, (3.20)
yani, Z9 = Zg_llk olmak tizere
(M*)y, =1 — KU —Z9Z)KK*|A*[I — H*H*(I — ZZ9)H| + KZ9H,

(M%), = [I = KU = Z9Z)R'K*|A*H*H*(I - ZZ9) — KZ9,

M%)y = = Z9Z)KK*AY[I — H*HX(I — ZZ9)H| — Z9H,
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(M%), = (I —Z92)K'K*ATH*H (1 — 2Z9) + 79 (3.21)
dir.

Ispat: (3.20) nin sag tarafi G, olsun. Bu takdirde,

MX(I—Z92) =0, YY* =1 ve (AA"‘ 0)Y+ —y+ _(0)

H 0 1
oldugundan
_ AA+ 0 _yv*g—-1 _ g
MG, = ( : 1) Y*H1(I — Z29)Y (3.22)
yazilabilir. Benzer sekilde
+
(I—ZZ9YM =0, X*X =1 ve X* (AOA Ig) —X*—(0,1)
oldugundan
_ A+A O _ _ 79 7—1y=*
G:M = ( . 1) X - Z97)R-1X (3.23)

olacaktir. Z9 nin tanimindan, Y*H~1(I — ZZ9) —Y matrisi Hermitian matristir
¢linkii H=1ZZ9 matrisi Hermitiandir. Benzer sekilde X (I — Z9Z)K~1X* matrisi de

Hermitian olacaktir. Boylece
MGlM = M, GIMGI = Gl' (MGI)* = MGI, (GlM)* = GlM
olur.

Ozel olarak eger, A matrisi tersinir ise, bu takdirde P =0, Q =0 olur ve M*
inversini bulmak i¢in Teorem 3.2 yi uygulayabiliriz. Teorem 3.2 nin Onemli
uygulamalarindan birisi de herhangi bir kisitlama olmaksizin pozitif semi definit bir
matrisin Moore-Penrose inversinin bulunmasinda kullanilabilmesidir.

A C

Sonu¢ 3.2. Eger M = (C* D

) matrisi pozitif semi definit bir matris ise, bu

takdirde

M* = [I — X(I - Z92)X*] (“g 8) [ — X**(I — ZZ9)X*] + XZ9X* (3.24)
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olacaktir, burada
Z9 = ZI%-_l,E (325)

dir. Ayrica, M i¢in 6zel bir (1,3)- invers asagidaki sekilde verilebilir:

+
MO = (7 OV =X = 229X + X29X". (3.26)

Herhangi bir M matris icin MM™ matrisi pozitif semi definit olup Moore-Penrose
inversi M* = M*(MM*)3 esitliginden hesaplanabilir.

M, = MM* = (A1 Cl)

e D (3.27)

alalim. Simdi Z,;, K; ve ZlZf icin ifadeler tiiretelim. Oncelikle M; i¢in Z; esas

Schur complementini hesaplayalim. U Lemma 3.2 de tanimlandig1 gibi olmak iizere,

@047 = @40 =" ?]K ) (3.28)

oldugundan
Zy =Dy — C{ATCy = (B, D)[I — (4,C) A1 (4, O)](B, D)

yazilabilir. (3.28) ve B(I —AYA)B* =B —A*A)(I — A*A)B* = QQ* oldugu
gercegi dikkate alinirsa bu da

Z,=QQ"+Z[(I-UC)D* — UAB*] (3.29)
oldugunu gésterir. Ote yandan A*P = 0 oldugundan Lemma 3.1. (c) ye gore
P*A=0, PtP=P*C (3.30)

olacaktir. (3.3b) deki S nin tanimindan, I — P*P ve S degismeli olup I — P*P ve
S$~1 de degismelidir, boylece

SY(I—=P*P)K*K(I —P*P) =1—S"1 (3.31)

dir. (3.30) ve (3.31) kullanilarak
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I-UC=S'1-P*P), UA=S"'-P*P)K* (3.32)
elde edilir. Bunun sonucu olarak (3.29)
Z;,=0QQ*+ZS Y (I-P*P)Z* (3.33)

seklini alir. Ote yandan

K; = C;Af = (B,D)(A,C)*AY = (B,D)(4,C)t =H + ZU (3.34)
oldugundan
X;=(—H+2zU),), K =I1+H+ZU)(H+ ZU)* (3.35)

olacaktir. Sonug 3.2 den

+ * UA *Z*
M* = M* (fi)l g) [1—X77(1 - 2, 29)Xx;] + (Q(I 3 E]C))*Z,ﬁ )ZfX{ (3.36)

yazilabilir. (3.28) ve (3.32) kullanilarak

M* = (A+ KU OV 1 xi (1 - 2029)x1]

U 0
+ (Q* ;5?;1_( IPIPT;)Z*) Z9X; (3.37)

yazilabilir, burada

Zig = (Zl);zl—l,kl (3.38)
dir.

Q=(Q,z(1-P*P)), N=diag(,S) (3.39)
olsun. Bu takdirde (3.33) deki Z; matrisi

Z, = QN~1Q* (3.40)

olarak yazilabilir. Simdi de Z,Z7, S™Y(I—P*P)Z*Z{ ve Q*Z] matrislerini
hesaplayalim ve daha sonra (3.37) de yerlerine yazarak M* matrisini elde edelim.
Lemma 2.1 (b) den

37



N7'Q*Z{ = Qg = (QZ(UI = PP)go1y (3.41)

elde edilir. Buradan

N_lé*zig = (5_1(1 ?P+P)Z*> Z‘lg, (3.42)

olup Lemma3.3te M =K;*, N =1, N, =S L =0 alinarak

(Q)I"?'l_l’N:(Qg - QQZE/I — P+P)V) (3.43)

elde edilir, burada
V=WI+(U-WIW)T 1(I—-P*P)Z*Q9 Q9,
T=S+4(1-P*P)Z*Q9 Q9Z(1 - P*P),
W =(-QQ9Z(I—P*P),
QI =Qg1,, WI=Wga,
dir. Bu nedenle,
Z,Z{ = ()(());1_1” =QQ9—QQ9Z(1—P*P)V+Z(I—P*P)V

=QQ9+WV =QQ9+WW9 (3.44)

olacaktir. S™1 ve I — P*P degismeli oldugundan, (3.42) ve (3.43) iin bunlara

karsilik gelen alt matrislerinden

V=S1I1-P*P)Z2*Z{ = (1 —P*P)S™2*Z{ = (1 - P*P)V,

Q*zZ{ = Q9 —QIzv. (3.45)
oldugu goriiliir. Boylece (3.37) den

Q9 — QIZV — KV

e = (KU O xira - 000 - wwoyxgy + (V0T OV K

U 0

yani,
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(M), = (AY —KU)|[I — (H + ZU)*K{*(I — QQ9 — WWI)(H + ZU)|

—(Q9 — Q9ZV — KV)(H + ZU),
(M*)1, = (A" — KU)(H + ZU)*K;1(I — QQ9 — WW9I) + Q9 — QIZV — KV,
(M%)y1 =U[I = (H+ ZU)*'K;7 (I — QQ9 — WWI)(H + ZU)| — V(H + ZU),
(M%), = U(H + ZUY'K{T(I — QQ9 —WWI) +V
olacaktir.

Simdi Moore-Penrose inversin daha basit formlara dontisebilir olmas1 durumundaki
bazi 6zel durumlar tartisalim. P = 0 © R(C)cR(A) ve Q = 0 & R(B*) cR(A)
oldugunu ve ayni zamanda P nin tam siitun rankli olmasi i¢in gerek ve yeter sart C
nin tam siitun rankli ve R(C) N R(A) = {0} olmasi ve Q nun tam siitun rankli olmasi
icin B nin tam siitun rankli ve R(B*) N R(A*) = {0} olmasinin gerek ve yeter sart

oldugunu goérmek zor degildir.

Durum 1. P tam siitun rankli ise W =0, V =0, U = P* oldugundan Rl =1+
HH* + Z(P*P)~1Z* olup

(M*)y, = A* —KP* — Q9H — Q9Z P*
—[A*H* — K(P*P)™'Z*1K{*(I — QQ9)(H + ZPY),
(M*)1; = Q9 + [A*H* — K(P*P)*Z*]K ' (I — QQ9)
(M*)21 = P*=(P*"P)T'Z*K{* (I — QQ9)(H + ZP™),
(M%), = (P*P)T'Z"K7 (I — QQ9)
olacaktir.

Durum 2. P tam siitun rankli ve Q tam satir rankl1 ise

Mt = <A+ — KPt—Q*H-Q*Z Pt Q+>
p+ 0/
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Durum 3. P tam siitun ranklive Q = O ise, K; = I + HH* + Z(P*P)~'Z* ve

M+

_ (AT —KP* —[A*H* — K(P*P)"*Z*1K{*(H + ZP*), [A*H*—K(P*P)™'Z*]K{?!
Pt —(P*P) 'Z*K{*(H + ZP*) (P*P) 17 K1 ’

Durum 4. Q tam satir rankliise Q9 = Q*, W =0,V =T"Y(I - P*P)Z*(QQ*) !

olup

M+ — (A+ — KU —(Q*—Q*ZV —KV)(H + ZU) Q*—Q*ZV — KV)

U—V(H + ZU) 14

olacaktir. Sag-sol simetrikligi ve Durum 1 kullanilarak da M* inversini
hesaplayabiliriz. (M*)* matrisini bularak, M* matrisini M*=(M*)** esitliginden
elde edebiliriz. Gergekten eger Q tam satir rankliise H; =1 + K*K + Z*(QQ*)~'Z

ve P9 = Pz olup buradan da
(M*)y, = A* —KP9 — Q*H — Q+ZP9
—(K +Q*Z)(I — PUP)A'[K*A* — Z*(QQ")H],
M%)y, = Q" = (K+Q*Z)(I - PAP)H*Z7(QQ") ™
(M%), = P9+ (I = POP)HT ' [K*A* — Z*(QQ")H],
(M*)5; = (I = PIP)HZ7(QQ") ™"
elde edilir.

Durum 5. Q tamsatirranklive P =0ise H, =1+ K*K + Z*(QQ*)~*Z olup, bu

durumda da
yn
— <A+ —Q*H—(K+Q*2)H{'[K*A* —Z*(QQ")™*H] Q*— (K + Q*Z)H’flz*(QQ*)-1>
AT [K"A*T — 2*(QQ*)'H] H'Z*(QQ)™!
A

olacaktir. Hung ve Markham (1975a,1975b) de M =( C) matrisinin Moore-

B D

Penrose inversini bulmak i¢in bir metod ortaya koymuslardir. Bu kisimda Moore-
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Penrose invesin nasil elde edildigini gostermek ic¢in bizim sonuglarimizi
kullanacagiz. Bizim metodumuzda P (veya Q)= 0Oveya P (veya Q) tam rankh
oldugunda M™* kolaylikla hesaplanabilir. Ayrica yukaridaki tartismalara gére P
(veya Q)=0 veya P (veya Q) tam rankli olup olmadigi da kolayca kontrol
edilebilir. Ozel olarak eger A matrisi tersinir ise bu takdirde, P = (I — AAY)C =
0 ve Q = B(I — A*A) = 0 olup Teorem 3.2 uygulanabilirdir.

1 1

1 0), D =(0 1) olmak iizere

Omek3.1 A=(; 9), B=a D, c=(

g g) olsun. Ilk olarak, P ve Q matrislerini hesaplayalim. A matrisi tersinir

oldugundan, P = 0 ve Q = 0 olmasi durumunda Teorem 3.2 uygulanabilir. Simdi

=

Z=D—BA"C = 044, oldugundan (3.14) ifadesi (3.13) ifadesine doniisiir. Bu
takdirde (3.8) ve (3.11) in notasyonlar1 kullanilarak

k=arc=(1 ), H=BAQ D,
-1 -1
_(-ky_[ 1 0 _ 1
X—(l)— Lo | Y=CH D=1 -1 1
0 1

oldugu gériiliir. Sonug olarak bazi basit hesaplamalardan sonra M* inversi

1 0 1

5 5

-1 1 4
+_]115 3 15
M= 4 -1 -1
15 3 15

1 0 1

5 5

seklinde elde edilir.

3.2. Schur Complement iceren Blok Matrislerin Moore—Penrose inversleri i¢in

Bazi ifadeler

Bu kisimda, oOncelikle X ve Y matrisleri nonsingiiler olmak {izere M = XNY

formunda yazilabilen bir matrisin Moore-Penrose inversi i¢in bir formiil verecegiz.
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A C .
. D) seklinde blok

pargalanmig bir pargali matrisin Moore-Penrose inversi ic¢in agik ifadeler

Daha sonra, bu formiile dayanarak 2x2 tipinde M = (

gelistirecegiz. Bununla ilgili olarak M blok matrisindeki bir Schur complementinin

sifir veya nonsingiiler olmasi durumlarini inceleyecegiz.

Bu kisim boyunca 2 x 2 tipindeki M blok matrisini

m=(4 %) (3.46)

formunda alacagiz, burada A, B, C ve D matrisleri swrasiyla k X1, s X1, k X
t ves X t tipinde alt matrislerdir. S, =D — BA*C ile A matrisinin M deki

genellestirilmis Schur complementini gosterecegiz.
R(B*) € R(A™) ve R(C) € R(A) (3.47)

sartlar1 altinda veya buna denk olarak, E, =1 — AA* ve F, =1 — A*A olmak iizere

BF, = 0 ve E4C = 0 sartlar1 altinda M matrisini
[ L OJ[A O] A*C
w=lpa wllo slls ] (3.48)

formunda pargalanilir. Ayrica eger, R(B) € R(S4) ve R(C*) S R(S;) ise bu

takdirde M nin Moore-Penrose inversi

M+_[Il —A+CHA+ o” I, 0]
o0 I 0 Sill-BA*™ I

_ [A+ + A*CS;BA* —A+CSX]

—S;BA* Sk (3.49)

formunda olacaktir. (3.47) sartina ilaveten, eger S, = 0 esitligi de saglaniyorsa, bu

takdirde M nin Moore-Penrose inversi

I
+ + +3*
M= vy | patoll Bany) (3:50)
formunda olacaktir, burada

o=+ (BAYBAY) ™ ve p = (I + AYC(ATC)")™?
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dir.

X ve Y matrislerinin her ikisi de nonsingiiler olmak iizere M = XNY formunda
yazilabilen bir M matrisinin Moore-Penrose inversi i¢in formiillerin gelistirilmesinde
blok matrisle genis bir sekilde kullanilmaktadir. Ote yandan, eger M = XNY ise bu
takdirde M nin Moore-Penrose inversinin M* = Y IN*tX~1 olmasi gerekmedigini

belirtelim. Hangi sartlar altinda bunun olabilecegi Tian, (1998) tarafindan verilmistir.

Simdi M = (g g) matrisinin S, = D — BATC olmak iizere

w=(4 ¢

AC1[I, A*C] _
5 o)=loar ollon alls BT s

carpimi seklinde parcalandigini varsayalim.

A

N:[O 8+[BFA

A

matrisini géz Oniine alalim. Bu takdirde NyN, =0 ve N,N; =0 oldugundan
N* =N + Nj ve

olacaktir. Ayrica bu kisim boyunca

o [ A+C]
o L I @5

ifadelerine ihtiyacimiz olacaktir.

Lemma 3.4. X,N ve Y (3.51) de tanimlandig1 gibi olsun. Bu takdirde XEy = Ey ve

Ispat: Ispat icin (3.53) bagmtisindan yararlanarak (X —I) (I — NyN;jt — N,NS) =0
ve (I — NfN; — N N,)(Y — I) = 0 oldugunu gosterecegiz. Bu durumda

o-na-mnd =[5 [ S] 0

ve (X — I)N, = 0 elde edilir. Ote yandan,
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Fi 0][0 A*C
At oy _ |fa _
U= NEND(Y =1 = It] [0 . |=0

ve N, (Y —I) = 0 oldugu asikardir. Sonug olarak, Lemma 3.4 deki sonug elde edilir.
Eger M matrisi (3.50) formunda ise bu durumda Lemma 3.4 kullanilarak
M* =+ L)YUT+LL) 'Y INYX YU+ R R)*(I + RY) (3.55)

oldugu gosterilebilir, burada R=Ey(I—X"1) ve L= (I-Y 1)Fy, dir. Bu
ifadenin kullanilmasindaki gii¢lik N* nm blok ifadesinin (3.51) deki N igin verilen
ifadenin kullanilmasi kadar karmasik olmasidir. Bu M deki alt matrisler iizerine bazi

ilave sartlar koymaya calisacagiz.

N matrisinin bir blok késegen matris olmasi durumuyla baslayalim. Daha sonra da
N nin ters liggensel olmasi durumunu ele alalim. Bu kisimda, ayrica H = BAY,K =

A*C gosterimlerini de kullanalim.

M deki alt matrisler i¢in R(B*) cR(4") ve R(C) =R (A) veya bunlara denk olarak,
BF, = 0 ve E,C = 0 sartlarinin saglandigini varsayalim. Bu takdirde (3.51) deki N

matrisi bir kdsegen matrise doniisiir.

Teorem 3.3. M matrisi (3.46) da verildigi gibi par¢alanmis olsun. Eger BF, = 0 ve
E,C = 0 ise bu takdirde

M+=[(I’]SA+[0 1]+[F1 ]a[[ H*ESA]—[(I)]SXW[I H*E;,]

SaK*
[ ! ] KSi[o 1] (3.56)
FSAK* @ A '
olacaktir, burada
0=+ H*ESAH)‘l, o=U+ KFSAK*)‘l, o=@(A*+KS;H)® (3.57)

dir.

Ispat. (3.55) bagntis1 kullanilarak M* nin blok ifadesi tiiretilecektir. BF, = 0 ve
E,C = 0 sartlan altinda (3.52) deki N matrisi
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A 0
v=[o s
sekline doniisiir. Bu takdirde N nin Moore-Penrose inversi N*, Ey ve Fy ortogonal

izdiisiimleri

E, 0

AT 0 F, 0
+ — —
N™ = [0 SAI-]' EN ~10 ESA]’ FN =10 FSA] (3.58)
olacaktir. (3.54) ve (3.58) kullanilarak Y~*N*X~1 nin blok ifadesi,
At + AYC SfB At —AYTCS}
-1ny+y-1 — A A
N [ —SiBAY Sy ] (3:59)

formundadir. H = BA™,K = A*C notasyonlarina gore (3.58) yardimiyla
0 0 0 KF
R=Ey(I-Xx71 =[ ] L= (-YYF =[ SA]
=X =gy =Yy DRv={,
yazilabilir. Bu takdirde

0 1’

0 I

elde edilir. Ayrica (3.58) deki notasyonlara gore

(I+RR)'U+R)= [g QH;ESA],

(I + L) + L1t = 0] (3.60)

@
Fs,K*¢ 1

esitlikleri de yazilabilir. (3.59) ve (3.60) ifadeleri (3.55) ifadesinde yerine yazilarak

M matrisinin Moore-Penrose inversi (3.56) daki sekilde elde edilmis olur.

Hatirlatma 3.1. U ve V keyfi matrisler olmak tizere

o N A [ A R

parcalanisini ve ( UM V)+ = V*M*U* gercegini kullanarak
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0 IL1ip B1F[0 I

+ _ l S

M™ = [It ollc l [Ik o]

elde edilir. Buna gore Teorem 3.3 iin bir benzerini S, yerine M de D nin Schur

complementi S, = A— CD*B vyikullanarak, E,B = 0 ve CF, = 0 sartlan altinda

verebiliriz.

Teorem 3.4. M matrisi (3.46) da verildigi gibi par¢alanmis olsun. Eger BF, = 0 ve
E,C = 0 ise, bu takdirde

mr=[artr o1+ [ el-n n+[]are, -1 1
+[ ] .4t o (3.61)
olacaktir, burada
@=(+HHEs)™, ¢=(0U+F,K'K)T,
Q,=H'Es,0, Q,=@F,K*, 7 =@Sig+ Q,ATQ, (3.62)
dir.
Ispat: Ispat bir dnceki teoremin ispatina benzerdir. ilk olarak (3.59) ifadesini
y-IN*tX-1 = [(I)] A1 0] + [‘IK] SH=H 1] (3.63)
formunda yazalim. (3.62) e gore
(I+HEs,H)™*=1-HE;,0H, (I+ KFSAK*)_l =1—-K@Fs,K".
yazilabilir. Bu bagntilar1 (3.60) yerine yazarak
(I +R'R) "I +R") = [ q + [é] H*Es,8[-H 1] (3.64)
ve

U+I1)I+LL) =1, + [‘IK] PFs, K[l 0] (3.65)
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elde edilir. Buradan (3.63), (3.64) ve (3.65) ifadeleri (3.56) te yerlerine yazilirsa M

matrisinin Moore-Penrose invesinin (3.61) seklinde oldugu goriiliir.

Yukaridaki teoremlerin 6nemli bir sonucu A alt matrisinin kare ve nonsingiiler
olmasi durumudur. Bu durumda, M™ inversi A* yerine A1 almarak (3.57) ve (3.61)

formlarinin her ikisinde de yazilabilir.

Sonug¢ 3.2. M matrisi (3.46) da verildigi gibi par¢alanmis olsun. Eger BF, = 0 ve
E,C = 0 ise, bu takdirde

(i) MM* ve M*M ortogonal izdiisiimleri

AA*® OH'E;,
MM* = . )
Es,HD SuSj + Es,HOH'E;,
ve
MM = pA*tA @KFs,
Fs,K*¢ StSy+ Fs,K*oKF;,

seklindedir, burada @ ve ¢ (3.57) de verildigi gibidir.
(ii) Eger S, = 0 ise bu takdirde

I

M* = [K*

|parolr 14,
seklindedir, burada @ = (I + H*H) 1 ve ¢ = (I + KK*)™1 dir.
(iii) Eger S, kare ve nonsingiiler ise, bu takdirde

A + ATCS;IBAY —A*CS;t

Mt =
l -S;1BA* S;t

olacaktir.

A

Sonu¢3.3. T = [ A

g] olsun. Eger E,C = 0 alinirsa, bu takdirde

o=A+KF,K)™1, @¢=(U+FKK)™?

olmak tlzere
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. [ @Af —@KD* ]_ [A*—K(,bFDK*goA* —K@D*
- [FpK @At DY — FpK*@KD*| @F,K*A* @D* I

olacaktir.

Teorem 3.4 iin bandli matrislere bir uygulamasmi verelim. M = (m;;) € C™"

matrisine kesin olarak alt p-bandlidir denir sayet j—i>p i¢in (m;) =0 ve
j—i=picin m;; # 0 ise. Farzedelim ki max{1,n —m} <p <n—1 olsun. Bu
takdirde M matrisi asagidaki sekilde blok parcalanabilirdir:

<[5 2

burada A € C(*P)*("=P) nonsingiiler alt iiggensel matristir. Simdi

= [A C 0 In_p
M= [B D] [Ip 0
yazalim. Bu nedenle,

__ 0 L4 cit
¥ — p
M [In_p 0“3 D

olacaktir. Teorem 3.4 uygulandiginda
= 01 ,- I 01 ,-
3 1 _ 1 —
= ]]a7 o+ [ |ri-n n+]]are - 0
I -
+|_ ] @.at ol
oldugu goriiliir. (3.62) de verilen notasyonlara gore A* = A1 elde edilir.

Asagidaki teorem (3.46) da verilen M blok matrisinin Moore-Penrose inversinin
Schur complement S, = D — BA*C Schur complementinin sifira esit olmasi
durumuna karsilik gelir. Burada S, = 0 sartina ilaveten BF, = 0 ve E,C = 0 kabul

edilecektir. Bu durumda

dir.
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Teorem 3.5. M matrisi (3.46) da verildigi gibi par¢alanmis olsun. Eger S, = 0 ise,
bu takdirde

M* = [Fch*] (1-0,)A*"(1-0© ) HEp]+ [(I)] Bfw,[-H 1]

+[wacrr o, (3.67)
burada B;, C; matrisleri (3.66) daki gibi olmak tizere
w; = (I +HHEg)™", w, = (I + F;,K*'K)™*,
©, =H'EpwiH, ©,=KwFc K" (3.68)
dir.

Ispat: M* nin blok ifadesini elde etmek igin (3.55) bagintisim kullanacagiz. S, = 0

varsayimindan, N, matrisi ve bunun Moore-Penrose inversi

[0 ¢ . [0 Bf
NZ_[& oy Nz_[cf 0/

seklinde olacaktir, burada B; ve C; matrisleri (3.66) verildikleri gibidir. Boylece

At BY
N* = ! .
ct o0 (3.69)
olur. Buradan
_ [Ec,—AAT 0 _[Fs, —ATA 0
£, = [ ; E] Fy = [ A (3.70)

elde edilir. Bunun sonucu olarak
I A I p+r_ —K1 ~+
Y-IN*tX _[O]A [ 0]+[0]Bl[ H 1]+[1 ]Cl[l 0]
ve

_ 0 0 _ 0 KF,
R=EN(1—X1)=[EBH 0]' L=(I—X1)FN=[0 001].
1
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olup

G+RrR = |+ HEH) ™ 0 gy n (14 KF KT
0 1 0 1

olacaktir. (3.68) deki w; ve w, dikkate alinirsa
* -1 * * -1 *
(I+HEpH) =1-HEgwH, (I+KF, K) =I-Kw,FcK
yazilabilir. Bu bagmtilar kullanilarak
(I +R*R)2(I + R*) = I, + [(I)] H*Eg, wy[-H 1]
ve
* *\—1 —-K *
(I + L) + LLY) =Il+t+[ ; ]wzFCIK I o]

oldugu goriiliir. Bulunan bu degerler (3.55) ifadesinde yerlerine yazilarak istenilen

sonug elde edilir.

Simdi de, D alt matrisi s mertebeli bir kare matris olmak tizere M matris (3.46)

formunda olsun. Farz edelim ki S, nonsingiilerdir. Bu takdirde
B =S;'BF,, C=E.CS;*, Z= CS,B) (3.71)

olup A*C = 0 ve BA* = 0 esitlikleri dikkate alinirsa

5 o=l 2ll'07 Slls %1-
[B D =5 0 B g | =AY (3.72)
yazilabilir.

Teorem 3.6. M matrisi (3.46) da verildigi gibi pargcalanmis olsun. Eger S, matrisi

nonsingiiler ise, bu takdirde

M+=[(I)]((I—JZ)A+(I—01)—Z+)[I 0]+[T21_K]H[r1—H I

+[{)]®1[71_H ’]+[T2,_K]®2[1 0], (3.73)
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seklindedir, burada
7, = ( +HH")CE;, 0, =H*C'E,, ¢ =3+ 7,071,
1, = F;B*(I + K*K), 0, = F;B*K*, §,=U+ Br,)™1,
0, =CZ"+U-0)A"0)Cs . ©,=¢ B(Z%+ 0,471 = 01)),
nzgz(s;l —B(Z* - 0,A%0,)C) £, (3.74)
Ispat: (3.71) in notasyonunda, (3.72) deki X ve Y matrisleri nonsingiiler olup

y-1=[I+CH —é] y-1= [l +KB —K]
-H 1 r -B 1

dir. A*Z = 0 ve ZA* = 0 oldugundan,

Nt = [A+ 8z+ 521]' E, = [EZ —OAA+ 8]' F, = [Fz —OA+A 8]

olacaktir. Ote yandan XEy = Ey ve FyY = Fy oldugu kolayca goriilebilir. Bu
nedenle M* blok ifadesini elde etmek i¢in (3.55) kullanilabir. Bu durmda

—E,¢ A —H*C*E

C*E, 0

olup
I+RR =1l + [_’Iq] C*E,C[-H I
ve
(I +RB)™ = [ppg — [_f] CE,CE [-H 1],

dir, burada & = (I + (I + HH*)C*E,C)™* dir. Boylece o, = H*C'E, esitligi ve

1+ HH*)C'*Ezéfl =]— 51 gergegi kullanilirsa,
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NP I+(I—01)C'§1H —(1—01)651]

—¢ H ¢

1

olacaktir. Simdi A; = X~ 1(I + R*R)~1(I + R*) alalim. Bdylece

(UI-o)U+C¢ (H-7)) —U-0)CE,
= (3.75)
- 1(H —7q) S 1
olur. Benzer sekilde
L=(U-Y"DFy = _IfBFZ 0 L= [FZB*K* FZB*]’
BF, 0 0 0
[+LL =1, + [_IK] BF,B* [-K* 1]
ve
*) — —-K D D * *
U+ =l =[] £ BREB -k 1]
elde edilir, burada & = (I +BF,B*(I + K'K)) " dir.
Simdide A, = (I + L*)(I + LL*)~'Y "1 alalm. Bu durumda da
I+ (K- 12)523)(1 —0;) —(K- Tz)fz
5 = (3.76)

_6523(1_02) 4

2

olur. Buradan M* = A,N*A, elde edilir. ZTH* = 0 ve K*Z* = 0 gercekleri dikkate
almirsa (3.73) blok ifadesi elde edilmis olur.

Sonug¢ 3.3. M matrisi (3.46) da verildigi gibi parcalanmis olsun. Eger S, nonsingiiler

ve BF, = 0 ise, bu takdirde
I * Ak _K _ 1
M+:[0]A+(1_HC)[I 0]+[I ]SA1§1[T1_H I]+[O]®1[T1_H I];

dir, burada

7, =+ HH")C", ¢ = +0,07, 0, = A+H*f*€§1
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dir.

ispat: BF, = 0 ifadesi (3.71) de yerine yazilirsa B = 0 ve Z = 0 olacaktir. Diger
taraftan bu degerler (3.74) de yerlerine yazilirsa, bu takdirde

1y, = +HH)CY, oy =HC", 1,=0, 02:0152:1,

— A+ A — = ¢-1
©,=ATH'C"CS , ©,=0, [l =57"¢
olacaktir.

Sonu¢ 3.4. M matrisi (3.46) da verildigi gibi parcalanmis olsun. Eger S,

nonsingiiler ve E,C = 0 ise, bu takdirde
+ _ I _"* * + TZ_K -1 TZ_K
M _[O](I B )AL 0] +| . ]gzsA [-H 1+| . |, o
olacaktir, burada
1, = B* (I + K*K), £, =0+ Br)™, 0, = §2§B*K*A+
dir.

Ispat: E,C = 0 ifadesi (3.71) de yerine yazilirsa C =0 ve Z = 0 oldugu goriilir.
Diger taraftan bu degerler (3.74) de yerlerine yazilirsa, bu takdirde

=0, 0,=0,¢ =1, 1= B* (I +K*K), o0,=B'K",
®,=0, 0,= §ZI§B*K*A+, [1= 525,;1
elde edilir.

Simdi de B; = BF, matrisinin tam satir rankli ve C; = E4,C matrisinin tam siitun

rankl1 olmasi durumunu goz oniine alalim.

Sonu¢ 3.5. M matrisi (3.46) da verildigi gibi par¢alanmis olsun. Eger S,

nonsingiiler ve Z = CS,B bir tam rank parcalanis ise, bu takdirde

AT —A Bi(B;B})™!

M* = ,
(e 0
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olacaktir, burada
A= Bi(B,B)™'Sa(C1C,)T1CT + Bi(ByB)T'BAT + ATC(C{C)™MCY
dir.
Ispat: Bu durumda
Z* = B{(B1B))'S4(C{C)7'C), E;=Ec, Fz=Fg
olup bu ifadeler (3.74) te yerlerine yazilirsa, bu takdirde

T1=0, O-1=O, § =I: T2=0l 0-2=0'§ =1’

@ ,=z*C, ©,=Bz*, Il=0

olacaktir. Bu degerler (3.73) te yerlerine yazilirsa
+_[1 + _ 7+ 1 ,+p7_ —Kl 5,4+
m* = |@r-zo0 ol +| |z ¢t-n n+[7]Bz0
oldugu goriilir. Buradan Z*% i¢in yukarida verilen ifade kullanilarak sonug
ispatlanmus olur.
3.3. Parcah Nonnegatif Definit Bir Matrisin Moore-Penrose Inversi

Keyfi simetrik nonnegatif definit bir M matrisinin ve onun M* Moore-Penrose
inversinin sirastyla

m=(4 5y ve mr=(0 &)

olarak parcalandigini varsayalim. Bu kisimda A, C ve D matrisleri cinsinden G, , G,
ve G, i¢in acik ifadeler elde edecegiz. Ayrica (M*/G,) = G, — G,G; G,
genellestirilmis Schur complementinin Lévner kismi siralamasmma goére daima
(M/D) = A— CD*C' genellestirilmis Schur complementinin Moore-Penrose inversi

olan (M/D)™* altinda oldugunu gosterecegiz.

m X n tipindeki reel bir M matrisi igin, M', M~, M* ve r(M) sembolleri sirasiyla M

matrisinin transposu, keyfi bir genellestirilmis invesi (i¢ inversi), Moore-Penrose
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inversi, ve rankini gosterelim. Ayni mertebeli iki simetrik B ve M matrisinin B — M
farki simetrik nonnegatif definit oldugunda M <; B gdsterimini kullanacagiz. Bu

durumda M matrisi Lovner kismi siralamasina gore B nin altindadir diyecegiz.

A ve D muhtemelen farkli mertebeden simetrik kare matrisler olmak tizere

M = (é‘ g) 3.77)

simetrik matrisini g6z Oniine alalim. Bu durumda A ve D muhtemelen farklh

mertebeden simetrik kare matrisler olmak

0, Ms0<, A AATC=C,0<,D—-C'A*C, (3.78)
ve benzer sekilde

0<, Ms0<, D, CD*'D=C, 0<, A—CD*C’ (3.79)
oldugu kolayca gosterilebilir.

S=D—C'A*C (3.80)

matrisi A nin M deki genellestirilmis Schur complementi olarak bilinir ve (M /A) ile
gosterilir. M nin nonnegatifliginden (M /A) tektir. D nin M deki genellestirilmis

Schur complementi
(M/D) =A—CD*C’ (3.81)

dir. Ote yandan

r (é‘ g) = 1(A) + r(M/A) = r(D) + r(M/D) (3.82)

oldugu aciktir. Ustelik,

A C\" _ (AT +ATCSTC'AT —AtCSt
(c’ D) _( —S*C'At st ) (3.83)
olacaktir, sayet
A C\_
r(C, D)—r(A)+r(D) (3.84)
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rank sart1 saglanirsa bununla beraber genel durum igin benzer bir formiil asagidaki

teoremde verilmistir.
Teorem 3.7. M matris (3.77) deki gibi par¢calanmis olsun. Bu takdirde

+ oo~ gt _ptroo~ At Cy At A
M+:(A +ATCS™C'A ACS)+(A(CZ+ZC)A AZ>,

—-S~C'A* S~ ZA* 0
(3.85) olacaktir, burada
~_ At + ATCSTC'AT —ATCST\ (Z'
Z=(-S*S)C'A*(I+A*C(I —-S*S)C'At)1, (3.87)
S=D—-C'A"C=(M/A) (3.88)

dir. Ayrica, S~ matrisi S matrisinin bir genellestirilmis inversidir, yani, SS~S = S dir.

Ispat: Simetrik nonnegatif definit M matrisi U ve V matrisleri i¢in

m=() =0y = )

formunda yazilabilir. Bu durumda M matrisinin Moore-Penrose inversi

we=(g 2)=wwr(U) =i

olacaktir, burada G; =G, dir ve bu durumda G,,G, ve G, matrislerini

belirlemeliyiz. Pringle ve Rayner (1971) deki Teorem 3.4 den

utr—-utv(cTt + K))
Ct+K

.t =(
oldugu bilinmektedir, burada

N=({-UUY)V ve K=ZU*(I-VN™)

Z=U-N*N)[I+({—-N*N)V'(UD)'UVI-N*N)]"'V'(U*)

N*(U*)" = 0 esitligi kullanilarak

G, = U+ UYVGV'(UY) —UYVKWU*) —U*K'V'(U*YY,
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G, = —U*VG, + UK’
ve

G,=(N*+K)(NT+K)'
oldugu goriiliir. Ote yandan

N'N=S, N*N=(N'N)*N'N=S*S
ve

VI(U*) = V'UU'D)* = C'A*, UV = (U'U)*U'V = A*C,
esitliklerinden

Z=U-S*S)[I+U—-S*TS)C'ATATC(I —S*S)]"1C’'A*
elde edilir. Ters alma formiilii kullanilarak

[I+ (I —S*S)C'ATATC(I —S*S)]™?

=1——-S*S)C'AT(I+ATC(I —S*TS)C'AT)"TA*C(I — §*S)

oldugu goriiliir. Boylece

Z=(—=S*S)C'A*(I + A*C(I — S*S)C'A*)1
olacaktir. Yine N*(U*)" = 0 esitligini kullanarak

K(U*)' = ZU*(U*)' = Z(U'U)* = ZA*,

K(Nt) =—-ZU*V(C'C)t = —ZA*CSH,
ve

KK' = Z(A* + A*CS*C'AN)Z'.
yazilabilir. Bu takdirde

G, = A* + A*CG,C'A* — A*CZA* — A*Z'C' A,

G, = —A*CG, + A*Z’, ve
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G, = (C'CO)* +K(N*) + N*K' + KK’
=St —ZATCSt —STC'AYZ + Z(AY+ATCSTC AN)Z

_ (AT —aesty (2

elde edilir. SG,S = S oldugundan ispat tamamlanmuis olur.

Biraz once belirtildigi gibi S~ matrisinin M*deki genellestirilmis Schur complementi

icin bir formiil gelistirebiliriz.

Sonu¢ 3.6. 0 <; M olmak tizere M matris (3.77) deki gibi parcalanmig olsun. Bu
takdirde

(M*/S™)=A* — A*Z'(S™)*ZA*, (3.89)
olacaktir, burada S~ ve Z matrisleri sirasiyla (3.86) ve (3.87) de verildigi gibidir.
Ispat: 0 <, M* oldugundan

(—A*CS~™+A*Z")(S™)*S™ = —A*CS~+A*Z',
yazilabilir. Boylece

ATZ'(S™)TS™ = A*Z'

olacaktir. Bu esitlik (§™)*S~ = S~ (8™)* esitligi ile birlikte kullanilarak, istenilen

sonug kolayca elde edilir.

A ve S nin sirasiyla, inversleri A~ ve S~ genellestirilmis inverslerinin herhangi 6zel
se¢imi i¢in her
- AT+ACS C'A~ —ACS™
M~ = .
( —-S7C'A” S” ) (3:90)

matrisinin M nin bir genellestirilmis inversi olacagini hatirlatalim. Bu nedenle (3.85)
formiili M nin genellestirilmis inverslerinin iki farkli M; ve M, secimini, yani
A- =A% ve ST =5~ olmak iizere M7 inversi (3.85) teki gibi ve A~ = A* ve
§~ =S8* olmak lizere M5 inversi (3.85) teki gibi olabilir.
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Sonug¢ 3.7. 0 <;, M olmak iizere M matris (3.77) deki gibi par¢alanmis olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir:

. A* 4 A*CS*C'AT —A*CS*t
+ —

= (T s )

i) (U -Ss*s)ca*r=o,

iy s~ =s%

(iv) (M*/s7) =A%,
(v) S°SS™=s5",

burada S~ matrisi (3.86) da verildigi gibidir.
Ispat: (i) saglansin. Bu takdirde

+
MM+=( AA 0)

(I—-S*S)c'A* sst

yazilabilir. MM* simetrik olmak zorunda oldugundan (ii) saglanir. Bu takdirde eger
(3.87) deki Z sifir ise, (iii) saglanir. Eger (iii) saglanirsa (S™)* = (§*)* =5 ve
Sonug 3.6 da SZ = 0 alinarak (iv) elde edilir. Eger (iv) saglanirsa bu takdirde

r(MY) =r(S™)+r(M*/S™)
rank esitliginden
r(M)=r(S")+r(4)

ifadesi kolayca elde edilir. Ote yandan r(S~) = r(M) — r(4) = r(S) oldugu aciktir.
Fakat S~ matrisi S nin bir genellestirilmis inversi oldugundan r(S~) = r(S) esitligi
(v) bagintisina denk olacaktir. Eger (v) saglanirsa, bu takdirde

AZ'(S™)*S~ = A*Z'(S™)*S~SS~ = A*Z'SS™ = A*Z'
yazilabilir. Fakat Z'S = 0 oldugundan A*Z' = 0 elde edilir ki bu da Teorem 3.7 ye

gore (1) sartinin saglanmasi demektir.

Sonu¢ 3.7 deki (i)-(v) sartlarinin her birinin (3.84) ifadesine denk oldugunu

belirtelim. Bu durum (ii) sartinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

(I-S*S)C'A*C =0,
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esitliginin saglanmasi gerceginden goriiliir. Ote yandan S*S = SS* oldugundan bu
ise (I —SST)D =0, yani (D) < r(S) oldugundan D = SS*D olmasina denktir.
Fakat r(S) < r(D), esitsizligi daima saglandigindan, (ii) ifadesi r(D) =r(S) =
r(M) — r(A) esitligine, yani (3.84) ifadesine denk olacaktir.

Simdi (M*/S™) Schur complementini yeniden goz 6niine alalim. Sonug 3.6 dan

kolayca goriiliir ki
0<, (M*/S™) <, A (3.91)
dir.

Teorem 3.8. 0 <; M olmak ilizere M matris (3.77) deki gibi pargalanmis olsun. Bu
takdirde

0<, (M*/S™) <, (M/D)* (3.92)
burada S~ matrisi (3.86) da verildigi gibidir.

Ispat: 9(M) ve u(M) sirastyla bir M matrisinin siitun uzayini ve sifir uzayini
gostersin. Eger M matrisi sadece reel 6zdegerlere sahip bir kare matris ise bu
takdirde ch,;(M) ile M nin en biiyiilk 6zdegerini gdsterelim. Ornegin 0 <, (M*/
§™) <, (M/D)™* olmasi igin gerek ve yeter kosul

9(M*/S~)c9(M/D) ve chy[(M*/S™)(M/D)] <1 (3.93)

olmasidir. Bunu gostermek i¢in M daha once verildigi gibi olmak lizere N,K ve Z

Teorem 3.7 nin ispatinda verildigi gibi olsun. W = N* + K alalim. Bu takdirde
M*/SHY=U*T-Ww*W)(U*) ve (M/D)=U'(1-VV*)U, (3.94)
yazilabilir. 9(M*/S~)c9(M /D) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
I[U(I —WHW)]cI[U'I - VVH)] (3.95)

oldugunu gosterelim. Bunu gostermek i¢in y € 9[UT(I — W*W)], yani bir z €
9 —WHW) = u(W) i¢in y = U*z alahm. z vektorii igin Ntz = —Kz yazalim.
CK = 0 oldugundan bu esitligi soldan N ile carparak NNtz = —NKz = 0 elde
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edilir. Fakat bu durumda N*z = 0 ve Kz = 0 olacaktir. Ntz = 0 oldugundan son
esitlik ZU*z = ZU*VN*z = 0 olmasi1 demektir. Buise y = Uz € 9(U") nin u(Z)
ye ait oldugunu, yani y € 9(U") N u(Z) oldugunu gosterir. y € u(Z) oldugundan

(I-N*N)L"W'(UY)'y =0 (3.96)

elde edilir, burada L=1+ U —-N*N)V'(UY)'UtV({I —N*N) dir. Ters alma
formiilinden N*NL™* = N*N ve LN*N = N*N oldugu goriiliir. Bu nedenle (3.96)

LI —N*N)LW'(UY)'y = - N*TN)V'(UY)'y =0 (3.97)

ye denktir. (3.97) ozdesligi V'(U*)'y e u(I = N*N) =9(C") =9[V'(I - UUY)]
demektir. Bu nedenle, V'(UY)'y—-V'(U-UU")x=0, vyani, U")y-—
(I-UUYx euV) = I9(I—-VV™) olacak sekilde en az bir x vektorii mevcuttur.
Bu son esitligi soldan U’ ile ¢arparak ve U'(U*)'y =y oldugu dikkate alinarak
y € 9[U'(I — VV1)] elde edilir. Bu ise (3.95) in saglanmasi demektir. Geriye

chy[(M*/S™Y(M/D)] < 1 (3.98)

oldugunun gésterilmesi kalmistir. 1ki nonnegatif definit matrisin ¢arpimimnin sadece
sifirdan kiiciik olmayan 6zdegerlere sahip oldugunu hatirlayalim. Ustelik keyfi iki X
ve Y matrisinin XY carpiminin sifirdan farkli 6zdegerlerinin  YX in sifirdan farkli

0zdegerleriyle cakigsacagini belirtelim. Bu nedenle
chy[(M*/S™)(M/D)] = chy (PyP,P3P;) = chy(P1P,P3P,Py), (3.99)

yazilabilir, burada P;, P, ve P; ortogonal izdiisimleri P, = (I —VV*), P, =UU*
ve P; =1 —W*W seklindedir. Buradan

P1P,P3P, Py = P1P,Py — P1Py(I — P3)P,Py
=P, — Pi(I — P,)P, — PyP,(I — P3)P,Py
yazilarak

I_P1P2P3P2P1:(I_Pl)+P1(I_P2)P1+P1P2(I_P3)P2P1
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matrisinin simetrik nonnegatif definit bir matris oldugu goriiliir. Baska bir deyisle,
P, P,P;P,P; <; I ve dolayisiyla ch,(P;P,P;P,P;) <1 olacaktir. Bu ise teoremin

ispatin1 tamamlar.
Belirtelim ki

0, M/D) <, A, (3.100)
esitsizligi daima dogrudur. Dolayisiyla

0<,A* <, (M/D)* ©r(A) =r(M/D) (3.101)

yazilabilir. r(A) = r(M/D) kosulunun (3.84) rank kosuluna denk oldugu kolayca
gosterilebilir. Sonu¢ 3.7 deki (iv) kosulunu akilda tutarak, (3.101) in saglanmasi
durumunda Teorem 3.8 in (3.100) ifadesinin acik bir sonucu olacagi goriiliir.

Bununla beraber, genel durumda, Teorem 3.8 i (3.100) den tiiretmek miimkiin

degildir.

Ornek 3.2. (3.85) formiiliinii agiklamak igin

2 1 2
M=[1 1 0
2 0 4

simetrik nonnegatif definit matrisinin Moore-Penrose inversini bu matrisi (3.77) e

uygun olarak

4= D). c=(). o=

seklinde pargalayarak hesaplayalim. Bu durumda S = (0), Z = 3(2’ —2) ve S~ =
(g) olacaktir. Boylece Teorem 3.1. den

1 161 -—-161 -—40 1/~16 20 4
M+:8_1 —161 242 40 |+-| 20 -—-24 -6

40 40 20/ °\a _—6 o

L 17 19 -4
——<19 26 —14)

T 81
-4 —-14 20
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oldugu goriiliir. Ote yandan

/oy =3 v s =i(; )

olur ki bu da Teorem 3.8 e gére (M*/S™) <, (M/D)* oldugunu gosterir.

3.4. 2x2 Tipindeki Blok Matrislerin Moore-Penrose Inversi icin Yeni

Gosterimler
Bu kisimda
_ (A C
M= (B D) (3.102)

biciminde parcalanmis bir matrisin Moore-Penrose inversi i¢in bazi yeni gosterimler

verecegiz. Daha dnce verilen notasyonlara ilaveten

A=F,G, (3.103)
(i) AAT = F,F," R(A) iizerine izdiisiim;

(ii) A*A=G,"G, R(A") iizerine izdiisiim;

(iii) 1 — AAT =1—F,F,* N (4") iizerine izdiisiim;

(iv) 1—A*A=1-G,"G, N(A) iizerine izdiisiim

gosterimlerini kullanalim. Basitlik i¢in P, =1 — AA* ve Q4 =1— A*A sirasiyla

N(A*) ve N (A) uzaylan lizerindeki iki ortogonal izdiiglimii gdstersin.
Asagidaki yararli bir lemma ile ise baslayalim.
Lemma3.5. S, E, W ve R matrisleri
S=D—-BA*C, E=P,C, W=BQ,4 R=PySQg (3.104)

seklinde olsun. Bu takdirde

r(A,C) =r(A) +r(E) (3.105)
r (g‘) = r(4) + r(W) (3.106)
r (g g) = 7(C) + (B) + r( PsDQ), (3.107)
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r(g g)zr(A)+r(V?/ g) (3.108)

=r(A)+r(E)+r(W)+r(R) (3.109)
Teorem 3.9. Eger A, E,W ve R matrisleri sirasiyla

A = FAGA y E = FEGE y W == FWGW y R: FRGR’ (3110)

tam rank pargalaniglarina sahipse, bu takdirde

Gy Fi*cC

(A C)=(FA 0 0 Fg ) OGR\

B D BG," Fgr Fyw PySG:")\ Gy Fy'S
0 Gg

(3.111)

tam rank pargalanigi mevcuttur.
Ispat: Yukarida verilenlere gore
BG,TF,*C + FrGr + FyyFy, ™S + Py SGy* Gy
= BA*C + PySQg + WW™*S + Py, SE*E
=BAYC+SQz + WW*S =BA*C+S =D

yazilabilir, burada A = G, F,* , FyFyt =WW™*, F*F =E*E \ETE+Qz =1
ve WW* + P, =1 esitlikleri kullanilmistir. (3.111) ifadesi

(3 15):(32+>(GA RO+(y o) (3.112)
(v?/ ];):(ng)(Gw Fw+5)+<8 pf/s)' (3.113)
(0 pis)=(pW§ZE+)<0 6)+(p p): (3114)
(8 g)z(ﬁi)(o Gr) (3.115)
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esitliklerinden direk olarak elde edilebilir. Ote yandan R(E) =V (4*) oldugundan
(3.112) den (3.108) rank esitligi elde edilir. Benzer sekilde yukaridaki rank

esitliklerinden Lemma 3.5 deki diger rank esitlikleri saglanabilir.

Teorem 3.10. M ve N sirastyla (3.111) in sag tarafindaki ¢arpimdaki birinci ve ikinci

matrisleri gostersin. Bu takdirde

(1) M matrisinin Moore-Penrose inversi

kU U, — FLU U, Us )

~F,U;U Uy + Fy(Us + U3U1U5)Us (3.116)

me =
olarak yazilabilir, burada
+ +
F, = F, O+ R, = Fy O+ |
0 Fp 0 Fg

X! —X,"'HPy, X, 71X,
—X, X, Py H XY X, + XX, PPy H X T HP X, T X, )

Uy

H HPy,H,*X,™* I 0
U, = vy -1 | Us= ( —1> ’
I PyH'X; 0 X

(I H (0 wwt
U4‘(0 I)’US_(EE+ HIPW>

H = A*B*, H, = E**S*,
X, =1+H,PyH" , X,=14+PyH,"H,Py ,
Xs =1+HP, (X, — X, ' X, X, " )PyH*, X, = (RR*X,”'RR")*
dir.
(2) N matrisinin Moore-Penrose inversi

N* = (WG = VsV3V ' ViGy™ — Vi VoVs Gy + Vs (Vs + V3V Vi Vo V)G ™)
(3.117)

seklindedir, burada
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. _( v —Y; T KQeY, Yy )

1 = * — * - — * — — ’
R N G AR A A & A (P
KK, K Y,”? ~-Y, 'K,

v, * , V3= #x, —1 — ’
Kl 0 _Kl Yl I + Kl Yl Kl

= (e =" i)

K=A*C, K;=W*S, Y, =1+KQzKy", Y, =1+ QgK,"K1Qf,

Y; = 1+ KQp(Y, " = Y, 'Y, HQpK", Y, = (R*RY,'R*R)*
dir.

Lemma 3.6. Asagidaki matris esitlikleri gerceklenir:

X, ' =1-PyH,"X," H, Py, (3.118)

X, ' =1-HPyX, *PyH,", (3.119)

Xz_lple* = Ple*Xl_l, (3120)

Xz_lple = PWH1X1_1. (3121)

. . I —PywH;" . . . e

Ispat: Bu esitlikler ile verilen parcali matrisin inversinin iki
H, Py, I

farkli gosteriminden kolayca saglanabilir.
Lemma3.7. F,"F =0, F,,"Py, = 0ve F,"H; = 0 dir.

Ispat: Bu esitlikler sirastyla A*"E =0, W*P, =0 ve R(E'T) = R(E)cN(4Y)

esitliklerinden elde edilir.
Lemma 3.8. Asagidaki matris esitlikleri gerceklenir:

(Fg X Fg)™' = Fg* X, 'R, (3.122)
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(FA"X3F) ™ = FY X 7R, ™ (3.123)
Fo(Fa'X, ' F) Fa" = (RR*X, 'RR*)*. (3.124)

Ispat: (3.122) ve (3.123) matris esitlikleri Moore-Penrose inversin asagidaki onemli
ozelliginden saglanir: (FXG)™! = GTX~1F™*, burada X matrisi nonsingiiler, F ve G
ise sirastyla tam siitun ve tam satir rankli matrislerdir. Ote yandan RR* = FrFz* =

FYFR* olup
Fo(Fa' X, 'Fg) Fy"(RR* X, *RR*)
= FR(FR*XZ_1FR)_1FR*FRFR+X2_1FRFR+ = FpFg™,
(RR*X, 'RR*)Fy(Fp' X, *Fr) " Fy'
T A Ay R

esitlikleri yazilabilir. Ayrica Moore-Penrose inversin {igiincii ve dordiincii sartlari

(3.124) saglandigin1 gosterir.
Benzer bir sonug asagidaki sekilde verilebilir.

Lemma 3.9. GzG," =0 ,QzGs" =0 ve K;G," = 0 olmak iizere, asagidaki matris

esitlikleri gerceklenir:

Yz_1 =1- QEKl*Xl_lKlQEi (3.125)
Y, ' =1—-K,0:Y, 10K, (3.126)
Y, 'QsK," = QgKy "X, 1, (3.127)
X, QeKy = QgKi X, 7Y, (3.128)
(GwY1Gw )™ = Gy Y Gy, (3.129)
(G4Y:G, ) =G, YV, E, Y, (3.130)
Gr'(GrY, 'Gr") G = (R*RY,'R*R)*. (3.131)

67



Asagida Teorem 3.10 un ispat1 i¢in bir detay verecegiz:

Teorem 3.10 un ispati: (1)

M—(FA O) M—(O Fg )
Y7\BG," Fr)’ 27 \Fy PySGg*)

olsun. Bu durumda

F;(I+ HH")F, F,HF, F;HF, F;HPWH1*FE>

mimy = (40 ), Mim, = (4 wih
17 F*H*F, Fr*Fg 12 " \FFy  FR'PyH{ Fg

MMy = (M M2)", MM = ( 0  Fg"(I+ HyPyH,")Fg
esitlikleri saglanir. (3.122) ve EE* X, *H; = X, 'H, esitliginden,

-1 -1
M = EE*X, E]:;* X, 'H,P, 1
PyH,'X,™Y  WW™ + Py H,"X, “H,P,,

oldugu goriilir. Bu takdirde M*M de M;M, sag alt blogunun Schur complementi

FyZ11F, FXZIZFR>
FR'Z, Fy  FR'ZyFr)

M:M, — MMM, = (
olacaktir, burada

Zy, =1+ HPyH" —EE*X, *EE* — X, *H,P,H"

—HPyH,*X,”* — HPy,H,"X, *H,P,H*,

Zyp; = HPy — X1_1H1PW - HPWHl*X1_1H1PW v Zyr = Zig  Zyp = Xz_l-
dir. Lemma 3.7 ve Lemma 3.8 den

FiZ11Fy

= F;(I + HPyH* — HiPyX, "H* — HX, 'PyH," — HPy, (I — X, )Py H*)Fy

= F;(I + HPyX, *PyH")F,

FiZy,Fp = F; (HPW — XyHyPy — HPy (1 = X,7%) ) Fp = F{HPy X, "Fy |
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FR*221FA = (FXZ12FR)* ) FR*ZZZFR = FR*XZ_lFR-

esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle M;M; — M; M3 M; matrisindeki Fp"Z,,Fy sag alt

blogunun Schur complementi
FiZy1Fy — FiZ15Fp(FR™Z2oFr) " Fr"Zp1Fa = Fi'X3Fy

11 712 matrisi M*M nin inversini gostersin. Banachiewicz-

olacaktir. M = (
M21 MZZ

Schur formiilii uygulanirsa
Mn = F1U1F1* ) 1‘7112 = _F1U1UzF£k )
M21 = M12 ) Mzz = Fz(U3‘|'UﬁkUle)F2’k

elde edilir. Boylece

Mt = <1‘ZI11 @12) (Mf> _ <1‘ZI11Mik + AZI12M;>
My, My, ) \M; My M7 + My, M,

( FUU, — FULU,Us )
—F,U;U,Uy + F,(Us+UyU,U,)Us

elde edilir. Bu ise birinci sonucun saglandigini gosterir.

(2) Eger

G, FitcC Gy Fu,tS
N, =74 7a ) N=<W w )
1 (0 ) 270 G

alinirsa bu takdirde

Gy + (I+KK")G; GAKGR*) NN = (GAKK;‘G;V GAKGE*>
1 14¥V2 — ]

N N* = * * *
1 ( GrK*G} GrGp GrK; Gy 0

Gw (I + K1K{)Gy GWKlGE*>

N,N{ = (N;N;)*, N,N; = X

elde edilir, burada G4Gy, = 0 ve GrGy = 0 esitlikleri kullanilmigtir. Banachiewicz-

Schur formiilii tekrar uygulanirsa

69



ner [ GGyt T A A
(N2Nz)™" = trpay 1+ =1 +x ey —1 + |
—Gg K'Yy "Gy (GgGp)™ + Gg K'Yy KiGg
N = <W+WY1‘1W+W Y, 'K, Qg )
QeKiY,™h EYE+ QpKiYy 'KiQs

elde edilir.
N = (Nn ]\~I12> matrisi N matrisinin inversini gostersin. Bu durumda birinci

Nz1 Ny

kismin ispatina benzer sekilde,

- * * -1 *
N.N; — NyN§ N7 = <GA(I +KQpY, 'QeK*)G;  GuKQpY, 'Gg )

GrY> ' QeK*G; GrY> 'GR"

ve dolayisiyla

N* = (N N2*)<1\~]11 1!“)

21 Naa
= (Nflvn + N;Nm + N1*N12 + Nz*sz)
= (VV1Gy™ + VsV V' ViGy o, =V Vi Vo Vs Gy + Vs (Vs + V3V, ViV, V) Gy')

elde edilir.

Teorem 3.11. (A C) blok pargali matrisinin Moore-Penrose inversi

B D

0

(4 6 = ta-van s (B 0)uiw, - v05)

B D

W+

(Vs + VsVl VaVy = VaViVa)Vs (V)

0 * x
) (UsUs + Uz "UyUUs = Uy Uy Uy)

(3.132)
formunda ifade edilebilir.

Simdi de Moore-Penrose inversin daha basit formlara doniistiiriilebildigi baz1 6zel

durumlar tartisacagiz.
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E=0 R(C) cR) ve W =0 & R(B*) cR(A") oldugu gosterilebilir. Ayrica,
E tam siitun ranklidir & C tam siitun ranklidir ve R(A) N R(C) = {0} dir ve W tam
satir ranklidir & B tam satir rankidir ve R(A™)N R(B*)={0} dir.

Sonug¢ 3.9. Asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) Eger E = 0 ise, bu takdirde X = (I + HPy, PgxPyH*)~! olmak iizere

Ff 0 0 X XH(I — PyRRY)Py,
M*=|0 Ff 0 —PyH*X Py—PyH*XH(I — PyRRMPy,
0 0 F,)\(U-RR*P,)H*X I —RR*P,

(3.133)
dir.

(2) Eger W tam satir rankli ise, bu takdirde
FE, 0 0 I 0
Mt=(0 F; O (—H* I) (3.134)
0 0 Ff I 0
olacaktir.
(3) Eger W = 0 ise, bu takdirde Y = (I + KQzQrQzK*)™! olmak iizere

GF 0 0

Y —YKQg -YK 4
T = +
NT= (QRQEK*Y I — QrQsK*YK I ) 0 Gg 0+ (3.135)
0 G
dir.
(4) Eger E tam siitun rankli ise, bu takdirde
Gf 0 0
Nt = (1 I -K- Kl) 0 ci 0 139
0 0 I s
0 0 G

olacaktir.

Ispat: (1) Eger E = 0ise budurumda H; =0,X, =1ve X, =1Iolup X, = RR" ve
X3 = I + HPy, PgPy H* olacaktir. X = X;~* almirsa
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U _( X —XHP,RR* )
1= \-RR*P,H*X RR*+ RR*PyH*XHPyRR*)’

IO W WA WA TS

olur. Bu nedenle

X XH(I — PyRRY) )

U,U, = (
%4 7 \—RR*PyH*X RR*—RR*Py,H'XH(I — PyRR")

0 XH(I — PyRROWW* )

UrU2Us = (0 RR*WW* — RR*P,H*XH(I — Py RROWW*

(I — RR*Py,)H*X RR* + (I — RR*Py,)H*XH(I — PWRR+))

U3UU, = ( . !

x 0 RR*WW*+ (I —RR*Py)H*'XH(I — PyyRR™
U2U1U2U5 — (() ( OW) ( w ))

oldugu gortiliir.

(2) Eger W tam satir rankl1 ise, bu durumda P, =0olup R=0,X, =1, X, =1,
X, = 0 ve X3 = I olacaktir. Boylece

= (5 e (0 vo= () Do (h Moos= (% )

v, = () 5 vwws=(Q M), vso, = (7 T,
UsUs = (s o) UstalaUs= (g T

elde edilir.

(3) Eger W = 0 ise, bu takdirde K, =0, Y, =1, Y,=1, Y,=RRT ve Y;=1+
I + KQzQrQzK* olacaktir. Bu durumda Y = Y, ! alinarak

Y —~YKQLR*R
Vl = (_ + * + + * + )'
RTRQzK'Y R*R+ RTRQpK*YKQ:R'R
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@) b= (e D )

Y —YKQzR*R )

Vaba = (K*Y ~R'RQgK"Y R*R—(I—R*RQgK"YKQzR'R

ViVoVs = (0 'K ),

0 —RYRQ.K'YK

W (O 0
VsVaVaV1 = (E*EK*Y —E+EK*YKQER+R>’

VaViV,Vs = (0 K ),

0 K'YK—RYRQzK'YK

« 0 0
VsVsV2 VilaVs = (0 K*YK — R+RQEK*YK)

elde edilir.

(4) Eger E tam satir rankli ise, bu takdirde Qz =0 olup R=0, X, =1, X, =1,
X, = 0 ve X3 =1 olacaktir. Boylece

n= %= o) %= remn) =G D)

(WrW 0 10 /0 K

AR S B A A AR G R AN AR ()

W+W _Kl

S B A AGAAPES (e

VsVs = ( 0 Kk
oldugu goriiliir.
Sonu¢ 3.10. Eger E ve W matrisleri tam rankl ise, bu takdirde

A C\"_rA* 0 I —K—-K\W* 0\(-H I

(B D) _(0 0)+(0 I )(o E+)( I 0) (3.137)
olacaktir.

Ispat: Bu sonug (3.134) ve (3.136) dan kolayca goriilmektedir.
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Sonug¢ 3.11. Eger E = 0 ve W = 0 ise, bu takdirde

A C\* ( Y YK ) At 0 % RHP,
- p % " ; 1

dir, burada X = (I + HPgH*)™* ve Y = (I + KQsK*)™' dir. Ozel olarak eger,
R(B) <R(S), R(C") cR(S™) ise, bu takdirde

+ —_
G5 =6 396 DD (3.140)
:(A+_+Slff;H* _§f+) (3.141)

olur.

Ispat: Eger E =0 ve W = 0ise bu takdirde R = S dir. (3.134) ve (3.136) dan
(3.138) in sagladigi goriiliir. Eger (3.139) saglanirsa, bu takdirde HPs =0 ve

KQs = 0 olacagindan X = I ve ¥ = I olacaktir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

X XHP;
—H*X I—H*XHP;)

<—QISK* II(>_1=(QSIY(*? I—Qill(;'*YK)

_ -1
G 1)

oldugundan (3.138) ifadesi

I —HP\/A C\‘( I K\ /4% 0
(H* I )(B D> (—QsK* 1) B ( 0 S+)
seklinde yazilabilir. (3.141) formiilii Banachiewicz-Schur formiilii olarak adlandirilir.

Satirlar1 ve siitunlart degistirerek ve bloklar yeniden olusturularak, asagidaki sonug

elde edilir.
Sonu¢ 3.12. T = A — CD*B olsun. Eger,
R(B) cR(D), R(C*) =R(D"), (3.143)

R(C) <R(T), R(B*) <R(T™), (3.144)
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ise, bu takdirde

(A C)+=( T+ —T*BA* ) (3.145)

B D —D*BTY DY+ D*BT*CD*
dir.

A C
B D

acik bir formiil verecegiz. Bu amacla agagidaki bilinen gercekleri kullanacagiz:

Simdi mxn tipinde pargali bir M = ( ) matrisinin Moore-Penrose inversi i¢in

At = A*(AA*)"' — (A*A)+A* ’
(AAD* = (A1) At

Eger NV (A) ile A nin sifir uzaymi gosterirsek, bu takdirde
N(A)c N(B) & B=BATA
NAYcN(B*) < B =AA"B

olacaktir. Eger R(A) ile A nin ranj veya siitun uzayini gosterirsek, bu takdirde

N(A) ve R(A*) = R(A™) uzaylan ortogonal complementlerdir. Eger E = A*C +
B*D ise bu takdirde N (E)> N(C)>N (D) dir. Ayricaeger A=C veB =D ise
N(E) = N(C)n N (D) olacaktir.

Oncelikle asagidaki iki lemmay ispatsiz olarak verelim:

Lemma 3.10. Eger M mxn matrisi M = (g g) olarak parcalanmis ise, bu takdirde

At B*P*

P = BB*+ DD* olmak tizere M* = ( 0 Dpt

) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

AB* = 0 olmasidir.

Lemma 3.11. Eger M matrisi Lemma 3.10 daki gibi ise, bu takdirde K = A*A + B*B

KtA* K*B*
0 D*
yeter sart B*D = 0 olmasidir.

olmak iizere Mt = ( ) burada K = A*A + B*B olmas: igin gerek ve

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz:
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A C

Teorem 3.12. M = (B D

) olsun. Bu takdirde

Mt = (K+(A* —EF) K*(B"-— EH))
F H

olacaktir, burada
K=A"A+B*B,
E=A"C+B'D,
R=C—-AK'E,
S=D-BK'E,
L=R'R+S'S,
T=KYE(l — L*L),
F=L'R*+(-L*L)YU +T*T)"Y(K*E)*K*(A* — EL*R*) ,
H=L*S"+ (I —L'"L)(I +T*T) Y (K*E)*K*(B* — EL*S")
dir.
Ispat: Eger UV* = 0 ise, bu takdirde
U+WMr=Ur+U-UV)X[Gt+U—-G*G)QVUTU*I -VG™)],

G=V-UU'W, Q=[+U-Gte)V'UtUvI-G*G6)]™*

e e (A0 _ (0 C
oldugu gosterilebilir. Simdi U—(B 0)’ V—(O D) olsun. Bu durumda

(AC

B D) =U+V ve UV* =0 olacaktir. Lemma 3.11 e gore, K = A*"A+ B*B

K*A* K*B*
0 0
0 C—-AK*E
0 D—-BK'E
0 R
0 S

olmak iizere U™ =( ) yazilabilir. Boylece E = A*C + B*D olmak

iizere G = ( ) dir. Simdi de R=C—AK*E ve S=D — BK*E

olsun. Bu takdirde G =( ) elde edilir. Dolayisiyla Lemma 3.10 ve G* =
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((G*)*)* gergeginden L = R*R + S*S olmak iizere G* = (LJSQ* L+OS*) elde edilir.
Bu nedenle

P | 0
[—-G7G = (0 [ L+L) olacaktir.

Boylece T = K*E(I — L*L) olmak lizere

OT)

+ —_ Y =
UVl — G*G) (0 0

Q= (é I+ 7(")*T)‘1)’

K*(A*—EL*R*) K*(B* - EL+S*))

U+l —VG*) =( . )

+ _ o+ sty ety — (000
Gt + U -6 Qv UrUta-ven =() )

F=L'R*+ (I —L*"L)( +T*T) Y (K*E)*'K*(A* — EL*R"),
H=L*S"+ (- L*L)(I + T*T) Y (K*E)*K*(B* — EL*S"),

I —K+E)

a-vw=(,

oldugu goriiliir. Bu nedenle

_ Kt _ it
(I =UV[G+ I = GT6)QVUT U —VGH)] = ( KFEF KKEH)
olacaktir. Son olarak

(,; IC))+ _ (K+(A*F— EF) K*(B*H— EH))

yazilabilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
J =1+ T*T olsun. Bu takdirde
JLY=Lt=L*] ve JTUL*L=L*L=L*L]!, (3.146)

L=D*S+C'R, (3.147)
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R*A+S'B=0, (3.148)

RF = RL*R", (3.149)
RH = RL*S", (3.150)
SF = SL*R", (3.151)
SH = SL*S*, (3.152)
FA+HB = J'T", (3.153)
FC+HD =L"L+1—-]7, (3.154)
(FA+ HB)* = K¥E — K*E(FC + HD), (3.155)
J'F — L*R* — J71T*K*(A* — EF) = 0, (3.156)
J7'H — L*S* — J7'T*K*(B* — EH) = 0, (3.157)

Ozdeslikleri yazilabilir. Yukaridaki 6zdeslikler asagidaki sifir uzay igermelerinin

saglandigini kullanarak kolayca gosterilebilir:

N(K)cN(A), N(K) cN(B), N(K) cN(E*), N(L)cN(R) ve N(L)= N (S).
Bu nedenle, (3.146) dan, F ve H

F=L*R*+(-L*LYU+T*T)"Y(K*E)*K*(A* — EL*R") , (3.158)
H=L*S*"+ (U -L*LYU+T*T)"Y(K*E)*K*(B* — EL*S") (3.159)
seklinde yazilabilir. Ayrica (3.146)-(3.157) 6zdeslikleri kullanilarak

(K (AF— EF) K (BH— EH))

matrisinin (g g) matrisinin Moore-Penrose inversi oldugu goriiliir.
Teorem 3.12. nin sartlar altinda:

)é ;) olmasi icin gerek ve yeter sart F = 0 olmasidir. Fakat F

nin tammindan NV (L) c N (R) oldugundan LF = LL*R* = R* olacaktir. Bu nedenle

Sonug 3.13. M* = (
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F = 0 olmast R* = 0 olmasini saglar. Boylece (3.158) den F = 0 olmasi igin gerek

ve yeter sartin R* = 0 ve T*K*A* = 0 oldugu goriiliir.
Burada belirtelim ki F =0 olmasi L =S*S olmasim saglar. Boylece L*S* =
(§*S)*S* =StveH =S* +J7'T*K*(B* — ES*) oldugu goriiliir.

K*(A* —EL*R*) K*(B*—EL*S")

Sonu¢ 3.14. M* =(
¢ L+R* L+S*

) olmas1 ic¢in gerek ve

yeter sart T = 0 olmasidir.

Ispat: Farz edelim ki T = 0 olsun. Bu takdirde Teorem 3.12 ve (3.158) , (3.159)

Ozdesliklerinden sonug elde edilir. Simdi farz edelim ki

M = <K+(A* —EL*R*) K*(B*— EL+S*)>

L*R* L*S*
olsun. Bu takdirde Teorem 3.12 ve (3.158) , (3.159) esitliklerinden

T*K*(A* —EL*R*) =0 (3.160)
ve

T*K*(B*— EL*S*) = 0 (3.161)

elde edilir. (3.160) ve (3.161) sirasiyla C ve D ile dnden garpip sonuglari toplayarak
(3.147) 6zdesligi kullanilirsa

T*K+*E(I — L¥L) = 0 (3.162)

elde edilir. Bu nedenle T*T = 0 ve dolayisiyla T = 0 elde edilir ki bu da sonucun

ispatini tamamlar.

Sonug 3.15. Asagidaki ifadeler denktir:

T =0, (3.163)
N(L)c N (E), (3.164)
N(L)c V(D) ve NV (L) c N (C). (3.165)
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Ispat: M (K) c NV (E*) oldugundan T nin tanimindan T = 0 olmas1 igin gerek ve
yeter sartin V(L) c V' (E) oldugu goriiliir. Simdi (3.163) {in saglanmasi igin gerek
ve yeter sartin (3.165) saglanmasi oldugunu gosterelim. Farz edelim ki T = 0 olsun.
Bu takdirde N (L) =V (R) oldugundan

C—CL*L=C(U—-L*L) — AT
=C(—-L*L) — AKTE(I - L*L)
=(C—-AK*E)({ —L*L)=R—-RL*'L=0
ve benzer sekilde NV (L) c N (S) oldugundan
D—-DL*L=D(I—-L'L)—BT=S—-SL*L=0
elde edilir. Ote yandan D = DL*L ve C = CL*L oldugunu varsayalim. Bu takdirde
T =KYE(I—L*L) = K*(A*C+B*D)(I - L*L) =0
olacaktir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

+ g% + n*
Sonu¢ 3.16. M* = (K A™ K'B

e L+D*)<=)E=O dir.

Ispat: Farz edelim ki E = 0 olsun. Yukaridaki teoremden istenilen sonug elde edilir.

K*A* K*B*

. . . . + —
Simdi farz edelim ki M (L+C* 1+D"

) olsun. Bu takdirde yukaridaki teorem

ve R ve S nin tanimindan
LYE*K*tA* — J7IT*K*(A* — EL*R*) = 0, (3.166)
LYE*K*B* — J71T*K+*(B* — EL*S*) = 0, (3.167)

elde edilir. (3.166) ve (3.167) esitlikleri 6nden LTL ile carpilip (3.146) esitligi

kullanilirsa
LTE*K*TA* =0, (3.168)
LTE*K*B* = 0. (3.169)
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elde edilir. (3.168) ve (3.169) sirasiyla A ve B ile sagdan carpilip taraf tarafa
toplanirsa LYE*K*K = 0 oldugu goriiliir. Boylece N (K) c N (E*) oldugundan

ELt =0 (3.170)

oldugu goriiliir. Buradan

K*EF =0 (3.171)

K*EH =0 (3.172)
ve dolayisiyla da

KYEJ IT*K*A* = 0, (3.173)

K*EJ IT*K*B* =0 (3.174)

olacaktir. (3.173) ve (3.174) swrasiyla A ve B ile sagdan carpilip taraf tarafa

toplanirsa

K*EJ='T* = 0 (3.175)
elde edilir. Ote yandan

T = K*E (3.176)

olacaktir. (3.175) ten J™IT*T =1 — ] 1 esitligi KYE(I —J~1) = 0 esitligini saglar.

Bu nedenle
K*E = K*EJ™! (3.177)

elde edilir. Dolayisiyla, (3.175) ,(3.176) ve (3.177) den (K*E)(K*E)* =0 elde
edilirkibuda K*E = 0 ve E = 0 oldugunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanir.

K*(A* —EJ7'T*K*A*) K*(B* — E]-lT*K+B*)> —l—0

Sonuc 3.17. M* = (
onug JTIT K A" JTIT*K*B*

Ispat: Farz edelim ki L = 0 olsun. Bu takdirde L* = 0 dir. Boylece teorem 3.12 den

sonug elde edilir. Simdi de farz edelim ki M™ sonugta verilen formda olsun. Bu

takdirde teorem 3.12 den
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JL*R* = T*K*EL*R", (3.178)
JL*S* = T*K*EL*S* (3.179)

oldugu goriiliir. Simdi TL* = 0 olsun. L nin tanmmindan RT* = 0 ve ST* = 0 elde
edilir. Boylece (3.178) ve (3.179) nin her ikisi de soldan R ve S ile garpilip (3.146)

0zdesligi kullanilirsa
RL*R* =0, SL*R* =0, (3.180)
RL*S*=0,SL*S* =0 (3.181)

elde edilir. Sonu¢ olarak L = LL*L = (R*R + S*S)L*(R*R + 5*S) =0 oldugu

goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.18. M* = <K+(A* —EJ7'T'K*A") K*(B" - E]"lT*K+B*)>
¢ J.10. - L+C* +]—1T*K+A* L+D* +]_1T*K+B*
& S=DL'L ve R=CL"'L.

Ispat: Farz edelimki S = DL*L ve R = CL*L olsun. Bu takdirde SL*L = DL*L ve
RL*L = CL*L dir. Béylece R ve S nin tanimindan

AKYEL*L = 0, (3.182)
BK*EL*L =0 (3.183)

elde edilir. (3.182) ve (3.183) sirasiyla A* ve B* ile soldan carpilip toplanirsa
EL*L = 0 elde edilir. Boylece EL* = 0 olup sonug elde edilir. Simdi de M* nin

sonugta verildigi gibi oldugunu varsayalim. Bu takdirde teoremden
L*C* = L*R* — ] T*K*EL*R", (3.184)
L*D* = L*S* — J7IT*K*EL*S* (3.185)
yazilabilir. (3.146) ya gore (3.184) ve (3.185) soldan L ile garpilirsa

LL*C* = R", (3.186)
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LL*D* = S*, (3.187)

elde edilir. LT* =0 oldugundan N (L)cN'(R) ve N (L)cN(S) olacaktir. Bu
nedenle R = CL*L ve S = DL*L elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

AT + A*CHBA* —A*CH)

Sonu¢ 3.19. M+ = (
—HBA* H

) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N(A) =N (B),
N(AH <N (CH), (N1)
N(H) =N (B"),
N(HY)cN(C)ve H = (D — BA*C)*
olmasidir,

Ispat: Farz edelim ki M* sonugta verildigi gibi olsun. Bu takdirde teoreme gore

K*A* — K*EF = A* + A*CHBA* | (3.188)
K*B* — K*EH = —A*CH, (3.189)
F = —HBA* (3.190)

yazilabilir. Simdi (3.189) K ile soldan carpilir ve N (K)c N (B) ve N (K)c N (E¥)

gercegi kullanilirsa
B*=(E —KA*C)H (3.191)

oldugu goriilir. Bu durumda NV (H) cN'(B*) dir. F nin tanimindan LF = R* elde
edilir. Boylece

C* = E*K*A* — LHBA* (3.192)

dir. Bu nedenle A*X = 0 esitligi A*X = 0 esitligini sagladigindan N (4*) c N (C™)
olacaktir. Simdi H = (D — BA*C)* oldugunu gosterelim. H m tanimindan LH = S*
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elde edilir. Boylece D* =LH + E*K*B*olur. Ote yandan N (H)cN(BY)
oldugundan N (H) <N (D*) dir. Dolayisiyla

[H— (D—-BA*C)]" = H(D — BA*C) (3.193)
elde edilir. Buradan da

(D —BA*C)H = SL*S* + BK*B* (3.194)

[(D — BA*C)H]* = (D — BA*C)H
elde edilir. Sonug olarak

H(D —BA*CO)H =(L*L+1—-] YHH

=H+ ] 'T*A*CH =H+ H(B— BAtA)ATCH =H  (3.195)

oldugu goriiliir. Ote yandan

(D —BA*C)H(D — BA*™C) = (SL*S* + BK*B*)(D — BA*()
esitliginden
(D — BATC)H(D — BA*()

= SL*(L — R*C) — SL*(—R*A)A*C + BK*B*D — BK* (K — A*A)A*C

=S+ BKYE —BA"C =D — BA™C, (3.196)

elde edilir. (3.147), (3.148) ve sonugta daha once ispatlananlardan N (A*) c NV (C*)
elde edilir. (3.193), (3.194), (3.195) ve (3.196) dan, H* = (D — BA*C) elde edilir.
Bu nedenle H = (D — BA*C)* olur. Buradan [K*E — K*E(FC + HD)]* = FA +
HB ve boylece (K*E — KTEHH*)* = H(B — BA*A) oldugu gériiliir. Bu esitligi
H* ile soldan ¢arparak H*H(B — BA*A) = 0 elde edilir. Buise H*H(B — BA*TA) =
0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla B — BA*A =0 dir. N(H**) = N(H)cN(B")
oldugundan V' (4) c V' (B) olacaktir. Bu nedenle

FA+HB =0, (3.197)
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olacaktir. Bunun sonucu olarak K*E — K*EFC — K*EHD = 0 ve dolayisiyla da
ATC + ATCHBA*C — ATCHD =0 olup A*C =A*CHH™ elde edilir. Bu son
esitligi A ile soldan c¢arparak C = CHH* oldugu goriilir. N (A*) <N (CY)
oldugundan bu NV (H*) c NV (C) oldugunu gosterir ki bu da ispat1 tamamlar.

—B*DF B*+B*DFAB*

Sonu¢ 3.20. M* = ( . et

) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N(B)=N(4),
N (BN (CH, (N2)
N(F)cNV (A,
N(FHcN(D) ve F = (C—AB*D)*
olmasidir.

F —FCD*

Sonug 3.21. M = (—D+BF D*+D*BFCD*

) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N(D)=N(C),
N (D) =N (BY), (N3)
NEFE) =N (),
N(FY)cN(B) ve F=(A—CD*B)*
olmasidir.

—HDC* H

+CtAHDC* —C+AH) olmasi icin gerek ve yeter sart

Sonu¢ 3.22. M* = (C+

N(C)=N (D),
N(CHcN(AY), (Ny)

N(H) =N (D),
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NHYN(A) ve H=(B-—DCTA)*
olmasidir.

Sonug 3.20, 3.21 ve 3.22 sonuglarmin ispatlar1 Sonug 3.19 dan U ve V uygun boyutlu

liniter matrisler olmak {iizere eger P = UMV ise, bu takdirde P* =V*M*U*

olacaktir. Ornegin Sonug 3.22 ye uygun olarak U = ((I) (I)) ve V= ((I) (I))

A C) matrisi ile uyumlu olarak pargalayalim. Bu takdirde

matrislerini M = (B D

P=UMV = (D B) olup Sonug 3.20 den P* kolayca belirlenebilir. Bu takdirde

C A
M* = VP*U olup bloklarin uygun bir pargalanisi alinarak Sonug 3.22 elde edilir.

1 0 1 1

Ornek 3.4. M = <O 1 -1 O) matrisinin Moore-Penrose inversini hesaplayalim.
11 0 1
1 0 A

Ik olarak A =( ) olmak {tizere M =( C) parcalanigini yapalim. Son

0 1 B D

Teoremi uygulamak i¢in

K=(i ;), E=(_11 i) R =103x2, S =01x2 Ve L =02x;

alalm. L = 0,x, oldugundan Sonu¢ 3.18 1 uygulayabiliriz. Sonu¢ 3.18 in

notasyonunu kullanarak T = K*E = C = (_11 (1)) ve ] = (i ;) alinabilir. Sonug

olarak basit bir hesaplamayla

1 0 1

5 5

1 1 4

v _ 5 3 15
M= 4 1 1
15 3 15

1 0 1

5 5

oldugu goriiliir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda
inversi mevcut olmayan matrisler icin gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin
genel durumda ¢oziimiinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers ozelliklerini de
saglayan genellestirilmis invers adi verilen bir kavram ele alinmistir. Bu amagla bir
matrisin genellestirilmis inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve Moore-Penrose
tipi genellestirilmis inversi tanimlar1 verilerek bu inverslerin ¢esitli 6zellikleri ortaya
konulmustur. Herhangi bir matrisi 2x2 tipinde blok matrise parcalayarak cesitli
durumlarda bu matrislerin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversleri igin bazi
gosterimler verilerek bu tipten inversleri hesaplamada kullanilan baz1 yontemler
ortaya konulmustur. Bununla ilgili olarak, 2x2 tipinde blok matrislerin Moore—
Penrose inversleri i¢in genel ifadeler verilmis ve Schur Complement igeren blok
matrislerin Moore-Penrose inversleri i¢in bazi ifadeler elde edilmistir. Ayrica pargali
nonnegatif definit bir matrisin Moore-Penrose inversini bulma yontemleri tartigilmis
ve 2x2 tipindeki blok matrislerin Moore-Penrose inversi igin yeni gosterimler

sunulmustur.

Yapilan bu calismalara ilaveten bloklarin degisik oOzelliklerine gore
parcalanmis matrislerin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversleri i¢in hesaplama
yontemleri gelistirilebilir. Ayrica bu tip inverslerin hesaplanmasinda kullanilmak
lizere ¢esitli bilgisayar programlar1 veya algoritmalar tiiretilerek bu programlardan
veya algoritmalardan faydalanilabilir. Elde edilen bu tip genellestirilmis inversler

cesitli tiplerden lineer denklem sistemlerinin ¢dziimlerine uygulanabilir.
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