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OZET

BAZIOZELECRHJHHNSABB@NCATHHNAGORESMARANDACHE
EGRILERI
Yasin ALTUN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiksek Lisans Tezi, 219s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siileyman SENYURT

Bu caligma alti boliim halinde diizenlenmistir. Giris Boliimiinde g¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar Béliimiinde Smarandache egrileri ile
ilgili calismalara yer verildi. Materyal ve Yontem Béliimiinde Oklid uzayi, involiit-evoliit
egrileri, Bertrand egri ¢ifti, Mannheim egri ¢ifti, kiiresel Frenet formiilleri ve Smarandache
egrileri ile ilgili temel kavramlar anlatildi.

Bulgular Boliimii ¢calismamizin orjinal kismini olusturmaktadir. Burada, bazi 6zel egrilerin;
involiit-evoliit egrileri, Bertrand egri ¢ifti, Mannheim egri ¢ifti, Frenet vektorleri ile birim
Darboux vektorlerinin birim kiire ylizeyi iizerinde c¢izdikleri kiiresel egrilere ait Sabban
catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri hesaplandi. Daha sonra bu egrilere
ait Sabban catilar1 konum vektorii olarak alindiginda bu vektorlerin ¢izdigi Smarandache
egrilerinin tanimi verilerek geodezik egrilikleri bulundu. Son olarak herbir egri i¢in bulunan
sonuglar, evoliit egrisi, Bertrand egrisi ve Mannheim egrisine bagh ifadeleri verildi. Konuyla
ilgili 6rnekler bulunup Mapple programiyla ¢izimleri yapildi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand egri cifti, Geodezik egrilik, involiit-evoliit egrileri, Mannheim
egri ¢ifti, Oklid uzayi, Sabban ¢atisi, Smarandache egrisi.



ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES OF SOME SPECIAL CURVE IN TERMS OF SABBAN
FRAME

Yasin ALTUN

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 219p.

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Stileyman SENYURT

This study was organized into six sections. In the introduction chapter, the purpose of study
and the reasons why this subject is interested were discussed. The next chapter is covered
with literature review of Smarandache curve. The basic concepts of Euclidian space,
involute-evolute curves, Bertrand partner curve, Mannheim partner curve, spherical Frenet
formulae and Smarandache curves were given in the material and method chapter.

The findings chapter are the original part of our study. In this chapter, we initially calculated
Sabban frames, spherical Frenet formulae and geodesic curvature which drawn on the
surface of the sphere by the Frenet frame and unit Darboux vector of some special curves,
involute curve, Bertrand partner curve, Mannheim partner curve. Subsequently, when the
Sabban frames were belongs to these curves as the position vector, the geodesic curvatures
were calculated by giving the definition of Smarandache curves drawn by these vectors.
Finally, the results for each curve was given depend on evolute curves, Bertrand curves and
Mannheim curves. Several examples related to the subject were found and their drawings
were done with Mapple program.

Keywords: Bertrand curve pair, Euclidian space, Geodesic curvature, Involute-evolute
curves, Mannheim curve pair, Sabban frame, Smarandache curve
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1. GIRIS

Egrilerin diferensiyel geometrisi lizerine bugiine kadar bircok c¢alisma yapilmistir. Bun-
lardan en iyi bilinenleri involiit-evoliit egrileri, Bertrand egrileri ve Mannheim egrileridir.
Bu egrilerle ilgili temel teoremler bir¢cok diferensiyel geometri kitaplarinda mevcuttur.
Giinlimiizde bu egriler iizerinde yeni bircok caligmalar yapilmaya devam edilmektedir.
Involiit egrileri iizerine yapilan ¢alismalardan bazilari, (Bilici, 1999), (Caliskan ve Bilici,
2002), (Senyurt ve Sivas, 2014), Bertrand egrileri iizerine yapilanlardan birkaci, (Gorgiilii
ve Ozdamar, 1986), (Ekmekgi ve Ilarslan, 2001), (Senyurt ve Ozgiiner, 2013), (Senyurt
ve Celik, 2016) ve Mannheim egrileriyle ilgili olarak da, (Liu ve Wang, 2008), (Orbay ve
Kasap, 2009), (Ozdamar, 2012), (Senyurt, 2012), (Senyurt ve Caliskan, 2014).

2008 yilinda M. Turgut ve S. Yilmaz tarafindan yapilan ¢calismada Smarandache egrileri
tanimlanmig ve bu egriler iizerinde yeni bir¢ok c¢alisma yapilmistir. Bu calismalardan
bazilari, (Turgut ve Yilmaz, 2008), (Ali, 2010), (Bektas ve Yiice, 2013), (Bayrak ve
ark., 2013), (Senyurt ve Sivas, 2013), (Tagkoprii ve Tosun, 2014), (Caligkan ve Senyurt,
2015a), (Caliskan ve Senyurt, 2015b), (Senyurt ve Celik, 2016).

Bu tezde ilk olarak, involiit-evoliit egrileri, Bertrand egri cifti ve Mannheim egri ciftinin
Frenet vektorleri ile birim Darboux vektorlerinin birim kiire yiizeyi lizerinde cizdikleri
kiiresel egrilere ait Sabban catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri bu-
lundu. ikinci olarak bu egrilere ait Sabban catilar1 konum vektorii olarak alindiginda
bu vektor tarafindan ¢izilen Smarandache egrilerinin tanimu verilerek geodezik egrilikleri
egrileri, Bertrand egri ¢ifti ve Mannheim egri ¢iftine bagl ifadeleri verildi. Konuyla ilgili

ornekler bulunup Mapple programiyla egrilerin ¢izimleri yapildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

(Turgut ve Yilmaz, 2008), ”"Smarandache Curves in Minkowski space-time” isimli ¢alig-
mada Smarandache egrilerinin tanimini vererek Ef’ de T B;-Smarandache egrisine ait

Frenet elemanlarint hesaplamisgtir.

(Ali, 2010), Special Smarandache Curves in the Euclidean Space” isimli ¢aligmada
Smarandache egrilerinin tanimi verilerek bu egrilere ait Frenet-Serret invaryantlarini ince-

lemistir.

(Bektas ve Yiice, 2013), "Special Smarandache Curves According to Darboux Frame in
Euclidean 3-Space” isimli calismada Darboux ¢atisina ait Smarandache egrileri incelenmis

ve bu egrilere ait baz1 karakterizasyonlar vermislerdir.

(Senyurt ve Sivas, 2013), "Smarandache Egrilerine Ait Bir Uygulama” isimli ¢aligmada
bir egrinin birim Darboux vektorii C olmak iizere NC— Smarandache egrisinin tanimi

verilerek ve bu egriye ait bazi sonuclar elde etmislerdir.

(Senyurt ve Sivas, 2014), “Involiit- evoliit egrilerine ait Frenet ¢atisina gore Smaran-
dache egrileri” isimli yiiksek lisans tezinde involiit egrisinin Frenet vektorleri ve birim
Darboux vektoriiniin olusturdugu Smarandache egrilerini tanimlayip bu egrilere ait bazi

karakterizas-yonlar bulmuglardir.

(Senyurt ve Caliskan, 2014), "Mannheim Egri Ciftine ait Frenet Catisina gore Smaran-
dache Egrileri” isimli yiiksek lisans tezinde Mannheim partner egrisinin Frenet vektorleri
ve birim Darboux vektoriiniin olusturdugu Smarandache egrilerini tanimlayip bu egrilere

ait bazi karakterizasyonlar bulmuslardir.

(Cetin ve ark., 2014), ”Smarandache Curves According to Bishop Frame in Euclidean
3-Space” isimli calismada Bishop catisina ait Smarandache egrileri incelenmis ve bu

egrilere ait baz1 karakterizasyonlar vermislerdir.

(Taskoprii ve Tosun, 2014), ”Smarandache Curves According to Sabban Frame on S*”

isimli caligmada Sabban ¢atisina gore Smarandache egrilerini incelemislerdir.

(Caliskan ve Senyurt 2015a), ”"Smarandache Curves In terms of Sabban Frame of Spher-

ical Indicatrix Curves” 1simli calismada kiiresel gosterge egrilerine ait Sabban c¢atisina



gore Smarandache egrilerinin tanimi verilerek ve bu egrilerle ilgili sonuglar vermislerdir.

(Caliskan ve Senyurt 2016), ” Smarandache curves in terms of Sabban frame of fixed pole
curve” isimli ¢alismada birim Darboux vektoriiniin birim kiire iizerinde ¢izdigi egrinin
Sabban catisina gére Smarandache egrilerinin tanimi verilerek ve bu egrilere ait geodezik

egrilik-leri hesaplamiglardir.

(Senyurt ve Celik, 2016), "Bertrand Egri Ciftine ait Frenet Catisina gore Smarandache
Egrileri” isimli yiiksek lisans tezinde Bertrand partner egrisinin Frenet vektorleri ve birim
Darboux vektoriiniin olugturdugu Smarandache egrilerini tanimlayip bu egrilere ait bazi

karakterizasyonlar bulmuglardir.

(Bayrak ve ark., 2016), "Special Smarandache Curves in R? ” isimli ¢alismada Frenet
vektor-leri tarafindan olusturulan Smarandache egrileri incelenmis ve bu egrilere ait bazi

karakterizasyonlar vermiglerdir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde Oklid uzay1, involiit-evoliit egrileri, Bertrand egri ¢ifti, Mannheim egri ¢ifti,

Smarandache egrileri ile ilgili temel kavramlara yer verildi.

3.1 Oklid Uzay:

Tanim 3.1.1 A bos olmayan bir ciimle, V de K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun.
f A xA —V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa A ya V ile birlestirilmis bir afin

uzay denir:

i. Aj:VP,Q,ReAicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

ii. Ay:VP€A, VaeVigin f(P,Q)=a

olacak sekilde bir tek O € A noktas1 mevcuttur.
Tamm 3.1.2 V, A ile birlesen bir afin uzay olsun.
(,):VxV =R

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir:

Vx,y,z€V,Va,beRigin

i. Bilineerlik Aksiyomu;
(ax+Dby,z) = a(x,2) +b(y,2),
(x,ay+bz) = a(x,y) + b(x,z),
ii. Simetri Aksiyomu;
(y) = (),
iii. Pozitif tammlilik (kararlilik) Aksiyomu;

(x,x) >0,
(x,x) =0 = x=0.



Tanim 3.1.3 Reel standart afin uzay1 R" olmak iizere, VX,Y € R" icin
n
<7> (R XR" — Ru <X7Y> = in)’i
i=1

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima R” de standart i¢
carpim veya Oklid i¢ carpim denir. Standart i¢ carpimin taniml oldugu R” vektor uzayi

ile birlesen afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E” ile gosterilir.

Tamm 3.1.4 X,Y € E3icin

d : BPxE* SR

(i —xi)?

~-

N
I
—_

X,Y »dX,Y)=

seklinde tanimli d fonksiyona uzaklik fonksiyonu, d(X,Y) € R sayisina da X ile Y nok-

talar arasindaki uzaklik denir.

Tamim 3.1.5 a:I1CR —E", a(s) = (o4(s),a(s),. .., a,(s)) diferensiyellenebilir fonksi-

yona K" de bir egri ,

_do _<da1(s) don(s) docn(s)>
ds ds ~ ds 7 ds

vektoriine o egrisinin hiz vektorii, || o/ (s)|| = 1 ise egriye birim hizli egri ad1 verilir

(Hacisalihoglu, 1983).

o' (s)

N N

Tanim 3.1.6 o : 1 C R — E" bir egri olsun. a,b € I i¢in

b
s= [ o/ )lds

reel sayisina & (a) ile o(b) noktalar arasindaki yay uzunlugu denir.

Tanim 3.1.7 o« : I C R — [E3 diferensiyellenebilir bir egri olsun. {a’,a”, &’} lineer
bagimsiz ciimlesinden Gram-Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen {7'(s),
N(s),B(s)} ortonormal sistemine & egrisinin ¢(s) noktasindaki Serret-Frenet 3-ayaklist

denir.

Teorem 3.1.1 & : 1 C R — E? egrisinin «(s) noktasindaki Frenet catisi
{T(s),N(s), B(s)} olsun.

a) s € [ yay parametresi ise

o’ (s) (3.1.1)



b) s € I keyfi parametre ise

1 !/
= e
N(s) =B(s)/\71”(s) (3.1.2)
B(S) - H(X’(S) /\(XN(S)H (a (S) nNa (S)),

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 3.1.2 « : I — [E3 egrisinin Frenet catis1 {T(s),N(s),B(s)}, egriligi ve torsiyonu
sirastyla k(s) ve 7(s) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri

arasinda
T'(s) = K(s)N(s)
N'(s) = —x(s)T(s) + t(s)B(s) (3.1.3)
B'(s) = —t(s)N(s)

bagintist vardir (Hacisalihoglu, 1983).

Bir o egrisi tizerinde o(s) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki {7, N, B} Frenet 3-ayaklist
her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani helis hareketi yaptig1 kabul edilir. Bu eksene egrinin

Darboux (ani donme) ekseni , bu eksen yoniindeki Darboux vektorti,
W =NAN" =T +«B, (3.1.4)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

O T

0

Sekil 3.1: Darboux vektorii

W ile B vektorleri arasindaki ac1 ¢ ile gosterilirse Sekil 3.1 den,

cosQ = L (3.1.5)

sin@ =
W]l

T
Wi’
yazilir. Birim Darboux vektorii C ile gosterilirse

C =sin¢T +cos @B, (3.1.6)

seklinde bulunur (Fenchel, 1951).



Tanim 3.1.8 (Weingarten doniisiimii)

§? C IE3 hiperyiizeyinin birim normal vektor alan1 N olsun. VX € x(S?) icin
S(X)=DyN (3.1.7)

seklinde tanimli doniisiime S iizerinde sekil operatorii (Weingarten doniisiimii) denir.

Bu doniisiim y (S?) iizerinde bir lineer doniisiimdiir, (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 3.1.9 (Gauss Doniisiimii)

$? C E3 hiperyiizeyinin birim normal vektor alan1 N olsun.

v:s? - S?cE?

P — v(P)ZW(P):(RN)P):i;ai(P)%‘P

i

seklinde taniml1 v doniisiimiine Gauss doniisiimii denir.

x”

14

T

2
KL

Snfl

Sekil 3.2: Gauss doniislimii

Tamm 3.1.10 (Gauss anlaminda kovaryant tiirev ve Gauss denklemi)

[E3 te Riemann konneksiyonu D ile gosterilmek iizere VX,Y € x(S?) igin
D,Y =D,Y +(S(X),Y)N (3.1.8)

seklinde tanimh D operatoriine S? iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev opearatorii

ve denklemine de Gauss denklemi denir, (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.1.11 o : I — S? C E? egrisinin birim teget vektorii T olsun.

D,T=0veD,T=0 (3.1.9)

ise o egrisine sirastyla E3 te ve S? yiizeyi iizerinde geodezik egri,

K, = |[|D;T| ve v, = |D,T|| (3.1.10)

ifadelerine de ¢ egrisinin E3 e ve S? yiizeyine gore geodezik egrilikleri denir.



« egrisine ait (T), (N), (B) ve (C) kiiresel egrilerin, E* e gore geodezik egrilikleri

sirastyla
kr = secq, ky= 1+( ¢ )2
’ Wi
(3.1.11)
W\ 2
kg = CscQ, kC: 1—|—<|| ,||>,
9
ve S? ye gore geodezik egrilikleri sirastyla
(P/
Yr = tang, ’)’N:my
(3.1.12)
_ _ vl
YB = cotQ, Y= (P/

seklinde verilir, (Hacisalihoglu, 1983).

3.2 Oklid Uzayinda Involiit-Evoliit Egrileri

Tamm 3.2.1 o : I — E3 ve a* : I — E? diferensiyellenebilir iki egri olsun. « egrisinin
o(s) noktasindaki teget vektorii a*(s) noktasindan gegiyor ve bu noktadaki o egrisinin
teget vektoriine dik oluyorsa o* egrisine o egrisinin bir involiitii, & egrisine de o* egrisinin

bir evoliitii denir.

Bu tanima gore « egrisinin teget vektorii 7 ve o involiit egrisinin teget vektori 7 ile

gosterilirse

(T(s),T%(s)) = 0.

(a) .

Sekil 3.3: involiit- evoliit egrileri



Sekilden bu egriler arasinda

o (s) =a(s)+AT(s) (3.2.1)

bagintisi yazilabilir. Burada A = ¢ — s ve ¢ bir reel sabittir (Hacisalihoglu, 1983), (Sabun-
cuoglu, 20006).

Teorem 3.2.1 o egrisi o egrisinin bir involiitii olsun. ¢ ve a* egrilerinin Frenet catilar

ve egrilikleri arasinda

L (s) (s)
. B —K(s S (s S
Ns) = K(S)2+T(S)2T()+ K(s)z—{—T(S)ZB() 622
* T<S) K'(S)
B OO AN O O
LOAS
o) VEOTPE o (K’(s)) K(s) 52

sk O eT0em 1 26)

bagintilar1 vardir (Sabuncuoglu, 2006).

B binormal vektorii ile W Darboux vektorii arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse yukaridaki

teoremde verilen bagintilar

T" = N
N* = —cos@T +sinpB (3.2.4)

B* = sin@T +cos @B,

(3.2.5)

seklinde elde edilir (Bilici, 1999). B* binormal vektorii ile W* Darboux vektorii arasindaki

ac1 @™ ile gosterilirse involiit egrisinin egrilikleri (3.1.5)’e benzer olarak

K* = ||W*[|cosp®, " =|W*|sing”



seklinde olur. Burada (3.2.3) ve (3.2.5) bagintilar1 dikkate alinirsa

/ /

(sin(p* = L = L
Vorti+ e+ W]
VKZ+ 12 w
cosQ* = = Wl (3.2.6)

VTR e WP

(%) = ( ¢’ )’\/‘P'2+||W||2
( VoW g

bulunur.

3.3 Oklid Uzayinda Bertrand Egri Cifti

Tanim 3.3.1 o :1 — E3 ve ¢, : I — E3 diferensiyellenebilir iki egri ve bu egrilerin Frenet
catilart sirastyla {T'(s),N(s),B(s)} ve {T,(s),N,(s),B,(s)} olsun. ¢ egrisinin N aslinor-
mal vektorii ile o, egrisinin N, aslinormal vektorii lineer bagiml ise o egrisine Bertrand
egrisi , o, egrisine o edrisinin Bertrand partner egrisi ad1 verilir ve (o, o, ) ikilisine de

Bertrand egri ¢ifti denir (Hacisalihoglu, 1983), (Sabuncuoglu, 2006).

Sekil 3.4: Bertrand egri ¢ifti

Sekil 4.2 den bu egriler arasinda,

a,(s) =a(s)+A(s)N(s), A = sabit. (3.3.1)
bagintis1 vardir.
Teorem 3.3.1 («, ) Bertrand egri ¢iftinin teget vektorleri arasindaki ag1 6 olmak iizere

Frenet vektorleri arasinda

T, =cosOT +sin6B
N, =N (3.3.2)
B, = —sinOT +cos 6B

bagintist vardir. Burada 0 acis1 sabittir (Sabuncuoglu, 2006).
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Sekil 3.5: Teget vektorleri arasindaki aci

Teorem 3.3.2 («,«,) Bertrand egri cifti olsun. « egrisinin egrilikleri k¥ ve T ise bu
egrilikler arasinda

Ak+ut=1, u=Acot6 (3.3.3)

bagintist vardir (Hacisalihoglu, 1983).

Ispat.
o, (s) = o(s)+AN(s)
ifadesinin s’ ye gore tiirevi alinirsa

da, ds, ds,
SO 72— (1-AK)T(s)+ ATB
dsl dS lds ( K) (S)+ T (S)

olur. Bu ifade sirasiyla 7' ve B ile i¢ carpilirsa

d d
COSO% =1- Ak, sinG% =At

ifadeleri bulunur. Bulunan bu ifadeler taraf tarafa oranlanirsa
AK+ut=1, u= Acoth = sabit
elde edilir.

Teorem 3.3.3 («, ;) Bertrand egri ¢ifti olsun. ¢ egrisinin egrilikleri k ve 7, &, egrisinin

egrilikleri x, ve 7, ile gosterilirse bu egrilikler arasinda

Ak —sinZ 0 sin® @
K = =

T Ak T 2% (334

bagintist vardir (Sabuncuoglu, 2006).
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3.4 Oklid Uzayinda Mannheim Egri Cifti

Tamm 3.4.1 o : [ — E3 ve o, : I — E3 diferensiyellenebilir iki egri ve bu egrilerin
Frenet 3-ayaklilart sirasiyla {7'(s),N(s),B(s)} ve {T,(s),N,(s),B,(s)} olsun. ¢ egrisinin
N aslinormal vektorii ile o, egrisinin B, binormal vektorii lineer bagimli ise o egrisine

Mannheim egrisi, @, egrisine de Mannheim partner egrisi denir (Liu ve Wang, 2008).

()

B__,(s)
Sekil 3.6: Mannheim egri ¢ifti
Bu tanima goére Mannheim egrisinin denklemi;
o,(s,) = o(s) —AN(s), A = sabit (3.4.1)
veya
a(s) =o,(s,) +AB,(s) (3.4.2)

seklinde yazilir (Liu ve Wang, 2008).

Teorem 3.4.1 («,o,) Mannheim egri ¢ifti olsun Bu egrilerin Frenet vektorleri arasinda

T = cosOT, +sinON,
N =B, (34.3)
B = —sinBT, +cosON,

veya
T, =cosOT —sinOB
N, =sinOT +cos OB 3.4.4)
B, =N

bagintilart vardir. Burada Z(7,7,) = 6 olup

d d
cosf = %, sin@ = 112% (3.4.5)

seklindedir (Orbay ve Kasap, 2009).
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Teorem 3.4.2 (,,) Mannheim egri ¢ifti olsun. o egrisinin egriligi k¥ ve burulmasi 7

olmak iizere bu egrilikler arasinda
Ut —Ak=1,u=Acotb (3.4.6)

bagintist vardir (Orbay ve Kasap, 2009).

ispat.
ds ds
T,=(14+Ax)—T —A7t—B
= (1+ )ds2 ds,
dir. Bu ifadeyle (3.4.4) ifadesini dikkate alinirsa,
ds

d
cos0 = (1 +/M<)£, sin@ = ATE
2 2

bulunur. Bu iki ifade oranlanirsa

cos 0 B sin O
1+Ak AT

veya

ATcotf — Ak =1

olur. Burada u = A cot 0 alinirsa

ut—Ak=1

esitligi bulunur.

Teorem 3.4.3 (a,o,) Mannheim egri ¢ifti, o egrisinin egrilikleri k¥ ve 7, ¢, egrisinin

egrilik-leri k, ve 7, olsun. Bu egrilikler arasinda

d d
K:TzsinG%, 12_120039%7 (347
L de ., K - s,
%= g, = e B (ksin@—reos0) L, (3.4.8)
K
=t 3.4.9
Evy: (3.4.9)

bagintilar1 vardir (Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 3.4.4 («,,) Mannheim egri ¢iftinin ¢(s) ve o, (s) noktalarindaki Frenet catilari
sirastyla {T'(s),N(s),B(s)} ve {T,(s),N,(s),B,(s)} olsun. B(s) binormal vektorii ile W (s)

Darboux vektorii arasindaki ac1 ¢ olmak iizere bu ¢atilar arasinda,

T, = sin@T +cos B
N, = —cos@T +sin @B (3.4.10)
B, =N

bagintist vardir (Senyurt ve Caliskan, 2014).
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B, binormal vektorii ile W, Darboux vektorii arasindaki ac1 @, ile gosterilirse Mannheim

partner egrisinin egrilikleri (3.1.5)’e benzer olarak
K, = ||W2”C08(p27 T, = HWzH sin @,

seklinde olur. Burada (3.4.8) dikkate alinirsa

(o w
®, =
VO + W2
6/
CosQ, = —————
4 9/2+HWH2 3.4.11)
il '\ 07+ WP
I __
(p2 - > 9/
\ 0"+ W]

elde edilir.

3.5 Kiiresel Serret-Frenet Formiilleri

Tanim 3.5.1 ¥ = y(s) birim vektoriiniin birim kiire yiizeyinde iizerinde ¢izdigi egrinin
teget vektorii 7(s) = ¥/ (s) ve d(s) = y(s) At(s) olmak iizere {y(s),?(s),d(s)} ortonormal
sistemine Sabban catis1 denir (Taskoprii, 2013).

Sekil 3.7: Sabban catisi

Teorem 3.5.1 y: 1 — S? birim hizli kiiresel egrisinin Sabban catist {¥(s),(s),d(s)} ol-

sun. Bu egrinin kiiresel Frenet formiilleri,

Y (s) =1(s)
1'(s) = —y(s) + K, (s)d(s) (3.5.1)
&'(5) = ~ Ky ()1 (s)

seklinde verilir. Burada g,

K, = (f',d) (3.5.2)

seklinde verilen bir geodezik egriliktir (Tagkoprii ve Tosun, 2014).
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Ispat. 1'(s) € Sp{y(s),t(s),d(s)} oldugundan
t'(s) = a1y(s) + ast(s) +azd(s) ,ar,ar,a3 € R
seklinde yazilir. Burada

(f'(s),7(9) = a
(f'(s)t(s)) = a
(f'(s),d(s)) = Kg=as

olur. (¢(s),y(s)) = 0 idi. Bu esitligin tiirevi alinirsa

bulunur. (¢(s),z(s)) = 1 idi. Bu esitligin tiirevi alinirsa

{t(s),t(s) =1 = (f'(s),2(s)) +(t(s5),£'(s)) = O
= 2(/(s),1(s)) =0

dir. Buna gore

seklinde elde edilir. Simdi d’(s) = — K, (s)#(s) oldugunu gosterelim. d’(s) € Sp{y(s),t(s),
d(s)} oldugundan

d/(S) = b]’)/(s) + bzt(s) —l—b3d(s) ,b1,by,b3 € R
seklinde yazilir. Burada

(d'(s),7(s)) = b
(d'(s),t(s)) = b2
(d'(s),t(s)) = Kg=bs

olur. (d(s),y(s)) = 0 idi. Bu esitligin tiirevi alinirsa
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bulunur. (¢(s),d(s)) = 0idi. Bu esitligin tiirevi alinirsa
(t(s),d(5)) =0 = (f'(s),d(s))+ (t(s),d'(s)) =0
= Ko+ (t(s),d'(s)) =0
= {d'(5),t(s)) = —Ke=by

dir. (d(s),d(s)) = 0 idi. Bu esitligin tiirevi alinirsa

(d(s),d(s)) =0 = (d'(s),d(s))+(d(s),d'(s))
= 2(d(s),d'(s)) =0
= (d'(s),d(s)) = 0= b

0

elde edilir. Buna gore
d'(s) = —Kg(s)t(s)

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.6 Oklid Uzayinda Smarandache Egrileri

Tanim 3.6.1 Konum vektorii, herhangi bir o egrisinin Frenet vektorleri alinarak elde

edilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Bu tamim su sekilde de verilebilir:

Tamm 3.6.2 o : [ — E? birim hizli regiiler egrinin Frenet catis1 {T,N, B} olsun.

B(s) a(s)T (s)+Db(s)N(s)+c(s)B(s)
Va(s)?+b(s)? +c(s)?

olan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Senyurt ve Sivas, 2013).

(3.6.1)

(3.6.1) bagintisina gére Smarandache egrileri

B(s) = %(T(s)—i—N(s)) TN-Smarandache egrisi,
B(s) = %(N(S)—{—B(S)) NB-Smarandache egrisi,
B(s) = %(T(s) + B(s)) TB-Smarandache egrisi,
B(s) = %(T(S)—E—N(S)—}—B(s)) TNB-Smarandache egrisi,
B(s) — %(N(s)—i—C(s)) NC-Smarandache egrisi
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biciminde yazilir.

T, N, B Frenet vektorleri ile C birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde
cizdikleri kiiresel egrilerin Sabban ¢atilar, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri
sirastyla

(T) tegetler gostergesi icin;

(T=T, Tr =N, TAT; =B,

TIZTT7 TT/:—T—i—%T/\TT, T/\TT/:—%TT, (3.6.2)

(N) aslinormaller gostergesi i¢in;

(N=N, Ty=—cos@T +sin@B, NATy=sin@T +cos @B,

N'=Ty, Tv'=-N+pmgNATy, NATY =iy, (3.6.3)
_ 9
K =

(B) binormaller gostergesi i¢in;

(B=B, Ts=-N, BATz=T,

{ B = 1p, TB/ =—-B+ %B/\ Tp, B/\TB/ = —%TB, (3.6.4)

—_k
\Kg_r’

(C) egrisi i¢in;
(C =sin@T +cos@B, Tc=cos@T —sinpB, CATc =N,
=1, T'=—C+lcnt, et =-lr, (3.6.5)
_ ]
(Ke ="

seklinde verilir (Caligkan ve Senyurt, 2015a), (Caliskan ve Senyurt, 2016).
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Tanim 3.6.3 o : I — S? birim hizli regiiler egrinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi

{T,Tr,T NTr} olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrileri

B(s) = % (T(s)+Tr(s)), TTr- Smarandache egrisi,

B(s) = % (T(s)+ (T ATr)(s)), T(T ATr)- Smarandache egrisi,

B(s) = % (Tr(s) + (T ATr)(s)), Tr(T ATr)- Smarandache egrisi,

B(s) = % (T(s) + Tr(s) + (T ATr)(s)), TTyT A Tr- Smarandache egrisi

seklinde tanimlanir (Caligkan ve Senyurt, 2015a).

Teorem 3.6.1 « : I — S? egrisinin tegetler gostergesinin Sabban catist {7, 77, T A Tr}

olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri,

1
= (T T ron),
e+EPIE K

Brararyy K+ T
Kg — ,

K—1T

Bryraty 1 T

K, = 2— W — — o+ 13),

s (1+2(§)2)§( Hi— o+ 13)

Brry(rary) 1 T T T
= (2= =D —(1+— 2~

Kg (Q—De—(1+-)e+(2-)&),

dir. Burada
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(e1= (1) (- 1)+2(2) = () +4(3) -2

&= (1) (D) -2 +2() -4 +2(0) -2

K

(&= () (2— ) —2(2)* +4(2)° —4(2)" +2(%),

seklinde birer katsayidir (Caligkan ve Senyurt, 2015a).

Tamm 3.6.4 o : [ — S? birim hizli regiiler egrinin aslinormaller gostergesine ait Sabban

catist {N,Ty,N A Ty} olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrileri

(N(s)+Tn(s)), NTy- Smarandache egrisi,
(N(s)+ (NATy)(s)), N(N ATy)- Smarandache egrisi,

(Tn(s)+ (N ATy)(s)), Tn(N ATy)- Smarandache egrisi,

Sl=S=S -8

(N(s)+Tn(s) + (N ATy)(s)), NTy(N A Ty)- Smarandache egrisi

seklinde tanimlanir (Caligkan ve Senyurt, 2015a).

Teorem 3.6.2 o : I — S? egrisinin aslinormaller gostergesinin Sabban catis1 {N, Ty, N A

Ty} olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri,

/

Buy 1 ¢’ [0)
K N = . M+ A +213),
S i W R
Burayy W]+ ¢
Kg ——/7
W] —e
BrynaTy 1 ¢’ ¢’
K, = - 2 1 — M2+ U3 ),
S g ST e )
Bty (vaTy) 1 ¢’ o’ o'
K = ; (2 —1D& -1+ —-)6+(2— )E3
: (2 W] Wi %)
seklindedir. Burada
(2. _ @ (9 N _ (9 \2_
2= iy ()" — (o)™ =2
/ AN I\ 4 NG
%2 = =i () — ()™ =3 ()™ —2
_ 9 ¢ \3 0
23 = ()" + (o)™ + 2wy




+1) = 2(pf)* +2( )" — 4y +2(iey) 2

(63 = (%)/(2_ H%l”) _2(%)44“‘(%)3 _4(||%|\)2+2(||x(§/l|\)

seklinde birer katsayidir (Caligkan ve Senyurt, 2015a).

Tamm 3.6.5 o : I — S? birim hizli regiiler egrinin binormaller gostergesine ait Sabban

catist {B,Tg,B A\ Tg} olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrileri

B(s) = % (B(s) + T3(s)), BTp- Smarandache egrisi

B(s) = % (B(s)+ (BATg)(s)), B(BATp)- Smarandache egrisi

B(s) = % (Tz(s) + (BATp)(s)), Tg(BATp)- Smarandache egrisi

B(s) = % (B(s)+ Ts(s) + (BAT3)(s)), BT3(BATy)- Smarandache egrisi

seklinde tanimlanir (Caligkan ve Senyurt, 2015a).

Teorem 3.6.3 « :1 — S? egrisinin binormaller gostergesinin Sabban catisi {B, Tz, BA T}

olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri,

1 K K
AL S £ P 2ho+22),

@+ T

K_fB(B/\TB) _ T+K

T—K’
Brysaty K K
K. = —(Z_ul __.Ll2+.u3)7
§ (142523 & 1
B 1 K K <
i, BN T) s 2 D& = (L D)6+ (2= 1)S)
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seklindedir. Burada

seklinde birer katsayidir (Caligkan ve Senyurt, 2015a).

Tamm 3.6.6 o : I — S? egrisinin birim Darboux vektoriiniin birim kiire iizerinde cizdigi

egriye ait Sabban catis1 {C, T, C A T} olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrileri

(C(s)+Tc(s)), CTc- Smarandache egrisi,
(C(s)+ (CATc)(s)), C(CATc)- Smarandache egrisi,
(Te(s) + (CATE)(s)), Te(C ATe)- Smarandache egrisi,

(C(s) + Tc(s) + (CATe)(s)), CTe(C ATe)- Smarandache egrisi

Sl 515l

seklinde tanimlanir, (Caliskan ve Senyurt, 2016).

Teorem 3.6.4 « : 1 — S? egrisinin birim Darboux vektdriiniin birim kiire iizerinde cizdigi

egriye ait Sabban catist {C, T¢,C ATc } olsun. Buradan elde edilen Smarandache egrilerinin
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geodezik egrilikleri;

Ber, 1 W] W]
Ky €= M+ —A+243),
$ <2+(||$|)2)g< " 3)
Beenty) o'+ W]
Kg Sy ,
¢ — W]
Bretente) _ ! Wi, Wl
A (1+2(m)2)3<2 oy &+&)
Berq(cnte) 1 W] 4l W]
K, = 2 — Dy —(1+ +(2—
g (1+2(”W/|)2)g< ( o Y — ( o )2+ ( o )“3)
seklindedir. Burada
’;LIZH‘(;’/H(W_/H)’ (Ilg’/\)z_z
4 2
;Lz:_llf;’/l\(llg\\)'_(HZH) _3(H2’IH) _9
;L3:(\IZII)/+(HZH)3+2(HZH)7
& =205l (B (B3 4o (1]
4 2
52:_(@)’_2@2’,“) _3(H2’/II) 1
4 2
£ = (HK/H)/ _z(llgl\) _ (IIZ’/H) :
3 2
N1=(|Z|)/(2H$H 1)+2<H2’/|I) _(HZII) Jr4H1(’;’H )
4 3 2
po = (LY (1) 2By 22 oy + 20 2
4 3 2
ugz(“Z”)'(Z—”Z—,”)—Z(”Z,”) +4(%) _4(H¥/II) +2(H¥/II)7

\

seklinde birer katsayidir (Caligkan ve Senyurt, 2016).
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliim ¢alismamizin orjinal kismini olusturmaktadir. Burada bazi 6zel egrilerin, in-
voliit-evoliit egrileri, Bertrand egri cifti, Mannheim egri cifti, Frenet vektorleri ile
birim Darboux vektorlerinin birim kiire yiizeyi tizerinde ¢izdikleri kiiresel egrilere ait Sab-
ban catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri hesaplandi. Daha sonra bu
egrilere ait Sabban catilar1 konum vektorii olarak alindiginda bu vektoriin ¢izdigi Smaran-
dache egrilerinin tanimi verilerek geodezik egrilikleri bulundu. Son olarak herbir egri i¢in
bulunan sonuclar evoliit egrisi, Bertrand egrisi ve Mannheim egrisine bagh ifadeleri ve-
rildi. Konuyla ilgili 6rnek bulunup Mapple programiyla ¢izimleri yapildi. Calismamizdan

elde edilen Involiit egrisinin birim Darboux vektdriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde ¢izdi-

§i egrinin Sabban c¢atisina gére Smarandache egrilerine ait olan sonuclar Mathematical

Sciences and Applications E-notes, 4(2):131-138, 2016, Bertrand egri ¢iftinin birim Dar-

boux vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde ¢izdigi egrinin Sabban ¢atisina gére Smaran-

dache egrileri ait olan sonuglarda AIP Conference Proceedings, 1726, 020045, 2016,

isimli dergilerde yayinlandi. Asagidaki sekiller kiiresel egrilere ait Sabban catilar1 ve

Smarandache egrileri ile sembolik olarak gosterilirse,

=12 2D

{N* Tae N ;«T\ {T*, Tre,T* AT}

\x\ D
| & 2) $TD

Ppg! (Buy)

{B*, Ts B \Tu [C*, Tos . C* AT }

Sekil 4.1: Kiiresel gosterge egrilerine ait Sabban catilar1 ve Smarandache egrileri
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4.1 Involiit-Evoliit Egrilerine Ait Sabban Catisma Gore Smarandache
Egrileri

Bu boliimde, a egrisine ait o involiit egrisinin Frenet vektorleri ile birim Darboux
vektoriiniin birim kiire ylizeyi iizerinde ¢izdigi egrilerin Sabban catilar1 ve bu catilar
konum vektorii olarak alindiginda olusan Smarandache egrileri arastirildi. Bulunan sonuc-
larmn evoliit egrisine bagl ifadeleri verildi. Involiit egrisinin 7*, N* ve B* Frenet vektorleri
ile C* birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde cizdikleri kiiresel egrilerin
Sabban catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri (Tanim 3.5.1) ve (Teo-

rem 3.5.1)’e gore benzer olarak sirasiyla

(T*) tegetler gostergesi igin;
(T* =T*, Tr-=N*, T*ATp- =B,

T =T, Trs' = ~T*+ ST* AT+, T*ANTp' = — ST, (4.1.1)

K*

L K = <TT*/,T* /\TT*> =T

K*)

(N*) aslinormaller gostergesi igin;

(N* = N*, Ty~ = —cos Q*T*+sin@*B*, N* ATy« =sin@*T* 4 cos ¢*B*,
¢ ¢
N* =Ty, Tys' = —N*+ ——N*ATy-, N*ANTys' = ——Tx, 412
e e A A TR @12
_ _ 9"
\Kg = <TN*7N*/\TN*> — Hw*H7
(B*) binormaller gostergesi i¢in;
(B*=B*, Ty =—N*, B*N\Tg =T*,
BY =Ty, Typ' =B+ 5B NTp, B*NTp' = — 5 Tp, (4.1.3)

(kg = (T, B*NTe) = 5

=T
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(C*) egrisi i¢in;

(c" = sin*T* 4cos @*B*, Tex =cos @*T* —sin@*B*, C* AT« = N*,
w* w*
C*/ — TC*, TC*/ — _C* _|_ || */Hc* /\TC*, C* /\TC*/ = —H(p—*/HT8:7 (4'1_4)
— (T C* ) — W
\Kg— <TC ,C /\TC> q)*/ )

seklinde bulunur.

Tamim 4.1.1 o* : I — S? involiit egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi
{T*,Tr+,T* \Tr+} olsun.
1
B = —=(T"+Tr) (4.1.5)

V2

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T *Tr+-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.1.1 T*Tr+-Smarandache egrisinin geodezik egriligi
1 T* T*
= (M — A +20) (4.1.6)
8 4\ 2 3 K* K*
2+ (%))
denklemiyle verilir. Burada

;

ho=-2-3(5) - (2)' - (2)(2) @17

s =2(5) + ()" + (&)

A

seklinde birer katsayidir.

ispat.
|y
Bi(s) = —=(T"+Tr+)

V2

egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

7 B8 L g s T AT
B ds V2 T i T+
e dsg, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa s ifadesi
Ry
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seklinde bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tpg, (s) teget vektorii

1 T*
Tp, (5) = ———=(— *+TT*+ET*/\TT*) (4.1.8)
2+ (=)

bigiminde olur. (4.1.5) ve (4.1.8) ifadelerinden elde edilen B; A Ip, vektori

ﬁl/\Tﬁl % K*
,/4+2 L2

seklinde yazilir. (4.1.1) ifadesi (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) ifadelerinde yerine yazilirsa

Al

- —TT* +2T* N Tr+) (4.1.9)

B1-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin involiit egrisine baglh ifadesi

1
Bi(s) \/5( +N%),
Tp,(s) = CTH ANt T B*) (4.1.10)
\/ K'_
Bi ATy (s) = —%N*+2B*)
,/4+2 2

denklemlerine doniisiir. (4.1.8) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

(=2 ()" + (&) (%)

s =2(5) + (&) + (&)
olmak iizere Tp,'(s) tiirev vektorii

2
Tél(s) = L*ZZ(AIT*‘FAZTT*‘FAST*/\TT*) 4.1.11)
(2+(2)%)

olur. Burada (4.1.1) yerine yazilirsa T} ] (s) tiirev vektoriiniin involiit egrisine bagli ifadesi

V2

2 * * *
T ()= M AN+ A
(2+(2))
seklinde olur. Geodezik egrilik tanimindan k ﬁ ' geodezik egriligi
1
Kg' = ( A+ 7Lz—|—2l3)

seklinde bulunur.
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Teorem 4.1.2 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin tegetler gostergesine ait

T*Tr+- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B ! A A
Kp = s (7oA + o Ag +213) (4.1.12)
ey W W
(2+ (7))
denklemiyle verilir. Burada
(— I\2 / /
1 ==2= (i) + (o) (o)
—_ / 2 ! 4 ! !
2= =2=3(qiy) "~ ()" — (i) (i) @113

seklinde birer katsayidir.

ispat.
ﬁmﬂ=§§W+nw

esitliginde sirasiyla (4.1.1), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa f; vektoriiniin

evoliit egrisine bagl ifadesi

1
1(s) = —=(—cos@T +N+sinpB (4.1.14)
Prls) = 5 (—cose ¢ B)
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T, (s) teget vektorii
! 3 - / .
T, (s) = 2@ Wilcosp . IWIL_, 9'cos@+[Wlising oy )

V202 + ¢ V20W[P+ ¢ V20W[P+ ¢

seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

y

olmak iizere Tj, (s) tiirev vektorii

|W/|[*(A3sin @ — A5 cos @) V2 - W |*A V2

T} (s) =
A QW |2+ ¢2)? QW2+ @)

IW|[*(A3cos @ + A, sin(p)sz
QW2+ %)
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seklinde olur. (4.1.14) ve (4.1.15) ifadelerinden elde edilen 31 A Tp, vektorii

!

_ZHWHsin(p—Hp’cos(pT_ (0]

2||W||cosp — @' sing B

N+

ﬁl A\ Tﬁl (S) =
VAW (2 +2¢7 VAW 2 +2¢7 VAW +207

biciminde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf ' geodezik egriligi

Kfl = 5( (P/ Il+izz+2z3)
2+ () W W

[S—

seklinde elde edilir.

Tamim 4.1.2 o* : I — S? involiit egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi

{T*,Tr+,T* AN Tr+} olsun.

1 * *
Ba(s) = %(T + T NTr+)

(4.1.16)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye 7" (7™ A Tr+)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.1.3 T*T* A\ Tr+-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Kﬁz _ (K‘*—I—T*)

denklemiyle verilir.

ispat.

1 * *
Ba(s) = %(T + T NTr+)

egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsg 1 T*

Tp — P2 = (1- )7

B g \/E( *) T
ds/32

olur. Bu esitli§in normu alinirsa —* ifadesi

dsp, 1 T*
ds _E(I_F)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tg, (s) teget vektorii
Tﬁz (S) = TT*

bi¢iminde olur. (4.1.16) ve (4.1.18) ifadelerinden elde edilen 3, A Tp, vektori

B2 AT, (s) = %(—T* + T AN Tr+)
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seklinde yazilir. (4.1.16), (4.1.18) ve (4.1.19) vektorlerinde (4.1.1) den karsilig1 yazilirsa

B>-Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin involiit egrisine bagl ifadesi

Bals) = ——(T"+B),

V2
Tp,(s) = N7, (4.1.20)

BoATg,(s) = L(—T* +B")

V2

sekline doniigiir. (4.1.18) ifadesinin tiirevi alinirsa Téz (s) tiirev vektorii

V2 . T
Téz(s):m(—T —|—FT*/\TT*) (4.1.21)
K«*

biciminde olur. Bu vektore (4.1.1) den karsiliklart yazilirsa Téz (s) tiirev vektorii

seklinde bulunur. Geodezik egrilik tanimindan K‘g * geodezik egriligi

Kﬁ2 B (K*—I—T*)

P

seklinde elde edilir.

Teorem 4.1.4 o egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin tegetler gostergesine ait
T*(T* A Tr+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet vektor-

lerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

g _ VIl +o' (4.1.22)
£ wll-¢

denklemiyle verilir.

ispat.
1 * *
Ba(s) = —=(T"+T" NTr+)

V2

esitliginde sirasiyla (4.1.1), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsilig1 yazilirsa B, vektoriiniin evoliit

egrisine bagl ifadesi
1
Ba(s) = —z(sin(pT—i-N—i—cos ¢ B) (4.1.23)
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bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa 7, (s) teget vektorii
Tp,(s) = —cos@T +sing@B (4.1.24)
seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa Téz (s) tiirev vektori

_9V2sing . [W][V2 | ¢'V2cose
Wl —¢ Wl —¢ Wl —¢

T, ()

esitligiyle bulunur. (4.1.23) ve (4.1.24) ifadelerinden elde edilen 3, A Tp, vektori
Bo A Tg, (s) —1('q)T N+cos@B)
) §) = sin — cos
P V2

biciminde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kf * geodezik egriligi

K‘ﬁZ :M
Cwli-ef

seklinde elde edilir.

Tanim 4.1.3 o* : I — S? involiit egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi

{T*,Tr+,T* ANTr+} olsun.

1
Bs(s) = %(Tr* +T* A Tr+) (4.1.25)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T7+ (T* A Tr+)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.1.5 Tp(T* A Tr+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

1 T*

S SN
e (1+2(f_")2)%(2r<*81 2+ 6)
K*

denklemiyle verilir. Burada
* *\ 3 * *
=5 +2(5) +2(%) (%)

e =—1-3(2)° -2(2) ~ (&)

s = ()" —2(8) "+ (&)

seklinde birer katsayidir.

ispat.

B3 (S) = (TT* +T*A TT*)

Sl -
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egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds 1 T*
B (1 ——TT*-l— T*/\TT*)

T =
/33 ds \/5 K*

olur. Bu esitligin normu allmrsa d 3 ifadesi

dsg, 1 T\ 2
&b _ 1 2( )
ds 2 *

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa 7, (s) teget vektorii

1 T* T*
T53(s) = —(—T*—FTT*JrFT*/\TT*) (4.1.26)

(IND)
1+2(—
+2(5)
bigiminde olur. (4.1.25) ve (4.1.26) ifadelerinden elde edilen 33 A T, ifadesi,

1 T*
Bs N Tp,(s) = —(ZFT* — T+ +T* A Tp) (4.1.27)

*

2+4( )

esitlifiyle bulunur. (4.1.25), (4.1.26) ve (4.1.27) vektorlerinde (4.1.1) den karsiliklari

yazilirsa f3-Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin involiit egrisine bagl ifadesi

1
s) = —(N*+B"),
B3(s) ﬁ( )
1 * *
Ty, (s) = —(_T*—%N*+%B*), (4.1.28)
T2
14+2(—
+2(5)
1 T* * * *
B3 ATp(s) = —T*z(ZFT —N*+B")
2+4(F)

denklemlerine doniisiir. (4.1.26) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

g =—1-3(Z)7—2(%) — (&Y (4.1.29)

olmak iizere Té3 (s) tiirev vektorii

S

Té3 (s) = 5 (e1T*+&Tr-+&T* ANTr+) (4.1.30)

(1+2(8))

31



olur ve bu ifadeye (4.1.1) den karsiliklar1 yazilirsa Té3 (s) vektoriiniin involiit egrisine bagl
ifadesi

V2

Tg(s) = — s(e1T" +&N* +&B")
(1+2(2)?)

seklinde elde edilir. Geodezik egrilik tanimindan Kg ? geodezik egriligi

1 T+
kP = ————(2—a-a+8)
(1+2(5)7)7 *

seklindedir.

Teorem 4.1.6 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin tegetler gostergesine ait
T+ (T* N Tr+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet vektor-

lerine, egriliine ve burulmasina bagl ifadesi

B _
Kg =

€ — & +8;) (4.1.31)

denklemiyle verilir. Burada

&1 = (i) + (i) + 2(fp) ' ()

p

)’ (4.1.32)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1 *
ﬁ3(s) :—(TT*+T /\TT*)

V2

esitliginde sirasiyla (4.1.1), (3.2.4) ve (3.2.5) den kargiliklar1 yazilirsa 3 vektoriiniin

evoliit egrisine bagh ifadesi

Bs(s) = %((sin(p—cos @) T + (sin@ + cos @) B) (4.1.33)

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T, (s) teget vektorii

/(3 / .
¢'(sin@ +cos @) 7 W] N+ ¢'(cos @ +sing)

VW2 +2¢7 VW2 +2¢7 VIW(2+29

Tp,(s) = B (4.1.34)

32



seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

(21 = (i) + ()" +2(7) ()

~

1 &=-1 —3(“%”)2_2(“%”)4_ (o

/

_ I \2 I \4 /
&3 =~ (pwp) "~ 2(pry)” + (oy

olmak iizere Té3 (s) tiirev vektorii

~—

\|W\|4(53sinfp—§zcosw)\/§T |W[*E; V2

T (s) =
B (W2 +2¢2)2 (W] +2¢%)2

|W||*(€3cos @ + E2sin @) V2
(IW]2 +2¢'%)?
seklinde elde edilir. (4.1.33) ve (4.1.34) ifadelerinden elde edilen B3 A Tp, vektori

2¢

/

W[ (sin @ +cos ) [W[(cos ¢ —sin )

B3 A Tp,(s) = T+ N+ B
V2IW |2 + 497 V20WI2 + 497 V20W(2 + 497
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf 3 geodezik egriligi
1 o _  _  _
Bs (2 _
K €1 — &+ 83)
8 NG N W
¢
(1+2(m> )2 H ”
biciminde elde edilir.
Tamm 4.1.4 o* : I — S involiit egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catis
{T*,Tr+,T* AN Tr+} olsun.
1
4(s) = —=(T"+Tr«+T" NTp» (4.1.35)
Pals) \/§( )

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T* Ty« (T* A Ty« )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.1.7 T*Tr«(T* A Tr+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

: ( 4 v T*
3 (2_*_1)‘?1—(1+—*)¢2+(2——*)¢3) (4.1.36)
4\/5(1—}—%_'_(%)2)2 K K K

denklemiyle verilir. Burada

By _
K'g =

b= 2422 -4(E) 42 2(H) - (204 E) @)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
—(T* + T+ + TN TT*)

Ba(s) =
VG
egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
ds 1 T T
P _ —(—T*+ (1 ——)TT*+—T*/\TT*)
K* K*

Tp, ds \/g

olur. Bu esitligin normu ahmrsa * ifadesi

d§f4=¢§<1—£—i+<i—i>2>

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T, (s) teget vektorii

1

20 o)

bi¢iminde olur. (4.1.35) ve (4.1.38) ifadelerinden elde edilen B4 A T, vektord,

f\/l - —*+
(4.1.39)

T T
seklinde yazilir. (4.1.35), (4.1.38) ve (4.1.39) vektorlerinde (4.1.1) den karsiliklar1 yazilirsa

T* T*
T, (s) = (—T*—l—(l——*)TT*—I—FT*/\TT*) (4.1.38)

Pa AT, (s)

K*

Bs-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin involiit egrisine bagl ifadesi,

l * * *
Bals) = E(T +N*+B"),
Tg,(s) = 1 - (—T*+(1—Z—:)N*+Z—13*>, (4.1.40)
¢z<l—f—*+<f—*>2>
K K
Bs AT, (s) ((2’:—1—1)T —(1+ *)N*+(2—;—:)B*>

\/_\/1——+

esitliklerine doniisiir. (4.1.38) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar,
(0= -244(5) - (5)" +2(8) + (£ (25 - 1)

b= —242(5) ~AE) 2 2E) - (B (1+F) @l

03 =2(5) —4(5) +4(5)" —2(0) "+ () 2 %)

olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

V3

Ty, (s) = (O T + Ty + 93T ATp) (4.1.42)

(-5 D)
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seklinde elde edilir. Bu vektore (4.1.1) den karsiliklar1 yazilirsa Té4 (s) tiirev vektoriiniin

involiit egrisine bagl ifadesi

Tg,(s) = v3 50T+ g2N" + ¢3B7)

* %\ 2
(1-F+(E))

biciminde olur. Geodezik egrilik tanimindan
1

ﬁ * geodezik egriligi

*

(@ D)o - (1 )+ (2 )0
AT e

seklinde bulunur.

B _
Kg =

Teorem 4.1.8 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. a* egrisinin tegetler gostergesine ait
T*Tr+(T* \'Tr+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliinin evoliit egrisinin Frenet vek-

torlerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

Ky s (2 1)¢1 (1
¢’ AR AN W]l
2(1+ i+ (o))

/ /

)82+ (2 ”W”m)

(4.1.43)

denklemiyle verilir. Burada

) (1+ 76 (4144

|93 =2(qp) —4 ()" +4 ()" —2(p) "+ () @ )

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
—(T* +Tp«+T" NTp+)

=
=5
esitliginde sirasiyla (4.1.1), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa 34 vektoriiniin

evoliit egrisine baglh ifadesi

1 . :
Ba(s) = 7 ((sm(p —cos@)T + N+ (sin@ + cos (p)B> (4.1.45)
bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa 7, (s) teget vektorii
! o3 _ W —m!
p = Pne (Wl @eose, Wi y
VW= IWle'+92) 2w ]2 = [W]e'+¢?)
(4.1.46)

L Pleos@+ (W]l — ¢)sing
Jz W= W +¢?)
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seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

(61 =—2+4(gf) +4 () — (i) "+ 2()” + ()’ =)

62 =—2+2(1hy) —4 (7)) "+ ()" —2(7t) " - (i

~

J— / 2 / 3 / 4 /
¢3:2(||3/|\)_4(||(x§/_\|) +4(||(x§/_\|) —2(”3/—”) +(H‘(§’_\I),(2_ M)
olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

IIWII“(aasinsD—%COMP)\@TJr IW]1*6,v3
AW~ Wl +¢)? @UW> = IWlle' + @)

g, (5)

W] (@c05 0+ 8,5in0)V3

+
(W2~ Wle'+ )

bi¢iminde olur. (4.1.45) ve (4.1.46) ifadelerinden elde edilen 4 A Tp, vektori

w 4 2|W| - o’ 20" —||W
BiATs,(s) = (W]l +¢")cos @ + 2[|W]| — ¢")cosp .. ¢ — W]
VOIW[2—6]Wllg/ +6¢> VOIW[2 —6]Wllg/ +6¢>
L QW] = ¢ cose — (W] + ¢T)sing
VeI I2—6W '+ 667
esitligiyle bulunur. Geodezik egrilik tanimindan Kf * geodezik egriligi
5, 1 (P/ . (P/ . (P, .
K = (e - 1)e - 1+ )+ - )
Wl (T Wi Wi
Wi vl
seklindedir.
Tamm 4.1.5 o* : [ — S? involiit egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban catisi
{N*,Ty+,N* A Ty+} olsun.
1 *
ﬁgl (s) = %(N + Tiv+) (4.1.47)
seklinde taniml1 vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N*Ty+-Smarandache egrisi denir.
Teorem 4.1.9 N*Ty+-Smarandache egrisinin K’f *! geodezik egriligi
B 1 ¢ 0"
S
kDo : <||W*|IXI_ ||W*||X2+2X3> (4.1.48)

(2+(\|$*||)2)%
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denklemiyle verilir. Burada

;

(9 \2 o \'( o
21 = =2 (y) "+ (wep) (ey)
2_ (P*/ 4_ (P*/ / ¢*/
22 =2-3(gey)” ~ ()~ (iep) ' (iep) (4.1.49)
_ (9" 7 N3 9ty
L= 2(wey) + ()™ + (ey)
seklinde birer katsayidir.
ispat.
1
§) = —— N*—I—TN*
egrisinin yay parametresine Sp,, gore tlirevi alinirsa
dsﬁgl 1 !
T, = (=N*+Ty-+ N* A Ty
B ds A e )

ds
Bg,
olu. Bu esitligin normu alinirsa —~* ifadesi

dsﬁg1 _ 2+<%>2

ds 2
seklinde bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tp, (s) teget vektorii
1

1 ) ¢
Tﬁgl (s) = (_N + TN* +

— L&l
2+ (wep)

N*ATy) (4.1.50)

esitligiyle elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar,

1= -2 () + (18 u&*n*, .

X2=—-2— 3(”1?;*,”) (3// )4 (|W*H)/(H‘£’*II)
_|_

/ )’

1 =2(gi) + (i

olmak iizere Té (s) tiirev vektorii

‘1
T, = V2
ﬁgl o (P*/ 2 2
(2+ ()

seklinde olur. (4.1.47) ve (4.1.50) ifadelerinden elde edilen B‘Sl A TB€1 vektordi,

(XIN*+X2TN* + x3N* N Ty+) 4.1.51)

1 ( AN
o o Wl il
Il

Be, AT, (s) = L_T¥ 42N ATy)  (4.1.52)

442(——
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seklinde yazilir. (4.1.47), (4.1.50), (4.1.51) ve (4.1.52) vektorlerinde (4.1.2) den karsiliklar1

yazilirsa ﬁgl -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Tég tiirev vektoriiniin involiit
1

egrisine bagli ifadesi

1
Bo,(s) = 5 (-cos@ T+ N" +sing"B"),

*/ 2 * * * *
T, (5) = I [Wrllcos @™ .. | W=
V202 + (92 V20 2+ ()2
+<p*’cos<p*+HW*Hsin<P*B*
V202 + ()2
*/ * 2 * : * */
By ATy, () = L2 +2[Wr|[sing* ¢ N
VA2 42072 VAW 2 42072
* LS *
+2HW ||cos @™ — @* sing@ B
VAW 2 4272
IW*[|*V/2(x3 sin @* — x2cos 9*)
2
@IW* 2+ (9*)?)

N*

I

)

x|[WH[*V2
w2+ (¢*)?)

2

[W*[|1*V/2(x2 sin @* + cos 9* x3)
QW2+ (¢*')2)?

B*

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f " geodezik egriligi

1 x/ x/
K_fgl — ( (p (p

X1 — %2+2X3>
o2\ 3 MW Il
(2+ (757)7)

biciminde olur.

Teorem 4.1.10 o egrisinin involiit egrisi &* olsun. o* egrisinin aslinormaller gostergesine
ait N*Ty+- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet vektorlerine,

egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

1

Kt = (N7~ N7+ 20s) (4.1.53)
(2+n?)?
denklemiyle verilir. Burada
¢ ¢’ /
1= = () et
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olmak tizere

—n*—n'n (4.1.54)

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
BQ] (S) = %(N* + TN*)

esitligine swrasiyla (4.1.2), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa B€1 vektoriiniin

evoliit egrisine gore ifadesi

'sin@ — 1/ @% + ||W||2 cos
¢'sin@ ¢+ |W] ‘PT_ Wi N  (4.1.55)

297 +2|W|P? 29" +2|W |2

@' cos @+ 1/ @+ |W|sing
+ B
V20 +2|W 2

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa 7p_ (s) teget vektorii
1

l3g1 (s) =

(MW + ¢')sing — 1/ [[W|]2+ ¢ cos ¢ ne —||W|
Tg, (5) = T+ N
VIWIR+ @22+ 72 W2+ ¢*V/2+n?

(4.1.56)
+(n||W|| +¢')cosp+ 4/ ||W||2+<P’zsin<PB
VIWIZ+972v2 412
seklinde bulunur. Burada
¢ ¢ '
n= W = < cos @(c—s) (4.1.57)

o7 + WP

seklinde katsayidir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

1=-2-n*+n'n
»=-2-3n*-n*-n
T=2n+n’+n'

xR

/

N

n
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olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

51
() = (73HWH+72<P/)f281nfp—71\/2HWHZ+2<P’ZCOS<P)T
ﬁg o 2
‘ 24027/ IIW )2 + 92

(39" + W) V2

(2+02)2\ /W[ + ¢

N (x:IW]| +72(P')\/Ecos(p + %11/ 2||W|? +2¢'%sin@ 5
(2+02) "/ IW P + 9

seklindedir. (4.1.55) ve (4.1.56) ifadelerinden elde edilen ﬁgl A Tﬁ@l vektori

2W| —n¢')sing —n1/|[W|]>+ @ cos ,
VA2 [[W]2 + ¢

20"+ n|[W]|

VaA+2n2\ /WP + ¢

+(ZHWH —1¢)cosp+n4/ W]+ ¢sing 5
VA2 [[W]2 + ¢

+ N

ﬁgl A TBgl (s) =

N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K‘f il geodezik egriligi
B 1 — — —
K ' = ——— (NX — M2 +275)
2+n?)?

biciminde olur.

Tanim 4.1.6 o* : I — S? involiit egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban catisi
{N*,Ty+,N* A Ty+} olsun.
1
s) = —=(N"+N" ATy~ (4.1.58)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N*(N* A Ty+)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.1.11 N*(N* A Ty+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B, _ W]+

= (4.1.59)
LW — e

seklinde verilir.
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Ispat.

Be(s) = 5V +N" ATy

egrisinin Sp,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
2

dsp, _ L( _ ‘P_*/)TN*
Pords — 2t W
ds
olur. Bu esitligin normu alinirsa ;;2 ifadesi

Cl’Sﬁg2 :L(l_ (p*/ )
ds 20 |[W

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁg2 (s) teget vektorii
Tﬁgz (S) = TN*
bigiminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa Tég (s) tirev vektori
2

2 *L
2w+ &
(1_W>

bulunur. (4.1.58) ve (4.1.60) ifadelerinden elde edilen ﬁgz A Tﬁsz vektori

Tég2 (s)= N*ATy:)

1 * *
B, ATp, () = —=(—N"+N"ATy)

V2

(4.1.60)

(4.1.61)

(4.1.62)

seklinde bulunur. (4.1.58), (4.1.60), (4.1.61) ve (4.1.62) vektorlerinde (4.1.2) den karsilik-

lar1 yazilirsa ﬁgz-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Tég tiirev vektoriiniin in-
2

voliit egrisine bagh ifadesi

1 . * ok * * %
Be,(s) = —=(sin@*T"+N"+cos¢p"B"),

V2

Tﬁéz (s) = —cos@*T"+sing*B”,

1 . * sk * * %
BGZ/\Tﬁgz(S) = —(sing*T* —N"+cos¢*B"),

V2

o"sing*V2 . [WHV2 . ¢7cosg"V2
(W[ — ¢* W[ — ¢* W[ — @

Tégz (s) =

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f 2 geodezik egriligi

Kﬁgz = W] + o'
i [W*|| — ¢

seklindedir.
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Teorem 4.1.12 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin aslinormaller gostergesine
ait N*(N* A Ty+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet
vektorlerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

1
e - 1 (4.1.63)

I-n
denklemiyle verilir. Burada
4
n=(

—)lcos o(c—s)
Vo Iw?

/

seklinde katsayidir.

ispat.

Be(s) = SV +N" ATy

esitliginde sirasiyla (4.1.2), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa ﬁg2 vektoriiniin

evoliit egrisine bagh ifadesi

IW|[sing — /@ +|[W|>cos r

297 +2||W|? 297 +2|W |2

[W/[cos @+ 1/ @+ ||W|?2sing
+ B
V207 +2| W2

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁsz (s) teget vektorii

5§2 (s) =

(4.1.64)

_ ¢sing— Wileosq . | @'cosp+[[Wising (4.165)

Tﬁgz (S)

W2+ ¢ W2+ ¢

biciminde olur. (4.1.64) ve (4.1.65) ifadelerinden elde edilen BGQ A Tﬁg2 vektori

IW|[sing+ /W[ + ¢ cos o
T+

2|W|>+2¢" 2w +2¢7

IW([cos @ — 1/ [WIJ?+ ¢ sing
+ B
V2IW (2 +2¢7

seklinde bulunur. (4.1.65) ifadesinin tiirevi alinirsa Té tlirev vektorii

2
1 (——2

—)Icos o(c—ys)
Vo (W2
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olmak tizere

1 MV2Wlising +\/2WIP+29%cosp e
? (1=m)\/ W2+ ¢ (1= IW[? + ¢
L TV2IWlcos@ — \2AW |2+ 2¢sing
(1= W2+ ¢

seklinde elde edilir. Geodezik egrilik tanimindan K'f 2 geodezik egriligi

B 14+n
Ky =1

bi¢ciminde olur.

Tamm 4.1.7 o* : [ — S? involiit egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban catisi
{N*,Ty+,N* N Ty+} olsun.
1 *
[3% (s) = E(TN* +N*ANTy+) (4.1.66)

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Ty« (N* A Ty+)-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.1.13 Ty (N* A Ty+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

*/
oo ! / 5<2II;’?’*H§1_52+53> (4.1.67)
1+2( (p*l )2 2
&
denklemiyle verilir. Burada

( ! ANE ] ! */

&1 = ey +2(pr)” + 2 () ()

g = —1-3(10) = 2(: o) = () (4.1.68)

2 W] & W

*x/ 2 */ 4 */

& =~ (7ip) " —2(p)" + (i)’

seklinde birer katsayidir.

ispat.

Be,(s) = %(TN* LN AT)

egrisinin SB.. yay parametresine gore tiirevi alinirsa
3

dsﬁ% _L<_N*

T _ ¢ ¢
ﬁ§3 dS \/E

— Ty +
Wi Wi

N*ATy-)
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ds
3 jfadesi

olur. Bu esitligin normu alinirsa

dsﬁ% _
ds \/— \W*H

bulunur ve bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁg3 (s) teget vektorii

o*'
W]

1 . 9"
TBg3 (S) = (—N -

! W=
\/1+2(”§/—*H)2

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayllar

*/ i p
s/ ol a0
83:_(H‘(§’*H) _2(“‘(1@*”) +(H{)€/*H)

Ty« +

N* ATy+) (4.1.69)

olmak iizere Tég tiirev vektori
3

T} V2

(s) = 5 (EIN* + & Ty +&N* A Ty-) (4.1.70)

Be, (1+2<HW*H)2>

seklinde elde edilir. (4.1.66) ve (4.1.69) ifadelerinden elde edilen [3% A Tﬁg3 vektori

1 0"’
T = 2
ﬁ% A ﬁgs (S) (P*/ 2 ( ||W*||
2+4( 1
<HW*H>

seklinde yazilir. (4.1.66), (4.1.69), (4.1.70) ve (4.1.71) vektorlerinde (4.1.2) den karsiliklart

N*—TN*+N*/\TN*) (4.1.71)

yazilirsa ﬁg3 -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Tég tiirev vektoriiniin involiit
- 3

egrisine bagl ifadesi

Be,(s) = % ((sin @ —cos@*)T" + (sin@™ 4 cos (p*)B*) )

k! (o * *
Ty (s) = Q- (sing* +cosgr) W=l e
: VIR +2(072 \JIwe |2 +2(9)2
L9 (cos g —sing”) b,
VW2 4272
* : * 2 */
Be ATy, (5) = Cos Q™ +sin @ T 1 ¢ N*

3 VAW R 402 2w+ ()2

cos ¢* —sin @*

V202 44 (2

B*
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T () = ||W*|I4\/5(83sinfp*—820208<P*)T*+ a|w**v2 v
; (IW*]2 +2(9*")2) (IW*[2 +2(9*")2)
+IIW*||4f2(ezsinqo*+83cos<p*)B*
(IW*[2 +2(9*)2)?

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f 3 geodezik egriligi
ﬁgg 1 < (p*/
Ko ° = - 2 " 81—82+83>
i W]l

(1+2(;80)%)

seklinde bulunur.

Teorem 4.1.14 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin aslinormaller gostergesine

ait Ty« (N* A Ty~ )- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisine bagh ifadesi
1

Kf% = 5

(2ng, — &+ &) (4.1.72)

denklemiyle verilir. Burada

1= (—=2

—)lcos o(c—s)
Vor+wl

g =n+2n+2n'n
&H=—-1-3n>2-2n*-n’ (4.1.73)
&s=-n"-2n"+n'

/

olmak tizere

seklinde birer katsayidir.

ispat.
I \
Be, (s) = —=(Tn+ + N ATy+)

V2

esitlifinde sirasiyla (4.1.2), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa ﬁ% vektoriiniin
evoliit egrisine bagh ifadesi
/ 114 . I I
(o' +|WiDsing . @ —[WIl ., (@—[Wi)cose
207 +2||W|)? 207 +2||W|)? 207 +2||W|)?

Be, (s) = B, (4.1.74)

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

1= (——2

/
—) cos@(c—s)
Vo +Iw?

/
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olmak iizere TBg3 (s) teget vektorii

T ) n(IW|| —¢)sing + 1/ |rW|P+<p'2cos<pT+ ne—Iw
B =
’ V1202 W2+ ¢ V1202 W2+ ¢

4.1.75)
+n(HWH —¢')cosp— 1/ |!W||2+<P’2sin<pB
Vit /W2 + e

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

& =n+2n°+2n'n
&=—-1-3n2-2n*-n’
e=-n"-m*+n’

olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

3
(&||W|| +&20")V2sing — €11/2|W|]2 +2¢" cos ¢ .
(1+202)"/ 0 + W]

o Al
n (830" — & ||W|)V2 N

(1+202)%\/ @2+ |W|2

+(Eg||W|| + 8,0 )V2cos @ +E11/2||W]|]2 +2¢" sinq)B
(1+2n2)% /@ + w2

seklinde elde edilir. (4.1.74) ve (4.1.75) ifadelerinden elde edilen Bgs A Tﬁg3 vektori

(IW = ¢')sing —2n1/[W|? + ¢"*cos ¢ .
V2+an2\[ W] + ¢

¢’ + W]

V2+an2\/ W2+

+(HWH —¢')cos @ +21m4/ HWH2+(p’2sin(pB
V2t [W]2+ e

T, () =

ﬁg3 A Tﬁg3 (s) =

+ N

Y

seklinde bulunur. Geodezik egrilik tanimindan Kf K geodezik egriligi
1

N
(2+n?)

(21751 —&+ 53)

[S1i9]

seklindedir.
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Tanim 4.1.8 o* : I — S? involiit egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban catisi

{N*,Ty+,N* A Ty+} olsun.
1
Bey(9) = = (V" T 4N A Ty) (4.1.76)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N*Ty+(N* A Ty+)-Smarandache egrisi

denir.

Teorem 4.1.15 N*Ty+(N* A Ty+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Qb= Do+ (= 1= ghep)p2+ (2= 1) o3

B ‘P*/ ‘P*/ 2
w21 e + ey’

Be
4
K'g =

4.1.77)

denklemiyle verilir. Burada

/ ! */

c o o \2 0" 3L (97 V(5 @
pr=—2+4() — ()™ +2n)” + () Gy — 1)

*/ x/

)’ =2(gi)” — () (1 i)

*/

*/ 2 %/
P2 = =2+ 2(piy) — 4 () 2y

*/ *x/ */ *x/ */

| P3 =2 — 4 (ivey)” + () =2 + (i) @ )

(4.1.78)
seklinde birer katsayidir.
ispat.
1
Ky :—N*—l—TN*—f—N*/\TN*
egrisinin s Be, Y&Y parametresine tiirevi alinirsa
dSIg 1 q)*/ q)*/
Ty, — = —= (= N+ (1= ) T + N A Ty )
T S 2 I T
o dng4 . .
olur. Bu esitliin normu alinirsa —* ifadesi
dSBg4 _ g(l B ¢*/ + ( ¢*/ )2>
ds 3N wE v
elde edilir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁg4 (s) teget vektorii
1 ¢ ¢
Tp,, (s) = (—N*+(1— )TN+ N*/\TN*)
K (p*/ (p*/ 2 ||W*|| ||W*||
2(1- o+ (o))
Wl w=]]
(4.1.79)
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biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

*/ x/

p1 = =244 (g) = (1)’ 2w L)3+(n§@—*n2’(2@*| 1)

*/ *x/ 3 4 x/
p2=~2+2( ) — 4(HW*H) +2(g W) _Z(ﬁ*n) — (i) (14 )
i */ (Pl */ (p*/ (P*l / (p*/
p3 = 2( i) =4 (i) +4 ()" = 2(gn) "+ (ey) (2= i)
olmak iizere Té (s) tiirev vektorii

%4
\/§ * *
T, (s) = 5 (PIN* + P2 Ty + paN* ATy+) (4.1.80)

ﬁ‘;4 */ x/ 2
9 [%
4<1 e + () )

seklinde elde edilir. (4.1.76) ve (4.1.79) ifadelerinden elde edilen ﬁg4 A TBg4 ifadesi,

~

20 DNF— (14 2Ty + (2 — 2 )N ATy
V61— (2 )2
|W*|| |W*||

seklinde yazilir. (4.1.76), (4.1.79), (4.1.80) ve (4.1.81) vektorlerinde (4.1.2) den karsiliklar1

yazilirsa Bg4 -Smarandache egrisine ait Sabban c¢atisinin ve Tég vektoriiniin involiit egrisinin
A

Frenet vektorlerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi,

1
B, (s) = ﬁ((singo*—cos<p*)T*+N*—i—(sin(p*+cos¢*)B*>,

¢*'sin@* — (||W*|| — ¢*') cos 9" W

Tﬁg4(s) T* ]\ﬂ<
V20w 2= Wl +2(9)2) 20w — [Wle* +2(p™')?)
L 07cosg" + (IW'| —¢")'sing” .
V20w |2~ W9 +2(p*)2)
Be ATy, (s) = Q2w - ¢*')sinp* +(||W*||+<P*’)COS<P - 20" —|w¥|| N
Lo VEIW 12— 6w o + 6(¢*)? \/6||W*||2—6IIW*H<p*’+6<<p*’)2
+(2||W*|| ¢*') cos @* — (IIW*||+<P*/)Sm<P
VW2~ 61w+ [l +6(¢7")2
1 () = [W*[[*V3(pssing” — pacos@”) .., | prlW*v3 -
o 2 2
“ AW 2~ W= llo” + (927 4(IW*I2 — W= o* +(¢7)?)

W V3 (pasing” +pscos¢”) .
2
A(IW)2 = W™’ + (9*)?)

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f geodezik egriligi

Be, (2||x(§/—*|| —)pi+ (-1~ H;’}—*H)PH (2- H;@_*H)m
Kg =

B (P*/ (P*/ 2 3
w21 g + ()
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seklinde bulunur.

Teorem 4.1.16 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin aslinormaller gostergesine
ait N*Ty+(N* A Ty+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet
vektorlerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

GJa _ 20— Dp + (1= + (2= 1)y (4.1.82)

4V2(1-n+n?)2

denklemiyle verilir. Burada
! /
n= (L) cos@(c—s)
o+ WP

olmak iizere
P, =—-2+4n—4n2+2n3+2n'(2n 1)
Py =—-2+4+2n—4n>+2n-2n*—n'(1+n) (4.1.83)
p3=2n—4n*+4n’ —2n*+1'(2-n)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1 * *
ﬁg4 (S) = _\/§ (N + TN* +N A\ TN*)

esitlifinde sirasiyla (4.1.2), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa Bg3 vektorii

" IW ) sing — 2 1 IW]|2 cos r_
Bols) — (@' +[[W])sing —/ "+ [|W]|| <pT+ o —||W|| N
\/3<P’2+3||W||2 32+ 3| W2

(4.1.84)
"+ |W))cos @ + 1/ @ + |[W||?sin
+(<P IWiheos@+ y " +|W[*sing
V307 43w
bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
/ /
n= (L) cos@(c—s)
Vo (W2
olmak iizere Tﬁg4 (s) teget vektori
I () nIWII(L—n)¢'sing + /W] + 9" cosp
Be, -
\/2(1—71+172)\/||W||2+<P’2
/
—(1—

V20 =42 WP + 97

LW+ (- m)gleosp -y ||W||2+<p’2sin<pB

V20— [WP + 97

49



seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

py=—-2+4n—4n?+2n3+2n'(2n 1)
Pr=—2+2n—4n’+2n°-2n*—n'(1+n)
py=2n—4n*+4n’—2m*+n'(2—n)

olmak iizere Tég (s) tiirev vektorii

4
(P3IW | +0,9")V3sing —p\/3||W|]2 + 3¢ cos ) .
4(1-n+n2)*/ o2+ |W|?

(P39' — P IWIDV3

4(1-n+n2)°/ o +[|W|?2
+<53||W|| +ﬁz<p’>xf3cosqo+m/3||vv||2+3<p’2sin<pB
4(1=n+n2)*\/ @2+ |W|?

seklinde bulunur. (4.1.84) ve (4.1.85) ifadelerinden elde edilen ﬁg4 A Tﬁg4 vektori

(2=m)[W]|=(1+mn)¢)sing— (20— 1)1/ [W]? + ¢'* cos ¢ .
V6—61-+6n7/ W2+ ¢
2-n)¢'+(1+n)[W]

V6 —6m+6n°\/[|W|P+ ¢

+((2—n)IIW|| —(14n)@')cos @+ (2 — 1)/ ||W||2+sv’2sin<pB
V6—6n+6n2\/|W|2+ 9>

Tég4 (s) =

+ N

B§4 A Tﬁg4 (S) =

+ N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f R geodezik egriligi

Fe _Cn—1)p, +(=1-1)p+(2-n)p;
' 4V2(1-n+n?)3

biciminde olur.

Tamim 4.1.9 o* : I — S? involiit egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban catisi

{B*,Tg+,B* N Tp+} olsun.
1
(5) =5 (B + i) (4.1.86)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B*Tp+«-Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.1.17 B*Tp--Smarandache egrisinin geodezik egriligi

*

Be
K =

denklemleriyle verilir. Burada
o= —2— (£)°+(£)'(%)
o =-2-3(%) - (%
03 =2(%) +(5)°

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
ﬁ §)=—(B" +Tp
g (5) \/5( )
egrisinin Sg. yay parametresine gore tiirevi alinirsa
1
dSﬁ *
3 1 K
T, L= —(—B*+1Tg-+—B*NTp-
Be, s \/5( +1p+ = B*)

ds
s sl Be, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa dfl ifadesi

ds ¥
digl - %fz 2t (?)2

elde edilir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa TB@ (s) teget vektorii
1

*

K
Tﬁ51 (S) = (—B* + Tp« + FB* A TB*)

K*\2

2+()

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,
=2 (5 H(E) ()
o=-2-3(5)~ (5) - (£)(5)
w3 =2(%)+ (%) + (%)

olmak iizere Téé (s) tiirev vektorii
1

V2
(2+ (%))

dir. (4.1.86) ve (4.1.89) ifadelerinden elde edilen B51 A Tﬁg ifadesi,
1

/ _
Tﬁ51 (s) =

1 K*

K*
By ATy, =~ (B = T 25 ATy

K_*)Z v

T*

442(

51

3 ((DIB* + o Tp + (l.)g,B>‘< AN TB*)

(4.1.87)

(4.1.88)

(4.1.89)

(4.1.90)

(4.1.91)



seklinde bulunur. (4.1.86), (4.1.89), (4.1.90) ve (4.1.91) vektorlerinde (4.1.3) den karsilik-

lar1 yazilirsa [351 -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve Té5 tiirev vektoriiniin invo-
1
liit egrisine bagh ifadesi,

B = (-Nep)
1 K5, ) .
Tg, () = T’;_:Y(FT N -B)
Be AT, (5) = m@mgm%m)
T
Tésl (s) = v2 (waT* — oN* + (013*>

2\ 2
<2+ (%) )
denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf g geodezik egriligi

*

*
=

Y (Y
*\2\3 " T T
(2+(%))

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.1.18 « egrisinin involiit egrisi o* olsun. a* egrisinin binormaller gostergesine
ait B*Tp+- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet vektorlerine,

egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

I
Ko = 5 (”W/”wl - ”W/”62+253> (4.1.92)
Iwiy2\2 ~ @ ¢
2+( o’ )

denklemiyle verilir. Burada

@ = —2— (H‘(’;’/H)2+ (IIKH)' H(P_/H)
@y = —2— 3(H2’/H )2 _ (H‘(Z’/H )4 _ IIZ’/H )’(M) (4.1.93)
@3 = Z(HZII) + (IIZ’/H)3 +2(|I2’/\)'
seklinde birer katsayidir.
Ispat.
Bs () = —=(B"+Ty)

V2

esitlifinde sirasiyla (4.1.3), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa ﬁ51 vektOriiniin

evoliit egrisine bagl ifadesi

Be (s) = ((cos@+sin@) T + (cos ¢ —sinp) B (4.1.94)

Sl -

1
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bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alimirsa T, (s) teget vektorii
1

5 = cos @ —sin @ T+ W] N sin@ +cos @ B (4.1.95)

W[ +2¢7 W2 +2¢7 W2 +2¢7

seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

@ = —2— (\IZI\)2+(IIZ\\)' H(p_/\l)
52:_2_3(\“(2/)\)2_(HK/H)“_ M)’(M)
D1 = (%)+(IIKH)3+2(IIZ\)’
olmak iizere Téél (s) tiirev vektorii
T (s) = ¢ (@, sin @ + @ cos @) V2 n ¢w3v2
° (IW2+2¢)2 (W2 +2¢2)2

@4 () cos ¢ — @ sin@)V/2
(W2 +2¢9%)2

biciminde olur. (4.1.94) ve (4.1.95) ifadelerinden elde edilen ﬁ51 A Tﬁ5 vektori
1

Y .
B: NTp, = [W/[(sing COS‘P)T+ 2¢ N+||W||(cos(p+sm(p)

Be
1
1 \V2IW(2+40 \V20W|12+407 \V20W|12+4¢7

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K'f i geodezik egriligi

B

B 1 Wil _ Wi _ —
i (Wl Y15 )
(37

seklinde bulunur.

Tamm 4.1.10 o : I — S? involiit egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban catis
{B*,Tg+,B* N\ Tp+} olsun.

Be, (s) = %(B* +B* A Tp) (4.1.96)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B*(B* A Tp+)-Smarandache egrisi denir.

2

Teorem 4.1.19 B*(B* A Tp+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

(v +x)

Be, _
AN

(4.1.97)

denklemiyle verilir.
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Ispat.
1
s) = —=(B*+B* A Tg-
ﬁﬁz() \/5( B)

egrisinin § ay parametresine gore tiirevi alinirsa
Be
2

ds
by _ 1y X
Tﬁéz ds _\/5( T*>TB*

ds
olur. Bu esitligin normu alinirsa Téz ifadesi

dsﬁ§2 B 1 | K*

s —nl e

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tlgé (s) teget vektorii
2

Tﬁéz (s) = Tp (4.1.98)
biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa Téé (s) tiirev vektori
2
V2 K*
T; =—(—B"+—B"ATp 4.1.99
ﬁéz(s) ( _%)( +T* B) ( )

seklinde bulunur. (4.1.96) ve (4.1.98) ifadelerinden elde edilen B§2 A Tﬁ5 vektor,
2

1 * k
ﬁéz /\Tﬁ52 (s) = E(—B +B* A Tp+) (4.1.100)

seklindedir. (4.1.96), (4.1.98), (4.1.99) ve (4.1.100) vektorlerinde (4.1.3) deki kargiliklar
yazilirsa ﬁgz-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Té tiirev vektoriiniin involiit

5
egrisine bagl ifadesi,

B () = (148,

T (5) = N
1 * *
Be, NTp, (5) = E(T —B"),
! \/5 * * %
Ty () = (1_—,(_:)(%T B

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f % geodezik egriligi

Be,

(7" +K7)
Ke = = <Té52 ) ﬁéz N Tﬁ§2> =

seklinde bulunur.
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Teorem 4.1.20 « egrisinin involiit egrisi o* olsun. o* egrisinin binormaller gostergesine
ait B*(B* A Tp+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisinin Frenet vektor-

lerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

Py, _[Wll+¢

e 2 = L (4.1.101)
N

denklemiyle verilir.

ispat.
1 * *
esitlifinde sirasiyla (4.1.3), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa [352 vektoriiniin

evoliit egrisine bagh ifadesi
1
§)=——=(sin@T+N+cos¢pB (4.1.102)
Be, (s) fz( ¢ ¢B)
sekline doniigiir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa 7p, (s) teget vektorii
2
Tg, (s)=cos@T —sinpB (4.1.103)
2

esitligiyle bulunur. Tekrar tiirev alinirsa Té5 (s) tiirev vektori
2

T (S):(p’ 2sin@ W V2 @'v/2cos @
P W= T Wl W]~ ¢

biciminde olur. (4.1.102) ve (4.1.103) ifadelerinden elde edilen B52 A\ Tﬁ5 vektori
2
1 )
B52 A T'B52 (s) = E(—sm(pT%—N—COS(pB)

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K, % geodezik egriligi

Py, _[Wll+¢

K. -
e
seklinde bulunur.

Tamim 4.1.11 o* : I — S involiit egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban catisi

{B*,Tp+,B* A Tp+} olsun.
1
Be. (s) = —=(Tp- +B* A Tp-) (4.1.104)
53 \/5

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Tp+(B* A Tp+)-Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.1.21 Tp-(B* A Tp+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B 1 K*
Ko = —(2le—1//2+1//3) (4.1.105)

(1+2(5))

[SI9))

denklemiyle verilir. Burada
(vi=5+2(5) +2(5) (5)

Yo = —1-3(5) (&) — (&) (4.1.106)

Ead

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1

Pe,(s) = %(TB* +B NTg)

egrisinin s B, YAy parametresine gore tiirevi alinirsa
3
dsﬁ * *
£ 1 . K K<
T =—(—B"——Tp+—B" NTp:
P ds \/5( B +T* )
dSB

olur. Bu esitligin normu alinirsa df3 ifadesi

ds *
i =)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁg (s) teget vektorii
3

1 K* K*

Tﬁ§3 (S) = T*

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

vi= 5+ 2(5) ()

o= —1-3(5)' -2(5)" - (5) (4.1.108)
vy =—(5)" —2(5) + (%)
olmak tizere Té tiirev vektori
3
2
T} (s) = V2 5 (y1B* + o T+ + w3 B* A Tp+) (4.1.109)

Be, <1+2(§—i)2>
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seklinde bulunur. (4.1.104) ve (4.1.107) ifadelerinden elde edilen [353 A Tﬁg vektort,
3

1 K*
Be, ATp, (5) = ———=—=(_B"~Tp- + B" A Ty") (4.1.110)
3 K*
24+4()°

seklinde yazilir. (4.1.104), (4.1.107), (4.1.109) ve (4.1.110) vektorlerinde (4.1.3) den
kargiliklar1 yazilirsa [353 -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Té tiirev vektorii-

5
niin involiit egrisine bagh ifadesi,

B) = (17 -w).

1 K* * * *
T () = ————(5T N,
1+2(=)°
1 LY
Be ATp, () = —K*2<T +N —l—ZFB),
2+4()
\/5 * * *
Tg, () = —2<W3T — N +lmB)

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f g geodezik egriligi

B 1 K*

K‘g53 = ﬁ(ZFWI -y + lz’/3)
(1+2(%))7

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.1.22 « egrisinin involiit egrisi o* olsun. &* egrisinin binormaller gostergesine

ait Tg+ (B* A Tg+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisine baglh ifadesi

B w —
K = (2 Wy, - V2 +3) (4.1.111)
(2(lghy) e
denklemiyle verilir. Burada
‘V1 — (\ ) 4+ (203 +2(|IWH) (W0
3(H (f) IWI TWH (4.1.112)
_(IW][\2 HWII HWII
o' ) 2( ) +( o )

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
— (TB* +B*A TB*)

S) =
esitlifinde sirasiyla (4.1.3), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa [353 vektOriiniin

evoliit egrisine bagl ifadesi

ﬁ%(s):%(cosq)T—l—N—sin(pB) (4.1.113)

seklinde yazilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tlg5 (s) teget vektorii
3

TBg (s) = _(P’singo_HWHCOS(DT_‘_ W] Nt ”W”Sin@—(PICOS(pB
3 2|+ ¢ 2|2+ o W2+ o
(4.1.114)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

i (HWII)+ IIWH) +2(IIWH IIWH)
- __1_3(“ |‘f 2y (fvdy

A (HZII)Z (\Wll) +(H II)

olmak iizere Té5 (s) tiirev vektori
3

@ (¥, sing + W, cos 9)V2 . TV

T: (s
B, ) QWP+ 97 QW+ 97

¢ (¥ cos @ — P, sin (P)\/EB
2w+ )

biciminde olur. (4.1.113) ve (4.1.114) ifadelerinden elde edilen [353 A Tﬁ‘5 vektorii
3

_|_

/

. _ / / .
2||W||sing — ¢ COS(pT—I— (0] N+2||W\|cosg0+(p sing

VAR +2¢7 VAR +2¢7 VA2 +2¢7

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf 5 geodezik egriligi

Be, NTp, (s) =

Be 1 wi_ _
Ko = §(2|¢/| ‘I’1—‘l/2+‘l/3>

(12(5))

bi¢ciminde elde edilir.

Tamm 4.1.12 o* : I — S? involiit egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban catis
{B*,Tg+,B* N Tp+} olsun.

1
—(B*+Tp-+B" NTp+ (4.1.115)
\/5( )

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B*Tp+ (B* A Tg+)-Smarandache egrisi denir.

Be, (s) =
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Teorem 4.1.23 B*Tp«(B* A Tp-)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

ﬁ 1 * * *
o — o §((2%-1)@1—(1+%)C2+(2—%)@) (4.1.116)
4\/5(14——*4—(—*)2)2
T T
denklemiyle verilir. Burada
f=-244(5) - (£)°+2(5) + (£) (25 - 1)
L= -242(5) (5 +2(5) 2(5) - (£)(145) @1
* * * * *\ / *
G=2(%) —4(%) +4(%) —2(%) + (%) (2-%)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
§) = —=(B* +Tp+ +B* N\ Tp
B, (0) = = )

egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
A

Be, " ds V3 T* T

dSﬁ
olur ve bu ifadenin normu alinirsa df“ ifadesi

dSBé 2 K* K* )
& #5(17*(?) )

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁg (s) teget vektorii
4

*

1 K K*

TB54(S):\/ P— <_B*+(1—F)TB*+FB*ATB*> (4.1.118)
2

2(1- 5+ (%))

T* T*

esitligiyle elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

G=-2+4(5) - (5) 42(5) + (5) (25 - 1)
L= -242(5) ~4(5) 4 2(5) ~2(5) = (5)(1+ %)
6=2(5) ~4(5)+4(5) -2(5) 4 (£) - 5)

olmak iizere Té5 (s) tiirev vektorii
4
V3
* %\ 2
(1-5+(5))

seklinde bulunur. (4.1.115) ve (4.1.118) ifadelerinden elde edilen [354 A Tﬁg vektori
4

Téét (s)= 5 (GiB™ + ST + 5B A Tp-) (4.1.119)

(25 —1)B* — (1+5)Tp + (2~ X5)B* A Tp-
K* K*
S
T* T*

Be, N, () = (4.1.120)
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biciminde yazilir. (4.1.115), (4.1.118), (4.1.119) ve (4.1.120) vektdrlerinde (4.1.3) den

karsiliklar1 yazilirsa B§4 -Smarandache egrisine ait Sabban c¢atisinin ve T,é5 vektoriiniin
4
involiit egrisine bagli ifadesi,

B - %(T*—N*JrB*),
1 K* K*
Tg, = ———— (7 - (1= V' =B"),
Sy \/2<1%+<K_*)2><T T )
Be, ATy, = — ((2—:—:)T*+(1+ v +(2—*—1)B>
\/_\/1——+
Ts, = 5 (BT = GN™+1BY)

e

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf 4 geodezik egriligi

*

Kot = g((2:—:—1)4’1—(1+:—:)§2+(2—%)C3)

seklinde olur.

Teorem 4.1.24 o egrisinin involiit egrisi a* olsun. a* egrisinin binormaller gostergesine

ait B*Tp«(B* A Tp+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliinin evoliit egrisine bagli

”Z”)Cﬁ( ||W||>C3)

(4.1.121)

ifadesi

KEQ_M( ||W||1 W>z>z(<2f;1)zl<
¢’

e

denklemiyle verilir. Burada

(2= -2 a(lgh) el — (gh? w2 + (@It )
52:_2+2<H:2’_/||) _4(HZII)2+(HZH)3_2(H¥/II)4_ (H ,”)'(l-l—”f:—,”) (4.1.122)
[ :2(”3—,“) _4(HWII) +4(\ |I)3_2( \;}//II)4+(HZII)’(2_H2’_,H)

\

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
— (B +Tp +B ATy

S) =
esitlifinde sirasiyla (4.1.3), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa [3§4 vektOriiniin

4

evollit egrisine bagl ifadesi

1
Be, (s) = ﬁ«

biciminde olur ve bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁé (s) teget vektorii
4

sin@ +cos )T + N + (cos @ —sin@) B) (4.1.123)

—|IW]|)cos @ — (psm(p w
n @ = @D 2 4 _x
\/ 2(IWl> = wlle"+¢") \/2 W= IWle"+¢)
(4.1.124)
_@lcosp+ (¢ —[W)sing
V2w =W’ o7
seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar
s, — 2+4(HWII)+4(IIW|\) (HWH) +2(M)3+(M)’<2HZII_1)
C,= 2+2(H¥|l) 4(|IY;H WH —2 ZH)‘*_ %)'(1+H(p/l\)
53:2(%)_4(\%) +4(HWII) 2(”2’”) +(HK/H)’(2_HZII)
olmak iizere Téé (s) tiirev vektorii
4
" (Cising+rc00)V3 ¢"5V3

Tég (S> 2 / 12\2 2 / 12\2

4 AWl = Wlle"+ @) A(WIP =Wl + ")
§0I4@1 cos ¢ —zz sin 90)\/53
AW = [W]¢"+ @)

biciminde olur. (4.1.123) ve(4.1.124) ifadelerinden elde edilen B§ A Tﬁg vektori

W]~ ¢)sing — (W] + @) cos
VoW P = 6w ¢’ + 69>
2 _
N o — W] N
VoW P —6[w ¢+ 69>

,354 /\TB5 (S) =

4

W] — @) cos@+ (W[ +¢ )sing

+
VoIWIP —6]W g + 697

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K, 4 geodezik egriligi

e () (e ()
o' ¢’

seklinde bulunur.
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Tamim 4.1.13 o* : I — S? involiit egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel

egriye ait Sabban catis1 {C*, Tc+,C* A Te+ } olsun.

B (s) = %(c* 1)

(4.1.125)

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C* Te+-Smarandache egrisi denir, (Senyurt

ve ark., 2016b).

Teorem 4.1.25 C*T¢«-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B 1 W w
(2+( o ) )2
denklemiyle verilir. Burada
_ W2N2 Il vl
I=-2- (1) + () (Y57)
_ Lz R 11| AN 1 | A [
< Fz——2—3( o ) _( o ) _( o+ ) ( o )
— (W WI\3 (W= ly
(T3 =2(%) + (F7) " + (5)
seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016b).
Ispat.
1 k
Bu, (s) = %(C +Tc+)
egrisinin Spu, Y&Y parametresine gore tiirevi alinirsa
5, _ 1 W]
T, U (—C 4 T C* N
Buy ~ gy \/5( e+ c)

ds
olur. Bu esitligin normu alinirsa % ifadesi
Py _ 1 (Wly?
ds V2 o

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T,;Ml (s) teget vektorii

1 W
Tﬁul (s) = T (—C* +Tee + W=l
W\ 2
24 (—
( (p*/ )

seklinde elde edilir. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,
* 2 * *
I'=-2- (%) ; ("(:/—*/')/(4”2/—*/”)
w w* W\ W
I, = _2_3(H(p*,H) _ (”(p*,”) _ (H III) (H ,H)

o* o*
rs = 2(10) 4 ()7 ¢ (I

C*NT¢+)

x/
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(4.1.127)

(4.1.128)



olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

My
V2
Tg, () = (01C* +TaTes +T5C* ATer) (4.1.129)

(2+ (Ldy? )2

biciminde olur. (4.1.125) ve (4.1.128) ifadelerinden elde edilen Bul A Tﬁul vektori

1 HW*H o
ﬁ,ul /\TBp,] = ( (P C q)*/
W[ 2
442(— )
o+
seklinde yazilir. (4.1.125), (4.1.128), (4.1.129) ve (4.1.130) vektorlerinde (4.1.4) den

T +2C* N Te) (4.1.130)

karsiliklar1 yazilirsa Bul -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Téu vektoriiniin
1

involiit egrisine bagl ifadesi,

Pu, (s) = é((sm(p +cos@*)T™ + (cos @™ —sin @*)B ),

¢*'(cos @* —sing*) W] . ¢ (cos@* +sing¥)
"+ N* —
V2@ 2 WHR 2 R WHE 20072+ w2

Tﬁul (S) B*,

|[W*||(cos @* + sin ¢*) o+’

Bu, ATp, () = T~ N
‘ VAW R +4(07)2 2w+ 4(e)?
HW*H(cos(p +sin¢@ )B
\/2||W*H2+4( *’)
x/ . * * x/ 4
Téul ) = (¢*) \/E(l"lsmq) +Thcos @ )T*+ I3(0*) V2 e

(Iw+2+ (9)?)” (1w + (9)?)”
((p*')4\/§(r‘1 cos@* —I'sin ") 5
(W[ + ()7
denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf I geodezik egriligi

W AP
x/

r+2r>

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.1.26 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin birim Darboux vektoriiniin
cizdigi kiiresel egriye ait C* T+~ Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit egrisine
bagl ifadesi

1 1— 1— —
Kf“l - (=T - Erz +2T3) (4.1.131)

5
(2457 1
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denklemiyle verilir. Burada

Th——n_ L 11

E] 2 n2+n/n

r2:—2—3#—#—#% (4.1.132)
ol 11

F3—2n+n3+n/

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016b).

Ispat.

B (s) = %(c* 1)

esitliginde sirasiyla (4.1.4), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa ﬁul vektOriiniin
evoliit egrisine bagh ifadesi
(W] —¢')sing o'+ W] (W] —¢')cos ¢
ﬁul (s) = T — N+
27 +2|W|2 297 +2|w|2 297 +2|w|2

B (4.1.133)

bi¢iminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T, (s) teget vektori
1

1= (——2

/
—) cos@(c—s)
\V o+ (W12
olmak tizere

(=W —@")nsing —/[[W][+ ¢ cos ¢ n(e' — W)
Tﬁul (S) = T+ N
VIWIZ+e 14202 W2+ /1 +2n?

W12+ @?sin @ — Wl + o) cos
+\/H [+ @ =sing —n(||W||+¢’) ¢ (4.1.134)
W2+ @2/ 1+ 212

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

/

_ _n~_ 1 11
) _l N
FZ 2 3772 774 nn
1y 1, 1
D=2l

olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

Hy
T, (s) (1:1||W||—1:290/)n4\/§sin(p—1:3174\/2||W||2+2(p’2003(pT
Bu \S) =
K (14+202)2/ W2 +

N n*V2(T1¢ —T2|W]))

(1+202)2/[W]2 + ¢

+(EIIWH ~To")n* 2cos<p+fsn4\/2||W||2+2¢’2sin<pB
(1+202)2/ W] + @'
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biciminde olur. (4.1.133) ve (4.1.134) ifadelerinden elde edilen ﬁul A TBM vektorti

(W + ') sing — 201/ [[W|]>+ ¢ cos ¢ ,
V2+an/ W2+

o — W]

V24402 |W2+ ¢
+(HWH +¢')cosp+2m4/[W]2+ <P’zsin<PB

V24402 |W]2 + ¢

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kf . geodezik egriligi

1 - 1= -
(=T _5F2+2F3)

(2+L>§ n

Bu, NTp, () =

N

Pu
1
Ke =

seklindedir.

Tanim 4.1.14 o* : I — S? involiit egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel

egriye ait Sabban catis1 {C*, Tc+,C* A Te+ } olsun.

1
By, (s) = ﬁ(C* +C* N T¢+) (4.1.135)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C*(C* A Te+ )-Smarandache egrisi denir,

(Senyurt ve ark., 2016b).

Teorem 4.1.27 C*(C* A T¢+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

KBHZ _ ||W*|| + ¢*/

S UM Lk 4 (4.1.136)
e W

denklemiyle verilir, (Senyurt ve ark., 2016b).

Ispat.

By, (5) = %@ LCAT)

Srisinin s . .. .. .
€grisinin Bu a arametresine gore tiirevi alinirsa
2

7y S L Wl
5#2 ds \/E (p*/
dSﬁu2

olur. Bu esitli§in normu alimirsa — = ifadesi

DS, _ 1w

ds \/5( (p*/ )
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bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁﬂz (s) teget vektorii
Ty, (5) = Te- (4.1.137)
seklinde elde edilir. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa Téu (s) tirev vektorii
2

Tﬁﬂz s) = a ”W:”)( C"+ ] C /\TC) (4.1.138)

¢

biciminde olur. (4.1.135) ve (4.1.137) ifadelerinden elde edilen ﬁu2 A T3u2 vektori

1 * k
ﬁﬂz/\Tﬁuz(s):E(—C +C AT (4.1.139)

seklinde yazilir. (4.1.135), (4.1.137), (4.1.138) ve (4.1.139) vektorlerinde (4.1.4) den
kargiliklar1 yazilirsa ﬁu2-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Téﬂz vektoriiniin
involiit egrisine bagl ifadesi,

Bu,(s) = L (sin@*T* 4+ N*+ cos ¢*B*),

V2

Tﬁuz (s) = cos@*T* —sing*B*,
1 . * sk * * ¥
B“z/\Tﬁuz(s) e E(—sm(pT +N —cosgoB),
— " sin@*V?2 W (V2 /2 cos ¢*
"’*,L"’frw I W; N*_(P*/\/_cos*(P -
o' — W] o+ —[[W] ¢+ — W]

Téﬂz (s) -

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf 2 geodezik egriligi

By _ W]+ 0"
T T W

biciminde olur.
Teorem 4.1.28 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin birim Darboux vektoriiniin
cizdigi kiiresel egriye ait C*(C* A Tc+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit

egrisine bagl ifadesi

K % (4.1.140)

denklemiyle verilir, (Senyurt ve ark., 2016b).
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Ispat.

Bi(5) = J(C'+C" A Te)

esitlifinde sirasiyla (4.1.4), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa ﬁu2 vektoriiniin

evollit egrisine bagh ifadesi

IW|[sing — /@ +[|W|>cos @
T+

Buz(s) =
297 +2|W/?2 20 +2||w?
(4.1.141)
IWllcos @+ 1/ @ +[|W|[*sin g
+ B
207 2|
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁuz (s) teget vektorii
! o W /
osing g, W 9059 g (4414

W2+ W2+ ¢’ W2+ ¢’

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

1= (—=2

—)/cos o(c—s)
Vo + WP

olmak iizere Téu (s) tiirev vektorii
2

, —NV2|W|sing —1/2||W|? +2¢"*cos ¢ nv2e'
Ty, (s) = T+ N
(71—1)\/||W||2+<P’2 (n— D/ [IW]]2+ ¢

\/2|W |12 —f-2(p’2 sin @ — n\/§||W|| COS(pB
+
(n=D\/ W2+ ¢?

esitligiyle bulunur. (4.1.141) ve (4.1.142) ifadelerinden elde edilen ﬁuz A Tﬁuz vektort

—[[W|[sing =/ [W|J+ ¢ cos ¢ -

2|W 2 +2¢7 2|W | +2¢7

V IW2+ @ sing — [W||cos
+ B
V2IW (2 +2¢7

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K'f *2 geodezik egriligi

B 1+n
K=o

/

Pu, N, (s) =

biciminde olur.
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Tanim 4.1.15 o* : I — S? involiit egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel

egriye ait Sabban ¢atis1 {C*, Te+,C* A Te+ } olsun.

B, (5) = —= (T + C* A Te-)

V2

(4.1.143)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T+ (C* A Te+ )-Smarandache egrisi denir,

(Senyurt ve ark., 2016b).

Teorem 4.1.29 T¢+(C* A\ Te+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B 1 w*
K'g“3 = <2||(P*/||61_62+63>

(1 _|_2(HW*H) )

denklemiyle verilir. Burada

(01 = WLy o (Il 4 p(Loly ()

0y = —1-3(1871)2 o (LT0y* _ (W0

(03 = _(H‘(z’_*ll\) _z(llg/ll) + (HK*’H)/

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016b).

Ispat.
1
§) = —=(Tecx +C* N T+
egrisinin Spu, Y&Y parametresine gore tiirevi alinirsa
D _ e LA P Lt o
Pnds — V2 ¢ 0"

dSB
olur. Bu esitligin normu alinirsa d?

3
J— !

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁ” (s) teget vektorii

W*
e 7

L (eI
W12
s

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

o) = HW*II Jr2(HW*II) +2(HZ*H) (H‘(;*/H)
w* w* Wy
02:—1 3(H(p*,\|) _2(H ,H> _(Il(p*lll)

* 2 * f* *
o3 = _(HZ’TH) —Z(Hf;,”) + (HYPV*/H)/

TB/J3 (S) = C* VAN T )

1+2(

68

(4.1.144)

(4.1.145)

(4.1.146)



olmak iizere Téu (s) tiirev vektorii
3

2
T, (S) = \/_ (Glc* + 0T +03C* A Tc*) (4.1.147)

P (1+2(0)2 >2

biciminde bulunur. (4.1.143) ve (4.1.146) ifadelerinden elde edilen Bu3 A Tl% vektori

1 W
Bu AT 5) = el

\/2+4<||2’*H> ¢

seklinde yazilir. (4.1.143), (4.1.146), (4.1.147) ve (4.1.148) vektorlerinde (4.1.4) den

C* —Te-+C* N T¢) (4.1.148)

karsiliklar1 yazilirsa /3“3—Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T[;# vektoriiniin
3

involiit egrisine bagl ifadesi,

B, (s) cos @*T* +N* —sin@*B*),

1
N

—¢*'sinp* IIW*IICOS<P A ]
Tp, (s) = N

V20 12+ (9*) \/2HW*H2 )2

HW*H sin @* (p*’COS(p

JAw R+

2|[W*|| si * o/ * "
ﬁu /\Tﬁ (s) — H ||Sll’1(P Q" cosQ T*_I_ 0
3 Ha *|2 */\2 12 e
||W*||COS§D +<P*/smq)
waw+q*q
((P*/)4\/§(stin(p —Glcos(p*)T*+ 63((p*’)4\/§ .
@AW=+ (9)2)° CIW 2+ (9712

N*

(¢*")*V2(o1 sin@* + 0, cos ") s
QW2+ (9)2)?

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K'f "3 geodezik egriligi

_ 1
(2!

< H(P*,H o 62+G3>

biciminde elde edilir.
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Teorem 4.1.30 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin birim Darboux vektoriiniin
cizdigi kiiresel egriye ait T+ (C* A Te+ )- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin evoliit

egrisinin Frenet vektorlerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

Kf“3 = ;5(2161 ~0,+03) (4.1.149)
2+57)
denklemiyle verilir. Burada
G1 =y +205 + 255
62——1—3#—2#—# (4.1.150)
G3=—m — 2ty

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016b).

Ispat.
1 %
Bﬂ3 (S) - \/§<TC* +C7A TC*)

esitlifinde sirasiyla (4.1.4), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa /3“3 vektorii

—¢'sing—/ <p’2+HW|!2cos<pT+ il

297 +2|W|? 297 +2|W|?

\/ 0+ |W||2sin@ — ¢’ cos ¢
+ B

29" +2|W |2

ﬁu3 (s) =

(4.1.151)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TB”3 (s) teget vektorii

1= (=2

—)Icos o(c—ys)
Vo (W2

(<P’—71|!W|!)Sin<P—\/HWHZ+<P/2COS<PT_ ne'+|[wj N
V2402 [W]P+ g V2402 WP+ ¢

+(<p’—n||W||)cos<P+ \ ||W||2+<p’2sinsoB
V2402 W]? + ¢

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

/

olmak tizere

Tﬁu3 (s)

= 1,1 a1l
Gl—n+2n3+2n/n 1
— 1 1
62:—11—3F1—ZT—W
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olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

H3
(G| W+ G190 )n*V2sing —G3n*\/2||W||2 +2¢"* cos @ .

24122/ ¢+ W2

Téﬂs (s) =

= o = 4 o)
L (@0 T W3

2+n2)2\/ o +|W|?
+(32HWH+61¢’)174 2cos<p+63n4\/2HWH2+2<p’2sin<pB

24122/ @+ |W|]2

seklinde bulunur. (4.1.151) ve (4.1.152) ifadelerinden elde edilen [3#3 A Tﬁug vektori

QIW[I+n¢')sing —ny/[[ W[+ ¢ cos ¢ .
Va2 |wp + ¢

20" —n||W||

VA2 /WP + ¢

+(2]|WH +n@')cosp+n4/ HWH2+(p’2sin(pB
VA2 ||[W]2 + ¢

ﬁu3 N Tﬁu3 (s) =

+ N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kf s geodezik egriligi

K = L (2161 —G1+03)

(2+h):

=

bi¢ciminde olur.

Tanim 4.1.16 o : I — S? involiit egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel

egriye ait Sabban catis1 {C*, Te+,C* A Te+ } olsun.

1
Bu,(s) = —=(C"+ Te- +C* A T¢-) (4.1.152)

V3
seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C*Te+ (C* A T+ )-Smarandache egrisi denir,

(Senyurt ve ark., 2016b).
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Teorem 4.1.31 C*T¢+(C* A Te+)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

el - Dm+ (- 1= m + - )7 (4.1.153)
VT T B
4\/_ || + 2 2

Hy
Kg e

denklemiyle verilir. Burada

:_2+4(%) (HK*H) +2(HW*H) +(I$II)’(2%_1)

* * * * 4 * *
__2+2(H¥*/H)_4(HZ H) JrZ(IIW H) 2(\|$/\|) _(HZ*,H)’(“F%)

= 2(h) —a(h) a2+ (el (- )

o~ o~ o o~
(4.1.154)
seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016b).
Ispat.
1 * *
Bﬂ4(.§') = %(C +TC* +C /\TC*)
egrisinin Spu, Y&Y parametresine gore tiirevi alinirsa
Bp4 ds \/§ /
P dsﬂu
olur. Bu esitliin normu alinirsa —
* * 2
ap, %(1_HW I, (1w >
ds 3 o+’ o+’
bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁu4 (s) teget vektorii
1 W w
Ty, (s) = (—c*+(1 I II>T LA IIC*AT >
) W W= 2 v ¢
2<1_ */ +< */ ) >
9 ¢
(4.1.155)
bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
w* w* w* w* w*
2+4(H H) (Hw H) +2(H H) +(”<p II) (2H I —1)
— W W ||W*H W W]l HW*H
~2+2(150) — (1) +2(15) —2 (1) = (G (1+ 155h)
— o (1Wl W=l ||W*|| W\ eIy W]l
7[3_2( (p*’) ((p ) +4( ) 2( (p*’) +((p*’)(2_ (p*’)

\
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olmak iizere Ty (s) tiirev vektorii

V3
a(1- 1L (W)2)

seklinde bulunur. (4.1.152) ve (4.1.155) ifadelerinden elde edilen B“4 A Tﬁu4 vektorii

Téﬂ (s) = > (mC* + my T + m3C* A Te+) (4.1.156)
4

e e - (14 W re + - Wl e
Bu, A Tp, (5) = (4.1.157)

Ve \/ ||W*|| LA™y

o+
biciminde olur. (4.1.152), (4.1.155), (4.1.156) ve (4.1.157) vektorlerinde (4.1.4) den

karsilik-lar yazilirsa BN4—Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Téﬁ vektoriiniin
7\

involiit egrisine bagl ifadesi,

1
Bu, (s) = 7 ((sin@* +cos @*)T* +N* + (cos ¢* —sin9*)B*),

1y, () = (&I Deosg <p*'sin<p*T p W
V20w 12 = Wl + (@) 2w — W[ 9"+ (9*)2)
@ cos@* — (|W*|| — ¢*)'sin @*
V20w = [W* 0" + (9*')2)
CIIW* || = ¢*')sing* — (|W*| + 9*)cos "
V612 — 6w 9+ 6(*')?
20" — W
V612~ 6 W= 9™ +6(¢*')?
QW] — ¢*)cosg" + (W] + ¢*)sing*
V6l 2 =6 W* [l + 6(p*')2
7 (5)= ()" V3(m sin«p*+7rzcos<p*§T* . m(9”) ' V3 :
ST AW~ Wl + (97)2)0 T AW~ (Wl + (97)2)
(9*')*V3(m1 cos @* — mysin Q) o
(w2 = [w*[lo*' + (9*)2)*

N*

B*

Bu, NTp, (s) =

4

+ N*

_|_

N*

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f % geodezik egriligi
W=l ||W*|| W=l

4\/—< HZ*H +(H$H)z>;

Ry
Kg -_—

biciminde olur.
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Teorem 4.1.32 « egrisinin involiit egrisi a* olsun. o* egrisinin birim Darboux vektoriiniin
cizdigi kiiresel egriye ait C*Te+(C* A Te+)- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin
evoliit egrisine bagl ifadesi

S CETImEC1-pm e

d - (4.1.158)
4V2(1-n+n?):3

denklemiyle verilir. Burada

/
n= (Lycos o(c—ys)
¢+ [|W?

olmak tlizere
T :—2+4 4 +2 +2 (2 —1)
= 1 1 1 1 1
Ty =242 4ni+2n3_2F_Wl(1+ﬁ) (4.1.159)
_2n 4”2 +aos —2n4 + 4 (2—5)
seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016b).

ispat.
1 X %
Bu, (s) = —\/§(C + Tex + C* AN )

esitlifinde sirasiyla (4.1.4), (3.2.4) ve (3.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa ﬁu4 vektOriiniin

evoliit egrisine bagh ifadesi

(W]l = ¢)sing — /@ +||W|[2cos ¢ ¢+ ||W]|
Bu,(s) = I

392+ 3| W2 32+ 3| W2

(4.1.160)
+(||WH —)cos@+1/ ¢ + HWstimpB
\/ 397+ 3| W2

seklinde elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁu4 (s) teget vektorii

1= (——2

/
—) cos@(c—s)
VoW
(L=m¢' —n[[W)sing — /IWI* + ¢"cosg

\/ (1-n+n2) \/||W||2+<P’2

_ . !
N (m-DIW[[-n¢ N (4.1.161)
\/2(1—n+r12)\/HWHZ+‘P’2

(n=1)¢'—n[[W|)cos@+/||W|2+ ¢?sing
+ B

V20 =2/ [W]P + 97

/

olmak tizere

TBM4 (S) =
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seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

1 1 1 1 1
Tp= 2425 — 4+ 205 = 20— (1+5)

= _nl 1 1 1 1 1
T3 =2 — 4y T — 2t (2 7)

olmak iizere Téu (s) tiirev vektorii
4

" (s) (T |W]| — 20 )n*V3sin@ — t3n*\/3||W||2 + 3¢ cos @ .
By, \S) =
" 41— +172/ ¢+ WP

(T19" + || W)n*V3

4(1-n+n2)2\/ 9+ W32

+(ﬁ1HWH—ﬁz<p’)n4 3cos<p+ﬁ3\/3HWHZ+3<P’2sin<pB
41=n+n2)2/9?+|W|?

biciminde olur. (4.1.160) ve (4.1.161) ifadelerinden elde edilen ﬁu4 A TB”4 vektorti

(@=mW[+ (14+n)¢")sing — (21— 1)/ [W]]>+ ¢"*cos ¢
Pu, AT, (5) = T
V6—6n-+6n2\/|W|>+ 9"
C-n)e'-0+m[W|
V6—61+602/|[W|?+ ¢
+((2—n)||W|| +(1+n)¢")cosp+(2n — 1)/ |yW||2+<p/2sm<pB
V6—6n+6n2\/|W[?+¢?

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf * geodezik egriligi

+ N

+ N

Qg = DT+ (1= )T+ (2 1)

Pu, _
42(1-n+n?)2

bi¢ciminde elde edilir.
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Ornek 4.1.1
B(s) = {2 sin(25) —  sin(8s5),— = cos (25) + = cos (85) = sin (35)}
5) =15 sin(2s) — ;- sin(8s), —= cos (25) + 75 cos (8s), s
egrisine ait
B*(s) = 4 2sin(2s)— = sin(8s)+ = (1—s)cos(5s),— =,cos(25) - cos (8s)
s) = zsin(2s)— 5 s)+ 3 s)eos(5s), —z,cos(25) + 75 s
4 4 3 3
+§(l—s)sin(Ss),Esin(3s)—§+§s}

involiit egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektorii, egriligi ve burulmasi

, 4 4 3
" = {gcos(Ss),gsm(Ss),—g}

No= | (% cos (85) — g A (2s)) sin (35) — (‘5‘ sin(2s)+% sin(8s)> cos (35).
(2 sin(29)-+ £ sin(85) ) sin(39)-+c0s(35) § os(25) +§ cos(ss) ) 0}
B — {COS(3S) (‘g‘ cos (2s) — % cos(8s)) —sin(3s) (% sin (25) +§ sin(8s)> :

cos (3s) (g sin (25) — % sin(8s)> +sin(35) <§ cos (25) + % cos(8s)> g}

o - { cos (5s) (15cos? (35) — 3)
10cos(3s)*+1—2cos?(3s) . 3 ’
5\/ (11025 (39) (—1+1¢)sin’(3s)
sin (5s) (15cos? (3s) —3)
10cos(3s)*+1—2cos?(3s) . 3 ,
5\/ (1 11)2sm(3s) (—1+1)sin’(3s)
S5cos?(3s) —4 }
10cos(35)* +1—2cos2(35s) .3
5\/ C1itsint(as) L TsimGs)
K* = _
~ (1—1s)sin(35s)
. 3
?

4(—1+s)sin(3s)
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seklinde bulunur. Involiit egrisinin Frenet vektorlerine ait Sabban catisina gére Smaran-

dache egrileri,

B = %(T*—f-N*)

B = %(T*JFB*)

B = %(N*-l— *)

Bs = %(T*—f— *+B")

B, = %(—cos(p T*+N*+sin@*B)

Be, = %(Slnqo T*+N*+cos@*B")

Bey = %( (sin@” —cos @) T" + (sin @™ +cos ¢*)B”)

Bs = %( (sin@* —cos @*)T* +N* + (sin@* +cos ¢*)B*)
e = %( N"+B")

Be, = %(T*JFB*)

Be, = %(T* N7)

Be, = %(T* N*+B%)

Bu = %(smp +c0s @*)T* + (cos ¢* —sin¢*)B")

B, = %(Slnq) T* +N*+cos¢p*B")

Bu, = %(COS(P T* +N* —sin@*B")

Bu = %( (sin@* +cos @*)T* +N* + (cos 9* —sin@*)B*).

seklindedir. Burada herbir Smarandache esitlige 7*, N*, B*, sin ¢* ve cos ¢* ifadelerindeki

karsiliklar1 yazilip mapple programiyla cizilirse bu egriler agsagidaki gibi olur;
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Sekil 4.2: involiit egrisine ait 8, -Smarandache egrisi

Sekil 4.3: involiit egrisine ait ,-Smarandache egrisi

Sekil 4.4: involiit egrisine ait ,-Smarandache egrisi
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Sekil 4.5: involiit egrisine ait ,-Smarandache egrisi

Sekil 4.6: involiit egrisine ait ﬁgl -Smarandache egrisi

Sekil 4.7: involiit egrisine ait ﬁgz-Smarandache egrisi
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Sekil 4.8: involiit egrisine ait ﬁg3 -Smarandache egrisi

Sekil 4.9: involiit egrisine ait ﬁg4-Smarandache egrisi

Sekil 4.10: involiit egrisine ait B51 -Smarandache egrisi
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Sekil 4.11: involiit egrisine ait ﬁgz-Smarandache egrisi

Sekil 4.12: involiit egrisine ait [353 -Smarandache egrisi

Sekil 4.13: involiit egrisine ait [354 -Smarandache egrisi
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Sekil 4.16: involiit egrisine ait ﬁu3 -Smarandache egrisi
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Sekil 4.17: involiit egrisine ait ﬁu4 -Smarandache egrisi

4.2 Bertrand Egri Ciftine Ait Sabban Catisina Gore Smarandache
Egrileri

Bu boliimde, o egrisine ait o, Bertrand partner egrisinin Frenet vektorleri ile birim Dar-
boux vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde ¢izdigi egrilerin Sabban catis1 ve bu cati
konum vektorii alindiginda olusan Smarandache egrileri arastirilmistir. Bulunan sonuglarin
Bertrand egrisine baglh ifadeleri verilmigtir. Bertrand egrisinin 7, N,, B, Frenet vektorleri
ile C, birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izdikleri kiiresel egrilerin
Sabban catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri (Tanim 3.5.1) ve (Teo-

rem 3.5.1)’e benzer olarak sirasiyla

(T,) tegetler gostergesi igin;

.
I, =T, TTI =N, Tl/\TTl =B,

T T
T =Tr, Trl’z—TlJr,c—llT1 ATr,, Tl/\TTI/:_K_llTTa 4.2.1)

T
\Kg: <TTI/,T1 /\TT1> :K_ll’

(N,) aslinormaller gostergesi i¢in;
(N, =N,, Ty, = —cos@, T, +sing,B,, N, ATy =sinT,+cos¢,B,,

!

P 1y, (4.2.2)

/
N/ =Ty, Tv'=-N,+—
CT N I, - W

N ATy . N ANTy' = —
e T

| K = <T]\//1=N1 /\TN1> -
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(B,) binormaller gostergesi i¢in;

(B,=B,, T5 =N, B ATy =T

19

B/=Ty, Ty =B +3B AT, B ATy =—3Tp, (4.2.3)

1

| %o = (Ts,.B, A T, ) = f—ll
(C,) egrisi igin;

(Cl =sin@,T, +-cos@,B,, Ic, =cos @, T) —sin@,B,, C, NTc, =N,

!/ / 1
1 1

W, W,
C'=T, Tc,'=—C + ”¢1||C1ATC1, Cl/\Tc1/=——”(P1HTC7 (4.2.4)

(LA
0"

\Kg — <TC1/,C1 /\TC1> =
seklinde bulunur.

Tanom 4.2.1 o, : 1 — S? Bertrand partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi

{T,,Tr,, T, NTr, } olsun.

1
N (S) = —a (Tl + TT1 ) 4.2.5)

V2

seklinde taniml1 vektoriin ¢izdigi regiiler e8riye T, I, -Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.1 7,77 -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

" 1

T T
Ke' = (Pt -p2+2p3) (4.2.6)
1

1

denklemiyle verilir. Burada

(

P=2-3(3)° - (1) (1) (2) @27)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1

ni(s) = E(n +Tr,)
egrisinin sy, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsy, 1 T,

d
olur. Bu esitligin normu alinirsa —- 1fades1

dsy
ds \/_
bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty, (s) teget vektorii

1 T
Ty (s) = —12(—T1 +Tr, + ;IT1 ATr) (4.2.8)
24 (=) ‘
Kl

bi¢ciminde olur. (4.2.5) ve (4.2.8) ifadelerinden elde edilen y; ATy, vektorii

1 T T
N ATy, (s) = —( ! i —1TT1 + 2T, A TTI) 4.2.9)

4+2( )2 K Kl

Kl
seklinde yazilir. (4.2.5), (4.2.8) ve (4.2.9) esitliklerinde (4.2.1) den karsiliklar yazilirsa

Y1-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin Bertrand partner egrisine bagh ifadesi,

1
= —(T +N,
7(s) \/§< T+ 1)7
Ty](s) = ;’52( T, +N, + B) (4.2.10)
(5 :
1
WATy () = (1~ BN, +28,)
4+2(K)2 K, K,

denklemlerine doniisiir. (4.2.8) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

2
oG
= —2-3(2) - () (2)/(2) @21
ps=2() + (2)'+ ()
olmak iizere Ty, (s) tiirev vektorii
V2
Tqﬁl (s) = —122<p1T1 +p2Tr, +p3T, A Tr,) (4.2.12)
e+ &
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seklinde bulunur. Burada (4.2.1) ifadesi yazilirsa T}fl (s) vektoriiniin Bertrand partner

egrisine bagl ifadesi

S |S

/() = ——=—5(p,T; + poN, + psB,)

(2+()%)
seklinde olur. Geodezik egrilik tanimindan Kgl geodezik egriligi

N 1
K'g =

(ipl + iPz +2p3)
1\ 2 K K
2+ (2)?)

1 1

[/l

biciminde elde edilir.

Teorem 4.2.2 o egrisinin Bertrand partner egrisi &, olsun. o, egrisinin tegetler gosterge-
sine ait T} T, - Smarandache egrisinin geodezik egriligi

/ /

—3 ()
+
PIw]

[

K (7

il

p (2+(|\$||)2)%

denklemiyle verilir. Burada

P> +2p3) (4.2.13)

P, =-2—tan*(¢ — ) +tan’(¢ — O)tan(p — 6)
P, =—2—3tan’(@ — 0) —tan*(¢ — 0) —tan’(@ — O) tan( — 6) (4.2.14)
p; =2tan(¢ — 0) +tan®(¢ — ) +2tan’(¢p — 6)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1

i (s) :E

esitli§ine sirasiyla (4.2.1), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa y; vektoriiniin Bert-

(T, +17,)

rand egrisine bagh ifadesi

1
s)=——=(cos@T +N —sin6 B (4.2.15)
bi¢iminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii
tan 0)sin® —cos 6 1 tan(¢ — 6)cos O +sin O
T, (s) = 2@ —9) T+ ) B
\/2—|—tan2 (p—0) \/2—|—tan2((p—9) \/2+tan2((p—9)
(4.2.16)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

P =-2—tan*(¢p — ) +tan’(¢ — O)tan(p — 6)
P, =—2—3tan’(@ —0) —tan*(¢ — 0) —tan’(¢ — O) tan( — 6)
P; =2tan(¢ — ) +tan*(¢ — 0) +2tan’(¢p — 6)
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olmak iizere T7;1 (s) tiirev vektorii

(P3sin6+p, cosG)\/ET p,V2 (P3c0s0 —p, sin 0)v/2
(2+tan?(@ —0))?2 (2+tan?(p —0))? (2+tan?(@ —6))?2

17 (s) =

bigiminde olur. (4.2.15) ve (4.2.16) ifadelerinden elde edilen y; A T, vektorii

2sin9+tan((p—6)cosGT_ tan(¢@ — 0)
\/4+2tan2((p—6) \/4—|—2tan2((p—9)

+2cos6 —tan(@ — 0) sinQB
\4+2tan(p - )

N

WATy(s) =

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kgﬁ geodezik egriligi

/ /

¢
W

1 _ _
; ( Y p,+2p3)

Kg = NN W ﬁl"”
2+ (1) )* Wi |

biciminde elde edilir.

Tanmm 4.2.2 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi
{Tl , TT1 T, A\ TT1 } olsun.

1
»(s) = 72(2 +T, A Tr,) 4.2.17)

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T, (7, A I, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.3 7|7, A Tr,-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

(K +7)

m (4.2.18)

Y —
Kg—

denklemiyle verilir.

Ispat.
1
%(s) = —=(T,+T,ATr,)

V2

egrisinin s,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsy, 1 T

_ 1
r g = %(1 - ;1>TT1
olur ve bu esitligin normu alinirsa % ifadesi
s
dsy, 1 T
2 _(1—--1L
ds 2 ( K, )
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bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty, (s) teget vektorii

Ty (s) = T, (4.2.19)
bigiminde olur. (4.2.17) ve (4.2.19) ifadelerinden elde edilen y» A Ty, vektorii
1
VAT (s) = E(_Tl +T, /\TTI) (4.2.20)

seklinde yazilir. (4.2.17), (4.2.19), (4.2.22) ve (4.2.20) vektorlerinde (4.2.1) den karsiliklart

yazilirsa »-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin Bertrand partner egrisine bagl

ifadesi,
1
Y2<S) = E(’Tl—i_Bl)’
Tyz(s) = N, 4.2.21)
1
HLAT,(s) = —=(-T,+B,)

V2

denklemlerine doniisiir. (4.2.19) ifadesinin tiirevi alinirsa T, (s) tiirev vektori

V2 T
T, (s) = (=T + 2T A7) (4.2.22)

A
(I—K—ll) 1

biciminde olur ve bu ifadeye (4.2.1) yazilirsa T}ﬁz (s) tiirev vektoriiniin Bertrand partner

egrisine bagl ifadesi

2 T
2 (neln)
i-H

1

Ty (s) =

seklindedir. Geodezik egrilik tanimindan ng geodezik egriligi

(K +7)

K’Y2 —
§ (Kl _Tl)

biciminde elde edilir.

Teorem 4.2.4 o egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. ¢, egrisinin tegetler gostergesine

ait 7, (T, A Tr, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

W+

S T (4.2.23)

denklemiyle verilir.
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Ispat.
1
n(s) = E(Tl +T,ATr1)

esitliginde sirasiyla (4.2.1), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar yazilirsa 9 vektoriiniin

Bertrand egrisine bagli ifadesi
1
r(s)=— ((cos 0 +sin6)7T + (cos O —ssin 9)B> (4.2.24)
V2
bi¢iminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii
Ty(s) =N (4.2.25)
seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa T, (s) tiirev vektori

, tan(@— 6)v2sin6 — \/ECOSQT tan(p — 6)v/2cos 6 4 v/2sin 6
o 1 —tan(p — ) 1 —tan(@ — )

seklinde elde edilir. (4.2.24) ve (4.2.25) ifadelerinden elde edilen y» A T, vektorii

1
BAT, = E((sin@ —¢0s0)T + (cos 6 +sin 0)B)

biciminde bulunur. Geodezik egrilik tanimindan ng geodezik egriligi
W+
C -9

biciminde olur.

Tanm 4.23 o, : 1 — S? Bertrand partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi

{T,,Tr,, T, NTr, } olsun.
Y(s) = —
5(s) = —=
V2

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye 77, (T, A Ir, )-Smarandache egrisi denir.

(Tr, + T, ATr,) (4.2.26)

Teorem 4.2.5 T7, (T, A\ Tr, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

T
Kgﬁ = (Z?CI)l — P, + @3) (4.2.27)

denklemiyle verilir. Burada

By = —1-3(L) —2(2)* — (2 (4.2.28)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
—(TT1 +T, A TTl)

'}’3(S) = \/5

egrisinin s,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds 1 T T
B = — (-1, - T7 + 1T, ATy

B ds V2 : KoK

d
olur. Bu esitligin normu almirsa —2 ifadesi

ds'y3 .
ds \/_

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T, (s) teget vektorii

1 T T
Tp(s) = ———=(~T, = LT, + LT, ATy,)
1 1

1+2(%)2
1

bi¢iminde olur. (4.2.26) ve (4.2.29) ifadelerinden elde edilen 95 A Ty, vektorii

1 3
yg/\T%(s) = —(2—1T1 —TTl +T, /\TTI)

2+4(i)2 K,

1

(4.2.29)

(4.2.30)

esitligiyle yazilir. (4.2.26), (4.2.29) ve (4.2.30) vektorlerinde (4.2.1) den karsiliklari

yazilirsa y3-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin Bertrand partner egrisine bagl

ifadesi
Bs) = ——(N,+B,)
3(S = = 9
\/5 1 1
1 T, T,
Tp(s) = ——=s (-1~ 1N, + 1B,
1+2() ! 1
Kl
1 T,
BATH(s) = ————=(2.1T,~N, +B))
2+4(21) !
K-1

denklemlerine doniisiir. (4.2.29) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

@ = L2(2) +2(2) (D)
82— 13 2y (2

5 K A K K
T T T /
P3=—()" —2(3) + ()

1 1 1

olmak iizere Tjg (s) tiirev vektorii

T,)% = —ZZ(CI)lTl +(I)2TT1 —{—(I)3T1 /\TTl)

90

(4.2.31)

4.2.32)

(4.2.33)



seklinde bulunur ve bu ifadeye (4.2.1) den kargiliklar1 yazilirsa T}% (s) vektoriiniin Bertrand

partner egrisine bagli ifadesi

S

Ty = —————(®,T,+ BN, + 3B,)

7
(1+2(2)%)
elde edilir. Geodezik egrilik tanimindan K§'3 geodezik egriligi

1 T
KB = —(2—1¢1 —<I>2+<1>3)
8 2
(1+2(2)) %

(ST}

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.2.6 o egrisinin Bertrand partner egrisi o, olsun. ¢, egrisinin tegetler gosterge-

sine ait 77 (7, A\ Tr, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

v ! (2tan(p— 0)®; — B + ®s) 4.2.34)

’ (1+2tan2((p—9))

(ST}

denklemiyle verilir. Burada
@ =tan(@ — 0) +2tan’ (¢ — 0) +2tan’ (@ — ) tan(¢ — 0)
@) = —1-3tan*(¢p — 6) —2tan*(¢ — 0) —tan’(¢ — 0) (4.2.35)
@3 =tan?(¢ — ) —2tan*(@ — 0) +tan’ (¢ — O)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
v(s) = —=(Tr, + T, N Tr,)

V2

esitlifinde sirasiyla (4.2.1), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa 3 vektoriiniin

Bertrand egrisine bagh ifadesi

Y(s) = %(sin 6T + N + cos 6B) (4.2.36)

bi¢iminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii

_ tan(@—6)sin6®—cos®,_ tan(¢—6)

Ty (s) = N+tan((P—9)COSG—smeB

1 +2tan*(¢ — 0) 1+2un(p—0)? \/1+2tan2<<p—9)
(4.2.37)

seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar

@) = tan(¢ — 0) +2tan’ (¢ — 6) + 2tan’ (¢ — 6) tan(¢ — 6)
@, = —1—3tan’*(p —6) —2tan*(¢ — 6) —tan'(¢ — 6)
®3 = tan’(¢ — 0) —2tan*(¢ — 6) +tan’(¢ — )
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olmak tizere Ty, (s) tiirev vektorii

(®3in 0 + P, cos 9)\/§T+ B,V/2
(14 2tan2(¢p —0))?2 (1+2tan?(@ —0))?2

Tp(s) =

(P3cos0 — P, sinH)V/2
(14 2tan2(¢p — 6))2

bi¢iminde bulunur. (4.2.36) ve (4.2.37) ifadelerinden elde edilen y3 A T, vektorii
sin9+2tan((p—9)c059T_ 1
\/2+4tan2((p—9) \/2+4tan2((p—6)
o8 6 —tan(p — 0) sin@B
\/2 +4tan?(¢p — 0)

N

BATy (s) =

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K§’3 geodezik egriligi

1 .y
Kg}@ = - (2tan(q)— 0)d, —CI>2+CI>3)

(1 +2tan2 (@ — 9))

[S)

bi¢ciminde olur.

Tanim 4.24 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catisi
{T,,Tr,, T, NTr, } olsun.
1
Ya(s) = E(Tl +Tr, + T, A TT]) (4.2.38)

seklinde tanimli vektdriin ¢izdigi regiiler egriye T, Tr, (T, A I, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.7 T, T, (T, A Tr, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

1 T T T
KM = 2L 1A = (1+)A+(2—-L)A (4.2.39)
: M(l+%+(%)2);(< DA (14 ) (22 A

1 1

denklemiyle verilir. Burada

Ap==242(2) —4(2)V 2(2) —2(2) — (Y (14 &) (4.2.40)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
(T, +Tr, + T, \Tr,)

nls) = —

V3

egrisinin sy, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsy, 1

T—:—(—T Y T/\T)
Y4ds \/§ 1+( 1)T+ 1 T,

dsy,
olur. Bu esitligin normu alinirsa —=* d + ifadesi

dsy, |2 T Ti\2
ds _\/§(1_F1+(?1)>

1 1

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty, (s) teget vektorii
1

-2 )

1 1

T T
Ty (s) = (=7 + (=7, + 27, AT, (4.2.41)
1

1

bi¢iminde olur. (4.2.38) ve (4.2.41) ifadelerinden elde edilen y4 A Ty, vektori

1 T
Y4 ATy (s) = — (-7, -1+ )T + 2 - )T ATy
Ve l-ga (R S 1 1
Kl Kl
(4.2.42)
seklinde bulunur. (4.2.38), (4.2.41) ve (4.2.42) vektorlerinde (4.2.1) den karsiliklar1 yazilirsa

Ya-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin Bertrand partner egrisine bagh ifadesi

}/4(S) - %(711+N1+B1)7
1
Ty (s) = — (-1+0- 1)N+ ]B) (4.2.43)
\/2<1_E+(E)>
1 T
UATy,(s) = (2L -171, - (1+ )N+(2——)B1
) \/6\/112—11—1—(%)2( K, K K, >

denklemlerine doniisiir. (4.2.41) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar,

(Ar=—244(3) - (F) +2(2) + ()& - 1)

Mo = —242() —4() <23 -2 - () 1+

olmak iizere Ty, (s) tiirev vektorii

V3

T = ; (AlTl + AoTr +AST; A TTI) (4.2.44)
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seklinde elde edilir. Bu ifadeye (4.2.1) den karsihiklar1 yazilirsa Ty, (s) tiirev vektoriiniin

Bertrand partner egrisi cinsinden
3
T, = T\/_ — 5 (AT, + AN, + A3B,))
-2+ @))

1

ifadesine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kg4 geodezik egriligi

»= : L 11— 2 ——)A3
K 4\/5(1+i+(£)2)3<(21 1A - (1+ 1)A+(2 1)A)

1 Kl

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.2.8 o egrisinin Bertrand partner egrisi o, olsun. ¢, egrisinin tegetler gosterge-

sine ait T, Tr, (T, A Ty, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

(2tan(@ —0) — 1)A; — (1 +tan(@ — 0))Ay + (2 — tan(@ — 6))A3

Kg4: : (4.2.45)
4\/§<1—tan(go—9)+tan2(<p—6))2
denklemiyle verilir. Burada
A, = —2+4tan(Q —0) —4tan?(¢ — 0) +2tan’ (¢ — 0)
+tan’(¢ — 0)(1 —2tan(@ — 0))
Ay =—2+2tan(¢ — 0) —4tan’(9 —0) +2tan’(9 ~0) —2tan(9—0) o
—tan’(¢ — 0)(1 +tan(p — 0)) -

Az =2tan(¢ — 0) —4tan’(@ — 0) +4tan®(¢ — 6) —2tan* (¢ — )
| +tan’(¢p—0)(2—tan(p —0))

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
—=(T,+T7, + T, ATr,)

Ya(s) = 7

esitlifinde sirasiyla (4.2.1), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa 74 vektoriiniin

Bertrand egrisine bagl ifadesi

1
Ya(s) = 7 ((sin®+cos0) T +N + (cos 6 —sin0) B) (4.2.47)
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii
T, - tan(¢@ — 6)sin 6 — cos 6 T+ 1 N
V2(1 - tan(p — 0) +tan>(9—8)) /21 —tan(p — 0) +tan(¢ — 6))

(4.2.48)

N tan(¢@ — 6)cos O +sin 6 B

\/2(1 — tan(@ — ) +tan(¢ — 6))
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seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar

(A, = —2+4tan(¢ — ) —4tan?(@ — 0) +2tan’ (¢ — 6)
+tan’(¢ — 0)(1 —2tan(¢p — 0))
Ay = —2+2tan(¢ — 0) —4tan’(@ — ) +2tan> (¢ — 6) — 2tan* (¢ — )
—tan’(@ — 0)(1+tan(@ — 0))
Az =2tan(¢ — 0) —4tan’(@ — 0) +4tan’ (¢ — 6) —2tan* (¢ — )
| +tan’(@—6)(2—tan(@ —0))

olmak tizere Ty, (s) tiirev vektorii

(A3sin@ + A, cos 0)V/3 T4 A3 N

T @ —tan(@—0) +an’(gp— 0

BT 4(1—tan(e—0)+tan2(@ — 6))?

(A3cos@ — A, sin6)V/3

+4(1 —tan(@ — 6) +tan?(p — 9))23

bi¢iminde olur. (4.2.47) ve (4.2.48) ifadelerinden elde edilen y4 A T, vektorii
(2tan(¢p —0) — 1)cos O + (2 —tan(¢p — 6))sin O T
\/6—6tan(@— 6) +6tan(¢ — )
y 1 +tan(p —0)
\/6 —6tan(@ — 6) +6tan?(@ — 0)
N (2—tan(¢p — 6))cosO — (2tan(p@ — 6) — 1) sm8
\/6—6tan( — 6) +6tan2(p — 6)

Y4 A T’}’4 =

N

7

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kg“ geodezik egriligi

o (2tan(@ — 0) — 1)A; — (1 +tan(@ — 0))Ar + (2 —tan(@ — 6))A3
3 3

4\/5(1 —tan(@ — 6) +tan’(¢ — 9)> 2

seklinde elde edilir.

Tanmm 4.2.5 o, : 1 — S? Bertrand partner egrisinin aslinormaller gstergesine ait Sabban
catist {N,, Ty, , N, ATy, } olsun.
1
¥, (s) = E(Nl +1v,) (4.2.49)

seklinde taniml1 vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N, Ty, -Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.2.9 N, Ty, -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Ye,
Kg

2+ (w

¢, ¢’
W) — @'2—}—2073>
<HWIH Wl

denklemiyle verilir. Burada

_ 0/ \2 @ N9
o =—-2- (”“}1 H/) :_ <W/) 4|V‘}] H) ’ !
/
@ =-2=3(miy)” = (iy)” — () (i)
’ "\3 '

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
Y, (s) = E(Nl +1T,)
egrisinin Sy, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
ds /
Y% 1 ¢,
T, —L+=—(=N,+T, N, AT,
s~ VA T AT

ds’}’gl :L 2+( (Pl/ )2
ds 2 i

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa TV€1 (s) teget vektorii
1 o,
TYgl (S) = (_Nl +TN1 + HW “

§D1/ 2
2+
()

N/\TN)

esitligiyle elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

1\) (Hw”) T )
(gvl ) (m}” (\WH)(|W\|)
+(“’ '

!

D =—2- (n

W) = — (
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biciminde olur. (4.2.49) ve (4.2.52) ifadelerinden elde edilen Yo, N T,,g1 vektorii

1 ( qoll N (pl/

AT, = —
%o My, (5) W™

Ty, +2N, N1y, ) (4.2.54)

o/ \2
2w
seklinde yazilir. (4.2.49), (4.2.52), (4.2.53) ve (4.2.54) vektorlerinde (4.2.2) den karsiliklar1
yazilirsa ¥; -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T}fgl tiirev vektoriiniin Bertrand
partner egrisine bagh ifadesi,

1 .
s, (s) = —=(—cos@,T,+N, +sing B,),

V2

¢,'sing, —||W,|[cos @
TVGI (s) = = 1 1 1T1+

V2IWP+ e,

L @i'cos o, + |[W |[sing,
V2IW 2+ 9,2
¢/cosg +2|Wising, . o
1
VAW, [+ 20,2 VAW, |2+ 20,2
L2Wil[cos, — @/'sing,
VAW, 2 +20,2

W, ||4\/§(0'73 sin @, — @ cos q)l)T N o, ||W, H4\/§
2 1 21
2w, 1>+ ¢,?) 2]w,]1>+¢,")

LA

1
V2IWIP+ @,

B,,

/

YQI A Tygl (S) = Nl

19

T;gl (s) =

||W1 ||4\/§(052 sin @, +cos @, @3)

B
2IW,[2+0,2)?

1

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K;/gl geodezik egriligi

%
Kg —_—

¢’ ¢’
] — 052+2073)
<||W1|| W, I

1
(2+ (H(g&/n)z)%

1

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.2.10 o egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. o, egrisinin aslinormaller
gostergesine ait N, Ty, - Smarandache egrisinin geodezik egriligi

@) — ()T + 2B53) (4.2.55)

()
( Wi

W

Y5, 1

Ke = ; 5
2+ (1)?)?
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denklemiyle verilir.

ol (9 \2 QO N/ Q@
@1 ==2= )"+ (por) (o)
@2 = =2~ (gep)” = (pop)” = () (i) (4.2.56)
= _ ¢ ¢’ \3 o'
3= 2(qy) + ()™ + ()’
seklinde birer katsayidir.
ispat.
i
¥, (5) :ﬁ(NHFTNl)

esitlifinde sirasiyla (4.2.2), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa 13 vektoriiniin

Bertrand egrisine bagl ifadesi

Y%, (5) = % (—cos@T +N +sin@B) (4.2.57)

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T7€1 teget vektorii

¢'sing —[W[cosg, . IWIl .y @'cos@+[[Wiising
2|W|?+¢” 2|W|?+e” 2|W2+ o7

Ty, (s) =

51

B (4.2.58)

seklinde bulunur. (4.2.57) ve (4.2.58) ifadelerinden elde edilen Yo, N Tyg] vektori

(p’COS(p+2\]W\]sin(pT_ o’ N+2HWHCOS(p—(0’sin(pB

’}/GI A T’}/gl (S) =
4w |12+ 29" 4w |12+ 29" 4w |12+ 29"

biciminde yazilir. (4.2.58) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

o =-2- ( ) ( ) (%) ,
> =2~ (i) = (i) = () (o)
@ = 2(qy) <||§@H)3 (II;@_H)

olmak tizere 7_(s) tiirev vektdrii
1

IWI*V2@ssing —Brcosg) . @ [W[*V2

T, (s) =
g W] +¢?)? (2||W||2+<p'2>

HWH4\/_(052 sin @ + @3 cos (p)
(2||W||2+<P’2)

seklindedir. Geodezik egrilik tanimindan K'g ! geodezik egriligi

(/A — ()
(@ = Gy

/
Y5,

Kg

1/ s )@, +203)
@+ (5m?)?

biciminde elde edilir.
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Tanim 4.2.6 o, : 1 — S? Bertrand partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban
catist {N,, Ty, ,N, ATy, } olsun.
1
%, (s) = E(Nl +N, A TNl) (4.2.59)

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N, (N, A Ty, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.11 N, (N, ATy, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

W /
o W+ (4.2.60)

W[ — o,

denklemiyle verilir.

ispat.
N, +N, A TNI)

1
%o (s) = 5t

egrisinin Sy, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds'yg 1 (p/
—2 = (1- )Ty
R A A I

A dsy, . .

olur. Bu esitligin normu alinirsa djz ifadesi
!
deygz B l (pl

TRV AU AT

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tygz (s) teget vektorii
T7€2 (s) = Iy, (4.2.61)

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa Tjﬁg (s) tiirev vektori
2

V2 o’
T = 0 e N ]
(=) !

N, A 1y,) (4.2.62)

seklindedir. (4.2.59) ve (4.2.61) ifadelerinden elde edilen %, A T7€z vektorii

1
Ye, ATy, (5) = NG (=N, +N, ATy,) (4.2.63)

seklinde yazilir. (4.2.59), (4.2.61), (4.2.62) ve (4.2.63) vektorlerinde (4.2.2) den karsiliklar1
yazilirsa ¥, -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve Tjﬁg tiirev vektoriiniin Bertrand
2

partner egrisine bagh ifadesi,
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.
’}/Qz(s) = —=(sing, T, + N, +cos @ B,),

V2

TVsz(s) = —cos@,T, +sin@B,,
.
Yo, N Tygz (s) = E(sm(plT1 —N, +cos,B)),
T, (s) = M B W, ]]v2 @, cos V2
" [ A A A B

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kgygz geodezik egriligi

ygz _ HWI H + (pl,
N A

biciminde olur.
Teorem 4.2.12 « egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. o, egrisinin aslinormaller
gostergesine ait N, (N, ATy, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

KYQQ . ||W|| + q)/

denklemiyle verilir.

Ispat.
N, +N, ATy,)

1
s) = ——
’}/Q2< ) \/i(
esitliginde sirasiyla (4.2.2), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa %, vektOriiniin

Bertrand egrisine bagli ifadesi
Y, (s) = € (sin@T +N+cos@B) (4.2.65)
2 V2
seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T7’€2 teget vektorii

Ty, (s) = %(sinq)T +N+cos@B) (4.2.66)

biciminde olur. (4.2.65) ve (4.2.66) ifadelerinden elde edilen Yo, N Tyg2 vektorii
T = L si T—N B
Y, Ny, (s) = E(sm(p — N +cos @ B)
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esitligiyle yazilir. (4.2.66) ifadesinin tiirevi alinirsa Tjﬁg tiirev vektorii
2

() sinev2,  WIV2 L @lcospva
& Wi—¢" |W[|-¢ Wl — ¢

seklinde elde edilir. Geodezik egrilik tanimindan Kggz geodezik egriligi

K?’gz _ W]+ ¢’
W —ef

biciminde olur.

Tamm 4.2.7 o, : 1 — S? Bertrand partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban

catist {N,, Ty, , N, ATy, } olsun.

1
(TN1 +N, A T]\]1 )

Y, (5) = NG

(4.2.67)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Ty, (N, A Iy, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.13 Ty (N, ATy, )-Smarandache egrisinin geodezik eriligi

1 /
5 (2L A — Ay +Ag)
<2+< 9 >2>2 W]
A
denklemiyle verilir. Burada
o’ ?/' \3 N
A=y +2(wr)” + 20w (i)
¢ \2 Q' \4 (Y
Ao = =1=3 ()" = 2qwy)” ~ (i)
¢ 2 ¢ \4 ¢\
8 =~ (qwp) "~ 2(qwey) "+ (i)
seklinde birer katsayidir.
ispat.
1
Y, (s) = —=(Tn, + N, ATy,)
% V2 1
egrisinin Sy, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsy, 1 o’ o,/
—2 = — (=N, — =Ty + ——N, ATy
T A [ R R TR
d
olur. Bu esitligin normu alinirsa ;y? ifadesi

dsy, 1 ¢/ \2
3 1+2< 1 )
ds 2\/ W
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bulunur ve Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty, (s) teget vektorii

o,
Al

1 o,

Ty, (5) = (N~ O
e W
2w

Ty, + N, ATy, ) (4.2.70)

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayllar

A=, |\+2(|\w ||) +2(

|
l
® ® 4 ® /
A2:‘1‘3(_Hwﬂn) —2(qw H) ‘(nWllu)
_ 9’ 2 o' \4 Y
As == () —2(r) + (wy)
olmak tizere Ty_(s) tiirev vektorii
3
V2
y’% (s) = 5 (AIN, + ATy, + AN, ATy, (4.2.71)

(1+2(m)?)

biciminde olur. (4.2.67) ve (4.2.70) ifadelerinden elde edilen Yo, N Tyg vektorii

1 (2 (pl

W, ||N In, +N, /\TN) (4.2.72)

’}/G?’ A T7g3 (S) =

seklinde yazilir. (4.2.67), (4.2.70), (4.2.71) ve (4.2.72) vektorlerinde (4.2.2) den karsiliklar1
yazilirsa ¥; -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve T}ﬁg tiirev vektoriiniin Bertrand
3

partner egrisine bagh ifadesi,

1 ) .
Y, (s) = 7 <(s1n ¢, —cos @, )T, + (sin @, + cos (pl)B1>,

T}, (s) = (pI/(Sin(Pl +cos (P1>T _ ”Wl H N + (P]/(COS(Pl —Sin(pl)
5 1 1

3 W2 +20,2 /I 2429, W, + 29,2
cos @, +sin @,

29,
')/g3 A\ Ty% (S) = T'l + Nl +
V2IWIR+de2 2w a2 2w 2 + e,
||W||4\/_(A3sm(»01 AZCOS(Pl) T + A1||W1||4\/§
1 2
(I, 12 +29,2)? (I, 1 +29,2)

B,

cos @, —sin @,

B,

T (s) =

IW*V2(A0sing, +Ascosg,)
2
(w112 +2¢,)

1

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kg% geodezik egriligi

75 1 ( (Pl
Ke~ = - 2 — Ay +A3>
(1+2(||(€v]1 ||) ) H H

biciminde olur.
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Teorem 4.2.14 « egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. ¢, egrisinin aslinormaller

gostergesine ait Ty (N, ATy, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

I o
o5 (2||‘(§/”A1 A+ As) (4.2.73)

@+ (o)

denklemiyle verilir. Burada

A1 = () +2(y)” + 2 ()
Ao = —1=3(g)* = 2(qep)"* — (iy)’ (4.2.74)
As = = () = 2(qep)* + ()’

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
TN1 +N, A TNl)

1
§)=—=
¥, (5) \/5(
esitliginde sirasiyla (4.2.2), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa %, vektoriiniin
Bertrand egrisine bagl ifadesi

Y, (5) = % ((sing —cos @)T + (sin @ + cos ¢)B) (4.2.75)

bi¢iminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii

I( s / P
¢'(sing +cosg) . Wil @'(cosp—sing)
W +2¢ W2 +2¢7 W2 +2¢7

(4.2.76)

Ty, (s) =

3

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

Ar = (i) +2(ry)” + 2 ) ()
Ay =—1 —/3( H‘(Q/H 2 _/2( H‘(Q/H )4 - (II‘(’@H )
As = = (i) = 2(iy)* + ()’

olmak iizere 7,_(s) tiirev vekidrii
3

[WI*V2(Assing —Aocosp) . A W[V
(W2 +2¢)° (W2 +2¢7)°

W[ V2@ sing + B cosp) ,
(IWIP+292)*
seklinde bulunur. (4.2.75) ve (4.2.76) ifadelerinden elde edilen Yo, N T),g2 vektorii

/

CoS @ +sin@ T4 2¢ N cos ¢ —sin @

Yo, Ny, (s) = B
V2IWIR+492  \2W(2+497  \2W|2+49"
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seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K'g 3 geodezik egriligi

Y%, (P/ -~ = =~
2 A —A Az).
s =22 +as)

Kg

1
, 5
0 5
2+ (p)?)?
bi¢ciminde olur.

Tanom 4.2.8 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban
catist {N,, Ty, , N, ATy, } olsun.
1
Y%, (s) = E(Nl + Iy, +N, A TN1) (4.2.77)

seklinde taniml vektdriin ¢izdigi regiiler egriye N, Ty, (N, ATy, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.15 N Ty, (N, A\ Iy, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

20— 1)+ v+ (2 U3
K}t:( W, T Jui + ( . W, |)<p’ (5 IIWIH) (4.2.78)
4\f(1— Ay ! 2)2
CARKIAL
denklemiyle verilir. Burada
0, 0, \2 N '\ @
U1=—2+4(|m}1|\)_(||w}1\|) +2(\W}1II) Jr(HV‘}IH) (2HW} | )

/ !

=2+ 2(y) () + 2 /||)3_2(%)4_(u(5vﬂn)/(” W)

/ ! !

o =2(by) —4(i)” + 4

) =2 + ()’

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
N, + TN1 +N, A TNI)

1
}’g4(s) = ﬁ(

egrisinin Sy, yay parametresine tiirevi alinirsa

ds Yg4 0, '

Al

¢,
W, ]

T =gy ds %(

—Nl-l-(l— )TN1

olur. Bu esitligin normu alinirs

ds’)/g4 _ z<1_ (p]/ ( (pl/ )2>
ds 3 W Il
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elde edilir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty, (s) teget vektorii

1

Yg4(s): o, o,
1 1 \2
\/2<1‘ i )

1 1

o,
W, |

K
g

<—N1+(1 )Ty + Nl/\TNl>

(4.2.80)

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

. [0 ¢ \2 0, \3 RN
o1 ==2+4() = ()" +2(w)” + () G = 1)
o’ o' \2 o, \3 o,/ \4 RN o’
”2—‘2+,2(%|)‘,4(2||Wﬂ|) +,2(3||W11||) —lz(lwﬂn) ~ () (1 + )
_ ® o o ® o / [
03 =2(my) —4(wy) " +4Gwr) —2(w) + () =
olmak iizere T, ) (s) tiirev vektorii
3
T;g4 (s) = \/_ 3 (UlNl + 1)2TN1 + V3N, A TNI) (4.2.81)

2
41— o+ ()’
seklinde elde edilir. (4.2.77) ve (4.2.80) ifadelerinden elde edilen Y, N Tyg4 vektori

!

9
g — DN, - 1+||W||)TN+(2 WM ATy,

(P1 2
f\/ TARRGAD

seklinde yazilir. (4.2.77), (4.2.80), (4.2.81) ve (4.2.82) vektorlerinde (4.2.2) den karsiliklar1

yazilirsa ¥ -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T)ﬁg tiirev vektoriiniin Bertrand
4

(4.2.82)

')/g4 /\ T7g4 (S) =

partner egrisine bagl ifadesi

1 . .
%) = z(Ging, —cosg)T, 4N+ (ing, +cos9)B, ).

(P1,Sin(P1_(||WH (pl)COS(plT HW”
V22 = W le +20,2) /201012~ W ll9, +29,2)
L orcoso (W= )sing,
Jz IW, 12~ W, [l +20,2)
2||W, || — sin Wi+ cos
y ATy ) = 2Wi=0)sing - (W,1+p))cose,
¢6||W 12— 61W, [, +60,”
2(01_HW1||
VEIW, 2~ 61W, |9, + 69,

Ty, (s)

N]

+ N,

+(2‘|Wl H - (pl/) CoSQ, — (HW| H + (Pl/) sin o, B
VS, I2 61w, 9,/ + 69,7

19
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W, [[*v/3(vssin g, —UZCOS%) T4 UAINE
1 2
(W17 = 1, |9, + 9,2) AW 112 =W e+ ¢, %)

W, [[*V3(vasin @, + 3 COS(PI)
(HW H2 - HW ”(pl +(P1/2)

esitliklerine dontisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kgg“ geodezik egriligi
o oo _ o
v, G Dot (1= o+ - g vs

g / / 5
¢ 9 \2)2
4V2(1— e (]
(= g * ()

seklinde bulunur.

Teorem 4.2.16 « egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. ¢, egrisinin aslinormaller
gostergesine ait N, Ty (N, ATy, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

/ /

28— )0+ (—1— +(2— v
o o oA /\ ||)”ip/( I W) 03 (4.2.83)
2\ 2
w2(1- (g + ()
denklemiyle verilir. Burada
T = 2+ 4 — (i) + 2 + 2 ) — 1
2 = 2+ 2y — () + 20 — 20 - () L+ () (42.84)

/

|03 = 2(7i) = 4y + 4’ = 20 + () @ (i)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.

1
Y, (s) = E(Nl + Ty, +N, A1y,

esitlifinde sirasiyla (4.2.2), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa %, vektoriiniin
Bertrand egrisine bagl ifadesi

Y, (5) = % ((sin@ —cos @)T + N + (sin @ + cos ¢)B) (4.2.85)

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tyg4 (s) teget vektorii

¢'sing — (W] —¢')cosg . W]

V2IWR = Wle' +202)  /2(IW ]2~ W]’ +2¢72)
(4.2.86)

Ty (s)

%4

N

L @cosot (W~ ¢)sing o
¢2 W2 — W ¢’ +2¢2)
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biciminde olur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar

= o' ?

(
02 = =2+ 2(pfy) — 4y + 2y
3

/

U3 = 2(gim) = 4(i)* + 4 () = 2(en)* + (i)' 2= ()

olmak tizere Ty_(s) tiirev vektorii
4

IW*V3 (03 sing —pc0sQ) . o, |[W*V3
2 2
AW~ W]’ + ) 4(IW(P— Wl +¢)

T7;€4 (s) =

W [|*V/3(Dy sin @ + 3 cos (p)B
2
A(WIP—wle'+¢7)
biciminde olur. (4.2.85) ve (4.2.86) ifadelerinden elde edilen %, A T},g4 vektorii

@IWI - ¢)sing + (W] + ¢')coso . 20" — W]

N
VoW IR = 6w e’ + 69> VoIWIP —6]W ¢ +6¢7

’)/g4 AN Tfyg4 (S ) frd

W[ —¢")cosp —([W]|+ ¢ )sing ,

+
VoW IP - 6w e’ + 69>

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K;/g“ geodezik egriligi

¢’ ) ' o Y
oo oo~ Vo L= g2 2~ g 0
/ /

(' (4
W2(1= () + ()

[S1i9]

bi¢ciminde elde edilir.

Tammm 4.2.9 o, : I — S? Bertrand partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban

catst {B,,Tp ,B, ATp, } olsun.

1
(s) = 72(31 +T5,) (4.2.87)

seklinde tanimh vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B, Tp -Smarandache egrisi denir.

1

Teorem 4.2.17 B, Tp, -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Ye 1 K K
Ky = —Klzg(f_ll(a1 — r_11®2 +203) (4.2.88)
2+ (%))
denklemiyle verilir. Burada
2
0= 2 (2)"+ (3)/(%)
0= —2-3(%) - ()~ (3)'(§) (4289

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1

(S):E

egrisinin § ay parametresine gore tiirevi alinirsa
Ye
1

Ye (B1+TBI)

1

ds?’gl 1 K,
Ty, —-' = —=(~B, +T5, + - B, ATs)

vds 2! R 4

dSy
L jfadesi

dsy51 B
ds \/_

elde edilir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T},5 ) teget vektorii

olur. Bu esitligin normu alinirsa

1 K
Tyé1 (s) = —Kz( —B, +Tp, + T—‘Bl ATp,) (4.2.90)
2+ () :
Tl
biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
K \2 K \//K
01 = —2— (£ + () (%)

1

02 = -2 3()* - ()" - (3)/(3)

olmak iizere ijg (s) tiirev vektorii
1
2
Tj%] (S) - \/K_ 2 2
_1
(2 + (Tl ) )
seklinde bulunur. (4.2.87) ve (4.2.90) ifadelerinden elde edilen Ye, A T)/g vektori

1
e, /\T}’gl = —( 1B ——'TB +2B, /\TB ) (4.2.92)

4+2( )2 T Tl

seklinde yazilir. (4.2.87), (4.2.90), (4.2.91) ve (4.2.92) vektorlerinde (4.2.3) den karsilik-

(©1B, +©,T3, +©3B, A Tp ) (4.2.91)

lar1 yazilirsa Y, -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T)% vektoriiniin Bertrand
1

partner egrisine bagh ifadesi,

e, (s) = %<_N1 +B1>

T, (s) = ;(ET N —B)
Ye - 1 1 1
AT
_.l_ —_—
1
1
Vo AT (5) = ——— (2T + ‘N+£Bl)
4+2(=t !
+2(5)
V2
Ty (s) = —(®3T1—®2N1+®1Bl)



Y
sekline doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kgé' geodezik egriligi

1 K, K
— (20, - 0, +20
PN EEAC R R
1

biciminde olur.
Teorem 4.2.18 « egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. ¢, egrisinin binormaller
gostergesine ait B, Tg, - Smarandache egrisinin geodezik egriligi

o ! (cot(p—0)81 —cot(9— 0)8,+265)  (42.93)

(2+cot?(9p—6))?

denklemiyle verilir. Burada

@) =—2—cot?>(¢—8)+cot' (¢ —0)cot(p — 0)
®; =—-2—3cot?’(¢—8) —cot*(¢ — 0) —cot’ (¢ — 0) cot(¢ — 0) (4.2.94)
©3 =2cot(¢p —0) +cot’ (¢ —8) +2cot’ (¢ — 0)

seklinde birer katsayidir.

ispat.

7, ()= (B, +Th)

esitlifinde sirasiyla (4.2.3), (3.3.2) ve (3.3.4) den kargiliklar1 yazilirsa 13 vektoriiniin

Bertrand egrisine bagli ifadesi

1
s) = —=(sinOT +N +cosOB (4.2.95)
bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T7§1 (s) teget vektorii
T, (S):cot(q)—e)cose—sinGT_ 1 N_cot((p—@)sin@—cosGB
: \/2+cot2((p—9) \/2+cot2((p—9) \/2+cot2((p—9)
(4.2.96)

seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar

= —2—cot’(¢p—0)+cot’ (¢ —0)cot(¢ — 0)
—2—3cot’(¢p —8) —cot*(¢ — 0) —cot’ (¢ — 0) cot(p — 6)
=2cot(¢ —0) +cot?(¢ — ) +2cot' (¢ — 0)

0
0,
0;

olmak iizere T?% (s) tiirev vektorii
1

T (s) = (0, sin9+@gcos@)\/§T_ V2 n (©, cos 8 — @3sin0)v/2
%Y T T (2 co2 (@ — 0))2 (2+cot?(p —0))? (2+cot?(p —0))?
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seklinde elde edilir. (4.2.95) ve (4.2.96) ifadelerinden elde edilen Y, A Tyé1 vektori

cot(¢ — 0)sinB +2cos 6 T+ cot(p —0)
\/4+2c02(g —6) \/4+2c0e(p - 6)
+cot(q)— 0)cos 6 —2sinGB
\/4+2c0t2((p— 0)

N

YEI A T}’gl (S)

Ye
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kg51 geodezik egriligi

7. 1 o) ©> 420
Kg51 — - (cot((p—@)@l —cot(q0—9)®2+2®3>

(2+cot?(¢9—0))?

bi¢ciminde olur.

Tanim 4.2.10 o, : I — S? Bertrand partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban

catst {B,,Tp ,B, A Tp, } olsun.
1
}/52 (S) = E(Bl +Bl /\TBI) (4.2.97)
seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B, (B, A Tp, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.19 B, (B, A Tp, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Jo _ (ntK)

(4.2.98)
¢ (T1 - Kl)
denklemiyle verilir.
ispat.
1
Y, (s) = E(Bl +B, A Tp))
egrisinin Sy, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
de}/ 1
52 K-l
—==—(1——)T,
752 ds \/5( Tl) B]
.. o dsye )
bi¢iminde olur. Bu esitli§in normu alinirsa —* ifadesi
ds}’gz B 1 (1 Kl)
ds 2 T,
seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T,,§2 (s) teget vektorii
T7’£2 (s) = Tp, (4.2.99)
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biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa T}fg (s) tiirev vektorii
2

V2 K
T! =—" (=B, +—-B AT, 4.2.100
Ygz(s) (1_;)< 1"_7’.1 1 31) ( )
1

esitligiyle bulunur. (4.2.97) ve (4.2.99) ifadelerinden elde edilen Ye, A TYg vektori
2

1
Ye, ATy (5) = E(—Bl +B, ATp)) (4.2.101)

seklinde yazilir. (4.2.97), (4.2.99), (4.2.100) ve (4.2.101) vektorlerinde (4.2.3) den karsilik-

lar1 yazilirsa Y, -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve T}% tiirev vektoriiniin Bert-
2

rand partner egrisine bagh ifadesi,

() = (4B,
TYgz(S) = =N,
Y AT () = (1B,
, V2 K
Ty (s) = m(?lTl—Bl)

B
esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kg52 geodezik egriligi

%, _ (Tl +K1)
s (7’-1 _Kl)

biciminde olur.

Teorem 4.2.20 o egrisinin Bertrand partner e8risi o olsun. ¢, egrisinin binormaller
gostergesine ait B, (B, A Tp, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

¥, 1+4cot(p—0)

denklemiyle verilir.

Ispat.
1
(Bl +B, A TBI )

%, (s) = ﬁ

esitliginde sirasiyla (4.2.3), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Ye, vektoriiniin

Bertrand egrisine bagli ifadesi

((sin6 +cos )T + (cos 6 —sin6)B) (4.2.103)

S

Y, (s) =
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bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T,,52 (s) teget vektorii
Ty, (s) = =N (4.2.104)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T}% (s) tiirev vektorii
2

(cot( —B)cos® —sinB)V2_ (cot(¢ —0)sin@+cosO)v2
1 —cot(p—0) B 1 —cot(p—0)

seklindedir. (4.2.103) ve (4.2.104) ifadelerinden elde edilen Ye, A Tyg vektori
2

Ty, (s) =

1 ) .
Ve, N Tyéz (s) = 7 ((cos® —sin@)T — (cos 6 +sin6)B)

esitligiyle yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kg > geodezik egriligi

Jo 1 +cot(p —0)
& " l—cot(p—0)

biciminde elde edilir.

Tanim 4.2.11 o, : 1 — S? Bertrand partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban
catst {B,,Tp ,B, ATp, } olsun.
1
Y, (s) = E(TB1 +B, A TBI) (4.2.105)
seklinde tanimli vektdriin ¢izdigi regiiler egriye Tp (B, A Tp )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.21 T (B, A Tp )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

K
2— . LY, — ¥, +‘P3) (4.2.106)

1 1
Wy = —1-3(2)° —2(3) = (&) (4.2.107)
seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
_(TBI +B, A TB1 )

)=

egrisinin Sy., yay parametresine gore tiirevi alinirsa
3

%

3

dS'y 1
Ty, —— = —=(~B, — 2Ty + ‘B ATp)

3 ds \/5 T T
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dsy
3 ifadesi

olur. Bu esitligin normu alinirsa

a5

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T,,g3 (s) teget vektorii

1 K K
Ty53 (s) = —(—B1 — —ngl + r_lBl A TBI) (4.2.108)

14224 E i
1

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

W= 223 +2(3) ()
¥, :—1—3(T:)2—2(f—:)4—(f—:)’ (4.2.109)
W= () —2(3) + (7))

7 1 1
olmak iizere Tu% (s) tiirev vektorii
3
, V2
T)/5 (S) = —K22(T]Bl +lP2TBl +\P3Bl A TBI) (42110)
3 5
(1+2(3)%)
seklinde bulunur. (4.2.105) ve (4.2.108) ifadelerinden elde edilen Y, A T,,53 vektori

1 K,
Ve, ATy, (5) = ——=—=(2_"B, ~ T, + B, ATy, 4.2.111)
‘ 244(=)?
Tl

seklinde yazilir. (4.2.105), (4.2.108), (4.2.110) ve (4.2.111) vektorlerinde (4.2.3) den

karsiliklar1 yazilirsa Ye, -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve TJ% tiirev vektorti-
3

niin Bertrand partner egrisine baglh ifadesi

Y&S(S) = %(ﬂ _N1>7

1 K, K,
Te () = ———= (TN -8),
1+2(-L ! !
( 1)
Ye, AT (5) (7, +N,+22B,)
244(2)° 1
TI
V2
T, () = —22<\P3T1—‘P2N1+‘P131)

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kg 3 geodezik egriligi

K = 1 25w, —w, 1wy

(1+2(%)? ) R

biciminde olur.
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Teorem 4.2.22 « egrisinin Bertrand partner edrisi ¢, olsun. ¢, egrisinin binormaller
gostergesine ait Tp, (B, A Tp, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi
Y 1 S
K = (2cot(p— 6)F, — T, + T3) (4.2.112)
(1+2cot?(¢ —0))

denklemiyle verilir. Burada

(ST}

WP, =cot(¢p —0)+2cot?>(¢ — 0) +2cot' (¢ — 8) cot(p — 6)
P, =—1—3cot>(¢—0) —2cot* (¢ — 0) —cot' (¢ — 0) (4.2.113)
¥3 = —cot’(¢ — 0) —2cot* (¢ — 6) +cot' (9 — 6)

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
Y, (s) = %(TB1 +B, N Tp,)
esitlifinde sirasiyla (4.2.3), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Y, vektOriiniin

Bertrand egrisine bagh ifadesi

1
(cosOT —N —sin6B) (4.2.114)

Ve, (s) = E

bi¢giminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T, (s) teget vektorii
3

cot(qo—@)cosG—stT+ cot(p—0)

Ty, (s) N
S
’ \/1+200t2((p—9) \/1+2cot2((0—9)
(4.2.115)
_cot((p—@)sin6+cos93
\/1 +2cot?(¢ — 0)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

Y, =cot(¢p —0)+2cot?>(¢ —0)+2cot’ (¢ — 0) cot(p — 0)

Yy =—1—3cot?(¢p — ) —2cot* (¢ — 6) —cot’ (¢ — 0)

P;3 = —cot?>(¢ —0) —2cot* (¢ — 0) +cot' (¢ — 0)
olmak iizere T?% (s) tiirev vektorii

3
Tl ()= (P, sin 6 + W3 cos 6)v2 ¥,V2 N (P, cos 6 —P3sin0)V/2
B (14 2cot2(p — 0))? (1+2cot?(p—0))?2 (1+2cot?(p —0))?2

biciminde olur. (4.2.114) ve (4.2.115) ifadelerinden elde edilen Ye, N Ty§3 vektorii
200'[((;)—G)SinG—f—COSGT+ 1 N

\/2+4cot2(q)—6) \/2+4c0t2((p—9)
+2cot((p —6)cosb — sin@B

\/2+4cot2(g0 —0)

Y§3 A T}’53 (S)
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¥
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kg53 geodezik egriligi

1 o
K = (2cot(p — 0)F) — B, + )

(1+2cot?(¢ —0))

(71}

seklinde elde edilir.

Tanim 4.2.12 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban
catst {B,,Tp ,B, A Tp, } olsun.

1
(s) = ﬁ(Bl + 15, +B, A TBI) (4.2.116)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B, Tp, (B, A\ T, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.23 B, T (B, AT, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

I
o —f g((2%—1)61—(1+§)62+(2—%)193> (4.2.117)
av2(1+ 2+ (2)?) 1 1 !

T T

denklemiyle verilir. Burada

T T

(B —2(Ey - () (1+L) (4.2.118)
seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
’}/54<S) = \/g(Bl +TB] +Bl ATB])

egrisinin s ay parametresine gore tirevi alinirsa
13
4

dS/y 1
_54:_<_B 1_ET EB /\T)
Y%, s /3 1+( T1) BI+T1 1M B,

dsy,
olur ve bu esitligin normu alinirsa df“ ifadesi

dsy, 2
R T . Y
ds \/3 r+(r)

1 1

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty§4 (s) teget vektori

K K
T (5) = (—B, + (1= 29T, + 2B, /\TBI> (4.2.119)
1

1
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seklinde elde edilir. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar
= -2+4(3) — (3)° +2(3) (%)'(25—3—1)
o= -242() ~4(5) 4208 2 - (B 0+5) @210
3 4
193—2(11)—4(1—‘) va(5) 25 () -8

gl 1

olmak iizere T)é; (s) tiirev vektorii
4
V3
K. K \2
(-5 ()

biciminde bulunur. (4.2.116) ve (4.2.119) ifadelerinden elde edilen Y, A T754 vektorii

() —
Ty};4 (5) =

5 (1B, + 02T, + 03B, A Tp,) (4.2.121)

K. K K
(27— 1B, = (1+1)Tp +(2—1)B, AT,

_ 1 1 1
Ve, ATy, (5) = v \/1 L ay (4.2.122)

T T

seklinde yazilir. (4.2.116), (4.2.119), (4.2.121) ve (4.2.122) vektorlerinde (4.2.3) den

karsiliklar1 yazilirsa Y, -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Tjﬁé vektoriiniin
4

Bertrand partner egrisine bagl ifadesi,

Y, = %(TI—NHFBI%
o Vz(lf—;(?j)z) (Gn-0-gm-8)
Ve, ATy, = %\/I%H%)z((z ])T+(1+ ])N+(2—]—1)B>
LT
Ty’64 = v3 5 (03T, — %N, + B4 B))

(1-2+ ()
denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kg * geodezik egriligi

Ve 1 K K, K
Kt = (-0 —(1+2)h+(2-)%
4\/§<1+5+(E)2>2( g T T >

T T

seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.24 « egrisinin Bertrand partner egrisi ¢ olsun. ¢, egrisinin binormaller

gostergesine ait B, T (B, A Tp, )- Smarandache egrisinin geodezik egriligi

K;/§4 _ (2cot(@ — 0) —1)0; — (14cot(p —0)) I+ (2—050t((p —6)) 93 (4.2.123)

4\/§<1 +cot(p —6) + (cot(p — 6))2> :
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denklemiyle verilir. Burada

(9, = —2+4cot(¢p—0) —cot> (¢ — 0) +2cot> (¢ — 0)

+cot'(¢ — 0) (2cot(p — 6) — 1)
9. _ _ ) 20— 3(r—0) — 40y _
¥y =—242cot(¢p—0) —4cot*(¢p —0)+cot’(¢p —0) —2cot* (¢ — O) (4.2.124)
—cot' (¢ — 0)(1+cot(¢ —0))
3 =2cot(¢p —0) —4cot’(p— 0) +4cot’ (¢ — 0) —2cot* (¢ — 0)
[ +cot'(9—6)(2—cot(p—0))
seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
Y, (s) = E(Bl + 75, +B, \Tp,)
esitlifinde sirasiyla (4.2.3), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Y, vektOriiniin

Bertrand egrisine bagli ifadesi

%, (s) = % ((sin® +cos 0)T — N + (cos 6 — sin 0)B) (4.2.125)

sekline doniisiir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii
4

T, (s) = cot(¢p —6)cosO —sin O 5
Y%,
\/2(1 —cot(@ — 6) +cot?(p—0))

- 1 —cot{9 —6) N (4.2.126)

V2(1—cot(p —8) +cot2(p - 6))
B cos O +cot(¢p — 0)sinb
\/2(1 —cot(@ —8) +cot?>(¢ — 6))

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

(9, = —2+4cot(¢p—8) —cot?(¢ — 0) +2cot* (¢ — 6)
+cot'(¢ — 0) (2cot(¢p — 6) — 1)

¥y =—2+2cot(¢p —0) —4cot> (¢ — 0) +cot’ (¢ — 0) —2cot* (¢ — 0)
—cot' (¢ —6)(1+cot(p—0))

V3 =2cot(¢ —0) —4cot?>(¢ —0) +4cot®>(¢ — 6) —2cot* (¢ — 0)

[ +cot'(¢—6)(2—cot(p—0))

olmak iizere T;g (s) tiirev vektorii
4

B

T (s) = (9, sin 6 + ¥3c0s0)V3 T4 92V/3 N

" 4(1—cot(¢ — ) +cot(9p—0))*  4(1—cot(¢ — ) +cot?(p — 0))°

(¥, cos 8 — ¥35in0)V/3

+ 2
4(1—cot(p — 6) +cot?(¢ — 0))

B
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biciminde olur. (4.2.125) ve (4.2.126) ifadelerinden elde edilen Y, A Tyé vektorii
4

(2cot(¢ — 0) —1)sin6 + (2 —cot(¢ — 0)) cos9T
\/6 —6cot(Q —0)+6cot?(p—0)
N 1 +cot(p—0) N
\/6—6cot(p— ) +6co2(p — )
N (2cot(@ —6) —1) cos 0 + (cot(p — 6) —2) sinGB

\/6—6cot(p — 8) +6cor2(¢ — )

']/64 A Ty§4 (S ) =

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K'g *+ geodezik egriligi
%, (2cot(@—06)—1)0 — (14cot(p—0))B2+ (2—cot(¢—6)) 53

s 5

4\/5(1 +cot(@ — 6) + (cot(p — 9))2> y

seklinde elde edilir.

Tanm 4.2.13 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban ¢atis1 {C,, Tc, ,C, ATc, } olsun.

1
(€, +T¢,) (4.2.127)

Ty, (s) = E

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C, Tc -Smarandache egrisi denir, (Senyurt

ve ark., 2016a).

Teorem 4.2.25 C, T, -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

K;’ul _ liv H (HW l Iy — HW1/H 12+213> (4.2.128)
R e DA

denklemiyle verilir. Burada

IWLINZ Wl W
u =2 (G (ly (il

~2-3(50)" - (5"~ (50 (55) (42129
W, w W\
z—z<” )+ () + (5

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016a).
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Ispat.
1
’}/“'1 (S) = E(Cl + TC] )

egrisinin Sy, YY parametresine gore tiirevi alinirsa

dsy 1 |14
i _(_Cl +TC1 +ucl /\TC1)

T b
ods 2 o’

e dsyu, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa d—';‘ ifadesi

dsyﬂl :L 2_|_<||W1||)2
ds V2 o’

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa TYu, (s) teget vektorii

1 W,
Ty, (5) = (—C +Te, + HQD—IHC1 Ng,) (4.2.130)

/
2+(HW1||)2

1
¢’
seklinde elde edilir. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

1 =2 (HW1 ”)2+ (\|W1H)/(||(‘;/1/||)

¢’ ¢’ I
W, 11\ 2 Wi lN4 W7 W
l2:_2_3( (pll’ ) _( (pll’ ) _( (pll’ )/( (pll’ )
W, |l W, 13 W, |l
53=2(%") + () + ()

olmak tizere Ty, (s) tiirev vektorii
1

V2
T, (s)= 5 (UG +1Tc, +13C, A Tc,) (4.2.131)

Yy <2+ (||(‘;)I?/H)2)

seklinde bulunur. (4.2.127) ve (4.2.130) ifadelerinden elde edilen Yu, N Tyul vektori

1
=
2]

1

||W1||C Wl
o/ ' o

Te, +2C, AT, (4.2.132)

bi¢ciminde yazilir. (4.2.127), (4.2.130), (4.2.131) ve (4.2.132) vektorlerinde (4.2.4) den
karsiliklar1 yazilirsa Yu, -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T}ﬁu vektoriiniin
1

Bertrand partner egrisine bagl ifadesi

1 . )
YHI (S) = E((SIH(PI + cos (Pl)Tl + (COS(PI _Sln(pl)Bl>7

TYul (s) _ (Pl/(COS(Pl _Sin¢1)T + HWIH N — (p]/(cosq), —|—sin(p])B

1 1 19
V20, + W12 \ 20,2+ W2 \ 20, + W12
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/

Yo ATy (s) = ||W||(cos<P1+sm<p1)T ¢
V2w 2+a(e0)? 2w |2 +4(e)

1
HW |(cos @, +sing,)
W aer)
(‘Pll) V2(1 Sin‘Pl+l2COS‘P1)T . 13(%,)4\/5
(Wi @) (wie (90)7)
(9)'V2(ucos, ~nsing,)

(W12 + (07)?)°

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K'g ' geodezik egriligi

N

B

19

N,

1

7, (s)

S S (L .
e+(ilite’ e

seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.26 o egrisinin Bertrand partner egrisi &, olsun. ¢, egrisinin birim Darboux

vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait C, Tc, - Smarandache egrisinin geodezik egriligi

1 /4 w
o = e 5(“ Iz, ~1™ll;, +203) (4.2.133)
e+ ? v
denklemleriyle verilir. Burada
T WIN2 L (I W]
R 1R N
_ w w W\ (W
- _2|v_V|3( . ||)W|_( ’ )||W_| o) (e A
i3 =2(150h + (5 +2 ()
seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016a).
ispat.
1
’}/ﬂ1 (S) = E(Cl +TC1)

esitlifinde sirasiyla (4.2.4), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Y, vektoriiniin

Bertrand egrisine bagl ifadesi

Yo, (5) = % <(— sing —cos Q)T + (—cos @ + sin (p)B) (4.2.135)

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alimrsa Ty, (s) teget vektorii

!( a3 - / .
T, (s) = @' (sing cos(P)T_ Wl N (cos @ +sin @)

i /2 2 12 2 12 2
V20 + (W]l V20 + (Wl \ 20+ (W]l
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seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

r =2 (1) (L8l (180
n—-2-a(lyh Bty iy

|

3

2(I) + (51" 2ty
olmak iizere T;ﬂu (s) tiirev vektorii
(‘P’)4\/§(—7151ﬂ<P—T2005<P)T_ 73(¢)*V2
(1R +2¢7)° (1wl +2¢2)°
(@ )4\/_(—llcOS(p—|—lzsmq))
(1wl +2¢2)°

biciminde olur. (4.2.135) ve (4.2.136) ifadelerinden elde edilen Yu, N T7”1 vektori

N

T’)iﬂl (s) -

_|_

/

W (cos ¢ —sin @ (0} W||(cos @ +sin @
o T (5) = I Y P 4 )
V2WIP+49”  \2AWIP a0 2w 4

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tamimindan K'g ! geodezik egriligi

1 Wi _ Wi - _
oL (W W o
@+(G)) " ? Y

seklinde elde edilir.

Tanim 4.2.14 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban catist {C,, Ic,,C, N1c, } olsun.

Vi, (8) = % (C,+C AT,) (4.2.137)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C, (C, A Ic, )-Smarandache egrisi denir,

(Senyurt ve ark., 2016a).

Teorem 4.2.27 C,(C, A\ T¢, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

AR

- (4.2.138)
e/ =W

denklemiyle verilir, (Senyurt ve ark., 2016a).
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egrisinin Sy, YAY parametresine gore tiirevi alinirsa

1w
T ds V2 ¢’

)Te

1

e dsy, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa d?z ifadesi

b, 1 W)
ds \/5 ¢1/

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T?’uz (s) teget vektorii

Ty, (s) =Tc, (4.2.139)
seklinde elde edilir. Bu ifadenin tekrar tiirevi alimirsa T;u (s) tiirev vektori
2
! o _ 1
Ty, (s) = —(1 A (=C, + v C, ATe,) (4.2.140)

?
biciminde olur. (4.2.137) ve (4.2.139) ifadelerinden elde edilen Yu, N T”#z vektori
1
Yu, N TYuz (s) = E(—C1 +C, A TCI) (4.2.141)
seklinde bulunur. (4.2.137), (4.2.139), (4.2.140) ve (4.2.141) vektorlerinde (4.2.4) den
karsiliklar1 yazilirsa Yu, -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T}ﬁuz vektoriiniin

Bertrand partner egrisine bagli ifadesi,

L.
Y, (5) = E(Sm(l)ﬂ] +N, +cos @, B)),
Ty, (s) = cosgT, —singB,,
1 .
yﬂz/\TY#z(s) = E(_SIH(PITI +N, —cos,B)),
/ _(pl,Sin(pl\/E leH\/E ¢|/ 2cos @,
TY;L (S) = / W, Tl + / % Nl - / W Bl
2 ?, _H IH 9, _H 1” 9, _H 1”

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K;’uz geodezik egriligi

v, _ Wil +e)

K
# (p1,_||W1||

biciminde olur.

Teorem 4.2.28 o egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. «, egrisinin birim Dar-
boux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait C, (C, ATc, )- Smarandache egrisinin geodezik
egriligi

yﬂ2 ||W || + (p/

S a4 (4.2.142)
Ce W]

denklemleriyle verilir, (Senyurt ve ark., 2016a).
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Ispat.

1
7//.12 (S) = E(C1 +C1 A TCI)
esitlifinde sirasiyla (4.2.4), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Y, vektoriiniin

Bertrand egrisine bagh ifadesi

Y, (5) = %(—sin(pT—i—N—cos ¢ B) (4.2.143)

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alnirsa Ty, (s) teget vektorii
Ty, (s)=—cos@T +sinpB (4.2.144)
seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa Tjﬁy (s) tirev vektorii
2

(= OV2sing, WIV2 L ¢'V2cose
o Wil—¢" " o'—|WI o'~ |W]

esitligiyle bulunur. (4.2.143) ve (4.2.144) ifadelerinden elde edilen Yu, N TYuz vektori

1
—(sinp T — N +cos ¢ B)

’}/ /\TYMZ() \/E

biciminde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K'g 2 geodezik egriligi

iy _ W+
© W

seklinde elde edilir.

Tanim 4.2.15 o, : [ — S? Bertrand partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban catist {C,, Tc,,C, NTg, } olsun.

1
Ya, (5) = 72(Tc] +C ATe,) (4.2.145)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Ic, (C, A Ic, )-Smarandache egrisi denir,

(Senyurt ve ark., 2016a).

Teorem 4.2.29 Tc (C, ATc,)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

1 (%
1+2(HW||) ) ¢,
- X

denklemiyle verilir. Burada

W, ||

(IIW H) ( )(HW H)
Vz:—i—3(M) (HW|)4 (
V3:—('L1,')5pl_2(liw ) (i )

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016a).

Vi =

) (4.2.147)
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Ispat.

1
Yy (8) = E(TCI +C A Tc)

egrisinin Sty YAY parametresine gore tiirevi alinirsa

dsy, 1 Al Al
3 - —C T 1
s ds \fz( YR CRY

dsy,
olur. Bu esitligin normu alinirsa d

dsy, 1 A
| 1+2
dS \/5 * ( (pll >

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Ty, (s) teget vektorii

W
| I,H C, ATg,) (4.2.148)

C1 /\TCI)

1 HW I
T}’/,L3 (S) = (_Cl

1+2(

T+

l 1

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

v, = W, ||+2(||W H) JrZ(HW ||) (HW]/H)
V2:—(pi—3(HWﬂ) 2(|W(Pﬂ) ((ph)V_lll)/

va = —(Waly? o1l +(%),

olmak iizere 7, (s) tiirev vektoril
3

V2

/ _
T, (s) = ”W (VG T G AT (4.2.149)
(1 +2(0 )

seklinde elde edilir. (4.2.145) ve (4.2.148) ifadelerinden elde edilen Yuy N T?’u3 vektori

1 W
Yoy ATy, (5) = 2 ”(P ‘,H C, — T, +C AT ) (4.2.150)
W 1
2+4(H 1/“)2
?,

seklinde yazilir. (4.2.145), (4.2.148), (4.2.149) ve (4.2.150) vektorlerinde (4.2.4) den

karsiliklar1 yazilirsa yu3-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T}fu vektoriiniin
3

Bertrand partner egrisine bagl ifadesi,

1 .
yu3(s) = %(COS(plTI%—Nl—sm(plBl),

—@,'sin@,|W, | cos L LA
V2IWIR+ @2\ J2W 2+ (9,
LWlising, — ¢ cos<plB

V20w 2+
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/

2[Wllsin @, = @ cos ¢, . ¢
VAW +20002 (4w 2+ 2(p,)?
LWillcosg + ¢/ sing, -
V2IW 12+ 409,12

(o, )“\/E(vzsin(p1 — V] cOos (p])T N v3((pl’)4\/§
CIW IR+ @) IR+ (9?)

Nl

Y, ATy (5) =

((p1')4\/§(v1 sin @, + v cos (Pl)B
2
2IW,[1>+ (¢,")?)

esitliklerine donusiir. Geodezik egrilik tanimindan Kgp3 geodezik egriligi

1 W
s — (IIﬂW_W+W)

(HQUT%)S ¢

biciminde olur.

Teorem 4.2.30 o egrisinin Bertrand partner egrisi @, olsun. ¢, egrisinin birim Dar-
boux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait Ic, (C, A Ic, )- Smarandache egrisinin geodezik
egriligi

1 Wil _
K = ;<2H¢)‘v1——v2%—V3> (4.2.151)

(1+2(517)

denklemiyle verilir. Burada

v, = (HWII)+ IIWH +2(|I 1y

i \wf |Wﬁ
+(

<

)= ) (4.2.152)

Vi = (H‘(;’/H) (HWH)

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016a).

%)

Ispat.
1
Vi, (5) = z(TCI +C A Te,)
esitliginde sirasiyla (4.2.4), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Y, vektoriiniin

Bertrand egrisine bagli ifadesi

—cos (plT+N+sin(pB) (4.2.153)

1
Yu, (5) = ﬁ(

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty, (s) teget vektorii

"sin@ + ||W|| cos w "cos @ — [|W/||sin
T, (5) = 2 Q+[Wicosp,. Wl @'cosg—[W]sing,
V20w +e? V20w +e? V20w + o

(4.2.154)
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seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

V), = (\\WII)+(IIW|\) +2(IIWH> (IIWH)
V, = — HWI HWI WH
V= — EI‘(;’,I) Z(HZH) +(H‘$’/II)

olmak iizere T?fu (s) tiirev vektorii
3

" V2(—V, sing — VzCOS(p)T V39"V2
QW2+ ) QW2+ ¢?)?

/
Yy ( o
@"*V2(Vysing —V, cos @)
(21w +¢)?
seklinde elde edilir. (4.2.153) ve (4.2.154) ifadelerinden elde edilen Yuy N T,,“3 vektori

Yy Ny, (5) = N—
\/4HWH2+2(P'2 \/4||W||2+2(P’2 \/4||WH2+2(P’2

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tamimindan K;/”3 geodezik egriligi

Y, 1 wi_ _ _
o (M, 7,

(1+2(”‘q‘,“—,“)2>7

/ _ : / ] .
__ @'cos@ 2||W||sm(pT+ [0} |W||cosp+ ¢ sm(pB

bi¢ciminde olur.

Tamm 4.2.16 «, : [ — S? Bertrand partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban ¢atis1 {C,, Tc, ,C, ATc, } olsun.

1
Ya, (5) = %(CI +T¢, +C A Tg,) (4.2.155)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C, Ic, (C, A Ic, )-Smarandache egrisi denir,
(Senyurt ve ark., 2016a).

Teorem 4.2.31 C\ T, (C, A Ic, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Kyﬂ4—(2||W|_l)g +(_1_\\WH)€ +( %)63 a5
8 T L.
4\@(1_ HX/H +(\|le||) )

([}

denklemiyle verilir. Burada

(1= 2 4150 - (502 ()3 | (Bl I

0, = 2+2(HW H) 4(||(‘;)V11,H) +2(|\W ||) 2(%) (H(‘:: H) (1+ W, H)

Wil Wl IIW I Wiy Wl Wil
k€3:2( (pll’ )_4( (pll’ ) +4( ) 2( (pll/ ) +( (pll’ )/(2_ (pll’ )

(4.2.157)
seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016a).
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Ispat.

1
Y, (s) = E(Cl +1c, +C A Tc))

egrisinin § ay parametresine gore tiirevi alinirsa
YH4

d S 'y”4 1

_ Wl
Ty, ds _ﬁ<_cl+(

l/)cl

1 1

Wi
1/ C/ A Tc1>

e dsy,
olur. Bu esitligin normu alinirsa dg“

N VRN A NAY
W—\/g(l—(p—;*(w))

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T7“4 (s) teget vektorii

1

()= TARA
1 111\2
2(1- L Ly

1

Wi

/

IIW I

)¢

(-c+(1- ) C, A Te,)

(4.2.158)

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

( W, Wl Wl W, W, I
£ :_2+4( (pll’ )_( (pll’ ) +2( o’ ) +( (pll’ )/(2 (pll’ _1)

0 = 2+2(HW H) 4(||(‘;)V11,\|) _'_2(HW ||) Z(HW ||) _(H(‘;‘?/H)( W, H)

Wyl Wyl Wyl IWilIN4 1wyl Wyl
=250 - 4y (il 2y + (il 2 i)

olmak iizere T?fu (s) tiirev vektorii
7l

V3
T,ﬁu4 (s) = 5(01C, +0Te, + 66, ATt (4.2.159)

s(1- 11 (12 )

seklinde elde edilir. (4.2.155) ve (4.2.158) ifadelerinden elde edilen TRA T,,u4 vektori

IIW I HW I

(2”3—11,”—1)c ~(1+ Bz + 2~

f\/ ||W|| W ||)

seklinde bulunur. (4.2.155), (4.2.158), (4.2.159) ve (4.2.160) vektorlerinde (4.2.4) den

e ate

1

(4.2.160)

Y, Ny, (8) =

karsiliklar1 yazilirsa yu4-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T}fﬂ vektoriiniin
4

Bertrand partner egrisine bagli ifadesi,

1 . .
Y.U4 (S) - %((Slnq)l +cos q)l)Tl +N1 + (COS(pI _Sln(pl)Bl)’
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(0 W 1)cos g, — 9/'sing, ;. A
V2IW 2= Wllo +02) (20012~ W10, +9,2)
_@lcosp —([Wl—9) Sing
V20W, 12~ W, 19, +0,2)
QI —0,)sing, — (W] + 0)cosg, -
\/6HW||2 6/1W, 9, +6¢,”

Nl

’}/”4 /\ T7u4 (S)

2(P] — HWI H

+
VEIW, 2~ 6]W, 9, + 6,

Nl

L@ — @) cos g, + (W, +9.)sing,
VOIW, 2= 6w, 9, + 69,2

19

T (s) — ((Pl’)4\/§(€18infpl+£2008(p1)T+ g3(¢1/)4\/§
! (s) =
”“ (WP =Wlle +92)" " 4(IWIP = IWlle) + )’
4 .
+ (q)1/) \/5(61 cos @, — > Sm(pl)B

2
AW =Wl + @)

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kg *+ geodezik egriligi

B —1)er+ (= 1= By, 1 (2 Bty
1

Yoy _ 4|

g 5
LA LAY
ava(1- Al (0
< ¢’ (fpl’))

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.2.32 o egrisinin Bertrand partner egrisi ¢, olsun. ¢, egrisinin birim Darboux
vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait C, Ic, (C, A Ic, )- Smarandache egrisinin geodezik
egriligi

5(n —o\T — o aYi 520" — 1
i ORIV -0l — P (Wl + )+ 0o - IWIE ) o

5
a2(o” = IWle'+W?)’

denklemiyle verilir. Burada

=24l a2+ (@It )
22:_2+2%_4(HZH)2+(H ,H)3_2(\ZH)4_(HZH)’(HHZII) (4.2.162)
\@zzﬂf’}’_/\l_zl(\\Wll) +4(H |)3_2(%)4+(HZII)’(2_H(‘;’_/H)

seklinde birer katsayidir, (Senyurt ve ark., 2016a).
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Ispat.
1
(C,+Tc, +C NTg,)

§)=—=
esitlifinde sirasiyla (4.2.4), (3.3.2) ve (3.3.4) den karsiliklar1 yazilirsa Y, vektoriiniin

Bertrand egrisine bagl ifadesi

Yo, (5) = % ((—sing —cos @)T + N + (sin@ — cos @)B) (4.2.163)

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alirsa Ty, (s) teget vektorii

N

(5) = ¢'sing — (¢' —||W[))cosg . T+ W

V2IWR=IWle'+ 92 /2(IW 2= [IW]l¢ +¢2)
(4.2.164)

Yy

L @leose — (W]l — ¢)sing
Jz IWIR— W +¢?)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

21:—2+4%+4(”K—/”) (HWH) +2(HWH) +(HWII) (2HWII 1)

.

b = —2+2%_4(HW/H)2+(H

)+ (2 (- (B 1+ L

7. — oWl 1w [W1ly3
\63_27—4( ) +4(%
olmak tizere T?ﬁ” (s) tirev vektorii

7l

@"*V/3(—L, sing — fcos @) . 103
27 7]
W= IWle'+92)° AW~ Wlo'+ )

/ _
Yy (S -

@"*V/3(lysing — 7, cos q))
A([WIR =W e' +¢?)?
seklinde elde edilir. (4.2.163) ve (4.2.164) ifadelerinden elde edilen Yu, N T7#4 vektori

N

—2|lWINsino + (||[W]|| + @) cos 20/ — ||[W
ATy () = AW Dsing (W] <p)2 0. o — W] 2
VOIW(2 —6]Wllg! +6¢ VoIWIP —6]Wllg! +6¢
(¢/ =2 Wl))cosg — (IW] + ¢')sing

+
VoW 2= 6w e’ +6¢”

biciminde olur. Geodezik egrilik tanimindan Kg4 geodezik egriligi

O°Q2IW[ )l — @ (W[ +¢')l2+¢” (2" — [W]) 3

5

a2(o = Wlg'+ W)’

Ya
K'g =

seklinde elde edilir.
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Ornek 4.2.1

2 | 2 1 4
Y(s) = {5 sin (25) ~ 10 sm(8s),—§ cos(2s)—|—% cos(8s),E sm(3s)}

egrisine ait

4 2 . I . 4 . 2 1
7, (s) = {gcos(Ss)—i—gsm(2s)—Esm(8s),§sm(Ss)—gcos(Zs)—i—Ecos(SS),

3 4 .
_§+E sm(3s)}

Bertrand partner egrisinin Frenet vektorleri, egriligi ve burulmasi

o {4cos(2s)—cos(8s)—sin(3s)(16cos(2s)+4c0s(8s))
54/17—8sin(3s)
cos(3s) (16 sin(2s)+4 sin(8s))
54/17—8sin(3ys)
4sin(2s) — sin(8s) —sin(3s) (16sin(2s) +4 sin (8s))
54/17—8sin(3s)
_ cos(3s) (16 cos(2s5) —4 cos (8s)) 4cos(3s)—16sin(6s)},

I

Y

54/17—8sin(3s) 54/17—8sin(3s)

4 4
N, = {gcos(Ss),gsin(Ss),—g},

B - {—4sin(2s)—sin(8s)+sin(3s)(16sin(2s)+4sin(8s))
5/17—8sin(3s)
cos (35) (16 cos (25) —4 cos(8s))
5/17—8sin(3s)
4 cos(2s)+ cos(8s) —sin(3s) (16cos(2s) +4 cos(8s))
54/17—8sin(3s)
cos(3s) (16 sin(25) — 4 sin(85)) 4 sin(3s) — 16 }

5,/17—8sin(35s) "5,/17—8sin(35s)

_ 13824c0s?(3s)(sin(3s) — 12)
b 24sin(3s) — 145

)

. 13824cos®(3s)
' 24sin(10s) — 145

seklinde bulunur. Involiit egrisinin Frenet vektorlerine ait Sabban catisina gére Smaran-

dache egrileri,
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1
n o= E(THFNl)
1
r = E(Tl‘*'BJ
1
B o= E(N1+Bl>
1
Y4 = §(T1+N1+Bl>
1 .
Yo, = 5(—cos(plTl—FNl+Sln‘P1Bl)
1,.
Yo = (ST, +N, +cosqB)
1, . .
Yo = E((smgo1 —cos @, )T, + (sin@, +cos @, )Bl)
1, . :
Yoo = g((Slnng—COS(,DI)Tl+N1+(SIH(P1+COS(P1)BI)
1
1w — 5(_N1+B1)
1
Ye, = E(THFB])
1
Ye, = E(TI_NI)
1
Ye, = g(T1_N1+Bl)
Ly c
R TR
1, .
Y, = E(sm(plT] —i—Nl—l-COS(plBl)
1 .
Ty = 5(cos@T+N, —singB)
1, . :
Y = §(<Sln¢1+C05(p1)T1+N1+(COSgDI_qu)l)Bl)'

seklindedir. Burada herbir Smarandache egrilerinin vektorlerine 7,, N,, B,, sin@, ve
cos @, ifadelerindeki kargiliklar1 yazilip mapple programiyla ¢izilirse bu egriler agsagidaki

gibi olur;
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Sekil 4.18: Bertrand partner egrisine ait y;-Smarandache egrisi

Sekil 4.19: Bertrand partner egrisine ait y»-Smarandache egrisi

Sekil 4.20: Bertrand partner egrisine ait y3-Smarandache egrisi
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Sekil 4.21: Bertrand partner egrisine ait y;-Smarandache egrisi

Sekil 4.22: Bertrand partner egrisine ait %, -Smarandache egrisi

Sekil 4.23: Bertrand partner egrisine ait %, -Smarandache egrisi
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Sekil 4.24: Bertrand partner egrisine ait Y, -Smarandache egrisi

Sekil 4.25: Bertrand partner egrisine ait %, -Smarandache egrisi

Sekil 4.26: Bertrand partner egrisine ait Ye, -Smarandache egrisi
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Sekil 4.27: Bertrand partner egrisine ait e, -Smarandache egrisi

Sekil 4.28: Bertrand partner egrisine ait Ye, -Smarandache egrisi

Sekil 4.29: Bertrand partner egrisine ait Y, -Smarandache egrisi
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Sekil 4.30: Bertrand partner egrisine ait Vu, -Smarandache egrisi

Sekil 4.31: Bertrand partner egrisine ait Y, -Smarandache egrisi

Sekil 4.32: Bertrand partner egrisine ait Yu,-Smarandache egrisi
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Sekil 4.33: Bertrand partner egrisine ait Yu, -Smarandache egrisi

4.3 Mannheim Egri Ciftine Ait Sabban Catisina Gore Smarandache
Egrileri

Bu boliimde, o egrisine ait o, Mannheim partner egrisinin Frenet vektorleri ile birim
Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izdigi egrilerin Sabban catis1 ve bu cati
konum vektorii alindiginda olusan Smarandache egrileri arastirilmistir. Bulunan sonuclarin
Mannheim egrisine bagh ifadeleri verilmistir. Mannheim egrisinin 7,, N,, B, Frenet
vektorleri ile C, birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde ¢izdikleri kiiresel
egrilerin Sabban catilari, kiiresel Frenet formiilleri ve geodezik egrilikleri (Tanim 3.5.1)

ve (Teorem 3.5.1)’e benzer olarak sirasiyla

(T,) tegetler gostergesi igin;

(
I, =T, TT2 =N,, Tz/\TTz =B,

T
T, =Ty, TT2/:_TZ+K_sz/\TT27 Tg/\TTzlz_éTTy 4.3.1)

T
\Kg = <TT2/,T2 /\TT2> = K—z,

(N,) aslinormaller gostergesi i¢in;

(N, =N,, Ty, = —cos@,T, +sing,B,, N, ATy, =sin@,T,+cos@,B,,
®,’ ®,’
! __ ! __ 2 I __ 2
N2 _TN27 7"]\/2 __N2+ ||W2||N2/\TN2, Nz/\TNz __||W2HTN27 (4.3.2)
ke = (T, N, ATy.) = 1%
\ "8 Ny Y2 A AN, W, 11
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(B,) binormaller gostergesi i¢in;

)
B,=B,, Tz, =-N,, B,ATp =T,

B) =Ty, Ty =B, +3B,\Ts,, B,ATp=~3Tp, (4.3.3)

2

(C,) egrisi igin;

(C, =sin,T, +cos ¢,B,, Tc, =cos@,T, —sin@,B,, C, NTc, = N,,
W, W.
C,'=Tc, Tc,) = —C, + H Z,HCZATcz, C,NTe, = —uTcz, (4.3.4)
2 2
— / _ Iml
\Kg_<TC2 7C2/\TC2>_ (pz/ )

seklinde bulunur.

Tanmm 4.3.1 o, : [ — S? Mannheim partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban

catist {7, T, T, A TT2} olsun.

Bi(s) = %(T2 +Tr,) (4.3.5)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T, Ty, -Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.3.1 7,77, -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B 1
Ke' = (2 2 g+ 203) (4.3.6)
e s E
2

denklemiyle verilir. Burada

= 2-3(2) - (B) - (B) () @37)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1

V2

yay parametresine gore tiirevi alinirsa

Bi(s) = —=(T, +Tr,)

egrisinin s

Bi
dsz
po_ 1. o
Ty ae = 5 Bt Tt STATE)
dsj;
olur. Bu esitligin normu alinirsa —-- ifadesi
ds \/_ \/
bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa TE ) teget vektorii
1 T,
3 s):—rz(—Tz—FTTz%—gTz/\TTz) (4.3.8)
2+ ()
K

biciminde olur. (4.3.5) ve (4.3.8) ifadelerinden elde edilen El AT vektorii

B
/4 2Kz

seklinde yazilir. (4.3.5), (4.3.8) ve (4.3.9) vektorlerinde (4.3.1) den karsiliklar yazilirsa

T
BiATs ( s = 2Tr, 420, A Try) (4.3.9)
2

PBi-Smarandache egrisine ait Sabban catisinin Mannheim partner egrisine baglh ifadesi,

~ 1
18) = —(T,+N.
Bi(s) \/E( 2 TN,)
1
T; (s) = (-T,+N,+—=B,) (4.3.10)
Bi T2
2+ (2) 2
KZ
= 1 T T.
BnTg () = —=—=—==( T~ N +2B,)
42(2) %
2
denklemlerine doniisiir. (4.3.8) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar
T,\2 T\ /T
o= -2- (2)°+ () (2)
T,\2 T,\4 T\ /T
==2-3) - ()~ () (@)
T, T,\3 T,\/
o =2(2)+(2)+ (2)
olmak tizere TEI’ (s) tirev vektorii
V2
Tp () =—— S @hL+@l + 4T AT) (4.3.11)
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biciminde olur. Burada (4.3.1) ifadesi yazilirsa Té (s) vektoriiniin Mannheim partner
1

egrisine bagli ifadesi

N

T '(5) = ———— (BT, + 2N, + 3B,)

(+&@))

seklindedir. Geodezik egrilik tanimindan Kgﬁ ! geodezik egriligi

B _ 1 (Tz %
K' =—————= (2@ + 22 +2%)
Coer@)ITR e

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3.2 (a,a,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ac1 60
olsun. T,T7 - Smarandache egrisine ait geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagli

ifadesi

B ! Wil—  Wll—
B —
(2+(HW|)2)3< g Ot g ) 312
9/

denklemiyle verilir. Burada

@2:—2—3(M)2—(M)4—(M),(H‘g”) (4.3.13)

seklinde birer katsayidir.

ispat.

Bi(s) =%<T2+TT2>

esitliine sirasiyla (4.3.1), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa El vektOriiniin Mann-

heim egrisine bagl ifadesi

~ 1
Bi(s) = —=((sin6 +cos 0)T + (cos 6 —sin6)B) (4.3.14)
V2
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TEI (s) teget vektorii
6'(sin® —cos 6 w 0’ 0 +sin 6
T (5) = (sin @ — cos )T n W] N+ (cos 6 + sin )B (43.15)

P Iwrr2e2 w202 /w202
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seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

olmak iizere T% (s) tiirev vektorii
1

T! (s) = (9’)4\/§(J_olc059+ﬁzsin9)T (9/)4\@%3
(W |>+26'%)2 (W2 +2672)2

By

(6")*V2(2,cos 0 — 7, 5in 0)
(W] +267)2

biciminde olur. (4.3.14) ve (4.3.15) ifadelerinden elde edilen Bl A TBI vektori

. |]W|](cos@+sin9)T+ 26’ N+ |W|l(cos® —sinB)

ﬁ]/\T~(s>
Wi raer  Lwipsaer (Swip+aen

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf ! geodezik egriligi

B

B ! Wil— . IWll— . ,—
i
" (2+(HV9V,|)2)3< g O )

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3.3 («, o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii arasin-

daki a¢1 @ olsun. T, T, - Smarandache egrisine ait geodezik egriliginin Mannheim egrisine

bagl ifadesi
B 1 W] Wi
B < _
Kyl = o o +2[0> (4.3.16)
g W 2 § / _1 / —2 —3

denklemiyle verilir. Burada

o, =—2—3(L4)2 (Lol (Ll (1 (4.3.17)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
—=(T,+ 1)

V2

esitlifine sirasiyla (4.3.1) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa El vektoriiniin Mannheim

Bi(s) =

egrisine bagl ifadesi

~ 1
Bi(s) = %((sin(p—cos @)T + (cos @ +sin@)B) (4.3.18)
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TEI (s) teget vektorii
Y _ W /(s _
7«3{1 (S) — (p ( Sln¢ COS (P) T + || || N+ (P (Sln(p COS (P)B (4.3.19)
W2 +2¢7 W2 +2¢7 W2 +2¢7

seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar

( W ) (HWH)’(HWII)
3((ﬁ ay2 Dy 2y
1wl (nwu) ‘P(|$||), V4

—2—
p 2

olmak iizere T% (s) tiirev vektorii
1

(¢)*V2(p,sing - pycosg)  (@)'V2p,
(IW]12+2¢%)2 (W2 +2¢2)2

() =

((p')4\/§(£2 sing + g, cos (p)B
(W2 +2¢)2

biciminde olur. (4.3.18) ve (4.3.19) ifadelerinden elde edilen El A\ TEI vektorii

/

||W||(s1nq)—cos<p)T+ 29 N4 ||W||(cos(p—|—smq))B
\/2||W 2 + 40" \/2||W]|2 + 49" \/2||W |2 + 40"

B

Bl Bl()

esitlidiyle yazilir. Geodezik egrilik tanimindan x,; geodezik egriligi
B ! Wl Wl
B — —
K= (T 2y 22

(2+ (H‘Z/H

biciminde elde edilir.

Tanom4.3.2 o, : [ — $? Mannheim partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban

cats1 {7, Tr,, T, A Tr, } olsun.

1
E(Tz + T, N TTZ) (4.3.20)

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye T, (7, A Ty, )-Smarandache egrisi denir.

Bals) =
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Teorem 4.3.4 T, (7, A Ty, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi
) 4321)

denklemiyle verilir.

ispat.
~ 1
Ba(s) = E(Tz +T,ATr,)
egrisinin S5, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsz
B 1 T,
g =Rl )

S
olur. Bu esitligin normu alinirsa d—[;z ifadesi

dsp, _ 1 (1- )
ds 2 K,
bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa TEZ (s) teget vektori
TBZ (S) = TT2 (4.3.22)
biciminde olur. (4.3.20) ve (4.3.22) ifadelerinden elde edilen 52 A Tﬁz vektorii
~ 1
ﬁz/\TBZ(S) = E(_E—i_Tz/\TTz) (4.3.23)

seklinde yazilir. (4.3.20), (4.3.22) ve (4.3.23) vektorlerinde (4.3.1) den karsiliklar1 yazilirsa

B2-Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin Mannheim partner egrisine bagl ifadesi,

~ 1
B2<S) = E(Tz—i_Bz)’
TEZ<S) = NZ,

~ 1

BATL() = =(-T,4B)

denklemlerine doniigiir. (4.3.22) ifadesinin tiirevi alinirsa Té (s) tiirev vektorii
2

V2 T
_U_&%—E+ﬁQA%) (4.3.24)
K, 2
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biciminde olur ve bu ifadeye (4.3.1) deki kargiliklar1 yazilirsa Té (s) tiirev vektoriiniin
2

Mannheim partner egrisine bagh ifadesi

poa V2
TEZ(S)—@( T2+Ksz)

seklindedir. Geodezik egrilik tanimindan K‘g * geodezik egriligi

B (61T)
¢ (h-1)
2 2

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.3.5 («,a,) Mannheim egri ¢ifti, 7 ile 7, teget vektorleri arasindaki ac1 6 ol-

sun. o, egrisinin tegetler gostergesine ait 7, (7, A TTz)_ Smarandache egrisinin geodezik
egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

~ !/

B IWl[+6

KP2 = 4.3.25

T W] (32

denklemiyle verilir.

Ispat.

~ 1
Ba(s) = E(Tz + T, ATr,)

esitliginde sirasiyla (4.3.1), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Bz vektOriiniin

Mannheim egrisine bagl ifadesi

Ba(s) = % (cosOT +N —sin 6B) (4.3.26)

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T~2 (s) teget vektorii

p

Tﬁz (s) =sinOT +cos OB (4.3.27)

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa T2 (s) tiirev vektorii
2

'V2 2 'V 2si
_6\/_COSGT+ HWH\/_N-I-G\/_SIHGB

Ti (S) =
Wi—-6"" 6 — W] W] -6’

B

elde edilir. (4.3.26) ve (4.3.27) ifadelerinden elde edilen Ez A TEZ vektori

~ 1 '
B2 A Tﬁz (s) = E(— cosOT + N +sinOB)
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kg * geodezik egriligi

B W]+
¢ o W]

biciminde olur.
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Teorem 4.3.6 («,,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii arasin-
daki ag1 ¢ olsun. o, egrisinin tegetler gostergesine ait 7, (7, A T, )- Smarandache egrisinin
geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

h_9o W]

L Ll (4.3.28)
Coe =Wl

denklemiyle verilir.

ispat.
~ 1
Ba(s) = —=(T,+ T, ATr,)

V2

esitlifinde sirasiyla (4.3.1) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa 52 vektOriiniin Mannheim
egrisi-ne bagh ifadesi

Bo(s) = ——(sin@T + N + cos 0 B) (4.3.29)

V2

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa s (s) teget vektorii

p

s (s)=—cos@T +sinpB (4.3.30)

esitliiyle bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa T% (s) tiirev vektorii
2

©'V2cos @
= N+
Wil—o" o' —[W[[ " [W|-¢

/ .
Té (s) = [0 251n(pT HWH\/E
2

biciminde bulunur. (4.3.29) ve (4.3.30) ifadelerinden elde edilen Ez A Tﬁz vektori

EZ/\TBZ(S) = L(—sinq)T—l—N—COS(pB)

V2

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kf ? geodezik egriligi
B9 +IW]
£ =W

seklinde elde edilir.

Tanom4.3.3 o, : [ — $? Mannheim partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban
catst {7,,Tr,, T, A Tr, } olsun.

~ 1

Bs(s) = E(TT2 ‘|‘Tz/\TT2> (4.3.31)

seklinde tanimli vektdriin ¢izdigi regiiler egriye 77, (T, A Tr, )-Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.3.7 Ty, (T, A Tr,)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B T
KD = (252151 — U, +03) (4.3.32)

3
(0= 2 +2(2)" +2(2) (%)
2 4
02=—1—3(%) —2(%) —(%)’ (4.3.33)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
~ 1
Bs(s) = E(TTQ + T, N Tr,)

egrisinin Sg, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa
3

dsz
B3 1 12 )
T; =—(-1T,— =T, + =T,N\T,
Bs ds \/§< * K T2+1<2 > A Tr)
5
olur. Bu esitligin normu alinirsa d—§3 ifadesi
dsB}:L 1+2<2>2
ds 2 K,

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T~3 (s) teget vektorii

B
1 T T
T (s)=—<—T UL SRCY) /\TT) (4.3.34)
Bs 12<2)2 2Kk 2K 2 2
KZ
biciminde olur. (4.3.31) ve (4.3.34) ifadelerinden elde edilen 53 A\ Tﬁs vektorii
P 1 T,
By AT (s) = —12<2—T2 ~ Ty 4T, ATT2> (4.3.35)
2+4(-2)

KZ
esitligiyle bulunur. (4.3.31), (4.3.34) ve (4.3.35) vektorlerinde (4.3.1) den karsiliklari
yazilirsa E3—Smarandache egrisine ait Sabban catisinin Mannheim partner egrisine bagl

ifadeleri,
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~ 1
Bi(s) = E(Nz"i_Bz)v
1
T = ———=(- T,— 2N, +2B), (4.3.36)
142(2)? SR
KZ
~ 1 T
BsnTg(s) = —72(2;27}—Nz+32),
2+4(2) 2
KZ

denklemlerine doniisiir. (4.3.34) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar,

3
-0 )
5= 13 230 ()
2 4
5=~ (2)2(2)"+ (2
olmak iizere TZ (s) tiirev vektorii
3
T. = Lz(@] T+ UQTTZ +G3T, A TTZ) (4.3.37)

4 (1+2(2)%)
biciminde olur ve bu ifadeye (4.3.1) esitligindeki karsiliklar1 yazilirsa Té (s) vektoriiniin
3

Mannheim partner egrisine bagl ifadesi

V2
T (s) = —2(6l T, +U2N, + U3B,)

s (1+2(§2)2

.3

seklinde elde edilir. Geodezik egrilik tanimindan k;° geodezik egriligi

1

(1+2(2)")

K‘ﬁ3 = (2%61—624—63)

i8]
[S1i9]

seklindedir.

Teorem 4.3.8 («,a,) Mannheim egri cifti, 7 ile 7, teget vektorleri arasindaki ac1 6 ol-
sun. @, egrisinin tegetler gostergesine ait Ty, (T, A TTz)' Smarandache egrisinin geodezik
egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

1

(1+2(5))?

By _
K'g =

(2”2/,”81 —0,+03) (4.3.38)
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denklemiyle verilir. Burada

B, = (sz_/u) (H‘g’/H)3+2(H‘3’/H)’(II3’/H)
52:—1—3(“ /|| 2—2(”‘()9[//")4_("‘3/’")/ (4.3.39)
5 = - (112 21 1y

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
—(TT2 + 1, N TTz)

V2

esitliginde sirasiyla (4.3.1), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 53 vektoriiniin 6

Bs(s) =

acisina gore Mannheim egrisine bagh ifadesi

~ 1
3(s) = —(sinOT + N +cos 6B (4.3.40)
Bs(s) ﬁ( )
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T53 (s) teget vektorii
T (s) = = cosG—HWHsmG W 9’sin9—\|WHcosGB 43.41)

Py V2w |2+ 672 \/2||W||2+9’2 \2|W |2+ 672

seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar

5,2 (HW||)+2(HWH) _|_2(HWH) (I
3 1 3(“21/”)2 Z(HWI|)4_<H

B> =~ (1) —2(5h) -+ (5

olmak iizere T% (s) tiirev vektorii
3

H)
II)

(0")*V/2(5,sin 0 4 T cos ) (0")*53V2
2>+ 67) 2W]]>+67)2

ne -

(0")*V/2(B3c080 — U, sinh)
Qw]>+67)2

seklindedir. (4.3.40) ve (4.3.41) ifadelerinden elde edilen Eg ATz vektorii

Bs
~ 2 —0’si ! 2 i 0’ cos 6
ﬁ3/\T§3(S): ||W/| cos 6 OSIHGT—i— 0 N |W||sin® + 6’ cos B
JAlW |2 42072 JAlIw|2 + 267 AW 2 4267

ﬁ

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan k3° geodezik egriligi

1

(1+2(5))?

K'ES —

Wll— _
(2”9,“61 —62—1-63)
biciminde olur.
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Teorem 4.3.9 («,a,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii arasin-
daki ag1 @ olsun. o, egrisinin tegetler gostergesine ait Ty, (T, N Ty, )- Smarandache egrisinin

geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

w
B = el -5, 15y

seklinde birer katsayidir.

Ispat.

Ba(s) = %(Twmw

esitliginde sirasiyla (4.3.1) ve (3.4.10) dan karsiliklart yazilirsa 53 vektoriiniin Mannheim

egrisi-ne bagh ifadesi

=~ 1
3(s) = —(—cos@T +N+sin@B (4.3.42)
Ps(s) = 7 (~cosp ¢B)
bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁs (s) teget vektorii
w —@'si w ! W || si
TE3(S):|I lcos—¢'sing,. Wl @coset[Wising, ;5 4a
2|W?+9 2|W|?+o 2|W?+¢”

seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar
3

6, = (1) +2(15h) -2y (fgh)

W W W\

~1=3(ly -2y — ()

~( -2ty (Bl

O, =
5=

olmak iizere TZ (s) tiirev vektorii
3

(¢")*V2(U, sing — U, cos 9) (¢")*05V2
2 T+ 2
2(|W]|2 4 ¢'%)? W |?>+¢'")?

((p’)4\/§(Q2 sing + U, cos (p)B
2[W2 + %)

seklinde bulunur. (4.3.42) ve (4.3.43) ifadelerinden elde edilen 53 A TE3 vektorii

N+ 2||W||cosp — (p’sin(pB
VAIWI2 +2¢7 VAW 2 +297
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ﬁ

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan k" geodezik egriligi

1
(1+2(|| 12 )%

3 W

bi¢ciminde elde edilir.

Tanom 434 o, : [ — $? Mannheim partner egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban

catist {7}, Tr,, T, A TTz} olsun.

Bals) = L(T2 +Tr, + T, \Tr,) (4.3.44)

V3

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye 7, T, (T, A I, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.3.10 7,77, (T, A Tr,)-Smarandache egrisinin geodezik egrilii

By — ! ( 5_ _ )
ichi = (E2-D3-(1+2)3+(2-2)35) @345
4\/5(1+2+(2)2)2 K K, K
K, K

2

denklemiyle verilir. Burada

(8= 244(2) - (2)"+2(2) + () 22 - 1)

Sp=—2+2(2) —4(2)+2(2)" —2()* - (2) (1+2) (4.3.46)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
~ 1
Pa(s) = ﬁ(Tz + T, + T, A\Tr,)
egrisinin Sg, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dsz
. Bs 1 T 2
hds ~ Al ()T Tty
134

olur. Bu esitligin normu alinirsa ifadesi

ds=
B [2(1_% (B2
ds_\/3<1 ;c2+(;<))

2

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T (s) teget vektorii

B4
1

P57

T. T.
T; (5) = (—T2+(1—é)TT2+éT2/\TT2) (4.3.47)
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biciminde olur. (4.3.44) ve (4.3.47) ifadelerinden elde edilen 34 A T~4 vektorii

B
~ 1 T T T
PanTz (s) = 22—~ (1+2)T, + (2~ 2)T, ATy,
B \/6\/1’2—24—(%)2( K, K, K, )
(4.3.48)

seklinde yazilir. (4.3.44), (4.3.47) ve (4.3.48) vektorlerinde (4.3.1) den karsiliklar: yazilirsa

Ba-Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin Mannheim partner egrisine bagl ifadesi

~ 1
Ba(s) = ﬁ(Tz_‘_Nz_FBz)v
1 T T
T: (s) = (—T+ 1—-2)N. +—ZB),
B4 \/2<1_2_|_(2)2> 2 ( K2 K2
K K,
= 1 T T T
T- (s) = 22 I —(14+2 2——23>
BiATs (5 ——— (2 - DL -+ 2N+ 2= 2B,
Ve [1-2 4 (2) :
K K
denklemlerine doniisiir. (4.3.47) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar
(81— —2+4(2) - (2 +2(2) +(Z) 2 -1

T, = (3,14 8Ty, + 35T, A Th) (4.3.49)

seklinde elde edilir. Bu esitlige (4.3.1) den karsiliklar1 yazilirsa Té (s) tiirev vektoriiniin
7

Mann-heim partner egrisine bagli ifadesi

3 ~ ~ ~
T, = V3 5 (S, T, + 32N, +33B,)

R @)

sekline doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf * geodezik egriligi
3 | T = T\ T,\5
Kf = (213 (14 2)3+ (2- 2)35)
4&(1+é+(é) )RR 2 K

biciminde bulunur.
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Teorem 4.3.11 («,o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 6 ol-
sun. @, egrisinin tegetler gostergesine ait 7,77, (T, A I, )- Smarandache egrisinin geodezik
egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi
3 1 W =
Kg‘*: 5((2H ,||—1)31—(1+
w1 VI W2 0
9/ ( 6/ )

Wi
9/

)35+ (2 — %)gg

(4.3.50)

denklemiyle verilir. Burada

(Sl 2_{_4(““/”) 4(\‘3’/” 2

Sy =—2+2(lgl) - g (1+ 50 @3sn

3 _2( \Wll) 4(H(V9V/II)2+4(\Y9V/II)3_2(\I(V9V/II)4+(\lgfll\)’(z_l\gf_/\l)

seklinde birer katsayidir.

ispat.
T2—|-TT2 +T2/\TT2)

~ 1
4 S) = —
Ba(s) \/5(
esitlifinde sirasiyla (4.3.1), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 54 vektoriiniin 0

acisina gore Mannheim egrisine bagh ifadesi

i 1
Ba(s) = 73 ((sinB +cos0)T +N + (cos @ —sin6)B) (4.3.52)
olur ve bu ifadenin tiirevi alinirsa T§4 (s) teget vektorii
6’ cosO — (||W| —6)sin6 w
I - (1w]| - )sin6_ W] N
V2IWIR =Wl +62)  \/2(W[2 — [W]|e’ + 67)
(4.3.53)
_6’sin6+(||W||—6’)cos9B
V2IW 2|6+ 62)
seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar
5 - R R
32=-2+2(T) —4(T )"+ ()’ —2(1gl)* - ( /)(|1+ o)

S, —2(Iy 4(|\w||) a(ley? 2(%)4”2}”),

olmak tizere TE (s) tiirev vektorii
4

T (s5) = (6')4\/§(§2sin6+§1cose)T+ (04333
Bs 4([[W|> — w6’ +62)2 4(W 2 —||W|| 6"+ 672)?

(0')*v/3(32c080 — 3 sinb)
AW — (w6 +672)?
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ifadesi elde edilir. (4.3.52) ve (4.3.53) ifadelerinden elde edilen 54 A T§4 vektori

(2||W||—6’)0036—(||W||+9’)sin6T+ 20— |||
V6IW|2 —6]wl|e’ + 662 V6IW|2 —6[wl|e’ + 662

BN T5,05) = N

(2w —6")sin8 + (W] + 6’ )cosO
V6w —elwo'+667

ﬁ4

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan k" geodezik egriligi
B. 1 w = Wi = Wl —
¢ W, [Wll\2y2 o o' o'
w21+ 0 (20?2
0’ 0’

biciminde olur.

Teorem 4.3.12 («,o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ac1 @ olsun. o, egrisinin tegetler gostergesine ait 7, Ty, (T, A Ty, )- Smarandache

egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

) 1 w W w
K£4: §<( || ,H_l)gl_( || /||)§2+( || ,”)§3>
s+ VL (VT T e
J (P/ (4.3.54)
denklemiyle verilir. Burada
(§1 :_2+4(HZI)_4(HKH)2+2(HKH)3+(\W/H)’(ZIIZH 1)
§2:_2+2(H2’/|)_4(H2’/H)2+(\I‘(Z’/I\)3_2(\I‘$’,H)4_(| H) (1+ HWII) (4.3.55)
§3:2(H‘(;’_,H)_4<HWII) +4<\ ||)3_2<Hf:,||)4+(HK/H)’(Z_H‘(Z’_,H)

\

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
—= (L, + T, + T, N Tr,)

V3

esitlifinde sirasiyla (4.3.1) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa 54 vektoriiniin Mannheim

Buls) =

egrisine bagl ifadesi

[§4(s) = sin@ —cos )T + N + (cos @ +sin@)B) (4.3.56)

1
%((
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biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T (s) teget vektorii

Ba
! 3 W —m
7 ) ¢'sing + (IW] - ¢)cosp . W N
VW= Wl +92)  \20W[2 = IW]l¢ +¢?)
(4.3.57)
L @'cosp— (W] —¢)sing ,
"R+ 97
seklinde bulunur. Bu ifadenin de tiirevi alinirsa katsayilar
4] w 3 W\ (5 IW
- e
> __2||:vr|2(7)| s )| ||(3 _Wzn(f/)v_vn( 7) (||1W+| 7)
Sy=2(0g) —4(g ) +4(g ) 200 ) + () 2%
olmak iizere Té (s) tiirev vektorii
7
N4 N4
7 = @ )fg sing=Syc0s9), (@) f3§/3 _
% AW —Wlle' + o) AW =lwlle"+ o)
(¢)*V3(3,sin@+3, cosg)
AW =Wl + %)
biciminde olur. (4.3.52) ve (4.3.53) ifadelerinden elde edilen 34 A T54 vektori
~ — m! . / /
oty () = CVI=@)sing+ (Wi+gheosp, 29I,
VoW P — 6w ¢’ + 69> VoW 2 —6|w ¢’ + 69>
L CIW] = ¢)cosp— (W] +¢)sing ,
VeI |2 —6W '+ 607
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan «; ﬁ * geodezik egriligi
3 1 W w W
’ Wil AWl2ye N ¢ ¢’ d
Wa(1+ 1R ()
9 ¢

bi¢ciminde elde edilir.

Tanom 4.3.5 o, : I — S? Mannheim partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sab-
ban catist {N,, T, , N, ATy, } olsun.

~ 1

B, (s) = E(Nz +1n,) (4.3.58)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N, Ty, -Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.3.13 N,Ty, -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Be '
|
Kg —

(|(p2 5 — afz+2af3)

1
(2+(|‘P )’ ERALLA AT

denklemiyle verilir. Burada

/ ! !

B, = ~2-3(2 H)z— (|ffv22||)4— () ()

~ 0, 0, \3 0, \/
@ =2(y) + (i)™ + (i)

seklinde birer katsayidir.

ispat.

~ 1

Be, (s) = E(Nz +1v,)
egrisinin S5, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

<
dsz
Be 1 ®, !
T L= —(-N,+T, N, N\T,
B ds vl eI e )

dsz
T Bg, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa dsgl ifadesi

das~
B, _ 2+< o, >2
ds 2 Al

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T

B (s) teget vektorii
1
1 /
T (5) = (=N, + Ty, + H‘VPV ]
1 2+( (P2/ )2
W, i

N/\TN)

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

51 =—2- (||(x§3 \|) +(|\$fﬁ)/(u%|)

2 0, \4 o, 0,

~2-3(j7 u) ~ ()" = (o) ()

~ 0, 0, \3 0, \/
“’3:2(W)+<W) + (1)

2

olmak iizere T (s) tiirev vektorii

T. (s) = S 5 (01N, + @y Ty, + @3N, Ny,
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seklinde bulunur. (4.3.58) ve (4.3.61) ifadelerinden elde edilen ﬁg ﬁ vektori
<1

/

1 o, 08
/\T~ s) = N —
Be, AT, () N AREA

Ty, +2N, \ TNz) (4.3.63)

seklinde yazilir. (4.3.58), (4.3.61), (4.3.62) ve (4.3.63) vektorlerinde (4.3.2) den karsiliklar1

yazilirsa Bgl -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve 7. tiirev vektdriiniin Mannheim

<
partner egrisine bagh ifadesi, ’
~ 1 .
Be (s) = E(_COS‘Psz—'—Nz‘f‘Sln(Psz)a
TE (s) _ §02/Sin(P2_||W2HCOS¢2T2+ HW2” N2
3
‘ \V2IW, (1 + 9,2 \V2IW 117+ 9,2
+¢2,COS¢2+||W2||Sin(PZBZ,
\V2IW 12+ 9,
2 /
ﬁgl/\TE (S) _al q)2 COS(p2+ HW”SII’I(PZT q)2 N2
9
| VAW, 2+ 29,2 VAW + 20,2
L UWollcos ¢, — @, sing, -
VA2 + 20,7
T (s) = W, ||*V2(@3 sin @, — Gizcosq)z) I+ @ |W,|[*V2
2 24V2
Pa 2| +9,2)° QW[+ ¢,7)

HW2|\4\/§(52 sin @, + cos (pza~53)
2
2IW, 1>+ ,)

B

2

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf " geodezik egriligi

/

ngl_ 1 (‘Pz ~ o,

CRCN AN A

072—|—2(D'3)
(2+ (i

bi¢ciminde elde edilir.

Teorem 4.3.14 («,o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. o, egrisinin aslinormaller gostergesine ait N, In,- Smarandache egrisinin geodezik
egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi
B 1
Fio 1

(Fo— o, +20;) (4.3.64)
2+r?)?
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denklemiyle verilir. Burada

¢ _ Wl \AT o
wall A 2o
07 +|Wl

=

olmak tizere

O =-2-F2+F'F

Br=-2-3F2—F4—['F (4.3.65)

3 =2F +F3+f'
seklinde birer katsayidir.

Ispat.
. 1
ﬁ€1 (S) = \/E(NZ + TNz)

esitlifinde sirasiyla (4.3.2), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Egl vektoriiniin

Mannheim egrisine bagh ifadesi

- \/ 02+ ||W|]?sin@ — 6’ cos 0 Al
Be (s) = T+ N
2072 +2||wW|? 2072 +2||W|)?
(4.3.66)
0'sin@ + /0”2 + ||W|]>cos 6
+ B

207 +2|W|)?

seklinde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TE (s) teget vektorii
°1

(F|[W| —6")cos® —+/||W]]?+ 6"2sin 6 '
() = v b FOEW
B VW2 + 6722+ 12 VIWIP+62v2+ 12

(4.3.67)
(F||W]+6")sin@+/|[W||*>+ 6" cos GB
VIWIP+62v2+F?
seklinde bulunur. Burada
w rA
Wl Y (4.3.68)

b= <—W||W||2> o
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seklinde bir katsayidir. (4.3.66) ve (4.3.67) ifadelerinden elde edilen Bgl A TE vektorii

1

_ 2[|[W| —F6")cos6® — F\/||W|?*+ 6%sin6
B NTg, (5) = T
1 A /4+2F2 /HW||2+9/2

200 —F||W||

Va+2r2\ /WP + 67

(FO' —=2[|W|))sin® — F /[|W|[>+ 6% cos 6
+ B
VA+2F2\/|[W]*+ 672

bi¢iminde yazilir. (4.3.67) ifadesinin tiirevi alinirsa 72 tiirev vektorii
<1

+ N

O =-2-F>+F'F
Oy =—-2-3F*—F*—F'F
@3 =2F +F>+F'

olmak iizere T tiirev vektorii

51

53 w —52 cos 0 + Wil-+ 51 sin

0')v2cos 0 + 1/2||W||2 4267 0
T
2+r2)2/IW|>+67
330"+ @, ||W|)V2

+(3 + | H)\fN

2+ )3/ [W|*+67

(529’—53\|W\|)\/§sin9+\/2|]W|]2+29’25100393

+
2+r2)2/[W|*+ 67

biciminde bulunur. Geodezik egrilik tanimindan Kf 2 geodezik egriligi

E 1 == == =3
K'ggl = %(le—Fa72+2673)

(2+F2)

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3.15 («,o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki a¢1 @ olsun. @, egrisinin aslinormaller géstergesine ait N,y - Smarandache
egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

1

Egl
Kg —
2+ (F)?)

W

(Fo,-Fo,+20;) (4.3.69)

(S]]
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denklemiyle verilir. Burada

- W ‘AT
FF=(—F————) —csco
o+ (W2
olmak iizere _ . ,
@, =-—2-(F)?+FF
@,=2-3F?-T'-FT (4.3.70)
By =2+ +T'

seklinde birer katsayidir.

ispat.
=~ 1
Be, (s) = E(Nz +1n,)

esitlifinde sirasiyla (4.3.2) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa Bgl vektoriiniin Mannheim

egrisine bagl ifadesi

2 2 I
—\/ @""+ |[W|[*cosp — ¢ sing 114
ldl T+ il N

ﬁgl (s) =
297 +2|| W2 297 2| W2

(4.3.71)

@+ ||W||2sing — ¢’ cos @
+ B
207 +2|W|?

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TB (s) teget vektorii
51

(FIW]l—¢')sing+4/ ||W||2+<P’2<>OS§DT Fo'+ W] N

+
VIWIE+ 922+ ()2 VIWIP+92 2+ ()
4.3.72)

= (s
B,

(TIW - ¢')cosp— /W2 + ¢ singp
VIWIP+92\ 2+ ()

seklinde bulunur. Burada

— w A
Fo(—M_y2e

; — Csc o (4.3.73)
Vo +IWIR
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seklinde bir katsayidir. (4.3.71) ve (4.3.72) ifadelerinden elde edilen ﬁg B vektorii
<]

QIW[ - F¢')sing+Fy HW|\2+€0'2COS(P
Va2 1wl + 92

20" — F|W||

4+2(F 2\ IIWI2 + 9

+(2||W|| —F@')cosp—F/||W|?>+ QD’zsin(pB
Va2 I P+ o

biciminde yazilir. (4.3.67) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

ﬁgl Bgl( 5) =

+ N

@, =2 (F)+7'T
@,=-2-3(F?-F'-FF
@3 =2F+F +F

olmak iizere T (s) tiirev vektorii

%1
by _ BV Vasing— 2V P+ 205, cosp,
e S o
p @+ @22 IWI +9?

(@3¢ +@,[|W|)v2

2+ T2/ W2+ 92

N \/ 2|W|]2+2¢" %@, sinp — (@,¢' —é3||WH)\/§COS (PB
2+ T2/ W2+ 92

+ N

seklinde bulunur. Geodezik egrilik tanimindan Kf *l geodezik egriligi
B 1
Kg | = —%(
(2+(F)?)

Fo, —F©,+20;)

biciminde elde edilir.

Tanom 4.3.6 o, : I — S? Mannheim partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sab-
ban catist {N,,Tn,,N, ATy, } olsun.

~ 1

ﬁgz (S) = E (N2 —|—N2 N TNz) (4374)

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N, (N, A Ty, )-Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.3.16 N, (N, ATy, )-Smarandache erisinin geodezik egrilii

~ W ,
£€2 — || 2|| +(p2/ (4375)
W, - o,
denklemiyle verilir.
Ispat.
~ 1
Be, (s) = ﬁ(Nz +N, N 1y,)
egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
)
dsz
Bg 1 () !
T 2= —(1—-—22)T; (4.3.76)
s Al )™
dSE
olur. Bu esitligin normu alinirsa dsgz ifadesi
dsz
ﬁgz 1 q)Zl
= —(1— (4.3.77)
AR A
bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa TE (s) teget vektorii
)
Tﬁgz (s) = Iy, (4.3.78)
bi¢iminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa T () tiirev vektorii
)
V2 o,
T. (5)= ———— (=N, + —2-N, ATy (4.3.79)
Be, (1— % )( 2 HWzH : 2)
W, l
seklinde bulunur. (4.3.74) ve (4.3.78) ifadelerinden elde edilen EGZ A TE vektori
)
~ 1
ﬁgz A Tﬁgz (s) = E(—N2 +N, A TNz) (4.3.80)

seklinde yazilir. (4.3.74), (4.3.78), (4.3.79) ve (4.3.80) vektorlerinde (4.3.2) den karsiliklart

yazilirsa ﬁgz -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve 7.  vektoriiniin Mannheim
.. o . 2
partner egrisine bagl ifadesi,

~ 1 .
Be,(s) = E(Sm ¢,T,+N, +cosp,B,),
ngz (s) = —cos,T,+sing,B,,
~ 1 .
ﬁgz /\TEQZ (S) = E(Sln(pZTZ_NZ-i_COS(PZBZL
! si 2 W, ||v2 ! 2
T!v (S) — (p2 Sln(pZ\//_]'vz_ “ 2”\/_/N2+ (p2 COS(I)Z\//—B2
ﬁgz HWzH_(Pz HWzH_(Pz ”WzH_(pz
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denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f 2 geodezik egriligi

B W +o,
N TA Y

biciminde olur.

Teorem 4.3.17 (&, o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. @, egrisinin aslinormaller gostergesine ait N, (N, A TNz)' Smarandache egrisinin
geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagli ifadesi
B 1
ngz _I+r
I-F

denklemiyle verilir.

Ispat.

B (5) = —=(N, + N, ATy,

V2
esitlifinde sirasiyla (4.3.2), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa BGZ vektoriiniin 6

acisina gore Mannheim egrisine bagl ifadesi

r |W||cos 6+ /02 +||W|?sin O o'
B, (s) = T+ N
\/2602+2|W |2 \/ 2072 +2|W||?

(4.3.81)
\/ 0”2+ ||[W|?cos0 — ||W||sin 6
+ B
202 42||W |
bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T3 (s) teget vektorii
2
6’ cos 0 W 0’sin 6 (4.3.82)

/ |W||2+9’2 / |W||2—|—9’2 / |W||2—|—9’2

biciminde olur. (4.3.81) ve (4.3.82) ifadelerinden elde edilen Egz ATz vektorii

B,
|W||cos® —/|[W|?*+ 62sin6 Y
T+ N
\/2||W]]> 4267 2||w||? 426"
|W||sin® — 1/ |[|W|]>+ 6"2cos 6
— B
\/2||W||*+ 262

ﬁgz/\TN (s) =
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seklinde yazilir. (4.3.82) ifadesinin tiirevi alinirsa T2 (s) tiirev vektorii
2

r— ( W )’M

—secO
\ 02 +[[W]
olmak tizere

6/
FV2|W|lcos® —/2||W||2+26"sin @ /
o J2IwI VB

~ )
Pe (1=F)\/|w]2+ 62 (1= F)y/|IW ]2+ 62

FV2|W||sin@ + 4/2[|W || 4267 cos 6
- B
(1=F)\/IW]>+ 67

seklinde bulunur. Geodezik egrilik tanimindan K£ 2 geodezik egriligi

Be 1+ F
Kg2:—1_F

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.18 (&, o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 @ olsun. o, egrisinin aslinormaller géstergesine ait N, (N, A Ty, )- Smaran-

dache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

o
e — :—f (4.3.83)

‘m

denklemiyle verilir.

Ispat.

B (s) = %(Nz N, AT,

esitliginde sirasiyla (4.3.2) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa EGz vektoriiniin Mannheim

|W||sing — /@ + ||W]||2cos @ !
\ W _— ¢ N
V207 +2|W? 297 +2|W |2

(4.3.84)
\ @+ [W][2sin@ + |W|| cos @
+ B
V20" +2||W |2

egrisine bagl ifadesi

Be,(s) =
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seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Ty (s) teget vektorii
)

e /
Ty ()= ———08 7y WL #lcose (4.3.85)
)

W2+ ¢ W2+ ¢ W2+ ¢’

biciminde olur. (4.3.84) ve (4.3.85) ifadelerinden elde edilen Egz AT5 vektori
)

B
~ [W||sing@+ 1/ [[W >+ ¢* cos ¢
Be, N T3 (5) = r

ﬁ )
E 2|W |2 +2¢7 2(|W|2+2¢

[W||cos g — \/|\W|\2+<p'2sin<pB
\V2IW (24297

seklinde yazilir. (4.3.82) ifadesinin tiirevi alimirsa T2 (s) tiirev vektorii
)

F= —cscQ

Wl >’M
o + (W2

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
2

7 () FV2|W||sing +1/2[|W|2 +2¢"cos ¢ FV2¢/

- T+ N
ﬁgz

(L=F)\/IW|P?+¢? (L=F)/IW[P+¢?

FV2|Wllcos@—/2||W|?+2¢> sin(pB
(=) IW|?+¢”

biciminde olur. Geodezik egrilik tanimindan Kf 2 geodezik egriligi

seklinde elde edilir.

Tannm 4.3.7 o, : I — $? Mannheim partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sab-

ban catist {N,,7y,, N, ATy, } olsun.

~ 1
Be,(s) = E(TNz +N, ATy,) (4.3.86)

seklinde tanimli vektdriin ¢izdigi regiiler egriye Ty, (N, A\ Iy, )-Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.3.19 Ty, (N, A\ Ty,)-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B, ! ¢ s 5.3
0o = — (28 -6+ ) (4.3.87)
(1+2(H% H)2)2 ||W2||

S _ 1 _ (pz 2_ (P2 4_ (PZ /
& =-1-3(pgy) —2(mwy) — (i) (4.3.88)
~ _ (le 2_ (P2/ 4 (le /
(&=~ (pn)” —2mip) + (i)
seklinde birer katsayidir.
ispat.
e 1
B% (S) - E(TNz +N2 A TNz)
egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
3
dsz
ﬁg 1 (p !/ (p /
Ty —2 =—(—N,— 2Ty +—=-N, ATy
TR A AR T Y
dSEg3

olur. Bu esitligin normu alinirsa —=* ifadesi

ds~
Sﬁg3 :L 1+2< (p2/ )2
ds V2 W,

bulunur ve Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa TE (s) teget vektorii
3

1 !/ /
(=N, — P27y + 22N ATy, (4.3.89)
Lia 0, 2 W, | W, i
T w

T, )=

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

< tp ?,' \3 ' @
81 = oy +2(pwn)” + 2 (o) (i)
~ L 902, 2_ (le 4_ (p2/ /
62 = —1-3(py)” —2(wi) " — (wiyp) (4.3.90)
~__ (le 2_ (P2, 4 (pz/ '
=~ ()" —2(mwp) + (i)
olmak iizere Té (s) tiirev vektorii
%3
\/E . - ~
TL (s) = —— (81N, + &1y, + &N, ATy,) (4.3.91)
()
A}
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seklinde elde edilir. (4.3.86) ve (4.3.89) ifadelerinden elde edilen ﬁg ﬁ vektori
3

Bg3/\T~ (s) = ! (-9 Ty, + N, A Ty,) (4.3.92)

W
(pz/ 2 ||
2a(-P
4w

seklinde yazilir. (4.3.86), (4.3.89), (4.3.91) ve (4.3.92) vektorlerinde (4.3.2) den karsiliklar1

yazilirsa Bg3 -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve 7. vektoriiniin Mannheim
3
partner egrisine bagh ifadesi,

3 L. :
ﬁ€3(s) = ﬁ((smq’z_COS(Pz)Tz+(Sln¢2+COS(P2)Bz>7

®,'(sin@, +cos ¢,) W, || ®,’(cos @, —sin g, )

Tﬁg (s) = T, - N, + B,,
’ VIWLl? +20," VIWLl? +20," VIWal? +2¢,”
Bg3 A T~ (s) __cos@,+sing, T+ 29, N, + cos @, —sin @, B,

VIR +402  \2WP 402 (214,

W )1*V2(83sin g, - &cos%) 1 LA

A (I, 112 +29,2)° T (WP +2¢,2)°

+|]W2H4\/_(5251n(p2+5300s¢2)3
(W, 12 +2¢,2)*

2

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf 3 geodezik egriligi,

B 1 o,
Kg 3= 7 5 2 52+53
(1+2(\|(€§ |)2)2< I, H )

S5}

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.20 («,o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. @, egrisinin aslinormaller gostergesine ait Ty, (N, A Iy, )- Smarandache egrisinin

geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

o= L (258, -8,46y) (4.3.93)
2+r2)?

denklemiyle verilir. Burada

Si=F+2F42F'F
Sy=—1-3F2—2F*—F (4.3.94)

83=—F*=2F*+F’

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
(TN2 +N, A TNz)

§)=—
esitlifinde sirasiyla (4.3.2), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa E% vektOriiniin

Mannheim egrisine bagl ifadesi

(W] —-¢ cosG o'+ |W|| 0’ — ||W|)sin6

,/29'2+2||W|2 \/29’2+2||W|2 1/29’2+2||W|2

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

A
Wl > AT cp

olmak iizere TE (s) teget vektorii
3

) F(\|W||+9’)cos9—\/HW||2+9’2sin9T F (0 — W]
" (g) —
Pe V1+2r2/|w|2+ 62 Naer=N T

(4.3.96)
F([W| +6")sin6+1/||W|>+ 62cos 0
- B
VI+202/[W]*+ 67

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

Bg3 B (4.3.95)

S1=F +23+2F'F
Sy=—1-3F2-2r%—f’
Sy=—F2=2r*+r'

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
<

™ (5 (§3HWH—529’)\/§cos9+§H/2||W||2+29'2sine) .
~ Ky —
(142F2)2,/072+ ||W||?
L (B0 Swva
(1+2F2)%/072+[|W|?
(826 — 83||W[)V2sin 0 + &1 1/2||W |12 + 2672 cos 6
+ B
(142F2)2,/072+ ||W||?
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biciminde olur. (4.3.95) ve (4.3.96) ifadelerinden elde edilen EgB A TE vektori

%3

- (W]l +6")cos0 +2F /[|W|]>+ 6"%sin 6
B, AT (s) = T
3 V2+4F2/|[W]?* 467

o' — Wl

V24482 |W]? + 672

2F\/[W]|2+672cos6 — (||W| + 6")sin6
+ B
V2+4r2/(W]*+ 67

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K‘f E geodezik egriligi

+ N

E 1 = = =
Kgg3 = —5(2F51 — 07+ 53)
(2+r2)2
biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.21 (o, ,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 ¢ olsun. o, egrisinin aslinormaller gostergesine ait Ty, (N, A I, )- Smaran-

dache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

K£§3 _ — (2f§1 _ 52 + 53) (4.3.97)

denklemiyle verilir. Burada

8 =T +2r+2r'T
S5,=—1-3(F)—2F*—F (4.3.98)
S;=—(F)2—2F*+F

seklinde birer katsayidir.

Ispat.

~ 1

B, (s) = E(TN2 +N, N 1y,)
esitlifinde sirastyla (4.3.2) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa Bg% vektoriiniin Mannheim
egrisine bagl ifadesi

N o / PN
Wi+ eY)sing . @+IWIl ., (IWIl—¢)cose

V202 2(WIR 20 R2 W2 /297 2 W2

B (4.3.99)

Be,(s) =
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biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

Wl ‘At
F = (—) G—SGCG
6”2 +|W|]

olmak iizere TE (s) teget vektorii
<

- (s) = FWI+@)sing +/IWI2+ 9 cosp  F(o/—wl)

S V2R W2+ ¢ \/”2 IR+ 92

(4.3.100)
F(IWl+ @) cosp— /W2 + ¢ Sln(P
V14202 WP+ 2

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

8 =F+2F°+2FF
62_—1—3(F) —2F' -F
8, = —(F2—2F"+F

olmak iizere T% (s) tiirev vektorii
<

p sy — GIWI=8a0)Vasing =51 2AWIP +29%cosp
- (1272 92 + W2

(859 + 8, W) V2
(127 )29+ W2

81\ 2IWIP+2¢7sing — (8,9 — & |[W[) V2eos9
(1+2(F))2/ 9+ W2

seklinde bulunur. (4.3.99) ve (4.3.100) ifadelerinden elde edilen E% A TE vektori
3

5onr (o = (WIEesing =T WP+ g cosg
S B =
CE ¢2+4 21w+ 2

— Wi

\/2+4 21w P+ 92

+2F\/ W2+ ¢@%sing+ (|W| + ¢ )cos<p
V244w + 97
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seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf K geodezik egriligi

B. 1
N

(ZF& - 52 + 53)
2+ (7)?)

[Tl

biciminde elde edilir.

Tanim 4.3.8 «, : [ — S?> Mannheim partner egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sab-

ban catist {N,, T, N, ATy, } olsun.

1
Mt T, + N AT, (4.3.101)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye N, I, (N, A\ In, )-Smarandache egrisi denir.

E@ (s) =

Teorem 4.3.22 N, Ty, (N, A Ty,)-Smarandache egrisinin geodezik egrilii

/

- 9’ ~ 9\~ ?' \~
Bo Gy = VPt (1= ip)Pet @ iy s

! 4\/_(1_ o N o | )g (4.3.102)
4 A
denklemiyle verilir. Burada
p1 :—2+4(|| H)_(|\(€§2/||)2+2(H%2/H)3+(Il%zl )( W, ” )
0> :—2+2(H ZH)—4(H3§2”)2+2(H%2/H)3_2(\W2 ) ( ) (1+ W, H)
By =2(pi) —4(may) " +4 ()’ 2 () + (n(gv/u) (2 ) w108

seklinde birer katsayidir.

ispat.
1
— (N, + TN2 +N, A TNz)

B€4 (S) = \/5

egrisinin s B, yay parametresine tiirevi alinirsa

ds= /

®,
~N,+ (1
2+ (=T

/

P,
W, i

VT, + N, ATy, )

dsz
ST Bg, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa df“ ifadesi

ds
Be, 2 (le (le 2
ds \/3( TARTAL,

2 2
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elde edilir. Bu ifade esitlikte yazilirsa T (s) teget vektorii

B,

/

T, 5 = : (=t (=75

(p2’ q)z/ 2 ||W||
2(1-- %y
\/( AR AL,

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

®,’
W, ]

ST, + N, AT )

(4.3.104)

= —2+4(q 1) - <|\W||) +2(HWH) +(||(5v2\|)( ||W|| 1)
z+z<\$vz )4 ) F2(7 )’ 205 - ><1+HW T
=2( i 4( 1’ +4(\%”) ~2(5# 7’ (nw 72— A )
olmak iizere T~ ( ) tiirev vektori
Tég4 (s):4<1 \f( o ) S(BIN, + Ty, + P3N, ATy, (4.3.105)
i+ (e
seklinde elde edilir. (4.3.101) ve (4.3.104) ifadelerinden elde edilen Bg ﬁg vektorii

9
g — DN, = 1+uvv H)TN +(2 TN, AT,

*f\/ AR

seklinde bulunur. (4.3.101), (4.3.104), (4.3.105) ve (4.3.106) vektorlerinde (4.3.2) den

karsiliklar1 yazilirsa Bg -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve T~ vektoriiniin

Bg4 N5, (S) = (4.3.106)

Mannheim partner egrisinin Frenet vektorlerine, egriligine ve burulmasina bagh ifadesi,

Eg4(s) = %((sin(pz—cosq)z)TZ—i-Nz-I—(Sin(p2+cosq)2)Bz),

ro) — e (W] e)eose, . A

V2IW,2 =Wl +20,2) * /201W,[12 ~ (W], +20,2)
L@ cose, + (Wl — ) Sing.p

¢2 (W, 12— W, 19, +2,)

QU1 — 9)sing, + (I, + 9/)cosg, -
VEIW, 2 = 6], | o, +60,”

20, |,
VOIW, 12— 6, | o, +60,”
L CIW] = 9))cosg, — (W, +9.)sing, .

¢6||W2||2—6||W2||<p;+6<p2'2

N2

5g4 A ng4 (s) =

+ N,

29
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/(g = ||W2”4\/§(53Sin(pz_52COS(P2)T_|_ 1w, |*v3
o 2 2 21V)
ﬁg“ 4(||W2||2_||W/2”§02/+(P2,2) 4(||W2||2_||w/2||§02/+(p2,2)

V3 (Bosing, + pscos )

5 B
4<||W2||2 - HW2||(P2/ + (p2/2)

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf * geodezik egriligi
. O DB+ (—1— 2 V5t (2— 25
B G = VPt (U ip) P+ 2~ iy Ps

8 / /
(2 ¢, \2\3
4V2(1— 12— 4 (-2 2
( W, |l (HW2||) )

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.23 («,o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. o, egrisinin aslinormaller gostergesine ait N, Ty, (N, A I, )- Smarandache egrisinin

geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagli ifadesi

s _@F =P —(1+F)p,+(2-F)py
i W21 —F +F2)3

(4.3.107)

denklemiyle verilir. Burada

Pi=—2+4F —4F 4203 +2F'(2F — 1)
Pr=—242F —4F24+2F3—2F*—F'(1+F) (4.3.108)
Py =21 —4F>+4r3=2r*+r'2—-r)

seklinde birer katsayidir.

ispat.
~ 1
ﬁ€4 (S) = _(Nz +TN2 +N, /\TNZ)

V3
esitliginde sirasiyla (4.3.2), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Eg4 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagl ifadesi

- (|W| —6")cos 0 + 1/ 0”2+ ||W|]>sin O o' 4 |W
o) = V re VI
\/36072+3|W|]? 36072 +3||W||?

(4.3.109)
(6'—||[W||)sin6 + /6% +||W|?>cos 0
+ B
\/ 362 +3||W|?

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T (s) teget vektorii

s,
W ‘A
Wi AT cn

b= <—W> o
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olmak iizere
(FIW||—(1—F)8")cos® —1/||W||2+9’Zsin0T
\/2(1 —F+F2)\/HWH2+9’2
FO +(1—F)|W|
V20— 12\ [w]? + 67

(1=F)0" —F|[W|)sin® —/||W|>+6"cos 6
+ B
\/2(1 —F+F2)\/]|W]]2+9’2

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

ng4 (S

N (4.3.110)

D =—2+4F —4r2 42034207 (2F — 1)
Pr=—2+42F —4F2+2F° =21 *—F'(1+F)
Py=2F —4F>+4r> =2r*+1'2—r)

olmak iizere T. (s) tiirev vektorii
%4

1 (g P PaIWI)VIcos0-+5,3IW I +30%sin0
~ (s =
P, 41— F +12)2/02 + |W|?

(P5|IW | +p,0")V3
41 —F +F2)2,/02+||W|?

(PLIW || — P36")V3sin 0+ p /3| W2 +3672cos 6
+ B
41—F +r2)2 /072 +||w|?

seklinde bulunur. (4.3.109) ve (4.3.110) ifadelerinden elde edilen Eg4 A TB vektori
4

2—M)HIWI|+(1+F)0")cosO+ (2F —1 W||? 4 62sin 0
(( MW+ ( )6’) ( W I ]| .
V6—6F +6F2,/||W]|?+ 67

2=F)6'=(1+F)|W|

V6—6F +6F2,/||W|?2+67

2F — 1)\ [[W|*+67%cosO — ((2—F)||W| —(1+F)0")sin8
+( vl (C=F)w| ) 5
V6—6F +6F2\/|[W]?*+ 6"

+ N

Be ATy, () =

+ N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf B geodezik egriligi

e 2F —1)py —(1+F)py+(2—F )P
8 = N
AV2(1—F +F?)2

biciminde elde edilir.
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Teorem 4.3.24 («a,,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 6
olsun. e, egrisinin aslinormaller gostergesine ait N, 7y, (N, ATy, )- Smarandache egrisinin

geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagli ifadesi

. (QF-1)p —(1+F)p,+(2-F)p
Jo _BE 200 — (U F)py + (2= F)p (43.111)
42(1-F +(F)%)?

denklemiyle verilir. Burada

P, =—2+AF —4(F)>+27 +27'(2F — 1)
P, =—2+2F —4(F)2+21° -2 =T (1+T) (4.3.112)
p,=2F —4(F)?+4F -2 +F'(2-T)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.

1
%(N2+TN2+N2/\TN2)

esitlifinde sirasiyla (4.3.2) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa Egs vektOriiniin Mannheim

Be,(5) =

egrisine bagl ifadesi

B (s) = (HWII—ﬁl”)sinso—\/<P’2+||WIIZCOS<PTjL o +||W|
S =

3¢ +3||w|2 39”2 +3|W?

43.113)
+(HWII —@')cos@+1/ 0" + IIWllzsinpr

39" +3|W |2

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T teget vektorii

T, )
W >’M

<— — Csc o
0" + |||
olmak iizere
T~ () _ (fHWH_(l—f)q)/)sin(p—i— ||W||2+(PIZCOS(p

B N
" V2 =F+(FP) /W2 + g
o
+ ro+1-Piw] N (4.3.114)
V20 =T+ @2/ WP+ 92

n (FIW|—(1=F)g')cosp — 1/ ||W||2-|—(p’251n(p

V20 =T+ WP+ 92

F=
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seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar
P, =—2+4F —4(F)2+2F +2F'(2F — 1)
p,=—2+2F —4(F)}+2F -2 = F'(1+T)
p,=2F —4(F)*+4F° —2F' +F'(2—F)

olmak iizere T (s) tiirev vektorii

%4
(Eg,(P’—EzHWH)\/gsin(p—ﬁl 3||W||2+3(P/ZCOS(pT

4(1-F+ (P2 o2 +|W|?
(P4 IW]+p,9")V3

AT+ (P2 o2 +|W|?

L (B9 =B IWI)V3eos g +5, 3IWIE + 3¢ sing
A=+ (PR o+ W2

seklinde bulunur. (4.3.113) ve (4.3.114) ifadelerinden elde edilen Eg4 A TE vektori
%4

((2—f)HWH+(1+f)€0')sinfp—(2f—1)\/||W||2+€D’ZCOS<P
\/6 6F +6(F \/||W||2+<p’2

2-F)¢' —(1+F)|W]

V6 —6T +6(2\/ W + 7

2F —1 W2+ 0?sing+ ((2—F) W] + (1+F)o’) cos
+( IWIW2 4+ sing + ((2—F) W] +( )¢’) ¢

\6—6T +62\/[W>+ 97

T, =
5, (s)

5g4 /\ng4 (s) =

N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf geodezik egriligi

K5g4 _ 2F-Dp,—(1+F)p,+(2-F)p,
) W21 -F +(FP)?

bi¢iminde olur.

Tanom 4.39 o, : 1 — $? Mannheim partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban
catst {B,,Tp,,B, A Tp, } olsun.
~ 1

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B, Tp -Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.3.25 B,Tp -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B 1
5 _ —Kﬁ(%hl _§h2+2h3)
2+(2)) » ’

2

denklemiyle verilir. Burada

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
~ 1
Be, (s) = E(Bz +13,)
egrisinin s B yay parametresine gore tiirevi alinirsa
1
ds Eg 1

B +T1p +£Bz/\TBZ)

T~ _ il
Be, ds \/Q( S+

ds~

dsﬁél -
ds \/_

elde edilir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Tﬁg ) teget vektorii
1

1 K.
ng (s) = —K'z(_Bz + T32 + T_232 VAN TBz)
BN LY :
)

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

-2 (9 + () (5)
=-2- 3(T) (2)" -
=2(2)+ (?) (?)
olmak iizere Ti5 (s) tiirev vektori

V2
Tég (S) = —22(71132 +h2T32 —|—th2 /\TBZ)
(@)

I
ho
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(4.3.117)

(4.3.118)
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seklinde elde edilir. (4.3.115) ve (4.3.118) ifadelerinden elde edilen 551 A TE‘5 vektori
1

= 1 K
Be ATy, = —————("2B, 2Ty +2B,ATy)) 4.3.121)
U Jago(Byp2 R R
TZ

seklinde yazilir. (4.3.115), (4.3.118), (4.3.120) ve (4.3.121) vektorlerinde (4.3.3) den
karsiliklar1 yazilirsa 551 -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve 77  vektoriiniin

1
Mannheim partner egrisine ait Frenet vektorlerine, egriligine ve burulmasina bagl ifadesi,

~ 1
ﬁél (s) = E<_N2+Bz>
1 K
) = ———(21,-N,-8)
9 K, 2\,
2+ (%)
~ 1 K K
T = —— (2. + 2 —B
ﬁ51/\ Bz, (s) 4+2(§)2< 2t 12N2+ T, 2)
TZ
V2
Téél (s) = —— <7’“l3T2 — hZNz + h132>

e+ @)

5 |m

B
denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan &, 1 geodezik egriligi

N S S .- P PR

o) ® "

2

biciminde olur.

Teorem 4.3.26 (,,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 6
olsun. ¢, egrisinin binormaller gostergesine ait B, T, - Smarandache egrisinin geodezik

egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi
P, 1 ( o o _ __
K = i — oo + 203 (4.3.122)
* Wi vl

2+ Gi)’)’

denklemiyle verilir. Burada
( — . o’ 2 o \// 6o
i ==2=(qy) "+ (qwy) (y)

{r=—2-3(2) = (&) = (7&0) (1&) (4.3.123)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
1
—=(B T T32 )

V2
esitliginde sirasiyla (4.3.3), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 551 vektoriiniin

Bz (s) =

Mannheim egrisine bagl ifadesi

~ 1
s)=—=(—sinOT +N —cosOB (4.3.124)
bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tbvg (s) teget vektorii
1
0’ cos9—HWHsm9 W] _ 0'sin@ + [[W||cos®

T; (s)= B (4.3.125)
J \/2|[W)2 + 672 ,/2HWHZ+9’2 \/2|[W12 + 672

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

el G,
hy=—-2~— 3(||W\|> (||WH) _(WHHWII)
h3=2(||€)v_|\>+(|\ ) +2()’

olmak iizere T. (s) tiirev vektorii
&

W ||*V/2(f53cos 6 — fy sin 6 W|*V2h,
T
(2[|W]> +6"2)2 (2[|W]]> 4 6"2)2

T. (s) =
O

|IW|*V2(Ry cos 6 + hasin 6)
(2|W]>+672)?

biciminde olur. (4.3.124) ve (4.3.125) ifadelerinden elde edilen 551 A Tﬁg vektorii
1

~ 2||W| cos6 +6'sin6 0’ 0’ cos O —2||W||sin6
T+ N+ B

ﬁé /\Tﬁé (S)
O awieen L Jawize2en\Jawize2en

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K‘f g geodezik egriligi

2+ ()’

P 1 ( 0 - 0

! ﬁ2—|—253>
Wi wi

bi¢ciminde elde edilir.

Teorem 4.3.27 («,,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 ¢ olsun. o, egrisinin binormaller gostergesine ait B,Tp,- Smarandache
egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

/ /

(2+ (%)2)7

Kfsl 1 ( @ @

- T T 2) (33120
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denklemiyle verilir. Burada

(1, =2 (5fp)" + () (1

hy==2=3(ym)” = ()" = () () (4.3.127)

\

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
B ()= (B, 4T,

esitliginde sirasiyla (4.3.3) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa 551 vektoriiniin Mannheim

egrisine bagl ifadesi

~ 1
s)=—=(cos@T+N—sinpB (4.3.128)
Be (s) \@( ¢ ¢ B)
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁ,g (s) teget vektorii
1

>
T ()= 2 sing +|[Wijcosp,, W]
p V2IW 2+ ¢ V2IW |2 + 72

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

hy = =2— (yb)* + (o) ()

@' cos — ||W]| sin(pB

V20W[P+ ¢

(4.3.129)

N+

\

olmak iizere T. (s) tiirev vektorii
&

\|W‘|4\/§(ﬁ3sin(p—l—ﬁzcos(p)T W |4V/2h,

Ti (S) =
QW2+ ¢%)? QW2+ ¢)

Be,

HW|]4\/§(E3 cos ¢ — h, sin @)
Q2w+ ¢?)?

seklinde olur. (4.3.128) ve(4.3.129) ifadelerinden elde edilen 551 A Tﬁg vektori
1

/

~ :2HWHsin(p—(p’COS(pT ®

Be AT (s) +
S e

N ¢'sin@ +2||W|| cos ¢y
VAW 2 +2¢7 VAW 4297
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seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf g geodezik egriligi

/ /

Be, 1 0 ¢

= By —

e ) 2<ku—1 W]
)

E2+2E3)
(P/
(2+ (riy

biciminde elde edilir.

Tamm 4.3.10 o, : I — $? Mannheim partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sab-

ban catis1 {B,,Tp,,B, AT, } olsun.

~ 1
Be, (s) = E(B2 +B, ATp,) (4.3.130)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B, (B, A T, )-Smarandache egrisi denir.
Teorem 4.3.28 B, (B, A T, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

i (m+K) (4.3.131)

denklemiyle verilir.

ispat.

~ 1
B§2 (s) = E(Bz +B, A T32)

egrisinin s 5. Y&y parametresine gore tiirevi alinirsa
&

dsﬁg 1 K2
T 2= —(1-2)T1
By, ds \/§( ‘L'z) By
d_S'Eé2

olur. Bu esitli§in normu alimirsa —* ifadesi

dSB“52 B 1

ds _E(I_T_j)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa T~§ (s) teget vektorii

ﬁ 2
TE(52 (s) = Tp, (4.3.132)
bi¢iminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa 72 (s) tiirev vektorii
%

V2 K
T: (s)=—5—(—B,+=2B,AT, 4.3.133
lBéz(S) (1_%)( 2+’L'2 2 Bz) ( )

2

180



seklinded bulunur. (4.3.130) ve (4.3.132) ifadelerinden elde edilen Eﬁz A TE5 vektorii
2

~ 1
Be, ATy, (5) = NG (—B,+B,\Tg,) (4.3.134)
2

seklinde yazilir. (4.3.130), (4.3.132), (4.3.133) ve (4.3.134) vektorlerinde (4.3.3) den

karsiliklar1 yazilirsa /352 -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve 7%  vektoriiniin

3
Mannheim partner egrisine bagh ifadesi, ’
~ 1
Bijz(s) = %(Tz'i'Bz)a
Tgﬁz (S) = _N27
~ 1
Be, ATy, () = (T By)
2
T: (s) = \/_KZ (E 2 2)
B, (1— 1:_) T,

2

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f % geodezik egriligi

K£§2 r (Tz + Kz)

(Tz r Kz)

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.29 («,o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. @, egrisinin binormaller gostergesine ait B, (B, A TBz)' Smarandache egrisinin
geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

Eﬁz _ HWH + 6’

= 4.3.135
ST we (3159

denklemiyle verilir.

Ispat.

~ 1
Be,(5) = (B, + B, ATy,

esitliginde sirasiyla (4.3.3), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Egz vektoriiniin

Mannheim egrisine bagh ifadesi

Bz (s) = %(cos 0T +N —sin0B) (4.3.136)

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa ng (s) teget vektorii
2

TB}; (s) = —sin®T — cos OB (4.3.137)
2
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seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T (s) tiirev vektorii
S

1 (5) = 9’\/§cos9T+ |W][v/2 N+ 6’\/§sin93
P, wi—6" " o —|w[ & —[W]|

biciminde olur. (4.3.139) ve (4.3.140) ifadelerinden elde edilen Eéz A\ Tﬁg vektori
2

552 A Tﬁéz (s) = %(cos 0T —N —sin0B)

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K % geodezik egriligi
B, _|Wl+6
fowl-e

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.30 (c, ,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki a¢1 @ olsun. @, egrisinin binormaller gostergesine ait B, (B, A TBz)' Smaran-

dache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

Be, _ W +¢
K2 =t (4.3.138)
fwl-ef

denklemiyle verilir.

Ispat.
~ 1
Be,(5) = —= (B, +B,ATp,)

V2
esitliginde sirasiyla (4.3.3) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa Eéz vektoriiniin Mannheim

egrisine bagl ifadesi

~ 1
§)=—=(sin@T +N+cos@B (4.3.139)
Be, (5) \/5( ¢ ¢B)
bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TBé (s) teget vektorii
2
Tﬁg (s)=cos@T —sinpB (4.3.140)
2
bi¢iminde elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa 7% (s) tiirev vektorii
)
'V 2si Wlv2 V2
T (S):(p\/_smg/oT_ l H\/_/N (p\/_cosip
P, Wl—o" " IW[-e Wl —o
seklinde bulunur. (4.3.139) ve (4.3.140) ifadelerinden elde edilen [i:z A ng vektori
2
Be AT (s)= ——(sin@T — N+ cosgB)
= (§) =—=(sineT — cos
¢, ﬁéz > ¢ ¢
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seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf % geodezik egriligi

B, _ W] +¢'
o wl-e

biciminde elde edilir.

Tanm 4.3.11 o, : [ — S? Mannheim partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sab-

ban catis1 {B,,Tp,,B, \Tp, } olsun.

~ 1

B% (s) = %(TBz +B, A TBz> (4.3.141)
seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Tp, (B, A\ Tp, )-Smarandache egrisi denir.
Teorem 4.3.31 Tp (B, A Tp, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

B: K
Ky = (22V1=V2+V3) (4.3.142)

Vo= —1-3(2)*—2(2)' - (&Y (4.3.143)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
~ 1
ﬁ§3 (S) = %(TB2 +B2 A TBz)
egrisinin s B: yay parametresine gore tiirevi alinirsa
3
dsEé 1 K2 K2
T; 3 = —(—B, — 2T, —B, AT,
Be, ds \/5( o, BZ+T2 2 N, )
dSE
olur. Bu esitligin normu alinirsa d‘? ifadesi
dsﬁ% B 1 1+2<K‘2>2
ds 2 T,
bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa TE‘5 (s) teget vektorii
3
1 K K
Tﬁg (s) = — (— , = /L_—ZTB2 + T_ZBZ A TBZ) (4.3.144)
3 142 ( 5 )2 2 2
TZ
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biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

vi= 2 42(2) +2(2)(2)
K\ 2 K, \4 KN/
Vo= —1-3(2)°-2(2)" ~ (2)
K\ 2 K, \4 K, \/
Vi=—(2)-2(3)'+(3)

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
5

2
TL (s)= %(VIBZ + VT + V3B, ATg.) (4.3.145)
)
seklinde olur. (4.3.141) ve (4.3.144) ifadelerinden elde edilen E% A Tﬁg vektori
3
B - : e 4.3.146
B§3/\TB§3(S)_—K22( T_B2_TBZ+B2/\T32) ( - )
2+4(?) 2
2

biciminde yazilir. (4.3.141), (4.3.144), (4.3.145) ve (4.3.146) vektorlerinde (4.3.3) den

kargiliklar1 yazilirsa [3§3 -Smarandache egrisine ait Sabban catisinin ve Té vektoriiniin
&
Mannheim partner egrisine bagl ifadesi,

553 (s) = L (Tz _N2)7

V2
1 K K
T; (5) = ———(2T,+22N,~B,),
Be, 1+2(%)2<T2 T, )
2
~ 1 K
Bg AT; (s) = ———|(T,+N,+2-2B,),
3 Bg3 2_'_4(%)2( T, )
2
V2
() = —5 (VaT, ~ V2N, + V1B,
S eAR)
2

B
esitliklerine doniigiir. Geodezik egrilik tanimindan K, & geodezik egriligi

553 1 K,
Ke?=———(2-2V, -V, +V
IS

2

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3.32 («, ®,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 6
olsun. ¢, egrisinin binormaller gostergesine ait T, (B, A\ TBz)' Smarandache egrisinin
geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

B 1 0 — - =
5 Vi—V2+V3) (4.3.147)




denklemiyle verilir. Burada

52:_1_3(9_’)2_2(9_’)4_( o’ )’ (4.3.148)

seklinde birer katsayidir.

ispat.

~ 1
Be, (s) = E(TB2 +B, N Ts,)

esitlifinde sirasiyla (4.3.3), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 553 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagl ifadesi

1

E& (s) = —=((cos 8 —sin0)T — (sin6 + cos 6)B) (4.3.149)
: V2
bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa ng (s) teget vektorii
3
s / 9— : 9
TB (s) = 0 (sm9—|—cos@)T_ Wl . 6’ (cos O — sin )B (43.150)
S IwR+2e? w207 /W +207
seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar
(— o’ o’ 3 o’ / o'
V1= (pwr) + ()™ + 2 () (o)
Vo 1_3(0 V2 _ (0 \4_ (6
V2 =—1-3(qr)” —2(pry) — ()
iV 0 \2 0 \4 0\
V3=~ (pwr)” —2(mwr) + ()
olmak iizere T. (s) tiirev vektorii
&
() IW][*V/2(V2sin 6 + V3 cos 0) |W|[*V2V,
Pey (IW]]*+26"2) (IW]]*+26"2)

W |*V/2(V5cos @ +V3sin6)
(IW][*+26"2)2

biciminde bulunur. (4.3.149) ve (4.3.150) ifadelerinden elde edilen E% A TE5 vektori
3

~ _ \|W\|(sin9+cos@)T+ 20’ N+ HWH(COSG—sinG)B

B, NTg, ()
’ V2IWIP 4672 /2w +467 V21w +467
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B
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan % geodezik egriligi

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.33 («,o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 @ olsun. @, egrisinin binormaller gostergesine ait T (B, A TBz)' Smaran-

dache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

B 1 '
e <2||W||21 _yz+z3) 4.3.151)

(1+2(;87)%)°

denklemiyle verilir. Burada

)’ (4.3.152)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
~ 1
Be, (s) = —=(Ts, +B, \T5,)

V2
esitliginde sirasiyla (4.3.3) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa Eé:s vektoriiniin Mannheim

egrisine bagl ifadesi

553 (s) = % ((sin@ +cos @)T + (cos ¢ — sin@)B) (4.3.153)

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁg (s) teget vektorii
3

¢'(sing —cos@) . Wil @'(sin@+cose)

T: (s)=
B
& VIWIR 202 IW|2 1202 /W2 4297

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

B (4.3.154)




olmak iizere T (s) tiirev vektorii
&3

|W[[*v/2(V5sin@ — V, cos 9) W |*v2V,
2 T+ 2
(|W][2+2¢%)2 (W][2+2¢"%)2

Ti Ky =
;0

||W||4\/§(Z3 cos @ — V,sin @)
(W2 +2¢7)?

seklinde bulunur. (4.3.153) ve (4.3.154) ifadelerinden elde edilen Egs A Tﬁg vektori
3

/

3 IWli(sing —cos@) .. 2¢ v 4 IWlising + cos ¢)

Be, NTg, (s)=
’ V2IWIR 49\ 2W]2 + 49" V2IW |2 + 497

B

B
bigiminde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan &, s geodezik egriligi

553 1 ( y
Ky = 2 ¥y v v)
: Wi T

(1+2(;8)%)?

biciminde elde edilir.

Tammm 4.3.12 o, : I — $? Mannheim partner egrisinin binormaller gostergesine ait Sab-
ban catis1 {B,,Tp,,B, AT, } olsun.

~ 1

B§4 (s) = %(Bz +Tp, + B, N\ TB2) (4.3.155)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye B, T, (B, A T, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.3.34 B,Tj, (B, A T, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

b ! 5 5 5
Kyt = (22 =1)b— (1+2)bo+ (2— 2)b3)  (4.3.156)
) 4x/§(1+3+(ﬁ)2)2< E T T >

) )

denklemiyle verilir. Burada
(= 2+4(2) - () +2(2)+ () % - 1)

2
T,

n=—2+2(2) —4(2)+2(2) —2(B)' - (2) 1+ ) (4.3.157)

= 2(52) -4(3) +4(5) - 2(2) + (3) 2- )

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
~ 1
ﬁ§4 (S) = E(Bz + T32 +Bz N TBZ)

egrisinin S, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa
S

4

ds=

Be 1 K, K
Ty, 2t == (= Byt (1= )T, + 2B, A Ty,
By, ds V3 ad 1'2)32+’L'2 225
dSE
biciminde olur ve bu ifadenin normu alinirsa df“ ifadesi

dsﬁ54 _ %<1_ﬁ+(§)2>
ds 3 T T,

2

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T; (s) teget vektorii

Be

4

b ! K K,
Ty, (5)= (—Bz—l—(l——)TBz +T—sz/\T32> (4.3.158)

-2 @) i

2 2

biciminde elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar,

= -2+4(32) - (2 +2(2) +(2) 0% 1)
= -242(%) ~4(2 +2(2) 2(2)' - () (1+ %)
s =2(32) ~4(2) +4(2) -2(2) + (2 - B)
olmak iizere Ti5 (s) tiirev vektori

4

T. (S) = \/§ (ble +b,Tp + bng NTpg ) (4.3.159)
ﬁ§4 Kz K2 2 2 2 2
W(1-2+(2))

seklinde bulunur. (4.3.155) ve (4.3.158) ifadelerinden elde edilen 554 A ng vektori
4

K K K
(222 —-1)B,— (1 + T—;)TB2 +(2— T—j)Bz N Tp,

3
%%1 5By
TZ TZ

(4.3.160)

B, T, (5) =

biciminde yazilir. (4.3.155), (4.3.158), (4.3.159) ve (4.3.160) vektorlerinde (4.3.3) den

kargiliklar1 yazilirsa ﬁ§4 -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve T2  vektoriiniin

3
Mannheim partner egrisine bagh ifadesi, )
~ 1
ﬁ§4 - ﬁ(Tz —N, +Bz)7
1 K, K,
- Sr -5, B )
<T2 2 ( Tz ) 2 2

R )



~ 1
ﬁ§4/\ng = = ((2—%)7‘2+(1+%)N2+(2%—1)Bz>,
R CVEE-SNCS : :
TZ TZ
V3

Té@ B K L (K2
(1-2+(3))

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f 4 geodezik egriligi

B, I K, K, K,

Kot = (22 —1)b1— (14+2)br+ (2= 2)bs

) 4\/5(1+75+(%)2)3( % 2 7, )
2 2

seklinde olur.

Teorem 4.3.35 («,o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. ¢, egrisinin binormaller gostergesine ait B, T, (B, A Tp, )- Smarandache egrisinin

geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

Be, 1 o - .0 IS
N _4ﬁ(1+ A )2);<(2W VP (4 Pt 0= )
Wi vl
(4.3.161)

denklemiyle verilir. Burada

(1= —24() = ()" + 2() "+ (i) Gy =)

T 0’ 0 \2 0 \3 0 \4 0 \/ 0’
b = =2+ 258 —4 (g + ()’ — 208 = () (1+8) @3.162)

. o' o \2 o' \3 o \4 o \/ o'
b3—2m_4(m) Jr4(||w|\) _2(||w|\) +(W) (z_m)

seklinde birer katsayidir.

\

Ispat.
~ 1
ﬁé; (S) = E(Bz + TBz +B2 A TBz)

esitlifinde sirasiyla (4.3.3), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 554 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagh ifadesi

E§4 (s) = %((cos@ —sinB)T + N — (cos 6 +sin6)B) (4.3.163)
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biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T (s) teget vektorii

Pe,
7 () - L0t (O WG, v v
* \/2(||W||2—HWH9'+9’2) \/2(HW||2—HWH9'+9'2)
(4.3.164)

0'sin6 — (6" — ||W||)c059
awie- Wios 6%

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

1= —2+4(gim) — () +2(gim)” + () g — 1)

6’ \2 0" \3 6" \4 0"\ 6’
{52 = =2+ 25y = 4(p) + ()" = 2(m)” = ()" (U )

b3 =2 \|w|\ 4(HW\|) +4(H6T/H)3—2(H6T/H)4+(ﬁ)/(2—ﬁ)

olmak iizere T. (s) tiirev vektorii

&4
T. (s) = ||W||4\/§(53cose—gzsin6)T W ||*/3b, N
P, A(IWIP—lWler+67)2 AW [[W]|e’ +67)

_ ||W||4\/§(52C059 +b3sin 0)
A([W—[lwle’+6)

bi¢ciminde olur. (4.3.163) ve(4.3.164) ifadelerinden elde edilen E§4 ATz vektori

Be,
[35 (5) = (2||W||—9’)0086+(||W||+0’)sin9T+ 0 —||W]|
< V6w —6|w/er+662 V6w —6w/er+662
(HWH—l—G)COSG (2||W||—9’)sm9
VoW —6w]e’ +6c62
. N P L
seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan &, * geodezik egriligi
B 1 o’ - o’ o
- g ve (C ~ o= 0 e+ = )
4f(1+ +()?)
HW|| W
seklinde elde edilir.

Teorem 4.3.36 (o, o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 @ olsun. ¢, egrisinin binormaller gostergesine ait B, T, (B, A\ T, )- Smaran-

dache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

Be, 1 ¢ ¢’ g
= 2 —1)b 1+ Dr + b
e ! ¢’ )z>§<( W]l Jor = IIWII) nt(2- IIWII)‘3

(4.3.165)
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denklemiyle verilir. Burada

(21 = ~2+4(gip) — (i)™ +2(ip)” + ()

by = =2+ 28y —4(gfp)”+ (i) = 2(fp) " = () (L ) @3.160)

/

by = 2y —4(qey)” +4 () —2()* + (o)’ (2= iy

seklinde birer katsayidir.

\

Ispat.
~ 1
B§4 (S) = E(Bz + TBz +BZ A TBz)

esitliginde sirasiyla (4.3.3), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 554 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagh ifadesi

= 1
[354 (s) = 7 ((sin@ +cos@)T +N + (cos @ — sin@)B) (4.3.167)
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁg (s) teget vektorii
4
&8 _ I w w
¢'sing — (¢' ~ W) cosg Wi N

Tz (s) —

B

& \/2(||W 12 —[|w H‘P""‘Plz) \/Z(HW 12— [|w ||‘PI+‘P12)
(4.3.168)

/ ’ :
L Pleosp (¢ — [Wi)sing
V2IW 2= W]l + )

seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa katsayilar

(b1 = —2+4(180) — (1) +2(780) + (161) (2780 — 1)

B g0/ (P, 2 [ 3 ¢
?z——2+2m_4(m) +(|\W||) _2(HWII

olmak iizere T. (s) tiirev vektorii
&4

[WI*V3(b3sin@ +hycosg) . IW1*v/35,

/
5 ()
Pe, W= Wle'+92)2 —  4(IW[2—W]¢'+¢)?

IW][*V3 (05059 ~bysing)
AWIE= W ]lg'+ )2
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biciminde bulunur. (4.3.167) ve (4.3.168) ifadelerinden elde edilen 554 A Tﬁg vektorl
4

J—— / 1 /_
[%4 T () = @IWI - ¢T)sing — (Wl + ¢')cos@ . 20" —|[W]|

N
4 VoW IR = 6w ¢’ + 69> VoW 2= 6w e’ + 69>

(Wl +¢')sing + (2[W] — @) cos ¢

B
VoW 2= 6w ¢’ +6¢”

_|_

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan K'f 4 geodezik egriligi

B 1 9’ - 6’ 0 -
K‘g‘54 _ o < ((2 — 1)b1 (1+ )bz—i—( —)b3>

Wi+ o (o VI Wi W]

Wi vl

biciminde olur.

Tamm 4.3.13 o, : 1 — S? Mannheim partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban catis1 {C,, Ic,,C, ATc, } olsun.

1
C, T 4.3.169

seklinde taniml1 vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C, Ic, -Smarandache egrisi denir.

Bu () =

Teorem 4.3.37 C, Ic, -Smarandache egrisinin geodezik egriligi

N S U1
(2+(||W H) )2 o,/ o,/

denklemiyle verilir. Burada

" R, =2 (|\W2/|\)2+ (\|W2H)/(||W2||>

X, + 2K ) 4.3.170)

?, 0, o)
o IWN2 WL INA Wl
Xo=—-2-3( X ) = = ) = = ) ( X ) (4.3.171)
W, Wo11\3 | IW, 7
N =2 % %
(Wl 1 (Lo (Lol
seklinde birer katsayldlr.
ispat.
RS
C —f—Tc
egrisinin S5, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa
M
dsz
Bu 1 W, i
T —=—(— 2 Tc
Buy  ds \/z( 2 e G Cz)
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dsz
g Bu, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa dgl ifadesi,

ds=

ﬁ“l 1 ”Wz“ 2
o (20
ds V2 +( o, )

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T g (s) teget vektorii
Hy
() — ! _ W, |
Tl3 (s) = (=C,+Tc, + —C,NT¢) (4.3.172)
. Wl \2 G 2
2+ (5,7
?,

biciminde elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar,

X, =—2— (HWH) +(M)’(H(‘;V_2/H)

mm\ %;u4znwn/uwn

_ 2 _ 2 2

o zwf(znangqygvnf%,)(%/)

2 2
N3 =2(57) + ()" + ()
olmak iizere 7% (s) tiirev vektorii
Hy
V2
T. ( ) = (N1C2+ NzTC2+ N3C2/\TC2) (4.3.173)

A (o (L2 )

biciminde olur. (4.3.169) ve (4.3.172) ifadelerinden elde edilen Eul ATz  vektorii

Bu,
~ 1 w. w.
ﬁulATﬁ = (” 2,” C,— ” ”T  +2C,ATe,) (4.3.174)
“ W, [l\2 28
4+2(—22)
0,

biciminde yazilir. (4.3.169), (4.3.172), (4.3.173) ve (4.3.174) vektorlerinde (4.3.4) den

karsiliklar1 yazilirsa /3“1 -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve T  vektoriiniin

i
Mannheim partner egrisine bagh ifadesi, 1
~ 1 . .
ﬁ#](s) = _((Sm(Pz"i_COS(Pz)Tz_F(COSq)z_Sm(Pz)Bz>7
V2
%(”::%%m%ﬂmmn+ Woll y _ @/(cosg, +5in@y)
w
1 V20, + W2 V20, + W2 V20, + W2
~ w. i /
funt; () = Wlleosersng), oy
n
! VaWE+4(e) T 2R+ 4 (0.

LI lcos, +sm<p2>B
¢2||W 12 +4(9,)’

29
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T _ (¢2/)4\/§(N1 sin @, + NZCOS%)T 4 ((Pz )4\/5
B 2 ?
g (Iw12+ (9,)°) (Im,12+ (0)")”
+ (¢2/)4\/§(N1COS ¢, — N2Sin(p2)B

2\ 2
(1w 12+ (9,)°)
denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f I geodezik egriligi

B 1 W, W,

/

(2+<HW ||) ) 0, o,/

5N,

biciminde olur.

Teorem 4.3.38 (&, o,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. o, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait C, Tc,- Smaran-

dache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi

1 1  p— -
Kf“l :—<_N1_FR2+2N3> (4.3.175)

denklemiyle verilir.

seklinde birer katsayidir.

ispat.

Bu(9) = 75 (C.+ T,

esitliginde sirasiyla (4.3.4), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Eﬂl vektoriiniin
Mannheim egrisine baglh ifadesi
~ (0T [W]) cosO o' —||W]| (' +|W])sin6

e ow] |2 - Jerrow |2 \/2072 12| W |12

(s) teget vektorii

B (4.3.176)

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T [3
H

W ‘At
F = (—) 6—se09
6”2 + W]}
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olmak tizere

(9’—HWH)FCOSG—VHWH2+9’2cos9T+ F(0'+ W) N
VIW[2+ 672V 1+2F2 VIW[2+ 672V 1+2F2

(4.3.177)
(W] —0")F sin® + 1/ ||W|]>+ 6">cos 6
+ B
VIWIZ+62V1+2F2

seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

TEM] (S) =

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
t

) (R |W||+R20")F*V2cos 0 — R34, /2||W||2 +2675in 6
T (s) = T
g (127 22/ | WP+ 67

Y10 — X, ||WINF4*V2
L (KO- WFV2

(12722 Iw |2+ 67

(R0’ — R ||W|)F*V2sin 0 + R34 /2| W2 +26"2cos 6
+ B
(1+2F2)2/[W[[>+ 67

biciminde olur. (4.3.176) ve (4.3.177) ifadelerinden elde edilen Eul AT5  vektorii
i

Puy
- (|W]| — 6")cos 0 +2F /[|W|]>+ 6"%sin O
Bu, AT, (s) = T
1 V2142 /| W2+ 672
0’ w
TS L.

V2+4F2/|W]*+ 6"

(Wl +6')sin® —2F \/||W|]>+ 6">cos 6
B
VarartIwie+ o2

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K‘f "1 geodezik egriligi

B 1 l— 1=
K :—<—N1—F§Z2+2N3)

5 r
(2 'L12> :

biciminde elde edilir.
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Teorem 4.3.39 («,,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 ¢ olsun. o, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye

ait C,T¢_ - Smarandache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh ifadesi
2 1C, g g griig g g

5 1 1 1
K :—g(fﬁl—f§2+2§3) 4.3.178)
2+r)

denklemiyle verilir. Burada

(4.3.179)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.

By, (5) = %(CZ 1T

esitlifinde sirasiyla (4.3.4) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa EMI vektoriiniin Mannheim
egrisine bagl ifadesi
~ ! : /I /
g @ +Wihsing, @ —[WIl (¢ +|Wi)cose
207 +2||W|?2 297 +2|W|?2 297 +2||W|?2

B (4.3.180)

bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TB (s) teget vektorii
|

W yAT
7 Cesco

_ 'AT
FZ( 12 2> 9
o+ W]
(¢ —IWI)Fsing — \IWIE+¢"cosp_— T(o/'+wl)

VIWIZ 492 /142(7)2 ' VIWIR 492\ /1427 )2

(4.3.181)
VIWIE+2sing — (|W]) - ¢)T cos
+ B
VIwiE+92 /120

seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa katsayilar

olmak tizere

75, )

—_n__1 11
Ry=-2-gpt+it

— 11 _ 11
EZ - _2_3(f)2 F4 FF

ol 1 o1
Ry =24+ +25
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olmak iizere T (s) tiirev vektorii
M

() — W Reg T V2sing - KT 2W I + 29 cosg
(L+2(F)2)2/ W2+ ¢

(X9~ X[ WDFV2
(L+2(F)2)2\/ W2 + 7
+<§1||W||—§2¢'>F4 2cos<p+§3F“\/2||W||2+2<p'2singoB
(1+2()2)2\/ W]+ @

biciminde olur. (4.3.180) ve (4.3.181) ifadelerinden elde edilen ﬁu B vektori
|

(W]l —¢")sing —2F\/[[W]*+ ¢'2COS(PT
V2T IR+ 07

¢ +F W]

\/2+4 2 IW P+ 92

+(”W” +¢@')cos @ +2F \/[|[W]]>+ qo’zsin(pB
V2 Wi + o

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf "I geodezik egriligi

_|_

Eﬂl /\TEHI (s) =

N

B 1 1
Kf”l = —<

1
B +2N>
5 | 3 F_l F_Z N3
( +_<f>2>

biciminde elde edilir.

Tannm 4.3.14 o, : [ — $? Mannheim partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban ¢atisi {C,, Tc,,C, ATc, } olsun.

\}_(C +C, /\Tc) (4.3.182)

seklinde tanimli vektoriin ¢izdigi regiiler egriye C, (C, A Tcz)—Smarandache egrisi denir,

(Senyurt ve ark., 2016b).

B, (s) =

Teorem 4.3.40 C,(C, A Ic, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Bu, _ W[+,

= (4.3.183)
s (pzl_ HW2H

denklemleriyle verilir.
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Ispat.
~ 1
Bu2 (s) = %(Cz +G A TC2)
egrisinin S5, Y&y parametresine gore tiirevi alinirsa
Hy
dsz
S P P A
B,le dS \/5 (p2/
dsz

Bu,
ds

)Ic

2

ifadesi,

ds
TV

biciminde olur. Bu esitligin normu alinirsa
A A A )

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa TE (s) teget vektorii
Hy
Tﬁﬂz (S) == Tcz (43184)
seklinde elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa T (s) tiirev vektorii
)
V2 W,
/ i A %
T, ()= > |W2)( G+ 5 GATe) (4.3.185)
®,’
biciminde olur. (4.3.182) ve (4.3.184) ifadelerinden elde edilen Euz A\ TB vektori
Hy
~ 1
Bu, AT, ()= 7 (—C,+C,ATe) (4.3.186)

seklinde yazilir. (4.3.182), (4.3.184), (4.3.185) ve (4.3.186) vektorlerinde (4.3.4) den

karsiliklar1 yazilirsa Buz—Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve T  vektoriiniin
Hy
Mannheim partner egrisine bagl ifadesi,

~ 1
ﬁuz (s) = E(Sm ®,T,+N, +cos9,B,),

Tz (s) = cos@,T,—sing,B,,
ﬁﬂz

- 1 .
ﬁ“ZATﬁuz(s) = —(—sing,T,+N, —cos¢,B,),

V2

Té’ (S) — —(p2’sin(p2\/§T+ HWZH\/E N _(le 2COS(P2
]

¢ =Wl 2 e/ =W ) =W,

B2

denklemlerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf & geodezik egriligi

By _ Wl + )
¢ (P2/ - HW2 ”
biciminde elde edilir.
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Teorem 4.3.41 (a,,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 6
olsun. ¢, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait

C,(C,A TC2 )- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

By, 1
Kf"2 = % (4.3.187)

denklemiyle verilir.

ispat.
~ 1
Bu, (s) = E(Cz +G A Tg,)

esitliginde sirasiyla (4.3.4), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Eﬂz vektoriiniin

Mannheim egrisine baglh ifadesi

- W] cos 6+ /07 +||W|?sin O o’
Bu,(s) = T+ N
/2072 +2|W|? \/ 207 +2||W |32

(4.3.188)
\/ 0”2+ ||[W|]?>cos0 — ||W||sin 6
+ B
\/ 26072+ 2||W|]?
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁ (s) teget vektorii
)
0’ cos 6 W 0’sin 6

= d| 7 B (43.189)

Tﬁ (S): T — N —
" W[2+672  \/IW[*+62  /[W[>+67

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

/
F:( Wl >%se09
6”2 + Wl

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
()

\/2||W||2+26725in6 — F V/2||W||cos 6 50’

TBC (s) = T+ FV2 N
& (r =1y Iwl+ 62 N
F2||W||sin@ 4 1/2||W||? 42672 cos 6

+ B

(F =D/ IWIP +67
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biciminde bulunur. (4.3.188) ve (4.3.189) ifadelerinden elde edilen Euz A TB vektori

)
_ \/[[W|>+ 6"2sin@ — ||W|| cos 6 o'
Bu, NTg (s) = T — N
’ \V2IW()?+267 \2IW([?+267
W56 + /| W2+ 62cos 0
+ B
\/2[[W|>+267

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kf & geodezik egriligi
Bu, 1+F
Kg 2 = ——

biciminde elde edilir.

Teorem 4.3.42 (o, ,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 @ olsun. o, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye
ait C,(C, A TCZ)— Smarandache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl

ifadesi
/N

Pu
2
Kg =

il

(4.3.190)

denklemiyle verilir.

Ispat.

ﬁﬂhf%@+QAh)

esitliginde sirasiyla (4.3.4) ve (3.4.10) dan kargiliklar yazilirsa Bﬂz vektoriiniin Mannheim

egrisine gore bagl ifadesi

IW|[sing —1/ @+ [[W|>cos o
T+

/3;12(S) =
207 +2|w|? 207 +2|W|?
(4.3.191)
VO + W [2sing + [ W]lcos @
+ B
29 +2|W|?
bigiminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TE (s) teget vektori
H
! o3 /
75 (5) gsing o IWIL_y  #ese p o 4300
" WI+92  IWR+e?  \JIWIP+ e
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seklinde bulunur. Tekrar tiirevi alinirsa

f:( W] )’M

\V o+ W2

olmak iizere 7% (s) tiirev vektorii
)
—/2|W|?+2¢"*cos ¢ — Fv/2||W|| sin V20
() - \V2IWIZ 429 cos o W . FV2¢ N
" (F =D\ IW[P?+¢? (F=D\IIW|? +¢?
\/2||W||2+2g0’2sin(p—f\/§||W||COS(pB
_|_
(F =D\ W +¢?

biciminde elde edilir. (4.3.191) ve (4.3.192) ifadelerinden elde edilen Euz ANT5  vektori

ﬁ“z
—[[W|lsing —/[W|]?+ ¢ cos ¢ .
2|W|12 429 2|W|12 4297
VIWI2+ ¢ sing —[W||cos ¢
+ B
V2IW (2 4297

csc @

ﬁuz/\P (s) =

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf & geodezik egriligi

5T
Kf“z :_+_F1

T

bi¢ciminde olur.

Tanim 4.3.15 o, : [ — $? Mannheim partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban catis1 {C,, Ic,,C, ATc, } olsun.
1
—=(Te, +C, A\ T,) (4.3.193)

B.U3 (S) = \/5

seklinde taniml vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Ic, (C, A Ic, )-Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.3.43 7Tc (C, ATc,)-Smarandache egrisinin geodezik egrilii
B 1 W,
ks W ( | HA At ) (4.3.194)
(1+2(lzhyit e

2

denklemiyle verilir. Burada

(= W50y oWl oIl (1050

?, ?,
£y =—1-3(12h)? -2 (Bhy* - (L1 (4.3.195)

W, ]2 IW,1[\4 | (W, |l
A3:_( (p22’ ) _2( (p22’ ) +( (pzz’ )/
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seklinde birer katsayidir.

Ispat.
1
(TC +C, /\TC )

ﬁﬂ3( ) \/5

egrisinin S5, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa
H3

ds=
1 W.
ﬁ“3 - ( C2 H ||

- A
ﬁﬂ3 dS \/5 (P2

Tc ,+ ;
?,

C,ATe,)

dsz
Cqeus Bu, . .
olur. Esitligin normu alinirsa d;% ifadesi,

ds
ﬁ“s 1 ||W2H 2
=— /142
ds \/5\/ * < o, )

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T; g (s) teget vektorii
43
1 W, W,
B (s) (—C, — | HT d H(I)ZIHCZ/\TCZ) (4.3.196)
3 W. 2 2
142 ( | 2/ I ) 2
?,

bi¢ciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

A _HW H_|_2(||W ||) +2(HW ||) (HW%H)

2
Azz-q.—3UXﬁ) 2Utﬁ) (@%b’ (4.3.197)
W, | W, | W, i
A'j:_( (P22' ) _2( (le ) +( (P22/ )/
olmak iizere T (s) tiirev vektorii
]
2
Té ( ) = \/‘; (A1C2 + AzTCZ + A3C2 /\TCZ) (4.3.198)

biciminde elde edilir. (4.3.193) ve (4.3.196) ifadelerinden elde edilen 5”3 A TE vektori
H3

~ W,
Bu, NTp (s)= @HJQ—%+QA%) (4.3.199)
> P ATEN 2 2
2+4(—27)

2

seklinde yazilir. (4.3.193), (4.3.196), (4.3.198) ve (4.3.199) vektorlerinde (4.3.4) den
kargiliklar1 yazilirsa EN3-Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve T  vektoriiniin

43
Mannheim partner egrisine bagl ifadesi,
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1 .
Pu,(s) = E(cos @,T,+N, —sin@,B,),

_q)z/Sin(PzH‘/Vz”COS(PzT + ”Wz” N

2 2
V2IW, 12 + @, V2IW, 12 + @,

| Wlising, — @cosg,

V2IW,12+ 0,2
2”W ”Sln(p2 (p2 COS(pZT + (p2/ 1\]2
VAW, 2+ 29,2 VAW, 2+ 29,2
LW, [cos @, + ¢, sm%B
V20,2 + 40,7

T (s) (o, )4\/§(A2 sin @, — A\j cos (PZ)T y A3((p2’)4\/§
B - 2 2 2
Pus 2w, |17+ (9,")?) 2|W,[1>+ ,”)

ﬁug/\T” (s) =

p (@, )4\/_(A1 sin @, + A, cos q)2)
2IW, |2 + ¢,2)°

2

esitliklerine dontisiir. Geodezik egrilik tanimindan K‘f 3 geodezik egriligi

R 1 W, |
K = (T3 Bu ATy, ) = (1+2(|W2|)2)§< o O — Dot 83)
(p/

2

bi¢ciminde olur.

Teorem 4.3.44 («, ,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 6
olsun. ¢, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait TC2 (C, A TCZ)—

Smarandache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagl ifadesi

B 1 - — _
K ' =————= (2N —F*A+14Ay) (4.3.200)
2+r2)?
denklemiyle verilir. Burada
~N o1 1 11
éz - _11_ 3%1_ 2F_14 - %
Ny = 2t

seklinde birer katsayidir.
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Ispat.
~ 1
Bu, (s) = ﬁ(TCZ +G AT,

esitlifinde sirasiyla (4.3.4), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa Eﬂ3 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagl ifadesi

- 0'cosO+/||W|>+ 6"sin6 W],
Bu,(s) = T+ N
\/2072 +2||W |2 \/2072 +2||W |2

\/ W2+ 672cos6 — 6'sin0
+ B
\/20% +2||W|]?

biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa Tﬁ (s) teget vektorii
H3

(4.3.201)

W ‘A
Wi A

FZ(m)w

VW2 +675sin6 — (6"+ F [|W]])cos 6 W —Fé
T; () = T+ N
. V2+F2/ W2+ 67 V2+E2/[IW]?+ 67
(F||W| +6")sin 6 +1/||W]|*>+ 6"%>cos 6
i B
V2+ 2/ +67

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

olmak tizere

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
]

(B, ||W| —25,6")F *V/2cos 0+ Al *4/2||W |2 +26"sin 6
T/ ( ) 3 T
~ Ky —

& @+F22\ 02+ WP

L FVEE0 W)

(2+F2)2,/02+||W|?

(A10" =D ||W ) F*V2sin 0 + A5 F 44 /2||W |2 +26"2 cos 6
+ B
(2+F2)%\/ 072+ W]
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biciminde olur. (4.3.201) ve (4.3.202) ifadelerinden elde edilen §u3 A TE vektorti

H3

- 2||W||—F6')cosO+F 1/ ||W]|*>+ 6"%sin6
Bu, ATy () = T
3 Va+2r2,/||W|?+ 672

20" —F|W||

VA+2F2,/|[W]?*+ 6"

(FO' —2||W|)sin® + F /|[|W]]?+ 6% cos 6
+ B
VA+2F2,/[|W]?+ 6

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan K‘f & geodezik egriligi

- ;(ZFszl —F422+F4zg)

(2+£2)}

+ N

Kgﬁ “
seklinde elde edilir.

Teorem 4.3.45 (,o,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 @ olsun. o, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye

ait Ic, (C, A Ic, )- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh

ifadesi N
B 1 — _ _
K" = —— (ZFsél — F4é2 1 F4é3) (4.3.202)
(2+(F))?
denklemiyle verilir. Burada
_ 1 1 11
L =7t2mt2m7
_ 1 11
éz__l_g’r_)z_ZF_F (4.3.203)
—— 1 _Hl 4 1
e AR

seklinde birer katsayidir.

Ispat.
~ 1
BIJ3 (S) = %(Tcz +C2 A Tcz)

esitlifinde sirasiyla (4.3.4) ve (3.4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa 5#3 vektoriiniin Mannheim

egrisine bagl ifadesi

~ @'sing — /W2 + ¢ cos ¢ 1wl
ﬁu3 (s) = T+

297 +2|w|]? 29" +2|W |

VW2 +¢?sing + ¢ cos ¢
+ B
\/ 207 +2[|w2

205

(4.3.204)




biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa T; (s) teget vektorii

B,

F = csco

( W]l >’M
@+ || w2

olmak iizere

—/ ||W||2+<P’ZCOS¢—(¢'+fIIWll)Sin<P W —T ¢

T5u3 (s) = \/2_|_ \/||WH2+‘P/2 \/2—|— \/||W||2-|-(Pl2

VIWIP+ ¢ sing — (F|[W]| +¢)cos o
+ B
V2 TR IWIR + 92

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

A :é+2}3+2%4

_1 F
_ L
L,=-1-3gp 27
_ 1 1 1
Ly=—mr 2 TE

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
H3

T (s) = (L, W] = A, 9 V2sing — A, f4\/2||W||2+2<P’2008<PT

& 2+ (FRR 0 + W2
ACCEYN )N
2+ )22/ o2+ W]
LBV = 2,9 Vacospt 4T 2| WP+ 29 %sing
2+ ()22 @+ |W]?
biciminde olur. (4.3.204) ve (4.3.205) ifadelerinden elde edilen ﬁu vektori

T8,

QW[ —F¢')sing —F/[W|>+ <P/2COS€D
Va2 WP + 97

20" - F|W]|

\/4+2 21w P+ 92

W = F o) coso+FA/||W|2+ @?sin
+( W[ —F¢)coso+F\/[|[W[*+¢ ¢
Va2 IwlP + 92

Bu, ATy, (5) =

N
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seklinde yazilir. Geodezik egrilik tanimindan Kf s geodezik egriligi
(2F5é1 o F4é2 + F4é3)
biciminde olur.

Tamm 4.3.16 o, : 1 — S? Mannheim partner egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi

kiiresel egriye ait Sabban catist {C,, Tc,,C, A TCZ} olsun.

Bu, () = %(CZ +Tg, +C, ATt (4.3.205)

seklinde tanim vektdriin ¢izdii regiiler egriye C, Tc, (C, AT, )-Smarandache egrisi denir.
Teorem 4.3.46 C,T¢, (C, AT, )-Smarandache egrisinin geodezik egriligi

Al ||W I Al
P 2—2- —1 x|+ — 11— —= ) + 2— 2 3
Pua _ (a7 1+ )t 27 (4.3.206)

LA AR
42(1- ¢,/ +(¢—2’)2>

denklemiyle verilir. Burada

__2+4(\|WH) (H(‘;’ZH) _|_2(H2;H) _|_(H(‘;)‘;H> (2||W|| 1)

2+2(HV‘; H) 4<H(‘;; ||) +2(|\V‘; H) 2(”23”)4_(||2;2l\|)/<1+H(‘;ZZ/H)

| = 2(“(‘23”) _4(||:)‘;2/H) _|_4(HW ||) 2(”(‘;3”)4_1_ (H(‘;‘;Z/H)/(Z_ HWz/H)

(4.3.207)
seklinde birer katsayidir.

Ispat.

~ 1
Bu, (s) = E(Cz +1c, +C, A Tt,)
egrisinin s; yay parametresine gore tiirevi alinirsa

B,

dsﬁu4 - 1

L, 1 A
ﬁﬂ4 dS \/§

<_C2+(1_ (p2/ ) C2

2

W, |
2/ C, AN TC2>

dsz
ST Bu, . .
olur. Bu esitligin normu alinirsa df“ ifadesi

dsz
B, _ 20 Wl [Wll\2
ds _\/3<1 o,/ +((p2’)>

207




bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa T; (s) teget vektorii

B,

1

T; (s)=
N AT ATRLATE
@, ®,’

2

A A
(-c+(1- )T +(p—22,C2/\TC2>

2

(4.3.208)

biciminde olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar,

2+4(\|wu) (n:;vzn) +2(H;ZH) +(HK_;H)'(2%_1)

2_|_2(HV‘;H> 4<H(‘;;||) +2(HWH) 2(%) (IIZ)ZH> <1+\|WH)

= 2(“(‘;; H) 4(”<va H) +4(HW ||) 2(\\;‘;2/“)4_'_(H(‘Z%H)'(z_ H(‘;‘;%H)

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
Hy

V3
4<1 y ||w,\| (|Z)vz/|)z>2

2

Té (s) = (521G, +s0Tc, +35C, N T, (4.3.209)
Hy

biciminde olur. (4.3.205) ve (4.3.208) ifadelerinden elde edilen Eu4 A\ TE vektori
Hy

2 AW, | —1)C, — IIW I IIW I
9’

- )Tc, + (2 —

2

Ve \/ LA
<P2 ‘Pz

seklinde yazilir. (4.3.205), (4.3.208), (4.3.209) ve (4.3.210) vektorlerinde (4.3.4) deki

e, nte,

(4.3.210)

Bu T, ()=

karsilig1 yazilirsa [3“4 -Smarandache egrisine ait Sabban ¢atisinin ve 7. vektoriiniin Mann-

n

heim partner egrisine bagl ifadesi, )

= 1 : .

Bu,(s) = 7 ((sing, +cos @,)T, + N, + (cos @, —sin@,)B, ),

P~ @ IWeosg —gsing, A .

ﬁ 2

. ¢2 W12~ Wl +9,2) 20012~ W0, +9,2)

@ cos @, — ([Wol| —@,)'sing,

29

V2012~ W10, + 9,2)
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2||W, sin W, +¢,") cos
funt, ) = CII—@)sne —(Wlve)cose,y
: ¢6||W2||2—6||W2||qo;+6<p2'2

20, —
. LAl y
VEIW,I2 —6[W, ]9,/ + 6,7
2]~ 0))cosg, + (W] + 9))sing,
¢6||W 12— 6W, ], + 60,7

Lo(g) = ((le) \/g(%lsin(pz"f—}QCOS(Pz)T %3((P2,)4\/§ N
I - 2 12 24V2
Bu4 4(||W2||2—||W2Hq)2’—i—(p2’2) 4(||W2||2_||W2||(P2/+(p2/2)

N (q)z’)4\/§(%1 cos @, — 3 sin(pz)B
2
4(IW, )12 = W, ]9, + ¢,7)

esitliklerine doniisiir. Geodezik egrilik tanimindan Kf 4 geodezik egriligi
- W, | W, | W,
ﬁ#4:(2¢—22,—1)%1+(—1— 0, )%2—|—(2——2,)%3

(Pz
W, W 3
l\/_<1 || 22/” (H 22/”)2)2

biciminde olur.

Teorem 4.3.47 (a,,) Mannheim egri ¢ifti, T ile 7, teget vektorleri arasindaki ag1 0
olsun. @, egrisinin birim Darboux vektdriiniin ¢izdigi kiiresel egriye ait C, T, (C, A Tc, )-
Smarandache egrisine ait geodezik egriliginin Mannheim egrisinin Frenet vektorlerine,

egriligine ve burulmasina bagl ifadesi

N € ) B Ui o G e ) e i
8

— - (4.3.211)
AN21—F +r2):
denklemiyle verilir. Burada
%4 rA
F — (&) GT Sece
6"+ ||W|>
olmak iizere
7 =244 — 4+ 25 424 (24 - 1)
7{2:—2+2l—4r2+2 —2L - & (1+4) (4.3.212)

sy =2f —4h +4 -2+ L (2 4)

seklinde birer katsayidir.

Ispat.

1
(C,+Tc, +C, A T,

ﬁu4 (s) = E
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esitlifinde sirasiyla (4.3.4), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 5“4 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagh ifadesi

~ (0'+||W|)cos @ + /6> +||W|?sin 6 o —|W||
Bu,(s) = T+ N
\/3072+3||W|? 362+ 3|W||?

(4.3.213)
\/ 072+ ||[W||2cos8 — (6" + ||W]|)sin O
+ B
\/ 3672+ 3||W]]?
biciminde olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa TB (s) teget vektorii
Hy
rA
Vo2 + W
olmak iizere
((F —1)8"—F[[W])cos 8 +1/[|W|?+ 672sin 6
TE (S) = T
: V21— F 12w+ 67
0 —(1—F)|wW
+ a (L= A)liw] N (4.3.214)

V21— F 72/ + 67

FIW| 4+ (1—F)6")sin0 + 1/ ||W||*>+ 6">cos O
—i-( ) B

\/2(1—F+F2)\/||W||2+6’2

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

-=., _ 1 1 1 1 1
= 2427 —4L 425 25— (14 )
A2 a2k (2 )

olmak iizere T. (s) tiirev vektorii
Hy

e (321 |W|| 4+ 3220")F *V/3cos 0 + 3235 41 /3|W||> 4+ 36"25in 6
T~ (s T

B“4 4(1—F+F2)2 /9/2+|‘WH2

(716" 7| W) V3
A(L=F +F2)%/ 02+ W[

7238 4\ /3|| W2 +3672cos 0 — (321 |W || +72,0")F *\/3sin 6
+ B
41—F +r2)2 /072 +||W|>?
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biciminde elde edilir. (4.3.213) ve (4.3.214) ifadelerinden elde edilen ﬁ” B vektori
Hy

(2=F)|W||—=(1+F)0")cos O + (2F 1)1/ |[W|*+ 62 sin 6
=) Crmvivaldl .
V6—6F +6F2/||W[?*+ 6"

2-F)0'+(1+F)|W]

+
V6—6F +6[2,/||W|?+ 6"

(F=2)|W|—=(1+F)0")sinO+ (2F —1)4/||W]|*>+ 60"%cos O
+ B
V6—6F +6[2/|W|?+ 67

5/14/\T~ (s) =

N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kgﬁ * geodezik egriligi

By RF*—F3)m — (FP+ FYm+ 2 -
K " = =
42(1—F +F?)2

biciminde olur.

Teorem 4.3.48 (a,,) Mannheim egri ¢ifti ve binormal vektorii ile Darboux vektorii
arasindaki ag1 @ olsun. o, egrisinin birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kiiresel egriye
ait G, Tg, (C, A Ic, )- Smarandache egrisinin geodezik egriliginin Mannheim egrisine bagh

ifadesi

T e B T (R AN E R /e SESY
i W21-T +(F)? )%

denklemiyle verilir. Burada

F: (—HWH >/ATCSC(P
9+ WP

olmak iizere

— 1 1 1 1 1

249 1 1 2 1 2 1 1 1
1 A 1 A 1 2 1 1 2 1
X3 = 2——F - _(—r)z T 7—/73 7/74 F 7 ( *)

seklinde birer katsayidir.

ispat.
=~ 1
ﬁ.u4 (S) = E(C2 + TC2 +C2 A TCz)
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esitlifinde sirasiyla (4.3.4), (3.4.4) ve (3.4.8) den karsiliklar1 yazilirsa 5“4 vektoriiniin

Mannheim egrisine bagl ifadesi

~ "+ |IW | sin@ — 2 1 IW]|2 cos r_
B (5 (@' +[[W])sing — 1/ @'+ [|W]|| </>T+ o —||W||

397 +3||W?2 39”2 +3|W?2

(4.3.215)
+ﬁ/¢”+www2mn¢+<d+wm40am¢3
\/ 397 +3|[ W2

bigciminde olur ve bu ifadenin tiirevi alinirsa 7 B (s) teget vektorii
Hy
_ W] 'AT
F = <—) —CcscQ
VoW

olmak tizere

I () = (F=1)¢'—F|W||)sing — HWHz—l—(p’zcosq)T
; _
1y \/2(1—F+ \/||W||2—|—(p’2

v 4y
+ Fo+ i —DIW] N (4.3.216)

V20T + 02/ IW]2 + 7

Y W2+ ¢sing — (FIIW| + (1 -F)¢') cosg
V20 =T+ @2/ WP+ 92

seklinde bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

_ 1 1 1 1 1
= _2+4f:_4<ﬁ+2?+2?(2f:_1)

_ 1 1 1 1 1 1
= _2+2f_4W+23_2F_?(1+f)

_nl 1 1 1 1 1

olmak iizere T (s) tiirev vektorii
Hy

_ (1 [IW | + 2620 F*V/3sin @ — 257\ /3||W |2+ 3¢/ cos @ .
~ Ky —
. 40T+ P2 92+ W2

(219" — 35| WINTV3

A41=F +(F)2)2/ o+ W2

+£3F4\/ 3|W||2+3¢"sin @+ (s ||W|| +42<p/)74\/§cos<p3
4(1=F +(F)*)*y @+ |W2
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biciminde elde edilir. (4.3.213) ve (4.3.214) ifadelerinden elde edilen ﬁ” vektori

I,

ﬁ /\T~ (s) _ (2=P)|W||—(1+F)¢)sing — (2F 1) HWHZ—F(Plzcosm
i, \/6 6F +6(F \/||W||z+¢/z
2-F)'+(1+F)W]|

V66 +6(7)2/ W2+ ¢
+((Z—F)IIWII +(1+F)¢')cosp+(2F —1)y/ ||W||2+§D’zsin<PB
V66T +6(02\/ WP + 97

+ N

seklinde yazilir. Geodezik egrilik tantmindan Kgﬁ * geodezik egriligi

Py _ QP o0 — (F 4T + (2 -
i W21 —T +(F)? )% '

bi¢ciminde olur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezle ilgili sonuclar bulgular boliimiinde yer almaktadir. Burada bazi 6zel egrilerin, in-
voliit egrisi, Bertrand partner egrisi, Mannheim partner egrisi, Frenet elemanlarinin
ve birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izdigi egrilerin Sabban catilar
olusturuldu ve bu Sabban catilar1 konum vektorii olarak alindiginda olusan Smarandache
egrileri tanimland1 ve bu Smarandache egrilerinin geodezik egrilikleri hesaplandi. Daha
sonra bulunan sonuclar esas egriye, evoliit egrisi, Bertrand egrisi, Mannheim egrisi

bagl olarak ifade edildi.

Bu ¢alisma Dual uzay, Lorentz uzay: gibi farkli uzaylar iizerinde de yapilabilir. Bu uza-
ylar iizerinde Darboux catisi, Sabban catisi, Bishop catis1 gibi farkli catilar lizerine insa
edilerek bu catilar tarafindan olusturulan Smarandache egrileri tanimlanip, olusturulan

Smarandache egrileri ile ilgili sonuglar bulunabilir.
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TC2 C,A TC2 -Smarandache egrisi, 201
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B*Tp--Smarandache egrisi, 50
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C, Tc,-Smarandache egrisi, 192

G, Tc,C, N, -Smarandache egrisi, 207
C,(C, ATc,)-Smarandache egrisi, 197
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N*Ty-N* A\ Ty--Smarandache egrisi, 47
N*(N* A Ty+)-Smarandache egrisi, 40
N, Ty, -Smarandache egrisi, 95

N, Ty, N, ATy -Smarandache egrisi, 104
N, (N, A1y, )-Smarandache egrisi, 99
N, Ty,-Smarandache egrisi, 154
N,Tn,N, N\ Ty, -Smarandache egrisi, 170
N, (N, ATy, )-Smarandache egrisi, 160
T* Tr+-Smarandache egrisi, 25
T*Tr~T* A Tr--Smarandache egrisi, 33
T*(T* N\ Tr-)-Smarandache egrisi, 28
Tr+(T* A Tr+)-Smarandache egrisi, 30
Tr, (T, N Tr, )-Smarandache egrisi, 89
Tr, (T, A Tr, )-Smarandache egrisi, 145
T, Ty, -Smarandache egrisi, 84
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