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Bu tez c¢alismasi, 4 bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde, giris ve literatiir
taramasi, ikinci bolimde temel kavramlar anlatilmaktadir. Ugiincii boliimde
literatlirde var olan, Hilbert uzayinda 6zeslenik operatorlerin konveks ve operator
konveks fonksiyonlar icin Jensen tipli esitsizlikler konusu ayrintili bir sekilde
incelenmistir. Dordiincii bélimde sonuglar ve oneriler verilmistir.
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This thesis is consist of four chapters. In the first chapter, it is mentioned about the
object of the thesis and previous studies in this area. In these cond chapter, basic
definitions and theorems that were used in thesis are given. In the third chapter, it is
comprehensive explained of Jensen’s type inequalities for convex and operator
convex functions of selfadjoint operators in Hilbert spaces. In the fourth chapter, it is
given some results and propositions.
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1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi'nin temellerini XVIII. ve XIX. yiizyillarda K. F. Gauss (1775-
1855), A. L. Cauchy (1785-1857) ve P. L. Chebyshev (1821-1894) qgibi
matematikgiler atmislardir. Fakat modern anlamda "Esitsizlik Teorisi" alaninda
yapilan ilk ¢aligma 1934 yilinda G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya tarafindan
yazilan "Inequalities" adl1 kitaptir. Bu ¢alismay1 1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R.
Bellman'in yine ayni ismi tagiyan "Inequalities" kitab1 takip eder. Daha sonra 1965
yilinda J. Szarski'nin "Differantial Inequalities”", 1991 yilinda Mitrinovic ve
ark."Inequalities Involving Functions and Their Derivatives”, 1963 yilinda yine
Mitrinovic ve ark.'!n "Classicaland New Inequalities in Analysis" isimli kitaplar
izler. Bunlarin disinda S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V. Milovanovic, C. P.
Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Pecaric, A. M. Fink, M. E. Ozdemir, M. Z.
Sarikaya, E. Set, I. Iscan, A. O. Akdemir, M. Tung gibi bilim insanlarinin da bir

cokcaligmasi literatiirde mevcut.

Konvekslik kavraminin ortaya ¢ikisi Arsimet'in, ¢gemberin igine ve etrafina ¢izdigi
dizgin c¢okgenler yardimiyla yaptigi 'pi' sayisi hesabina kadar dayanir. Bu
caligmalar1 sirasinda Arsimet, herhangi bir konveks seklin ¢evresinin, etrafina ¢izilen
biitiin diger konveks sekillerin ¢evresinden daha kiiciik oldugunu fark etmistir.
Boylece konvekslik kavrami konveks sekiller etrafinda gelismistir. Euler ve
Descartes konveks cokgenler ile ilgili formiller Gzerinde c¢aligmistir. Daha sonra
1841'de Cauchy, konvekslik hakkinda bazi 6zellikler vermistir. Konveksligin modern
tanimi esitsizlik tanimi icerdiginden konveksligin esitsizliklerle birlikte ¢alisilmasi

da dogal bir sonug¢ olmustur.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte X1X. yiizyilin sonlari
olarak gosterilebilir. 1893'de Hadamard'in ¢alismasinda agikc¢a belirtilmese de bu
tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen, konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J. L. W. V. Jensen
tarafindan calisilmistir. Jensen'in bu, ¢alismalarindan itibaren Konveks Fonksiyonlar
Teorisi hizli bir gelisme gostermistir. Sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizlikleri

iceren ilk kaynak 1987 yilinda Pecaric tarafindan yazilan "Convex Functions:



Inequalities" isimli kitaptir. Ayrica 1973 yilinda A. W. Roberts ve B. E. Vorberg
"Convex Functions", 1992 yilinda Pecaric ve ark. "Convex Functions, Partial
Orderingand Statistical Applications”, 2006 yilinda C. Niculescu ve L. E. Persson
"Convex Functionsand Their Applications, A Contempoarary Approach” gibi eserler
konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizlikle ilgili yapilan ¢aligmalardir. Bu

calismalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

Niculescu ve Persson'a gore konveksligin teorik ve uygulamali matematik

alanlarinda genis yer bulmasinin iki 6nemli sebebi vardir:

1) Siir degerlerinin birinde bir maksimum degeri vardir,
2) Her yerel minimum ayni zamanda global minimumdur. Ayrica kesin konveks

bir fonksiyonunun en fazla bir minumumu vardir.

1978 yilinda R. Bellman, Almanya' da diizenlenen "Second International Conference
on General Inequalities” isimli konferansta: "Neden Matematiksel Esitsizlikler?" diye

sorulan soruya su cevab1 vermistir:

Esitsizlik calismak icin {i¢ neden vardir. Bunlar:
1) Pratik Nedenler,
2) Teorik Nedenler,
3) Estetik Nedenlerdir.

Pratik nedenler agisindan bakildiginda, bir ¢ok aragtirmada bir niceligi diger bir
nicelikle simirlandirmak karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde
ortaya ¢ikmistir. Teorik nedenler acisindan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak
tiim temel teoremler olusturabilir. Ornegin, negatif olmayan bir niceligin ne zaman
bir digerini kapsadigi sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatorler Teorisi ve
Diferansiyel Esitsizlikler Teorisi kurulur. Son olarak estetik nedenler agisindan
bakildigindan genelde resim, miizik ve matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu
gortliir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi de esitsizlikleri c¢ekici hale

getirir.

Biz bu ¢alismada Esitsizlik Teorisi'nin 6nemli bir kolu olan Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizliklerin, Hilbert uzayinda sinirl, 6z-eslenik operatorlerin stirekli fonksiyonlari

icin elde edilen bazi 6zel esitsizliklerini inceleyecegiz. Bu incelemeler sayesinde



Lineer Operatorler Teorisi ile Matematiksel Esitsizliklerin ¢esitli alanlarinda ¢aligma

yapmak ve kendi alanlarinda uygulamak isteyen arastirmacilara yardimer olacaktir.

Bu alanda yapilan 6nemli ¢alismalardan bir tanesi 2011 yilinda S. S. Dragomir
tarafindan yapilmistir. Ayrica Bauschke ve Combetles tarafindan (2011) yilinda
"Convex Analysis and Monotone Operator Theory in Hilbert Spaces”, (2012) yilinda
Dragomir tarafindan "Operator Inequalities of Ostrowski and Trapezoidal Type" ve
yine (2012) yilinda " Operator Inequalities of the Jensen, Cebysev and Griiss Type"

adl kitaplar mevcuttur.

Literatiirde Dragomir, Ghazanfari, Unluyol, Salas , Erdas ve daha bir ¢ok yazar bu

alanda caligsmaktadir.

Hilbert uzaymnda Lineer Operator Teorisi’nin matematigin Kismi Diferansiyel
Denklemler, Yaklasim Teorisi, Optimizasyon Teorisi, Numerik Analiz, Olasilik
Teorisi, Istatistik Teorisi ve daha birgok alanda ¢ok onemli rol oynamaktadir. Bu
calismada Esitsizlik Teorisi’nin 6nemli bir kolu olan Jensen Tipli Esitsizliklerin,
Hilbert uzayinda siirli 6z-eslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlari i¢in elde edilen
esitsizlikler incelenecektir. Bu incelemeler sayesinde Lineer Operator Teorisi ve
Matematiksel Esitsizliklerin ¢esitli alanlarda ¢alisma yapmak ve kendi alanlarina

uygulamak isteyen arastirmacilara yardimer olacaktir.

Bu calismada, birinci bolimde kompleks Hilbert uzayinda smirli 6z-eslenik
operatorlerin  temel ozellikleri verildi. Pozitif 06z-eslenik operatorlerin  temel
Ozellikleri verildi. Pozitif 6z-eslenik operatorler ig¢in Genellestirilmis Schwarz
esitsizliginin yan1 sira bu tip operatorlerin spektumu i¢in bazi sonuglar sunulmustur.
Daha sonra bir lineer operatdr, 0z-eslenik operatoriin siirekli fonksiyonlarinda
polinomlar igin temel sonuclarla birlikte 0z-eslenik operatorlerin  basamak
fonksiyonlar1 i¢in de bu 6zellikler tanitilmistir. Elde edilen bu sonralari1 kullanarak,
bu tezin ana kisminin ¢ikis noktasi olan ve “Spektral Ayrilis Teoremi” olarak bilinen
0z-eslenik operatorlerin spektral ayrilisi incelenmistir. Bu incelemeden sora 6z-
eslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlari i¢in yeni esitsizliklerin elde edilmesine
katki1 saglayacaktir. Bununla birlikte sadece 0z-eslenik operatorlerin siirekli

fonksiyonlar1 i¢in degil ayni zamanda smirli varyasyonlu Lipschitzion, monoton



veya mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in de yukaridakiler gecerlidir. ikinci bdliimde ise

tezde yapilan ¢aligmalar bulunmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tamim (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:LxL— L
ve ..:FxL— L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F cismi

tizerinde bir lineer uzay(vektor uzay1) denir.

A) L,’+” islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1.Her x,y€ L igin X+y€ L dir.

G2.Her x,y,z€ L igin x(y+z)=(x+y)+z dir.

G3.Her xe L igin x+6 = 0 + x = 0 olacak sekilde 6 € L vardr.

G4.Her xe L icin x+y=y+x dir.

B)x,y€ L ve a, B € F olmak {izere asagidaki sartlar saglanir:

L1. ax € L dir.

L2. a(x +y) = ax + ay dir.

L3.(a+B)x = ax+ Bxdir.

L4.(aB) x = a(Bx) dir.

L5.1x = x dir. (Burada 1,F nin birim elemanidir.)

F = Rise L ye lineer uzay, F = C ise L ye karmagik lineer uzay ad1 verilir.

2.2 Tamim: Lineer uzaylarda tanimli doniisimlere operat6r denir.

2.3 Tammm: F bir cisim ve V ve W, F cismi Uzerinde iki lineer uzay olsun. u,v €

Vvec € F olmak lzere T:V— W doniisiimii,
A)T(u+v)=Tw)+TWw)
b)T (cu) = cT(u)sartlarin1 sagliyorsa T ye V ilizerinde lineer doniisiim denir.
2.4 Tanim: L bir lineer uzay A c L ve x,y € A keyfi olmak lizere
B={zelz=ax+(1—-a)y, 0<a<l}cA

ise A kimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z=ax+(1—
a)y esitligindeki x ve y nin Katsayilar1 i¢in a + (1 — @) = 1 bagintis1 her zaman

dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindakia, 1 — a yerine a + f = 1 sartimi



saglayan ve negatif olmayan a,[ reel sayilarmi alabiliriz. G eometrik olarak B
kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru parcgasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini

ihtiva eden kiimedir.

2.5 Tammm (Konveks fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olmak

uzere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ (1 —a)y) < af + 1 - a)f(¥) (1.1)
sartini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
2.6 Teorem: f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise

a)f, (a, b) araliginda siireklidir ve

b)f,[a, b] araliginda sinirlidir.

2.7 Tamim (I¢-carpim uzay1):F (R veya ¢) olmak iizere, X bir vektdr uzay1 olsun.
<.,.>:XxX — F donlsiimi asagidaki oOzelliklere sahip ise ’<.,.>’’ doniisiimiine X
Uzerinde bir i¢-carpim, (X, <.,.>) ikilisine de i¢-¢arpim uzay1 denir:
lvxeXicin<x,x>=0ve<x,x=>0 x=0,;
2Vx,y € Xicin < x,y >=<Yy,X>;
3Vx,yeEXvea€EFicin<ax,y>=a<x,y>
4.Vx,y,z€Xicin<x+y,z>=<x,y>+<Yy,z>.

2.8 Not: F =R olmas1 halinde 2. Ozellik <x,y>=<y,x> olur. Ig-carpim tanimim

kullanarak asagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Vx,y,ze€XveVa,fEFicin<ax+pfy,z>=a<x,y>+f<y,z>,
2. Vx,y€EXvea€Figcin<x,ay >=a<x,y>,
3. Vx,yeXveVa,fEFicin<x,ay+fz>=a<x,y>+p <y, z.>.

2.9 Tanmmm (Norm): (X,<.,.>) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bir x € X vektor normu

1
I x l=< x,x >2

seklinde tanimlanan reel sayiya denir.



2.10 Tamm (Hilbert uzay): (X, <.,.>) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-¢arpim
uzay1 yukaridaki norma gore tam ise, yani (X, <.,.>) bir i¢ carpim uzay1 i¢indeki her

Cauchydizisibu norma goére yakinsak ise bu i¢ ¢arpima bir ’Hilbert Uzay1’’ denir.

2.11 Tanmmm (Birim Operator:)A: X — X operatori verilsin. Eger her x € X i¢in
Ax = x ise A operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve I,sembollerinden

biriyle gosterilir.

2.12 Tammm (Smrh Operator:)X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) c X ve gorunti kiimesi R(A) c Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii
D(A)nin X’de smirli her kiimesine R(A)minY de simrh bir kiimesini karsilik

getiriyorsa A’ya “’sinirli operator’” denir. Bagka bir deyisle

|Ax||, < cllx|l,, her x € D(A)olacak sekilde bir sabit ¢c>0 sayis1 varsa A’ya

“’sinirl1 operator’” denir.

2.13 Tamim (Lineer Uzay:) X ve Y ayni F cismi tizerinde iki lineer uzay ve A: X —

Y operatorii verilsin. Eger D(A), X’in bir alt uzay1 ve

A(ax + By) = aA(x) + BA(y),Vx,y € D(A)ve Va,f € Fise A’ya “’Lineer

operator’” denir.

2.14 Tammm (Eslenik ve Ozeslenik Operator:)A, H Hilbert uzayinda siirli bir
operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin;

< Af,g >=< f,A*g >saglamyorsaAd* a A'min “’eslenik operatorii’’ denir.
Eger D(A) = D(A*)ve A=A" ise bu A’ya 6zeslenik operator denir.

2.15 Tammm (Rezolventa:)H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A) € H— H bir lineer

operator olsun.

p(A) == {A € C: (A — AE)™! € L(H)}kiimesine Aoperatoriiniin ‘’regiiler degerler

kiimesi’’ veya “’rezolvent kiimesi’’ denir.

A € p(A)olmak Uzere R(A;A) = (A— AE)™1 operatérine A operatoriiniin

“’rezolventast’’ veya *’¢oziicii operatorii’” ad verilir.

2.16 Tamim (Spektrum:) H bir hilbertizay1 olsun.



Sp(A) = a(A) = C\ p(A)kiimesine A operatoriiniin ~ “’spektrumu’’ denir. A

operatdriiniin spektrum kiimesi o (A)"’ ve ""Sp(A)"ile gosterecegiz.

2.17 Tanim (Operatorlerde Siralama:) A ve B, H Hilbert uzay1 iizerinde iki

Ozeslenik operatdr olsun.
1.A<B &< Ax,x ><< Bx,x > Vx € H;
2.A = 0 ise A operat0riine pozitiftir denir.

2.18 Not: Eger A 0zeslenik operator ve f de Sp(A) tizerinde tanimli reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda t € Sp(A)igin f(t) = 0dir. Buradan f(A)=>
0, yani f(A) H Hilbert uzay: iizerinde pozitif bir operatdrdiir. ilaveten eger f ve g,
Sp(A4) ilizerinde iki fonksiyon ise asagidaki Onemli Ozelligi saglanir. Hert €

Sp(A) icin
f(t) = g(t) dir. Buradan f(4) = g(A) saglanir.

2.19 Teorem: A, HHilbert uzay iizerinde sinirli 6zeslenik bir operatér olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur.
M:=infj =1 < Ax,x >= max{a € R:aE < A};
M:=supjjx=1 < Ax,x >= min{a € R: A < aE};
ve
1Al = max{[[m|l, |M]]}.
Ayrica m,M€ Sp(A)ve Sp(A) c [m, M].
2.20 Tammm: (Operatdr Konveks) A ve B, spektrumlar1 I < R da olan
keyfi 6zeslenik operatorler ve A € [0,1] olsun. Bu durumda,
F((A=ANA+AB) < (1—ANf(A) + Af(B)

Esitsizligini saglayan, [ araligi {izerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyona

operator konveks denir.



3. YAPILAN CALISMALAR

Bu tez ¢alismasi, Dragomir’ in (2011) yilinda yayimladigi “Operator Inequality of
the Jensen, Cebysev and Griss Type” adli eseri temel kaynak olarak kullanilmis

olup, buradaki teoremler, lemmalar ayrintili bir sekilde incelenmistir.
3.1 HILBERT UZAYINDA OZESLENIK OPERATOR FONKSIYONLAR
3.1.1 Simrh-Ozeslenik Operatérler

3.1.1.1 Operatorlerin Siralanmasi
(H,(.,.))) C kompleks sayilar cismi iizerinde bir Hilbert uzay1 olsun.

H hilbert uzayinda tanimli bir A sinirlt lineer operatoriine eger A = A* ise 6zeslenik

denir. Yani

A= A" V XeH igin (AXX)E R.

Eger A 6zeslenik ise, bu takdirde

|All=supjx=1{ | < Ax,x >| } = supyx=jy|=1l <Ax,y >| (1.2)

Aksi sdylenmedikce buradaki tiim operatorleri H hilbert uzayinin tamaminda siirh
olarak kabul edecegiz. B(H)ile de, H Hilbert uzay: {izerinde tanimli biitiin sinirh

lineer operatdrlerin Banach cebri olarak gdsterecegiz.

3.1.1.1 Tamim:A ve BH Hilbert uzayinda iki 6z-eslenik operator olsun. Bu durumda

ASB veya B2A© VXeH icin < Ax,x >< < Bx,x >
Yani, “A operatorii B operatoriinden kiigiiktiir veya esittir.” Veya “B operatorii A
operatdriinden biiyiiktiir veya esittir” denir. Ozel olarak her xeH icin (AxXx) 20,
Yani A20 ise bu operatdre “pozitif operatdr” denir. Operatdr teorisinden biz
biliyoruzki; keyfi Ae B(H) operatorii igin A*A ve AA * operatOrleri H hilbert

uzayinda pozitif 6zeslenik operatorlerdir. Ancak genelde A * A ve AA * operatorleri

birbirleri ile kiyaslanmamalidir.



3.1.1.2 Teorem:A, B, Ce B(H) 06zeslenik operatorler ve (¢ +¥)(S) = (¢)(s) + (F)(s)
a, B € R olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.
1. ALA4;
2. Eger ASB ve B<C ise ASC;
3. Eger ASBve BLAise A = B;
4. Eger ASBve a >0 ise
A+CSB+C
aALAB
—-A2—B
5.Eger a<pise o 4< g B.

Eger x,y € H ve A pozitif 6zeslenik operatorleri i¢in asagidaki Schwar esitsizligi

saglanir.
| Ax,y P << Ax,x >< Ay,y >(1.3)

3.1.1.3 Tammm: A, H hilbert uzayinda bir pozitif 6zeslenik operatorii olsun. Bu

durumda her x<H igin
IAXIPSNIAlI< Ax, x >(1.4)

3.1.1.4 Teorem: n€ N icin An,Be B(H), A1<A2< ... <An< ... <B sartlarmi saglayan

0zeslenik operatorler olsunlar. Bu durumda,
An<A<B olacak sekilde, H hilbert uzaymda tanimh bir A sinirh 6zeslenik operatdorii

vardir ve her X e Higin lim A x=Ax.

n—oo

Yukaridaki teoremin benzeri (An)nzl azalan ve alttan siirl bir dizi i¢in de gegerlidir.

3.1.1.5 Teorem: Her xeH igin
(s) lim A,x = Ave lim A,x = Axifadesinde(4,),»1 € B(H)dizisi Ae<B(H)
n—->oo n—oo

operatoriine “giiclii yakinsaktir” ve (A,)n»1 © B(H)dizisinin “gii¢lii limiti” denir.
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Norm anlaminda yakinsamaya, yanilim ||4A, —A|| =0 akmsamaya giicli
n—->oo

yakinsamanin zitt1 olarak “diizgiin yakinsama” adin1 verecegiz ve normda yakinsama

icin limA_ =A seklinde gosterecegiz. Her x< Higin
nN—w

HARAXI<IAG-A, X

esitsizliginden(A,),s; dizisininA’ya diizglin yakinsamasi,(A,),>; dizisininA’ya

giiclii yakinsadigini gosterir. Fakat bu iddianin tersi genelde dogru degildir.

Tanimdan da anlasilacag: gibi gii¢lii yakinsamadan bahsedilmisse normal olarak

zayif yakinsamadan da s6z edilmesi gerek. Buradan

(W) lim A,x = A ©Herx,ycH igin lim,_,, < Apx,y >=< A,y >
n—-oo

seklinde tanimlanan yakinsamaya B (H)’da “zayif yakinsama” denir.

3.1.1.6 Teorem: A, H hilbert uzayinda bir sinirli 6zeslenik operatér olsun. Bu

durumda
ay = infiy=1 < Ax,x >=max{a € R:a I < A},
Ay = SUP|x=1 < Ax,x >=min{a € R: A < al}; ve
I All=max{| e | @, [}dir.
Ayrica, eger Sp(A) ile A operatdrinin spektrumunu gosterecek olursak, bu

durumda &, @, € Sp(A) ve Sp(4) Cla,a,).

3.1.1.7 Uyani: EgerA, @,,Q, yukaridaki sekilde asagidakilerin dogrulugunu gérmek
hi¢ de zor degildir.

o, :=min{A: A € Sp(A)}=minSp(A)
a, =max{4: 4 eSp(A)}=maxSp(A) ;

I All=max{| 1]: 2 € Sp(A)}-
Ustelik,

1. Apozitiftir. < a; 20;

11



2. Apozitif ve tersinirdir. < a; >0;
3. Eger &, >0 ise, A — 1 bir pozitif 6zeslenik operatoriidiir ve

minSp(A—1) = sz_l,

-1
maxSp(A—1) = %

3.1.2. Ozeslenik Operatérlerinin Siirekli Fonksiyonlar:

3.1.2.1. Simirh Bir Operatorde Polinomlar

(p+P)(S) = ()(s)+(F¥)(5) (iki fonksiyonun toplamt)
(A@)(s) = Ap(s) (fonksiyonun sabitle ¢arpimi)
(@¥)(S) = (@)(5).(‘P)(s) (iki fonksiyonun ¢arpimi)

seklinde, y¥: ¢ —» € iki fonksiyon tanimlayalim. (;(S)ile de (p)(s) fonksiyonunun

kompleks eslenigini gosterelim.

P ={p@):=XF0ars*:n>0,a, €C,0<k <n}

n
3.1.2.1.1 Teorem: A<B(H) ve Zaksk P igin
k=0

p(A)= Y. A €B(H), A=l ve
k=0

— no_

P(A)= Y ax(A)  eB(H)

k=0

fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Buna gore ¢(S) > @(A) donisimii asagidaki

oOzelliklere sahiptir.

a) (p+¥)A)=(p)(A)+(¥)A)
b) (1p)(A) = Ap(A)
c) (p¥)(A) =(2)(A).(‘F)(A)

a) [p(A)] =p(A)
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¢) sikkint (@¥)(A) = ()(A).(¥)(A) ve (¢)(S) =, polinomunun da operatér icine

doniisiim oldugunu da unutmamaliy1z.

Bir U cebirinde U cebirine tanimlanan 5 _, 5’ doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa

buna bir homomorfizm denir.

a) (ath) =a+b;

b) (1a) =Ja;

) (ab)=ab
Literatirde Teorem 3.1.2.1.1.”i keyfi ¢(S) polinomundan ¢(A) operatoriine gotiiren
dontistim P ’den B(H)’a bir homomorfizmdir. Bu da ilaveten d) 6zelligini saglar.
Asagidaki sonu¢ A’nin spektrumu ile ¢@(A) ‘nin spektrumu arasinda bir baginti

kurar.

3.1.2.1.2 Teorem: Eger AcB(H) ve @ € P ise bu takdirde Sp(@(A)) = (l?(Sp (A)

3.1.2.1.3 Sonu¢: EgerAcB(H) 6zeslenik ve ¢(S) € P polinomu reel katsayili ise

o(A) »da 6zesleniktir ve

1 o(A) [I= max{] o(A) |: 2 e Spay} (1)

3.1.2.1.4 Teorem:EgerAcB(H) ve @€ P ise bu takdirde asagidakilerin

dogrulugunu gérmek kolaydir.

1. o(A) terslenebilirdir. © Her 1 eSp(A)icin (1) #0;

2. Eger ¢(A) terslenebilir ise, bu durumda;

S, (@(A) ") ={p(1) ", 1 € Sp(A)}.

3.1.2.2. Ozeslenik Operatorlerin Siirekli Fonksiyonlari
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Kabul edelim ki A, H Hilbert uzayinda bir smirli 6zeslenik operator olsun. Eger ¢ ,

R iizerinde taniml1 keyfi bir fonksiyon ise,

ol A= sup{| (1) |: 1 € Sp(A)} seklinde tanimlayabiliriz.

Eger ¢ sirekli 6zel bir polinom ise, bu takdirde kompakt olan sp(A)nin

noktasindadir. Buradan, supremumu maksimum olarak

lo(A) [Hl o1l

seklinde yazabiliriz.

Bundan sonra C(R) ile R iizerinde tanimli biitin siirekli, kompleks degerli

fonksiyonlarin cebirini gosterecegiz.

3.1.2.2.1 Teorem: Eger A, H hilbert uzayinda bir simirli 6zeslenik operator ve ¢ €
C(R) ise bu takdirde,

limllg-,1,=0, (9,)p < P
olacak sekilde bir ¢(A) € B(H) vardir ve bu durumda;

o(A) = limp, (A).

o — o(A) doniisimiC (R) den B(H)’ya [@(A)] o(A)=o(A)e(A)] olup normal

operatordiir. Ayrica, eger @ reel degerli ise, bu durumda ¢(A) 6zesleniktir.

3.1.2.2.2 Ornek: Eger A e B(H) 6zeslenik ve ¢(S)=¢€", s € R ise

oo

. 1
A _ E ~ Ak
et = 1 (iA)

k=0

Ayrica, € bir Uniter operatordir ve onun tersi;

o

. . E 1
(elA)* = e A = E —iA)k
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seklinde operatordur.

Simdi, eger A € C\R, A € B(H)dzeslenik ve o(s) = e C(R) ise, bu durumda

s—4
p(A) = (A-21)"

Saglanir ve eger,A,B € H bir 6zeslenik operatorii ve @,y € C(R) verilmis iki
fonksiyon ise bu durumda ¢@(A)y(A)=w(A)p(A) degisme Ozelligi vardir. Bu

ozellik, asagida verildigi gibi bir diger operatore genisletilebilir.
3.1.2.2.3 Teorem: Kabul edelim ki A, B € Hve ¢ € C(R) fonksiyonu verilsin. Eger

B € B(H), AB = BAbzelligini saglayan bir operator ise, bu durumda
@(A)B = Bo(A)drr.

3.1.2.2.4 Teorem: Eger A, H Hilbert uzayinda sinirl bir 6zeslenik operatér ve @ de

strekli bir fonksiyon ise,
Sp(@(A)) = ¢(Sp(4))dur.
3.1.2.2.5 Sonug: Teorem 2.14’lin iddialarina gore agsagidaki sonuglar1 yazabiliriz.
a) @(A)operatoriiozesleniktir. < Her 1 eSp(A) icing(A) € R;
b) @(A)operatoriuniterdir. <& Her A1 eSp(A) igin | o(4) |=1;
C) @(A)operatoru tersinirdir. & Her A eSp(A) icin ¢(1) #0;
d) Eger ¢(A)bzeslenik ise, bu durumda || (/)(A) ||=|| (0||A.

Simdi Ozeslenik operator fonksiyonlari i¢in, esitsizliklerin genisletilebilmesi

icin, asagidaki teoreme ihtiyag vardir.

3.1.2.2.6 Teorem: A, H Hilbert uzayinda bir simirli 6zeslenik operatdrii olsun.

C(R)den B(H)’ya olan ¢ — ¢@(A)homomorfizmasi siralamayi korur, yani; eger
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o, € C(R) Sp(A) tizerinde reel degerli iki fonksiyon ve her A€ Sp(A) Icin

(A1) < @(A) ise bu durumda; y(A) < @(A)dir.
3.1.2.2.7 Teorem: Eger A < B(H) operatorii pozitif ve 0zeslenik ise, bu durumda

B? = Aolacak sekilde B:= \/KE B(H) olan bir tek pozitif Ozeslenik operatorii

vardir. Ayrica, eger A tersinir ise, B de tersinirdir.
Eger A,B € H ise A’Aoperatorii de Ozesleniktir ve pozitiftir. Dolayisiyla A
operatoriiniin mutlak degeri de tanimlanir. Yani, |A|: = JA'A seklide ifade edilir.

Kompleks analizden biliyoruz ki z € ¢ igin Z=|2].6™® seklide yazilabiliriz. iste

bu sekilde yazabildigimiz kompleks say1 ¢’den B(H)’ya homomorfizm olan bir
dontisimle H Hilbert wuzayinda sinirli normal bir operatér olup, bu
karakterizasyondan da anlasilacag {izere, bir operatdriin mutlak degeri ile bir iiniter

operatdriin carpimi seklinde de bakabiliriz.

3.1.2.2.8 Teorem:H Hilbert uzayinda her smirlt A lineer operatorii icin B = |A|
e B(H) olan bir pozitif 6zeslenik operatdrii ile A = CB tanim kiimesi D = m ve
deger kiimesiR; = C (D) = A(H) olacak sekilde bir C izometrik operatérii vardir.
Ozel olarak da asagidaki sonucu verebiliriz.

3.1.2.2.9 Sonug: EgerA, B € H operatorii normal ise, bu durumda B = |A| e B(H)
olacak sekilde bir pozitif 6zeslenik operatorii ve A = BC = CB olan bir C Uniter
operatdrii vardir. Ustelik, eger A tersinir ise bu durumda B ve C bu sartlar altinda
tek turlt belirlidir.

3.1.2.2.10 Not: Simdi kabul edelim ki B e B(H) pozitif 6zeslenik operatorii ve C de

bir izometrik operatori i¢in A = CB olsun. Bu durumda

a)B=+ A'A ; sonug olarak B, yukarida ki sartlar altinda tek tiirlii belirlidir;
b) C’nin yukaridaki sartlar altinda tek tiirlii belirlenebilmesi igin gerekli ve

yeterli kosul A operatoriiniin birebir (1:1) olmasidir.
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3.1.3. Ozeslenik Operatorlerin Basamak Fonksiyonlari

A, H Hilbert uzaymnda bir siirli 6zeslenik operatdr olsun. Buradaki amacimiz
C(R)den B(H)’ya tanimlanan ¢ — ¢(A) homomorfizmasinin siralamay1 korudugunu

goOstermektir. Bunun iginde;

1 -0<S< A
©,(8)= 0, 1<5<+00

seklidende tanimlanan bir fonksiyon cebirini gézéniinde bulunduracagiz.

Pao A € R basamak fonksiyonlarini iceren fonksiyonlarin cebirini gozoniinde

bulunduracagiz. Yukaridaki sekilde tanimlanan fonksiyonun A € R igin
02(5)=0,(5)
0 1(8)=9(9)
[0, (A =0,(9)
[0, (AF =0, (A)
ozelliklerini sagladigin1 gérmek zor degildir. Dolayisiyla @, (A) ayn1 zamanda bir

projeksiyon operatordur.

Ancak, ¢, fonksiyonuna, A ’y1 igeren keyfi aralik iizerinde siirekli fonksiyonlar
tarafindan diizgiin olarak yaklasilamayacagindan dolay1, genelde bir @, (A)
operatériinii ¢, ,, € C(R)igin @, ,(A) operatorlerinin diizgun bir limiti olarak

tanimlamananin higbir yolu yoktur.

Operatorlerin diizgiin limiti kavramini agiklamak i¢in, yani @, (A) operatorund

tanimlamak i¢in operatdrlerin giiclii limit kavramini kullanacagiz. Bunu yapmak i¢in

de
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1 -0<S$ < A
0 ()= {1-n(s-2), A<s<A+s
n

0, A<5<+00

Seklinde tanimlanan @, ¢ reel degerli siirekli fonksiyonlarin azalan bir dizinin

noktasal bir limiti olarak ¢, fonksiyonlarinin limitini g6z 6niinde bulunduracagiz.

3.1.3.1 Tamm: @, , (A) 0zeslenik operatorlerine uygun olan diziler, azalmayan ve
B(H)’daki siralamaya gore sifirla alttan sinirlidir. Ayni zamanda, H Hilbert uzayinda

bazi sinirli 6zeslenik @, (A) operatoriine giiclii yakinsaktir.
3.1.3.2 Tamim: Reel sayilar kiimesi {izerinde tanimli reel degerli bir ¢ fonksiyonu-

na, eger reel sayilar kiimesi tizerinde siirekli reel degerli artmayan bir dizinin bir

noktasal limiti ise, bu fonksiyona iistten yar1 siireklidir denir.

Baska bir ifadeyle: Riizerinde, reel degerli bir ¢ fonksiyonunun iistten yari
stirekli olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul her So€ R ve her &£>0 igin,
Se (So -J,5, +J) olmak tzere @(S)< (0(30) + & gartim saglayan bir J >0 sayisinin
var olmasidir.
3.1.3.3 Teorem: A, H Hilbert uzayinda smirli 6zeslenik operator ve ¢ de reel
sayilar kiimesi tizerinde negatif olmayan iistten yar1 sirekli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda; Sp(A) ’dan @ ’ye, her n € N igcin C(R) uzerinde negatif olmayan

fonksiyonlarin artmayan bir {(Dn}nzl dizisi noktasal yakinsayacak sekilde bir tek

pozitif 6zeslenik bir ¢(A) operatdrii vardir. Buradan da

Pp(A)=(s)  |ime.(A)-

n—oo

3.1.3.4 Teorem: AeB(H) o0zeslenik operator, @ ve y de negatif olmayan R’de

tistten yart siirekli iki fonksiyon olsun. Bu durumda & >0 igin

(p+¥)A) = (0)(A)+(F)(A)
(ap)(A) = ap(A)
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(PP)(A) = ()(A).(F)(A)
seklinde tanimlanan (¢p+W¥), (a¢@) Ve (¢¥) fonksiyonlari da negatif olmayan
listten yar1 siireklidir. Ustelik, eger her S € Sp(A) icin o(s) <w(s) ise bu durumda
P(A) <y (A).

Simdi yeni bir fonksiyon kiimesi tanimlayalim.

RR):={@=¢,—¢,. ¢,,¢,R’de tanimli negatif olmayan {istten yar1 siirekli

fonksiyonlar}

Yukaridaki kiimeyi tanimlamamizin amaci, negatif olmayan iistten yar1 siirekli
fonksiyonlar sartin1 genisleterek R(R) seklinde tanimlanan bu fonksiyonlarin
noktasal toplam, skalerle ¢arpim ve g¢arpim islemleri altinda bir cebir oldugunu

gormek higte zor degildir.

3.1.3.5 Teorem: Ac<B(H) bir 6zeslenik operatér ve ¢ € R(R) olsun.

Bu durumda(p(A)eB(H)’ @ € R(R) olan bir ozeslenik operatér vardir ve bu

operator

o(A)=p,(A) - 0,(A).

R(R)’den B(H)’a tanimlanan ¢ — @(A) doniisiimii bir homomorfizmdir ve bu

homomorfizm agagidaki sekilde siralamayi korur, yani eger ¢,y € R ve S€ SP(A)
Icin ¢(s) <w(s) sartini saglayan iki fonksiyon ise, bu durumda ¢(A) <y (A). Ayrica
eger BeB(H) operatori AB = BA degisme o0zellgini sagliyorsa bu durumda
@(A)B = Bp(A)olur.

3.1.4. Ozeslenik Operatorlerin Spektral Ayrihst
AecB(H) 6zeslenik operatorii ve her A € Riicin @, ise

1 -00<S< A
?,(8)= 0, A<S<+00

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun.

Her A € Ricin E, =¢,(A) operatérii bir projeksiyon operatoridur.
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3.1.4.1 Teorem: (Spektral Gosterim Teoremi)

A, H Hilbert uzayinda bir sinirlhi 6zeslenik operator ve
m=min{4:4 €S (A) }=min(S,(A))

M=max{4:4 €S (A) }=max(S,(A) ) olsun.

Bu durumda asagidaki 6zellikleri saglayan ve A operatoriiniin “spektral ailesi” olarak
adlandirilan {E )} ,egprojeksiyonlarin bir ailesi vardir.
a) 1<iiginE; <E,

b) E, ;=0 E,=lveherAeRicin E,.,=E,

M
) A= [ AdE,

m-0
sekliden gosterime sahiptir.

Genel olarak,R’de tanimli her siirekli kompleks degerli ¢ fonksiyonu ve her ¢ >
Oicin,

l9(A) = Xi=1 9 (W) [Ez, — Ea, ]Il < £(1.6)

sartin1 saglayan

A <A=m<..<4 <4 =M
A — A4 <9, 1<k<n 2.7)
A ell Al 1<k<n

0>0 sayis1 mevcuttur. Buradan da

M
o(A) = [ p(A)dE,
m-0
Seklinde Rieman-Stieltjej tipi integrale doniisir.

3.1.4.2 Sonuc:4, E, ve @ Teorem 2.25.2 deki iddialar1 saglasin. Bu durumda; her

X,y € H ic¢in
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M

o(A), = [ p(A)dE,x.(2.8)

m-0

goOsterimi ve
(P(A),,) = [ p(A)d(E,xy)(29)

Ozel olarak y = x olarak almirsa her y ¢ Higin

<@(A) >= T p(A)d<E X, x>.(1.7)

m-0

Ustelik, her x ¢ Higin

lo(A), IP= [ [o(2)F dIIE,xIF*.(1.8)

0

3.1.4.3 Teorem: A, H Hilbert uzayinda siirli 6zeslenik bir operator ve
m:=min(S,(A))
M:=max(S,(A) ) olsun,

Eger{F\},cr, her A € R ve E, da (1.5) deki gibi tanimlanirsa F, =E .

Yukaridaki iki teoremden de anlasilacagi gibi projeksiyon operatorlerin spektral

ailesi siirli 6zeslenik bir A operatorii tarafindan tek sekilde belirlenir ve tek sekilde

gosterime sahiptir. Bu spektral aile ayn1 zamanda, A operatoriiniin 6zelliklerini direkt

yansitir.

3.1.4.4 Teorem: {E,} cgrsinirl 6zeslenik A operatoriiniin spektral ailesi olsun. Eger

B, H Hilbert uzayinda sinirli lineer bir operator ise AB=BA olabilmesi i¢in gerek ve

yeterli kosul her A € R icin E,;B=BE, olmasidir. Ayrica 6zel olarak A € R icin

E,A=AE,.

3.1.45 Teorem: {E ,1}/167 siirlt 6zeslenik A operatoriiniin spektral ailesi ve u € R

olsun. Bu durumda;
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a) M, A operatoriiniin regiiler degeridir, yani A-I’nin tersinir olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul E 4 = E 4+0 Olan bir @ >0’mvarolmasidir.

b) #€S,(A) & herd>0icin E, ,<E,,

¢) ¢, A operatdriiniin bir 6zdegeridir& u € Ricin E 40 < E u

Asagidaki sonug, Hilbert uzayinda sinirli 6zeslenik operatorler igin bir ¢ok sonugla

iligkili esitsizliklerin elde edilmesinde 6nemli bir role sahiptir.

3.1.4.6 Teorem: (Total Varyasyonlu Schwarz Esitsizligi)

{E\}rersinirlt Ozeslenik bir A operatoriiniin  spektral ailesi, m=min Sp(A) ve

M=max S,(A) olsun. Bu durumda her X yeH igin A—><E,X,y> fonksiyonu

sinirli varyasyonludur ve

M
V(EY) X[yl

Ispat: Eger P, her X €H igin <P X, X>20, yani H Hilbert uzayinda negatif olmayan

bir 6zeslenik operatér ise, bu durumda her X,y € H i¢in

< PX, X > << Px, X >< Py, y >

Esitsizligi H Hilbert uzayinda Schwarz esitsizliginin bir genellestirilmesidir. Simdi,

eger
d:m-s=t, <t <..<t <t =M,

S>0 igin [m-s,M] araliginin keyfi bir parg¢alanigi ise, bu durumda negatif olmayan

operatorler i¢in Schwarz esitsizliginden,
M n-1
V(< Egxy>)=Supy | < (E,, ~E,)xy >}
i=0

n—1
<Sup{D [<(E,, —E )X x>"*<(E, —E. )y, y>"1}=1........ (1.15)
d P +1 i i+l i

Reel sayilar igin Cauchy-Bunyokowski-Schwarz esitsizliginden her X,y € H igin
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n-1 n-1
I<Sup{[> < (E, -E)xx>]"’[> <(E, -E)y.y>]"
d i=0

i=0
M M
SIV(SEgx xSV (<Ey. y >)2(L9)
s —0 i¢in teorem ispatlanmis olur.

3.1.4.1. Operatdr Monoton ve Operator Konveks Fonksiyonlar

fiICR = R, I bir aralik, siirekli bir fonksiyon olsun. Eger bu f fonksiyonu

operator siralamasimna gore monoton ise bu siirekli f fonksiyonuna monoton

operator denir. Yani, eger A ve B H Hilbert uzayinda, A<B ve Sp(A), Sp(B) cl

olacak sekilde iki sinirli 6zeslenik operator ise bu durumda f (A) < f (B) oluyorsa bu

reel degerli siirekli fonksiyona monoton operatdr denir. Simdi konveks operator
kavramimi verelim. Eger, A ve B H Hilbert uzayinda Sp(A), Sp(B) c | olacak
sekilde keyfi iki tane sinirli 6zeslenik operator ise, A €[0,1] igin
f(Q1-2)A+AB)<(1- 1) f (A)+Af(B) (1.10)
oluyorsa bu f fonksiyonuna konveks operatér denir. Bu taniminda “<" yerinde
">" alinirsa bu tanima benzer sekilde “konkav operator” tanimida verilebilir.
3.1.4.1.1 Teorem: (LOwner-Heinz Esitsizligi)
A ve B H Hilbert uzayinda iki pozitif operatoér olsun. Bu durumda eger A>B>0
ise, buradan her r €[0,1] i¢cin A" >B".
3.1.4.1.2 Teorem: (Jensen Operator Esitsizligi)
H ve K iki Hilbert uzay1 ve f:I € R — R siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, A ve
Aj , J=1,2,....)k i¢in | i¢inde spektral olan H Hilbert uzayinda 6zeslenik operatorler
ise, bu durumda asagidaki sartlar birbirine denktir.
) f , J Uzerinde konveks operator;
i)  Her A'H— Haézeslenik ve C:K—>H izometri, yani C C=1, operator

ise, f(C'AC)<C f(AC:
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i)

vi)

Her AH — Hozeslenik ve CH—-H izometri icin
f(CAC)<C f(A)C:
k
Her Aj:H — Hszeslenik ve Cj K—>H, Z:C’;CJ =1, smurh lineer
j=L

operatorleri igin
k k
f(ZCjAjCj)SZij(Aj)Cj;
j=1 j=1
Kk
Her A;:H—Hozeslenik ve C;H—H, ZC?CJ =1, smurh lineer
j=1
operatorleri igin
k k
fFQ CIALC)<D.Cif(A)C;
j=1 j=1

k
Her 6zeslenik A;:H = H operatéri ve PtH—>H, > P =1, projeksiyon

j=1

operator ise, bu durumda

k k
f(ZPjAJ.Pj)sZPjf(Aj)Pj
j=1 j=1

3.1.4.1.3 Teorem: (Hansen-Pedersen-Jensen Esitsizligi)

J , sifir1 igeren bir aralik ve f: ] — R slrekli bir fonksiyon olsun. A ve Aj :

j=1,2,....)k spektrumlari J de olan, H Hilbert uzayinda G6zeslenik operatorler

olsunlar. Bu durumda asagidakiler denktir.

i) f, J Uzerinde konveks operator ve f(0)<0;

i) Her A'H — Hozeslenik operatér ve C:H—>H C*CS:LH olan bir daralma

déniisimii ise T (CAC)<C f(A)C;

k
iii) Her Aj:H — H zeslenik operator ve Cj:H —H, Z:C*J-CJ <1, smurh lineer

j=1

k k
operatérlerise () C/A,C;)<> Cif(A,)C;;
= =L
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iv) Her A:H — Hozeslenik bir operator ve P de bir projeksiyon ise, bu
durumda f (PAP) < Pf (A)P

3.1.4.1.4 Teorem: [T.Furuta, sayfa 13] f , [0,00) Uzerinde surekli bir fonksiyon
olsun. Eger her te[0,0) igin f(t) <0 ise, bu durumda Teorem 2.33’lin (i)-(Vi)

sartlarinin her biri asagidaki sarta denktir.

vii) — f monoton operat6r fonksiyondur.

3.1.4.1 Sonug: f :[0,00) —[0,00) surekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f nin
monoton operator olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul f nin konkav operat6r

olmasidir.

3.1.4.1.6 Teorem: f , I'<o0 icin [0,r) aralid1 iizerinde siirekli olsun. Bu durumda

asagidakiler birbirine denktir.

i) f konveks operatordir ve f(0)<0;

i) t— @fcnksiyenu (0, r) Uzerinde monoton operatorddir.
3.1.4.1.7 Sonug: f , [0,0) aralig1 lizerinde siirekli olan ve pozitif deger alan bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f nin monoton operator olabilmesi icin gerekli ve
yeterli kosul t — @ fonksiyonunun monoton operator olmasidir.

3.1.4.1.7 Teorem: f:] = [0,0) — Ralttan sinirli, stirekli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda agagidakiler denktir.

i) f, J Uzerinde konkav operatorddir;
i) f, J Uzerinde monoton operat6rdr.
Ozel olarak, f(t) =t fonksiyonunun [0,0) araliginda monoton operator

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul r €[0,1] olmasidir. f(t) =trfonksiyonunun

(0, oo )’da konveks operator olmasi i¢in r €[1,2] yada r €[-1,0] olmasidir. Ayrica

ft)=t fonksiyonu r €[0,1] ise (0, < ) araliginda operator konkavdir.
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3.2. JENSEN TiPLI ESITSIZLIKLER
3.2.1. JENSEN ESITSIiZLiGININ TERSLERIi

3.2.1.1. Drsgomir-Lonescu Esitsizliklerinin Operator Versiyonu

3.2.1.1.1 Teorem: [ bir aralik olsun ve f:1 = R ,I aralig1 iizerinde konveks ve
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger A Sp(A)C[m, M] ile H hilbert

uzayinda sinirlandirilmis bir operatdr ise;
(0)<f(A)x,x>-T(<AX,x>)<<f"(A)AX,X>-<AX,X>.<f'(A)x,x>(1.11)

her xeH icin, ||x|| =1

Ispat:f, konveks ve diferansiyellenebilir oldugu igin,

f(t)-f(s)<f'(t).(t-s) her t,s€ [m,M].

Simdi, biz bir esitsizlik segelim s=<Ax,x>€ [m,M] herx e H ||x|| = 1
Sp(A) c[m,M], o zaman

f(t)-f(<Ax,x>)<f' (1).(t-<AX,X>) (1.12)

her te [m,M] her x € H||x|| = 1

Biz x € H||x|| = 11 (1.11) denkleminde sabitlersek ve diizglince uygularsak ;
<[F(A)-F(AX,X>)LH]x,x><<f"(A).(A-<AX,X>1R)X, x> her x€ H ||x|| = 1.

3.2.1.1.2 Sonug: f, Teorem3.2.1.1.1. deki olarak farz edelim. Eger Aj Sp(4j) C
[m,M] c I,] €{1,..,n}vexj € H, je{l,..n} X7 [lx[|> =1 ile
sinirlandirilsin, o zaman

(0925 =1-<F(A)X;X>-F(X =1 AXj ;)

D=1 < fIADAXX>-X T <AXX> Y= < f(A)Xx>. (1.13)

3.2.1.1.3 Sonug:f fonksiyonunu Teorem 3.2.1.1.1. deki olarak alalim. Eger

Aj Sp(4j) € [m,M] c I,

J€{1,....n} ve p;>0,j€{l,...n} ¥7_; pi=1 ile simurlandirilmis operatdr ise, o zaman
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(0=)X71 pif(x)-F(XT=1 Pix))
D=1 Pi (%)% 25 =1 pix; - Xj=1 0i £ (%)

x; €{1,....,n} Dragomir ve lonescu tarafindan 1994 de ilk halini kapsar.

3.2.1.2. Diger Tersler
Uygulamalarda daha kullanish olabilecek esitsizlikler
<f(A)x,x>-f(<Ax,x>), x € H, ||x|| = 1.

Bunlar spektrum margins terimleridir m, M ve f fonksiyonunun. Bunun devaminda

su sonuca varabiliriz.

3.2.1.2.1 Teorem:I, bir aralik olsun ve f:I — R, I aralig1 iizerinde konveks ve
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger A Sp(4) < [m,M] < I ile H hilbert

uzayinda sinirlandirilmis bir operatdr ise; o zaman

(0<)<f(A)x,x>-F(<AX,X>)
L M-m)[Ilf (Ax2 —< f/(A)x,x >2T2

L (M) = £ o) [I1AxI? —< Ax, x S22
<(M-m)( f'(M)- £'(m))

Xe H ||x|| = 1.

(0)<F(A)x x>-f(<Ax.x>)<(M-m)( f/(M)- £(m))

< Mx — Ax, Ax — mx >< f'(M)x — f'(A)x, f'(A)x — f'(m)x >

T <y LD

M
< Ax,x > —

< (M-m)( f'(M)- £'(m)) (1.15)
Herhangi bir x € H ve ||x|| = 1.

Dahast, eger m>0 ve f'(m)>0 ise, 0 zaman

1 (M=m)(f1(M)~f1(m)) ,
(0§)<f(A)x,X>-f(<Ax,x>)§4 T AXX>< fI(A)X,X>,
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VI F - F )< Ax,x >< f'(A)x, x >]2(1.16)
Herhangi bir x € H||x|| = 1.

Ispat:A,(H; <.,.>) Hilbert uzayinda smirli bir operatér olsun ve farz edelim ki

Sp(A) c [m, M]skalerler igcin m<M olsun. Eger h ve g [m, M] de surekli ve
Y = Miepmmh(E)Velr': = maxiepm ph(t) 0 zaman

1
2

| <h(A)g(A)X x>-<h(A)x,x>.<g(A)X, x> E%- T = llgxl? —< g(A)x,x >?]

1
(5;T-y)(A-6) )(1.17)
Herhangi bir x € H lIXII=1.,6:=minie[m py1g(t) ve Ar=maxiemamd(b).
Dabhas1

<AF (A x>-<AX x> <f (A x<s (M — m)[IIf' (A)xl|> =< f'(A)x, x >2]"2

< (M —m)(f'(M) — f'(m))(1.18)
ve

<AF (A x>-<AX x> <f (A< (f (M)-f (M) (A)x])? =< £/ (A)x, x >?]72

< (M-m)(fF(M)-f'(m)  (1.19)
Her bir x € H||x|| = 1. Birlikte istenen sonucu saglar.
| <h(A)g(A)xx>-<h(A)X X><g(A)X,x> K(T-y)( A-6)

1
2

" (1.20)

[< Tx —h(A)x f(A)x — yx >< Ax — g(A)x, g(A)x — 5 x >]
Ihqays x> - 22 | grays x> —222 |

Her birx € H ||x|| = 1.
<A (AXX>-<AXX> < (A x><(M-m)(f'(M)-f’ (m))
{[< Mx — Ax, Ax — mx >< f'(M)x — f'(A)x, f' (A)x — f'(m)x >]z

LD+
2

M+m ,
’AX,X>—T Hf (A)x,x>
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Her bir x € H||x|| = 1.Eger y ve 6 pozitifse 0 zaman,

| <h(A)g(A)X,x>-<h(A)X,Xx><g(A)X,X> |

1T -y@A-9)
4 /TyAs < h(Q)x,x >< g(A)x,x >

(VT = Y (VA = V8)[< h(A)x, x >< g(A)x,x >]2
Her birx € H]|x| = 1.
Simdi, biz belirtebiliriz ki,

<Af" (A)XX>-<AXX>.<f" (A)X,x>

PR oy oy e < Ax,x >< f' (A)x,x >,

VM = V) (JFT D) — F )< Ax,x >< f (A)x,x >]2

<

{ 1 (M-m)(f' (M)~ f1(m)

Her birx € H|x|| = 1.
3.2.1.2.2 Sonug: f, teorem 3.2.1.2.1. deki gibi olsun. Eger
Aj Sp(4j)  [m,M] <1,

j € {1,...,n} ve pi>0, jE{1,...n} Z;-lzl pi=1 ile sinirlandirilmis operatdr ise, 0 zaman

(092721 < f(A)X;X>-F(XT=1 (A%}, X))

L~ m) S 1 AD 112 = (S < f1(A)) 5 >

1

U — ) [E 14117 = (B < 425,35 >)' T

< (M-m)(f"(M)-f'(m)) (1.21)
Her bir xige H, je {1,....n} X7_, [Ix||> = 1.
Ayrica

(05)2;‘21.<f(A,-)x,-,x,->-f(2;‘=1.A,-x,-,x,-)si(M-m)(f "(M)-f"(m))
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1
2

( n
[ ) <Mx; —Aix,A;x; — mx; >]
jzzl ] ] 177 ]
< x[z < F1ODx; = £/ (A7), £ (A7) = £ )y >]e
j=1
|Z < A4jx;, x; > —M;m | || z < f'(4)x,% > S ;f’ (m) |
\ =1 j=1

1 ! !
< (M-m)(f'(M)-f'(m)) (1.22)
Herbirxj € H,j € {1,..,n} X7, |Ix||* = 1.
Dahasi, eger m > 0 ve f'(m)>0 ise 0 zaman
n n
(02)) <fADx > = FO (4]x, %))
=1 =1
(1 (M=m)(f' (M) f1(m)) Sy < Ay > ST < F(A)x % >,

4 MmfiQ0)f1(m)
= VM = Vm)(Jf' (M) — [ (m)) (1.23)

1
k X[Z}lzl. < ij]',x]' > Z;'l=1- < f’(A])x]:x] >]2

Herbirxj € H,j € {1,...,n}ileX}_, [|x||* = 1.

3.2.1.2.3 Sonug: Varsayalim ki f,3.2.1.2.1. Teoremi gibidir. Eger

Aj,Sp(4j) c [m,M] <1,

j € {1,..,n}vepj=0,j € {1,..n} Z?zlpj = 1 ile sinirlandirilmis operator ise,

0 Zzaman

0=)< ijf(Aj)x,x >—f(< ijij,x >)
j=1 j=1

~(M = m) (X0 pillf (ADxl2 =< ey pif (A7), x >2P2

1

~(f' (M) = £ (M) [ py A2 =< TT-y pyAjx, x S22

IA
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< (M-m)(f"(M)-f"(m)) (1.24)
Herhangi x € Hile||x|| = 1.

Ayrica belirtebiliriz ki
n n
(0=)< ijf(A]-)x,x >—f(< ijij,x >)
j=1 j=1

1
< (M =m)(f' (M) = £/ (m)

( n .
[Z pj < Mx — Ajx, Ajx —mx >]z
j=1
9 x[z p; < f'(Mx —f'(4)x f'(4;)x — f'(m)x SF
j=1
N M “ ! M !
k| <ijij,x>— ;—m || <ijf'(z4j)x,x>—f( );‘f(m) |
Jj=1 j=1

< (M —m)(f'(M) - f'(m)) (1.25)
Herhangi bir x € Hilelxl=1.

Dahasi, egerm > 0 ve f'(m) > 0,ise 0 zaman

0=s)< ijf(Aj)x,x >—f(< ijij,x >)
=1 =1

J J

(1 M-m)(f' (M)—fr(m)) n n ,
4 [MmfI(M)fi(m) < Lj=1PjAjx, X >< ijlpjf (Aj)x.x >,

= (VM = Vm)(J/f' (M) = /f'(m))
L x[< Xi=1pjdjx, x >< Yoy pif'(4))x,x >]2

Her birx € H ile Ixl = 1.(1.26)

3.2.1.2.4 Dikkat: Esitsizlik 1.26sonuglarin bazilar1 digbiikey fonksiyon f negatif
olmayan ve azalmayan tekdiize oldugu durumda pozitif operatorlerin toplami i¢in

ters esitsizlik liretmek i¢in kullanilabilir.
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n n 1
| P Fpl- £ (D R4l | < 70 —m) ) - £'am)
j=1 j=1

]

Dahasi, eger biz (1.26) esitsizligini kullanirsak, o zaman elde ederiz:
n n
(> Feapi-£ D il
j=1 j=1

M-m)(f' ()—f'(m)) ,
< \/W ”Z?:lijj ””Z?:lpjf (A])” (1.27)

(VM =) (JFT D) = ) IS0 A |20 2y (412

1
—e
2

3.2.2. Baz1 Slater Tipi Esitsizlikler

3.2.2.1. Reel Degiskenli Fonksiyonlar Icin Slater Tipi Esitsizlikler

I’'nin gergek sayilar araliginda oldugunu varsayalim ve f: I — RI bir digbiikey
fonksiyonudur. O haldef, I Uzerinde sureklidir ve I’nin her noktada sonlu sol ve sag
tiirevleri vardir. Ustelik, eger x,y € I vex < y,sonraf’_(x) < f' (x) < fy(y) <
f'y)f' ve f' ifadelerinin azalmayan fonksiyon oldugunu gosterir. Ayrica, digbiikey
bir fonksiyonu en sayilabilir sayida noktalar harig tiirevlenebilir olmas1 gerektigi

bilinmektedir

Digbiikey fonksiyon f:I — R, f'alt diferansiyeli af ile gosterilen tiim fonksiyonlarin

kumesi
I > [—o, o] oyle ki@ (I) < Rve
f (x) < f (a) + (x —a) p(a) herhangix € I.
Ayrica, iyi bilinen f digbiikey olmas1 durumunda I, sonra §f bos olmayan bir,
f,f+edbf veeger p € §f, 0zaman
f'_(x)<o (xX)Zf"+ (x) herbirix € 1.

Ozellikle, ¢ azalmayan fonksiyondur.
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Eger f, I Uzerinde konveks ve diferansiyellenebilir fonksiyon ise, §f = {f'}.Bu

sonucun devaminda iyi bilinen Slater esitsizligi:
3.2.2.1.1 Teorem: eger f:1 — R ye artmayan konveks fonksiyon xiel, pi = 0
Pn:=3i_1pi>0ve Y pio(xi) # 0, ¢pe 5fise, 0 zaman

— j=1p,f(X|)§f( S pi (i)

)(1.28)

3.2.2.2. Operatérler icin Bazi Slater Tipi Esitsizlikler

3.2.2.2.1 Teorem: [ bir aralik olsun ve f: I — R, I aralig1 iizerinde konveks ve
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger A sp(A) < [m, M] ile H hilbert
uzayinda sinirlandirilmis bir operatdr ve fV'(A) H da pozitizif tanimli operator ise o

Zaman,

<Af'(A)x,x>

0 < f(ETma)—< f()x,x > <

, <Af (A)x, x> <Af' (A)x,x>—<Ax,x><f'(A)x,x>
f ( <f'(A)x,x> )[ <f'(A)xx> ] (1'29)
Her birx € Hile||x|| = 1.

Simdi, t € [m, M] ve A operatori igin diizenleme yaparsak, o zaman her bir x € H

ile ||x|| = 1.

<f'(A).(t.1H — A)x,x > << [f(t) 1H — f(A)]x,x >< < f'(t).(t. 1H —
A)x,x >(1.30)

te [m, M] icin ve her bir x € H ile Ixl = 1.

t < f(ADx,x >—-<f'"(A)Ax,x >< f(t)— < f(ADx,x ><frN(O)t— fr() <

Ax, x >

t € [m, M]icin ve Her birx € Hile||x|| = 1.

Simdid, ml < A < MI ile smirli operator ve f’(A) pozitif tanimli, o zaman
mf'(A) < Af'(A) <Mf'(4),

m< f'(Ax,x ><<Af'(A)x,x >< M < f'(A)x,x > Her birx €
Hile ||x|]| = 1,
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<Af'(A)x,x>
<f'(A)x,x>

t0:= ( ) € [m,M] Herbirx € Hile|x|| = 1.

3.2.2.2.2 Agiklama: f'(A),H tizerinde pozitif tanimli operatdr i¢in dnemlidir ki,
(AN (A)X,x>)(<N (A)X,X>)E |
Herbirx € Hile||x|| = 1(1.31)

3.2.2.2.3 Aciklama: Simdi, eger fonksiyonlar I Gzerinde konkav ve (1.31) kosullar

saglaniyorsa, o zamanher x € Hile ||x|| = 1 ig¢in

0 << f(A)x,x > —f (S Wrxx>,

<f'(A)x,x>
, <LAf (A)x, x> (<Af' (A)x,x>—<Ax,x><f'(A)x,x>
f ( <f'(A)xx> )[ <f'(A)xx> ](1'32)

esitsizligi dogrudur.

3.2.2.3. Diger Tersler

Negatif olmayan iist sinirlar dahada kullanisli su sonucu verebiliriz;

<Af'(A)x,x> )
f ( <f'(A)xx> ) <f(A)X’X>

Her x € Hile|lx| = 1.

3.2.2.3.1 Teorem:/ bir aralik olsun ve f: 1 — R, I aralig1 lizerinde konveks ve
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger A sp(4) < [m, M] ile H Hilbert
uzayinda sinirlandirilmis bir operatér ve f'(A),H da pozitif tanimli operator. Eger
biz tanimlarsak

1 < Af'(A)x,x >

B(f', A;x): = <f@xx>" “<fDxx>"

O zaman

< Af'"(A)x, x >> B

© S)f< < f'"(A)x,x >

LM = m)[lIF I —< ' (A)x,x >2]:
< fAx,x ><(f', A 0)x 1] 1
S(f'() = /) [1Ax||? —< Ax, x >z

< (M —m)(f'(M) - f'(m)) B(f', 4; x) (1.33)
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ve

<Af'(A)x,x>

02) fF(C )< f(Ax,x ><B(f', 4; X)x[% M —m)(f'(M) — f'(m))

<f'(A)x,x>
1
[< Mx — Ax, Ax — mx >< f'(M)x — f'(A)x — f'(m)x >]z

e <Ax,x>—M;m11<f’(A)x,x>_f’(M)‘Z"f(m) |

1 !/ ! !/
< ;M =-m)(f'(M) = f'(m)) B(f', A; x) (1.34)
Her x € Hile|x|| = 1.
Dahasi, eger A pozitif taniml1 operator ise o zaman

< Af'(A)x,x >
< f'"(A)x,x >

(0=) f( =< f(A)x,x >< B(f',4;x)

1 (M-m)(f' (M)—fr(m)) /

- < Ax,x >< f'(A)x,x >

v o< x2S A (1.35)
1

(VM —Vm)(Vf' (M) = /f' (M) [< Ax, x >< f'(A)x,x >

Herx € Hile|x|| = 1.

A<H;<.,>> hilbert uzayinda sinirli operator olsun ve Sp(4) c [m, M] m < M. Eger

h ve g, [m, M] de siirekli olsun ve y:=min;e(m ph(t) ve I'=maxepm ah(t),
0 zaman
| <h(A)gA)x,x > —-<h(A)x,x >.< gA)x,x > |
< % (I =gz —< glA)x, x >2a(< %(F —y)(A-9)
(1.36)
Buradax € Hile [|x]| = 1.,6:=miniepmmg(t) ve A=maxiemamd(b).
Dahasi
< Af'(A)x,x > —< Ax,x >.< f'"(A)x,x >

1 1
< S M =m)[lIf @x|* =< f' (A)x,x >z

M —m)(f'(M) — f'(m))

ENJIS

<
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ve
<Af'(A)x,x > —< Ax,x >.< f'(A)x,x >

1
<) = £ m)[IAx||* —< Ax,x >*]

<

M —m)(f'(M) — f'(m))

AN

Buradax € Hile ||x|| = 1.

Esitsizligi daha kullanisl yaparsak;

| <h(ADgA)x,x >—-<h(ADx,x>.< gA)x,x> |< %(1‘ —-y)(A-9)

[< ' x — h(A)x, f(A)x —yx >< Ax — g(A)x, g(A)x — 6 (x) >]z
- r+y A+ (1.37)
| <h(@x,x>-—=1<g(Ax,x> - — |

Her x € Hile||x|| = 1.
<Af'(A)x,x > —< Ax,x >.< f'(A)x,x > < %(M —-m)(f'(M) — f'(m))

[< Mx — Ax,Ax —mx >< f' (M)x — f' (A)x, f' (A)x — f' (m)x >]§

_ | <Ax,x>—Mzﬂ|| <f’(A)x,x>_fl(M)-2I_f’(m) |

Dahasi, 3. Esitsizlik tiretmek i¢in, biz Griss tipinin sonucunda denklem elde

edebiliriz.Egery ve & pozitif ise 0 zaman;
| <h(A)g(A)x,x>—-<h(Ax,x>.< g(A)x,x > |
1(r-y)(a-8)
T+ Jyas < h(A)x,x >< g(A)x,x > (139
(VT - \/;)(\/Z —VO)[< h(A)x,x >< g(A)x,x >z
Simdi, (1.38) yi kullanarak biz belirtebiliriz ki;

<Af'(A)x,x > —< Ax,x >.< f'(A)x,x >

< 4 JMmfI(M)fi(m) ’ ’ (2.39)

VM = Vm) (' (M) = ' () [< Ax,x >< f' (A)x, x >
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3.2.2.3.2 Goriis: (1.39) esitsizliginden gozlemleyebiliriz ki ;

<Af'(A)x,x > <1(1V1—m)(f'(1‘/1)—f'(m))+1
<Ax,x >.< f'(A)x,x >~ 4 \/Mmf’(M)f’(m)

(1<)

<Af'(A)x,x > 1M -m)(f' (M) = f'(m)) +1

<f'(A)x,x > = f’([4 \/Mmf’(M)f’(m)

f'( ] < Ax,x >)

Buradax € H ile ||x|| = 1.f" monoton azalmayan ve A pozitif tanimli operator

Icin.Simdi, yukaridaki 1.esitsizlikten belirtilebilir ki ;

<Af' (Ax,x > 1M -m)(f'(M) — f'(m))
< f' (Ax,x >) <f@Mxx > < 4 IMmf (M)f'(m)
1M -m)(f' (M) — f'(m)) +1
4 JMmf (M)f'(m)

(0 =)f(

Xf'(] ] < Ax,x >)) < Ax,x >

ve 2.esitsizlikten

< Af'(A)x,x >

0 ) (CFETED=< flanx > < Vi =) (D ~F )
1ol M-m)(F (M)—f'(m) <Axx> 1
Xf ([Z T o) + 1] < Ax,x >)[W]2 (140)

3.2.3. Konveks Fonksiyonlar I¢inBaz1 Esitsizlikler

3.2.3.1. iki Operator icin Baz Esitsizlikleri
3.2.3.1.1 Teorem: [ bir aralik olsun ve f:I — R, I lizerinde digbiikey

ve tirevlenebilen fonksiyon olsun(/’nin araligi) fin turevif'siireklidir. Eger A ve

BHHilbertuzayinda 6zeslenik iki operatér ve Sp(A), Sp(B) < [m,M] < I igin
(f'(4)x,x) (By,y) — (f'(A)Ax, x)

<{f(B)y.y) — (f(A)x,x)

<{f'(B) By, ¥} - {Ax, x} {f'(B)y, ¥)(1.41)

Burada biri x,y € H ile llxll = [l¥ll=1.

(f'(A)x, xM Ay, v} — {f'(A)Ax,x)

<(f(A)y, ¥} — {f(A)x, x)
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<{f'(A)Ay,y) — (Ax, x){f'(4A)y.v)(1.42)

(f'(A)x, x)(Bx,x) — (f'(A)Ax,x)

<(f(B)x) — {f(A)x,x)

<(f'(B)Bx,x) — (Ax, x){f'(B)x, x)(1.43)

Ispat:.f, Iiizerinde koveks ve diferansiyellenebildiginden beri, sonra sunu elde ederiz
fis).(t=35) = f(t) = F(s) = f1().(t —5)(1.44)

Simdi herx € H, |l x Il= 1igin

<F'(D.(t 1y — ADx,x > << [f(0). 1 — f(A)]x,x ><

< f'(t).(t. 15y — A)x,x > (1.45)

t{f ' (Axx) — (f'(ADAxx) = f(t) — (f(A)xx)

<f'(t)t — f'(t){Ax,x)(1.46)

Her birt € [m, M]ve herhangi x € Hile ||x|| = 1.

([ (Ax,x)B — {f (A)Ax, x}1hly,y} = ([f(B) — {f(A)x,x)1h]y, y)
<([f'(B)B — (Ax,x)f"(B)]y, )

Olup ispat tamamlanur.

3.2.3.1.2 Uyari: Eger biz x € H ile llxll = 1ve B =< Ax,x >.1,’ yi secersek, o
zaman Mond-Pecaric esitsizliginin tersini elde ederiz. Ikinci esitsizlik disbiikey

fonksiyonlar icin Mond-Pecaric esitsizligini saglayacaktir.
Asagidaki dogal sonuglardan biridir:

3.2.3.1.3 Sonug: I bir aralik olsun ve f: 1 — R,I disbiikey ve tiirevlenebilir fonksiyon
olsun. Ayrica, A’nin Hilbert boslugunda H ileSp(A) € [m,M] c I kendine es

operator oldugunu varsayalim. Eger g artmayan ve [m, M] iizerinde stireklidir ve
f'[g(A) — A] = 0(1.47)
(f o g)(4) =f(A)

3.2.3.1.4 Teorem: [ bir aralik olsun ve f:I = R,I digbiikey ve tiirevlene-
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bilir fonksiyon olsun. Eger A ve B Hilbert boslugunda H ile Sp(A4),Sp(B) €

[m, M]  I5zeslenik operatorleridir,

f({Ax, x))((By,y) — (Ax, x))

<(f(B)y,y) — f ({Ax,x))

<(f'(B)By,y) — (Ax,x){f " (A)y.¥) (1.48)

f1({Ax, ) ((4y,y) = (A% XN (£ (A)y, y) — F({Ax, x))
<(f'(A)Ay,y) — (Ax, x){f' (4)y, ¥)(1.49)

Her biri x, y € Hile llx|l = llyll = 1 ve

f'({Ax, x)) ((Bx,x) — (Ax, x)) = {f(B)x,x) — f({Ax, x))(1.50)
<(f'(B)Bx, x) — (Ax, x){(f " (B)x, x)

Ispat. f, | iizerinde konveks ve tirevlenebildiginden, her t,s € [m, M] igin

asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
fi8)(t—s) = f(t) - f(s) = F(0).(t —5)(151)

Eger biz s = {Ax,x) € [m,M] secersek, bir diizeltme ile x € H ile llxll= 1, sonra

elde ederiz

fi({Ax,x)). (t — (Ax, x)) < f(£) — F({Ax,0))<f" (). (t — ((Ax,x))(1.52)

Her x,y € H, llxll = ll¥ll = 1 i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur.

< f'(<Ax,x >).(B—< Ax,x >. 1)y, y ><< [f(B) — f(< Ax,x >).14]y,y >
<f'(B).(B—< Ax,x >.1y)y,y >(1.53)

3.2.3.1.5 Dikkat: Eger (1.53)’deki B = A veya y = x segersek gozlemleriz ve o

zaman Mond-Pecaric esitsizligini yeniden elde ederiz..

3.2.3.1.6 Sonug:f, A ve B’yi (3.2.3.1.4.) teoremi gibi varsayalim. Eger f,[m, M]

araliginda artan and B (H) operratorinde B=A veya f azalan ve B < Aise , 0

zaman biz Jensen tipi esitsizligi elde ederiz.
(f(B)x,x) = f({Ax, x))(1.54)

Burada x € H ile llxll=1.
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Ispat:(1.54)deki ilk esitsizlik tarafindan agiktir ve detaylar harig birakilir.

3.2.4. ikikez Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar igin Jensen Operatorii

3.2.4.1 Teorem:A,H Hilbert uzayinda pozitif tanimli olsun ve kabul edelim ki
Sp(A) c [m, M] bazi skalerler i¢in m, M ile 0 < m < M. Eger f(m, M) Uizerinde 2.
Kez diferansiyellenebilir fonksiyon ve p&(-22, 0)U(1,92) icin biz sahibizdir y<I'
icin;

pip—1)

V< 2 FA"(H)<T" her bir t€ (m, M)(1.55)

O zaman
Y(<APx, x>-< Ax, x >P) <<f(A)x,x>-f(<AX,x>)<['(<APX,x>-<Ax,x>P) (1.56)
Her biriicin x € Hile ||x|| = 1.

Eger,

p(p-1)

5< 2P £ ((tH)<Aher bir t € (m, M)ve baz1 <A, p € (0,1), 0 zaman

8 (< Ax, x >P-<APx,x>)<<f(A)x,x>-f(<Ax,x>)<A(< Ax, x >P-<APX,X>)

Her biriicinx € Hile ||x|| = 1.
3.2.4.2 Dikkat: Biz goriiriiz ki eger f, (m, M) Uzerinde 2. Kez diferansiyellenebilir

fonksiyon ve @ = iMfieimanf( (1), O:=SUPtemanf"((t), 0 zaman biz

esitsizlik elde ederiz.
1
2 O < A%x,x > —< Ax,x >?] << f(A)x, x > —f (< Ax, x >)
1
<37 P[< A%x,x > —< Ax,x >*

3.2.4.3 Sonug: A; pozitif tanimli operatdr olsun, Sp(4;) c [m,M] c (0, o0)jE
{1,2, ...n}. Egerf, (m, M) Uzerinde 2kez diferansiyellenebilir fonksiyon vep& (—

o, 0)U(1, o0) ise 0 zaman;
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YIZ =<4 2. 2>-(ET= 1< 4, %1, %7 >)P]
=) }1: 1-<f(4)) 27, 2>-F(X }1: 1-<4j, %), ;)

F[ ?: 1.<Ajp,x]',x]'>'(z?: 1.<< Aj,Xj,Xj >)p] her bir XJE H, jE {1,2,...,?1}

n
Dl = 1.
j=1

3.2.4.4 Teorem: A, H hilbert uzayinda pozitif tanimli olsun ve kabul edelim ki
Sp(A) c [m, M] bazi skalerler i¢in m, M ile 0 < m < M. Eger f(m, M) Uzerinde 2

kez diferansiyellenebilir fonksiyon ve Y<t?.f"(t)< I" ézellikleri varsa, herhangi bir

te(m, M) igin;
V(n < Ax,x > —< InAx,x >) << f(A)x,x > —f(< Ax,x >)6<A,0 zaman
0 (R AMAx, x > —< Ax,x > In(< Ax,x >)) << f(A)x,x > —f(< Ax,x >)
< A(< AlnAx,x > —< Ax,x > In(< Ax, x >))

Her birx € Hile ||x|| = 1.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, Esitsizlik Teorisi ile Sinirli Lineer Operatorler Teorisi
birlestirilmis. Literatiirde iyi sekilde bilinen reel anlamdaki Jensen Esitsizliginin,
siirli, lineer operatorlere tagmmmasi ayritili bir sekilde incelenmistir.. Bunu
yaparken, Dragomir’ in 2012 yilinda yayimladigi “Operator Inequality of the Jensen,
Cebysev and Griss Type” adli eseri temel kaynak olarak kullanilmistir. Bu Kitaptaki

tanim ve teoremler ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Esitsizlik ve Operator Teorisi alaninda g¢aligmak isteyen gen¢ bilim insanlarina

Tiirkge bir kaynak olacaktir.
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