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OZET

ALTERNATIF CATININ VEKTOREL MOMENT EGRILERi UZERINE
HULYA SARDAG
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DAL

YUKSEK LiSANS TEZI 51 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT

Bu calisma alti bolim halinde diizenlenmistir. Giris bdliimiinde c¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar boliimiinde Alternatif cati, vektorel
moment egrileri ve sabit genislikli egri ¢ifti ile ilgili calismalara yer verildi. Materyal ve
Yéntem boliimiinde, 3- boyutlu Oklid uzayma ait temel kavramlar, Alternatif ¢at1 ile ilgili
temel bilgilere yer verildi. Daha sonra Oklid uzayinda vektorel moment egrileri ve sabit
genislikli egri ¢ifti ile ilgili temel kavramlar ifade edildi.

Bulgular Boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu bdliimde ilk olarak,
Alternatif c¢at1 vektorlerinin olusturdugu vektérel moment egrileri tanimlanip, bu egrilerin
Frenet aparatlar hesaplandi. Daha sonra bu egrilerin sabit genislikli egri ¢iftine dahil olup
olmadigi hesaplandi. Word program: kullanilarak elde edilen egrilerin ¢izimleri yapildi.

Anahtar Kelimeler: Alternatif gat1, vektorel moment, sabit genislikli egri ¢ifti.



ABSTRACT

ON THE VECTORIAL MOMENTUMS OF ALTERNATIiVE FRAME
HULYA SARDAG
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
SCIENCE TEACHER EDUCATION

MASTER’S THESIS, 51 PAGE
SUPERVISOR: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT

This thesis is organized into six sections. In the introduction, the aim of the study and
the reason for its handling are discussed. In preliminaries we mentioned those of
works which are used through this study. In the material and method section we
clarify the basic concepts of Euclidean 3-space, alternative Frenet frame and
alternative Darboux vector. Then, we explain the curve pairs having constant width.

Discussion and results section is the original part of our study. In this section, the
curves drawn by the moment vectors of the alternative frame vectors are first
defined. After that the Frenet vectors and the curvatures of these defined curves are
calculated. Subsequently we give the decision whether these curves are included in
the constant-width curve pairs or not. At last the curves we obtained are drawn using
the word program.

Keywords: Alternative frame, vectorial moment, constant width curve pair.
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1. GIRIS

3-Boyutlu Oklid uzaymda egrilerin diferensiyel geometrisi iizerine bircok ¢aligmalar
yapilmigtir.  Uzerinde en cok caligma yapilan egrilerinden en énemlileri Involiit-Evoliit
egrileri, Bertrand egri ciftleri ve Manheim egri ¢iftleridir. Literatiirde bu egrilere ait ¢ok

sayida kaynak mevcuttur.

Son zamanlarda, 1778 de L. Euler’in tanmimladig: sabit genislikli egriler tizerinde ¢aligmalar
on plana c¢ikmaktadir. Bu egriler, karsilikli noktalarinda tegetleri paralel-zit yonlii ve ar-
alarindaki uzaklik sabit olan egrilerdir. Daha sonra Akdogan ve Magden, (2001) sabit

geniglikli egrilerin diferensiyel denklem sistemini elde etmiglerdir.

Herhangi bir egrinin parametresine bagh olarak degisen bir # vektériiniin * vektorel
moment vektorii, vektorel moment egrisini ¢izer. Tunger, (2017) herhangi bir egrinin
Frenet vektorlerinin vektorel moment egrilerini tanimlamig ve bu egrilerin Frenet aparat-
larmi hesaplamugtir. Kaya ve Onder, (2017) egrinin aslinormal vektorii IV, birim Darboux
vektorit W ve bu iki vektoriin vektorel ¢arpimindan elde edilen birim vektor C' olmak

tizere bu vektorlerin olugturdugu ortonormal sisteme alternatif ¢at1 demislerdir.

Bu ¢aligmada, ilk olarak, alternatif ¢ati vektorlerinin vektorel moment vektorlerinin ¢izdigi
egrilerin Frenet vektorleri, egrilikleri ve torsiyonlar1 hesaplandi. Daha sonra elde edilen
egrilerin alternatif cati vektorleri verildi. Son olarak, vektorel moment egrilerinin sabit
geniglikli egri ¢iftine dahil olup olmadig aragtirildi. Maple programi kullanilarak vektorel

moment egrilerinin ¢izimleri yapildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Chen ”Constant ratio Hypersurface” isimli galigmada herhangi bir egrinin 3-Boyutlu
Oklid uzayinda Frenet vektorlerinin lineer birlesimi olarak yazmus ve katsayilar arasidaki

bagntilar: vermistir, (Chen, 2001).

Akdogan ve Magden, ”Some Characterization of Curves of Constant Breadth in E”"
Space” isimli galigmada sabit geniglikli egrilerin diferensiyel denklemini verip yaklagik
bir ¢ozlimlerini elde etmislerdir. Ayrica sabit geniglikli egrilerin egrilikleri arasindaki

bagintilar1 da hesaplamiglardir, (Euler, 1778), (Akdogan ve Magden, 2001).

Tuncer, ”Vectorial moments of curves in Euclidean 3-space” isimli calismada Frenet
vektorlerinin vektorel moment vektorlerinin ¢izdigi egrileri tanimlamig ve bu egrilerin
Frenet aparatlarini, helis olma durumlarim ve sabit genislikli egri ¢iftine dahil olup ol-

madiklarini aragtirmigtir, (Tunger, 2017).

Kaya ve Onder, ”New Partner Curves in the Euclidean 3-Space E3” isimli caligmada
Alternatif ¢at1 vektorlerini tanimlamiglardir. Daha sonra C'N*-partner egrisini tanimlayip

bu egriye ait bazi 6zellikler vermiglerdir, (Kaya ve Onder, 2017).

Senyurt, "D-Smarandache Curves According to the Sabban Frame of the Spherical
Indicatrix Curve” isimli ¢caligmada alternatif ¢at1 vektorlerine gore Darboux vektortiniin
ifade etmis ve bu vektoriin birim kiire ytlizeyinde ¢izdigi kiiresel egrinin geodizik egriligini

hesaplamigtir, (Senyurt, 2018).



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Oklid Uzay:

Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid Uzay ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir. A bogtan

farkli bir ctimle ve V' de K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
fiAXA-SYV

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglarsa A ya V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

A VP, Q,Re A icin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

Ay VP e AVae V icin f(P,Q) =«

olacak sekilde bir tek ) € A noktasi vardir.

A, V ile birlegen bir afin uzay olsun. Py, P, P,, P; € A noktalar i¢in {PyPy, Py P, PyPs}
ciimlesi V' nin bir bazi ise { Py, P, P», P3} nokta 4-liisiine bir afin ¢atis1 denir. Burada P
noktasina catinin baglangic noktasi , P;, 1 < i < 3, noktalarina da ¢atinin birim noktalar:

denir. boyV = 3 ise A ya 3-boyutlu bir afin uzay denir.
(,):VxV =R

seklinde tanmimli fonksiyon asagidaki aksiyomlar: saglarsa bu fonksiyona bir i¢ carpim

fonksiyonu denir: Vz,y,2z € V, Va,b € R icin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(ax + by, z) = a(z, 2) + b(y, 2),
(0 + b2) = a{z, ) + b{a, 2),
b. Simetri Aksiyomu;
(z,y) = (y,2),
c. Pozitif Tanmimhhk (kararhlik) Aksiyomu;

(x,z) >0, (r,z) =0 2 =0.



R3 afin uzay, V X,Y € R? olsun.
<a> : RS X Rg - R? <X7 Y> = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona standart i¢ ¢carpim
veya Oklid i¢ carpimi denir. Uzerinde Oklid ic carpim tamml R? afin uzayma Oklid

uzay1 denir ve E3 ile gosterilir.

X = (21,29,23), Y = (41,2, y3) € R? olmak fizere,

d:R3xRS 5 R, d(X,Y)=

seklinde tanmimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu , d(X,Y') reel sayisina da X ve Y

noktalar: arasindaki uzaklik denir.

a: I CR = R a(s) = (ai(s),as(s), az(s)) diferensiyellenebilir fonksiyona R? te bir
egri denir. Burada [ araligina a egrisinin parametre araligi, s € I degiskenine de «
egrisinin parametresi denir. « egrisinin yay parametresine gore teget, aslinormal ve bi-

normal vektorleri sirasiyla

a//(s)

~ Jlan(s)["

B(s) =T(s) AN N(s)

verilir. Bu vektorlere egrinin Frenet vektorleri adi verilir. o birim hizli egri degil ise Frenet

vektorleri
a'(s) a'(s) Na(s)
T(s) = 7= N(s)=B(s)AN(s), B(s)= (3.1.1)
la’(s)]] la’(s) A a”(s)]l
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983). « egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla
|/ (s) Ao (s)]] _det(a/(s),a"(s),a"(s)) (3.1.2)

S8 = T EE T T T e Ad )

bagintisiyla verilir, (Sabuncuoglu, 2014). Eger « egrisi yay parametresiyle verilirse egrilik



k(s) = a’(s) ve torsiyon 7(s) = —(B'(s), N(s)) seklindedir. Yay parametresiyle verilen

egrinin Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

T'(s) = nr(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s)+ 7(s)B(s), (3.1.3)
B'(s) = —7(s)N(s)

bagintist vardir. Bu bagimtiya egrinin Frenet formiilleri ad1 verilir, (Hacisalihoglu, 1983).

a egrisi Frenet vektorlerine bagh olarak

a(s) = f(s)T'(s) + g(s)N(s) + h(s)B(s) (3.1.4)

seklinde yazilir. Burada f, g, h katsayilari

’

f(s)=1+9g(s)r(s), g(s)=h(s)r(s) = f(s)r(s), h(s)=—g(s)T(s).  (3.1.5)

seklinde birer fonksiyondur, (Chen, 2001).

3.2 Oklid Uzayinda Alternatif Cati

a egrisinin Frenet vektorleri parametreye bagli olarak bir eksen etrafinda donme

hareketi yapar. Bu eksene iizerindeki vektor W ile gosterilirse
T"=WAT, N=WAN, B =WAB (3.2.1)

bagntisim saglar. Buradan gerekli islemler yapildiginda W

W =7T+4+ kB

seklinde bulunur. Bu vektore Darboux vektorii denir. Darboux ekseni tizerindeki birim

vektore ise birim Darboux vektori denir ve

S —
VK2 + 72 VK2 + 72

W (3.2.2)

seklinde yazilir (Fenchel,1951), (Gray,1997). « egrisinin N normal vektorii ile W birim



Darboux vektoru vektorel carpilirsa

K T
C=WAN=-——meesT+ 7B (3.2.3)

birim vektorii elde edilir. Bu gekilde elde edilen { N, C, W'} sistemine Alternatif ¢ati denir,
(Kaya ve Onder, 2017).

IIIIIIIIIIIIIIIII’ T

C=WAN

B W=—L_ (zT + kB)

(@) e

Sekil 3.1: Alternatif cat1

(3.2.2) ve (3.2.3) bagmtilarinda gerekli islemler yapildiginda alternatif ¢ati ile Frenet gatist

arasinda
K T T K
‘/I€2—|—T2 ‘/Ii2+’7'2 1/,4;2_|_7-2 1//452_+_7-2
ve
T —

" o T _w B=——"" ¢+ " __w
,/,{2+7.2 ‘/,{2_1_7_2 ! ‘/,{2_1_7_2 «%2—1—72 !

K
bagintist vardir. Burada § = Vk?+ 72, R = 3 ve T = % almirsa c¢atilar arasindaki
baginti

C=—-krT+ 7B, ve T=—-krC+7TW,

W = 7T + RB, B =7C + RW, (3.2.4)

seklinde bulunur.



Teorem 3.2.1 Alternatif cati vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

N =p5C, C'=—-BN+~yW, W' =-—4C (3.2.5)

2

r Ty seklinde bir katsayidir.

bagint dir. Burada v = ——
agintis1 vardir. Burada vy /124—72(%)

Ispat. (3.1.3) ve (3.2.4) bagmtilarmdan

N = —kT+71B
= —Kk(=RC +7TW)+7(7C + W)

= kkC — sTW +77C + 75W

2 2
:I{—f—TC
G

bulunur. 5 = v k% + 72 esitligi yerine yazilirsa

N' = pC
bagmtis: elde edilir. (3.2.4) bagintisinda C' vektoriiniin tiirevi alinirsa
' = —FT—-RI"+7B+7H
olur. (3.1.3) ve (3.2.4) esitlikleri yerine yazilirsa

C" = —(R)'T —ReN + (7)B+7(-1)N
— —(Rk+77)N — (R)'T + (7)'B
= —BN — (R)(=RC +7W) + (7)'(7C + W)

— —AN+ ((R)E+ (7)) C+ (—(rR)T+ () R)W
0

K2 T

(=)W

K2+ 712K

= —ON+



bulunur. W vektoriiniin katsayisi

"Ly (3.2.6)

K2+ 712K

olarak alimirsa C” vektorii
C' = —BN+4W
seklinde bulunur. (3.2.4) bagintisinda W vektériiniin tiirevi alinirsa
W' = (7)T+7T" + (R)'B+ kB’

olur. (3.1.3), (3.2.4) ve (3.2.6) bagmtilarindan W' vektorii

W' = (7)T+7&N + (R)'B+ k(—7N)

= (7k — RT)N + (7)T + (r)'B

= (7k — kT) N + (7)'(=RkC + 7W) + (8)(7C + kW)

seklinde elde edilir. []

Teorem 3.2.2 « egrisinin alternatif ¢ati vektorleri N, C'; W olsun. Bu gatiya gore Dar-
boux vektori

D =N + W (3.2.7)

seklinde verilir, (Senyurt, 2018).



]

a(s)

()
W

Sekil 3.2: D alternatif Darboux vektorii

Ispat. Darboux vektorii N, C, W vektorlerine bagh olarak (Sekil 3.2) den

D =aN +bC + cW (3.2.8)

yazilir. D vektorii (3.2.1) bagmtismma benzer olarak sirasiyla N, C, W vektorleriyle

vektorel carpilirsa

N =DAN
C'=DAC
W =DAW

4

pC = (aN +bC +cW)AN
pC = —bW + cC
b=0, c=2p.

—BN + W = (aN +bC + W) AN C
—BN +yW =aW —cN

a=rv, c=0.

—yC = (aN +bC + cW) AW
—vC' = —aC — bN

a=v, b=0.

bulunur. a, b, ¢ katsayilar (3.2.8) de yerine yazilirsa D alternatif Darboux vektorii

seklinde olur. [

D =~N + W



Tamim 3.2.1 E3— Euclidean uzaymda a ve o* gibi birim hizh C®—smifindan kapal iki
egri olsun. Bu egrilerin a(s) ve a*(s*) gibi kargihkh noktalarinda tegetleri paralel ve zit
yonlii, aralarindaki uzaklik sabit ise bu iki egriye sabit geniglikli egri ¢ifti denir ve {«, a*}

ile gosterilir,(Euler, 1778), (Akdogan ve Magden, 2001).

Teorem 3.2.3 Diizlemsel bir a(s) egrisinin 7' teget vektoriiniin vektérel momenti 7* ol-
sun. T* vektoriiniin ¢izdigi egri a*(s*) ile gosterilirse, bu egri a(s) egrisi ile sabit geniglikli

egri ¢ifti olugturur, (Tunger, 2017).

Sekil 3.3: Sabit genislikli egri gifti
ispat. a egrisi Frenet vektorlerinin lineer birlegimi olarak
a(s) = f(s)T'(s) + g(s)N(s) + h(s)B(s) (3.2.9)
seklinde yazilir. 7" vektoriniin 7™ vektorel moment vektori

T = aNT
= (fT+gN+hB)AT
= h(s)N(s) — g(s)B(s)

hesaplanir. Bu vektoriin ¢izmig oldugu egri o* ile gosterilirse
a”*(s*) = h(s)N(s) — g(s)B(s) (3.2.10)
olur, aa® vektorii (Sekil 3.3) den

—
oo™ =myT +moN +msB

10



yazilir. Burada (3.2.9), (3.2.10) bagmntilar1 dikkate alinirsa

o —a = mT +myeN 4+ msB,

hN —gB — fT —gN —hB = miT +moN + m3B

esitligi yazilir. Bu esitlikten my, my ve mg katsayilar sirasiyla
mlz_f> m2:h_ga m3:_(hf+g)

seklinde bulunur. « egrisi diizlemsel oldugundan 7 = 0 olur. « ile a* egrisinin ayni

diizlemde olmasi i¢in f = 0 dir. Bu katsayilar o* egrisinde yerine yazilirsa

o« =a+(h—gN—-(h+g)B (3.2.11)

seklinde olur. Bu durumda (3.1.5) bagmtisinin yeni hali
¢ =0= g=sabit ve h'=0= h = sabit

seklinde bulunur. (3.2.11) bagintisindan « ve o* egrileri arasindaki uzaklik
—
d(a, o) = ||ac’||* = 2h* + 2¢°

sabit olur. a* egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

d * d *
o WA (h—g/N+(h—gN' = (h+g)B— (h+g)B
ds* ds
d *
T“*'dss = T+ (h—-g)N+(h—g)(~=kT+7B) = (h+g)'B— (h+g)(~=TN)

= (A=kh=g)T+((h—g)+ (h+g)")N +((h—g)T — (h+9))B

seklinde olur. g = sbt, h = sbt ve 7 = 0 olma sart1 dikkate alinirsa

ds*
T = (1—=k(h—g))T
Y 1 kh-g)
= (1+kg—rh)T
——

f/
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olur. f = 0 oldugundan

ds*
T = —rhT
ds v

bulunur. {a, a*} sabit genislikli egri oldugundan 7% = —T olur. Buradan
1
he =1 veya h=—>0
K

bulunur. Bu durumda teget vektorler paralel ve zit yonli bulunur. o« ve a* egrilerinin
aralarindaki uzaklik sabit ve teget vektorleri paralel-zit yonlii oldugundan bu iki egri sabit

geniglikli egri ¢ifti olusturur. [J

Sonug 3.2.1 «(s) egrisinin N aslinormal ve B binormal vektorlerinin N* ve B* vektorel
moment vektorlerinin ¢izdigi egriler a(s) egrisi ile sabit genislikli egri ¢ifti olugturmazlar,

(Tunger, 2017).
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu béliim ¢aligmanin orjinal kismini olusturmaktadir. Burada, ilk olarak diferensiyel-
lenebilir herhangi bir « egrisinin a(s) noktasimdaki Frenet vektorleri yerine o noktadaki
alternatif cati vektorleri alinarak bu vektorlerin vektorel moment vektorlerinin ¢izdigi
egriler tammlandi. Ikinci olarak, vektorel moment vektorlerinin cizdigi egrilerin Frenet
vektorleri, egrilikleri ve burulmalari hesaplandi. Daha sonra bulunan her bir egrinin
alternatif cati vektorleri bulunup esas egrinin alternatif ¢at1 vektoleri cinsinden ifadeleri
verildi. Son olarak da elde edilen egrilerin sabit genislikli egri ¢iftine dahil olup olmadiklar:

arastirildi.
4.1 « Egrisinin Alternatif Vektorlerinden Elde Edilen Vektorel
Moment Egrileri

Birim hizli bir « egrisinin «(s) noktasindaki alternatif ¢atisi {N,C, W} olsun. Bu du-

rumda « egrisi (3.1.4) deki bagintiya benzer olarak

a(s) = f(s)N(s) + g(s)C(s) + h(s)W(s) (4.1.1)

seklinde yazilir. Burada f, g, h fonksiyonlar1 arasinda

bagintist vardir. Bunu gérmek i¢in (4.1.1) bagmtisindan tiirev alinirsa

a(s) = f'(s)N(s) + f(s)N'(s) + g'(5)C(s) + g(5)C(s) + B'(s)W (s) + h(s)W'(s) (4.1.3)

olur. (3.2.4) ve (3.2.5) bagmtilarindan
—RC+TW = (f'=gBIN+ (g + [ —h)C+ (W +g7)W
yazilir. Buradan

f'=98=0, g+fB-hy=—kK h+gy=7 (4.1.4)

bagintilar elde edilir.
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Tanim 4.1.1 Birim hizh regiiler herhangi bir «(s) egrisinin alternatif cati vektorleri
sirastyla N, C ve W olsun. N-aslinormal vektoriiniin N*(s) = a(s) A N(s) seklinde tanmimh

vektorel moment vektoriinin cizdigi egri

N* <
an N
(aq)

Sekil 4.1: ay-vektorel moment egrisi

Teorem 4.1.1 «;(s) egrisinin Frenet vektorleri 77, Ny, By olsun. Bu vektorler sirasiyla

Ti(s) = —rhBN +r7C +ri(k+ fB)W,

Ni(s) = rm{(nht + a1 ((7)° + (R + fB)?) — z1h(k + fB%))N
+ (217 — (R + fB) + My1hB® + 217))C
+((7 — 21hB) — 21(eh?B* + (7)) W,

Bi(s) = ml(Zﬁ—yl(FdJrfﬁ))Nerl(m(RJrfﬂ)+zlh6)0—m1(y1h6+xﬁ)W,

14



seklinde verilir. Burada r,my, 21,91, 21

1
V(B2 + (P2 + (R+ fB)*

rn =

1
myp = )

\/(217_' —yi (R + fﬁ))2 + (r1(R+ f8) + 2’1}15)2 + (y1h +l‘17—')2

ryr = —T— (hﬁ)/; N = —hﬁz —fB, z1 = (fﬁ)/

seklinde birer katsayidir.

Ispat. ay egrisinin yay parametresi ¢ olsun. Buna gore s parametresine gore tiirev
aliirsa
dt

ay(s) = Tl% =—hBN +7C+ (R + fB)W (4.1.5)

bulunur. Buradan norm alinirsa

dt _ 1
ds  /(hB)* + (7)* + (i + [ )’

olur. Bu ifade (4.1.5) de yerine yazilirsa «;(s)-vektorel moment egrisinin 77(s) teget

vektoru

Ti(s) = —hBN +7C + (R + [B)W
V(hB)? + (7)* + (R + [58)°

biciminde bulunur. Burada

1
V(B2 +(7)2+ (R + [5)?

ry = (4.1.6)

alinirsa 7' (s) teget vektoriiniin sade yaziligt

Tl(S) = —TlhﬁN + T17_'C + Tl(l_i + fﬁ)W

seklinde olur. (4.1.5) den tekrar tirev alimir ve (3.2.5) bagmtisi yerine yazilirsa of(s)
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vektoru

o(s) = —(hB)YN —hBN' + (7)C +7C" 4+ (R + fB)W + (R + fB)W'
= —(t+MhB))N+ ((7) —hB*> —~v(F+ [8))C + (R + [B) +77)W

= —(1+(WB))N + ((7) = 9E =hB* =7 fB)C + ((&) + Ty +(fB) )W

= —(7+ (hB))N — (hB> +7fB)C + (fB)W

seklinde bulunur. Burada c¢at1 vektorlerinin katsayilari
ry = —1 — (hB), y=—hB>—~fB, == (f8)
seklinde alinirsa of(s) vektoriiniin
af(s) =z N +yC + 2 W

olur. o (s) ve af(s) vektorleri vektorel garpilirsa
ai(s) Naf(s) = (Zlf —yi(F + fﬁ))N + (3?1(/% + f8) + Zlhﬁ)c - (?thﬁ + ﬂfﬁ)W

seklinde bulunur. Norm alinirsa

ldi (s) A i (s)]| = \/(Zﬁ —41(R + £8)° + (21(F + fB) + 21hB8)" + (1nhB + 217)

olur. «;(s) egrisinin Bi(s) binormal vektorii

(217 — 1R+ [B))N + (x1(R + [B) + 21hB)C — (yuhf + a1 7) W

Bi(s) = 2 2 2
\/(2177' — (R + f8))" + (x1(R + fB) + 21hB)” + (y1hB + 17)

seklinde bulunur. Burada

1
\/(217_' —yi(k+ fﬁ))Q + (w1 (R + f8) + 21h5)2 + (y1hB3 +$ﬁ)2

my = (4.1.7)
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alinirsa By (s) binormal vektoriiniin sade yaziligi

Bl(S) =my (217_' — yl(l_i —+ fﬁ))N + mq (1’1(:‘?& + fﬁ) —+ zlhﬂ)C’ — M (ylhﬁ + I17_')W

seklinde olur. aq(s) egrisinin Ni(s) aslinormal vektorii Ny = By A T} esitliginden

Ni(s) = rmy (ylhT +21(7)? — 2 (R + fB)* — z1h(k + fﬁ2))N

+rima (a7 = y1) (R + fB) + h(yih* + 2.17))C (4.1.8)

+rimy (17 — 21hB) (R + [B) — z1(x1h°B° + 72)) W
seklinde bulunur. [

Teorem 4.1.2 «;(s)-vektorel moment egrisinin x; egriligi ve 77 burulmasi sirasiyla

K1 = T?\/(Zﬁ' — (kK + fﬁ))2 + (‘Tl(’% +fB) + Zlh6)2 + (ylhﬁ —i—xﬁ')Q,
o= mi(y; +23)(h* + %) + mi 2zt + (27 + 47)(7)?)

+mi(2z12h8 — 22007 + (] + y1) (R + fB)) (7 + fB),

seklinde verilir.

Ispat.  oy(s)-vektorel moment egrisinin s egriligi (4.1.6) ve (4.1.7) bagmtilarimdan

gerekli iglemler yapilirsa

w1 =i (i — (5 + 18)) 4 (o2l + 18) + 2hB) + (suhf + 1)’

olarak bulunur. o/ (s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

"

of'(s) = () — BN + (yy + 218 — 217)C + (21 + )W
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olur. o(s), //(s) ve of'(s) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

det(ay,af,a)") = (2z121h8 — 2207 + (21 + yi) (R + [B)) (R + [B)
(4.1.9)
+2zyphr + (23 4 27)(7) + (vF + 27)(h* + %)

seklinde bulunur. (4.1.7) ve (4.1.9) bagintilarindan o (s)-vektorel moment egrisinin 7

burulmas:
o= i+ D)0+ )+ md Qugh + (2 + ) (7))

+mi (2212108 = 22007 + (2F + y1) (R + fB)) (R + f5)

elde edilir. O

Teorem 4.1.3 «; egrisinin alternatif cat1 vektorleri Ny, C, Wi olsun. Bu vektorler sirasiyla
Nl(S) = rnmy ((ylhT + 1'1(7_'>2 — .1’1(/_@ + fﬁ)Q — Zlh(lﬂi + fﬁQ))N
+((z17 — 1) (R + fB) + h(11h5° + 217)) C

+((n7 — 21hB) (R + [B) — 21 (1A B + 7_'2))W),

Ci(s) = ;((/ﬁﬁhﬁﬂLﬁmﬂzﬁ—yl(/_i—i‘fﬁ)))N

K2 + Tf

+(rima (21(R + [8) + 21hB) — ka1 7) C

—(rar1 (R + fB) + mima(y1hB + xﬁ))W) :
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Wi(s) = L <(7'17"1h5 +rmi(aT — R+ f5))N

K2 + 7
+(rir1 T + kima(z1 (R + f8) + 21h8))C

+(mri (R + f8) — kama(y1h B + xlT))W)

seklinde verilir.

Ispat. (4.1.8) bagmtisindan N vektorii agikca goriiliir. (3.2.4) bagintisina benzer olarak
C vektoru

R1 T1

L) S O S
VKL + T VK + T8

Ci(s) = —

yazilir. Teorem 4.1.1 den T} ve B vektorleri burada yerine yazilirsa C(s) vektorii

Ci(s) = ;((H1T1hﬁ+7'1m1(217—yl(fi+fﬁ)))N

2 2
K1+ T

+(mma (21 (R + fB) + 21hB) — ki 7)C

—(kar1 (R + [B) + mima (y1hB + xﬁ))W)

seklinde bulunur. (3.2.4) bagintisina benzer olarak Wj(s) vektorii

1 K1

Wi(s) = ——T\+——B
) = Taa A

olur. T} ve Bj vektorleri burada yerine yazilirsa Wi(s) vektorii

1

2 2
Kl + 7§

Wi(s) = ( (irhB + kama (a7 — yi (R + fB)))N
+(nm7 + moma (1 (R + f8) + 20h8))C

+@wxa+ﬂ%—ﬁmn@m5+xﬁ”wj
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seklinde elde edilir. []

Tanim 4.1.2 « egrisinin alternatif cat1 vektorleri N, C, W olsun. C birim vektortinin

C* = a(s) A C(s) seklinde tamml vektorel moment vektoriiniin ¢izdigi as(s) egrisi
ag(s) = —h(s)N(s) + f(s)W(s)

seklinde verilir. (Sekil 4.2)

N
C
W (az)
— C=anc |

Sekil 4.2: as-vektorel moment egrisi

Teorem 4.1.4 «s(s)-vektorel moment egrisinin Frenet vektorleri Ts, Ny, By olsun. Bu

vektorler

T, = ra(gy —T)N —ra(hB + fv)C + 1r298W,

Ny = roma{((2298 = y2(hB + f7)) (g7 = 7) — 22(¢°B° + (hB + f7))) N

+(y20°8% — yo2(g7 — 7)* + (2298 — 2(g7 — 7)) (hB + f7))C

+(2298(gy — 7) — 22(g7 — 7)% + (22(hB + 1) + v298)(hB + f7))W },

By, = —mgy (Zz(hﬂ + fv) + yzgﬁ)N + mg (1’295 — z9(gy — f))C

+ma (22(hB + f) + y2(gy — 7))W,
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bagintisiyla verilir. Burada ry, ma, 2, y2, 2o

1
Vigy =72+ (A8 + f1)2 + (9B)%

1

mo = 9

\/(ZQ(hB + 1) = 1298)" + (w298 — 2a(gy — 7)) + (22(hB + ) + gy — 7)?

g = (gv—7) +h3+ A8, yo=7— (B + [7), 22 = (98) —v(hB+ f7)

seklinde birer katsayidir.

ispat. aip egrisinin yay parametresi ¢ olsun. Buna gore s parametresine gore tiirev
aliirsa
/ dt _
a(s) = To = (g7 = T)N = (BB + f7)C + (95)W (4.1.10)

seklinde bulunur. Buradan norm alinirsa

O P AT P (PP

olur. Bu ifade (4.1.10) de yerine yazilirsa as(s)-vektorel moment egrisinin T5(s) teget

vektori

(g7 = T)N — (hB + fv)C + (98)W
V(gr =7+ (hB + )2 + (9B)?

TQ(S) =

seklinde bulunur ve

1
Vgy =72+ (A8 + f7)? + (9B)?

ry = (4.1.11)

olarak alinirsa Ty(s) teget vektoriiniin sade yaziligi

To(s) =ro(gy — T)N — ro(hf + fv)C + ragSW
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seklinde elde edilir. of(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa
o5(s) = ((gv =7 + B+ fAB)N + (r = (hB + f+))C + ((98) — v(hB + f1))W

bulunur. Burada N, C, W vektorlerinin katsayilar:

vy = (g7 =7) +hB*+ 18, pe=7—(hB+ 1), z=(98)—v(hB+ f7)
seklinde alimirsa o (s) vektorii
ay(s) = 29N + yoC + W

olur. a4(s) ve aj(s) vektorlerinin o (s) A oy(s) vektorel garpimi

ay(s) Nay(s) = (22(hB+ fv) = y29B8)N + (2298 — 22(97 — 7))C

+(z2(hB + f7) +y2(gy — T))W

seklinde bulunur. Norm alinirsa

1
2

o (s)naly(s)]] = ((zzwﬁﬂw)—yzgﬁ)2+<ngﬁ—22<m—f>>2+(x2<hﬁ+fv>+y2<m—f>>2)

olur. Bs(s) binormal vektorii

(22(hB + f7) — 1298) N + (2298 — 22(g7 — 7)) C + (w2(hB + f7) + ya(gy — 7)) W

<(zQ(hﬁ + f7) = 1298)" + (w298 — 2a(gy — 7)) + (22(hB + ) + (g7 — f))2>

B, =

N =

sekline bulunur. Burada

1

mo = 1
2

((zz(hﬁ + 1) = 1298)" + (2298 — 2a(gy — 7)) + (22(hB + ) + (g7 — f))2>
(4.1.12)
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almirsa By(s) binormal vektoriiniin sade yazilisi
By = —my(22(hB+ ) —1298) N-+ma (2298—22(97—7)) C+ma (2 (hB+ ) +y2(g7—7)) W
seklinde olur. as(s) egrisinin Ny (s) aslinormal vektérii Ny(s) = By(s) A Ta(s) esitliginden
Ny(s) = 7“2m2{ ((2298 = y2(hB + f7)) (g7 — T) — 22(¢*5* + (hB + [7)*)) N
+(129°B° — yalgy — 7)° + (2298 — 2(97 — 7)) (hB + f7))C (4.1.13)
+(2298(97 = 7) — 22(9y = 7)° + (z2(hB + [7) + y298) (hB + fv))W}

seklinde elde edilir. []

Teorem 4.1.5 «s(s)-vektorel moment egrisinin ko egriligi ve 75 burulmas: sirasiyla

Ko = 7’3\/(22(’16 +17) = 1208)" + (2208 — 22(g7 — 7))" + (22(hB + 1) + 1297 — ),
Ty = m%{(%zgﬂ — 20(97 — 7))-(yy + 228 — 227) + (y2(gy — 7) + 22(hB + [7)).(z5 + y27)

298+ 25(hB + f+))-(y ym},

seklinde verilir.

Ispat.  as(s)-vektorel moment egrisinin ry egriligi (4.1.11) ve (4.1.12) bagmtilarinda

gerekli iglemler yapildiginda

2 — —
h TS\/(Za(hﬁ + ) —1208)" + (298 — 2a(gy — 7)) + (22(hB + ) + w297y — 7))
seklinde elde edilir. o4(s) vektoriinde tekrar tiirev alinirsa

ay (8) = (xh — yaB)N + (y5 + 28 — 297)C + (2 + yory)W
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olur. a4(s), as(s) ve af'(s) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

det(a, oy, 0y ) = (2298 — 22(g7 — 7).y + 228 — 227)
+(yalgy = 7) + 22(hB + f7))-(25 + y27) (4.1.14)

—(y298 + z2(hB + f)).(x — y28)
bulunur. (4.1.12) ve (4.1.14) bagmtilarimdan ay(s) egrisinin 75 burulmasi
n = ] (a8 — (o — 7)) + a8 - )

+(y2(gy — 7) + 22(hB + [7))-(23 + y27)

—@w+@WWHWM%—w@}

seklinde elde edilir. [J

Teorem 4.1.6 a5 egrisinin alternatif ¢at1 vektorleri Ny, Cs, W5 olsun. Bu vektorler sirasiyla

Ny(s) = romy (((zwﬂ — (BB + f) gy = T) — 22(g°B% + (B + f7)*)) N
+(329°8% — ya(gy — 7)% + (2298 — 2(g7 — 7)) (hB + f7))C

+(2298(gy — 7) — 22(97 — )% + (22(hB + f7) + y298) (hB + fv))W) ,
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Cols) = — ( — (sara(gy — 7) + Toma(za(hB + £7) + 12gB)) N

K3 + T3

+(kara(hB + [7) 4+ Tama(x298 — 22(97 — 7)) C

+(T2m2(l’2(h5 + fy) +y2(gy—7)) — m2r2gﬁ)W>,

Wa(s) = ———— ((727’2(97 —7) — kama(22(hB + f7) + y298)) N

2 2
Ky + T

+(Kama (2298 — 22(gy — 7)) — mr2(hB + f7))C

—i—(Ter!Jﬁ + rama (22 (hB + ) + y2(g7 — %)))W)

seklinde verilir.

Ispat. (4.1.13) bagmtisindan N, vektorii agik¢a goriiliir. (3.2.4) bagintisina benzer

olarak Cy vektoru

K9 T2

2T, + ———B
\//i%+722 2 \/Ii%—i-TQZ ?

CQ(S) = -

yazilir. Teorem 4.1.4 den T5 ve By vektorleri burada yerine yazilirsa Cy(s) vektori

Co(s) = S ( — (kara(gy — 7) + Tama(22(hB + f7) + y298)) N

/.2 2
Ky + T3

+(/4;2r2(h6 + fv) + oma(x2gB — 22(g7y — %)))C

+(rama(wa(hB + f7) + algy — 7)) — RaragB) w)

seklinde bulunur. (3.2.4) bagintisina benzer olarak Wy vektorii

T2 K2

L R R
\/m ? K3+ T3 ?

25
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olur. T, ve By vektorleri burada yerine yazilirsa Wy(s) vektorii

Way(s) = 1 ((727“2(97 —T) — koma(22(hB + fry) + 9295))]\]

K3 + T3

+(H2m2(5’3295 — 22(9y — 7)) — mar2(hB + f’Y))C

+(raragB + ramalza(hB + £7) + ya(gy — f))W)
elde edilir. [

Tanim 4.1.3 « egrisinin alternatif ¢atis1 N, C, W olsun. «(s) egrisinin W birim Darboux

vektorinin W* = a(s) A W (s) seklinde tanimli vektorel moment vektoriintin ¢izdigi egri

seklinde verilir. (Sekil 4.3)

(as) t‘—_\

Sekil 4.3: ag-vektorel moment egrisi
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Teorem 4.1.7 «j3(s)-vektorel moment egrisinin Frenet vektorleri T3, N3, By olsun.

vektorler

Ts3(s) = r3(R+hy)N —r3fyW,
Ni(s) = —rsms{(23(f7)* + z3f7(F + hy))N + (23(f7)* + ysfv(E + hv)?)C
+(z3fy(R + hy) + 23 fv(R + hy)* )W },

Bs(s) = mazsfyN —ms(zsfy + z3(k + hy))C + mays(k + hy)W,

seklinde verilir. Burada r3, ms, x3, y3, 23 ifadeleri

1
VE+D)2+ (f1)?
1

) \/(Z:afv)2 + (wsfy + 25(F + )" + (us(F + h)?

3 = (R+hy), yw=E+y8(+ 1), 2=—(f7)

birer katsayidir.

Bu

Ispat. a3 egrisinin yay parametresi ¢ olsun. Buna gore s parametresine gore tiirev

alinirsa

dt

as(s) =Tz3— = (R+ hy)N — fAW (4.1.15)

ds

yazilir. Buradan norm alinirsa

o e ET P (P

olur. Bu ifade (4.1.15) de yerine yazilirsa as(s)-vektorel moment egrisinin T3(s) teget

vektori

(R +hy)N = AW

T3 S) =
o V(E+ )2+ (f7)?
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bulunur ve
1

V(R +h7)? + (f7)?

rs3 =

(4.1.16)

alimirsa T3(s) teget vektoriiniin sade yaziligt

T5(s) = rs(F + hy)N — rs fAW

seklinde verilir. o4(s) vektoriintin tekrar tiirevi alinirsa

ay(s) = (F+hy) N+ (s +v8(h+ [))C — (f1)'W

bulunur. Burada N, C, W vektorlerinin katsayilar:

5= F+hy), ys=r+v80h+/f), z=-(f7)

seklinde almirsa o (s) vektorii

o5 (s) = xsN 4+ y3C + zW

olur. a4(s) ve aj(s) vektorlerinin vektorel garpimi

ag(s) AN ah(s) = zzfyN — (x;:,fv + 23(F + hy))C’ + y3(R + hy)W

bulunur. Norm alinirsa

lag(s) A ()l = /(2o )2 + (s f + 207 + A1) + (ys(% + h))?

seklinde olur. ag(s)-vektorel moment egrisinin Bs(s) binormal vektorii

z3fyN — (z3fy + 23(R + 1)) C + ys(k + hy)W

Bg(S) = 5
Va2 + (@afy+ z(F + 1) 4 (gs(f 4+ 1y)?
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bulunur ve

1

\/(Z:sf'v)2 + (wsfy + 27+ h)° + (us(R + h))?

ms =

(4.1.17)

alinirsa Bs(s) binormal vektorii

Bs(s) = —my(zs(hB + ) = ysgB) N + ms (w398 — zs(9y — 7)) C

+mg(z3(hB + fv) +ysgy — 7))W

bulunur. as(s) egrisinin N3(s) aslinormal vektorii

Ny(s) = —rsmg{(as(f7)> + zsfv(% + hy))N + (23(f7)* + ysfy(E + hy)?)C

+ (w3 fy(R + hy) + z3fy(F + hy)*) W} (4.1.18)
seklinde elde edilir. [J

Teorem 4.1.8 as3(s)-vektorel moment egrisinin k3 egriligi ve 73 burulmasi sirasiyla

ks = 1y (702 + (2l + 28+ h)” + (sl + hy)2,
™5 o= ma (yg(fi + hy) (25 +y3y) — (23(F + hy) + 23f7).(y5 + 238 — 237)

+ys fy(zy — ysﬁ)) )

seklinde verilir.
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Ispat. as(s)-vektorel moment egrisinin kg egriligi (4.1.16) ve (4.1.17) bagmtilarimdan

gerekli iglemler yapildiginda

o = Gt )+ (s + 208+ 1)) o+ s+ )P
olur. o(s) vektoriinde tekrar tiirev alinirsa

oy (s) = (2 —ysB)N + (y3 + 238 — 237)C + (25 + y3y)W

seklinde bulunur. o4(s), o4(s) ve af'(s) vektorlerinin determinant: hesaplanirsa

det(as, a5, 05") = ysfy(as — ysB) + ys(R + hy)(25 + y37)
—(23(F + hy) + 23 f7)-(y3 + 238 — 237) (4.1.19)

olur. (4.1.17) ve (4.1.19) bagmtilarindan as(s) egrisinin 73 burulmasi

T3 = mj (yg(m + hy) (25 + ysy) — (23(R + hy) + 23 f7).(y5 + 238 — 237)

+ysfy(ws — ?/35))

seklinde elde edilir. [J

Teorem 4.1.9 aj egrisinin alternatif cat1 vektorleri N3, Cs, W3 olsun. Bu vektorler sirasiyla

Ns(s) = —rsms((23(f7)* + 23R+ h))N + (23(f7)" + g7 (R + h)*) C

(23 fy(R + hY) + zfy(R + hy)2)W),

Cs(s) = ;( — (rsmazsfy — Kars(k + hy))N — (rsms(xsfy + 23(k + hy)))C

2 2
VK3 + T3

+(ksrsfy + Tsmsys(k + h'Y))W) )
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Ws(s) = L (/’igm:szsf’)’ + 1313(R + h’Y))N - (K3m3($3f7 + z3(R + h’Y)))C
K3+ T3

+(kamsys(F + hy) — T3r3f7) W> ;

seklinde verilir.

Ispat. (4.1.18) bagmtisindan N3 vektorii agik¢a goriiliir. (3.2.4) bagintisina benzer

olarak C5 vektoru

K3 T3

— _T,+—_B
NG R G E

03(8) = -

yazilir. Teorem 4.1.7 den T3 ve Bs vektorleri burada yerine yazilirsa C3(s) vektori

Cy(s) = S ( — (r3mszsfy — ksrs(k + hy)) N — (rsms(zsfy + z3(k + hy)))C

/.2 2
K3 + T3

+(Karsfy + Tsmays(k + h’Y))W)

seklinde bulunur. (3.2.4) bagintisina benzer olarak Wj vektorii

T3 R3

Wi(s) = ——=T3+ ——=Ds
VKES+ TS VES+ TS

olur. Ty ve Bjy vektorleri burada yerine yazilirsa Wj(s) vektorii

Ws(s) = L ((figm?)zsf’Y + 73r3(F + hy))N — (ksms(zsfy + 23(R + hy)))C

2 2
VK3 + T3

+ (rsmsys (R + hy) — 7313 f7) W>

elde edilir. I
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Tanmim 4.1.4 « egrisinin alternatif catis1t N, C, W olsun. a(s) egrisinin D alternatif Dar-
boux vektériiniin D* = a(s) A D(s) seklinde tanimh vektorel moment vektoriiniin cizdigi

egri

as(s) = g(s)B(s)N(s) + (h(s)7(s) = f(5)B(s))C(s) = g(s)v(s)W (s)
seklinde verilir. (Sekil 4.4)

=1

(ay)

Sekil 4.4: ay-vektorel moment egrisi

Teorem 4.1.10 ay(s)-vektorel moment egrisinin Frenet vektorleri Ty, Ny, By olsun. Bu

vektorler

Ty(s) = ra(gB — K)N +1r4(T + 9B — (f8))C — ra(Ry + g7 )W,

Ni(s) =7wm(@4f+¢wwﬂ%v—a@v+gmxmy—m

—x4(7 4+ g8 — (fB))? — za(Ry + 97')2) N

rama (m(gﬂ’ ) — 2Ry + g7 + 9B — (£B))

—ya(Ry + 97')° — ya(gf — H)2> C

- <(:c4(gﬁ’ )+ (T 98— (FBY) Ry + 97)

+a@ﬂ—mﬁ+aﬁ+gﬁ—uwwﬁwc
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Bu(s) = my(za(T+ 98— (fB)) + ya(Ry + 7)) N — my(x4(Ry + 97') + 298’ — K))C
+ma(ya(gB — k) — za(T+ g8 — (fB)))W,

seklinde verilir. Burada ry, my, x4, y4, 24 ifadeleri

1
V@B =K+ T+ g8 - (fB))2 + (Ry + g7')%

1

( (24(7 + g8 — (fB)) + ya(Ry + 7))’ + (wa("y + 97') + (98 — K))° )
+(ya(9B — K) — 2a(7 + 98 — (1))’

Ty =

D=

g = (g8 — k) —B(T+96—(fB)),

ys = (T+9B8—(fB)) +B(9f —r)+~v(Ry +g7),

2z = (T +gB—(fB)) — (Fy + 97"

birer katsayidir.

ispat. ay egrisinin yay parametresi ¢t olsun. Buna gore s parametresine gore tiirev
alinirsa
/ dt ’ — ! = /
a(s) = Tuy = (8 = WIN + (7 + 98 — (F8))C — (& + g7)W (4.1.20)

olur. Buradan norm alinirsa

O @B =Rt G+ B AP + (o 4 977

yazilir. Bu ifade (4.1.20) de yerine yazilirsa ay(s) egrisinin Ty(s) teget vektorii

(98" — K)N + (T +gB — (fB))C — (Ry + g7/ )W

N e g ey 7 ER RO
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seklinde bulunur ve

1

VB =R+ T+ 98— (B2 + (Ry + g7')? (4.1.21)

ry =

alimirsa Ty(s) teget vektoriiniin sade yaziligt

Ty(s) = r4(gB" — K)N 4+ r4(T + 9B — (fB))C — r4(Ry + g7 )W

elde edilir. o(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

af(s) = ((98'—r) =BT +gB8—(fB8)))N

+((T+ 98— (fB)) + B(gB — k) +~v(Fy + g7))C

+(v(7F+ 98— (fB)) — (Ry + g7) )W

bulunur. Burada katsayilar

zy = (98" —r) —B(T+98—(fB)),

yo = (T+g8—(fB)) +B(gf — k) +~(FEy +97),

2z = Y(T+g8—(fB))— (Ry+97)

olarak alimirsa o/ (s) vektorii

ay(s) = 24N + y,C + 24 W

seklinde olur. o/ (s) ve o/(s) vektorlerinin vektorel ¢arpim vektorii
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ay(s) Nad(s) = (24(f + 98— (f8)") + ya(Ry + g’y’))N - (m(R’y +97') + 24(98" — /-T,))C

+(ya(9f' — k) —au(T + 9B — (fB)))W

olarak bulunur. Buradan norm alinirsa

1

( (247 + g8 — (fB)) + ya(Ry + 97))° + (za(Ry + g7') + 2a(98 — 5))* ) 2

locy (s) A af(s)]| = ,
+(ya(gB — k) —za(F + 98— (£5)))
seklinde bulunur ve

B 1
 led(s) A ad(s)]

my (4.1.22)

olarak alimirsa By(s) binormal vektori

By(s) = ma(za(T+ 98— (fB)) + ya(Ry + 97))N — ma(za(Ry + g7') + 24(98" — K))C

+ma(ya(98 — k) — 24(7 + gB — (fB)))W

seklinde elde edilir. ay(s)-vektorel moment egrisinin Ny(s) aslinormal vektori ise

Ny(s) = rama((ya(T + 98 — (fB)) — za(Ry + 7)) (98 — k)
—wa(7+ g8 — (fB))’ — wa(Ry + ¢7')*) N

+ rama((za(gh' — k) — za(Ry + 97" ) (T + 98 — (fB)") (4.1.23)

—ys(Fy + 97')> — ya(98 — K)*)C

— ramay((2a(98" — k) +ya(T + 98 — (fB))(Fy + 97")
+a(gf — k)’ + 2T+ g8 — (fB))")W

seklinde elde edilir. [J
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Teorem 4.1.11 ay(s)-vektorel moment egrisinin x4 egriligi ve 74 burulmas: sirasiyla

(NI

Y

o = o3[ (T 98— (fB)) +ya(Ry + 97))” + (za(Ry + 97) +2(98 = k)"
' + (198 — 1) = 24(7 + 98— (£5))

- mi{@g ) (98— (F8Y) + walrr + 97)
— (v + 24B — 207) (2a(Ry + ¢7') + 24(98' — K))

(4 yen) (a9 — K) — a7 + 9B — (J))) }

seklinde verilir.

Ispat.  y(s)-vektorel moment egrisinin ry egriligi (4.1.21) ve (4.1.22) bagmtilarinda

gerekli iglemler yapilirsa

1

oy = o3 (24(7 + 98— (£B)) + wa(Ry + 97)” + (wa(Fy + 97) + 2a(98" - )
) +(ya(98 = k) = za(7 + 98 — (fB)))

seklinde elde edilir. o (s) vektoriinde tekrar tiirev alinirsa
ay (s) = (2} — yaB)N + (yy + 24P — 247)C + (2 + yay)W

bigiminde olur. «/(s), ajj(s) ve o' (s) vektorlerinin determinant1 hesaplanirsa

det(c), ay, o)) = (v — y45)((24(f + 9B = (fB))) + ya(ry + 9’7/))
—(yy + 4B — 247)(954(7%7 +97) + 2(96" — H)) (4.1.24)

+(2 + ya7) (yalgB — &) — 24(T + g8 — (fB)))
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bulunur. (4.1.22) ve (4.1.24) bagintilarindan ay(s)-vektérel moment egrisinin 74

burulmasi

Ty = mi{(l‘é — 1) ((za(T + 98 = (fB)) + ya(Ry + 97))
—(h + 24P — 2a7) (w4 (Ry + 97') + 2498 — k)

(e + 1) (a9 — ) — a7 + g5 — (fﬁ)’))}
elde edilir. [

Teorem 4.1.12 o4 egrisinin alternatif ¢ati vektorleri Ny, Cy, Wy olsun. Bu vektorler

sirasiyla
Ni(s) — rama ((W T 9B~ (fBY) — za(ry + 97) (8 — )

w47 + B — (fBY)? — sy + gw?) N

rama (<x4<g5' k) — 2Ry + g+ 9B — (£B))

—ya(Ry + 97')* — ya(gB — /{)2> C
+rymy ((m(gﬁ’ — k) + (T + g8 — (fB))(Ay + 97')
Faa(gB — R+l g <fﬁ>'>2) W,

1

/2 2
Ky + T}

Cy(s) = ( — (ram(z4(T + 9B — (fB)) + ya(Ry + g7)) — kara(gB — &) N

—(kara(T 4+ g8 = (fB)) + mamu(za("y + g7') + 2(9f’ — K)))C

+(kara(Ry + 97') + Tama(ya(gf' — k) — 4(T + g — (fﬂ)/)))W)
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1

K3+ 7}

Wy(s) = ((mm(a(f + 98— (fB)) + yalRy + g7)) + Tara(gB’ — K)) N

+(rara(T 4+ g8 = (fB)') — kama(za(Ry + g7') + 24(98 — k)))C

+H(kama(ya(gh — r) — 24(7 + g8 — (fB)) — Tara(Ry + 97'))W)

seklinde verilir.

Ispat. (4.1.23) bagmtisindan Ny(s) vektorii agikga goriiliir. (3.2.4) bagmtisina benzer
olarak C4 vektoru

R4 T4

Culs) = ——— 74 ™

yazilir. Teorem 4.1.10 dan Ty ve By vektorleri burada yerine yazilirsa Cy(s) vektori

1

2 2
Ky + 7

Cu(s) = ( — (rama(za(7 + 9B — (fB)') + ya(Ry + 97')) — kara(gB' — K))N

—(kara(T 4+ g8 = (fB)) + amu(za("y + g7') + 298’ — K)))C
+ (kara(Ry + 97') + Tama(ya(gf' — k) — 4(T + g — (fﬁ)/)))w>7

seklinde bulunur. (3.2.4) bagintisia benzer olarak W, vektorii

T4 R4

——Ty+ ———=D4
VKL + TR VK4 T2

W4<S) =

olur. T, ve By vektorleri burada yerine yazilirsa Wy(s) vektorii
1

K3+ 7}

Wils) = ((n4m4<Z4<f 98— (FBY) + Ay + 97)) + mira(gB — k)N
+(rara(F 4+ g8 — (£B)) — kama(za(Ry + g7') + 24(98 — k))) C

+(rama(ya(gh — &) — 24(T + g8 — (f8)")) — Tara(Ry + 97'))W)

elde edilir. I
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Teorem 4.1.13 Diizlemsel bir «(s) egrisinin N aslinormal vektériiniiniin vektorel mo-
menti N* olsun. N* vektoriintin ¢izdigi egri a4 (s) egrisi ile a(s) egrisi sabit geniglikli egri

¢ifti olugturmaz.

Ispat. « egrisi alternatif cat1 vektorlerinin lineer birlesimi olarak
a(s) = f(s)N(s) + g(s)C(s) + h(s)W (s) (4.1.25)
seklinde yazilir. N* vektorel moment vektori

N* = aAN
= (fN+gC+hW)AN
= h(s)C(s) — g(s)W(s)

seklinde hesaplanir. Bu vektoriin ¢izmis oldugu egri o ile gosterilirse
ai(s) = h(s)C(s) — g(s)W(s) (4.1.26)

olur.

a41(5)

(a4)

Sekil 4.5: «ile o egrisi sabit genislikli egri ¢ifti olusturmaz.

aa; vektorii (Sekil 4.5) den

OE) = alN‘FGgC—FagW

yazilir. Burada (4.1.25), (4.1.26) bagintilar1 dikkate alinirsa

—

1—0_2 = CL1N+CL20+CL3VV,
hC —gW — fN —gC —hW = a1 N + axC + azW
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esitligi bulunur. Bu esitlikten ay, as, az katsayilari sirasiyla

alz_fa a2:h_g> a3:_(h+g)

olur. Bu katsayilar a; egrisinde yerine yazilirsa

ap=a— fN+(h—g)C—(h+gW (4.1.27)

seklinde olur. « egrisi diizlemsel oldugundan 7 = 0 olur. a ve «; egrilerinin ayni1 diizlemde

olmasi i¢in f = 0 olmalidir. Bu durumda bu egriler arasindaki uzaklik

d(a, o) = [|aai || = (h = g)* + (h +g)°

seklinde bulunur. f =0 ve 7 = 0 oldugundan (4.1.4) bagmtisinin yeni hali
g3=0, ¢ —hy=k, NWN4+gy=7 (4.1.28)

olur. 7 = 0 oldugundan 3, v, k ve T ifadeleri

B=VK2+72 = B=grk,

K2 T

:——/ = :0
i /12—1-72(,%) i
K
F=- = Rk=1
B
T
T== == 7=0
B

sekline doniigiir. Bu bagimntilar (4.1.28) de yerine yazilirsa
g=0, g=s+c¢, h=c

celigkisi elde edilir. Boylece o ve oy egrileri arasindaki uzaklik sabit olmaz. Bu durumda

a ve «y egrileri sabit geniglikli egri ¢ifti olugturmaz. [
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Teorem 4.1.14 Diizlemsel bir a(s) egrisinin C' vektoriiniiniin vektorel momenti C* olsun.

C* vektoriintin ¢izdigi egri as(s) egrisi ile a(s) egrisi sabit geniglikli egri ¢ifti olugturmaz.

ispat. a egrisi alternatif gat1 vektorlerinin lineer birlesimi olarak
a(s) = f(s)N(s) + g(s)C(s) + h(s)W(s)
bigiminde yazilir. C' vektoriiniin C* vektorel moment vektorii

cC* = andc
= (JN+gC+hW)AC
= —h(s)N(s) + f(s)W(s)

seklinde hesaplanir. Bu vektoriin ¢izmis oldugu egri aw(s) ile gosterilirse
ax(s) = —h(s)N(s) + f(s)W(s)

olur.

a,(s)

(a3)

Sekil 4.6: « ile ay egrisi sabit geniglikli egri ¢ifti olusturmasz.

o vektorii (Sekil 4.6) dan

OZT‘!% = a1N~|—a20+a3W

yazilir. Burada (4.1.29), (4.1.30) bagmntilar1 dikkate alinirsa

—

2—62 = CLlN—f-CLQC—f-CLgVV,
—hAN + fW — fN —gC —hW = a;N + asC + asW
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esitligi yazilir. Bu esitlikten aq, as ve ag katsayilar: sirasiyla
ay = —h—f, ag=—g, az=[f—h

olur. Bu katsayilar as egrisinde yerine yazilirsa

as=a—(h+ f)N+—gC+(f —h)W (4.1.31)

seklinde olur. « egrisi diizlemsel oldugu icin 7 = 0 olur. «a ve ap egrisinin ayni diizlemde

olmasi i¢gin ¢ = 0 olmalidir. Bu durumda (4.1.4) bagmtisinin yeni hali
=0, fB—hy=k=fr=1 h=r7 (4.1.32)

seklinde olur. 7 = 0 oldugundan (3, v, k ve T esitlikleri

B=VKi2+712 = B=nr,

= - = =0
¥ Fu2+72(ﬁ) v
(4.1.33)
K
E=—- = k=1
5
T
T=—- = 7=0
B

seklinde bulunur. Bu bagntilar (4.1.32) de yerine yazilirsa
f=sabit  wve h = sabit

elde edilir. Bu durumda o ve ay egrileri arasindaki uzakligin

d(a, az) = |aas||* = (f + h)* + (f — h)?

sabit oldugu goriiliir. «s egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

42



d(lfg ﬁ

S = & = (fH RN = (J+ RN+ ([ = YW + (f = W)W

TQ% = —RC—F?W—(f+h)/N_(f_|_h)(ﬁ(j)_|_(f_hyW_’_(f_h)(_,yC)

= ~(f+h)N—=((f+m)B+(f=h)y+R)C+((f-h)+T)W

seklinde bulunur. (3.2.4) bagintisimda 7 = 0 ve & = 1 olma durumlar yazilirsa T-teget
vektori

T=-C (4.1.34)

olur. (4.1.32) ve (4.1.33) bagmtilarindan

dt

Lo = (hk=2)C
d
T, = —d—j(hm+2)C’
A
T, = -\C

teget vektorleri paralel fakat zit yonlii degildir. Bu durumda « ve s egrileri sabit genislikli

egri ¢iftine dahil olmaz. [
Teorem 4.1.15 Diizlemsel «(s) egrisinin W vektoriiniiniin vektérel momenti W* olsun.

W* vektoriiniin ¢izdigi egri as(s) egrisi ile a(s) egrisi sabit genislikli egri ¢ifti olugturmaz.

ispat. « egrisi alternatif cat1 vektorlerinin lineer birlegimi olarak
a(s) = f(s)N(s)+ g(s)C(s) + h(s)W(s) (4.1.35)
bi¢iminde yazilir. W vektoriiniin W* vektorel moment vektori

W* = aAW
= (fN+gC+hW)AW
= g(s)N(s) = f(s)C(s)
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seklinde hesaplanir. Bu vektoriin ¢izmis oldugu egri as(s) ile gosterilirse

as(s) = g(s)N(s) — f(s)C(s) (4.1.36)

olur.

as(s)

(a3)

Sekil 4.7: « ile ag egrisi sabit genislikli egri ¢ifti olusturmasz.

oy vektorii (Sekil 4.7) den
aas = aiN + asC + azW
yazilir. Burada (4.1.35), (4.1.36) bagmtilar dikkate alinirsa

az—a = aN + axC+ azW,
gN — fC — fN —gC — hW = a;N + axC + azW

esitligi yazilir. Bu esitlikten aq, as ve ag katsayilar: sirasiyla
m=g—f a=-g-f a=-h
olur. Bu katsayilar ag egrisinde yerine yazilirsa
as=a+(g— f)IN—(g+ f)C—hrIV (4.1.37)

seklinde olur. « egrisi diizlemsel oldugu i¢in 7 = 0 olur. « ve ag egrilerinin ayni diizlemde

olmasi i¢in A = 0 olmahdir. Bu durumda bu egriler arasindaki uzaklik
d(e, ) = laas])* = (9= f)* + (g + f)°
seklinde bulunur. (4.1.4) bagintisiin yeni hali

ff=98=0, ¢ +fB=Fk gy=7 (4.1.38)



olur. 5, v, k ve T esitlikleri ise

= - = =0
" m2+72(/€) i
K
F=- = R=1
B
T
T== = 7=0
B

seklinde bulunur. Bu bagntilar (4.1.38) de yerine yazilirsa bir ¢eligki elde edilir. Boylece «
ve ag egrileri arasindaki uzaklik sabit olmaz. Bu durumda « ve ag egrileri sabit geniglikli

egri ¢ifti olugturmaz. [

Teorem 4.1.16 Diizlemsel bir a(s) egrisinin D vektoriiniiniin vektérel momenti D* ol-
sun. D* vektoriiniin cizdigi egri ay(s) egrisi ile a(s) egrisi sabit genislikli egri cifti

olusturmasz.

ispat. a egrisi alternatif gat1 vektorlerinin lineer birlesimi olarak
a(s) = f(s)N(s)+ g(s)C(s) + h(s)W(s) (4.1.39)
biciminde yazilir. D vektoriiniin D* vektorel moment vektorii

D* = aAnD
= (fN+4gC+ hW)A (N + W)
= g(s)B(s)N(s) + (h(s)v(s) — f(s)B(s))C(s) — g(s)y(s)W (s)

seklinde hesaplanir. Bu vektoriin ¢izmis oldugu egri ay(s) ile gosterilirse

ay(s) = g(s)B(s)N(s) + (h(s)y(s) = [(s)B(s))C(s) — g(s)7(s)W (s) (4.1.40)

olur.

aa vektorii (Sekil 4.8) den

m = alN+CL20+CL3W
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ay(s)

(ay)

Sekil 4.8: « ile ay egrisi sabit genislikli egri ¢ifti olusturmasz.

yazilir. Burada (4.1.39), (4.1.40) bagmntilarindan

—

1—a = aN+ aC + asW,
98BN + (hy — fB)C —gyW — fN — gC — hW = a1N + asC + azW

esitligi yazilir. Bu esitlikten aq, as ve ag katsayilar: sirasiyla

ay=gB8—f, a=hy—fB-g, az=—-gy—h

olur. Bu katsayilar ay egrisinde yerine yazilirsa

ag=a+ (g8 — [N+ (hy—[B—9)C —(gv+ M)W (4.1.41)

seklinde bulunur. « egrisi diizlemsel oldugu i¢in 7 = 0 olur. Bu durumda 3, v, & ve 7

esitlikleri

sekline dontigiir. Bu durumda « ve a4 egrileri arasindaki uzaklik
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da,ar) = [adi|® = (98 — [)° + (hy = [B = 9)* + (97 + h)*
= (gr =+ (fr+9)° + 1

seklinde bulunur. Boylece a ve a4 egrileri arasindaki uzaklik sabit olmaz. Bu durumda
a ve ay egrileri sabit geniglikli egri ¢ifti olugturmaz. [

. 4 3
Ornek 4.1.1 a(s) = 7 COS S, 1—sin s, — 5 ¢os s) egrisinin alternatif cat1 vektorleri N, C, W

olsun. Bu vektorler sirasiyla

4 3 4 3
N(s) = (—gcoss,sins,gcoss>, C’(s):(gsins,coss,—gsins),

seklinde bulunur. « egrisi alternatif ¢at1 vektorleri cinsinden
a(s) = f(s)N(s) + g(s)C(s) + h(s)W(s)
yazilir. Burada N, C, W vektorleri yerine yazilirsa

4 3 4 3 4 3
(g cos s, 1 — sin s, = coS s) = f(s)( - cos S, sin s, R COS 5) + g(s) (5 sin s, cos s, = sin s)

3 4
h —=,0,—
+h(s)(=£,0,—7)
olur. Gerekli iglemler yapildiginda f(s), g(s), h(s) fonksiyonlar:
f(s)=sins—1, g(s)=coss, h(s)=0

seklinde bulunur. Bulunan bu fonksiyonlar a;, ay ve agz vektorel moment egrilerinde

yerine yazilirsa

ai(s) = h(s)C(s) —g(s)W(s) = (§ cos s, 0, 4 cos s),

5 5
3 . 4, .
az(s) = —h(s)N(s)+ f(s)W(s) = (— g(sms —1),0, —g(sms - 1)),
asz(s) = g(s)N(s) — f(s)C(s) = (% sin s, 1, —gsin s)
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elde edilir. « egrisinin alternatif vektorlerinin vektorel momentleri tarafindan c¢izilen
egriler birer dogru oldugundan sabit geniglikli egri ¢iftine dahil olmadiklar1 gosterilmis

oldu.

48



5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde elde edilen sonuclar bulgular boliimiinde gekillerle agiklanmigtir. Burada ilk
olarak, alternatif ¢at1 vektorlerinin vektorel moment egrileri tanimlandi. Daha sonra bu

egrilerin Frenet aparatlar verildi.

Son olarak bu catidan elde edilen vektorel moment egrilerinin sabit geniglikli egri ¢iftine

dahil olup olmadig: verildi. Tanimlanan egrilerin sekilleri ¢izilerek yeni gekiller elde edildi.

Benzer galigma elde edilen vektorel moment egrilerinden Smarandache egrileri tanimlanabilir.
Ayrica egri tizerinde bagka catilar da tanimlanabilir ve bu durumda yeni acilimlar elde

edilebilir.
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