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TEZ BiLDiRiMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan ve kullanilan intihal tespit
programinin sonuglarina gore; bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak kurallarina
uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuclarin baska bir
yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu {iniversite veya bagka bir iiniversitedeki baska bir tez

caligmasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

SELIiM BAGCI

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, ¢izelge,
sekil ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat

Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

KUVVET SERISI TOPLANABILME METOTLARI ICIN
BAZI TAUBER TiPi TEOREMLER
SELIM BAGCI
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 61 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CEMAL BELEN)

Bu tez kuvvet serisi toplanabilme metodu ile ilgili Tauber tipi teoremleri
inceleyen bir derleme caligmasidir.

Giris boliimii olan ilk boliimde tezin ¢erdigi calismalara ve tezin amacina yer
verilmistir.

Ikinci béliimde teze ait temel gosterimler, tanimlar ve sonuglar sunulmustur.

Tezin ana boliimii olan li¢lincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci
kisimda J, kuvvet serisi metodu ile ilgili Tauber tipi teoremler incelenmistir. Bu

teoremler J, toplanabilme metodunun aligilmis anlamdaki yakinsakligi ve ayrica

agirlikli ortalama metoduna gore toplanabilmeyi gerektirdigi kosullar1 igcermektedir.
Ikinci kisminda ise benzer iliski ¢ift dizilerle elde edilmis kuvvet serisi metodu igin
incelenmistir.

Tezin son boliimiinde ise tiim calismaya ait sonuglar ve Oneriler yer
almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tauber Tipi Teoremler, Kuvvet Serisi Toplanabilme Metodu,
J , -toplanabilme, Cift Diziler
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ABSTRACT

SOME TAUBERIAN THEOREMS FOR POWER SERIES
METHODS OF SUMMABILITY
SELIiM BAGCI
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 61 PAGES

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. CEMAL BELEN)

This work is a compilation thesis which studies basic Tauberian theorems for
power series method of summability.

In the first chapter, which is an introduction part, the studies in the thesis and
the purpose of the thesis are included.

In the second chapter, basic notations, definitions and results of the thesis are
presented.

The third chapter is main chapter of the thesis and it is divided into two
sections. In the first section, Tauberian theorems for J, power series summability

method are examined. These theorems include conditions that allow convergence and
summability by weighted mean method are implied by J, summability method. In

the second section, similar relations are established for power series method derived
for double sequences.

In the final chapter some conclusions and recommendations of the thesis are
presented.

Keywords: Tauberian Theorems, Power Series Summability Method, J, -

summability, Weighted Mean Method, Double Sequences.
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TESEKKUR

Iki yillik bir ¢alismanin {iriinii olan bu tezin hazirlanmasi siirecinde, disiplinli
caligma anlayisin1 hayatima asilayan, deneyimlerinden, bilgilerinden, yaptig
caligmalarindan faydalandigim, insani ve ahlaki degerleri ile de 6rnek edindigim,
yaninda caligmaktan onur duydugum ve ayrica tecriibelerinden yararlanirken
gostermis oldugu hosgdrii ve sabrindan, destegini higbir zaman esirgemeyen ve
akademik hayatima ismi altinda baslamaktan onur duydugum degerli danigmanim
Dog¢. Dr. Cemal BELEN'e ayrica maddi ve manevi destegini hi¢ bir zaman

esirgemeyen aileme bu tesekkiirii bir borg bilirim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

Ip Yakinsaklik yaricapi 1 olan kuvvet serisi metodu
M, : p dizisi ile belirlenen agirlikli ortalama metodu
c : Tim yakinsak dizilerin kiimesi
x, =0(1) : {x,} dizisinin yeterince biiyiik n degerleri i¢in sinirli olmasi
x, =o0(l) : {x,} dizisinin bir sifir dizisi olmasi
Tn, ~ Yn : n — oo iken {x,/y,} dizisinin limitinin 1 olmasi
A" : n. mertebeden fark operatorii
{tn} . Bir dizinin agirlikh ortalamalar dizisi
R . Reel sayilar kiimesi
N o 1,2, 3, ...pozitif tam sayilar sayilar kiimesi
No . 0,1,2,3,... negatif olmayan tam sayilar kiimesi
x, =0r(1) : {x,} dizisinin yeterince biiyiik n degerleri igin soldan smirl olmasi
lim sup x,, : {z,} dizisinin tst limiti
n—oo
ligr_l) iorolf T, . {x,} dizisinin alt limiti
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1. GIRIS

Abel (1826), f(z) =3 " janx™, |z| < 1 icin yakinsak olan reel katsayili bir kuvvet serisi
olmak tizere, >~ a, serisi yakinsak ise
lim f(z)= Z an

rx—1—
n=0

oldugunu, diger bir ifadeyle yakinsak bir serinin Abel toplanabilir oldugunu ispatlamigtir.
Ancak, bu 6nermenin kargiti dogru degildir. Ornegin, f(z) = (1+2)"" = 3.2, (=1)" 2"

i¢in lim, ,;- f (z) = 1/2 olmasma ragmen -, (—1)" serisi raksaktur.

Alfred Tauber (1897) Abel’in teoreminin kargitinin lim,, ., na, = 0 ek kogulu altinda
dogru oldugunu, yani

lim f(z)=s€R

r—1-
ve
lim na, =0
n—oo
ise
o
E ap = S
n=0

oldugunu ispatlamigtir.

Hardy (1910), Tauber’in teoremindeki {na,} dizisinin bir sifir dizisi olmasi kogulunu on-
dan daha zayif bir kosul olan sinirli olma kogulu ile degistirilebilecegini one siirmiis ve
Littlewood (1911) bu 6neriyi kullanarak ayni sonucu elde etmistir. Hardy ve Littlewood
elde ettikleri karsit teoremi Tauber tipi teorem olarak isimlendirmistir. Boylece bir dizinin
veya serinin herhangi bir metot ile toplanabilirliginden, belirli bir ek kosul aracilig: ile
alisilmig anlamda yakinsakhiginin elde edildigi teoremler “Tauber tipi” teoremler olarak
literatiirdeki yerini almistir. Bu teoremlerde kullanilan ilave kogullar ise genellikle “Tauber

kosulu” olarak adlandirilir.

Toplanabilme teorisindeki en 6nemli ve genel metotlardan biri de kuvvet serisi ile top-
lanabilme metodudur. Katsayilar1 py > 0, pr > 0 (k= 1,2,...) kogulunu saglayan ve
yakimsaklik yarigapt R € (0, 00] olan p(z) = Y oo, ppx® kuvvet serisi verilsin. {s;} her-
hangi bir say1 dizisi olmak {izere eger >~ prspz® kuvvet serisi |z| < R igin yakinsak ve de
lim, g p(x) " 350, pesra® = s ise {s;} dizisi s sayisma {p;.} dizisi ile belirlenen kuvvet

serisi metoduna gore toplanabilirdir denir. Yakimsaklik yarigapina veya {py} dizisinin



secimine bagh olarak kuvvet serisi metodu Abel, logaritmik L, J, ve Borel metodu gibi

ozel durumlara sahiptir.

Kuvvet serisi toplanabilme metotlarinin en ¢ok kullanilan 6zel durumu ise yakinsaklik
yarigapmnin 1 oldugu J,-metodudur. J,-toplanabilme metodu belirli kosullar altinda
regiiler olan bir metottur. Yani, yakinsak bir dizi veya seri aymi limit veya toplam
degerine Jy-toplanabilirdir. Ancak bunun karsiti dogru degildir. Diger taraftan Ishi-
guro (1964) agilikh ortalama metodu olarak adlandirilan M,-toplanabilme metodunun
Jp-toplanabilme metodunu gerektigini gostermistir. J,-toplanabilme metoduna iligkin
Tauber tipi teoremler iki gruba ayrilabilir. Birincisi, J,-toplanabilmeden M, -toplanabilme-
nin elde edildigi (kisaca J, — M), tipi) teoremler, ikincisi ise J-toplanabilmeden yakinsakli-
g elde edildigi (kisaca J, — c tipi) teoremlerdir. Bu iki gruba ait bashca Tauber tipi
teoremler Ishiguro (1964,1965), Stepanek (1966), Kwee (1971,1972), Mikhalin (1977), Bor-
wein (1981), Tietz ve Trautner (1988), Tietz (1989), Kratz ve Stadtmiiller (1989), Tietz
(1990) tarafindan yapilan ¢aligsmalarda mevcuttur. Bunun yani sira Baron ve Statdmiiller
(1997) ¢ift dizilerin agirhikh ortalama metodu ile kuvvet serisi metodu arasindaki iligkiyi
elde ederek bu metotlar ile ilgili Tauber tipi teoremler elde etmislerdir. Canak ve Totur
(2012), Mikhalin’in (1977) bir sonucundan yararlanarak yeni bir J, — ¢ tipi Tauber teo-
remi ispatlamiglardir. Totur ve Canak (2017) ise Tietz’e (1990) ait bir J, — ¢ tipi Tauber

teoremini genisletmislerdir.

Bu yiiksek lisans tezi J, kuvvet serisi metodu icin yukarida belirtilen caligmalar1 kapsamh

bir gekilde ele alan bir derleme caligmasidir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde ilk olarak tezin tamaminda kullanilan bazi gosterimlerin anlamlarina yer
verilecektir. Daha sonra tez caligmasinin ana konusu olan kuvvet serisi toplanabilme
metodu tanitilip baz ozellikleri sunulacaktir. Son olarak ¢ift dizi ve ¢ift seri kavramlarina

deginilecektir.

2.1 Gosterimler

¢ ile tiim yakinsak dizilerin kiimesi, exp {z} ile e” iistel fonksiyonu gosterilecektir. Bun-
larin yani sira Landau sembolleri ve asimptotik denklik gosterimleri ve bunlarin anlamlari

agsagidaki gibidir.
f ve g, bir xy noktasinin komsulugunda taniml fonksiyonlar olsun.

Eger xy noktasinim bir komgulugunda tanimh tiim x degigkenleri i¢in |f (z)] < C'|g (2)|
olacak gekilde bir C' > 0 sabiti varsa o zaman f (z) = O(g(x)), (x — xy) gosterimi kul-

lanilir. Bu tamim sembolik olarak
f(x)=0(g(x)), (= x0) & 3IC>0,36>0,|x—x0| <d=|f ()] <Clg ()

seklinde yazilabilir. Eger burada x degigkenleri |z — xo| < § yerine xy — § < x < x veya
Ty < x < xg + 0 kogulunu gergeklerse o zaman sirasiyla f (x) = O(g(z)), (:E — xy ) ve

f(z) =0(g(z)), (x — z§) gosterimlerinin anlamlar elde edilir.

Eger her ¢ > 0 sayisina kargihk bir § > 0 sayis1 meveut 6yle ki | — 2] < § kogulunu
saglayan tim x degiskenleri icin |f (x)| < e]g (x)| ise 0 zaman f (z) = o(g(x)), (x — o)

gosterimi kullanilir. Eger g fonksiyonu ilgili komsulukta sifirdan farkl ise

[ (x)

f(z)=o0(g9(x)), (= z9) < mli_gﬂlo e =0
yazilabilir.
Eger @
. flx)
Mg

ise f ve g, xy noktasinin bir komgulugunda denktir denir ve bu durum f(z) ~ g(x),

(x — x¢) seklinde gosterilir.



Yukarida kullanilan gosterimler x — o yerine x — oo yazildiginda da gecerlidir. Bunlari

sembolik olarak asagidaki gibi aciklayabiliriz:
f(z)=0(y(z)), (x—=o00)«3C>0,3IM>0,Ve>M, |f(z)]<Clg(z),

f(z)=0(g9(z)), (r > 0) <= Ve>0,IM >0,Ve> M, |f(z)] <elg(x),

~ gl T 00 1mf(x)
(@)~ g(x), (= 00) & im 2

Tek bagma f (z) = O(g(x)) veya f (z) = o(g(x)) veya f (z) ~ g(x) kullanilmas1 bunlarin

= 1.

z — oo iken gecerli oldugu anlamma gelecektir. Ornegin, herhangi iki {a,} ve {b,}
dizisi i¢in a, = O(b,) kisa gosterimi, a,, = O(b,) (n — o0o0) anlamimda kullamlacaktir. O
sembolii yerine Oy, sembolii kullanmildiginda ise bu f (z) > —Cg (z), yani soldan smirhilik

anlamina gelecektir.

2.2 Toplanabilme metodu ve Kuvvet Serileri

Herhangi bir >~/7  aj, serisi i¢in bir toplanabilme metodu basit olarak bu seriye onun {s,,}
kismi toplamlar dizisi ile iligkili olan bir “toplam” veya bir “limit” olarak adlandirilan bir
tek say1 kargilik getirme iglemidir. Pratikte bir toplanabilme metodu tizerinde ¢alisildiginda

asagidaki doniigiimlerden biri ele alinir.

Diziden-Diziye: t, = Z CnkSk
k=0 __
Diziden-Fonksiyona: t(x) = Z ok () sy, (0 <z < R igin)
k=0
Seriden-Diziye: t, = Z Ak Sk
k=0
Seriden-Fonksiyona: t(z) = Z di (x) s (0 <z <R igin).
k=0

Burada R sayisi sonlu veya sonsuz olabilir. (c,x) matrisine veya {c (z)} fonksiyonlar

dizisine genellikle doniigtimiin ¢ekirdegi denir.

Diziden-diziye veya diziden-fonksiyona tanimh bir metot i¢in s, — s (n — o) iken buna
karsilik gelen ¢, veya t(x), n — oo iken veya © — R~ iken s sayisina yaklagir ise ilgili

metoda regiiler metot denir.

Asagidaki teorem diziden fonksiyona tanimli metotlarin regiilerligini karakterize etmek-

tedir.



Teorem 2.2.1 {¢; ()}, 0 < 2 < R i¢in tanimh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu du-
rumda agagida belirtilen (a) ve (b) kogullarinin gergeklenmesi igin gerek ve yeter sart (i),
(2) ve (#ii) kogullarimin gergeklenmesidir.

(a) {s} dizisinin yakimsakligi her z € (0, R) i¢in t (z) = i ¢ () sy serisinin yakinsakligini
gerektirir. =

(b) lim sx = s iken lim t(x) = s dir.
k—o0 xR~

(2) > ek (x) serisi her z € (0, R) i¢in mutlak yakimsaktir ve 6yle A ve M sayilar1 vardir
k=0

ki0 <A< Rveherxe (A R)ign Y |eg(x)] < M dir.
k=0
(¢¢) Her £ =0,1,2,... i¢in h% cx (x) =0 dir.
=R~

[e.e]

(222) liIE > ¢k (x) =1 dir (Shawyer ve Watson, 1994).
TR ()

{px} reel say1 dizisi i¢in

po > 0, pr >0 (/{:1,2,)

plzr) : = Zpkxk kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R € (0,00] (2.2.1)
k=0

olsun. {sx} reel terimli bir dizi olmak {izere Y .- prsiz® kuvvet serisi |z| < R igin

yakinsak ve de

1 (o)
lim —— pkska:k =S
z—R- p(x) kZ:O

ise {sy} dizisi s sayisima kuvvet serisi metodu ile toplanabilirdir denir ve bu durum s, —

s (P) seklinde gosterilir.

Not 2.2.1

(2) 0 < R < oo ise {px} dizisini {pyR*} dizisi ile degistirebiliriz. Boylece > p- ppR*a*
kuvvet serisinin yakisaklik yaricapr 1 olur. Sonug olarak (P) kuvvet serisi metotlarinda
sadece R =1 ve R = 0o durumlarini ele almak yeterlidir.

(¢¢) Eger her £k =0,1,2,... i¢gin p, = 1 ise R =1 ve p(x) = 1/ (1 — x) olur. Bu durumda
(P) kuvvet serisi metodu Abel toplanabilme metodu olarak adlandirilir.

(22¢) Eger R =1 ise (P) metodu J, metodu olarak adlandirilir.

(tv) Eger her k£ = 0,1,2, ... igin pr = 1/k! ise R = oo ve p(z) = €” olur. Bu durumda

(P) kuvvet serisi metodu Borel toplanabilme metodu olarak adlandirilir (Boos, 2000).

Teorem 2.2.2
(¢) R = oo ise (P) metodu regiilerdir.



(i1) 0 < R < oo ise (P) metodunun regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart Y ppRF = oo
k=0
olmasidir (Shawyer ve Watson, 1994; Borwein 1957).

Teorem 2.2.3
(a) Asagidakiler denktir.

(2) J, metodu regiilerdir.

(i2) lim p(z) = oc.

(i2d) P, = ipk — 00 (n— o0).

(b) Borel nfe:t%dunun regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart p (x)’in bir polinom olmamasi,

yani sonsuz ¢oklukta k i¢in py # 0 olmasidir. (Boos, 2000).

Tanim 2.2.1 {y} reel terimli bir dizi olsun. Eger her n,k = 0,1,2, ... igin A"u;, > 0 ise

{p} dizisine tamamen monoton veya mutlak monoton dizi denir. Burada,

AP Lk n =0 ise
Hi =
A — A", n> 1 ise

seklinde tanimlanip, A" n. mertebeden fark operatorii olarak adlandirilir. Ayrica reel ve
sanal kisimlari tamamen monoton diziler olan kompleks terimli diziler tamamen monoton

dizi olarak tanimlanir (Boos, 2000; Hardy 1949).

Teorem 2.2.4 {4} tamamen monoton bir dizi ise

pk = / thdx (t)

gosterimi gegerlidir. Burada integral Riemann-Stieltjes integrali olup x (¢), ¢ degiskeninin

azalmayan ve simirli bir fonksiyonudur (Hardy, 1949).

{pn} negatif olmayan reel sayilarin pg > 0 6zelligine sahip bir dizisi ve
Pn:Zpk—H)o (n — o00)
k=0

olsun. {s,} reel terimli herhangi bir dizi veya veya Y - a, serisinin kismi toplamlar

dizisi olsun.

p(x) = Zpk:vk, P(z) = Z Ppa®
k=0 k=0

o
ps(x) == Z Prspa”
k=0



p(fc (z) =
ve
1 n
ln = 5 ) DkSk
™ k=0
tanimlayalim. Ayrica,
0<z<1 igin p(z) < oo (2.2.2)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0 < z < 1 icin

P(x) = po+ (po+p1)x+ (po+p +pa)a” + -

= (po+pr+pr’+--)Q+z4+2"+--)
1

— X

= p(@)7

yani

(1—z)P(x)=p(x) (0<z<1) (2.2.3)

olur.

Tanmim 2.2.2 t, — s (n — o0o) ise {s,} dizisi veya Y~ a, serisi p = {p,} dizisi ile
belirlenen agirlikl ortalama metoduna gore s sayisina yakinsaktir veya kisaca {s, } dizisi s
sayisina M,-toplanabilirdir (yakinsaktir) denir ve bu durum s,, — s (M,) veya >~ ja, =

s (M,) ile gosterilir.

Tanmim 2.2.3 o(z) serisi 0 < z < 1 igin yakmnsak ve o(z) — s (z — 17) ise {s,} dizisi
(veya > a, serisi) s sayisia J, kuvvet serisi metodu ile toplanabilirdir veya kisaca

{sn} dizisi s sayisina J,-toplanabilirdir (yakinsaktir) denir ve bu durum s,, — s (J,) (veya

Yo gan =5(Jp)) yada s, = s(J,p,) (veya > 7 a, = s(J,p,)) ile gosterilir.

S, — s iken s, — s(M,) ve s, — s(J,) oldugu, yani M, ve J, metotlarinin regiiler
oldugu bilinmektedir (Hardy, 1949; syf. 57,81). Asagidaki teorem ise M, ve .J, metotlar

arasindaki iligkiyi ifade eder.

Teorem 2.2.5 s, — s(M,) ise s,, — s (J,,) dir (Ishiguro, 1964).

Ispat. s, — s (M,) olsun. t_y = P_; = 0 olmak tizere t,, P, —t,,—1 P,—1 = pp$, oldugundan

:i(tnPn annl 1—1' thl'

n=0



olur. Buradan, (2.2.3) esitligi kullanilarak

(1—2) i toP,x™ i toP,x" i toP,x™
n=0 n=0 n=0

@ o T LT P@ W

esitligi elde edilir. .J, metodu regiiler oldugundan ¢, — s (n — oo) iken % — s

(x — 17) olur. Bu ise, yukaridaki egitlige gore s, — s(J,) olmasini gerektirir. m

Teorem 2.2.5’in kargitinin gecerli olmadigin1 gormek icin agagidaki ornegi ele alabiliriz.
Ornek 2.2.1 {s,} dizisi

k+1, n = 2k ise
Sp =
—(k+1), n=2k+1ise

seklinde tanimlansin ve her k i¢in pr = 1 olsun. Bu durumda

Lo Lo k+1 o i
—— n =2k ise
tn:FZpksk:—l sp=14 2k+1
" k=0 n+ i3 0, n =2k +1 ise

olur. {tor} dizisi 1/2 ye, {tor41} dizisi 0’a yakinsar. O halde {t,} yakinsak degildir. Yani
{sn} dizisi M,-toplanabilir degildir. Fakat, |z| < 1 i¢in p(z) = 1/ (1 — ) olup
1 [e.e]
—)Zpkskx = (1-2)(1—z+22>—22"+32" =32+ --)
k=0

= 1l-2)[l-2)+22°Q—2)+3z" (1—2)+---]
= (1-2)’[1+227+32" + -]

1
= (1l—g)f?—
( ) (1 . x2)2
B 1
(1+2)
ve boylece
1 1 1
lim —— spx® = lim = -
z=1- p(x) ;pk F =1 (142)° 4

oldugundan {s,} dizisi 1/4 sayisma J,-toplanabilirdir (Aasma ve dig., 2017).

Bu ornek, J,-toplanabilir olan fakat yakinsak olmayan dizilerin de mevcut oldugunu

gostermektedir.



2.3 Cift Diziler ve Seriler

Tamm kiimesi N2 = N x N = {(m,n) : m € N,n € N} olan bir fonksiyona ¢ift indisli dizi

veya kisaca ¢ift dizi denir.

Asagida cift dizilerin yakinsakligi tanimi, diger bir adiyla Pringsheim anlaminda yakinsaklik

tanimi verilmektedir.

Tanmim 2.3.1 {z,,,} bir ¢ift dizi ve z € R olsun. Eger her ¢ > 0 sayisina karsihik en az
bir (mg, ng) € N* mevcut dyle ki her m > mq ve her n > ng igin |z, — 2| < € ise {zy.n}
dizisi x sayisina yakinsaktir denir ve bu durum

lim z,,=x veya P- lim z,,=x veya Ty, —

m,n—00 m,n—00

ile gosterilir (Pringsheim, 1900).

Tanmmda max {mg, ng} = n. alirsak m > n. ve n > n. iken m > mg ve n > ng olacagindan

tanimi tek bir n, indisi ile de verebiliriz.

Eger her m,n igin |x,,,| < M olacak bi¢imde bir M sayisi varsa, ya da
sup {|Zmn| : m,n € N} < o0

ise {@y,,} dizisi siirhdir denir.

Yakinsak bir dizi sinirli iken yakinsak bir ¢ift dizi sinirli olmayabilir.

Ornek 2.3.1
n, m=1
Tmmn = m, n=1
0, diger

olsun. Her m,n > 2 i¢in z,,,, = 0 oldugundan z,,,, — 0 dir. Ancak {x,,,} smrh bir dizi

degildir.

{ax,} bir ¢ift dizi olmak tizere her (m,n) € N? igin

m n

Sm,n = E E A1
=1

k=1 l=



olsun. Buna gore her (k,1) € N? igin

ar1 = Sk,l - Sk,lfl - (Skq,l - Skfl,lfl)
= Skt — Ski-1 — Sk—11 + Sk—1,1-1

olur.

Genel terimi {ax,;} ve kismi toplamlar dizisi {S,,,} olan bir ¢ift seri

E Q.1 veya E E Q.1
k,l 1)

(k,

ya da indisleri de belirtilerek

o0

§ Q1

kl=1,1

seklinde gosterilir. (S,,.,) yakinsak ise > ay,; serisi yakinsaktir denir. Eger S,,,, — S ise
Kl
S sayisma ) ag, serisinin ¢ift toplami denir ve

k,l
E ak,l = S

k.l

yazilir (Ghorpade ve Limaye, 2010).
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3. KUVVET SERISI TOPLANABILME METOT-
LARI ICIN BAZI TAUBER TiPi TEOREMLER

Bu bolimiin birinci kisminda J, kuvvet serisi metodu ile ilgili temel niteliginde olan
Tauber tipi teoremleri iceren ¢aligmalar incelenecektir. Bu calismalar kronolojik olarak

ele alinacaktir.

Ikinci kisimda ise ¢ift indisli diziler i¢in kuvvet serisi metodu incelenip buna iligkin bir

Tauber tipi teorem ele alinmigtir.

3.1 J,-Toplanabilme Metodu igin Tauber Tipi Teoremler

Bu kisimda aksi belirtilmedikce {p,} dizisinin

n

po > 0, >0 (n=1,2,...), Pn:Zpk—>oo (n — o00)
k=0

kosullarim sagladigy ve p(z) = >, pra” kuvvet serisinin yakinsaklk yarigapmn 1 oldugu

kabul edilecektir.

Ik olarak M,-toplanabilme metoduna iligkin bilinen asagidaki Tauber tipi teoremi ispatsiz

olarak ifade edelim.

Teorem 3.1.1 n=0,1,... i¢in p, > 0 olmak tlizere

_ bn
an—O<Pn)

olsun. Eger Z a,, serisi M,-toplanabilir ise bu seri ayni toplama yakinsaktir (Hardy 1949,

n=0
syf. 124).

M, metodu J, metodunu gerektirdiginden benzer bir sonucun J, metodu i¢in gegerli

olacagini bekleyebiliriz.

Teorem 3.1.2

n=0 =0(1)  (m— o), (3.1.1)
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bir M sabiti i¢in
0<pn <M, (n=0,1...), (3.1.2)

ve

—0(1) (3.1.3)

kosullar1 gergeklensin. Eger Z a, serisi s sayisina Jy-toplanabilir ve

an =0 (%’;) (3.1.4)

ise Z a, serisi s sayisina yakimsaktir (Ishiguro, 1964).
n=0

n=0

ispat. 0<x<1igin

D smpnr” D supnr™ Y (S — sn) paa”
S — Ps (:U) _ n=0 o n=0 _ n=0
"op(w) = < <
Dopat” D pat D _pnt
n=0 n=0 n=0
m—1 ']
(Sm — Sn) Pnx™ Z (Sm — Sn) Pua”
_ n=0 - +n=m+1 -
> pat” > pat”
n=0 n=0
= J+J
dir. Buradan
m—1
Z |Sm - 8n| Pn
1] < =
> pat”
n=0
1 a a + A, + P14 P
< p1| 1|p0+p2|2|(p0 p1)+m+pm| | (po + 1 p 1)}
n D1 D2 Pm
> pat
n=0

olur. Eger x =1 — L alinirsa
m

a| P as| P, A | P
oty JolFy g bl o)

1
= o »5 \P
Zp (1_1) Pm{ Y D2 Dm
" m

12



elde edilir. (3.1.4) kosulundan
m Pm—
m — oo igin |a|—1:0(1)
Dm,

dir. Dolaysiyla, (3.1.1) den
m— oo igin I =o0(1) (3.1.5)

dir. Simdi de J toplamini ele alalim. Her £ > 0 i¢in Gyle bir m sayisi secelim ki n > m

iken

olsun. Bu durumda

n
|8m_3n| < Z |CL1€‘ Ss{pm+1 + Pm+2 _|_..._|_p_”} = eQ,
k=m+1

olur. x =1— % alindiginda

€ Z annxn € Z ann <1_%)

J] < = o - (3.1.6)
Srr o (-5
n=0 n=0 m
elde edilir.
"= P, P,

oldugundan ayrica (3.1.1) ve (3.1.2) den (3.1.6) esitsizligi

— 1\" JR— 1\"
2 e (n) g X e (5

| < _

- > 1\" > 1\"
;pn<1_g) nz:%pn<1_5)
1 = 1\"

< 6MP—% Z Pn(l—E>

n=m+1

egitsizligine dontiglir. Burada M, her bir durumda farkli olabilen bir sabittir. Ayrica yine
(3.1.2) kogulu kullamlirsa (3.1.3) den yeterince biiytik m sayilar: igin
1 \" 1 [ 1\"

2
< EM%SgM

m

bulunur. O halde (3.1.5) ve (3.1.7) den

lim s,, = lim ps (7) =
m—00 e—1- p(x)

bulunur. Bu ise teoremi ispatlar. m
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Sonug 3.1.1
n=0,1,...icin 0<o<p, <M (3.1.8)

olacak bi¢imde o ve M sabitleri mevcut olsun. Eger >~ ja, serisi s sayisina J,-

toplanabilir ve (3.1.4) kosulu gerceklenir ise )~ >°  a,, serisi s sayisina yakinsaktir (Ishiguro,

1964).

Ispat. (3.1.8) kosulunun (3.1.1) ve (3.1.3) kogullarim gerektirdigini gostermek yeterlidir.

(3.1.8) den yeterince biiyiikk m sayilar1 igin

m o 1 n
. - ——
Sefin)  Xe(n) Te(am)
M
< — <
o

olur. Ayrica (3.1.8) den yeterince biiyiik n sayilar igin

no_ n <1
P, (n+1l)o o

elde edilir. Boylece ispat biter. m

Uyar: 3.1.1 Sonug 3.1.1 deki (3.1.4) kosulu

kosulu ile degistirilebilir.

Teorem 3.1.3 p, > 0 olmak iizere

n

ppn=0 (l> (3.1.9)

gergeklensin. >~ a, serisi s sayisina (.J, p,) toplanabilir ve (3.1.4) gergeklenirise > , a,

serisi s sayisina yakisaktir (Ishiguro, 1965).

Ispat. (3.1.9) ve (3.1.4) den 6yle bir m sayisi secebiliriz ki n > m icin
npn, < M (3.1.10)
(burada M her durum igin degigebilen bir sabittir) ve

|an| < e (3.1.11)

n
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kosullar1 aym anda gerceklenir. Burada e istenildigi kadar kiigiik bir pozitif sayidir. Ilk
olarak (3.1.9) kogulundan (3.1.1) kogulunun, yani

=0 =0 (1) (m — oo i¢in)

kogulunun elde edildigini gosterelim. (3.1.10) kogulundan

> 1\" =1 1\" M 1\"
Eonlen) s 2 2 (-5) =ax () -

dir. Ayrica 0 < z < 1 igin
0<p.(1—2")=p,(1—z)(1+z+--+2"") <(1-z)np,

oldugundan

m o 1 n
n n 1——
22 (13)

< n|l—(1—— M
< b))
< it tmpn)
m
bulunur. np, = O (1) oldugundan
j{:ﬂpnzz(D(”U
n=1
olur ve buna gore yeterince biiyiikk m sayilari igin
S Son (1LY
™ <
n=0 n=0
dir. Buradan
> y
=0 n - —1] < — n ~—=0 (n—o00)
> (1-7) > (1- )
m m
n=0 n=0
yani
2P
lim ——"=" _ =1
m—r0o0
(-



elde edilir ve boylece (3.1.1) gerceklenir. 0 < z < 1 i¢in

m—1 0
Z (Sm - Sn)pnxn Z (Sm - Sn) pnz”
Ds (ZE) _ n=0 n=m-+1
Sm — = +
p(z) o o
D D pur
n=0 n=0
— I+J

olsun. z =1 — L yazlsa (3.1.4) ve (3.1.1) den Teorem 3.1.2 nin ispatinda oldugu gibi
I'=0(1) (m— oo igin) (3.1.12)

elde edilir.
Simdi de J toplamini ele alalim. (3.1.10) ve (3.1.11) kogullarindan

Pm Pm Y% eM
|Sm_5n| < g{P——Hl_'_P—JFZ—i__FFn} Sp_{pm+1+pm+2+"‘+pn}
m+ m— n m

<€M 1+1+ +1 <5M
- P, lm+1 m+2 nj =

bulunur. Boylece z =1 — % icin

|J| < ™ n=m+1 m p=m+1
> pu (1)
n=0 n=0
elde edilir. (3.1.1) kogulundan yeterince biiyiik m degerleri i¢in
M & 1\"
T <e—s > (1_E> <e (3.1.13)
m pn=0
bulunur. O halde (3.1.12) ve (3.1.13) kosullarindan
lim s,, = lim Ps (7) =
m—00 z—1- p ()

elde edilir ve bu teoremin ispatini tamamlar. m

Sonug 3.1.2

00 <p o M
ntl P> 0

esitsizligi gergeklenecek bigimde o ve M sabitleri meveut olsun. Eger Y >  a,, serisi s ye

( ; )
Gp =0
nlogn

ise Y > a, serisi s ye yakinsaktir (Ishiguro, 1965).

(n=0,1,...)

Jp-toplanabilir ve
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Teorem 3.1.4 (3.1.1) kogulu gergeklensin. p,, > 0 olmak tizere
{pn} monoton azalan bir dizi (3.1.14)

olsun. Eger > a, serisi s ye J,-toplanabilir ve (3.1.4) gergeklenir ise Y °  a,, serisi s

ye yakinsaktir (Ishiguro, 1965).

Ispat. Eger 0 > 0 ve {p,} \, o (vani, {p,} dizisi azalarak o ya yakimsak) ise (3.1.8)
kosulu gerceklenir ve boylece bu teorem Sonug 3.1.1'in 6zel bir durumu olur. Dolayisiyla
(3.1.1) kosuluna gerek duyulmadan ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.37in ispatinda oldugu gibi

=1+J
olsun. O zaman (3.1.4) ve (3.1.1) den = 1 — = i¢in

I=0(1) m — oo i¢in
elde edilir. (3.1.11) den

Pm41 Pm+2 DPn P,
Sm — Sn SE + + -+ = <e—
’ ‘ {Pm+1 Pm+2 Pn}

ve buna gore (3.1.14) den

8PL i P.p,x" eg—m i P,x"

|J| S m n=m-+1 S m n=m-+1

00 00
§ pn” § pax”
n=0 n=0

olur. Teorem 3.1.3’iin ispatinda oldugu gibi (3.1.1) den z = 1 — = iken

J— \"
<eMZ2 N B (1-—

M n=m+1

dir. Eger

n=m-+1 n=m-+1
- Pm+1Rm+1+ Z Rn (Pn Pn71>
n=m-+-2
1 m+1 e’}
= P,  [—— R
am (1= Y



bulunur. Dolayisiyla

D 1 m+1 Do 00 1 n
= 51+ 95

dir. {p,} azalan oldugundan P,, = >"7"  pr > (m + 1) p,, > mp,, ve buradan

'm+1

dir. Ayrica == <1 oldugundan

um 1 m+1 1 m+1
0§51:€M% P+1m(1——) SgM(l—_) <eM

m m

elde edilir. Ayrica, (3.1.14) den

2 00 1 n - 2
O§SQ§5MZ—”;m Z (1——) SEM(p—m) <eM

m o pn=m-+2

dir. O halde yeterince biiyiik m degerleri igin

|J| <eM
elde edilir. Dolayisiyla
lim s,, = lim Ps (7) =
m—00 z—1= P (m)

bulunur. Boylece ispat biter. m

Stépanek (1966), Teorem 3.1.4°de (ve ayrica Teorem 3.1.2°de) kullamlan (3.1.1) kosuluna

gerek olmadigini belirtmigtir. Clinki, m = 2,3, ... igin

(-3 (-2 -2

ve
lim (1 — i) =e !
m—o00 m
oldugundan
>
— n=0 G =0(1) (m — 00)
S (1-7)
m

elde edilir.
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M,-metodunun regiilerliginden ve (3.1.4) kogulundan
aoPy + a P+ -+ a,P, =0(P,) (3.1.15)
dir. Diger taraftan,
ar + 2as + - - -+ na, =o(n) (n — o0)

kogulu (J, 1) metodu yani Abel toplanabilme metodu igin bir Tauber kogulu oldugundan
(Tauber, 1897), (3.1.15) kogulunun da J, metodu i¢in bir Tauber tipi kogul olmas: beklenir.

Asagidaki teorem klasik Tauber teoremin basit bir geniglemesidir.

Teorem 3.1.5 (3.1.14) kosulu ger¢eklensin ve Y a, serisi s sayisma Jp,-toplanabilir
olsun. Bu durumda (3.1.15) kogulu )" a, serisinin s ye yakinsak olmasim gerektirir

(Stepanek, 1966).

ispat.
un:CLUP0+CZ1P1—|—...+anPn, U,1:O, P,1:1

Un—1Pn
bn:Pnilli’n’ rm=by+bi+...+b,, n=01,...
olsun. Bu durumda
n+l n+1
. Up—1 (Pk — Pk,1> . 1 1
L ,; PiPr ,;““ P B
n+1 u n+1 u n+1 u n+2 u
D S ST
k=0 Pl k=0 Py k=0 Pt k=1 P
n+1 n
- (g1 — ) — 2 =57 = (g — 1) —
kZ:; Pk—l Pn+1 k=0 k Pn+1
Unp
_= Sn —
Pn+1
ve boylece
U
Tp = 8p — ——, n=01,... 3.1.16
Pn+1 ( )
olur. (3.1.16) dan z € (0,1) i¢in
Dr (:E) Ds ((L’) 1 « Un p
= — Pn—"1T 3.1.17
@ " p@ @ =T, (3.117)

dir. Yine J,-metodunun regiiler olmasi nedeniyle (3.1.15) kosulundan

lim —— 3" p, 2" =0 (3.1.18)
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elde edilir. >~ % a, serisi s ye J,-toplanabilir oldugundan (3.1.18) ve (3.1.17) den ) b,

serisi de s sayisina Jp-toplanabilirdir.

oldugundan (3.1.15) kogulundan b,, = o (%) kogulu elde edilir. O halde Y 7 b, serisine
Teorem 3.1.4 uygulandiginda lim,,_,oo 7, = Y~ b, = s bulunur. Dolayisiyla (3.1.16) ve
(3.1.15) den limy, o0 S, = Yooy a, = s dir. Boylece Teorem 3.1.5 in ispati tamamlanir.

Sonug 3.1.3 (3.1.14) kogulunun saglandigimni ve )~ , a,, serisinin s sayisina Jp,-toplanabilir

oldugunu kabul edelim. Eger

> Jaxl? p% =o(P,) (p>1) (3.1.19)

k=0

ise > a, serisi s ye yakinsaktir (Stépanek, 1966).

Ispat. p = 1ise (3.1.19) , (3.1.15) kogulunu gerektirir. Eger p > 1 ise Holder egitsizliginden

1 < I p, et
P2l Pe = 5 lal =
" k=0 " k=0 p,.°
k

< 5 (Smr ) ()
™\ k=0 pﬁ k=0
1 [ PP \7 1 1 & PP \"

< = |ak|p_k1) P, :<_ |ak|p k1) ) n:0717"‘
P (% i Pnkz_% P

elde ederiz. Dolayisiyla, yine (3.1.19) kogulu (3.1.15) kogulunu gerektirir. Bdylece ispat

biter. m
Not 3.1.1 Kronecker’in dizi ve serilere iligkin bir teoremi su sekildedir: > °  u, yakinsak

bir seri ve {b,} artan ve sonsuza iraksak bir dizi ise

n

N
Jin o 2 b =0
k=0
dir (Hardy, 1949; syf. 73).

Sonug 3.1.4 (3.1.14) kosulunun saglandigimi ve Y ° @, serisinin s ye J,-toplanabilir

oldugunu kabul edelim. Eger
o0 P pfl
Sl () <x @z
=0 Pk

ise Y > a, serisi s ye yakinsaktir (Stepanek, 1966).
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Ispat. p = 1 durumunda iddiann dogrulugu aciktir. p > 1 oldugunu varsayalim. Bu
p—1
durumda Not 3.1.1 de ifade edilen Kronecker’e ait teorem uy = |ax|” <%> ve b, = P,

alinarak uygulanirsa o zaman (3.1.19) kogulu elde edilir. Boylece Sonug 3.1.3 den ispat

biter. m

Simdi de Kwee (1972) tarafindan verilen asagidaki teoremi ispatlayalim

Teorem 3.1.6 p(z) ~ p(2?), >o”yan = s (J,ps) ve

P
n>m-—oo ve — — 1 iken liminf (s, — 8,,) > 0 (3.1.20)

m

ise > 7 g an, = s dir (Kwee, 1972).

Teoremi ispatlamak i¢in agagidaki lemmalardan yararlanilacaktir.

Lemma 3.1.1 Z a, = s (M,) ve (3.1.20) gerceklenirse y >~ a, = s dir.

n=0

Bu lemma, Kwee (1967) tarafindan, her k i¢in p, = 1/ (k + 1) olan logaritmik toplana-

bilme metodu i¢in ispatlanmigti. Aym diigiince ile M, metodu icin de ispatlanabilir.

Lemma 3.1.2 p(z) ~ p(2?), > 7 a, = s(J,p,) ve K pozitif bir sabit olmak tizere her
nigin s, =Yy p_jar > —Kise Y~ a, = s (M,) dir (Kwee, 1971).

ispat. Genelligi kaybetmeksizin her n i¢in s, > 0 kabul edebiliriz. 0 < ¢ < 1 olan keyfi
bir ¢ sabiti i¢in
0, 0<z<cise
¢ () =
%, c<zx<1ise
olsun. a+b=1ve 0 <z <1igin ¢ (x) < ax + b olacak sekilde a ve b sabitleri segelim.

Bu durumda

1 & 1 & 1 &
lim — Pasnt" o (2") < a lim — Prsnx®™ +b lim — PrSpx"”
z—1- p(x) ;% z—1- p(x) nZ; z—1- p(x) nzg

p (xQ) . 1 = 2
a lim PnSnx " + bs
b)) 2

= as+bs
= s
olur. Simdide @/ +b =1ve 0 < x < 1i¢in ¢ () < d'z + b olacak gekilde a ve b sabitleri

secelim. Benzer diigtince ile

1 [o.¢]
lim —— PnSnx" @ (") > s
a—1- p(x) ; (z")
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bulunur. Dolayisiyla

lim L) ipnsnx"gb (") =s (3.1.21)
n=0

z—1- p(x

elde edilir. 2 — 1~ olsun 6yle ki n — oo iken 2! < ¢ < 2" saglansin. Bu durumda

v>nigin ¢ (z¥) =0ve 1 <v <ni¢n ¢ (") = 2" olur.

n n n n
0 < S =S pat = pat (@0 — o) < 23y (27 — 1)
v=0 v=0 v=0 ¢ v=0

< (@) - p () =0 (@)
0 < va:ltv— va(x::;cvv)glicva<xv_x2v)
v=n+1 v=n+1 v=n+1
; i - (p(x) —p(2®)) =o(p(x))
oldugundan

By =p(x)+o(p(r))
yani P, ~ p(z) dir. Bu durumda (3.1.21) esitligi
lim i i PuSy = S
nooe by v=0
esitligine donitisiir. Boylece teorem ispatlanir. m

Lemma 3.1.3 & (n) kesin artan, siirekli ve pozitif bir fonksiyon &yle ki ® (u) — oo

(u—o00)veP(n)—d(n—1) =0 (n — o0) ve

T(x) = ch (%) sp

olsun. Ek olarak agagidaki kosullarin saglandigini varsayalim.
(3) cn(2) >0, ¢,(x) =0 (z—00)ved 2 c,(z)=1
(¢¢) x > M — oo iken ® () — ¢ (M) — oo ise

N > x — oo iken & (N) — ® () — oo ise

Y cn(@){®(n) =@ (N)} =0
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dir.

(2¢d) n <t <n+1igin s(t) = s, ise
t>u—o00 iken P (t) — P (u) - 0 oldugunda liminf (s (t) —s(u)) >0
dir

(iv) 7 (x) smurhdr.

O halde {s,} smirhdir (Kwee, 1971).

Teorem 3.1.6’nn Ispati. n < w < n+ 1 icin h(w) = p,P;* ve
() — / h (1) duw
0
[u]—1
— Z pUPU_l + (U — [u])p[u}P[;]l
v=0

olsun. Burada [u] ile w'nun tam kismi gosterilmektedir. P, — oo kogulundan @ (u) — oo
(u — o0) olur. 0 < ¢ < 1 olmak iizere ¢ keyfi bir sabit olsun. Bu durumda Lemma
3.1.2'nin ispatinda oldugu gibi n — oo ve z — 1~ iken P, ~ p(x) ve 2" < ¢ < 2™ dir.
Dolayisiyla ¢ sayist ¢? ile degistirilebileceginden P, ~ p (z) olur. Buradan P, ~ P, elde
edilir. n > 1icin 1 < P;)H < % dir. Boylece P, ~ P,.1 ve ® (n) —®(n—1) — 0 elde

edilir. ! "
q(z)=p (eXp (_71))

en @) = )exp ()
olsun. exp{—([z]+1)/x} < exp(—1) < exp(—|[z]/x) oldugundan Py ~ ¢ dir.

ve

Dolayisiyla

S o) - q(xépn o ()

n=0

- 0 (P[;]le>

dir. x > M — o0, & (z) — P (M) — oo iken

bx)-d(M) = Y %:m(n (3.1.22)
Dla) — Pur
< P, o(l) — oo

dir. Bundan dolay1
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icn(‘” {e(n) -2 ()} = ¢ () _oo prexp (=) p_
= ¢ '(2) Z Pvlj;ipl(_i) ipneXp{— Uv)} (3.1.23)
< PP S e (D)o () Smew (1)

P
dir. (3.1.22) ye benzer bir diigiince ile PN
]

N
oldugundan — — oo dir. Bundan dolay1 her v > N igin diizgiin olarak
x

o (3) =0 (2)

dir. (3.1.23) iin saginda yer alan igteki toplam ¢ (N) ~ Py yi agsmaz (Bakiniz:Kwee,
1971). Dolayisiyla

— oo oldugunu gorebiliriz. P, ~ Py,

D (@) {2 (n) =@ (N)}=o0(q " (x)q(2x)) =o(1)
n=N
dir. n<t<n+1, m<n<m+1olsun. Bu durumda,

Q(t)— D (u) = Zn: pUP;1+0(1)21—&+0(1)

P,
v=m-+1
. . : P
dir. Buradan ¢ > u — oo iken @ (t) — ® (u) — 0 olmasi n > m — oo iken 5 1
olmasi gerektirir. Boylece Lemma 3.1.3 den >~ a, = s (J, p,) ve (3.1.20) koguﬁarl Sn,
nin smirh olmasini gerektirir. Lemma 3.1.2 den Y2 a, = s(M,) ve Lemma 3.1.1 den

ZZO:O a, = s elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Simdi ise Mikhalin (1977) tarafindan verilen baz1 teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1.7
<™ 50 fken 1<im (3.1.24)
n b,
ve
{1/P,} mutlak (tamamen) monoton bir dizi (3.1.25)

kosullarinin gergeklendigini kabul edelim.

th=—>> pesc  (n=0,1,...) (3.1.26)
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olmak tizere {¢,} dizisi igin

1< 51 (n—o00) iken  liminf(t, —t,) >0 (3.1.27)
n

kogulu gergeklensin. O zaman zﬁ Yo o PnSnx =0 (1) (x — 17 ) ise t,, = O (1) (n — o)
dir. Ayrica, s, = s(Jp) ise s, = s(M,) dir (Mikhalin, 1977).
Teorem 3.1.8 (3.1.24) ve (3.1.25) gergeklensin ve {s,} dizisi
P, . o
1< 5 1 (n—o00) iken liminf (s, —s,)>—-r (0<7r<o0) (3.1.28)
kogulunu saglasin. Bu durumda Iﬁzzozopnsnm" =0(l) (z—17) ise s, = O(1)

T

(n — oo) dir. Eger s,, — s(J,) ise limsup |s,, — s| < r dir.

pn = 1/ (n + 1) durumunda Teorem 3.1.7 ve 3.1.8, Kokhanovskii (1974) tarafindan, p, = 1

durumunda ise Teorem 3.1.8, Davydov (1963) tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 3.1.9 (3.1.24) ve (3.1.25) kogullar ile

Pn—l

n—1t, > —C (C>0 n—ty, > —C—
5 > (C>0) veya s Do

n=1,2,...)

kogulu gergeklensin. Eger ]ﬁ Yo oPasnx =0 (1) (x—17) ise s, = O(1) (n— o0)

dir. Eger s, — s(J,) ise s, — s (M,) dir (Mikhalin, 1977).

Teorem 3.1.9, p,, = 1 durumunda Teslenko (1974) tarafindan, p, = 1/ (n + 1) durumunda
ise Kokhanovskii (1974) tarafindan ispatlanmigtir.

Sonug 3.1.5 (3.1.24) ve (3.1.25) kosullar1 gergeklensin. Eger

s =0(1) (n—o00) veya Sn:O((nZ—?ﬁ) (n — o0)

ise s, — s(J,) iken s, — s (M,) dir (Mikhalin, 1977).
Sonug 3.1.6 (3.1.24) ve (3.1.25) kosullar1 gerceklensin. Y ;_ apPy = 0 (P,) ve ) a, =

s (Jp) ise D2 a, = s dir (Mikhalin, 1977).

Sonug 3.1.5, p, = 1 i¢in Hardy (1949) tarafindan, p, = 1/(n+ 1) igin Kokhanovskii
(1974) tarafindan ispatlanmigtir. Ayrica, Sonug 3.1.6, monoton azalan {p,} dizileri i¢in

Teorem 3.1.4 ile ispatlanmisti.
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Tamim 3.1.1 Eger > ¢,2" serisi her x € [0,1) i¢in yakinsak ve

lim (1—x) Ztnx =s

:c—)l*

ise > .7 an serisi veya {s,} dizisi s sayisina (AR) metodu ile toplanabilirdir denir ve

> gan = s(AR) ya da s, — s (AR) ile gosterilir (Mikhalin, 1977).

Yukarida ifadeleri verilen Teorem 3.1.7-3.1.9 ile Sonug 3.1.5-3.1.6'nin ispatlar1 i¢in agagidaki

lemmalar kullanilacaktir.

Lemma 3.1.4 (3.1.24) ve (3.1.25) kosullar1 gerceklensin. » 7 a, = s(J,)ise >~ ja, =
s (AR) dir (Mikhalin, 1977).

ispat. 3°°° a, = s(J,) olsun. Bu durumda °°°  p,s,a™ = (1 —2) 3.2, Put,a” serisi

[0,1) araliginda yakinsaktir.

limsup v/ |t,| < limsup /P, |t,]

oldugundan )  t,a" serisi [0,1) araliginda yakmsaktir. {1/P,} mutlak monoton dizi

oldugundan Teorem 2.2.4 den [0, 1) araliginda smirh ve azalmayan bir u (y) fonksiyonu

1 1
— = "d =0,1,...
P /Oy (y) (n=0,1,...)

esitligi saglanacak bicimde mevcuttur. Boylece 0 < x < 1 i¢in

ve boylece
(1—x)itnx" = (1-2) Z Zpksk—

= (1-2) Z/o mew"du( )
= (1—-2) /0 kzopkskZu”du< )
C e [ S ()
- e [0 ()

dir. Burada - -

p(u) = Zpkuk ve J(u)= ]ﬁ Zpksku



seklindedir. Buna gore J (u) fonksiyonundan

f(:v)z(l—w)/:J(U)Mdu(g)

1—u T
seklinde tanimh bir f (z) fonksiyonuna taniml bir doniigiim elde ettik. Bu doniigiim
regiilerdir. Yani J(u) — s (u—17) iken f(x) — s (x — 17) dir. Gergekten, her

n=0,1,...i¢in s, = 1 ise t,, = 1 ve boylece f () =1 ve J (u) = 1, yani

1= [ (2)

olur. Boylece

Fla)—s = <1—x>/0x<J<u>—s>p<“>du(9)

1—u x
= -0 [T o= P (M) -0 0w -9 Ha (%)

esitligi elde edilir. Bu egitlik dontigimiin regiiler olmasin gerektirir. Bu ise lemmanin

ispatini tamamlar. m

Lemma 3.1.5 {p,} dizisi

%:%O (n — o0)

kosulunu gergeklesin. Eger {s,,} dizisi (3.1.28) kogulunu gergekler ise her m > n > 0 igin
Sm—8n > —a(lnP, —InP,) —b
olacak gekilde a > 0 ve b > 0 sayilar1 vardir (Mikhalin, 1977).

ispat. (3.1.28) kogulundan —r — 1 i¢in 6yle N ve § sayilar1 vardir ki n > N ve 1 <
P,/P, < 1+ 0 oldugunda s,, — s, > —r — 1 dir. n < N ve P,, < Py (1+0) olsun.
Bu durumda s,, — s, farkinin yalnizca N sayisina bagli olan bir minimumu vardir ve bu
nedenle bir § > 0 sayis1t ve v > r + 1 olan bir v > 0 sayis1 vardir ki 0 < P,, — P, < P,
olacak sekildeki her m ve n icin s, — s, > 7y dir.

Bir N; sayisimi n > Np iken 1 < P11 /P, < (1+ ) olacak bicimde secelim ve ¢ > v > N;
keyfi sabit pozitif tamsayilar olsun.

vp = v olmak lizere vi41 (K =0,1,2,...), P, < P, (1 + 0) esitsizligi saglanacak bi¢imdeki

en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Boylece

Py, <P, (1+6) ve P, q>PF, (1+9)
dir. Ayrica, vg < q—1<wvgyrise Py < P, ,0< P, — Py (her k igin) ve boylece
0—1
Sq = Sv = (Svk+1_3vk)+3q_svo2_(9+1)7
k=0
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dir. Bunun yan sira

Pq > Pve+1>Pve—1(1+5)zpve_2+1(1+5)>PU9—3(1+5)2"'
> P, (1+6) > P a1t

ve de

InP,>InP, +

In (14 9)

dir. Buradan
InP, - P,
14+60< P
In(1+9)
ve boylece her ¢ > v > N; i¢in

-

Sq— Sy >—(14+0)y> ——(InP,—InP,) — 3y 3.1.29
q (407> s (uF, — ) (3.1.20)
esitsizligi elde edilir.
0 <v < Ny veqg> Npolsun. Bu durumda
Sq— Sy = Sq— SN, + SN, — Su qu_SNl_‘_OSrl;}liSI}Vl(SNl — Sy)
Z W (lan — lnPNl) +O§I£)lg}\71 (SN1 — Sv) — 3’}/
_ry .
> — — —5,) — 1.
2 o (InP, —InP,) +o§?§r}v1 (sny — Su) — 3y (3.1.30)

dir.
Diger taraftan 0 < v, ¢ < Nj ise

. - .
s, > s> — 1 _ _s)—
Sq— Sy > ogvgnqlgzlvl—l (8¢ — Sy) > (s 5)1/2 (InP, —InP,) + OS%%I%M (8g — Su) — 37
(3.1.31)

dir. Eger
4=
In (1 + )"/
denirse (3.1.29)-(3.1.31) den her ¢ > v > 0 igin

ve b= max {37, 3y — o nin (sq — sv)}
Sq— Sy >—a(InP,—InP,)—b
elde edilir. Boylece Lemma 3.1.5 in ispat1 tamamlanir. m

Lemma 3.1.6 Lemma 3.1.5 in hipotezleri altinda {¢,} dizisi i¢in

P,

1< —
_Pn

—1 (n— o0) iken liminf (t,, —t,) >0

dir (Mikhalin, 1977).
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ispat. Lemma 3.1.5 den her m > n > 0 igin s, — s, > —a(In P,, —In P,) — b olacak
sekilde a > 0 ve b > 0 sayilar1 vardir. m >n > 0 igin

n

1 1 1 - -
b —th = P_mzkak_FnkZ:Okak:PmPn <Pnkzzopk3k—Pme:0pk8k)

m
k=0

1 m n
= PP, <Pn Z PeSk — (Pm - Pn) gm&)

1
= 5P {Pn+1 (o (Snt+1 — S0) +P1 (Sns1 — 1) + - + P (St — Sn))

+Dn+2(Po (Snt2 — S0) + D1 (Sny2 — 51) + -+ + Pn (Sny2 — Sn))

+ - +pm (pO (Sm - SO) +p1 (Sm - Sl) + - +pn (Sm - Sn))}
1
7P {—appi1[pon Py —InPy) + -+ p,(InPyyy —InP,)] — bpps1 P
—appi2po [(In Poyo —InFy) + -+ +pp (In Poyo — In Py)] — bppya Py
—apy (po(In Py, —InPy) + -+ p, (In P, —In B,)) — bp,, P }

v

1
= 5P {—=app1 P, (In Pyyy —In PY° PP ... PP") — bp, 1 Py

— o —app P, (In Py, —In P° P ... PP") — bp,, P, }

= Plp {—a (P, Py ... PP — (P, — P,)In P} ... PP")

—b (P, — P,) P}

P, - P,
Py,

v

Pm_Pn Pm_Pn 1

dir.
Pn
PYP .. PP > <—) (n=0,1,2,...) (3.1.32)
esitsizliginin dogrulugunu tiimevarim yontemi ile gosterelim. Burada C' sabiti
b,
1§(1+7%)pn+130 (n=0,1,2,...)

n

esitsizligi ile tanimlanmaktadir.

(3.1.32) esitsizligi acik olarak n = 0 i¢in dogrudur. P{°Pf* ... PP» > (P, /C)" olsun. Bu
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durumda

P\
PPy ... PRPYT > (éf) P
B Pk+1 Py CP,Q+1 Pk Py
“\e) e
Pk+1 1
( ) CPr+1

<1+pM1>WL
Py

Pk-i—l Pe+1 »

( ¢ >

elde edilir ve boylece (3.1.32) esitsizliginin dogrulugu kanitlanmig olur. Bu esitsizligi

dikkate alarak

-0
=

Q

Pk+1

v

tm_tn 2 —G(P—mlan—Whngoplpl ..... P,r[:n)—bp—m
P,—P P,—P P,—P P,—P
= a( B, mTTpp "R, “C> P,

= PmP—;Pn (—a (ln% - lnC) - b)
elde ederiz. Bu Lemma 3.1.6'nin gecerliligini gosterir. m
Teorem 3.1.7’nin ispati. Lemma 3.1.4’den s, — s(J,) iken s, = s (AR) yani {t,,}, s
ye Abel toplanabilirdir. Schmidt’in (1925) bilinen teoremine gére (3.1.27) kosulu ¢,, — s
olmasini yani s,, — s (M,) olmasinm gerektirir. m
Teorem 3.1.8’in ispati. {p,} dizisi (3.1.24) ve (3.1.25) kosulunu ve {s,} dizisi (3.1.28)

kosulunu saglasin. Lemma 3.1.6’dan

P,

1< —
_Pn

—1 (n—o00) iken liminf (¢, —¢,) >0
olup, ayrica (3.1.24) den

l1<——1 (n—o00) iken liminf (¢, —¢t,) >0

n

dir. Boylece (3.1.24, (3.1.25) ve (3.1.28) kosullar1 altinda Teorem 3.1.7’den zﬁ Yoo PnSp " =
O(1) (x —17) iken Pt Y7 pesk = O (1) (n — 00) bulunur. Davydov’'un (1963) ilgili
teoreminden s, = O (1) (n — o) elde edilir. Ayrica lim, oo Pyt > 7o pesk = s esitlig
limsup |s,, — s| < r olmasim gerektirir. m

Teorem 3.1.9’un ispati. Teoremin tiim hipotezleri gergeklensin. (3.1.26) dan

ty—tns = Pi: (sn—ta) (n=1,2,..)

dir. s, —t, > —C (n=1,2,...) oldugunu varsayalim. Bu durumda

Pn

n—1

tn - tn—l Z -C

(n=1,2,...)
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ve boylece her m > n > 1 i¢in

tm - tn - tm - tm,1 + tm,1 - tm,Q + ...+ tn+1 - tn (3133)
- mel meQ Pn - "
dir. Simdi, s, — —C f:l L (n=1,2,...) olsun. Bu durumda
Pn _C
t, —t, | = L= t) > =1,2,...
' P (s ) n+1 (n )
ve boylece
1 1
tyy —tn, > —C x —Ciln— 3.1.34
. (m +1 o n—+ 2) ! n n ( )

dir. (3.1.24)’t gbz 6niinde bulundurdugumuzda, (3.1.33) ve (3.1.34) den, Teorem 3.1.9'un
hipotezleri gerceklenir ise Teorem 3.1.7'nin de kosullarinin gergeklendigini gortiriiz. Bu

ise, Teorem 3.1.9'un iddialarinin gecerliligi anlamina gelir. =

Sonug 3.1.5, Teorem 3.1.9’dan elde edilir.
Sonug 3.1.6’mn ispati. >, ay Py = o (P,) olsun. Bu durumda, P, ' > apPy — 0

(n — o0) dir. Dolayisiyla

o(l) =

n n—1
(Pnl Z ap Py — P, Z akpk>
1 k=0 k=0
n—1

_Pn
P
-Pn I-Pn IX:CLIc ,

dir. Buradan n — oo i¢in a,, — 0 elde edilir. Ayrica

n
Zakpk Zpk Sk — Sk—1) Zpk5k+zpkak+P5n
k=0

= an

ve boylece
1 n
Sn_tn_an_ agPr, =0(1) (n— o)

elde edilir. a,, = 0 (n — o0) oldugunda M,-metodunun regiilerliginden Pin Y or—o P — 0

(n — o0) dir. Boylece son esitlikten
Sp—th=0(1) (n— o0) (3.1.35)

bulunur. O halde, Teorem 3.1.9’un tiim hipotezleri gergeklenir. ¢, — s (n — 00) olmasi

(3.1.35) egitliginden s,, — s (n — oco) olmasii gerektirir. m

Borwein (1981), {s,} bir reel say1 dizisi olmak tizere s,, — s (J,) iken s, — s (M,) olacak
bigimdeki Tauber tipi kogullar1 igeren agagidaki iki teoremi ispatlamigtir. Burada, (2.2.2)
kosulunun gergeklendigi yani p (z) = > - pra” serisinin 0 < z < 1 i¢in yakinsak oldugu

kabul edilecektir.
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Teorem 3.1.10 s, — s (J,) ve H bir sabit olmak tizere n = 0,1, ... i¢in s, > —H olsun.

p (x) fonksiyonu ise, ya

2
lim p() =
e—1- p(x)

ya da, {{,} tamamen monoton bir dizi olmak iizere

(3.1.36)

m—+1
m=0,1,... icin lim 2E)

e=1-  p(x) a ( )

kosuluna sahip olsun. Bu durumda s,, — s (M,,) dir (Borwein, 1981).

Teorem 3.1.11
npn = o0(F,), (3.1.38)

sp = s(Jp), n=0,1,... icin 7,, > 0 olmak iizere s,, > —7,, ve

olsun. Bu durumda s, — s (M,) dir (Borwein, 1981).

Not edelim ki (2.2.2), (3.1.38)’in ve (2.2.3)"iin bir sonucudur. Gergekten, (3.1.38) den

NPn

ise
LN (n — o0)
P,
ve buradan
P, 1
2 = T -1 (n— o)

Pn—l

elde edilir ki bu P(z) = Y. Pz® serisinin 0 < x < 1 igin yakinsak olmasimi gerektirir.
k=0
Boylece (2.2.3) esitliginden (2.2.2) elde edilir.

Teorem 3.1.10 ve Teorem 3.1.11 den baz1 sonuclar elde edilebilir:

Eger, o > —1 olmak ftizere p, = (k;a) olarak alinirsa

o0

pl) = pat=(1—-z)" (3.1.40)

k=0
olur ve bu durumda J, metodu A, Abel-tipi metot olur (Borwein, 1957). A, metodu
genellegtirilmig Abel metodu olarak da bilinmektedir. (3.1.40) ile tammlanan p(z) fonksiy-
onu

pon = (m 4 1)7
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ile tammh {p,,} dizisi ile (3.1.37) kosulunu gergekler. Bdéylece Teorem 3.1.10 dan A,
metodu i¢in bir Tauber tipi sonug elde edilir. Bu sonugta ozel olarak o = 0 alinirsa

standart Abel metodu i¢in bilinen
Sp— s(A) ven=0,1,...i¢in s,, > —H ise s, — s(C, 1)
sonucu elde edilir (Hardy, 1949; Teorem 13).
pn = (n+1)"" olmasi durumunda J, ve M, metotlar sirasiyla logaritmik L ve | metot-

larma dontigiir. 7, = —plog(n + 1) igin Teorem 3.1.11'in kogullar1 gergeklendiginden
Kokhanovskii (1975) tarafindan elde edilen

s$p = s(L) ven=0,1,...i¢in s, > —plog (n+ 1) ise s, — s(I)

sonucu elde edilir.
Teorem 3.1.10’un ve Teorem 3.1.11°’in ispatl. Once bazi ek notasyonlar kullanalim.

0 < ¢ < 1 olmak tizere

1
— ¢c<x <1 icin
¢p(x)=4¢ =
0, diger durumlarda
olsun ve
1 o0
U (r)=—=) pespa’e (z"
p(z) kZ:O (=)
tanimlayalim. 0 < z <1 igin
c T 1 =
— < <14 -—- 3.1.41
1—c¢ 1—c_¢($)_ +c c ( )

dir.
Teorem 3.1.10°un Ispata. Genelligi bozmaksizin H = 0 yani n = 0,1,... i¢gin s, > 0
oldugunu varsayalim.

1. DURUM: (3.1.36) gerceklensin. (3.1.41) den

limsup (x) < (1 + %) lim o(x) 1 lim z*o(x)

T—1— z—1~ C z—1~
1 1 2
— (1 + —) lim o(z) — — lim p(@ >U(x2)
c) a1~ caes1- p(x)

1
= (1+—>5—§:s
Cc C

olur. Benzer gekilde liminf, ,;- ¥ () > s oldugu gosterilebilir. Buradan lim,_,;- ¢ (x) =
s elde edilir. Bu, z, — 17 (n — o0) olan her {z,} dizisi i¢in ¢ (z,) — s (n — )
olmasmu gerektirir. Ozel olarak ,, = ¢'/" alirsak x,, — 1~ (n — 00) oldugundan

1 n
¥ (™) :szwk%s (n — o0)
k=0
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dir. Eger £ = 0,1, ... icin s, = 1 secilirse

P,
(@ -1 (n—o0) (3.1.42)
olur. t, — s dir. Boylece
1 n 1/’!’L
= P, k=0 PkSk = : <;n )¢ (/) =5 (n—00)

elde edilir.
2. DURUM. (3.1.37) kosulu gergeklensin. Teorem 2.2.4’e gore y fonksiyonu [0, 1] araliginda

artan ve sinirl bir fonksiyon olmak iizere m = 0,1, ... i¢in

1
fim = / t"dx (t)
0

gosterimi vardir. py = fol dx (t) = x (1) — x (0) > 0 oldugundan 6yle bir ¢ € (0,1) sayist

segebiliriz ki x fonksiyonu ¢ noktasinda stirekli ve

Yy (t
a:/ XT()>0

olur. Bu durumda m = 0,1,... i¢in
1 = k,.mk p (xm—l—l) m+1 —
— PrSpx 2" = oz — Ums (r—1
b0 2 e ) (e =17)

ve boylece herhangi bir a (z) = ag + a1 + - - - + a,, 2™ polinomu igin
1 o k(. k
m ZPkSkﬂﬁ a ($ ) — (aopo + arpiy + -+ + Qi) S
k=0

= s/ a(t)dy(t) (z—17)

olur. y fonksiyonun ¢ noktasinda siirekli oldugundan, £ > 0 sayis1 verildiginde

0<z<1 icin a(z)<o(z)<b(z) ve /O(b(t)—a(t))dx(t)<5

olacak bigimde a (z) ve b(z) polinomlarimin varlig: gosterilebilir. Buradan,

rz—1— t

lim Q,D(:E):s/o gb(t)dx(t):s/ dX—(t)zsoz

olur. Dolayisiyla,

1 n
1/n _ N
P (c ) e kzzokak s«

ve k=0,1,...1icin s = 1 alinirsa




elde edilir. Boylece t,, — s dir. Bu, Teorem 3.1.10’un ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.1.11%in Ispats. Tlk olarak not edelim ki, 0 < 2 < 1, m > 1 igin (3.1.38) ve (2.2.3)

den
0<p(z)—p@™t) => pab(1-2"") <m@1-2)) kpa"
=o((1—x)P(v))
=o(p(x)) (r—17)

dir. z — 1~ iken p () — oo oldugundan m > 1 igin

Tim p(;—”;l) —1 (3.1.43)
dir. Ayrica (3.1.41) den 0 < 2 < 1 igin
Y(z) = » (195) ;;Pk (s + ) 2"¢ (xk) - Zﬁ ;Opﬂkxk(ﬁ (Sck)
1 1 2
< (1+E>a(x)—za(x2)i)((z>)+ 1_0 Zpk”ykx (1—2")

< (1 + %) o(x)— 10 (z°) p() + S Z kprypa®

c p(x) c(l—c)p

dir. Boylece, (2.2.3), (3.1.39) ve (3.1.43) den

1
limsup v (x) < (1+—)3—§+M:5+M<oo
c c

rz—1—
saglanacak bicimde bir M sabiti vardir. Benzer sekilde
liminf 4 () > —oc0
z—1—

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla 0 < x < 1 igin ¢ (z) = O (1) dir. Buradan

1 n
~ prsk = O (1
p(c/ ),;

elde edilir. (3.1.42), (3.1.43)’iin bir sonucu oldugundan

o (o) -

ty=0(1) (3.1.44)

bulunur. 0 < x < 1 i¢in
o o
(1—2x) Z Pyt = Zpkskxk
k=0 k=0

oldugundan, (2.2.3) den,

(x—17) (3.1.45)
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olur. Ayrica (2.2.3) ve (3.1.43) den
P m—+1 m—+1 1 — 1
lim L: lim p(@™) T
es1-  P(x) es1- pxr) 1—amtt  m+1
olup, (3.1.44), (3.1.45) ve (3.1.46) dan, Teorem 3.1.10'un ispatindaki 2. durum kul-
lamildiginda, Q,, = > ,_, P olmak {izere

(m=0,1,...)  (3.1.46)

1 &

elde edilir. Bunun yam sira, (3.1.38), (3.1.39) ve (3.1.44) den n > 1 i¢in v > 0 olmak

uzere
bt = oy P N O
L= np 'p P, P

dir. Boylece m > n > 1 icin
| m
ty — T = — — > —vlog —
>y ), 2> —7lg—
k=n-+1

ve buradan

m>n—oo ve = —1iken liminf (tm —tn) >0 (3.1.48)
n

elde edilir. (3.1.38) den
nP,—n—-1)P,_1=P,+(n—1)p, ~ P,

oldugundan nP, ~ @, dir. Buradan, § > 0 olmak {izere m > n (1 + ) igin

P, P
ZPk—|—1>—( —n)+1257g2n+1—>1+5 (n—o0) (3.1.49)

elde edilir.
Genelligi bozmadan s = 0 yani u,, — 0 kabul edelim. (3.1.48) den verilen ¢ > 0 sayis
icin dyle pozitif ng ve § sayilart vardir ki m > n > ng ve (m/n) < 1+ 2§ oldugunda

tm — t, > —¢e dur. Dolayisiyla m ve n bu kogullara sahip iken (3.1.47) den

(tn_g) Z Pkg Z Pktk:qum_unQnS(tm+5) Z Pk

k=n+1 k=n+1 k=n+1
ve buradan
qum - UnQn U, — Up,
t, —e < = Uy — <t H4e 3.1.50
dir. 1+ 9 < (m/n) <1+ 26 oldugunda m,n — oo limite gegildiginde (3.1.49) dan
1
———=0(1
ve (3.1.50) den
limsupt, <e ve liminft,, > —¢

elde edilir. Bu nedenle ¢,, — 0 dir. Boylece Teorem 3.1.11%in ispat1 tamamlanir. m
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Uyar: 3.1.2 Teoremin 3.1.10’un ispatinin ve Teorem 3.1.117in ispatinin (3.1.44)’e kadar
olan kisminin agikar bir modifikasyonu ile bu teoremlerdeki hipotezlerin “s,, — s(J,)”
yerine “0 < z < 1 i¢in o () = O (1)” ve sonuglarin “s, — s(M,)” yerine “t, = O (1)”

alindiginda da teoremlerin gegerli oldugu gosterilebilir (Borwein, 1981).

Agagidaki teoremlerde (3.1.36) ve (3.1.37) kogullarmin gergeklenmesi igin bazi yeterli

kosullar verilmektedir.

Teorem 3.1.12
P, ~ P, (3.1.51)

olsun.
(¢) Eger

Py ~ Py, (3.1.52)
ise (3.1.36) gergeklenir.

(22) Eger {y,} tamamen monoton bir dizi olmak {izere

P,

m=1,2,... i¢in lim =% = gy, >0 (3.1.53)
n—oo nm
ise (3.1.37) gergeklenir (Borwein, 1981).
Teorem 3.1.13 n=0,1,... icin p, > 0 ve
Pn ~ Pnti (3.1.54)
olsun.
() Eger
P ~ 2Pan (3.1.55)
ise (3.1.36) gerceklenir.
(i¢) Eger {p,,} tamamen monoton bir dizi olmak tizere m = 1,2, ... igin
.. . DPn
m=1,2,... i¢in lim = Mply_1 >0 (3.1.56)

n—oo pnm

ise (3.1.37) gergeklenir (Borwein, 1981).

Teorem 3.1.12° nin Ispati. (i) kismim ispatlayalim. (3.1.51) ve (3.1.53) den, z — 1~

i¢in
0 P o) m m—1 oo "
m n nm nm m—1 nm m—1
n=0 = "M n=0 k=0 n=0
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dir. Dolayisiyla (2.2.3) den

p(x™) _ lim P(x™)1—a™
a1 p(x) a=1- P(x) 1—x

= Hm—1

dir. Bu (ii) kismini ispatlar. (i) kisminin ispati ise benzerdir.
Teorem 3.1.13’lin ispat1 aym sekilde veya (3.1.54)=-(3.1.51); (3.1.54) ve (3.1.55)=-(3.1.52);
(3.1.54) ve (3.1.56)=(3.1.53) gerektirmelerini elde ederek gosterilebilir. m

Jp-toplanabilmeden yakinsakligin elde edildigi simdiye kadar ki sonuglarda hep {pj} dizisi
lizerine ¢esitli kisitlamalar getirildi. Kratz ve Stadtmiiller (1989) boyle bir kisitlamaya
ihtiya¢ duymadan, sadece reel veya kompleks terimli olan {s;} dizisinin sagladig: bir kogul
ile Jp-toplanabilmeden yakinsakhigin elde edildigi bir Tauber tipi teorem ispatlamigtir.
Bunun igin, p(z) = > o, pra” serisi 0 < z < 1 i¢in yakinsak olmak sartiyla ilk olarak

Borwein ve Kratz (1989) tarafindan ele alman

Ay, = inf p(x)z™" (n=0,1,2,...)

0<z<1

sayilart kullanilmigtar.

Ornek 3.1.1 p, = 1 (k= 0,1,2,...) yani Abel metodu durumunda z € (—1, 1) icin p () =
1/(1 — x) dir.

—-n

T
A, = inf
" 0i2<1 1—2x
olup z € (0, 1) igin tammh z — % fonksiyonu z, = 1 — #1 noktasinda minimuma sahip

oldugundan ve

lim <1— 1) =e

—n

oldugundan

A, = inf

o<z<1] — g

= (n+1) (1 S >_n ~en (3.1.57)

dir. Abel metodu i¢in

oldugu agiktir (Boos, 2000).

A, nin baz ézellikleri Borwein ve Kratz (1989) tarafindan agagidaki gibi verimistir. Lem-

manin ispati i¢in Boos’dan (2000) yararlanilmigtir.

Lemma 3.1.7
(¢) Her n=10,1,2, ... i¢in
Ny =p(xn)x," (3.1.58)

n
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olacak gekilde (0, 1) araliginda degerler alan bir {x,,} dizisi vardir 6yle ki 0 < z,, < z,41 —
1 (n— o0) dir.

(43) Her n,r = 0,1,2, .. igin 277" < 2= < 27" dir.

(i5) A\, > P, dir.

(Boos, 2000).

Ispat. p(0) = py > 0 ve Teorem 2.2.3 den  — 1~ p(x)’in monoton olarak sonsuza
iraksadigini biliyoruz. Bu nedenle herhangi bir n = 1,2,... sayist icin x — 1~ veya
x — 07 iken p(z)z™™ — oo olur. . g: (0,1) = R, g(x) = p(x)x~" fonksiyonu stirekli
oldugundan her n = 1,2,... igin A, = p(z,)x,™ olacak sekilde bir x, € (0,1) sayisi
secebiliriz. Ayrica, p (7) kesin artan oldugundan z = 0 i¢in Ag = p () 25° dir. A, nin
tanimindan her n,r =0, 1,2, ... igcin A, < p(x,) z; " ve A, < p(z,)z," dir. Buradan

:7,—7" — p(:Br) ':Br < AT < p(:l?n) xn — In—r

pa)e;™ = Ay~ plzg)ay "
elde edilir. Bu egitsizlikten n € N ve r = n — 1 igin x,_; < z, elde ederiz. Yani {z,}

T

dizisi monoton artandir. z, — 1 (n — o00) oldugunu ispatlayalim. Bunun igin, bir «
sayist i¢in 7, < a < 1 (n € N) oldugunu kabul edelim. O zaman 2\, nin tanimindan, g

fonksiyonu her n € N igin bir minimuma sahiptir ve bu

P (@) 2" = mp () 2" =0
ve boylece
/
p—(fEn) n =n— 00
p(zn)

olmasimni gerektirir. Fakat bu z € (0,1) i¢in p(x) > py > 0 ve sup,gq P (¥) < 00
olmas ile celigir (p’ () kuvvet serisinin de yakinsaklk yarigcapi 1 dir). Boylece {z,}
dizisinin varhgim ve {z, } dizisinin ézel segimlerinden bagimsiz olarak (i) ve (ii) siklarimin
dogrulugunu ispatlamig olduk. (iii) nin dogrulugunu gosterelim. (3.1.58) yi gercekleyen

bir {z,} dizisi i¢in,
(e 9] n n
Ay =p(z,)2," = Zpkiﬁffn > Zpkq:ﬁ’" > Zpk =P,
k=0 k=0 k=0

dir. =

p(xn)z," = A, olacak sekildeki bir {x,} dizisi Abel metodu i¢in z, = 1 — - ile

verilebilir.

Teorem 3.1.14 Eger s, — s (J,) ve

Sk — Sp—1 =0 (Z—Z) (k — o0)

s — s dir (Kratz ve Stadtmiiller, 1989).
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Ispat {sg} dizisi sp — sp_1 = 0 ( g’“ ) kogulunu gerceklesin. Genelligi bozmadan s, —

0 (P) oldugunu kabul edebiliriz. Kabule gére, Her ¢ > 0 saysi i¢in Oyle bir k. =

0,1, 2,...say1s1 vardir ki
Pk
A2

dir. Lemma 3.1.7 ye gore (3.1.58) esitligini saglayan bir {x,} dizisi secelim.

k> k. iken |sp — sp_1| < e-— (3.1.59)

Ps (@) _ b sprk — s T
p(mn) n| = p(xn) Zpk k nzpk
_ p(in) Zpk(sk—sn)x
- pén) (1 (1) + 55 (1)

dir. Tk olarak S, (n) yi ele alahm. n > k. icin, (3.1.59) dan

00 k
Sa(n) < Y pe > sy —sealal = Z |5y — 50— 1\21%

k=n-+1 v=n-+1 v=n-+1
< ¢ 5 E Prly
v=n+1 U
0 k—v [e%¢}
n v
= E P (—) <e E Py,
v= n+1 nk— Lo v=n+1

k—v
dir. Esitsizligin son kisminda, k& > v > n ve {z,} artan oldugundan <§—Z) <1
oldugunu ve v = 0,1,2, ... igin A,z% =p(z,) > > oo, Pext oldugunu kullandik. Simdi de
S1 (n) toplamini degerlendirelim. Herhangi bir n > k. i¢in, (3.1.59) dan

n v—1
Si(n) < Zpk Z |50 — Su1| 2y, Z!sv—qu\meﬁ

k=0 v=n+1
ke—1
S Z|Sv_sv 1|Zpk-’ﬂ +Z|Sv_8'u 1|Zpk’x
v=ke
< +€Z Zpk:x
v=ke
k—v
s 5 ()
v=ke T o v
< n)+<€zpvxz
v=ke

40



k—v
elde edilir. Burada da, k < v < n ve {z,} artan oldugundan <“’;—:) < 1 oldugu ve de
v=0,1,2,..icin Azl =p(z,) >3, épkxf oldugunu kullandik.

v—1
Z w2t =0 (v sabit ve . — 17)
p(ﬂf)k

oldugundan lim,, ,,, S3 (n) = 0 dir. Boylece
limsup|s,| < limsup M + lim sup M — Sp
n—00 n—oo | P (xn) n—oo | P (l‘n)
< 04+ limsu v, + € vy + S5 (
< vvimnds (<3 pnve s s0)
v=n+1 v=ke
< 2¢

elde edilir. Bu s,, — 0 olmasini gerektirir. Boylece ispat biter. m

pr =1 (k=0,1,2,...) igin (3.1.57) den A, ~ en oldugundan Teorem 3.1.14 den Abel

toplanabilme i¢in bilinen agagidaki Tauber teoremi elde edilir.

Sonug 3.1.7 s, — 5,1 = 0( ) kogulu Abel toplanabilmeden yakinsakligin elde edildigi

bir Tauber koguludur.

Tietz ve Trautner (1988) tarafindan verilen J, — M, tipi ve J, — c tipi agagidaki

teoremleri ifade edelim.

Teorem 3.1.15 1 < » — 1(m — o00) iken 1 < 1% — 1 olsun. Bu durumda s, = O (1)
kosulu (reel s, icin s, = Op, (1) kosulu) bir J, — M, tipi Tauber kosuludur (Tietz ve
Trautner, 1988).

Teorem 3.1.16
np, = O (P,) (3.1.60)

olsun. Bu durumda s,, = O (1) kosulu (reel s, i¢in s,, = Oy, (1) kosulu) bir J, — M, tipi
Tauber kosuludur (Tietz ve Trautner, 1988).

Bu teoremin p,, := n+r1 (n=0,1,...) 6zel durumunda J, ve M, metodlar sirasiyla loga-

ritmik L ve [ metodlarina indirgeneceginden Kokhanovskii (1975) tarafindan ispatlanan

su teorem elde edilir: s, = O, (In(n + 1)) kogulu L — [ tipi bir Tauber koguludur.
Ayrica, p, =

n

? icin s, = Or (In(n+ 1)) kosulu np,s, = Or (P,) kosuluna denktir.
Ayrica bu kogul {p,} dizisi iizerindeki

_op(?)
ml—>1* p(x)
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kosulu ile birlikte bir J, — M, tipi Tauber koguludur (Kokhanovskii, 1978). Benzer bir
sonug ise Mikhalin (1978) tarafindan ispatlanmigtir. Bu sonuglarin hepsi ise Borwein’e
ait Teorem 3.1.11°in bir sonucudur. Tietz (1989), Teorem 3.1.11'i agagidaki gibi ifade

etmistir.

Teorem 3.1.17
np, = o (P,) (3.1.61)

olsun. Bu durumda np,s, = O, (P,) kosulu bir J, — M, tipi Tauber koguludur (Borwein,
1981)

Eger (3.1.60) kosulu gergeklenirse o zaman s,, = Oy, (1) kosulu np,s, = O, (P,) kosulunu
gerektirir. Bu nedenle dogal olarak Teorem 3.1.17°deki (3.1.61) kosulunun (3.1.60) kosgulu
ile degistirilip degistirilemeyecegi sorusu ortaya cikar. Bu sorunun cevabi olumludur ve

agagidaki teoremin bir sonucudur. Ciinkii (3.1.60) kosulu

n P
— =1 — ik 1< =251 3.1.62
- (m — o00) iken <5 ( )

m

1<
kogulundan kesin olarak kuvvetlidir.
Teorem 3.1.18 (3.1.62) saglansin. Bu durumda np,s,, = O, (F,) kosulu bir J, — M,
tipi Tauber koguludur (Tietz, 1989).
Teorem 3.1.16 ve Teorem 3.1.17’yi igeren Teorem 3.1.18’in ispati i¢in agagidaki lemmalar-

dan yararlanacagiz.

Lemma 3.1.8 P, = O (P,) ise

dir (Kratz ve Stadtmiiller, 1989)
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Ispat. P, = O (P,) olsun.

o0

plz) = Zpkxk:(l—x)Zpk Z (1—2) Zka

k=0

= (1 — [E) Z P2k1'2k + Z ng_ll’Qk_
L k=0 k=1
00 1 00
= (1 — $) Z ng.l’Zk + E Z ngfllzk
L k=0 k=1 J

1 (o)
< (1—x) (1 + —) Z Py (Pog—1 < Py oldugundan)
T/ =
C (o ¢]
< = (1—2a? P hipotezd
< x( :E)Z % (hipotezden)
O - 2k N 2k
= (1 x )Zpkx Zx
t k=0 k=0
C’ 1— 22
oz l-— x2p( )
olup buradan
p(x)§€—>0 (z—17)
p(a?) ~ x

elde edilir. m

Lemma 3.1.9 P, — oo ve P, = O(P,) ise her t € (0,1) i¢in p (¢'/") = O(P,) dir
(Tietz, 1989).

Ispat. ¢ € (0,1) sabit olsun. Lemma 3.1.8’den her = € (0, 1) icin p (z) < Kp (2?) olacak
bicimde bir K > 0 sayis1 vardir. Kt"/? — 0 (n — oo) oldugundan ¢ := Kt™/? < 1 olacak

bigimde bir m € N segebiliriz. Bu durumda

k=0

k=mn+1
< Pmn+tmn/2n Z pktk/Qn :Pmn+tm/2p (tl/Qn)
k=mn+1

< P+ K2 (1/7) = Py + 2p (817

yazilabilir. P, = O (P,) oldugundan son esitsizlikten

/n
p(t* )<Pmn 1
P, — P, 1—c¢

=0(1) (n— o)

elde edilir. =
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Lemma 3.1.10 (3.1.62) ve np,s, = Or (P,) kosullar1 gergeklensin. Bu durumda

ps (7) =0(1) (xr—17) iken t,=0(1)

dir (Tietz, 1989).

ispat. n=0,1,...,i¢in np,s, > —K P, olacak bicimde bir K > 0 sabiti secelim. Negatif

olmayan bir {~,} dizisini

S np, = 0 ise

KP,/np, , np, # 0 ise

bigiminde tanimlayalim. Bu durumda n =0, 1,..., i¢in s, > —7, ve np,y, = O (B,) dir.

Teorem 3.1.11’in ispatin1 dikkate alarak sabit bir ¢ € (0, 1) segip
1 n
p (£ ;pksk =0(1) (n— o0 (3.1.63)

elde ederiz. Stadtmiiller ve Trautner (1979), P, /P, = O (1) kosulunun (3.1.62) kogulunun
bir sonucu oldugunu gostermistir. Buna gore Lemma 3.1.9’dan p (¢'/") = O (P,) olup

(3.1.63) den

tl/n
tnzp( tl/” Zpksk—

bulunur. =

Lemma 3.1.11 (3.1.62), np,s, = O (P,) ve t, = O (1) kosullar gerceklensin. n =
0,1,...1i¢in @, := Py + - -+ + P, olmak fizere

@n —1 (n>m —o0) iken liminf (¢, —t,) >0 (3.1.64)

@m
dir (Tietz, 1989).

ispat. n=20,1,..., icin
by —th-1 = F (Sn - tn—l)

n

oldugundan n > m > 0 i¢in

tn_tm: ivpvsv vavl

v=m-+1 v=m+1

dir. Dolaywsiyla np,s, > —KP, ve |t,| < K kosullarin1 gergekleyen K > 0 sabit sayisi
icin n > m > 0 iken
n P,
ty—tm > —KIn Y — K (— - 1) (3.1.65)

m P,
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elde ederiz. n > m icin

n_l_(n—m)Pm 1 <
m m P, — mP,, Qm mP, —

Pt Popst -+ Py _ Qo=@ Qm _ (&_1) (m_+1>
_ o —

oldugundan n > m — oo iken Q,,/Q,, — 1ise n/m — 1 dir. Boylece (3.1.62) kosulundan
P,/P,, — 1dir. O halde (3.1.64), (3.1.65) den elde edilir. m

Teorem 3.1.18’in ispatl. {s,} dizisi np,s, = O (P,) ve J,-lims, = o kosullarina
sahip olsun. Lemma 3.1.10’dan ¢,, = O (1) ve J,-limt,, = o dir. Boylece Lemma 3.1.11’den
(3.1.64) gerceklenir. (3.1.62) den

l<n/m—1 (m—o0) iken 1<Q,/Qn—1

dir. Apyrica, ileride verilecek olan Sonug 3.1.9’dan limt, = o ise M,-lims, = o dir.

Boylece ispat biter. m

npnSn = Of (P,) koguluna gére Teorem 3.1.18’deki {s,} dizisi reel olmahdir. Ancak Oy,
kosulu O kogulu ile degistirildiginde Teorem 3.1.18 kompleks {s,, } dizileri igin de gegerlidir.

Sonug 3.1.8 (3.1.62) gerceklensin. Bu durumda np,s, = O (P,) kosulu bir J, — M,
tipi Tauber kosuludur (Tietz, 1989).

r > 0 olsun. {s,} reel terimli bir dizi ise
by : o
n>m-—o0 ve = 1 iken liminf (s, — s,,) > —7 (3.1.66(r))
kosulu, {s,} kompleks terimli bir dizi ise

P, : :
n>m-—yoo ve o= 1 iken limsup |s, — S| < 7/V2  (3.1.67(r))

kosgulu Tietz (1990) tarafindan Tauber kosullari olarak kullanilmigtir. Bu kogullar {s,,}
icin Schmidt tipi yavag azalanlik kosullar1 olarak ifade edilebilir.

Teorem 3.1.19
Pn+1

Py,
olsun ve (3.1.66(r)) (veya (3.1.67(r)) gergeklensin. Bu durumda M,-lims, = o iken
limsup |s,, — o| < r dir (Tietz, 1990).

Ispat. Ispati reel {s,} i¢in ve o = 0 durumu icin yapahm. (3.1.66(r)) den 6yle bir § > 0
sayisi ve bir M € N sayis1 vardir ki

by

n>m>M ve —
P,

<1+4+§ iken Sp— Sm > —Tr —¢€ (3.1.69)
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dur. P, — oo olmasi ve (3.1.68) kogulundan &yle bir My > M vardir ki

o P,

m>M0 iken 1+§§P—m

<1456 (3.1.70)

dir. Gergekten, m — oo iken P,, — oo oldugundan 6yle bir m; € N vardir ki her m > m;

)
icin P, > 1+ 3 dir.

Pn_ Pn Pnfl Pm71_>1 ( = N )
Pm B Pnfl n—2 Pm " " >
y . . . : P,
oldugundan 6yle bir my € N vardir ki m > my iken 1 < N < 140 dir. My >

max {my, mo, M} olarak secilirse her m > M, i¢in
)
1+§§Pm<Pn§].+5

ve buradan (3.1.70) elde edilir. Boylece (3.1.69) dan n > m > M, igin

P.t, — P,t,, = Z P,s, < max s, Z P,<(s,+r+¢e)(P,— Py)

m+1<v<n
v=m-+1 v=m+1
ve buradan
Byt < ($n+7+¢) By
—lp —lm = \Sn r & -
P, P,

olur. Kabule gore ¢, — 0 olup (3.1.70) esitsizliginden liminf, , (s, +7+¢) > 0 elde

ederiz. € > 0 sayist keyfi oldugundan liminf s,, > —r elde edilir.

Pyty = Pty = Y Pysy < (sy—1—€) (P, — Py)

v=m-+1
P, P,
ty — =t > (sn—7r—e) (1 — ==
T2 (1- %)
egitsizliginden ise lim sup s, < r bulunur. Ayrica,
liminf s, > —r = —liminf {s,} <r = limsup (—s,) <r

oldugundan limsup |s,| < r elde edilir. =

Sonug 3.1.9 (3.1.68) ger¢eklensin. (3.1.66(0)) (veya 3.1.67(0)) kosulu M, — ¢ tipi bir
Tauber kosuludur (Tietz, 1990).

Not 3.1.2 Kwee (1972), Lemma 3.1.1" de Sonug 3.1.9 u (3.1.68) kosuluna kisitlamadan
ifade etmistir. Ancak bu dogru degildir. Gergekten,

Por = 2k, Doky1 = O7 Sok = O, Soky1 = 1 (k = 0, 1,2, )
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secilirse

. 1
M,-lim s, = an;ofn;pksk =0

olmasina ragmen (s,,) wraksaktir. Burada
Py =Py =2 —1 (k=0,1,2,..))

olup (3.1.68) kogulu saglanmiyor. Ciinkii n = 2k + 1 i¢in
Pn+1 B 2k+1 14+ 2k+1 B 2’ 2k+1 -1

P, - 2k+1 _ 1 T9k+1 _ —2#1
dir (Tietz, 1990).
Tietz (1990) tarafindan kullanilan bir diger kogul ise
1< 51 mooo) iken 1<i™ 41 (3.1.71)
— m — oo0) iken — 1.
m - P,

kosuludur. Eger (3.1.71) kosulu gergeklenirse (3.1.66(r)) yerine

" 41 iken lim inf (s, — sm) > —r (3.1.72(1))
m

kosulu, (3.1.67(r)) yerine de
1 iken limsup |s, — sp| < L (3.1.73(r))
m V2

kosulu almabilir. (3.1.68) kosulu (3.1.71) kosulundan elde edileceginden Teorem 3.1.19 ve

onun sonucu asagidaki gibi olur.

Teorem 3.1.20 (3.1.71) ve (3.1.72(r)) (veya (3.1.73(r))) gergeklensin.
M,-lims, =0 ise limsupl|s, —o| <r
dir (Tietz, 1990).

Sonug 3.1.10 (3.1.71) kosulu gergeklensin. (3.1.72(0)) (veya (3.1.73(0)) kosulu bir M, —

¢ tipi Tauber koguludur.

Sonug 3.1.9'un ve Sonug 3.1.10'un 6zel halleri logaritmik toplanabilme metodu i¢in Kwee'nin
(1967,1971) ve Phillips’in (1973) galismalarinda, J,-metodu i¢inse Jakimovski ve Tietz’in

(1980) caliymasinda mevcuttur.

Teorem 3.1.19"un ispat1 gosteriyor ki Teorem 3.1.19 ve Teorem 3.1.20’de s,, = O (1) kogulu
kabul edilirse M,-lim s,, = ¢ kosulu ¢, = O (1) kosuluna zayiflatilabilir. Bunu gostermek

icin once agagidaki lemmay1 ispatsiz olarak verelim.
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Lemma 3.1.12 ¢ > 0 olmak {izere n = 0,1,2,... i¢in ¢, (t) = p,e”™/p (e‘l/t) olsun.
Kesin monoton, pozitif, sonsuza wraksayan ve f(t+ 1) — f(t) — 0 koguluna sahip bir

f:(0,00) = R fonksiyonu i¢in

D ety =0 (f(t) = f(M) =00, t>M— o0) (3.1.74)
de@fn) = f(N)] =0 (fF(N)=f(t) =00, N>t—o00) (3.1.75)

saglansm ve n <t <n+1ligin s(t) =s, (n=0,1,2,...) olan {s,} dizisi verilsin. Eger
s(t)y—s(u)>—alf(t)—fw)]—>b, t>u>0 (3.1.76)

kosuluna sahip a ve b sabitleri varsa

P ()
p(z)

=0(1) (z—17) iken s,=0(1)
gecerlidir (Rangachari, 1980).
Teorem 3.1.21 (3.1.71),
Py, = O (Py) (3.1.77)
ve (3.1.66(r)) (veya 3.1.67(r)) gergeklensin. Bu durumda

(x—17) iken ps (@) =0(1) ise s,=0(1)

p(z)

dir (Tietz, 1990).

Ispat. Teoremi reel {s,} icin ispatlamak yeterlidir. Buna gore {s, } reel dizisinin (3.1 (r))

Ps(z)
p()

3.1.12°deki gibi tanimlansin ve

ve = O (1) (x — 17) kosullarina sahip oldugunu kabul edelim. ¢, (t) ve s (t) Lemma

f(t):hlp[t], 0<t<oo

olsun. Bu durumda f : (0,00) — R monoton, sonsuza wraksak ve f(t+1) — f(t) —
0 (t — oo) koguluna sahip bir fonksiyondur. Sirasiyla, (3.1.74), (3.1.75) ve (3.1.76)
kosullarinin gerceklendigini gosterelim.

(3.1.74) kosulunu gosterelim.
ft)—f(M)—= oc0= Py/Py — o0 (3.1.78)
olur. Lemma 3.1.7 (iii) den

Py <inf{p(z) /212 € (0,1)}
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dir. Béylece 6zel olarak ¢ > 0 igin Py < p (e7/*) e dir. Bununla birlikte (3.1.78) den
f@)—f(M)— oo (t>M — o0) igin

Py Py
a0 i = B =)

elde edilir.
Simdi de (3.1.75) kosulunu gosterelim.

FIN = F() > 00 = 2Y o0
Py
ve (3.1.77) den

N
f(N)—f(t)—>oo:?—>oo (3.1.79)
olur. Bunun yani sira Lemma den
p(eN)=0(Py) (N — o0) (3.1.80)

elde edilir. f(N) — f(t) — oo kosulu uygulamrsa (3.1.79) dan 6yle bir ¢y > 0 vardir ki
t >t igin N > 2t dir. Buradan ¢t > ¢ igin f (N)— f (t) = oo (N >t — 00) iken, (3.1.79)
ve (3.1.80) den

S 1 =
cn (t n)—f(N) = ——— ne /2
> 0170~ £ (V) p(em)n%p L
n/t _
S PNp l/t z]v:—’—lpn PN]
ol _W %:Hpv;pn
_ —v/t —(n—v)
~ Pap( _1/t %;Llpv Zp )
p () Jtu/N
< —v v
= Pyp(e7/t) %;Llpv
_ p(eN) Z pye Y 2 v (N=21)/2Nt
Pyp(e7'/1) =N+1 '
< ﬁ Z Dye —v/2t ,1-N/2t
Pyp (e71/") =N+1
p (e_l/N) p( ) 1-N/2t _
< Py ple i) e =o(1)

bulunur. Ciinkii, Lemma 3.1.8’e gére P, — oo ve (3.1.77) kogullar1 z — 1~ iken ]ﬁ(;)) =

O (1) olmasim gerektirir.
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Son olarak, (3.1.68) ve (3.1.66(r)) den, Lemma 3.1.5’ye gore
S(t)—s(u)Z—aln<ﬂ—b>, t>u>0

olacak sekilde a ve b sabitleri vardir. Yani (3.1.76) kosulu gergeklenir. Béylece teoremin

ispat1 Lemma 3.1.12’den ¢ikar. m

Teorem 3.1.21'nin 6zel durumu Abel metodu i¢in Davydov (1963) tarafindan ispatlanmigtir.

Ayrica, Teorem 3.1.8’i Teorem 3.1.21°den elde edebiliriz.

Teorem 3.1.15'den agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.1.22 (3.1.71) gergeklensin. (3.1.66(r)) veya (3.1.67(r)) bir J, — M, tipi
Tauber kosuludur (Tietz, 1990).

Teorem 3.1.19'dan ve Teorem 3.1.22’den ¢ikan asagidaki onemli sonug elde edilir:

Sonug 3.1.11 (3.1.71) gergeklensin. (3.1.66(0)) veya (3.1.67(0)) kosulu bir J, — ¢ tipi
Tauber kosuludur (Tietz, 1990).

Teorem 3.1.23 (3.1.71) gergeklensin. P,a, = O (p,) (veya P,a, = O (p,)) kosulu bir
J, — c tipi Tauber kosuludur (Tietz, 1990).

Ispat. P,a, = O, (pn) kosulundan o6yle bir K > 0 vardwr ki s,, — s,_1 > —Kp, /P, dir.

Boylece n > m icin

n

Ssm = D, (sn = nm) 2 K i p—vz—p£ i Po = Sp—sm 2 —K (?4)

v=m-+1 v=m+1 " " ™ y=m+1

olur. (3.1.71) kabuliinden (3.1.66(0)) elde edilir. =

Jp-lim s, = 0 = Jp-limt, = o oldugundan
olmak tizere agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1.12
@n

1<+ 51 (m—oo) iken 1<% 1 (3.1.81)
m m

olsun. @, (t, —tn—1) = Or (P,) (veya Qy (t, —t,—1) = O(P,)) kosulu J, — M, tipi
Tauber koguludur (Tietz, 1990).
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Simdi ise (3.1.66(r)) ve (3.1.67(r)) ye benzer olan
Qn/Qm —1 (n>m — 00) iken liminf (¢, —t,,,) > —r (3.1.82(r))

Qn/Qm — 1 (n>m — o0) iken limsup (t, — tm) < r/\/§ ’
(3.1.83(r))

kosullarin ele alacagiz. Bu kosullar
n/m—1 (n>m — o0) iken liminf (t, — t,,) > —r (3.1.84(r))
ve
n/m— 1 (n>m — o0) iken limsup (t, — tp) < 7/v2 (3.1.85(r))
kosullarindan daha zayiftir. Ciinkii
n—m#P, Pm+1+---+Pn:Qn—Qm Qm <%

n
2=
m m P, — mpP,, Qm mP, ~ Qn

-1 (n>m>0)

oldugundan @, /Q,, — 1 olmasi n/m — 1 olmasim gerektirir. (3.1.81) kabul edildiginde
(3.1.82(r)), (3.1.84(r)) ye ve (3.1.83(r)), (3.1.85(r)) ye denktir. Ayrica Jy-lims, = o iken

Jp-limt,, = o oldugundan Sonug 3.1.12’den su sonucu elde edebiliriz.

Teorem 3.1.24 (3.1.81) gerceklensin. (3.1.84(0)) (veya (3.1.85(0))) kosulu bir J, — M,
tipi Tauber koguludur (Tietz, 1990).

3.2 Cift Diziler ile Tanimhh Kuvvet Serisi Metotlari igin Tauber

Tipi Teoremler

Bu kisimda ¢ift kuvvet serisi metotlar: igin Baron ve Stadtmiiller (1997) tarafindan verilen

bir Tauber tipi teorem incelenecektir.

m,n € Ny = 0,1,2, ... olmak tizere {p,,} negatif terimli olmayan ve pyo > 0 koguluna

sahip bir ¢ift indisli dizi olsun.

ry€(0,1) ign  p(w,y)i= D pmar™y" < oo

m,n=0
ve

z,y — 17 iken p(x,y) = oo (3.2.1)
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oldugunu kabul edelim. Buradaki iki degiskenlilerin limitinin Pringsheim anlaminda
oldugu, yani degigkenlerin limit noktalarina birbirlerinden bagimsiz olarak yaklastigi kabul

edilecektir.

vy €(0,1) icin  p(z,y) = > praaty’
e, 1=0

oldugundan (3.2.1) in gergeklenmesi i¢in gerek ve yeter sart
m,n m n
m,n — oo iken P, , = Z D = ZZ}?M — 00
k,l=0 k=0 1=0

olmasidir. {ay,} reel ya da kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak tizere

m,n
Smn = E A1

k,1=0

bigiminde tamml S = {s,,,} dizisini ele alalim.

1 m,n
Omn + = P Z PkiSk,
M g 1=0
oo
Ps (%y) L= Z Sm,npm,nxmyn
m,n=0
ve
Ps (3}', y)
os (T, y) == —7—=
p(z,y)
olsun.
(i) Eger
lims,,, = lIm s,,=s ve sup|Smun|l <o
m,n— 00 mn

ise S ¢ift dizisi sinirh olarak s ye yakinsaktir denir ve b-lim s,, ,, = s ile gosterilir.

(i) Eger her (z,y) € (0,1) x (0,1) igin pg (z,y) ¢ift kuvvet serisi yakinsak ve
r,y — 17 iken og(z,y) — s

ise S ¢ift dizisi J, kuvvet serisi metodu ile s ye toplanabilirdir denir ve Jp-lim s, , = s ile

gosterilir.

(iii) Eger

Jp-lim s, ,, =5  ve sup |og (z,y)| < o0
z,y€(0,1)

ise S’ cift dizisi s sayisina sinirh olarak J, kuvvet serisi metoduna ile toplanabilirdir denir

ve bJy-lim s, , = s ile gosterilir.
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(iv) Eger

m,n — oo iken o,,, — s

ise S ¢ift dizisi s sayisina M, agirhk ortalama metodu ile toplanabilirdir denir ve M,-

lim s, ,, = s ile gosterilir.

(v) Eger

M,-lim sy, =s ve sup|om,,| < oo

m,n
ise S ¢ift dizisi s sayisina siirh olarak M, agirlik ortalama metodu ile toplanabilirdir

denir ve bM,-lim s,,, , = s ile gosterilir.

P P
m,n — oo iken =L — 0 (I sabit) ve — — 0 (k sabit)

m,n m,n

kogullar1 altinda smirh dizilere kargilik gelen agirlikli ortalama metodunun regiiler (kisaca

b-regiiler) oldugu, yani

m sp,,=s5 ve sup|sm,n| <ooiken bM,-lims,,, =s
m,n—o00 mn

oldugu bilinmektedir (Hamilton, 1936) . Ayrica herhangi p, v sabitleri i¢in

00 k s !
Pk Py _

— 0 ve -0 (z,y—1 3.2.2
2w 2 oty 0 ) 822)

kosullar1 altinda J, ¢ift kuvvet serisi metodu b-regtilerdir.

Baron ve Stadmiiller (1997) J,-metodunun M,-metodundan daha kuvvetli oldugunu is-

patlamigtir.

Teorem 3.2.1 {p,,,} dizisinin (3.2.2) kogulunu gergekledigini kabul edelim. Bu durumda
bM,-lim s, , = s ise bJy-lim sy, , = s dir (Baron ve Stadtmiiller, 1997).

Ispat. (3.2.2) kosulu gerceklenirse {P,,,} dizisi ile belirlenen .J, kuvvet serisi metodunun

9]
m,n=0

b-regiiler oldugunu biliyoruz. Diger taraftan, P (z,y) := > P nx™y" gosterimini

kullanirsak

p(z,y)=01-2)(1-y)P(z,y)

esitligini kolayca elde edebiliriz. Ayrica

Pm,nam,n - Pm,n—lam,n—l - Pm—l,nam—l,n + Pm—l,n—lo-m—l,n—l = PmnSmmn
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egitliginden

00
§ E m, n
= Pm nOm n$ y -Pm,n—lo-m,,n—l'r Yy

m,n=0 m,n=0 m,n=0
- Z Pm—l,no—m—l,nxmyn + Z Pm—l,n—lam—l,n—lxmyn
m,n=0 m,n=0
L g +ay) i P myn
= —Yy—-x Ty m,no-m,nx )
p <:U7 y) m,n=0
1—
= ( m Z Pm nOm nx y

m,n=0

i Omn® y" — s (x, Yy — 1_)

elde edilir. Boylece Jy-lim s, = s ve sup, ,c1)|0s (2,9)| < oo, yani bJy-lims,,, = s

elde edilir. =

Negatif olmayan p = {p, } ve ¢ = {¢,} dizileri

n—>ooikenO<Pn::Zpk—>oo, 0<Qn::qu—>OO,

x € (0,1) icin p(z Zpkx < 00
(3.2.3)
y € (0,1) i¢in q(y) =) aqy' <o
kogullarini saglamak sartiyla py; = pgpq bi¢iminde carpanlarima ayrilabilen {py;}

dizisi i¢in tanimlanan kuvvet serisi metoduna J,, metodu, agirhkh ortalama metodu ise

M,,, metodu olarak adlandirilir. (3.2.3) kosulu altinda her iki metot b-regiilerdir.

Tek boyutlu kuvvet serisi metodunda oldugu gibi

AP = inf p(z)z™™ ve Al = inf q(y)y ™"

O<z<1 O<y<1
sayilar1 tammmlansin. Jp,-toplanabilmeden yakinsakligi elde etmek i¢in asagidaki Tauber

kosullar1 kullanilacaktir:

m
. dn
n = 1,2,... ic¢in sup Gun| < Bn——c
meNg Z H nA?L
(3.2.4)
n
n = 1,2,... icin sup Amw <osz—TZ.
n€eNp o— m
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Burada, {a,,} ve {5,} dizileri negatif olmayan sifir dizileridir.

Teorem 3.2.2 Qift indisli S dizisi {a,, } ve {5, } sifir dizileri i¢in (3.2.4) kogulunu saglasin.
Bu durumda
Jpg-lim s, , = s iken lims,,, =s
ve
bJpg-lims,, ,, = s iken b-lims,,, =s

dir (Baron ve Stadtmiiller, 1997).

Teoremin ispatinda agagidaki Lemma ve onun sonucundan yararlanilacaktir.

Lemma 3.2.1 Cift indisli S dizisi negatif olmayan {a,,} ve {f,} dizileri i¢in (3.2.4)
kosulunu saglasin. Bu durumda her p, v, m,n € Ny i¢in
(2)

|Spv—Smn| < Z Oék:pk + Z ﬁz

k=py+1 k 1=0,+1
esitsizligi gegerlidir. Burada p, = min{u,m} , p, = max {u, m} ve 0, = min{v,n} ,

6, = max {v,n} seklindedir.
(41)

Oékpkl‘ 5lfm/n
0 (T ) = Sl < z z

k=1
esitsizligi gecerlidir (Baron ve Stadtmiiller, 1997).

Sonug 3.2.1 Lemma 3.2.1’deki {a,,} ve {5, } dizileri sinirh diziler ise

sup |Us (l’m, yn) - Sm,n| < 09,
m,n

sifir dizileri ise

lim |05 (Zm, Yn) — Smn| =0
m,n—00

dir.

Lemma 3.2.1 in ispati. () 4 > m ve v > n i¢in (3.2.4) dan

v m,n o v m v
|Spv—Smn| = E | — E ap;| < E E Q| + E E g
k,1=0 k,1=0 k=m+1 (=0 k=0 I=n+1
I v v m
< E E ag| + E g Qg1
k=m+1 [ [=0 l=n+1 | k=
< Ozk—p+ E ﬁz

k=m+1 l=n+1
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olur. Eger < m ve v > n ise o zaman yine (3.2.4) den

m n v I
|3;w—3m,n| - E E Ak + E E Q.1
k=p+1 | 1=0 l=n+1 | k=0

< Zakpk+251

k=p+1 l=n+1
olur. Geriye kalan durumlar benzer seklide ele alindiginda istenen sonucun elde edildigi
gortlir.
(i) (3.1.58)%e gore AP = p(xy,)x,™ ve A = q(yn)y," (x,) esitliklerini saglayan 1’e

yakinsayan ve azalmayan {z,,} ve {y,} dizileri mevcuttur. Buna gore Lemma 3.2.2 den

’Us (xma yn) - Smn’

Z Puo [Spw—Smn| ThYn

~ ple )Q(yn 10—0
< quﬁ Z o, + Z 61— Ty
(J(yn) 11,0=0 k=pu+1 1=0,+1

1 m—1 m m D
= ) (” kZ H%p“ k§1akﬁ’é>+

! ( qzz +quyn25l(ﬂ)

q (yn) — — v=n+1 I=v+1

1 - = Pk X - v\ "
B Tm “m B[ Zm
. <Zak %St (22 ) FY el zp(> )+

k=1 =0 k=m-+1 Ay
n -1

l

1 @ yh o (Y QZ n o
@F—l @Y\ - + Z 51 l

dir. {z,} ve {y,} dizileri azalmayan diziler oldugundan (z,,/z;)" ™" < 1 ve (yo/w)""' <1

dir. Ayrica Ayl = q (y;) ve APzf = p (x;) oldugundan
l Kk =

1 o
) > anprr, +
M k=1

|US (xmayn) - Sm,nl <

] > B,
=1

n

dir. m

Sonug¢ 3.2.1’in ispatl. Sonug tek boyutlu kuvvet serisi yontemlerinin diizenliligi ve
pozitifliginden kaynaklanmaktadir. Tek boyutlu kuvvet serisi metodunun regilerliginden
ve pozitifliginden elde edilir. m

Teorem 3.2.2’nin ispati. Sonug 3.2.1 den elde edilir. m
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde toplanabilme teorisinin en genel metotlarindan biri olan J, kuvvet serisi topla-
nabilme metodu i¢in gegmisten giiniimiize kadar yapilmig baglica Tauber tipi teoremler
kronolojik olarak incelenmistir. Ozel durumda Abel ve logaritmik toplanabilme metodu
icin ulagilan sonuclara yer verilmistir. Bunun yani sira ¢ift dizilerin kuvvet serisi topla-
nabilme metodu icin de bir Tauber tipi sonug ele alinmigtir. Gerekli goriilen yerlerde bu

calismalarda yer alan sonuclarin ispatlar1 daha anlasilir olacak bicimde diizenlenmistir.

Canak ve Totur (2012) ve Totur ve Canak (2017) tarafindan yapilan ¢aligmalarda oldugu
gibi bu tezde ele alinan temel teoremler kullanilarak yeni sonuclara ulasilabilir veya bu

teoremler yeni kosullar kullanilarak genisletilebilir.

Diger taraftan ¢ift dizilerle elde edilen kuvvet serisi toplanabilme metotlari ile ilgili simdiye
kadar az sayida Tauber tipi sonug¢ olmasi dikkat ¢ekmektedir. Bu nedenle tek boyutlu
durumda ele aldigimiz ozellikle Tietz’e (1989, 1990) ait sonuglarin iki boyutlu durumda

caligilmasi yeni bir problem niteligi tagimaktadir.
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