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OZET

BAZI LOJISTIK BUYUME MODELLERININ ANALiZi UZERINE BIR
CALISMA

ISMAIL KAYA
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LISANS TEZI, 51 SAYFA

Tez Danismani: Dog. Dr. Mehmet KORKMAZ

Bu tezde, hem dnceden tanimlanmamis hem de spesifik olmayan popiilasyon
dinamiklerini ve daha genel biyolojik biiyiimeyi modellemek icin gesitli bliytime
egrileri gelistirilmistir. En basarili tahmin modellerinin, klasik Verhulst lojistik
biliylime denkleminin genigletilmis formlarina dayandigi gosterilmistir. Bu tiir birkag
modeli daha ayrintili olarak inceleyip karsilastirtyor ve bunlarla ilgili 6zellikleri
arastirtyoruz. Ayrica daha once bildirilmemis birkag iligkili sinirlama ve kisitlamay1
da belirleyip ayrintilarin1 veriyoruz. Bu modelleri 6zel durumlar olarak getiren lojistik
biiylime egrisinin genellestirilmis bir formu sunulmustur. Jenerik biiylime modelinin
bildirilen sinirlamalarinin bu yeni model tarafindan ele alindigi ve bununla
genisletilmis biiylime egrileri arasindaki benzerliklerin tanimlandigir gosterilmistir.
Ayrica, yeni biiyiime formunun, en azindan matematiksel temsilinde, lojistik biiyiime
ve varyantlarindan belirgin sekilde farkli olan ek biiylime kaliplar1 igerdigi de
gosterilmigtir. Ayrica, daha once desteklenmeyen, tipik olmayan popiilasyon
dinamiklerinin yalmizca model parametre degerlerinin mantikli bir sekilde
secilmesiyle modellenmesini saglayan bu yeni model tarafindan ek biiyiime
ozelliklerinin barindirildigint gésteriyoruz. Son olarak, yeni egrinin egri uydurma i¢in
nasil kullanilabileceginin kisa bir 6zeti saglanmustir.

Anahtar Kelimeler: Biyolojik Biiylime Dinamikleri, Lojistik Biiylime,
Genellestirilmis Lojistik Biliylime, Doniim Noktasi, Eksik
Beta Fonksiyonu, Gama Fonksiyonu, Mimimax, Saddle
Egrisi, Sonlu Farklar Yontemi



ABSTRACT

A STUDY ON ANALYSIS OF SOME LOGISTICS GROWTH MODELS
ismail KAYA
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 51 PAGES

SUPERVISOR: Assoc. Prof. Dr. Mehmet KORKMAZ

In this thesis, various growth curves have been developed to model both
previously unidentified and non-specific population dynamics and more general
biological growth. Most successful predictive models are shown to be based on
extended forms of the classical Verhulst logistic growth equation. We further review
and compare several such models in more detail and investigate the relevant features
for them. We also identify and detail several previously unreported associated
limitations and restrictions. A generalized form of the logistic growth curve is
presented, which brings these models as special cases. The reported limitations of the
generic growth model are shown to be addressed by this new model and identification
of the similarities between this and the extended growth curves. It is also shown that
the new growth form, at least in its mathematical representation, contains additional
growth patterns that are distinctly different from logistic growth and its variants. We
furthermore show that additional growth characteristics are accommodated by this new
model, enabling previously unsupported, untypical population dynamics to be
modelled by judicious choice of model parameter values alone. Finally, a brief
summary of how the new curve can be used for curve fitting is provided.

Keywords: Biological Growth Dynamics, Logistic Growth, Generalized Logistic
Growth, Inflection Point, Incomplete Beta Function, Gamma Function,
Mimimax, Saddle Curve, Finite Difference Method
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1. GIRIS

Biyolojik sistemlerin biiyiimesini modellemek i¢in ¢ok sayida model
tanitilmistir. Bunlar cesitli sekillerde veya biiyilik popiilasyonlar i¢in ¢ogunlukla
stirekli olarak popiilasyon dinamiklerini ele almaktadir. Digerleri, bir organizma veya
organizmalar i¢in ilgilenilen 6zelliklerin gergek fiziksel biiylimesini modellemektedir.
Basit {istel biiylime modeli, ilk donem i¢in bu biiyiimeye yeterli bir yaklagim
saglayabilir. Ancak, popililasyonlar icin, higbir avct ya da 6zel bir rekabet dahil
degildir. Bu nedenle popiilasyon engelsiz bir sekilde artmaya devam edecektir (veya
baslangigtaki bir biiylime azalmasi varsa kagmilmaz olarak sifira diisecektir).
Avlanmanin en 6nemsiz oldugu durumlarda bile model, gida ve habitat gibi ¢evresel
kaynaklar i¢in spesifik olmayan rekabet nedeniyle biiyiime diislislerini kapsamaz.
Kendi basina biiylime durumunda, sinirsiz biiyiime ayn1 zamanda gercekei degildir.
Ornegin, bitkiler olgunluga yaklasirken, ilgilenilen fiziksel 6zellikler sinirlayici bir
boyuta ulasacaktir. Verhulst [1], popiilasyon modeli i¢in kararli bir popiilasyonun
sonu¢ olarak doygunluk seviyesine sahip olacagini diisiinmiistiir; buna tipik olarak
tagima kapasitesi K denir ve biiyiime biiyiikliigii iizerinde sayisal bir {ist sinir olusturur.
Bu sinirlayici formu dahil etmek ve iistel modele bir uzanti saglamasi i¢in daha sonra
gosterilen lojistik biliyiime denklemini tanitmistir. Daha sonra Verhulst’un lojistik
bliyiime modelinin birgok genisletilmis model i¢in temel olusturdugunu gorecegiz.
Her biri orijinalin parametreli hale getirilmis bir versiyonudur ve lojistik egrisinin
kisitlamalarinin rahatlamasini saglamistir. Bu siirlamaya ragmen, lojistik biiyilime
denklemi bir¢ok farkli biyolojik sistemi modellemek i¢in kullanilmistir. Carlson [2],
[3.,4] egrisi ile iyi modellenen bir bakteri biiyimesini bildirmistir. Morgan [5], lojistik
denklemi Afrika fillerinin siirii davranisinmi tanimlamak igin kullanmustir. Krebs [6],
Perulu hamsi popiilasyon verisine uymast i¢in Verhulst lojistik denklemini de
kullanmistir. Lojistik modelin biyoloji alan1 disinda da uygulamalar1 yapilmstir.
Fisher ve Frey [7] bircok yeni iirlin ve teknolojinin pazara girigini tanimlamak i¢in
lojistik modelden basariyla yararlanmislardir. Lojistik modelinin bu  6zel
uygulamasinda N, halihazirda ele gecirilmis olan piyasanin ve (K — N) / K’nin ele
gecirilmesi gereken pazar paynin bir olglisiinii temsil etmektedir. Marchetti ve
Nakicenovic [8] diinya enerjisinin kullanimin1 ve kalan kaynagin miktarini

hesaplamak i¢in lojistik modeli kullanmistir. Herman ve Montroll [9], endiistriyel



devrim kadar evrimsel bir siirecin temel olarak lojistik dinamiklerle de
modellenebilecegini gostermistir. Burada, sanayi devrimi gelistikge, tarimdaki
isgiiclinlin oran1 azalirken, sanayideki oran biiyiimiistiir. Bu tezde genellestirilmis bir
lojistik denklemi tanitip 6zelliklerini sunuyoruz. Sonra birka¢ 6nemli biiylime modeli
kronolojik sirayla tekrar gézden gegirilerek 6zellikleri incelenmektedir. Son olarak,
her bir modelin tanitilan genellestirilmis lojistik biiyiime modelinden tiiretilebilecegini
ve genellestirilmis lojistik formun diger genellestirilmis formlarla zit oldugu

goriilmektedir.



2. MATERYAL VE YONTEM
2.1 Lojistik Biiyiime Egrisi

Verhulst [1]’un, Pearl ve Reed [12] 'in orijinal ¢alismasindan bu yana, Verhulst
lojistik egrisinin sigmoid ve asimptotik 6zelliklerini korurken, biiyiime i¢in alternatif
fonksiyonel formlar (f (N)) oneren gesitli katkilar1 olmustur. Bitki bilimlerinde, ilk
olarak Von Bertalanffy [14] tarafindan hayvanlarin biiylimesini tanimlamak igin
gelistirilen bir biiyiime denklemini uygulayan ilk Richards [13] olmustur. Denklemi
tanimlamak i¢in genellestirilmis lojistik denklem terimini kullanan Nelder [10]
tarafindan deneysel verilerin uydurulmasi i¢in Richards biiylime egrisi kullanilmistir.
Blumberg [15], Richards denkleminin bir genellemesi olarak hiper lojistik denklemi
tanimlamigtir. Turner ve ortak yazarlar [16,17] lojistik biliyiimenin daha da
genellestirilmesini  6nermis ve denklemlerine genel lojistik denklem adim
vermiglerdir. Daha yakin tarihli bir aragtirma makalesinde Buis [18], lojistik biiyiime
fonksiyonlart ile ilgili oOnceki c¢alismalari yeniden godzden gecirmis ve ilgili
Ozelliklerinin bazilarmi Ozetlemistir. Bu bolimde, standart Verhulst denklemini
genisleterek iyi bilinen birkag bitylime fonksiyonu ele alinmistir. Ayrica, gogu biiyiime
egrisini karakterize eden ve bir biikiilme noktasinin varligindan sorumlu olan sigmoid

ozelliginin varlig1 veya yoklugu incelenmektedir.

2.1.1 Lojistik Biiyiime

En basit ger¢ekei niifus dinamigi modeli iistel biiyiimeye sahip olandir.

dN
— =N (2.1)
Bunun sonucunda;
dN
N - rdt
dN
- jrdt
In|[N|=rt+c, c€R
N(t) = Nye™®, Ny €R (2.2)

olarak elde edilir.

Burada r, igsel biliylime hizidir ve kisi basina biiylime oranini temsil

etmektedir. Sinirsiz biiylimeyi kaldirmak i¢in Verhulst [1] istikrarli bir popiilasyonun
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ortamimn doygunluk seviyesine sahip olacagm diisiinmiistiir. Ustel model, mevcut
boyutun doygunluk seviyesi K, rasyonel eksikligini temsil eden ¢arpimsal faktor, 1 —

(N /K) ile artirilmigtir. Lotka'nin lojistik bitytime kavraminin analizinde [10], herhangi

bir anda (Z—IZ) niifus artig hizi, o anda niifus biiylikligiiniin bir fonksiyonudur, N(t),

yani, (‘;—IZ) = f(N) bir fonksiyondur.

Sifir popiilasyon sifir biiylimeye sahip oldugundan, N = 0 heniiz bilinmeyen
f (N) fonksiyonunun cebirsel bir kokiidiir. f (N) 'yi N = 0 yakiminda bir Taylor
serisi olarak genisleterek ve f (0) = 0 olacak sekilde ayarlayarak Lotka asagidaki

kuvvet serilerini elde etmistir;

N2
FNY = NF'(0) +=£"(0)
= N[ +5f"(0) (23)

olur.
Burada daha yiiksek mertebeden tiirevlerin ihmal edilebilir oldugu kabul edilir.
14 n Zr
f1(0) =rvef'(0) = -2
esitlikleri yardimiyla, (burada r, popiilasyonun igsel bilyiime hizi ve K'nin tagima
kapasitesidir) Verhulst lojistik denklemi elde edilir.

—_—7rN
ac

dir.

dn <1 - g) (2.4)

Verhulst lojistik denklemi, literatiirde ilk kez egriyi tiireten Verhulst'ten sonra
Verhulst-Pearl denklemi ve 1920'de Amerika Birlesik Devletleri'nde niifus artisini

yaklagik olarak tahmin etmek i¢in egriyi kullanan Pearl [12] olarak da adlandirilir.
Denklem (2.4)’lin ¢6ztimii su sekildedir:

KN,

NG = (K — No)e ™ = N,

(2.5)

burada N,, t = 0 sirasindaki popiilasyon biiyiikliigiidiir.



Lojistik biiytimenin ti¢ 6nemli 6zelligi sunlardir:
0] tlim N(t) = K, Nihayetinde niifus tasima kapasitesine ulasacaktir.

(i)  Goreceli biiylime hizi, %Z—IZ, artan niifus bliylikliigii ile dogrusal olarak azalir.
(iif)  Egilme noktasindaki niifus (biiyiime hizinin maksimum oldugu yer), Ny,

o K
tasima kapasitesinin tam yarist Ny, r = > kadardir.

r > 0 i¢in, ortaya ¢ikan bilylime egrisi bir sigmoidal sekle sahiptir ve (2.5) den,
tagima kapasitesine asimptotiktir. r < 0 icin kisi basina biiyiime hizinda bir azalma
mevcut oldugundan, biiyiime egrisi popiilasyonun yok olmasina yol agan sifira
asimptotiktir. Ger¢ek olmayan, bir bliylime orant olmayan 6nemsiz durumda, r = 0,
poptilasyon N, baslangi¢c degerinde statik kalir. Niifus biyologlari ve ekolojistler
esasen r > 0 oldugu durumla ilgileniyorlar ve bu ¢alismada arastirmalarimizi bu

durumla smirlandirdik.

Sekil 2.1, Ny = 10, K = 100 olan r gibi gesitli degerler i¢in birkag lojistik
egriyi gostermektedir. r bliytidiikge, egri tasima kapasitesine (K) ulasir. Sekil 2.2, igsel

bliylime hizinin varsayilan degerine bakilmaksizin, biikiilme noktasindaki niifusun,

Nins = g = 50 oldugunu gostermektedir
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Sekil 2.2 Verhulst lojistik biiylimesinde, biiylime oranina gore niifus biiytikligi.



2.2 Genellestirilmis Lojistik Biiyiime Fonksiyonu

2.2.1 Genellestirilmis Lojistik Biiyiime Fonksiyonunun Tanim ve Ozellikleri
Burada, onceden bildirilen tiim fonksiyonel formlar1 6zel durumlar olarak

iceren genellestirilmis bir lojistik biiyiime denklemi 6nerilmektedir. ilk olarak Nelder

[10] tarafindan Richards denklemini tanimlamak i¢in kullanilan bir terim olan

"Genellestirilmis lojistik denklem" terimi kullanilmaktadir. Kabul edilen terimin, tam

olarak elde etmeyi amagladigi seyi ifade ettigi ve agik¢ca Richards modelinden daha

genel oldugu i¢in uygun bir terim oldugu goriilmektedir.

Genellestirilmis lojistik fonksiyonu:

aN _ e ll _ (ﬁ)ﬁly (2.6)

seklinde tanimlanir.

a, B ve y gercek pozitif sayilardir. Bu tezde c¢alismalarimizi ¢ogunlukla bu
parametreler i¢in pozitif degerlerle sinirliyoruz, ¢iinkii negatif katsayilar her zaman

biyolojik olarak makul bir model sunmamaktadir.

Genellestirilmis lojistik fonksiyonunun 3 temel 6zelligi:

(i) }im N(t) = K, niifus nihayetinde tasima kapasitesine ulasacaktir.

(if)  Goreceli bitytime hizi, (1/N)(dN /dt) , en maksimum seviyesine su sayede
ulagir;

~(1/B)
K (2.7)

a—1

vo=(1+-20)

seklindedir.

N*" in gercek ve N,' dan biiyiik olmas1 sartiyla, aksi takdirde N = K" deki
minimum sifir degerine dogrusal olmayan bir sekilde diismesi halinde azami nispi
biiylime orani alttaki gibi verilir.

1dN a—1 @ VE
). e ()
N dt / max a—1+py

(%yﬂey)y (28)



N* nin 6nemli limit degerleri:

limN* =0

a—0

lim N* = e?/(1-@)
B0

)1/1_1)13 N*=K

dir.
(iii) Biikiilme noktasindaki (biiyiime hizinin maksimum oldugu yerde) popiilasyon
su sekildedir:

Nips = (1 + '6;(—]/) e K > N~ (2.9)

Agikgast Ny, < N ise, poplilasyon bu baslangi¢ degeri olan N;, ve kisi bagina
pozitif bir igsel biiyiime ile baslayacagi i¢in higbir biikiillme miimkiin degildir, boylece
Ninf'in elde edilememesini saglar. Ny, f'teki nispi biiylime oran1 yine (2.8)’de yalnizca
parantez i¢indeki ifadeler &, a — 1 ile degistirilir. Maksimum biiyiime orani:

a/B ¥
(C;_]Z)max - <Cil_]Z> =rk* (a fﬁy) (a f—yﬁy> (210)

Ninf

seklindedir.
Nins’ in 6nemli limit degerleri;

limNinf = thlTlf =0

y—oo a—0

ﬁl,l_{{)lo Ning = lim Nipp = )1/1{)% Ning = K
dir.

Ayni biikiilme degeri, a, y oldugu zaman c¢ok sayida genellestirilmis lojistik
form i¢in elde edilir. y = a ve B oram sabit kalmasi kosuluyla lojistik formun

degismesi saglanir.

Yardimer degisken olan x = (N/K)# tamitimu ile, (2.6) denklemini su sekilde

diferansiyel denkleme doniistiirebiliriz:



1
N = xFK  (Her iki tarafin t’ye gore tiirevi alinirsa)

dn 1 dx
W ¢ T ) V) s

it f dt

1 dx
’Ex(l_,b))/ﬁl(a — r(xl/ﬁK)a(l — x)y

Z_x = BrKe1x(@-D/PHI(1 _ yyr

t

ﬁrKa—ldt — x((l_a)/ﬁ)_l(l — x)_ydx (211)
olur.

Gerekli islemler yapildiginda elde edilen (2.11) denklemi 0’dan t'ye

integrallenirse;

(N(t)/K)F
x((=O/B)=1(1 — x)~Vdx = BrK* 't (2.12)
(No/K)P

olarak elde edilir.

(2.12) 'deki integral, «,f,y parametrelerinin herhangi bir sayisal degeri
alabilecegi genel durumda degerlendirilebilir. Sayisal degerler, (1 — x)~" binom ile

genisletilerek ve ardindan elde edilen sonuclarla birlestirilerek seri terim olarak

sonuclandirilabilir.
p=>1-a)/B>0
gq=1—-y>0

oldugunda integral;

f xP71(1 — x)9 1 dx,
olur.
X1 = (N(t)/K)ﬁ» Xo = (NO/K)ﬁ,

oldugunda, integral iki tamamlanmamis beta fonksiyonunun farkidir.

By, (p, @) ve By, (p, q) tamamlanmamus beta fonksiyonu su sekilde tanimlanr:



X1

By, (p,q) = f xP71(1 —x)9 1 dx
0

X0

By, (p,q) = f xP7H (1 —x)tdx
0

Bundan dolayz;
X1

Be 0@ ~ By i) = | 4710 =07 dx = prK e (213)
Xo

elde edilir.

p > 0, g > 0 olan kisitlamalardan «, f icin olas1 alttaki deger araliklar1 kabul edilir.
a<l >0 vy<1
a>1, <0, y<1.
(2.13) 'deki integral, 0 < xy < 1ve 0 < x; < 1 [11]’ den dolay1 iki seri agilimin farki

olarak ifade edilebilir,

X1 (o)
P
x; (1 —x,)4 B(p+1,n+1)
P11 — )4 1y =22 22 |1 n+1
jx (1=x) x Bp+qn+ 1)t
X0 n=0

p [ee]
_xo(l—xo)q [1+ZB(p+1,n+1) ol gty (214
p
n=0

Blo+qn+1)°0

seklinde olur.

Denklem (2.14) sirayla ifade edilebilecek sonsuz bir beta fonksiyon terimleri
dizisini igerir. Gama fonksiyonu [12] Lojistik formu (2.6) genel olarak analitik bir
¢ozliim olan N (t)’yi kabul etmemektedir. t, N'nin bir fonksiyonu olarak kabul edilen
durum hari¢ (2.12)' deki integral, ic¢inde saglamak sartiyla binom olarak

genisletilebilir. Genel durum, biikiilme zamani i¢in bir ifade olan t;,;:

gy\@ /B By\ @18 (@-1-2R)/B
o (1+3) N (1+) +y(y+1)<1+7>
inf = rariy 1—a L 21 1—a+2p
_ 1-a+pB 1-a+2p
A M e M)y e
rll—-a "KF(1—a+p) 20 K*(1-a+2p) ’ .
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1 1 -1 1 1 1
Linf =Eln % +Ely(1+,3]’)_1 +E%(l+ﬁy)_2 + o
(%)
1[ (No\P  1y(r+1) (Np\*# ~
‘E[y(r) t2 (%) +l e=1 (2.16)

seklindedir.

Sekil 2.3, genellestirilmis lojistik formu (2.6) igin genel popiilasyon

biiyiikliigiiniin (N) zamana (t) kars1 bir gosterimidir.
Asagidaki parametre degerlerine gore:

i. r=0.1, Nyo=1 K=100, a=1, p=3, y=2

ii. =05 Ny=5 K=65 a=1 =06 y=18

ii. r=1, Ny=05 K=50, a=05 pg=15 y=1

iv. r=1, Nyg=05 K=40 ,a=3, =05 y=3

v. r=20.001, Np=10, K=100, a=2, f=-1, y=2

vii r=03, Ny=01, K=30, a=15, =15 y=25
biikiilme noktalar1’da su sekildedir;

100 L] L] T L] T

a0 b (v}

80

(i)

(iv) T

{wi -

20

10

0 20 40 60 80 100 120
t

Sekil 2.3 Yukaridaki parametre degerlerine gore, genellestirilmis lojistik biiyliimesi
icin ve zaman i¢indeki popiilasyon biiyiikliigiiniin gelisimi
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Sekil 2.4 aynm1 parametreler i¢in biiyiime hizin1 kendi maksimum degeri ile

gostermektedir.
9 | L 1 L 1 L 1 1 1
al -
v)
7k .
ivi)
6} .
5h i
dN
dt b i

i

117 |

i)
(i}

M

Sekil 2.4 Yukaridaki parametrelere gore genellestirilmis lojistik biiyiimesi i¢in ve
biiylime oranina gore niifus bilylikliiglinlin degerleri

(1) N = 52.31
(ii) Nips = 19.19
(iii) Ny p = 20
(V) Nipp = 17.77
(V) Nins = 0 < Ny = 10 (Biikiilme yok)
(Vi) Nipp = 13
2.3 Genellestirilmis Lojistik Biiyiime Modelleri
2.3.1 Von Bertalanffy Biiyiime Denklemi
Von Bertalanffy [14], balik agirligi artisini modellemek i¢in biiylime
denklemini ortaya koydu. Burada Verhulst lojistik biliylime egrisi, fizyolojik akil
yuriitmeye dayali ham "metabolik tip" ler igerecek sekilde degistirildi. Bernoulli

12



diferansiyel denkleminin 6zel bir durumu olarak goriilebilecek asagida verilen formu

onerdi:
dN N3
T rN?/3 [1 — (E) l (2.17)
Bu diferansiyel denklemin ¢odziimii su sekildedir,
1 3
No\3 R
N =K|[1-|1- (7‘)) e 3K 3t (2.18)

dir.

Bertalanffy modeli, « = 2/3, f =1/3, y =1 islerinin degerleri, Turner
tarafindan Ongorillen a =1+ (1 —y) kosulunu saglamadigi icin Turner
modelinden tiiretilemez. (Bakiniz boliim 2.3.3 Gompertz) Bu nedenle 6zel bir durum

olarak goriilemez ve bu nedenle ayr1 bir model olarak goriilmelidir.

Altta N, s su sekilde verilmistir;

2 3
3 8
Ninf - ﬁ K - ﬁK (219)
373

Bu, Verhulst egrisinden farkli olsa da genel modelleme amaglart i¢in hala

onemli bir kisitlamay1 temsil etmektedir.

Sekil 2.5 ve 2.6 sirastyla tipik bir Von Bertalanffy agirlik bliylime egrisini ve

egimini gostermektedir.
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< /
=
3 o« , -
& /
E-T1] &
- =50 / J
7
40 /f -
/
] o E
/
&
| R i
/
rd
/
10 1 [ 1 1 1
D 20 40 @0 a0 100 120

Zaman

Sekil 2.5 Von Bertalanffy’nin agirlik artis egrisi

dN/dt

N
s \x
v DB “, E
£ \
- \\
ﬁ 0.8k . -
= ™,
- N\
S04t Y 4
\1\
™,
02t S
N
N
1'\.
0 1 1 1 1 1 [ 1 [ ™
10 20 30 40 50 B0 70 a0 20 100
Agirhkh N

Sekil 2.6 Von Bertalanffy'nin formundaki biiyiime orani (asimptotik deger K = 100
oldugunda maksimumunu yaklasik 30'da gergeklestirir)
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2.3.2 Richards Biiyiime Denklemi

Richards, Von Bertalanffy tarafindan gelistirilen biiylime denklemini ampirik
bitki verilerine uyacak sekilde genisletmistir [13]. Richards’in 6nerisi, Bernoulli
diferansiyel denkleminin 6zel bir 6rnegi olan asagidaki denklemi kullanmakti.
dN N\#
rri rN [1 — (E) l (2.20)

Burada ¢6ziim su sekildedir:

N(E) = NoK

(NG + (kF - N )e_ﬁrt]l/ # (221

dir.
Bununla birlikte, Von Bertalanffy'nin onciillerinden farkli olarak, Richards

biiytime fonksiyonu, y = 1 oldugu durumda Turner modelinden (Bolim 2.3.3) takip

eder.
Biikiilme surada gergeklesir;
1
1 \8
Ninf = <m> K (222)
dir.

Richards formu, (2.6) 'dan @ =y =1 ile kolayca ¢ikarilir. § = 1 i¢in, (2.20)
Verhulst lojistik biiylime denklemine (2.4) 6nemsiz bir sekilde azalir, benzer sekilde
ayn1 esnek olmayan biikiilme noktast degerini gosterir ve f = 0 i¢in listel bliylimeye
indirgenir. Denklem (2.20) B 'ye boliinerek ve f — 0 olarak alinirsa Gompertz
biiylimesini, monomolekiiler veya Mitscherlich biiyiime formunu ( f = —1 model
tiretmez) olusturur. f < —1 igin, Ni,r tamimsizdir. Biikiilme siiresi (2.16)’dan elde

edilmistir:

In

B
—%ln [%] +%ln [1 — (%) l

Ao

15
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f'nin asir1 degerleri i¢in Ny, ¢ igin asagidaki degerleri elde ediyoruz:
: — -1
klir(l) Nins = Ke
lim Nj,r = K
L—oo inf

Maksimum biiyiime orani (2.10)’dan bulunmustur;

dN rKp
(E)max U+ pHEAB (2.24)

dir.

Nispi biiytime hizi, artan N ile dogrusal olmayan bir sekilde azaldigindan,

Richards formu gergek degerli N* 'yi kabul etmez.

Onceki gozlem ile tutarl olarak, yukaridaki degerler, y = 1 ile genel biiyiime

fonksiyonu i¢in donlim noktasinda karsilikli gelen popiilasyon degerinden de gelir.

Sekil 2.7, § = 0.01, 0.05, 3.0 ve 6.0 ile dort farkli Richards biiylime egrisini
gostermektedir.

Sekil 2.8, f = 0.01 ve g = 0.01 igin Ny, ~ 36 Ve Ny, =~ 38°de biikiilme
veren kii¢lik degerler i¢in agirlik artis hizindaki degisimi gostermektedir (Her iki deger

de yaklasik olarak K/e'ye esittir) ve daha biiyikk S degerleri yiiksek biikiilme

degerleridir.
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Bitki Agirh@ N

beta=3.0

Laman t

Sekil 2.7 Richards'in denklemine gore zamanla bitki agirliginin artmasi.

dN/dt
8

Biiviime Oram

Bitki Agirhg N

Sekil 2.8 Richards'in denklemi i¢in agirlik artisina kars1 agirlik planinin orana.
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2.3.3 Gompertz Biiyiime Fonksiyonu
Gompertz biiylime egrisi, sinirlayict bir durum olarak lojistik denkleminin

asagidaki formundan elde edilebilir:
N r vl (N)ﬁ !
at B K

N (KF — NP’
=i\~

KB — NP\ r
=r'N <T> , (r = ﬁ) (2.25)
Burada;
KB—

B
™ ifadesinin B — 0 limitine bakarak alttaki formiilii elde ederiz;

KB — NB eBIK _ o,BInN
lim —— = lim
£—0 'B B—0 ﬁ
oo O(ﬁ an)" _ o O(ﬁ lnN)"
n= n=
= lim
B—0 p

( )+11mzﬁn : [InK)™ — (InN)"]

( )
n N

Gompertz fonksiyonu ile modellenen biiylime hizi;

Wl (O] 226
It =rN [In N (2.26)
seklindedir.

y >0, y # 1 ile, bu 6zel durum daha genel olarak Hiper Gompertz (Turner
[17]), genellestirilmis ekolojik biiylime fonksiyonu veya basitce genellestirilmis

Gompertz fonksiyonu olarak bilinir.

Denklem (2.26) uygun sekilde asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

18



e ()] = v [ )

Entegrasyon iizerine analitik ¢6ziime gotiiren denklem asagidaki gibidir;
1

N, 1-y 1—y
N(t) =K exp {[ln (7>] +r'(-1)Y(1 - y)t}
Egilme noktasindaki poptlasyon igin N,

dN _ . (KF =N 4
dc | B

ifadesinin her iki tarafinin t ye gore tiirevini alirsak,

d*N 0
dez
olarak ayarlanir ve limit alinirsa:

1

T 1 B — oy
Moy = i s € = e
elde edilir.

Nispeten biiylik artan pozitif degerler i¢in, y biikiilme noktas1 0’a egilim
gosterir. Aslinda, bir biikiilme noktasina ulagmak i¢in Ke™" > N, in giderek daha

kiigiik degerleri igin, biikiilme noktasinin K’ye egilim géstermesi gerekir.

¥y = 1 i¢in denklem normal Gompertz biiytimesidir. (bakiniz [31], [32]).

2 a3

dir.

(2.27)’ye ¢oziim su sekildedir:

N(t) =K exp {ln (%) e—rt}

Biikiilme noktasindaki popiilasyon degeri, N;,y = Ke™", genellestirilmis
Gompertz biiylime fonksiyonu i¢in ¥y = 1 olan degerden elde edilir. Sekil 2.9, {i¢ Hiper
Gompertz biiylime egrisini (y > 0, y # 1), Ny = 10 ve K = 100 i¢in normal Gompertz
biiyiimesini (y = 1) gostermektedir. Ongoriildiigii gibi, nispeten biiyiik degerleri orijin’e
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yakin y = 3, Ni,r = 4.5 < N, verir, y = 2.5, Ny = 7.5 < N, verir. Oysa nispeten
diistik degerler, gozle goriiliir bir biikiilme noktasina neden olur. y = 0.5 Degeri N, r =

60’1 verir ve y = 1, sekil 2.9°da gosterildigi gibi N;,,s =~ 35.5°1 verir.

Agirhk N

b
L

0 1 1 1
0 1 2 3 4 5 8

Zaman t

Sekil 2.9 Hiper-Gompertz ve normal Gompertz (y = 1) biiyiime bolgeleri

2!‘:‘ T T T T T T T T

dN/dt
g
/

Agirhk Artis Hiz
\
\
!
!
i

Sekil 2.10 Hiper-Gompertz ve normal Gompertz (y = 1) agirlik artis hizlarina gore
agirlik egrileri
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2.3.4 Smith’in Denklemi

Smith [19], Verhulst lojistik biiyiime denkleminin zaman gecikmeleriyle ilgili
problemlerden dolayi, deneysel verilere uygun olmadigini bildirmistir. Yogunlugun
dogum ve Oliim iizerindeki etkisindeki gecikmeler niifus artis egrisinin seklini

bozacagini belirtmistir.

. r=05 Ny=1 K=35 =05,
ii. r=20 N,=10, K=50, f=0.1,
ii. r=01  Ny=5 K=45 =10,
iv. r=5  Ny=3, K=25 f=001,

i)

3.5

dN/dt

Sekil 2.11 Richards'in vakalar karsisinda biiylime orant;

Smith’e gore lojistik denklemin verilere uygulanmasindaki asil sorun,
sinirlayici faktoriin heniiz kullanilmamis olan kisminin, yani 1 — (N /K)’nin dogru bir
sekilde agiklanmamis olmasidir. Daha sonra, gidasi sinirh bir popiilasyon igin, 1 —

(N /K) teriminin, su anda niifus tarafindan kullanilmayan gida arz1 oranini temsil eden
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bir terim ile degistirilmesi gerektigini savundu. Eger F, bir popiilasyonun oraniysa, N

biiyiikliigii gida i¢in kullanilir ve T doygunluk seviyesindekine karsilik gelen orandir.

O zaman;
1dN F
va = (1-7)

(F/T) > (N/K), ¢iinkii biiyliyen bir niifus doymus bir popiilasyondan daha
hizli yiyecek kullanacaktir. F, N ve dN /dt'ye bagl olmalidir ve en basit iliski dogrusal

olacaktir.

dN
F=aN +b—, a>0b>0
dt
dir.
Doygunlukta F =T, N =K, dN/dt = 0 dir, dolayisiyla T = aK ve sonug

olarak genellestirilmis lojistik biiyiime denklemi:

N
il L°F (2.28)
—=r :
dt N

1+C?

seklinde olur.

Buradaki ¢ = rb/a dir.

Diferansiyel denklem (2.28), “geciktirme” faktérii (1 + c(N/K))_1 ile
olgeklendirilen Verhulst lojistik biiyiimesidir ve t'nin bir fonksiyonu olarak N i¢in
analitik bir ¢6ziim kabul etmemektedir, aksine;
t= 1ln [(K_—N())ml + lln [L] (2.29)

r N, r  L(K— N)l*c
dir.

Smith denkleminin biikiilme degeri:

K

1++vc+1
seklindedir.

Nipg = (2.30)

¢ = 0 i¢in Smith’in formu, Nj,,; = K /2 ile Verhulst lojistik biiyiime formuna
indirgerken, ¢ > 0 i¢in, Njr < K/2Vve ¢ > 0 igin, Ny > K/2 dir. ¢ = —1 igin,
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biiytime tssel, dN/dt = rN’dir ve donim noktas1 yoktur. ¢ # —1 oldugunda

maksimum biiylime orant;

(d—N) =L2 (2.31)
dt/max (1 +c¥1)

seklindedir.

Bagil biiytime hizi, (1/N)(dN/dt) , ¢ > —1 igin artan N, dogrusal olmayan

bir sekilde azalir, diisiis orani ¢ parametresi ile diizenlenir. Makalesinde Smith,

r = 0.44, c =3.46, Ny, =1.875, K =15 degerlerini verdi. Bu degerler

kiimesi i¢in doniim noktast = Nj,r =~ 4.82'dir, maksimum biiylime hizi

((dN/dt))max ve doniim siiresi t;,,; = 4.72 'dir.

Smith’in formu (2.28), genellestirilmis formdan (2.6) hemen tiiretmek yerine,
(2.6) 'ya, a, B, y parametrelerinin degerlerinin makul bir sekilde se¢ilmesiyle bir
yaklasim olarak tiiretilir. Parametrelerin sadece ikisinin, birim degeri koruyan, digeri
ile sayisal olarak belirlenmesi gerektigini gorecegiz. Uygun parametre belirlendiginde
ve kisi basina diisen biiylime orani belirlendiginde, Smith tarafindan saglanan orijinal
veriler kullanilarak genellestirilmis lojistik biiylime i¢in 7' belirlenecektir. Biikiilme

degeri i¢in (2.9) ve (2.30) formiillerini karsilagtirarak baslariz.

1 ( a >1/ﬁ
1+vc+1 \a+py

dir.
Eger f = 1 olarak ayarlarsak o zaman;
Y
P 2.32
ve+1 ( )
dir.

Dahasonra f(r',a, N) ve g(r, c, N), fonksiyonel formlar olan (2.6) ve (2.28)’i
belirtirler ve h(r',a,N) = |f(r',a,N) — g(r,c, N)| dir. r’, genellestirilmis lojistik
formu (2.6) igin igsel biiyiime parametresidir. Sonra r' ve a acilart su sekilde

belirlenir;

fl(f“’, @) = minmaxh(r', a, N).
ar’ N
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Ozellikle ilk maksimum (en kotii) sapma fl(lv (r', a)), [Ny, K] alaninda

tanimlanmistir ve daha sonra h (IV (r', a)) ile son sapmay1 tireten @ ve r’ agilarini

saglayan @ ve r' ile birlikte minimizasyonu saglar. Gorsellestirme amaciyla,
h(r',a,N)’yi N, a 'ya gore bir yiizey olarak ¢iziyoruz ve r' niin bagimli parametre
olmasina izin veriyoruz. Genellestirilmis lojistik egrisinin bir noktada baslamasini
istedigimizden Smith’in biiylime hiziyla ayn1 olan ilk biiyiime orani, r’ formiiliine

gore belirlenir.

. 0.44 x 1.875 (1 - %) )
(1 +3.46 %575) 1.875% (1 - %575)
Y = aV/4.46 dir.

Ornegin eger a, [0.1, 1.0] kapal: araliginda degisirse o zaman ', [0.35, 0.48]
kapali araliginda degerlere sahip olabilir. Sekil 2.12, r"’in iki deger igin iki ylizeyi

gosterir.
i. r'=04
ii. r'=05

Sekil 2.12°deki yiizey planlarindan goriildiigii tizere 7' = 0.4 daha kiiciik
h(N, a)’ya sonuglaniyor ve @ =~ 0.45 icin eyer egrisi boyunca h(#',&), h(r',a, N)
en minimaks degerlerine ulasir. r’, bu durumda, dar bir araliktaki degerleri alabilir.
Daha hassas simiilasyonlar, daha dogru degerler elde etmeyi saglar, #' = 0.413,& =
0.473. Sonug olarak 7 = 0.473v4.46 ~ 1.0 dir. Genellestirilmis lojistik i¢in ayrilma
siiresi bir yuvarlama isleminden sonra (2.15), t,r = 5.20°den (esdeger Smith egrisi
icin t;r = 4.72 ile karsilagtirildiginda) elde edilir. Simdi genellestirilmis lojistik
fonksiyonumuz mevcuttur.

dN N
— = 0.413N0%473 (1 — —), N, = 1.875,
dt 15 0

Sekil 2.13'te gosterildigi gibi Smith egrisi ile ¢cok uyum saglar:
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Cok yakin uyusmalar Sekil 2.14'te, li¢ farkli durum icin r = 0.44, N, =
1.875,K = 15 Smith'in egrisi i¢in y ve genellestirilmis lojistik bliylime parametreleri

a ve r' i¢in asagidaki degerler ile gosterilmistir (a; (2.32) 'den kolayca hesaplanir):

i. c=1, r' = 0.473, a = 0.706.
ii. ¢=35, r'~0.39, a=041.
iii. ¢=-05, r" =036 «a=1.414.

Genel bir kural olarak, Smith'in formunun pozitif bir N* 'a izin vermedigi
gerceginden yararlanarak, a'nin bir deger araligi, nispi bliylime oraninin diismedigi
icin nispi bilylime hizinin maksimum oldugu popiilasyon biiytikligidir. ¢ > —1
oldugunda biiyliyen N ile dogrusal olarak (2.7) 'den bunun gerceklesmesi igin

yapmamiz gerektigini gozlemledik.

a<l1
By <1—adir.

(2.32)’den B =1, y = avc + 1 ayarlarsak « i¢in alttaki araligi elde ederiz:

Vve+1—-1 N;
- = Il?f<a<1.

c=346i¢inalan 0.32 < a<lvec=1iginalan 0414 <a <1 vec=5

icin alan 0.29 < a < 1. (son iki durum Sekil 2.14’te gosterilmistir)
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: 1
; 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8

alpha

Sekil 2.12 h(r’, a, N) yiizey alanlarina karsin @ ve n igin; v’ = 0.4, r' = 0.5

2.3.5 Blumberg’in Denklemi

Blumberg [15], Verhulst lojistik biliyiime denkleminin bir popiilasyon
dinamigini veya organ biyiikliiglindeki evrimi modellemek i¢in modifikasyonuna
dayanan bir bagka biiylime denklemi getirmistir. Blumberg, lojistik egrisinin ana

sinirlamasinin, biikiilme noktasinin biikiilmezlik oldugunu gozlemledi.

Ayrica, bu sinirlandirmanin iistesinden gelmek i¢in zamana bagli bir polinom
olarak goriilen sabit i¢sel biiylime hizi terimini degistirmeye ¢alistigini da gdzlemledi,

ayrica gelecekteki degerlerin tahmin edilmesine de yol agt1 (ayrica bakiniz [20]).

Bu nedenle Blumberg, hiperlojist fonksiyon olarak adlandird:.
oo ()
a | K (2:33)
Denklem (2.33) integral denklem olarak yeniden formiile edilebilir.

N(t)/K

x %1 —x)Ydx =rK* 't

No/K
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dir.

Bu kapali form her zaman analitik bir ¢6ziimii saglamaz (a¢ < 1, y <1 i¢in

yine tamamlanmamis beta fonksiyonudur ve (2.14) deki gibi ifade edilebilir). Bu

nedenle Blumberg, ave y parametrelerinin gesitli degerleri i¢in biiyiime

fonksiyonunun N (t) (agik bir entegrasyon gerceklestirildiginde) analitik ifadelerini

belirledi.

Toplanma noktasindaki niifus, Ny, alttaki ile verilmistir:

N, ¢ K
T oty
seklindedir.
15 T 3 3 I I L 3
10 |
=z
5 ._
ﬂl . I 1 1 I I 1 1 I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

PR

Sekil 2.13 N, = 1.875 ile Genellestirilmis lojistigin yakin uyumu
dN/dt = 0.413N°*73(1 — (N/15)) ve N, = 1.875 ile Smith egimi

dN/dt = 0.44 (N(1 — (N/15))/(1 + 3-46(N/15)))
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Bu aynm1 zamanda @ = y oldugunda Verhulst lojistik denklemininkiyle de
cakismaktadir. @ > y i¢in doniim noktasi, tagima kapasitesinin ¢ok yakininda
gergeklesir ve a <K y igin, Nj,r 0'a yaklasir ve doniim noktasi sadece Ny < Ny, ile
gergeklesir.

Denklem (2.33), (2.6)'dan f = 1 alinarak elde edilir. Egilme zamani, a # 1
oldugunda (2.15) 'den hesaplanr.

y a—1 y a—2 y a—3
oo 1 (1+5) +y(1+5) +V(V+1)(1+a) o
inf = K-t 1—a 2—«a 2! 3—a
1[Ny~ NEC y(r+1) NGT©
—= 2.34
r[l—a+y1((2—a)+ 2 K°G—a) T (2:34)
a = 1olunca (2.16)’dan
1 K 1 y 1 y(yr+1)
tl-nfz—ln[ ]+— by " >
r IN@A+p) r|(Q4+y) 221(1+y)
1[ N, 1y(y+1) (NO)Z
elde edilir.

28



Mit)

0 20 40 G0 BO 100 120

Sekil 2.14 Smith egrisine ii¢ yakin uyumu ve Ny = 1.875 i¢in genellestirilmis lojistik
bliylime

i, dN/dt =044 (N(1 — (N/15))/(1 + 3.46(1v/15)))
dN/dt = 0.473N°7%(1 — (N/15))

ii.  dN/dt = 0.44 (N(1 — (N/15))/(1 + 5(N/15)))
dN/dt = 0.39N°*1(1 — (N/15))

iii. dN/dt = 0.44 (N(1 — (N/15))/(1 - 0.5(N/15)))

dN/dt = 0.36N**1*(1 — (N/15))
Maksimum biiyiime hiz1 yine (2.10) dan belirlenir:

a

dN aty?
(E)max = rK¢ —(a T (2.36)
dir.
Bagil biiyiime oran1t maksimum degerine su sekilde ulasir:
1dN a—1 \** % v
(ﬁﬁ)m =K (a -1+ y) (a -1+ y) (237)
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_ a—1
T a—1+y
dir.

*

(2.38)

Denklem (2.38) de a >1 ve N* > N, saglanir, aksi halde artan N, dogrusal

olmayan bir sekilde azalir.

Sekil 2.15 ve 2.16, sirastyla @ Ve y parametrelerinin birkag degeri i¢in sirasiyla
popiilasyon biiytikliigiinii ve zamanin bir fonksiyonu olarak popiilasyon biiytikliigiiyle

biiyiime oranindaki degisimi gostermektedir. Parametre degerleri:

i r=1, Ny=10, K=40, a=05 =1, y=25
ii. r =25, Ny=05 K=20, a=15 p=1 y=35
iii. r=05 Ny=15 K=50, a=05 pg=1 y=08
iv. r=1, Ny=5 K=30, a=15 =1, y=15
V. r=01 Ny,=5 K=25 a=05 =1 y=05
50 - : 7 T :
(i}
a5 -
sl .
as | i

/J// [i'."]
/‘u‘} e
iy "

i)

i 20 40 G0 80 100 120

Sekil 2.15 Ustteki parametreler icin Blumberg biiyiimesi

30



Doniim noktasi, alttaki sartlar altinda gergeklesir:

I. Nipy = 6.66 < Ny =10  (Doniim noktas1 yoktur)
il Npr=6

ii. Ny~ 19.23

V. Niyr =15

V. Nipp =125

Blumberg tipinde bir biiyiime sekli, rejeneratif gelisim i¢in hiperbolik formdur

[21].
Bu sigmoid egrisi ile temsil edilir.
K(t+ a)™
N(t) =— :
O = v ar (2.39)
dir.

Burada N(t) agirlik veya miktardir, K son degerdir ve denklem (2.39)deki

a, b, n pozitif parametrelerdir.

25 T T T T T T T T T
i}
v
20 .
151 H
5
=
T
10} i
5 .
i) (i)
ol r M t -~ I 1 r .
0 5 10 15 20 25 a0 35 40 45 50

M

Sekil 2.16 Alttaki parametrelerle Blumberg egrisi igin biiylime oraninin boyutu
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I r=1, Ny=10, K=40, a=05 =1, y=25
i. r =25, Ny=05 K=20, a=15p=1 y=35
iii. r=05 Ny=15 K=50, a=05 =1, y=08
iv. r=1, No=5 K=30, a=15 f=1 y=15
V. r=01 Ny=5 K=25 a=05 =1 y=05
Z_IZ = rN1-(1/7) (1 - %)H(l/n) (2.40)
dir.
Burada;
K1/
r=n(3)
seklindedir.

Denklem (239) a=1-(1/n), =1, y=1-(1/n) ile (2.6)dan
tiremistir. Egilim degeri (2.9)’da belirlenmistir.

(n—-1)
Ning = ——K (2.41)
n > 1 oldugunda ve (2.15) 'ten kirilma zamani:
|- 1\ 1/ N, 1/n
wr =0 |(51) - (7ow) -
s [n+1 K — N, (2.42)
dir.

Ny =Ka"/(b + a™)

seklindedir.

Nispi biiyiime orani, N* —n < 0 tanimsiz oldugu i¢in artan N ile dogrusal

olmayan bir sekilde azalir.

2.3.6 Jenerik Biiyiime Fonksiyonu
Turner ve ortak yazarlar [17], jenerik biiylime fonksiyonu olarak

adlandirdiklart degistirilmis bir Verhulst lojistik denklemi 6nermistir.

Bu diferansiyel denklem:
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dN NG
E — rNI+BA-Y) [1 — (E) l ) (2.43)
seklindedir.

Buradaki 8, y pozitif iis ve y < 1 +% dir. (2.43)'e gore ¢ozliim, su kesin

analitik bicime sahiptir (Yalnizca parametrelerin makul se¢imi ile miimkiindiir):

K
N(t) = 2.44
g /e (244)
1+ |(y — DBrkPO—t + (5) -1
Ny
seklindedir.
Toplanma noktasindaki niifus (N f), su sekilde verilmistir:
/B
Br \'
Nips = (1 ——) K 2.45
inf 1+ ﬁ ( )
dir.
Ve maksimum nispi bliylime oranindaki niifus altta verilmistir:
N*=@1—-y)VF (2.46)

seklindedir.

Hem N;,r hem de N* 'in varhig1 y < 1 kosulu ile saglanir. f =y = 1 ile Nj,¢
icin Verhulst lojistik denklemi (2.4)’e uygun bir sekilde indirgenir. @ =y =1 igin
Richards denklemine (2.20), a = 2 —y ve f = 1(y < 2) ig¢in ise Blumberg formuna
indirgenir. Ancak Von Bertalanffy’nin formu (2.17), (2.43) den elde edilemez, ¢iinkii
a=2/3, B=1/3, y =1 degerleri, Turner tarafindan 6ngérillen « = 1 + B(1 —

y) kosullarini saglamaz.

Maksimum biiyilime orani su sekilde verilmistir:

(1+B = BB (gy)y
(1 + p)1+a/B

(dN (2.47)

_) — FKIHBA-Y)
dt max

dir.

Ve maksimum bagil biiylime orani alttaki gibi verilmistir:
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1dN
- = rKPA=-Y)(1 —)1-Vy¥ 2.48
(N dt)max r 1-y)""y (2.48)
dir.

Ekstrem 5 ve y degerleri Ve Ny, icin asagidaki limitlerini elde ediyoruz:

llgi_r)r(l)NinfzKe_V, O<y<ow

plimNinf=K, O<y<oo
lile-nf=K, 0<’B<OO
y—0

lim Nlnf:K! [3—)0
y—00

dir.

Biikiilme zamani (2.15) 'deki formiilden elde edilir:

) (& 1)

1
ting = B(y — DrkPo—1)

seklindedir.

Sekil 2.17, t zamaninda gelisen bir¢cok genel biiylime egrisini gosterir ve Sekil

2.18, asagidaki parametreler i¢in biiyiime oranina kars1 zaman geligimini gosterir:

I. r=8  Ny=20,K=50, a=06, =01 y=2

il r=05 Ny=3, K=30, a=15 =05 y=09

Iii. r=25 Ny=1 K=10, a=2/3, f=1/3, y=2

Iv. r=01 Ny,=10, K=20, a=1, B =2, y=1
Egilme degerleri:

I. Nips = 5.50 < Ny = 20 (Biikiilme yok)

i Nipp = 14.7
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Sekil 2.17 Yukaridaki parametreler icin Jenerik blylme oran edrisi

15

M/t

05

Sekil 2.18 Yukaridaki parametreler i¢in Jenerik biiylime oran egrisi
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iii. Ny = 1.25 (Ny = 1 yakinlarinda)
IV. Ny = 11.574 (N, = 10 yakinlarinda)

2.3.7 Schnute Denklemi

1981 tarihli makalesinde Schnute [22], goreceli biiylime oraninin, ilgi miktar
olarak kullanilmasini onermistir. Z = (1/N)(dN/dt), nispi biiylime orani ise,
(1/Z)(dZ/dt), nispi biiyiime oraninin nispi bitylime hizidir. Schnute’un varsayimu,
(1/Z)(dZ/dt) degerinin Z’nin dogrusal bir fonksiyon oldugunu varsaymak

olmustur:

1dZ

S = —(a+b2) (2.49)

dir.

a, b’nin pozitif, negatif veya sifir sabitleri oldugu ve sag taraftaki eksi isareti,
bliylime hizinin tipik olarak azaldigini1 gosterir. a, b'nin uygun degerleri i¢cin bazi

biiytime modelleri (2.49) den elde edilebilir.

Aksine, genellestirilmis lojistik i¢in (2.6), (1/Z)(dZ/dt) asagidaki forma
sahiptir:
1dZ
Z dt
seklindedir.

=Z[(a+ py — 1) — Byr/YN@ Dy z=0/7)] (2.50)

Acikgast (2.50), Z'nin dogrusal bir fonksiyonu degil, lojistik formun bir
fonksiyonudur.

1dz _ Z 4+ b(N)Z¢
zdar ¢ ()

Burada;
a = a + By — 1 Sabittir, b bir N fonksiyonudur ve c bir sabittir. (2.50) ‘den
a = f =y = 1ile Verhulst lojistik biiyiime formunu elde ederiz.

1dZ Z( r

za=t(-7)=2-r

a =y = 1 i¢in Richards biiyiime formunu elde ederiz.
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1dZ pr
m—z(

p-")=p@-n

Yukaridaki gibi £’yi tlretirsek ve f’nin 0’a yaklasmasina izin verirsek

Gompertz biiylimeyi elde ederiz.

1dZ ~ lim(z ) =
Za ~pmE =
Burada

a = 0 ve y = 0 igin dogrusal biliylimeyi elde ederiz.
1dZ
Zdt
Burada

a = 1vey =0 I¢in iistel biiyiimeyi elde ederiz.
1dZ
Zdt
ve a =1/2, y = 0 ikinci dereceden biiylimeyi elde ederiz.

1dz  Z

Zdt 2
Schnute’un tanimini (2.49) kabul eden bir bagka biiylime sekli, f =1 —«q,
y = 1 ile 6zel bir (2.6) 6rnegi olan genellestirilmis Von Bertalanfty seklidir:

2]

Genellestirilmis Von Bertalanffy formu da (2.50) yi takip eder.

1dZ L
EE = (a' - 1)TKa_ + (Cl - 1)Z
seklindedir.

(2.49) 'de ongorillen formiile gore ifade edilemeyen bir form, Smith'in

formudur (2.28), goreceli biiyiime oranmin nispi bityiime orant (1 + c(N/ K))_1

faktorii ile olgeklenen Verhulst lojistik biiylime formu tarafindan verilir. (Bakiniz

Béliim 2.3.4);
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le_Z—T
Zdt ., N
1+?

y = 0 i¢in Smith’in formu, beklendigi gibi Verhulst lojistik biiyiime formuna
indirgeniyor. Zeide [23], Schnute’in lineer varsayiminmi sorguladi, belki de balik
yetistiriciligi (Schnute’in arastirma alani) i¢in uygun, ancak 6rnegin agag¢ biiylimesi
icin uygun degildi. Zeide’nin arastirmasi bir gii¢ yasasmin (1/2)(dZ/dt) = aZ?
daha uygun olabilecegini belirtiyor. Aslinda, (2.50), Schnute’in lineer yasasinin hangi
biiyiime modelini tahmin edemedigini acik¢a ortaya koymaktadir. Elbette y = 0
oldugunda elbette y # 1 dir, bu durumda g parametresi 6nemli degildir. y = 1 i¢in
(2.50) alttaki gibi yazilir;

1dZ r
ZE: —ﬁTNa_l +Z(a+B—-1) = —%N‘H’B_l +(a—-1)Z
dir.

Simdi eger & = 1 Richard’in formunu takip ederse, « = f = 1 ise lojistik
formu takip eder ve a + 8 = 1 ise genellestirilmis Von Bertalanffy formunu takip

eder. Ancak a + S # 1 ise, yukaridaki form Z'de dogrusal degildir.

2.3.8 Birch’in Richards Denkleminin Genellemesi

Yakin tarihli bir yayinda Birch [24], Smith denklemini (2.28) Richards
denkleminin (2.20) bir genellestirmesi olarak yeniden ortaya koydu. Birch, (i)
simiilasyonu olarak Richards'in egrisinin avantajlarin1 gosterdi. Diisiik N degerlerinde
tissel bitylime ve (ii) esnek biikiilme noktasi degerlerine sahiptir. Denklem (2.30)’un
dontim noktast igin, Nj,f’in —1 < ¢ < oo araligi i¢in herhangi bir deger alabilecegi
goriilebilir. (2.9) ve @ = f = 1 i¢in, genellestirilmis lojistik doniim degerinin N;,,; =
K/(1+ y) oldugunu ve herhangi bir pozitif y i¢in herhangi bir deger alabildigini
goriiyoruz (ayn: sekilde, § =y = 1 igin biikiilme degeri N, = (a/(a + 1))K da
a > 0 icin herhangi bir degeri alabilir). Ayrica kiiciik popiilasyon niifuslar1 (N) igin,
(2.6) tstel biiyiimeyi simiile eder. Sekil 2.19, diisik N degerlerinde lissel bliylimeyi
gosterir. Ilk biiyiime orani (dN/dt)y, = 0.05 (neredeyse sifir diisiik asimptot) ve

biikiilme degerleri sirasiyla su sekildedir:
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iv. Ninf =~ 16.66
2.3.9 Ustel Polinom Biiyiime
Bu boliimde, genellestirilmis lojistik formun sinirlayict bir durumundan iissel

polinom biiyiimesi elde edilmistir. Denklem (2.6)’da @ =1 ve sag tarafi 87 ile bolip,

sonra limiti § — 0 olarak alirsak asagidaki su denklem elde edilir:

dN . rN (1{/3 [_))NB>V . [ln (%)]y 251)

= lim
dt p-oKBY

seklinde olur.

50

Mit)
&5

15

10

Sekil 2.19 Kiiciik N i¢in iissel bliylime gosteren genellestirilmis lojistik egriler
i. r=01 Ny,=05 K=50, y=05

ii. r=01 N,=05 K=50 y=09
ii. r=01 N,=05 K=50 y=15
iv. r=005 N,=05 K=50 y=2
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Turner [17] Hiper Gompertz adin1 (2.51) veya basitce genellestirilmis
Gompertz fonksiyonunu tanimlar. Bunun i¢in de ¥y =1 i¢in, (2.50) ¢6ziimde iyi bilinen
Gompertz biiytiime fonksiyonu haline gelir:

-rt

N@) =K (7) (2.52)
dir.
y # 1icin (2.51);
1-y 1/(1-y)
N(t) =K exp|— {(y —Dret+ [ln (Nﬁ)] } ] (2.53)
0
seklindedir.

1/(1 — y)'nin pozitif tamsay1 degerleri i¢in (2.53), formun genel iissel polinom

biiylimesini temsil eder.
N(t) = exp(ag + a;t + a,t? + a3t3 + )

vy = 1/2 i¢in (2.53) ikinci dereceden tstel polinom olur

rt K \1Y? ?
N(t) =Kexp|— {(— ?) + [ln (N_>] } = explay + a;t + a,t?],
0
ki burada
ag = In NO
n(X) >0

a, =r |(In NO

= T <0
a =~
dir.

Dontim noktasi (2.9) 'dan a@ = 1 ve B — 0 ile belirlenir.
Niny = Ke™
seklindedir.

Donlim zamani su sekilde verilmistir:

r

tinf =
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a+bt+ct?

Heinen [25], tistel polinom biiyiimesini, N(t) = e formunu bastan

alarak ve ardindan fonksiyonel forma (2.51) ulasarak analiz eder.
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3. SONUC ve ONERILER

Bu c¢alismada, 6zel durumlar olarak iyi bilinen birka¢ biiyiime formununu
kapsadig1 goriilen bir bliylime egrisi (2.6) tanitilmistir. Spesifik olarak, (2.6) 'nin
asagidakileri igerdigini gosterdik.

Cizelge 3.1 Ozel Durumlar Olarak lyi Bilinen Birkag Biiyiime Formununu Kapsadig1

Goriilen Bir Bliytime Egrisi
Ustel Biiyiime a=1 f=1 y=1
Mitscherlich veya Monomolekiiler Biiyiime a=0 =1 y=1
Gii¢ Biiyiimesi a>1 B y=0
Genellestirilmis Von Bertalanffy Biiyiime a f=1-a y=1
Ozellesmis Von Bertalanffy biiyiime v 2 g 1 y=1
3 3

Richards Biiytime a=1 g=1 y=1
Smith Biiyiimesi a=0473 g=1 y=1
Blumberg Biiyiime a =1 y
Abartili Bilyiime z=1 1 =1 y=1 +l

n n
Jenerik Biiyiime a=1+p1-vy B Y
Genellestirilmis Gompertz Biiyiime a=1 B—-0 y
Gompertz Biiyiime a=1 B—-0 y=1
Ikinci Dereceden Ussel Polinom a=1 -0 y = 1

Girilen biiyiime formu i¢in (i) maksimum nispi biiyiime hizi,
((1/N)(dN/dt))max ve gerceklestigi yerde N * (ii) doniim degeri, Ny, Ve (iii) doniim
zamani t;,r uretilmistir. Ayrica, bu formiillerin tiiretilmis bliyime modelleri igin

gerekli degerleri ongdrdiigli goriilmektedir. Bu ¢alismada ele alinan tiim modeller,
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Smith'in (2.28) (ve sonug¢ olarak Birch'in genellestirilmesi) ve Schnute'nin (2.49)
formunda (bagimli) goreceli biiytime orani, Z ile dogrusal bir diferansiyel denklem
olan (2.49) hari¢ dogal olarak degisken takip eder. Smith'in formu, Smith tarafindan
saglanan orijinal verileri kullanarak, (2.6) 'de yerine yazildiginda (2.28)'le miikemmel
bir uyum saglayan r, ¢ ve y parametrelerine uygun sayisal degerler atamak igin
tiiretilmistir. Birch’in Richards formunu (2.20) genellemesi, aslinda Smith’in bir
ifadesidir ve Richards formunda bulunan biikiilme degerinin sifira diisiikk asimptot ve
biikiilmezlik yoklugunu gidermek i¢in yeniden incelendi. Genellestirilmis form (2.6)
ayrica sifira yakin bir asimptot tiretme kabiliyetine sahipken ayn1 zamanda, a veya y
(B = 1) 'in sadece bir parametresi durumunda doniim noktas1 bir esneklik sergiler.
Schnute’in formu (2.48), y = 0 olan tiim sigmoid olmayan biiylime formlarini ve y =
1ve a, B ‘nin belirli degerleri almakla sinirli kaldigi, ancak baska herhangi bir sey
icermedigi tim temel sigmoid biiylime formlarmni igerir. Calismada daha Once
belirtildigi gibi, Zeide [23] Schnute’in dogrusal varsayimini gerekgesiz ve agag
biiylimesi i¢in uygun olmadigini tespit etti. Ayn1 makalede [23] Zeide, genellesmis
forma (2.6) uygun goriinen ve bunun i¢in y’nin 1 olmadigi ¢ok iyi bilinen birkag

biiyiime modelini belirtmektedir. Ornegin Hossfeld formu

t’ye gore tlirevi alindiginda;

dN bct¢1
dt e\ 2

(b+%)
olur.

Denklem (2.6)’in genellestirilmis hali olarak elde edilir ki

r =ch~ (/9
K=a
1
a=1-—-
c
p=1
— 142
V= c
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dir.

Ayrica Levakovic formu;

td \°
N =a <b + td>

t ye gore tiirevi alindiginda;

dN bed N
ac ¢ t(b+t?)
olur.

Form (2.6)’nin genellestirilmis hali olarak agiklanabilir:

1/eq(1/d)+1
aN _ (cda/edp/D)N1=1/ed) |1 (ﬂ)

dt a

olur ki burada,

r = cda/cDp-1/d)

K=a

B 1
a= cd
_1
ﬁ_c
—1+1
V=2
dir.

Son olarakta ayni referanstan [23] Korf’un formu;

dN
i aexp(—bt~°),
dt
seklindedir.
(2.51) 'de verilen formun genellestirilmis bir Gompertz fonksiyonudur:
dN 1+(1/c)

g = e
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olur ki burada,

r=ch~(1/0
a=K

=1+ 1
V= c
dir.

Heinen [25], tstel, monomolekiiler, lojistik, Gompertz, Richards ve ikinci
dereceden iistel polinomun temel Ozellikleri hakkinda c¢ok kapsamli bir derleme
sunmustur. Heinen, g¢alismasinda, ikinci dereceden iistel polinom hari¢ yukarida
belirtilen tim modellere uyan bir model oldugu sonucuna varmistir. Onun genellemesi

su sekildedir:
Y(N(t)) = A(K) + B(No, K)C (7)Y, (2.54)
Ussel bityiime icin C(r) = e” olur ve geri kalani i¢in de C(r) = e~ olur.

Heinen'in genelleme formatinin en biiylk dezavantaji, Y(N (t)), A(K),
B(N,, K) fonksiyonlarinin sabit bir matematik formuna sahip olmamalari, listeye her
yeni model eklendiginde buna goére ayarlanmasidir. Bagka bir form eklenecekse
Heinen’in formatinin artirilmasi gerekir. Schnute’in modeli gibi Heinen’in tek bir
modeli de tiim yaklagimlara uyar, y = 0 veyay = 1 olan biiylime modelleri i¢in uyum
saglar ve a veya f mevcut ama ikisi birlikte bulunmaz. ikinci dereceden iissel
polinomun Heinen’in planina uymamasinin nedeni, y = 1/2 olmasidir. Bir dizi
makalede [26,27] Savageau, karmasik bir sistemin bilesen pargalar1 arasindaki
degisikliklerin, bir biitiin olarak sistemin biiylime hizindan c¢ok daha hizh
gerceklestigini savundu. Matematiksel olarak, sistemin zamansal davranisi en yavas
olgular tarafindan yonetilir; diger tim modellerin daha kararli bir duruma ulastig
varsayilmaktadir. Ny (t), bir tek zamansal baskin bir siire¢ oldugunda, temel biiylime

denklemi genel forma sahiptir;

4 = a7t — by Ny, (2.55)
seklindedir.
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Yukaridaki denklemden Savageau, a,, by, g, hq, parametrelerini bu egrilerin
parametreleriyle iliskilendirerek dogrusal, iistel, monomolekiiler, lojistik ve Von

Bertalanffy biliylime formlarini tiiretmistir. Aslinda Savageau’nun genel formu (2.6)
y =1 ile karsilastirilabilir:

Egerr =ay, r/KP =b;, a = g;, a+ B = h, ise;

W e [1 - (%)ﬁ] = rN@ — L Na+F, (2.56)
dir.

Ayn1 makalelerde Savageau, gecici olarak baskin iki siire¢ olan Ny (t) ve N, (t)
'vi temel varsayim yaparak Gompertz biiyiime denklemini (2.52) ve hiperbolik
biiylime denklemini (2.39) iligkilendirdi. Zeide [23], Savageau’nun genel bilylime
denklemlerindeki ¢ikarma isleminin bazi yararlar1 oldugunu, ancak biiylimenin
biyolojik olaylarin ¢ogunun altinda yatan uygun bir alternatif oldugunu belirtiyor.
Ancak yukarida gosterdigimiz gibi, ¢ikarma ¢arpma olarak ifade edilebilir, bu nedenle
iki yaklasimin denkligi, en azindan gegici olarak baskin bir islem varliginda saglanir.
Ornegin; Gompertz ve hiperbolik biiyiime ile gegici olarak baskin iki siirecin ortaya
¢ikmasidir. Gompertz diferansiyel formunun logaritmik bir terimi var, In(N/K) ve
hiperbolik biliyiimenin bir {ssii var ve y dir. Savageau’nun genel biiyiime
denklemlerindeki zorluk, bu iki formu tek bir iglem olarak benimseyen matematiksel

formlaria dayaniyor;

k k
dN; gij hij .
d;=m||MJ—h||M1J=1J3W”k (2.57)
j=1 j=1

dir.

k, gecici olarak baskin olan siireclerin sayisidir. Yukaridaki denklemler sadece

iki ¢carpimsal terim halinde ele alinabilir.

dN i b g N Y
ma] [N -2 [ ) =123k
dt _J J a; L 17U
]:

seklindedir.

Yukaridaki carpimsal form, daha fazla terim icerecek sekilde genisletilmedigi

stirece { = 1 i¢in Gompertz ve hiperbolik biiyiime formlarini liretemez:
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dd—lzl = a;NJ* — a,N7P? — azNJ* — -
dir.

Parametreler belirli degerleri kabul ettiginde genisletilmis form iki ¢arpimsal
terim halinde daraltilabilir. Aslinda bu form binom genislemesi iizerine

genellestirilmis lojistik formuna (2.6) benzer:

dN Ty ry(y — 1)
— =7rN% — _Na+ﬁ AL
ac "V T KE MY e

dir.

Net2B _ ...

Belki de genellestirilmis lojistik biiylimenin (2.6) tek dezavantaji, N(t) igin
analitik bir ¢0ziim sunmak i¢in entegre edilememesidir. Ancak, Brich [24]
makalesinde biiyiime denklemlerinin neredeyse tiim uygulamalarinin sayisal oldugunu
kabul eder, bu yiizden bu kiiciik bir problemdir. Bununla birlikte, analitik bir ¢oziim
bulunmamasi, gergek verilerin egri uydurma gorevini son derece zorlagtirmaktadir.
Bazi sigmoidal biiylime modellerinin egri uydurulmasi Ratkowsky'in ¢aligmasinda
yogun olarak ele alinmistir [28], ancak dikkate alinan tiim modellerin analitik
¢oztimleri vardir. t'nin, N'nin bir fonksiyonu olarak varligi pek kullanish degildir ve
fonksiyonu olarak kullanmak son derece zordur. Diferansiyel denklemin (2.6)
kendisini veri analizi i¢in bir 6n g¢ergeve olarak benimsemek daha tercih edilir
goriinmektedir. Sonlu farklar yontemini kullanarak dN/dt tirevini AN /At ile

yaklasik olarak hesaplar ve logaritmasini alirsak:

i0(3) < 1o+ atnn oy (1) 250
n\77) ® nr+aln yIln e (2.58)
olarak elde edilir.

Kiiciik N/K degerleri i¢in sdyle alinirsa;

AN
In (E) ~Inr+alnN (2.59)

olur..

Yukaridakiler a ve r parametrelerinde en kiigiik kareler yontemi ile tahmin
edilebilecek dogrusal bir regresyon modelidir. Ihmal edilemez N / K igin daha kesin
bir iliskiye sahiptir.

In (%) ~Inr+alnN —y I(%)ﬁ +1<E)Zﬁ +1<%>3ﬁ + l (2.60)



seklindedir.
Yukaridakiler, ornegin Gauss-Newton algoritmasi kullanilarak tahmin

edilmesi gereken B, y, K parametrelerinde dogrusal olmayan bir regresyon modelidir.

Oncelikle ¢ok ayrintili olmayan bir modelin, baslangic parametresi
tahminlerini elde etmenin hizli bir yolu oldugu ve (2.6) 'in egri uydurmasinin nasil
yapilacagina dair ayrintili bir taslak olmadigi vurgulanmali ve belirtilmelidir.
Parametrelerin biiyiikliikleri belirlendiginde, biikiilme degeri, biikiilme stiresi ve bagil
bliylime hizinin maksimum degerine ulastigi N degeri (bu sadece a > 1 oldugunda
belirlenebilir ve zit olabilir) mevcut olabilecek gergek veriler ile karsilagtiriimalidir.
Her ne kadar ayni sapma degeri teorik olarak Ornegin y/a oraninin sabitliginden
ortaya c¢iksa da sapma zamani, bu 6zelligi paylasan herhangi bir sayidaki biiyiime
egrisi icin belirgin sekilde farkli olacaktir. Bu nedenle, hangi parametre degerinin
secilecegi konusunda bir karisiklik meydana gelmemelidir. « < 1, f > 0 (pozitif 3,
sigmoid biiylime egrileri i¢in kesin bir seydir) ve ¥y < 1, (2.6) 'ya gore olan ¢6ziim,
kapsamli bir sekilde Pearson [29] tarafindan tablolanmistir. Tablolar, asagidaki ilk

parametre tahminleri i¢in bir dogrulama araci olarak kullanilabilir:

(2.13)’ten

1
o B (.0) ~ Bry(0,0)] = ¢ (2.61)

elde edilir.

Burada t, popiilasyonun, baslangigctaki N, = N(0) (veya bu konuda baska
herhangi bir boyuta) ait belirli bir bliyiikliige (N (t)) ulasmasi i¢in gegen zamandir ve
By,(»,q), Byx,(p,q) tablolarda bulunur. Daha sonra (2.61) 'in sol tarafi, tablo
okumalart ile karsilagtirilabilir. Denklem (2.14) yerine kullanilan beta fonksiyon
tablolartyla ayn1 amag i¢in kullanilabilir. Bu ¢alismada amacimiz, bircok 6nemli
biiylime formunu kapsayabilecek bir biiylime formu (2.6) sunmakti. Birkag¢ sigmoidal
biiylime modelinin ve birka¢ temel sigmoidal olmayan modelin iizerinde durdugunu
gosterdik. Ayrica, biiyiime oranindaki artisin, daha geleneksel biliyiime modelleri
tarafindan paylagilmayan bir 6zellik olan, niifusun kendisindeki artis1 asan a > 1
degerine sahip bir genellestirilmis modeller sinifi belirledik. Kuskusuz, literatiir de goz

oniinde bulundurulmasi gereken biliylime modelleriyle doludur [23]. Burada
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sunulmayan 6n arastirmalar, Weibull dagilimimnin [30] alternatif olarak genellestirilmis
bir lojistik egri olarak da temsil edilebilecegini gdstermistir. Son olarak, eger
genellestirilmisse, gergek verilerin detayli egri uydurmalarinin yapilmasi gerekir.

Lojistik form uygulanabilir bir modelleme araci olarak benimsenmelidir.
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