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OZET

FLC CATISINDAN URETILEN DAIRESEL YUZEYLERIN GEOMETRISI
KEBIRE HILAL AYVACI
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI, 92 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESIi SULEYMAN SENYURT)

Calismamiz bes boliim halinde diizenlenmistir. Girig boliimiinde ¢alismanin
temel amacina, yapilan c¢alismalara yer verildi ve konunun ele alinma nedeni
tartigtldl. Materyal ve Yontem boliimiinde Oklid uzayi, polinom egrileri, Flc cati
formdilleri, Flc catisina ait temel kavramlar ve bunlara ait teoriler 6zetlendi. Ugiincii
boliimde ise bu ¢alismanin temel amaci olan Oklid uzayinda Flc catis1 ile verilen bir
tlp yuzeyin geometrik Ozellikleri incelendi. Bu yiizey Uzerinde yatan parametre
egrilerinin geodezik egri, asimptotik egri ve egrilik ¢izgisi olma kosullar1 arastirildi.
Sonrasinda bu tlip ylizeylerin fokal yiizeyleri, paralel yiizeyleri ele alinarak bu
yuzeylerin geometrik 0Ozellikleri incelendi. Elde edilen yizeylerin geometrik
oOzellikleri bulunarak, ylzey Uzerinde yatan parametre egrilerinin 6zel egriler olmasi
durumu arastirtldi. Daha sonra Roller coaster yiizeyler Flc catisina gore ifade
edilerek regle yiizeyler ile arasindaki iliski verildi. Roller coaster yiizeylerin acgilabilir
ve minimal olma kosullar1 arastirildi. Bu yiizeyin singiiler noktalarinin geometrik
yeri bulunarak striksiyon egrileri elde edildi. Elde edilen tlm yuzeylerin gorsel
ifadeleri verildi. Sonug¢ ve Oneriler dérdunct bélimde verilirken, son bélimde ise
kullanilan kaynaklara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Flc Catisi, Fokal Yuzeyler, Paralel Yizeyler, Roller Coaster
Yuzeyler.



ABSTRACT

CIRCULAR SURFACES PRODUCED FROM FLC FRAME GEOMETRY
KEBIRE HILAL AYVACI
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCES

MATHEMATICS
PHD THESIS, 92 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)

Our study is organized in five sections. In the introduction section, the main
purpose of the study, the studies carried out were included and the reason for
addressing the subject was discussed. In the Materials and Methods section,
Euclidean space, polynomial curves, Flc frame formulas, basic concepts of the Flc
frame and their theories are summarized. In the third chapter, the geometric
properties of a tube surface given by the Fic frame in Euclidean space, which is the
main purpose of this study, were examined. The conditions for the parameter curves
lying on this surface to be geodesic curves, asymptotic curves and curvature lines
were investigated. Afterwards, the focal surfaces and parallel surfaces of these tube
surfaces were examined and the geometric properties of these surfaces were
examined. By finding the geometric properties of the obtained surfaces, it was
investigated whether the parameter curves lying on the surface were special curves.
Then, Roller coaster surfaces were expressed according to the Flc frame and the
relationship between them and ruled surfaces was given. The conditions for Roller
coaster surfaces to be developable and minimal were investigated. Striction curves
were obtained by finding the geometric location of the singular points of this surface.
Visual expressions of all obtained surfaces were given. While the results and
recommendations are given in the fourth section, the sources used are included in the
last section.

Keywords: Flc Frame, Focal Surface, Parallel Surface, Roller Coaster Surface.
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1. GIRIS

Geometri, mimari tasarim siirecinin merkezinde yer alir. Yiizeyin ilk formunun
bulunmasi agamasindan fiili insaatina kadar her yerde mevcuttur. Egriler ise yiizeyleri
olusturmak i¢in profil olarak kullanilabilir (Sekil 1.1-a). Cogu durumda profil egrisinin
sekli, ortaya ¢ikan yiizeyin nihai seklini biiyiik olgiide etkiler. Ornegin helis uzaysal

egrisi mimaride silindirik siitunlarda bulunabilir (Sekil 1.1-b).
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a) Helis Egrisi

b) Karlskirche veya Saint Charles Borromee Kilisesi, Viyana

Sekil 1.1 Helis Egrisi ve Mimaride Kullanim1 (Potmann ve ark., 2007)



Egriler ve yiizeyler sanat, mimari ve tasarim da dahil olmak {iizere
cesitli uygulamalarda ortaya c¢ikar (Sekil 1.2). Geleneksel geometrik yontemlerle
islenebilecek sekillerin cesitlili8i oldukca sinirliyken, modern bilgisayar teknolojileri

geometride bir devrimine yol agcmugtir.

Sekil 1.2 The Spline Chair by Unto This Last ve The Ben Pimlott Building (Potmann
ve ark., 2007)

Bir egriyi tek boyutlu baglantili noktalar dizisi olarak diisiinebiliriz. Parametrik
bir ¢ egrisinin bir p noktasinin koordinatlari, bir ¢ degiskeninin fonksiyonlar1 olarak
ifade edilir. Bu, bir uzaysal egri ¢’nin c(t) = (x(t),y(t), 2(t)) ile temsil edilebilecegi
anlamina gelir; burada ”¢”, bir [ araligindaki tiim degerleri varsayan bir parametredir.
Boylece her “t” parametresi bir p(¢) egri noktasina eslenir. Yani bir egriyi siirekli
haritalamanin sonucu olarak diisiinebiliriz. Zaman olmas1 gerekmese de, ¢’yi zaman
olarak diigiinmek ¢ogu zaman faydahdir. z(t),y(t) ve z(¢) fonksiyonlarina koordinat
fonksiyonlart denir ve ¢(t), ¢’nin bir parametrelestirmesidir. Bir I aralidi, ii¢ boyutlu

uzayda bir c egrisine eslenir (Sekil 1.3).
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Sekil 1.3/ Araliginin Bir Diizleme veya Ug¢ Boyutlu Uzaya Doniistiiriilmesi
(Potmann ve ark., 2007)

Polinom fonksiyonlar1 tarafindan tanimlanan parametrik bir egriye polinom
egrisi adi verilir. Ug koordinat fonksiyonundan herhangi birindeki “¢” parametresinin
en yiiksek derecesine polinom egrisinin derecesi denir. Bir uzaysal ¢ egrisi [0, 1]
araliginda z(t) = 12t —12t% y(t) = 6t —6t> 4413 ve 2(t) = 12t —24t*>+16¢> koordinat
fonksiyonlar1 ile tanimlanirsa, kiipiin icinde yer alan egri parcasini elde ederiz (Sekil
1.4). t parametresinin en yiiksek derecesi 3 oldugundan 3. dereceden bir polinom

egrimiz olur. 3. derecedeki tiim polinom egrileri kiibik egriler ad1 altinda toplanir.



Sekil 1.4 Kiibik Egri (Potmann ve ark., 2007)

Bir egrinin koordinat fonksiyonlari % bicimindeyse (p(t) ve ¢(t) polinom

fonksiyonlardir), bu durumda egriye “rasyonel egri”’ denir. Bu egri ailesinin derecesini,

herhangi bir koordinat fonksiyonunun payinda veya paydasinda yer alan ¢ degiskeninin

42 —1 43—t
312417 3t2+1

en yiiksek derecesi olarak tammlariz. ¢(t) = ( ) egrisi 3. derece diizlemsel
rasyonel egrinin parametrik gosterimidir. “¢” parametresinin en yiiksek derecesi 3 olup

yalnizca y(t) koordinat fonksiyonunun payinda olustuguna dikkat edin.

Egrilerin tersine, bir yiizey noktasinin koordinatlart © ve v olmak {iizere
iki farkli parametreye baghdir. Bdylece, bir parametrik ylizey S ile gosterilirse
p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) ile temsil edilebilir; burada u ve v parametreleri,
iki boyutlu bir R bolgesindeki tiim degerleri alir (Sekil 1.5). Tek boyutlu bir [
araligini uzaya eslemek yerine (egri durumu), artik iki boyutlu bir R bolgesinin uzaya
siirekli bir eglemesine sahibiz. Parametrik gosterim, (u,v)-parametre diizleminin bir

R bolgesinden ii¢ boyutlu uzayda bir yiizey pargasi S’ye bir eslemeyi tanimlar.
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Sekil 1.5 Yiizeyin Parametrik Gosterimi (Potmann ve ark., 2007)

R bolgesindeki bir (u, v) noktasini tanimlayan her u ve v parametre ¢ifti, bir
p(u,v) yiizey noktasina eglenir. Egrilere benzer sekilde, x(u,v),y(u,v) ve z(u,v)
koordinat fonksiyonlar1 ve p(u,v) fonksiyonlarina S’nin bir parametrelestirmesi
diyoruz. u = wug parametresini sabitledigimizde yiizeyde bir v-parametre egrisi elde
ederiz. Ote yandan, v = vy alinip v parametresini sabitledi§imizde S yiizeyinde bir
u-parametre egrisi olusturulur. Parametre ¢izgilerinin ¢izimi genellikle bir yiizeyin
uzaysal yapisinin gorsellestirilmesinde faydalidir. Bdylece mimari bir ara¢ olarak
kullanilabilirler. Parametre ¢izgileri yiizeylerin mekansal izlenimini destekler (Sekil

1.6).

Sekil 1.6 Parametre Cizgileri Olan ve Olmayan Ayni Yiizey (Potmann ve ark., 2007)



Parametre ¢izgilerinin mimaride kullanimu ise su sekilde gosterilmistir (Sekil 1.7):
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Sekil 1.7 King’s College Chapel, Cambridge (Potmann ve ark., 2007)

Yiizeylerin bir alt smifi olan Regle yiizeyler ilk kez Monge tarafindan
tanimlanmigtir ve Hlavaty (1945) ve Hoschek (1973) gibi bilim insanlar1 tarafindan
da incelenmigtir.  Bu yiizeyler, bir dogrunun bir egri boyunca hareket etmesi
sonucu meydana gelir. Regle yiizeyler oldukca estetiktirler ve fiziksel olarak ingsa
edilebilmeleri kolaydir. Metal levha, gemi veya ucak tasariminda stabilite, akiskan
dinamigi ve titresim acisindan 1yi bir yapi sunarlar. Ayni zamanda estetik binalar
ve heykeller de inga edilebilir. Regle yiizeylerin 6zel bir goriiniime sahip olmasi
ve nispeten kolay insa edilebilmesi nedeniyle ¢agdas mimaride giderek daha fazla
kullanilmaktadir. Ayrica miihendislik, bilgisayar programlama ve mimari gibi bircok

alanda genis bir uygulama yelpazesi sunar (Sekil 1.8).
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b) The Japanese Art and Technology Center

Sekil 1.8 Mimaride Regle Yiizey Ornekleri (Potmann ve ark., 2007)

Acilabilir yiizeyler, Gauss egriligi sifira esit olan yiizeylerdir. Bu nedenle diizlem
izerine haritalandirilabilirler; bdylece yiizey iizerine ¢izilen herhangi bir egrinin
uzunlugu ayni kalir. Bu ylizeyler ¢agdas mimarlar tarafindan siklikla kullanilmakta
ve onlara yeni formlar tasarlama olanag: saglanmaktadir. Agcilabilir yiizeylerin metal

levha ile kolaylikla kaplanabilmesi mimari agidan biiyiik bir avantajdir. Boyle bir



yiizeyi insa etmek i¢in metal levhalarin agilmasi yeterli olacaktir. Bu yiizeyler bir dizi
diiz ¢izgi tasir ve bu da onlarin yapimini kolaylastirir. Bu 6zelliklerin tiimii mimari
acidan oldukga ilgi ¢ekicidir ve bu nedenle bir¢cok onemli mimari projede acilabilir
yiizeyler tercih edilir. Ozellikle Frank O. Gehry bu yiizeyleri oldukca yaygin bir sekilde
kullanmaktadir (Sekil 1.9).

Sekil 1.9 The Walt Disney Concert Hall (Potmann ve ark., 2007)

Acilabilir yiizeylerin dikkate deger bir 6zelligi de yansimalarla ilgilidir. Yansiyan
tiim 1s1nlar yeniden acilabilir yiizeyi geri sarar. Ayni sey bu ylizeylerdeki kirilmalar
icin de gecerlidir Hem yansimalar hem de kirilmalar diizlemlerde ilging fokal egrileri
olusturur. Bilbao’daki Guggenheim Miizesi, Kanadalt mimar Frank O. Gehry’nin cam,

titanyum ve kiregtasindan yaptig1 bu yapi fokal egrilerinin en iyi 6rnegidir (Sekil 1.10).

Sekil 1.10 Guggenheim Miizesi, Bilbao, Ispanya (Potmann ve ark., 2007)



Minimal yiizeyler, herhangi bir noktadaki ortalama egrilikleri sifir olan yiizeylerdir.
Ortalama egrilik, bir yiizeyin her noktasinda bulunan iki ana egrilik (maksimum ve
minimum egrilik) arasindaki ortalama de8erdir. Minimal yiizeylerde bu ortalama
egrilik degeri her zaman sifirdir. Minimal yiizeylerin, farkli matematiksel tekniklerle
karakterize edilen ve smmiflandirilan cesitli drnekleri vardir (Sekil 1.11). Ornegin,
diizlemsel minimal yiizeyler, egrilerle parametrelendirilmis yiizeylerdir ve minimal
yiizeylerin temel yapr taslaridir.  Bunlar, Laplace denklemi gibi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleriyle ifade edilebilir. Minimal yiizeylerin Onemi, fizikten
miihendislige kadar bir¢ok alanda uygulama alani bulmasidir.  Ornegin, sabun
koptigii, minimal yiizeylerin fiziksel orneklerindendir ve sabun kopiigiiniin olusumu
ve stabilitesi gibi konularda arastirmalarda kullanilir. Ayrica, minimal yiizeylerin
yapisal miithendislikte ve malzeme biliminde, 6zellikle de yiizey gerilimi ve malzeme
dayaniklilig1 gibi konularda onemli uygulamalar1 vardir. Dolayisiyla, minimal
yiizeylerin ¢alisilmasi, hem matematiksel teorinin gelisimi hem de pratik uygulamalar

acisindan biiyiik 6neme sahiptir.

Sekil 1.11 Costa Minimal Yiizeyi (Potmann ve ark., 2007)

Bir tiip yiizeyi, merkezleri spine egrisi veya merkezi egri olarak adlandirilan
bir ¢ egrisi iizerinde yer alan esit r yaricaph kiirelerden olusan bir zarftir. Basit
0zel durumlar, donel silindir (omurga egrisi olarak diiz bir ¢izgi icin ortaya ¢ikan)

ve dairesel bir omurgaya ait olan torustur. Tiip ylizeyi spine egrisi ve yarigcapi r



ile tammmlanir. Ayni zamanda, ¢ uzaysal egrisinin normal diizlemlerinde yer alan ve
merkezleri c tizerinde olan, r yaricapl bir daire ailesi olarak da olusturulabilir (Sekil

1.12).

Sekil 1.12 Iki U¢ Nokta ile Aym1 Spine Egrisine Giden Cesitli Tiip Yiizeyleri
(Potmann ve ark., 2007)

Mimaride egri benzeri yapilar insa etmek icin belirli bir kalinliga sahip
olmalar1 gerekir. Kalinlik bir boru yiizeyinin yaricapi ile ifade edilebilir. Bu tarz bir

yapiy1 "Shoal ucus" kamusal sanatinda gormek miimkiindiir (Sekil 1.13).

Sekil 1.13 Shoal Ucus Kamusal Sanat1 (Potmann ve ark., 2007)
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3 boyutlu Oklid uzayinda diizgiin bir X yiizeyi iizerindeki bir noktada dik kesit
egrilerinin egrilik merkezleri, normal vektoriin belli bir parcasina kargilik gelir. Bu
parcalarin maksimum ve minimum degerleri iki egrilik ¢izgisinin egrilik merkezleridir.
Bu iki noktaya bu noktadaki normalin fokal noktalar1 denir. Bu noktalar yiizeyin (asal)
egrilik merkezleri olarak da isimlendirilir. Fokal yilizey ya da X yiizeyinin evoliitii
fokal noktalarin veya asal egrilik merkezlerinin geometrik yeri olarak tanimlanir. Bu
yilizeye merkezlerin yiizeyi ya da X ylizeyinin merkezcil yiizeyi de denir. Genellikle
iki parcadan (maks. ve min. noktalara bagl olarak) olusur. Y, X yiizeyinin lokal bir
parametrizasyonu, k ve k* yiizeyin asal egrilikleri ve n yiizeyin birim normali olmak

izere ylizeyin umbilik noktalar1 disinda fokal yiizeylerin parametrik denklemleri

Bi(u,v) =Y (u,v) + —n(u,v)

1

k
1

By(u,v) =Y (u,v) + gn(u, v)

seklindedir (Sekil 1.14).

Sekil 1.14 Yiizey ve Onun Fokal Yiizeyi (Simsek, 2016)
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Noktasal bir yiikiin etrafinda olusan elektrik alan her noktada farkli yon ya da
dogrultuda olabildigi icin diizgiin bir elektrik alan olusturmaz. Noktasal yiiklerde
yiikten uzaklasildiginda elektrik alan ¢izgileri seyrelir ve bunun sonucu olarak elektrik

alan siddeti azalir (Sekil 1.15).

Sekil 1.15 Noktasal Bir Yiikiin Etrafinda Olusan Elektrik Alan (OGM Materyal,
2024)

Paralel levhalar arasinda olusan elektrik alanda ise diizgiin bir elektrik alan olusur
(Sekil 1.16). Yani, bu iki levha arasinda olusan elektrik alanin biiyiikliigii ve yonii her
noktada aynmidir. Radar ekranlar1 ve osiloskop gibi bilimsel aletlerde, bu tiir aygitlar
kullanilir. Bir levhaya esit uzaklikta olan noktalar ayni elektriksel potansiyele sahiptir.
Elektriksel potansiyelleri esit olan bu noktalarin olusturdugu yiizeyler paralel levhalar
arasindaki es potansiyel yiizeylerdir. Paralel levhalar bir iiretece baglanirsa levhalarin
potansiyel farkinin sabit kalmasi saglanir. Es potansiyel ylizeyler, potansiyel enerji
acisindan homojen bir alan yaratir ve bu yiizeyler boyunca bir parcacigin hareket
etmesi durumunda potansiyel enerji degismez. Elektriksel sistemlerin tasariminda ve
analizinde, es potansiyel yiizeylerin belirlenmesi, sistemlerin giivenligi ve verimliligi

acisindan kritiktir.
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Sekil 1.16 Paralel Levhalar Arasinda Olusan Elektrik Alan (Anonim, 2024)

Roller coaster icadinin kokeni 18. yiizyil civarlarinda Rusya’da eglence i¢in
0zel olarak inga edilmis ve “Rus Daglar1” olarak adlandirilmis buz tepelerine dayanur.
19. yiizyilin baslarina gelindiginde ise Ruslardan ilham alan Fransizlar, raylarin
izerinde tekerleklerle ilerleyen araglara sahip ilk hiz trenini yaptilar. Bilinen en eski
Roller coaster “Les Montagnes Russes Belleville” ve "Promenades Aériennes” 1817
yilinda Paris’te inga edilmistir (Sekil 1.17). Ayni yillarda Amerika’nin Pennsylvania
eyaletinde bir komiir madeninde ilkel bir Roller coaster tiirii icat edildi. Mauch Chunk
kasabasinin yakinlarinda Pisgah Dagi’nin tepesinde bulunan bir madenden ¢ikarilan
komiirlerin agagiya taginmasi i¢in bir ray sistemi kuruldu. Bu ray sistemi sayesinde
komiir araca yiiklendikten sonra raylardan asagi birakilarak ve hizla kanala kadar

ulagmast saglandi.
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Sekil 1.17 Les Montagnes Russes de Belleville (Anonim, 2024)

Dairesel yiizeylerin 0zel bir tipi olan Roller coaster ylizeyler trenin; virajlarin,
halkalarin, tepelerin ve vadilerin etrafinda hareket ederken kinetik ve potansiyel
enerjinin etkilesimi ile klasik enerji doniisiimlerine 6rnektirler (Sekil 1.18). Bir Roller
coaster pisti, uzayda hareket eden bir parcacigin uzayda verilen bir egri lizerinde

kalacaktir.

Sekil 1.18 Roller Coaster Pisti (Anonim, 2024)
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2. MATERYAL ve YONTEM

2.1 OKklid Uzayinda Temel Kavramlar
Bu boliimde tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan Oklid uzayz ile ilgili

bazi temel tanimlar, teoremler ve kavramlardan soz edilecektir.

Tanim 2.1.1 V, R reel sayilar cismi tizerinde taniml1 bir vektor uzayi olsun. Va,y € V
icin
<,>:VxV-—7R
(r,y) —<z,y >
seklinde bir i¢ carpim fonksiyonu (simetrik, bilineer ve pozitif tanimli)

tanimlanabilirse, bu vektor uzayina bir reel i¢ carpim uzay1 denir (Spivak 1999).

Tanmm 2.1.2 V , n-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzayi olsun. V vektdr uzayi ile

birlestirilmis bir A afin uzayma Oklid uzay1 ad1 verilir ve E" ile gosterilir (Spivak

1999).

Tamm 2.1.3 [E", n-boyutlu Oklid uzayr olsun. Yu = (ug,ug,..., Uy),

v = (v1,v2,...,0,) € E"i¢in

n
<Uu,v >= E UV
Jj=1

seklinde tanimlanan fonksiyona standart Oklid i¢ ¢arpim fonksiyonu ya da standart i¢

carpim adi verilir (Spivak 1999).

Tamm 2.1.4 E", n-boyutlu Oklid uzayr’nin Vu = (uy, ug, ...u,) elemani igin
Jull = v<u,u>

biciminde tanimlanan fonksiyona v nun normu adi verilir (Millman vd. 1977).

Tamm 2.1.5 E?, 3-boyutlu Oklid uzay1 olsun. Bu durumda Yu = (uy,us,us),

v = (vy,v2,v3) € E? igin, bu vektorlerin Oklid vektorel garpimlart

1T ]k
UAU=| u uy uz | = (U203 — UzV2, U3V — U V3, U Vg — UV] )
V1 V2 Vg

seklinde tanimlanir (Millman vd. 1977).
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Tanim 2.1.6 R gercel say1 dogrusunun bir [ = (a,b) agik arahigindan E™ uzayina
taniml1 diizgiin bir « : I — E" doniisiimiine E™ uzay:1 i¢inde bir egri denir (O’Neill

1966).

Tamim 2.1.7 R gergel say1 dogrusunun bir I = (a,b) agik arahigindan E" uzayina,

tiirevlenebilir bir o : I — E" fonksiyonuna tiirevlenebilir parametrik egri ad1 verilir

(Do Carmo 1976).

Tamm 2.1.8 o : I CR — E", t — a(t) = (o (t), az(t), ..., an(t)) seklinde bir
egri olsun. Vt € [ i¢in a(t) € E™ noktasinda

o/(t) = (a4 (1), @5(t), ..., 01, (1))

biciminde tanimlanan ifadeye « egrisinin ¢ noktasindaki hiz vektorii denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.9 o : I C R — E" Oklid uzayr’nda bir egri olsun.

o/ : T — R

t — [l/[[(#) = [l (®)]]

seklinde tanimli ||| fonksiyonuna « egrisinin skaler hiz fonksiyonu ve ||o/(t)]| reel
sayisina da « egrisinin «(t) noktasindaki skaler hiz1 denir.Eger |o/(t)]] = 1 ise «
egrisine birim hizli egri, ¢ € I parametresine de egrisinin yay parametresi denir. Birim

hizl egriler genellikle s yay parametresi ile ifade edilir (Do Carmo 1976).

Tanmim 2.1.10 Bir « egrisinin her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli ise bu egriye

regiiler egri denir, (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.11 « : I — E? birim hizli bir egri olsun. T = ¢ ifadesine a
egrisinin birim teget vektor alani, x(s) = ||T"(s)||, Vs € I ifadesine « egrisinin egrilik
fonksiyonu, x # 0 olmak iizere N = T"/k ifadesine « egrisinin asli normal vektor
alam, B = T x N ifadesine « egrisinin binormal vektor alani ve {T', N, B} ye ise «

egrisinin Frenet catis1 denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 2.1.12 x > 0 olmak iizere o : I — E3 birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

T, N, B vektor alanlar1 birim vektor alanlaridir ve birbirine diktir (Hacisalihoglu,

1983).

Tanim 2.1.13 Birim hizh o : [ — R3 egrisinin Frenet vektor alanlan {1, N, B}

olmak tizere,
7: I — R 7(s) = — < B'(s), N(s) >

fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s)

noktasindaki burulmasi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.14 « : [ — E3 egriligi x > 0 ve burulmasi 7 olan, s yay uzunlugu

parametresi ile verilen birim hizli bir egri olmak iizere v egrisinin Frenet formiilleri

T'(s) = K(s)N(s),

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.15 o : [ — [E? egrisinin Frenet vektor alanlant V¢ € [ igin

T(t),N(t), B(t) ve bu egrinin egrilik ve burulmasi x ve 7 olsun. ||&/|| = v olduguna

gore

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.16 « : I — IE? regiiler bir egri olsun. Eger t € [ yay parametresi

degilse o egrisinin «(t) noktasindaki Frenet elemanlari

T(t) = 2

B () Aalt)
Twep MO T ROATO. B0

@) A @)

Aol
O=""lewF

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

_ </t Aa(t),a"(t) >
o (£) A o (1)

7(t)
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Tanmm 2.1.17 Bir o : [ — E" regiiler egrisi ile v : J — [E" regiiler egrisi verilsin.

a(so) = v(so) ayn1 noktay1 gostermek tizere,

a(so) = 7(s0), '(s0) # 7' (s0)

ise a ve y egrileri sifirinci mertebeden degiyor denir.

also) =7(to),  '(s0) =7 (to), a"(s0) # 7" (to)

ise «v ve y egrileri birinci mertebeden degiyor denir.

also) =7(to), a'(s0) =7'(to), "(s0) =7"(t0), "(s0) #7"(to)

ise a ve 7y egrileri ikinci mertebeden degiyor(sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi vardir)

denir. En genel halde

a(so) =(to) .y a®(s0) =P (to),  a¥FV(s0) # 4F (1)

ise o ve 7y egrileri k-inc1 mertebeden degiyor(sonsuz yakin k+1 ortak noktas1 vardir)

denir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.18 E? uzayinda, bir « egrisinin «(t) noktasinda, egriye en az ikinci

mertebeden degen (sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan) cembere, « egrisinin «(t)

noktasindaki oskiilator cemberi denir (O’Neill 1966).

¢ a(h)

Sekil 2.1 Oskiilator Cember
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Teorem 2.1.19 «, E3 de regiiler bir egri, x(¢) egrinin egrilik fonksiyonu ve N(t)

egrinin normal vektor alan1 olsun. « e8risinin, a(t) noktasindaki oskiilator cemberinin
m(t) merkezi ve r(t) yarigapi
(1) = alt) +—=N(1) ve (1)
m(t) = « — ve r(t)=—=
K(t)

esitlikleri ile bellidir (Do Carmo 1976).

Tanim 2.1.20 Egriligi her noktada sifirdan farkli olan regiiler bir -y egrisinin egriligi

k, normal vektor alam NV olmak iizere,

o 1
Y () =~(t) + %N(t)

biciminde tanimlanan +* egrisine, -y egrisinin evoliit egrisi denir (Do Carmo 1976).

Tamm 2.1.21 E? uzayinda, bir a egrisinin «(t) noktasinda, egriye en az iigiincii

mertebeden degen (sonsuz yakin dort ortak noktasi olan) kiireye, « erisinin «(t)

noktasindaki oskiilator kiiresi denir (Do Carmo 1976).

o a(f)

Sekil 2.2 Oskiilator Kiire
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Teorem 2.1.22 [E® de regiiler bir « egrisi, {7, N, B} Frenet catis1 ve sirasiyla

k(t), 7(t) egrilik, burulma fonksiyonlar: ile verilsin. v = ||a/(¢)|| olmak iizere «

egrisinin a(t) noktasindaki oskiilatore kiiresinin merkezi M (¢) ve R(t) yarigapi

M(t) = a(t) + %N(t) L1 (1)'3@),

VT \KR

2
1\2 1 /71y’
o= (' (2))
K vT \K
esitlikleri ile bellidir (Do Carmo 1976).

Tanmim 2.1.23 Uzayda bir y egrisinin evoliitii 7* ise ¢ € R ve ¢(t) = [

o T(u)du olmak

uzere

V() = () + p()N () — p(t)tan[o(t) + ] B(1)

dir (Do Carmo 1976).

Tanim 2.1.24 Uzayda bir v egrisinin oskiilator kiirelerinin merkezleri ~y egrisinin

C, (t) fokal egrisi olusturur ve bu egriler

C’Y(t) = () + Z m; N;(t)

seklinde ifade edilir. Burada m;-ler ¢-inci fokal egrilik fonksiyonlar1 olarak adlandirilir

(Do Carmo 1976).

Sekil 2.3 + Egrisi ve C,, Fokal Egrisi
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Tamm 2.1.25 Bir M C E3? kiimesi verilsin. VP € M noktasi igin, goriintiisii P

noktasinin M/ deki komsulugunu kapsayan ve D C [E2 agik kiimesi iizerinde taniml1 bir
X — M doniisiimii birebir, regiiler ve tersi de siirekli olacak sekilde bulunabiliyorsa,

M kiimesine E? de bir yiizey denir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.26 M, E3 de bir yiizey, I C R bir agik aralik olmak iizere v : I — M
diferansiyellenebilir fonksiyonuna M yiizeyi iizerinde bir egri denir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.27 M, E? de bir yiizey olsun. 71, € T3 (P) tanjant vektorii P noktasindan

gecen ve ylizey iizerinde kalan bir egrinin hiz vektorii oluyorsa, 7p tanjant vektoriine
M vyiizeyinin P noktasindaki teget vektorii denir. Yiizeyin P &€ M noktasindaki
biitiin teget vektorlerinin kiimesi )M ylizeyinin P noktasindaki teget diizlemi olarak

adlandirilir ve T/ (P) ile gosterilir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.28 M C E? yiizeyi boyunca bir V vektor alam verilsin. VP € M noktasina
bir V(P) = 7p teget vektorii karsilik getiren V' vektor alanma M yiizeyi boyunca bir

teget vektor alani denir (O’Neill 1966).

Tamim 2.1.29 M C E3 bir yiizey ve P € M bir nokta olsun. P noktasindaki T);(P)

teget diizlemine dik olan bir Up tanjant vektoriine M yiizeyinin P noktasindaki normal

vektorii denir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.30 M C 3 yiizeyi boyunca bir U vektor alam verilsin. VP € M igin elde

ﬁ
edilen U (P) = U, tanjant vektorii M yiizeyinin bir normal vektorii oluyorsa, U vektor

alanina M yiizeyi boyunca bir normal vektor alan1 denir (O’Neill 1966).

Tanim 2.1.31 M yiizeyi iizerinde bir birim normal vektor alanina M {izerinde bir

yonlendirme, tizerinde bir yonlendirme se¢ilmis olan yiizeye de yonlendirilebilir yiizey

denir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.32 U, E? de bir agik alt ciimle olmak iizere M : U — E3
M(U, U) - (ml ('LL, U)v mo (’LL, U)a ms (Ua U))
biciminde tanimlanan diferansiyellenebilir doniisiimiine E® de bir yama, lokal yiizey

ya da iki parametreli yiizey denir (O’Neill 1966).
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Tamm 2.1.33 M : U — M(U) C E? bir lokal yiizey ve (ug,vo) € U sabit olsun.
u — M(u,vg) ve v — M (ug,v) egrilerine sirastyla M nin u— parametre ve v—

parametre egrileri denir (O’Neill 1966).

Tamim 2.1.34 Bir M : U — E? yamasi i¢in (u,v) € U noktalarinda birim normal

vektor alan1 veya yiizeyin normali,

esitligi ile tantmlanir (O’ Neill 1966).

Tamm 2.1.35 M : U — E3 bir lokal yiizey olsun.
E = <Mu7 Mu> ) F= <Mm Mv> ’ G = <Mv7 Mv>

seklinde tammlansin. Buna gore I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? ifadesine M nin
Riemann metrigi ya da birinci temel formu denir. F, F, G fonksiyonlarina ise M in

birinci temel formunun katsayilar: denir.
€= <Muu,N(u,U),>, f: <Muv,N(u,’l)),>, 9= <MM,,N(U,U)>

seklinde tanimlansin. Buna gore 11 = edu?® + 2 fdudv + gdv? ifadesine M nin ikinci
temel formu denir. e, f, g fonksiyonlarina ise M nin ikinci temel formunun katsayilari

denir (O’Neill 1966).

Tanmm 2.1.36 M bir regiiler yiizey ve M nin P € M noktasindaki ylizey normali N

olsun. o4 ile M nin P noktasindaki tanjant vektorii gosterilmek iizere
S(vh) = —Dn(vP)

seklinde taniml1 S doniisiimiine M yiizeyinin sekil operatorii denir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.37 M : U — E3 regiiler bir yama olsun. O zaman M nin S sekil

operatorii { M,,, M, } bazi cinsinden,

S<Mu> =—-N, = EGG:fFF; M, + %MU
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seklinde hesaplanir. M yiizeyinin sekil operatoriiniin matrisi S'ile gosterilirse

eG— fF fE—eF
1

S =BG

fG—gF gE— fF

seklindedir (O’Neill 1966).

Tamm 2.1.38 M, E3 de bir yiizey ve M yiizeyi iizerinde bir egri  olmak iizere,

«v egrisinin teget vektor alam1 1" ve M yiizeyinin sekil operatorii S olsun. Eger T’
teget vektor alan1 «v egrisi boyunca S’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa

« egrisine M {iizerinde bir egrilik ¢izgisi denir (O’Neill 1966).

Tamim 2.1.39 M, 3 de bir yiizey olsun. P € M noktasindaki sekil operatorii Sp

olmak iizere,

1. Sp = Al,,_; ise P € M noktasina M ’nin umbilik noktasi denir,

2. Sp = 0ise P € M noktasimna M tizerinde diizlemsel(flat) nokta denir (O’Neill
1966).

Tamm 2.1.40 M, E? de bir yiizey ve P € M noktasindaki sekil operatorii Sp
olsun. VX (P),Y(P) € Ty(P) i¢in < S(Xp),Yp >= 0 ise bu iki tanjant vektoriine
esleniktir denir. Bir Xp # 0 tanjant vektorit icin, < S(Xp), Xp >= 0 ise Xp
dogrultusuna, M’nin P noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve Xp yi, VP € «
noktasinda teget vektorii kabul eden « egrisine M iizerinde asimptotik ¢izgi denir

(O’Neill 1966).

Tamm 2.1.41 E? de bir hiperyiizey M ve M nin P noktasindaki sekil operatérii S|,

olmak tizere,

K:M—R

P — K(P) = detS(P)
seklinde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin Gauss egriligi,
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H:M —R

P— H(P)= %iz(S(P))

seklinde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin ortalama egriligi denir (O’Neill 1966).

Teorem 2.1.42 Oklid uzayinda her noktada Gauss egrilik fonksiyonu olan yiizeylere

acilabilir yiizey, ortalama egrilik fonksiyonu olan yilizeylere minimal yiizey denir. Bir
bagka ifadeyle ayni sinirlara sahip olan yiizeyler arasinda en kii¢iik alanl ylizeylere

minimal yiizey denir (O’Neill 1966).

Teorem 2.1.43 M : U — I3 regiiler bir yama olsun. M in Gauss ve ortalama
egrilikleri sirasiyla (O’Neill 1966).
eg — f? H_eG—QfF—i—gE

K=%c—m ™ "= Sme—m)

Tamm 2.1.44 [E? de bir hiperyiizey M ve M nin P noktasindaki sekil operatorii S

olsun. M yiizeyinin bir P noktasina karsilik gelen S|, nin karakteristik degerleri M

yiizeyinin bu noktadaki asli egrilikleri olarak adlandirilir (O’Neill 1966).

Teorem 2.1.45 M : U — T3 regiiler bir yama olsun. M nin asli egrilikleri k; ve ko
olmak iizere (O’Neill 1966).

k1:H+VH2—K veE kQZH_\/HQ_K.

Teorem 2.1.46 T3 de yonlendirilmis bir yiizey M ve M nin birim normal vektor alani

N olsun.

biciminde tanimlanan diferansiyellenebilir 1 doniisiimiine Gauss doniisiimii denir

(O’Neill 1966).
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Tamm 2.1.47 M C E? bir regiiler yiizey olsun. M yiizeyine ¢ uzaklikta paralel olan
yizey

M,={g€E*: d(g,M)=c}

biciminde tanimlanir (Gray 1993).

Tanim 2.1.48 M regiiler yiizeyinin birim normal vektorii N (¢, 6) olsun. M nin paralel

yiizeyi
M,(t,0) = M(t,0) + eN(t,0)

seklinde tanimlanir, (Gorgiilii 1989, Gray 1993).

Tanmm 2.1.49 X (t) regiiler bir egri ve bu egri iizerinde tanimlanan Frenet ¢atisi

{T, N, B} olsun. Bu ¢at1 yardimiyla tanimlanan M (¢, 6) tiip yiizeyi
M(t,0) = X (t) + r[cos N (t) + sin 0 B(t)] (2.1.1)
seklinde verilir. Burada r € R tiip yiizeyin yarigapi, X (¢) merkez(spine) egrisi,

0 € [0, 27) dir (Izumiya 2007).

Tanmim 2.1.50 M (¢, 0) regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M;(t,0) ile gosterilirse bu

yiizeylerin denklemi

1
M;(t,0) :M(t,0)+z (t,0), i=1,2 (2.1.2)

seklinde verilir. Burada N (t, 6), ylizeyin birim normali, k; ve ko yiizeyin birinci ve

ikinci asli egrilikleridir (Do Carmo 1976).

Tanmm 2.1.51 X (¢) regiiler egrisinin Frenet catis1 {7', N, B} olsun. Bu ¢atiya gore

Roller coaster yiizeyi Mp(t,0) ile gosterilir ve denklemi
Mp(t,0) = X(t) +r (coseT + sind (cos¢(t)N + singb(t)B)) (2.1.3)

seklinde tammlidir. Burada ¢(t) agis1 ¢/ = — [ 7dt bagintisindan bulunur (Izumiya
2007).
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2.2 Flc Catisi Tle Tlgili Genel Bilgiler
Bu boliimde Dede M. (2019) tarafindan yayinlanan "Why Flc Frame is better
than Frenet Frame?" ve "A new representation of Tubular Surfaces" isimli ¢calismaya

yer verilerek tez igerisinde faydalanilacak olan gerekli 6n bilgiler sunulmustur.
Tanim 2.2.1 n € Ny ve a; € R olmak lizere 0 <7 < n,

P(t) = ant™ + ap_1t" " + ... + art' + ay, (an, #0)
bicimindeki "t” degiskenine bagli fonksiyona n. dereceden bir polinom denir

(Larson,2012).

Tamim 2.2.2 « : [a,b] — E", «t) = (a1(t), az(t), ..., a,(t)) egrisinin 1 < i < n
icin «;(t) degerleri bir polinom ise a(t) € R [t] egrisine n-boyutlu polinom egrisi denir

(Farouki,2007).
Tamim 2.2.3 «(t) = (o (t), aa(t), ..., an(t)) n-boyutlu polinom egrisi i¢in,

deg(a(t)) = maxz {deg (an(t)) ,deg (az(t)) , ..., deg (an (1))}

degerine o polinom egrisinin derecesi denir (Larson,2012).

Tanim 2.2.4 n. dereceden regiiler polinom uzay egrisi v olsun. « egrisi iizerinde
a/(t) o/ (1) A a™(t)

() = Tar @] Di(t) = T () A DI Dy(t) =Di(t) AT()  (2.2.1)

seklinde tanimli {7, Dy, D1} catisi Frenet benzeri ¢ati veya Flc catist olarak

isimlendirilir. Burada 7' teget vektor, D asli normal benzeri vektor ve D, binormal

benzeri vektordiir. Bu ¢atiya gore Frenet benzeri egrilikler dy, ds, d3 ile gosterilirse

(.05, _ ) g, = (D2 D) 2.2.2)

(% (%

dy =

seklinde ifade edilir. Burada ||o/|| = v dir. (Dede,2019).
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Ornek 2.2.5 o(t) = (6t,3t,¢*) helisel polinom uzay egrisi olsun. Bu egrinin Frenet

elemanlar1 hesaplanirsa

2 2t t? 2t =2 2t
T(t) = Nt) = |- —
®) (t2+2’t2+2’t2+2)’ ®) ( 2 +2 t2+2’t2+2>’

t? 2t 2 2 2
(®) (t2+2’ t2+2’t2+2>’“<> st "W = 3oy
bulunur. Buradan = sabit oldugundan « polinom egrisi bir helistir. Bu egrinin Flc ¢ati

vektorleri ve egrilikleri hesaplanirsa

2 2t t?
T(t) =
(t) <t2+2’t2+2’t2+2)’

t -1
it = (¢t2+1’ \/t2+1’0) |

t? 3 2Vt2 + 1
Dy(t) = (— ,— ) ;

B +2)vVEE+1 (B2+2VeE+1 12 +2

t 1 3
di(t) = Nt dg(t)z—\/m, ds(t) = 221 1)

Sekil 2.4 Helisel Polinom Uzay Egrisi
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Teorem 2.2.6

i. a, polinom uzay egrisinin dogrusal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart d; = dy = d3 =0

olmasidir.

ii. d; # 0 egriligi ile verilen « polinom egrisinin diizlemsel olmasi i¢in gerek ve yeter

sart do = d3 = 0 olmasidir. (Dede,2019).

Sonug 2.2.1. « polinom uzay egrisi 2.dereceden bir egri ise Flc egrilikleri ile Frenet
egrilikleri arasinda

bagintist vardir (Dede,2019).

Ornek 2.2.7 a(t) = (t,t,t*) polinom egrisi olsun. Bu egrinin Frenet elemanlar

hesaplanirsa

T(t)_( 1 1 443 )
V1616 + 27 /1616 + 2" /1616 +2 /)

B 23/2 232 V2
N = ( CVIG + 2 V66 + 2 V166 + 2)’
B(t) = (?, _§70), /€<t) = ﬁ, T(t) =0

bulunur. Burada 7(¢) = 0 oldugundan « egrisi diizlemseldir. Bu egrinin Flc ¢ati

vektorleri ve egrilikleri hesaplanirsa

T(t)_( 1 1 4¢3 )
V1616 + 27 /1616 + 2" /1616 +2 )’

BV

Di(t) = (5. =50)

2t3/2 2t3/2 V2 )

Dy(t) = - y y
2(t) ( V1615 + 2 V1610 + 2 /1610 + 2



seklinde bulunur.

0.002

0.001

Sekil 2.5 Diizlemsel Polinom Egrisi

Teorem 2.2.8 n. dereceden polinom uzay egrisi « olsun. Flc tiirev formiilleri

T'(t) 0 di(t) da(t) T(t)
Dy(t) | =vt) | —di(t) 0  ds(t) Dy(t)
Dy'(t) —do(t) —ds(t) 0 Di(t)

seklinde verilir, (Dede,2019).

Ispat 2.2.9 « egrisinin N normal vektorii ile D, normal benzeri vektorii arasindaki

ac1 6 olsun. Bu durumda D, ve D; vektorleri

Dy (t) = cosON (t) + sindB(t), (2.2.3)

Dy (t) = —sindN(t) + cosd B(t) (2.2.4)
seklinde yazilir. Diger taraftan cos6 ve sinf ifadelerinde (2.2.1) denklemi kullanilirsa,

cos) =< Dy (t), B(t) >

o (£) A a (1) o (t) N a(t)
OO T A

>

2
=
>

<) AaM(t),d (t) Ao (t) >
() A @ @)/ (t) A ()] (2.2.5)
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_ /() A a™(t) o(t) () ANa"(t)

< (a/(t) Aa™(t)) Aa/(t), o/ (t) A a(t) >
@) Aa™ @]l @]]-ller () Ao ()]

<a(t),d(t) >< a™(t),d(t) Aa"(t) >
—<dt),a™(t) >< (1), (t) N (t) >

[t A O " T (O ol (t) A ()] ~

lo (&) A a@ @)]-lle’ (®)]]-le’ (£) Ao @]

_ Nl (®)lldet (! (t), o/ (1), o (1))
lo (£) A " (@)l lle (£) A ™ (1)

(2.2.6)

seklinde bulunur. (2.2.3) denkleminin # ya gore tiirevi alinir ve (2.1.15) bagintis

dikkate alinirsa D), tiirevi

Dy(t) = —sinfdON (t) + cosON'(t) + cosf#dOB(t) + sindB'(t)

= —sinfdON (t) + cosO(—v(t)k(t)T(t) + v(t)T(t) B(t))

+ cos0dOB(t) + sinf(—v(t)T(t)N(t))

= —(u(t)r(t)cosO)T(t) + (dO + v(t)7(t)) Dy (t)

(2.2.7)

seklinde bulunur. (2.1.15), (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.4) denklemleri kullanilirsa d;, ds, d3
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egrilikleri

< v(t)k(t)N(t),cosON(t) + sindB(t) >
v(t)

v(t)k(t)cosd < N(t), N(t) > +v(t)k(t)sind < N(t), B(t) >
v(t)

= k(t)cosb, (2.2.8)

v(t)
< v (), —sz‘?H)N(t) + cosOB(t) >
v(t
_ —u(t)s(t)sing < N(1), N(1 >(—;—1/(t)/1(t)0059 < N(t),B(t) >
vt
= —k(t)sind, (2.2.9)
s = DAL >
< —(w(t)s(t)cost)T(t) + (c(lf)+ v(t)7(t))Dy(t), Dy (t) >
_ —v(t)r(t)costd < T(t), Di(t) > +((;i9 + v(t)7(t)) < Di(t), Di(t) >
v(t
= % +7(t) (2.2.10)
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olur. Bulunan bu egrilikler (2.2.7) denkleminde yerine yazilirsa D, vektorii
Dy(t) = —(v(t)k(t)cosd)T(t) + (d6 + v(t)7(t)) D1 (t)
= —v(t)(di(t)T () + ds(t) D (1))
seklinde elde edilir. Benzer sekilde (2.2.4) denkleminin 6 ya gore tiirevi alinir ve
(2.1.15) bagintis1 kullanirsa D] vektorii
Di(t) = —cosfdON (t) — sindN'(t) — sinfddB(t) + cost B (t)
= —cosOdON (t) — sinf(—v(t)k(t)T(t) + v(t)7(t)B(t))
— sinfdOB(t) + cosO(—v(t)T(t)N(t))
= —l/(dQT + d3D2)

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.10 Flc catisinin Darboux vektorii Wy ile gosterilirse asagidaki formda
verilir: (Dede,2019).

WF = V(dgT — ngQ + dlDl).

Ispat 2.2.11 Wy vektoriiniin {7, Dy, D, } catsina gore ifadesi

WF =T + yDg + ZD1
seklinde yazilir. Darboux vektor tanimindan,

Wg A Dy :Dé = (CL’T"‘y.DQ—'—ZDl)/\DQ :D;
= l'(T A Dg) + y(D2 VAN DQ) + Z(Dl A Dg) = V(-le + d3D1)
=aD — 2T = I/(—le + dSDl)

=xr=vdy ve z=uvd,

WgrADy =D} = («T +yDy+ 2D;1) A D; = Dj
= ZL‘(T A Dl) + y(D2 N Dl) + Z(Dl A Dl) = —V(dQT + d3D2)
= —SL’DQ + yT = —V(dQT + d3D2)

=r=vdy ve y= —vds

32



olur. x, y, z ifadesi Wy ifadesinde yerine yazilirsa W Darboux vektorii
WF == V(dgT - dQDQ + dlDl).

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.12 n. dereceden bir polinom uzay egrisi « olsun. « egrisi lizerinde
tamimlanan Flc catisi, Frenet catisindan daha az singiiler noktaya sahiptir, (Dede,2019).

Ispat 2.2.13 Frenet catis1 gibi analitik catilarda o/ ve o gibi iki vektoriin birbirine
paralel oldugu durumlarda ||o/ A || = 0 olup singiiler noktalar meydana gelecektir.

a, n. dereceden bir polinom uzay egrisi oldugunda, o A o™ derecesinin maksimum
degeri (n-1)+(n-2) olup Frenet ¢atis1 maksimum (n-1)+(n-2) noktada singiiler noktaya
sahip olacaktir. Benzer sekilde Flc catisi Ho/ A oz(”)H = 0 oldugu yerlerde singiiler
nokta igerir. Fakat o/ A o™ nin derecesinin maksimum degeri sadece (n-1)’dir. Bu
yiizden Flc ¢atis1 en fazla (n-1) singiiler noktaya sahiptir. Boylece Flc ¢atisinin singiiler

noktalarinin sayis1 Frenet catisinin singiiler noktalarinin sayisindan daha azdir.

Onerme 2.2.14 n. dereceden bir polinom uzay egrisi o olsun. Flc catisinin egrilikleri
Oklid doniisiimii altinda degismezdir, (Dede,2019).

Ispat2.2.15 FF:R® — R?, F(2) = Av+ B, (A€ O3 ve B € R®)doniisiimii ve

v egrisi v(t)(= Foa)(t) seklinde verilsin. Bu egrinin egrilikleri x*, 7%, d5, d3, dj ile

gosterilsin.
v(t) = (Foa)(t) = ~(t) = Aa(t) + F(0) (2.2.11)
seklinde yazilir. (2.2.11) denkleminin 1.2. ve n. mertebeden tiirevleri alinirsa,
7(t) = Ad'(t)
Y1(t) = Ad'1(t)
A(8) = A1)

bulunur. (2.2.5) bagintisindan,
s — SANANA N>
1Y Ayl A

< Ad' A Aa™ Ao’ N A >
| Al A Aa™ ||| Aa’ A A ||
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burada 0*, n* asli normal vektorii ile v egrisinin normal benzeri D2 vektorii arasindaki
2

Oklid agisidir. Diger yandan,

A’ A A" || = ||A%]] - |lo’ A Q||
= [la" A a”]|
ve
140" A Aat]| = [[A2]][la” A ]
= [l Ao

olur. Bu ifadeler cosf* ifadesinde yerine yazilirsa,

< Ad' AN Ao A A Ao >
lo/ A ™| [la’ A o]

cost* =

= cosb

bulunur. (2.2.8) ifadesine benzer olarak dj = k*cosf* olur. Egrilikler F' doniisiimii
altinda korundugundan x* = & ve cosf#* = cosf oldugundan d; = d; bulunur. Diger

egrilikler de dj = ds ve d5 = d3 benzer yontem kullanilarak elde edilir.

Teorem 2.2.16 n. dereceden bir polinom uzay egrisi a olsun. « egrisi iizerinde
tanimlanan Flc catisi, tanjant vektor etrafinda ani doniisiinii azaltir. (Dede,2019).

Ispat 2.2.17 Frenet catistnin normal diizlem vektorlerinin teget vektor etrafinda donme
hareketi sergilemesinin iki nedeni vardir: Bunlardan birincisi Frenet ¢atisinin normal

diizlem vektorleri |[o’ A || = 0 tekil noktalarindan gegerken, teget vektoriin etrafinda
yaklagik 180° lik anlik bir doniis sergiler. Flc catis1 Frenet catisindan daha az singiiler
noktaya sahip oldugundan Flc catisinin normal diizlem vektorleri Frenet catisindan
daha az radikal bir biikiilme sergiler. Ikinci nedeni ise, egrinin ikinci tiirevi ¢ok
kiiciik oldugunda, Frenet catisinin normal diizlem vektorleri egrinin teget vektorii
etrafinda donmeye baglayacaktir. Bununla birlikte Flc ¢atisinin egrinin kiigiik ve biiyiik
sayilar arasinda degisebilen ikinci tiirevi yerine, sabit olan egrinin en yiiksek dereceli
tiirevini kullanarak yapilandirilmasi nedeniyle Flc catisinin davranigi, Frenet catisinin

davranisindan daha kararhdir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1 Flc Catih Tiip Yiizeylerin Karakterizasyonlari

Bu bolimde Flc catisina gore tamimlanan tiip yiizeylerin geometrik Ozellikleri
incelenerek acilabilir veya minimal olma kosullar1 belirlenmistir. Daha sonra yiizey
izerinde yatan parametre egrilerinin geodezik egriler, asimptotik egriler ve egrilik

cizgisi olma kosullar1 aragtirildi.

Tanim 3.1.1 M (t), n. dereceden bir polinom egrisi ve bu egri iizerinde tanimlanan
Flc catist {T', D, D; } olsun. Bu ¢ati yardimiyla tanimlanan K (¢, ) tiip yiizeyi

K(t,0) = M (t) + r[cos0Dy(t) 4+ sin 0D, (t)] (3.1.1)

seklinde verilir. Burada r € R™ tiip yiizeyin yarigapi, M (¢) merkez(spine) egrisi,
0 € [0, 27) dir (Dede vd.,2019).

Teorem 3.1.2 M (t) merkez egrisi boyunca Flc catis1 ile tanimlanan K (¢,6) tiip
yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla,

—cosfd; — sinfd,

K p—t
r[1 — r(cosfd; + sinfdy)]’

(3.1.2)

1 — 2r(cosfd; + sinfds)

H =
2r[1 — r(cosfd; + sinfds)]

(3.1.3)

dir (Dede vd.,2019).

Ispat 3.1.3 K (t,0) tiip yiizeyinin ¢ ve § parametrelerine gore kismi tiirevleri, yiizey
normali, temel formlari,

K, =v(1 —r(cosfd; +sinfdy))T — vrsinOds Dy + vr cos @dg Dy, (3.1.4)

Ky = —rsinfDy 4+ rcosfD;, (3.1.5)
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v2irds(sinfd; — cosfdy) — vr(cosfd, + sinfdy)
=

—v'r(cosfdy + sinfdy) + 1V

— [VPrcosf(d; + d3) + v*rdydasing + rsinf(vds)' — v2di] Dy

— [WPrsinb(ds + d3) + v rdidacost) + rcost(vds) — v2dy) Dy,

Ky = vr(sinfd, — cosfdy)T — vrcosfds Dy — vrsinfds Dy,

Kog = —rcosdDy — rsinf Dy,

Ky N Ky =vrcost (cosOd;r+sinfder — 1) Dy

+ vrsinf (cosOd;r + sinfdyr — 1) Dy,

| K A Kg|| = vr (cosOd;r + sinfdyr — 1),

Ky N Ky

Nt ) =——
0) =R A Kol

= cos0 D5 + sinf D,

E =< K;, K; >=1?[1 —r (cos0d; + sin0dy)]* + v*r?ds?,

F =< K;, Ky >= vr?ds,

G =< Ky, Ky >= 7“2,

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

e =< Ky, N >= v*(dycost + dysinf) — v*r(d,cost) + dysind)* — v?rd;, (3.1.13)

36



f =< Ky, N >= —vrds, (3.1.14)

g =< Kgg, N >=—r (3115)

dir. Bulunan bu ifadeler teorem (2.1.43) de yerine konulursa tiip yiizeyin K Gauss
egriligi ve H ortalama egriligi bulunur.

Teorem 3.1.4 K (t,0) tiip ylizeyinin singiiler noktalari

1
cosByd; + sinbydy = — (3.1.16)
r

denklemini saglar.

Ispat 3.1.5 Bir K(t,0) tiip yiizeyinin (¢, fy) noktasinda singiiler noktalarinin olmast
i¢cin

| K A Kol (to, 00) =0
olmalidir. Buradan gerekli islemler yapilirsa
|1 K: A Kol| (to, 00) = 0 = rv(rcosbods + rsinfods — 1) =0 (r#0 ve v#0)
= rcosbtydy + rsinfyds = 1
= costyd; + sinbyds = %
olur.
1. Ozel olarak 6y = 0 alinirsa d; = % olur. Bu durumda K (¢, 0) tiip yiizeyinin singiiler
noktalarinin geometrik yeri
K(t,0) = M(t) + rDo(t)
seklinde bir egridir.

2. Eger § = 7 veya § = 27 aliirsa d; = + olur. Bu durumda K (¢, 6) tiip yiizeyinin

singiiler noktalarinin geometrik yeri

K(t, g) — M(t) +rDy(t),

seklinde birer egridir.
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Teorem 3.1.6 K (t,0) yiizeyi Flc catisi ile verilen tiip yiizey olsun.

(i) K(t,0) tip ylizeyinin ¢ parametre egrilerinin asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
rdz + 1(cosfd; + sinfdy)? = cosfd; + sinfd, (3.1.17)
olmasidir.

(i1) K(t,0) tip yiizeyinin § parametre egrileri asimptotik egri degildir.

Ispat 3.1.7

(i) K(t,0) tup ylizeyinin ¢ parametre egrilerinin asimptotik egriler olmast i¢in gerek

ve yeter sart e = 0 olmalidir. (3.1.13) nolu denklemden

e = —v*rdi — v*r(cosfd, + sinfdy)* + v*(cosfd; + sinfdy) = 0, v#£0

= rdg + 1(cosfd; + sinfdy)? = cosfd; + sinfd,
olur.

(il) K (t,0) tiip yiizeyinin 6 parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ¢ = 0 olmalidir. (3.1.15) nolu denklemden g = —r ve r # 0 oldugundan
0 parametre egrileri asimptotik olamaz.

Teorem 3.1.8 K (t,0) yiizeyi Flc catisi ile verilen tiip yiizey olsun.

(i) K(t,0) tiip ylizeyinin ¢ parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

v2dydyrcos20 — v cosfsindr(di — d3) — v*(cosfdy — sinfdy) — r(vds) = 0,
(cost + sind) (v*rds(cosfds — sinfdy) + vr(cosfd| + sinfds) (3.1.18)

+ rv'(cosfdy + sinflds) —v') = 0
olmasidur.

(ii) K (t,0) tiip yiizeyinin # parametre egrileri daima geodeziktir.
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Ispat 3.1.9

(i) K(t,0) tiip ylizeyinin ¢ parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek ve
yeter sart N A K;; = 0 olmasidir. (3.1.6) ve (3.1.9) denklemlerinden N A Ky
vektor,

N A Ky =(v?didarcos20 — v’cosfsinfr(di — d3) — v*(cosfdy — sinfd,)

— r(vd3) T (t) + sinf (v*rds(cosbdy — sinbdy) + vr(cosfd’, + sindd.
1 2

+ 7' (cosfdy + sinfdy) — v') Da(t) — cosf (v rds(cosfdy — sinfd, )

+ vr(cosfd; + sinfdy) + rv'(cosfd; + sinfdy) — v') Dy (t)
bulunur. N A K;; = 0 olmast i¢in katsayilar sifir olmalidir. Yani,

v2dydorcos26 — v cosfsinbr(d: — d3)

— v?*(cosldy — sinfdy) — r(vds)' = 0,

sind (v*rds(cosfdy — sinfdy) + vr(cosfd] + sinfds)

+ rv'(cosfdy + sinfds) — v') = 0,

cost (v*rds(cosfdy — sinfdy) + vr(cosd) + sinfd,)

+ rv'(cosfdy + sinfdy) — v’) =0
olmalidir. Bu denklemler diizenlenirse istenen elde edilir.

(ii) K (t,0) tiip yiizeyinin # parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek ve
yeter sart N A Kypg = 0 olmasidir. (3.1.8) ve (3.1.9) denklemleri kullanildiginda

N A Kpp = 0 olur.Bu ise § parametre egrilerinin daima geodezik olmas1 demektir.
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Teorem 3.1.10 K (t,0) yiizeyi Flc catist ile verilen bir tiip yiizey olsun. Yiizey
tizerindeki parametre egrilerinin egrilik cizgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart dg = 0

olmasidir.

Ispat 3.1.11 K(t,0) tiip yiizeyinin parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi igin
gerek ve yeter sart I' = f = 0 olmasidir. (3.1.11) ve (3.1.14) nolu denklemlerden

vrids =0 ve —vrdg =0

olur. Burada v # 0 ve r # 0 oldugundan d3 = 0 olmalidur.

Bu durumda asagidaki sonug verilebilir :

Sonug 3.1.1. K (t,0) tiip yiizeyi iizerindeki t ve 0 parametre egrileri diizlemsel ise bu
egriler yiizeyin egrilik cizgisidir.

Ornek 3.1.12 M : I — R® merkez egrisi M(t) = (t,t*,¢") olan polinom egrisi

verilsin. M (t) egrisinin 1., 2. ve 9. mertebeden tiirevi hesaplanirsa

M'(t) = (1,41, 9t%),
M"(t) = (0,12%,72t7),

M®O(t) = (0,0, 362880)

olur. M (t) egrisinin Flc elemanlart,

Ty = MW ( 1 4t? 0 )
|| M (t)|| V1 + 16t6 + 81¢16" /1 + 1645 + 81¢16" /1 + 16t6 + 81¢16/’
M'(t) x M©O(t) 4t° 1
Dl(t>: 7:< - y 70>7
| M'(t) x MOX(t)] V1616 £ 17 /1616 + 1

Dso(t) = T(t) x Di(t)
- ( 9% 36t
V1 + 1616/1 + 16t6 + 814167 /1 + 16£6+/1 + 16¢6 + 81416’

v 1+ 16t6 )

V1 + 166 4 81¢16
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(T'(t), Da(t)) 72t7(10t° + 1)

hit) = IM/(8)] T+ 16t5(1 + 16t6 + 81¢16)3
do(t) = (T'(t), Dy(t)) _ 12t2

2 M7 (8)| V1 + 16t5(1 + 16t6 + 81¢16)
) — (Dy(t), Dy(t)) 108t10

s(t) = IM'(t)|  (1+16t5)(1 + 165 + 81¢16)

seklinde bulunur. Yaricap r = 0.25 alinirsa K (¢, 0) tiip yiizeyinin parametrik denklemi

9t% cos § t3sinf sin 6
K(t,0)=[t— + =
4v/1 + 16164/1 + 166 4 8116 /1 + 16t6 4v/1 + 16t°
B 9tH cos 6 9 cos 0v/1 + 16t°
V1 + 1651+ 1666 4 81¢16" 44/1 4 1615 + 81¢16

bulunur (Sekil 3.1).

A AN
SSERERREREY

Sekil 3.1 M (t) = (t,t*,t°) Polinom Egrisi ile Verilen K (¢, ) Tiip Yiizeyi
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3.2 Flc Catisi Ile Verilen Tiip Yiizeylerin Fokal Yiizeyleri
Bu kisimda Flc catist ile verilen tiip yiizeylerin fokal yiizeyleri tamimlandi. Daha
sonra bu yiizeylerin geometrik 6zellikleri incelenerek yiizey tizerindeki 6zel egrilerin

karakterizasyonlar1 verildi.

Tamm 3.2.1 K(¢,0) tiip yiizeyinin fokal yiizeyleri K[ (¢,0) ile gosterilirse bu

yiizeylerin denklemi

K*(t,0) = K(t,0) + %N(t, 0), =12 (3.2.1)
seklinde verilir. Burada N (¢, ), tiip yiizeyin birim normali, k; ve ks tiip yiizeyin birinci
ve ikinci asli egrilikleridir.
K (t,0) tup yiizeyinin birinci ve ikinci temel formunun katsayilari,

p = cosfdy + sinfdy

olarak alinir ve (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15) denklemlerinde

verilen katsayilar diizenlenirse

E=v"(1- rp)2 +2r%dy?, F =wvrldy, G=r1r?

e=vp—r2p* —rdsy, f=-vrds, g=-r

olur. Buradan K (t,0) tiip yiizeyinin teorem (2.1.43) den yiizeyin Gauss ve ortalama

egriligi sirasiyla,

eg — f°
K=-9_J_
EG — F?

_ —vPpr(1—pr)

N r2v2(1 — rp)?

__r (3.2.2)
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eG —2fF + gE
~ 2(EG - F?)

A1 —rp)(2rp—1)
o 2r22(1 —rp)?

2rp —1
= — 3.2.3
2r(1 —rp) ( )

seklinde bulunur. (3.2.2) ve (3.2.3) ifadeleri teorem (2.1.45) da yerine yazilir ve gerekli
islemler yapilirsa K (¢, 0) tiip yiizeyinin k; ve ky asli egrilikleri,

ki =H+ VvH? -K

 2rp—1 (2rp —1)2 4+ 4rp(1 —rp)
~2r(1 —rp) 4r2(1 —rp)?

_ 2rp—1 + 1
S 2r(1—7rp)  2r(1—rp)

= , (3.2.4)

ke =H - VvVH?2 — K

_ 2rp—=1  [(2rp—1)+4drp(l —rp)
~2r(1 —rp) 4r2(1 —rp)?

_ 20p—1)
2r(1 —rp)

- _Z (3.2.5)

seklinde elde edilir. (3.2.4) ve (3.2.5) denklemleri dikkate alindiginda K7 (¢,60) ve
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K;(t,0) fokal yiizeylerinin parametrizasyonu sirasiyla

1
K (t,6) =K (t,0) + —N(1,0)
1

1—7rp
p

=M (t) 4+ r [cos @Dy (t) + sin 0D, (t)] + ( ) [cosODs(t) + sinf Dy (t)]

=M (t) +r[cos0Dy(t) +sin 0D, (t)] + (% - 7’) [cos0Ds(t) 4 sinfD; ()]

=M(t) + %[COSHDg(t) + sind D1 (t)], (3.2.6)

1
K3(t,0) =K (t,6) + —N(t,6)
2

=M (t) + r [cos @Dy (t) + sin 0D, (t)] + ( ! > [cosODs(t) + sinfD;(t)]

s
=3 =

=M (t) + 1 [cos 0Dy (t) + sin 0D, (t)] — r[cosdDs(t) + sinfD;(t)]

=M (t) (3.2.7)

olur. Bu duruma gore asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.1. (3.2.7) ifadesi dikkate alindiginda K (t,0) tiip yiizeyinin K;(t,0) fokal
yiizeyi M (t) merkez egrisine dejenere olmugtur.

K (t,0) fokal yiizeyinin geometrik 6zelliklerini inceleyelim: K7 (¢, 6) fokal yiizeyinin

t ve § parametrelerine gore kismi tiirevleri, yiizey normali, temel formlari,
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cos0 vdssint sind vdscost
iy = (2 B Dy + (- 252+ 25 D), 28
p P P P
0 inb inb )
Kr = _(co;pe n 32/7)1 >D2(t) n (_ SZT/l)zpe n co/;s )Dl(t), (32.9)

_ 4,2 2 2 2 . / 92 .
Kftt = (thfé/d?ﬂ%) T(t) - (V COSG(dl + d3) + SZ?;@(]/d3) + vosinfd,dsy

_ 2wsinBdsp, — cosfpy N 2c0s6(py)? n V2d1> Dy(t) (23i”9(Pt)2 2,

p? P’ P

) visind(ds + d3) — cosO(vds) + v2cosfddy n 2vcosfdzp; + sineptt) Dy(),

p p?
(3.2.10)
2cos6 sinbp; — cosBpye + sinbuvd cosOvd
r = Sptpe I Pt pgo 3P0 3 Da(t)
P P P
n 23in93ptpg _ cosfp; + sin@p;e + cosOrdspg _ sinfurds Du(1),
p p p
(3.2.11)
2c0s0p2  2sinfpy — cosd cos0
ng _ 8 Po + Po - Poo . Dg(t>
p p p
2sinfp?  2coslpg + sind sind
+< . P _ p"p2 Po p )Dl(t) (3.2.12)
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Kiy N Ky

B cosfp;  vdssinf sinfp;  vdzcosf

_[_( o V0N ) - (0l PO
coslpy  sinb sinfpy  cosf

A[_( 0y S0 ) (0 0

_ (cosbp;  vdzsind\ (coslps ~ sinb
( T ) T ) (Ds(t) 7 Do)
cosBp;  vdssinf sinfpy  cosl
_ ( S )(— p2 ; ><D2(t) A Dl(t)>
sinfBpy  vdscosf\ [cosbpy  sind
- (- - ; ) St ) (Pat) A Do()
stnlp;  vdscost stnfpyg  cosf
+(— ot )(— > ; )(Dl(t)/\Dl(t)>
B (cosfpt n Vd332n9> ( B sznfpg COSG)T(t)
p p p p
sitnfBpy  vdzcosf\ [cosbpy  sinf
+(- P p )( 7 ) )T
| costlsinBpgp; cos®Op,  vdspesin®0  vdssinfcost
- P B
cosOsinfpep;  sin*0p,  vdspycos?d  vdssinfcosh T
o P P ©)
vdzpg — p
= ()T,
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* * I/d3p9_p I/d3p9_p
|K A Kl = \/< (22T, (A2 T >
p p
_ vdzpg — py
- T’
K N K
Ni(t,0) = 10
! [ K5 A K|
(vdgpe — pt>
3
= p—T(t)
Vdsgeg— Pt
P
=T(1), (3.2.13)
ET =< Kfthikt >
cost) vdzsinf sind vdscost
—e _( th 3 )Dg(t)—f-(— 2/0t 3 )Dl(t) ’
p p p p
cost) vdszsinf sind vdscost)
_( 20t 3 )Dz(t)—l—(— 2/0t 3 )Dl(t) S
p p p p
_(cos@pt Vdgsim?)Q n < stnbp; Vd36039>2
p? p I p
_60820/)? 2udgpicoslsind  vidisin?6
-t P p?
sin*0p?  2wdspcosfsing v dicos®0
p* P p?
2 2
py | vds
_F F, (3.2.14)
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F1*:<Kft7 f9>

p? p p? P
cosf sind sind cost
(— < P0+T>D2(t)+(_ Py )D1(t)) >

_ . (_ (cos@pt n ydgsin9>D2(t) n (_ sinfp; n Vd3COSQ>D1(t)>,

p? p? p

_cos®Opipg . prcostsing  vdspgsinfcosd  vdzsin®f
P P P’ p?

sin®Oppg  picosBsint  vdspgsinfcost  vdscos?0
i p? P2

pips | v (3.2.15)

v T 9

pt p?

B cosfpy  sinf sinfpy  cost
_<—( 7 + P )Dg(t)+<— 7 + ; )Dl(t),

B (cosgpg n sm@)Dz(t) n (_ Smgpe n 0030>D1 (1) >
p p P !

_cos*0p;  2cosbsinfpy  sin®0  sin’0p;  2cosfsinfpy | cos®0
Pt P P2 PP P2

2
1
_Po | - (3.2.16)
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e; =< Kiy, Ny >

_ (th — V2d3’09>T(t) B (VQCOSG(d% + d2) + sinf(vds)' + v?sinfdd,
P P

Susinfdsp; — coshpy  2c00(pr)? 2sinf(py)’
_ 2wsin 3Pt2 CoSb Py n cos 3(Pt) i y2d1> Dy(t) — (Lg)(pt) + 1%d,
p p P

. V2sin(d2 + d2) — coze(yd3)/ + v2cos0d,ds n 2V0089d3,(;;+ sin@ptt> Di(t),

T(t) >
_vpi = Vidspy (3.2.17)
p : 2.

fi = < Kiw N; >

2c0s0 sinbp, — cosOpy + sinfrd cosfvd
— < ( p3ptpe 4 Pt Z;@ 3P0 ; 3>D2(t)

n <2$in9ptp9 B cosOp; + sinbpg + cosOrdspy B sinfuds

pE 2 P )Dl(t)a T(t) >

=0, (3.2.18)
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g1 = < Kipg, N >

2c0s0p2  2sinfpg — cosb cost
:<< p3 Pe+ p0p2 Poy ; )Dg(t)

N 2sinfp;  2coslpg + sinfpgy  sind
P’ p? p

=0 (3.2.19)

dir. Bulunan bu ifadeler teorem (2.1.43) de yerine konulursa K (¢, ) fokal yiizeyinin
K7 Gauss egriligi ve HJ ortalama egriligi,
* ok *2
«_ @91 — N1
Kf=—121  JI
VRGP

1eiGy — 2/ FY + g1 BY

H =
12 EiGr — Fy?

1 p°v(pr — vdspo) (P + p°)
2 (p7 +vd3p®)(pg + p?) — (pepo + vd3p?)?

1 pv(p: — vdspe)(pf + p?)
2 p} + vdip; + vdip? — 2vdipipg — V3dsp?

seklinde bulunur.

Sonug 3.2.2. K (t,0) fokal yiizeyi daima agilabilirdir.
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Teorem 3.2.2 K (t,0) fokal yiizeyinin ¢ parametre egrileri asimptotik egri degildir,

f parametre egrileri daima asimptotik egrilerdir.

Ispat 3.2.3 K (t,0) fokal yilizeyinin ¢ parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi
icin gerek ve yeter sart e;* = 0 olmasidir. (3.2.17) denklemi kullanilirsa

2
vp, — v4d
el*:Oju:O’

p

= vp, — Vdspy = 0,

= p — vdzpg =0

olur. Fakat ¢ parametre egrilerinin asimptotik olmasini saglayan noktalar singiiler
noktalar oldugundan ¢ parametre egrileri hi¢bir zaman asimptotik degildir. K (¢,0)
fokal ylizeyinin 6§ parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in gerek ve yeter

sart g = 0 olmasidir. (3.2.19) denkleminden bu kosul daima saglandigindan 6
parametre egrileri daima asimptotik egrilerdir.

Teorem 3.2.4 K7 (t,0) fokal ylizeyinin

(i) t parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi icin gerek ve yeter sart

v sind(d% + d3) — cosO(vdsz) + v2cosOdydy
p

2uvcosOdsp; + sinf 2sin6(p;)?
I 3Pt2 Pt 4 3(Pzt) + 1/2d2 — 0,
p p
vicosO(d3 + d3) + sinf(vds) + v2sinfd,d,
P

_ 2wsinbdsp; — costpy N 2c0s0(p;)?

p2 p3 + l/2d1 =0
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(ii) O parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(2(,09)2 — PPos — p2) (sz’n@ + 6039) + 2ppg (sin@ — 0039) =0

olmasidir.

Ispat 3.2.5

(i) K;(t,0) fokal yiizeyinin ¢ parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek
ve yeter sart N A K7, = 0 olmasidir. O halde (3.2.10) ve (3.2.13) denklemleri
kullanilarak vektorel carpim yapilirsa,

Nl* /\Kftt =

(25inp€3(pt)2 2, s v2sinf(d3 + d3) — coz@(l/dg)’ + v2cosfdydy

2vcosOdsp; + sinfpy 2c080(p)?  2usinfdsp; — cosbpy
+ 7 Ds(t) — e — 3

+V20089(d% + d2) + sinf(vds) + v?sinfddy N

P v dl) Dy ()

bulunur. Nj' A K7, = 0 oldugundan Dy ve D; in katsayilari sifir olur. Bu durumda

istenen elde edilir.

(it) K7 (t,0) fokal ylizeyinin 6 parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi igin gerek
ve yeter sart N A Kj,y = 0 olmasidir. O halde (3.2.12) ve (3.2.13) denklemleri

kullanilarak vektorel carpim yapilirsa,

. . 2coslps  2sinfpy — cosb cost

P’ p?

bulunur. Ni A K7y, = 0 oldugundan D, ve D; in katsayilar1 sifir olur. Yani,

B (23in¢9p§ 2cos0py + sinfpgg Sin@) Do(t)

2sinfp;  2cosbpy + sinflpgg  sind 0

P p? p

2cos0ps  2sinfpy — costpgg  cosl
5 T 2 - =0
14 14 P
olmalidir. Bu denklemler diizenlenirse, istenen elde edilir.
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Teorem 3.2.6 K (t,6) fokal yiizeyinin
(i) t parametre egrilerinin egrilik c¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
pipo + pPvds =0
(ii) O parametre egrileri daima egrilik ¢izgisidir.

olmasidir.

Ispat 3.2.7

(i) Kj(t,0) fokal ylizeyinin ¢ parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve

yeter sart /7" = 0 olmasidir. O halde (3.2.15) denklemi kullanilirsa

= pepp + pvd; =0
olur.

(ii) K (t,0) fokal yiizeyinin # parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi igin gerek ve

yeter sart f; = 0 olmasidir. (3.2.18) denkleminden bu kosul daima saglandigindan
0 parametre egrileri daima egrilik ¢izgisidir.

Ornek 3.2.8 M : I — R?, M(t) = (t,t?,¢*) polinom egrisi verilsin. M () egrisinin
3.mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

M'(t) = (1,2t,3t),
M"(t) = (0,2,6t),
M"(t) = (0,0,6)

olur.
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M (t) egrisinin Flc elemanlari,

T(t) M'(t) ( 1 2t 3t? )
[ M'(t) ] VO 542 11 VO 142 11 Vi + 4.2 + 1/
M'(t) x MO (¢ o
Dyt = PO (2 L)
M) x M)~ \ViZ+1 VA +1

_ < N 3t° B 6t3 241 )
VACZ IV + 42 + 17 VA2 + 1Vt + 42 + 17 Vot + 42 + 1/
ay () = L0 Dalt)) 6t(2t* + 1)
1M (2] VAT (9 + 412 +1)3
d(t) = (I"(t), Di(t)) _ 2
M () VAZ (9t + 412 4 1)
dy(t) = (Dy(t)', Di(t)) _ 612
s M8 (462 + 1) (9t + 42 + 1)

bulunur. Yarigapr r = 0.25 olan K (¢, 6) tiip yiizeyinin parametrik denklemi

3t2 cos O — 2tsinf/9t: + 412 + 1
ANAE2 + 194 + 482 + 1

K(t,0) = <t -

2 sin 6v/9t1 + 412 + 1 + 6t*cosh [y o8 Ov4at? 41
A2 1V 42 +1 AVt + 412 + 1

olur Sekil (3.2).
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Sekil 3.2 M (t) = (t,t%,¢) Polinom Egrisi ile Verilen K (¢, 6) Tiip Yiizeyi

Diger yandan p(t, 0) = cosfd, + sinfd, oldugundan d; ve ds ifadeleri yerine konulursa

6cosf(2s* +1) s 2sin 6
VAT +1 (954 + 452+ 1)2 (95t + 452 + 1) ViAs2 + 1

p(t,0) =

_ 6cosf(25° + 5) — 25infv/9s? + 452 + 1
(9s* 4 452 +1)2y/452 + 1

olur.
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Buradan K (¢, 0) tiip yiizeyinin k; ve ko asli egrilikleri sirasiyla,

p

ki =
! 1—7rp

6c0s0(25% 4 5) — 25in0y/9s% + 452 + 1
(9s* + 45 + 1)% 4s% 4+ 1
B - 3c080(2s% + s) — sinfy/9s% + 4s2 + 1
2457 +1 (95 +45% +1)*/”

3c0s0(2s% + s) — sinfv/9st + 452 + 1
2457 + 1 (95 + 452 + 1)*2 — 3c0s6(253 + ) + sinf/9s* + 452 + 1

seklinde bulunur. k; ve ks asli egrilikleri K (¢, 6) ve K (¢, #) fokal yiizeylerinde yerine

yazilirsa fokal yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla,

KX(t,0) = K(t,0) + kiN(t, 0)
1

B ( 3t2(9t* — 1)cosh — 2t3(9t? + 4)v/9t* + 4¢2 + 1sind
6L(2t2 + 1)cost) — 2v/9t4 + 4% + 1sinf ’

6t°(9t% + 2)cos + (3t* + 1)%V/9t* + 4¢2 + 1sinb
6t(2t% + 1)cost — 24/9t* + 4t? + 1sind

8t2(6t* + 1) + (3111 + 1)cost — 2t31/9t* + 412 + 152’71(9)
6L(2t2 + 1)cost) — 2v/9t* + 412 + 1sinf ’

K;(t,0) = K(t,0) + %N(t, 0)
2

= (t,1%,1%)
olur Sekil (3.3).

56



a) K (t,0) Acilabilir Fokal Yiizeyi

-1 1

b) Egriye Dejenere Olan K (¢, 0) Fokal Yiizeyi

Sekil 3.3 K*(t, 6) Fokal Yiizeyi
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3.3 Flc Catisi Ile Verilen Tiip Yiizeylerin Paralel yiizeyleri
Bu boliimde K (t, 6) tiip yilizeyinin paralel yiizeyleri tanimlanarak geometrik 6zellikleri

ve ylizey lizerindeki 6zel egrilerin karakterizasyonlar1 incelendi.

Tamm 3.3.1 K (¢, 0) tiip yiizeyinin paralel yiizeyi K,,(t, 0) ile gosterilirse bu yiizeyin

denklemi
K,(t,0) = K(t,0) +cN(t,0) (3.3.1)

seklinde tanimlanir. (3.1.1) ve (3.1.9) ifadeleri burada yerine yazilirsa K, (¢, 6) paralel
yiizeyinin Flc ¢atisina gore ifadesi,
K,(t,0) = K(t,0) +eN(t,0)
= M (t) +r[cos 0Dy (t) + sin0D; (t)] + € [cos 0 D5 (t) + sin D, (¢)]

=M (t) + (r +¢)[cos0Dy(t) +sin6D,(t)] (3.3.2)

olur.

Teorem 3.3.2 K, (t,0) paralel yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla,

—cosfdy — sinfd,
K - . .
" (r+e)[l = (r+e)(cosfdy + sinfdy)]’ (3.3.3)

1 —2(r + ¢)(cosfd; + sinfds)
. 34
Po2(r+e)[1 — (r + ¢)(cosfdy + sinbdsy)) 339

bagintisiyla verilir.

Ispat 3.3.3 K,(t,0) yuzeyinin t ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevleri, yiizey
normali ve temel formlari,

K, =v(l—(r+¢)(cosfd; +sinbdy))T — v(r + ¢) sinfds D,
+v(r +¢)cosfds Dy, (3.3.5)

K,, = —(r+¢)sindDy + (r +¢) cos6Dy, (3.3.6)
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K,,, = [V*(r + €)ds(sinfd; — cosOdy) — v(r + €)(cosfd,, + sinfdy)

— V/(r + €)(cosbd; + sinfds) + V'|T

— [V2(r + &)cosO(d: + d3) + v*(r + €)didasing + (r + )sinf(vds)' — v?dy] Dy

— [V2(r + ¢)sinf(d5 + d3) + v*(r + €)dydycosd + (1 + €)cosf(vds) — vdy] Dy,
3.3.7)

K,,, = v(r +¢)(sinfdy — cosfdy)T — v(r + €)cosfds Dy — v(r + €)sinfds Dy,
(3.3.8)

K,,, = —(r +¢)cosdDy — (1 + €)sinf Dy, (3.3.9)

Ky, NK,, =v(r+e)cosf (cosOd;(r+e) +sinfdy(r +¢) — 1) Dy

+v(r+¢)sinf (cosd;(r +¢) +sinfdy(r + ) — 1) Dy,

| Kp, A Ky, || = v(r +¢) (cosOd; (r+¢) + sinfdp(r +¢) — 1),

K, NK,
Ny(t,0) = 2P — cosOD nf D 3.3.10
R Ty o B G310

E,=<K,, K,, >=1V*[1 — (r +¢) (cos8d; +sin0dy)]* + 12(r + €)*ds,
(3.3.11)

F, =< K,,, K,, >= v(r + €)*ds, (3.3.12)
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G, =< K,,, K,, >= (r +¢)?, (3.3.13)

ep =< K,,,, N, >= 1*(dycosd + dysind) — v*(r + €)(dicost) + dysind)?

— V2 (r +¢)d3, (3.3.14)
fo =< K,,,, N, >= —v(r + €)ds, (3.3.15)
9p =< Kpppy N >= —(r +€). (3.3.16)

olur. Bulunan bu ifadeler teorem (2.1.43) de yerine yazilirsa K,,(¢, #) paralel yiizeyinin

K, Gauss egriligi ve I, ortalama egriligi hesaplanmus olur.

Teorem 3.3.4 K, (t,0) paralel yiizeyinin singiiler noktalar:

1
r—+¢€

cosblydy + sinbfyds = (3.3.17)

denklemini saglar.

Ispat 3.3.5 K,(t,0) paralel yiizeyinin (y, 6y) noktasinda singiiler noktalarinin olmast

i¢in
HKPt N KPG ||(t07 00) =0
olmalidir. Buradan gerekli islemler yapilirsa,

| Ky A Ky || (t0,600) =0 = v(r +¢) (cosOd;(r +¢) +sinfde(r +¢) —1) =0

= (14 ¢)cosbyds + (r + €)sinbyds = 1
1

= cosbyd; + sinbydy =
r+e¢

1

Sonug 3.3.1. Ozel olarak 0y = 0 alimirsa d; = e

olur. Bu durumda yiizeyin singiiler
noktalarinin geometrik yeri

K,(t,0) = M(t) + (r + €)Da(t)

seklinde bir egridir.
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1

= olur. Bu durumda yiizeyin

Sonug 3.3.2. Eger 0y = 7 veya 0y = 37” almirsa dy =
singiiler noktalarimin geometrik yeri

Z) = M(t) + (r +)Dy(t),

K,(t
p(72

seklinde birer egridir.

Teorem 3.3.6 K,(t,0) paralel yiizeyinin
(1) t parametre egrilerinin asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(r +e)d; + (r + €)(cosfd; + sinfdy)?* = cosfd; + sinfds

olmalidir.

(ii) 0 parametre egrileri asimptotik egri degildir.

Ispat 3.3.7

(i) K,(t,0) paralel yiizeyinin ¢ parametre egrilerinin asimptotik egriler olmast i¢in
gerek ve yeter sart e, = 0 olmalidir. (3.2.17) denkleminden
ep, = 0 = v2(dycost + dysind) — v2(r + €)(dycosd + dysind)? — v (r +€)d3 =0

= (r+e)ds + (r + ¢)(dycost) + dysind)? = dycos + dysind
olur.

(i) K,(t,0) paralel yiizeyinin 6 parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in
gerek ve yeter sart g, = 0 olmahdir. (3.1.15) denkleminden g, = —r — € ve
r,e # 0 oldugundan # parametre egrileri asimptotik olamaz.

Teorem 3.3.8 K, (t,0) paralel yiizeyinin

(1) t parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
v?dydy(r + €)cos20 — v cossind(r + €)(d5 — d3) (3.3.18)
— v?(cosfdy — sinfdy) — (r + €)(vds)' = 0,
(cosf + sinf) <112(7’ + €)ds(cosfdy — sinfdy) + v(r + ¢)(cosfd; + sindd,)

+ (r + &)v'(cosfd; + sinfdy) — v’) =0
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olmasidir.

(ii) 6 parametre egrileri daima geodeziktir.

Ispat 3.3.9

(i) K,(t,0) paralel yiizeyinin ¢ parametre egrilerinin geodezik egriler olmast i¢in gerek

ve yeter sart N, A K,,, = 0 olmasidir. (3.1.6) ve (3.1.9) denklemlerinden N, A\ K,

ptt

vektori,

N, NK,,, = (deldQ(r + £)c0s20 — vcoslsind(r + £)(d2 — d3)
— v*(cosldy — sinfd,) — (r + 6)(vd3)’> T(t)
+ sinf (vz(r + €)ds(cosldy — sinfdy) + v(r + €)(cosbd; + sindd))
+ (r +&)v'(cosfd, + sinfdy) — v’) Dy (1)
— cosf (UZ(T + £)d3(cosOdy — sinfdy) + v(r + ¢)(cosfd] + sindds)

+ (r + €)v'(cosfd; + sinfdy) — v’) D (t)
bulunur. N, A K,,,, = 0 olmasi i¢in katsayilar sifir olmalidir. Yani,

v2dydy(r + €)cos20 — v cosfsind(r + €)(d? — d3)
— v*(cosOdy — sinfdy) — (r + €)(vds)' = 0,
sz’n@( (r + €)ds(cosfdy — sinfdy) + v(r + €)(cosfd; + sinfd,)
+ (r + &)v'(cosfdy + sinfdy) — v ) =

0030< (1 4 €)ds(cosOdy — sinfdy) + v(r + ¢)(cosfd; + sinbdds,)

+ (r + €)v'(cosfdy + sinfdy) — v’) =0
olmalidir. Bu denklemler diizenlenirse istenen elde edilir.

(ii) K,(t,0) paralel yiizeyinin ¢ parametre egrilerinin geodezik egriler olmast i¢in gerek
ve yeter sart N, A K,,, = 0 olmasidir. (3.1.8) ve (3.1.9) denklemleri kullamildiginda

N, ANKp,, = 0olur. Buise 0 parametre egrilerinin daima geodezik olmas1 demektir.
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Teorem 3.3.10 K, (¢,0) paralel yiizeyi verilsin. Yizey uzerindeki parametre

egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi icin gerek ve yeter sart d3 = 0 olmalidir.

Ispat 3.3.11 K »(t, 0) paralel yiizeyinin parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmast i¢in
gerek ve yeter sart F,, = f, = 0 olmalidir. (3.1.11) ve (3.1.14) denklemlerinden
v(r+¢e)’ds =0 ve —v(r4+e)ds; =0

olur. Burada v, r # 0 oldugundan ds = 0 olur.
Bu durumda asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc 3.3.3. K,(t,0) paralel yiizeyi iizerindeki t ve 0 parametre egrileri diizlemsel ise
bu egriler yiizeyin egrilik ¢izgisidir.

Teorem 3.3.12 E3 te paralel yiizey ifti (K, K,) olsun. K ve K, yiizeylerinin birim

normal vektorleri sirasiyla NV ve N, olmak iizere, Gauss doniisiimleri arasinda

n="p

bagintis1 vardir.

Ispat 3313 K ve K, birim normal vektorlerinin koordinatlar1 sirasiyla

a; = (o, ag,a3) ve § = (£1, &2, &3) olsun.

f

n:K — S?

X —n(X) = Y eulX) 5

i=1
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doniisiimii K ylizeyinin Gauss doniisiimiidiir. Diger taraftan, f : X' — K, paralel

doniisiimii olmak iizere, K, ylizeyinin Gauss doniisiimii

ny: K, — S°

F00) — (X)) = S U -l

_Z aY

3

;O" aY

= np(X)

olur. VX € K i¢in Gauss doniisiimii saglanacagindan n = 7, elde edilir.

Ornek 3.3.14 M : [ — R merkez egrisi M(t) = (t,t% ¢?) olan polinom egrisi

verilsin. M (t) egrisinin 1., 2. ve 9.mertebeden tiirevleri hesaplanirsa

M'(t) = (1,8t",9t%),
M"(t) = (0,56t°, 72t"),
M (t) = (0,0,9!)

olur. M (t) egrisinin Flc elemanlari,

Ty = 2 ( ! 87 0 )
S IMI@)] T \/BTE £ 6481+ 1 /81416 + 64611 + 1 /81416 + 64617 + 1/
M'(t) x M©(t) 8t7 1
Di(t) = - ( — 70>7
M) x M™(0)] - \V6ar +17 V64t +1
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Do(t) = T(t) x Dy(t)

B ( 9t8 72115
V64T + 14/81116 + 64114 + 17 /6411 + 1/81116 + 64114 + 1’

6414 + 1 )
V81116 + 64414 + 1/

di(t) = (T'(t), Da(1)) _ 72t7 (8t14 +1)

1 IO VorsT T 1 (310 1 6401 £ 177
o= 0D s

’ M (@) V6411 11 (81416 64114 + 1)
da(f) — <D2(t)/,D1(t)> B 504414

0= M) (6481 + 1) (8116 + 644 + 1)

seklinde bulunur. Yarigap r = 0.25 alinirsa K (¢, 0) tiip yiizeyinin parametrik denklemi

9¢8 cos 2t7 sin
K(t,0) = (t - + ,
464114 + 181116 + 64114 + 1 /6414 + 1
5 18t cos 6 sin 6

V64T £ 1310 + 640 + 1 46atE + 1

oy o 064114 + 1 )
4y/81t16 4 64¢14 4 1
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olur. € = 0.5 almirsa K,(¢, §) paralel yiizeyinin denklemi

27t8 cos 6 67 sin 0
Ky(t,0) = (1= - ,
A0/64114 4+ 181116 + 64¢14 + 1 /6414 + 1
5 54t cos 6 3sin 6

V64T £ 13110 + 64t + 1 46atE 11

oy 3cos v/ 64t14 + 1 )

44/81116 4+ 64114 + 1

bulunur, Sekil (3.4).

K(t,0) Tiip Yiizeyi K,(t,0) Tiip Yiizeyin Paralel Yiizeyi

Sekil 3.4 K (t,0) Tup Yiizeyi ve Onun Paralel Yiizeyi
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3.4 Flc Catisi Ile Verilen Roller Coaster Yiizeyler
Bu boliimde Roller coaster yiizeyleri Flc catisina gore ifade edilerek geometrik

ozellikleri incelendi.

Tanmim 3.4.1 M = M(t) polinom egrisinin Flc ¢atis1 {7, Dy, D1} olsun. Bu ¢atiya

gore Roller coaster yiizeyi Kr(t, 0) ile gosterilir ve denklemi

Kp(t,0) = M(t)+r <0059T + sinf(cosg(t)Da + singb(t)Dl)) (3.4.1)
()
seklinde tamimlhidir. Burada ¢(t) agist ¢/ = — [ | ds + ZIdZ)Q dt bagintisindan
1+( 2
bulunur.

Simdi F-Roller coaster ylizey denkleminin geometrik a¢iliminm verelim:

sinﬁ‘.'D_l)
b
I
1
1
I
I
I
1
I
! =
! coseT
= | I i Pal
A=cospDy+sin @ D; \\
1 -
| - —}F/’ - >
PR AN A . X=cos6T+sinf A M(t}

'\ K. (t,8)=M+rX

Sekil 3.5 F-Roller Coaster GOsterimi
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{Ds, D;} diizleminde yatan ve T diizlemine dik olan bir vektor A olsun. D,

ile A vektorii arasindaki agi1 da ¢ ile gosterilsin. Bu durumda A vektorii
A = cos¢(t) Dy + sing(t) Dy

seklinde yazilir. {A, T} diizleminde yatan bir vektor X olsun. X ile 7" arasindaki ag1

da @ ile gosterilirse bu durumda X vektorii
X = costT + sinf A

seklinde yazilir. M egrisi boyunca X vektoriiniin ¢izmis oldugu regle yiizey bir Roller

Coaster yiizeyidir. Gergekten; regle yiizey tanimindan € R olmak iizere

Kr(t,0) = M(t) +rX

=M(t)+r (cosGT + sz’n@A)

= M(t)+r (COSQT + sinb (cos¢(t)D2 -+ sz’n(b(t)D1))

seklindedir.

Teorem 3.4.2 Kpr(t,6) Roller coaster yiizeyinin K Gauss ve Hy ortalama egrilikleri

sirastyla
—r(X1 X2 + V1Yo + Z1Z5)[sin 0 (cos ¢(t)Ya + sin ¢(t) Za + cos .X3)]
—r? (V(t) cos 0 Xo (cos p(t)d; + sinp(t)ds) + v(t)sind (d1Ya + doZs)
—cos O (p/(t) + v(t)ds) (cos p(t) Zo —sinp(t) Yz) )

Kr =

—r [(rv(t)cos@ cos ¢(t))?(d3 — d3) — (rv(t)cosh)?(d3 — d3)
+(rv(t)cosh)?dydasin2¢(t) + r2v(t)sin20 (¢/(t) + v(t)ds)
(sin@(t)d; — cos p(t)dg) — (rsind)?¢r(t)(2v(t)ds + ¢/(t)) — v2(t)(d3r? + cos? 0)
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_ [(u(t) — ru(t)sind (cos &(t)dy + sin 6(t)ds) )2
412 ((t)drcost) — sinfsing(t)(v(1)ds + on(1)))’
+rd <y(t)d20039 + sinfcosd(t) (v (t)ds + ¢/(t)))2] .
(me (cos 3(t) Yy + sin () Z2) + chosﬁ)

+2r2u(t) (rcos ¢(t)d; + rsin¢(t)dy — sinf).
[V(t)xgcose (cos $(t)d; + sin $(t)da) — cosd (cos d(t) Zs

—sing(t) Yo (v(t)ds + ¢/(t)) + v(t)sinf(d1Ya + ngg)}
Hp =

—2r [(rl/(t)cosﬁ cos ¢(t))?(d3 — d3) — (rv(t)cosd)?(d3 — d3)
+(rv(t)cosh)?didasin2¢(t) + r2u(t)sin20 (¢/(t) + v(t)ds)
(sing(t)d; — cos ¢(t)dz) — (rsind)?¢r(t)(2v(t)ds + ¢/(t)) — v2(t)(d3r? + cos? 0)}

seklinde verilir.

Ispat 3.4.3 Kp(t,0) Roller coaster yiizeyinin ¢ ve f parametrelerine gore kismi
tiirevleri hesaplanirsa,

Kp, = [v(t) —v(t)rsind (cos ¢p(t)d; + sin¢(t)dq)| T
+ 7 [v(t)d; cos @ — sin@sin ¢(t) (¢/(t) + v(t)ds)] De
+ 7 [v(t)ds cos @ + sin 6 cos ¢(t) (¢/(t) + v(t)ds)] Dy (3.4.2)

Kpg, = —rsin0T + rcosf cos ¢(t) Dy + rcosfsin ¢p(t)D;. (3.4.3)

—rv(t) cos [cos ¢(t)d; + sinp(t)de| T
Kry= —rv(t)d;sinf + cos0sin ¢(t) (¢/(t) + v(t)ds)] Dy (3.4.4)
+r [—v(t)ds sin 6 + cos 0 cos () (¢1(t) + v(t)ds)] D,

Kp,, = —rcos0T — rsinf cos ¢(t) Dy — rsinfsin ¢(t) D, (3.4.5)
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Kp, = [u(t)rsin@ (V(t)dg + 2q§/(t)) (dlsinqb(t) . d2cos¢(t)) +ui(t)
— V2(t)rcosd (d% + dg) — rsind ((vdg)’sz'nqb(t) + (vdl)'cosgé(t))] T
- { 2(t)dyrsing (dysing(t) + dicos(t) ) + vdsrsineoss(t) (v(t)ds + 26/(1))
+ dyr (V3 (t)costdy + sinfsing()V/ (1)) + rsind (v()sing(t)d; + (¢ (1)) *cosa(t)
—rcosf(v(t)dy) + r¢'I(t)sinfsing(t) + V2(t)d1] Dy
+ [ — VA (O)rsinBsing (1) (d + d3) + rsinbeoso(t) (v(t)ds) -+ reosd (u(t)dz)

+ rsinfcoso(t) <¢'/(t) -2 (t)d1d2> —r¢/1(t)sinfsing(t) (¢'(t) + 21/(t)d3>

+ I/2(t)d1d37’6089 + V2(t)d2:| D1
bulunur. Burada

X1 =v(t)rsind <V(t)d3 + 2(;5/(75)) (dlsinqb(t) — dgCOS(Z)(t)) + vI(t)

—12(t)rcosb (d% + d%) - TSiﬂH((Udg)’Sinqb(t) + (vdl)/cosgb(t)>

Yy = — v2(t)dyrsind (dgsinqﬁ(t) + dlcosqﬁ(t)) — vdsrsinfcoso(t) (V(t)d3 + 2¢’(t)>
—dsr (1/2 (t)cosbdy + Siﬂ@singf)(t)ul(t)) —rsind (V(t)sinqﬁ(t)dg + (¢/(t))2005¢(t)>

+ reosf(v(t)dy) — r¢'1(t)sindsing(t) + v2(t)d;

Zy = — V2 (t)rsinfsing(t) (d% + d%) + rsinfcoso(t) <y(t)d3), + rcost (V(t)dg)l
+ rsinfcosd(t) (¢’/(t) - 1/2(t)d1d2) — r¢1(t) sinfsing(t) (¢’(t) + 21/(t)d3>

+ 12(t)d1dsrcost 4+ V2 (t)do
alinirsa K, ifadesi
Kp, =XT+Y\Dy+ 71D, (3.4.6)

seklinde yazilir. K, ve K, ifadelerinin vektorel ¢arpimi alinir ve elde edilen vektoriin
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normu alinirsa,

<7“0030 (I/COSQ[dl sing(t) — dacosp(t)] — sinflv(t)ds + (b/(t)]) > T
< v(t)rsinfcosbcoso(t)[dysing(t) — dacosd(t)) >D2
Kp NKp, = —rsin®0cosd(t)[v(t)ds + ¢/(t)] — v(t)coshsing(t)
( —v(t)rsinfcosbcosd(t)[dicosp(t) + dasing(t)] >D1
—rsin®0sing(t)[v(t)ds + ¢!(t)] + v(t)cosOv(t)d1sind + cosep(t)] 7

2
(rcost <l/0050[d13in¢>(t) — dacoso(t)] — sinbv(t)ds + qﬁ/(t)]))

+( v(t)rsinfcosfcosd(t)[d1sing(t) — dacosp(t)] )2
1K p A Kp,|| = —rsin?0cosp(t)[v(t)ds + ¢/(t)] — v(t)coshsing(t)
—v(t)rsinfcosbcosd(t)[dicosp(t) + dasing(t)]
+| —rsin?0sing(t)[v(t)ds + ¢!(t)]
+v(t)cosfv(t)dysind + cosp(t)]

olur. Buradan yiizey normali,

Np(t,0) = B A BE
’ 1K A KRl

<rc030 (veosfdysing(t) — dacosé(t)] — sinblv(t)ds + (;S/(t)])) T
< v(t)rsinfcosfcosd(t)[dysind(t) — dacosp(t)] )D2
—rsin®0cosd(t)[v(t)ds + ¢/(t)] — v(t)cosOsing(t)

< —v(t)rsinfcosbcosd(t)[dicosd(t) + dasind(t)] >D1
—rsin?0sing(t)[v(t)ds + ¢(t)] + v(t)cosO[v(t)d1sind + cosp(t)]

2
(rcos@ <ucos€[d18in¢(t) — dacosp(t)] — sinflv(t)ds + ¢/(t)])>

. ( v(t)rsinfcosfcosd(t)[drsing(t) — docosd(t)] )2
—rsin®0cosp(t)[v(t)ds + ¢/(t)] — v(t)coshsing(t)
—u(t)rsinfcosdeos(t)[dicosd(t) + dasind(t)] « o

+| —rsin?0sing(t)[v(t)ds + ¢/(t)] )

\ +u(t)cosOlv (t)dy sind + cos(t)]

3.4.7)

olur. Burada
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XQI

rcost (Vcose[dlsingzﬁ(t) — dycoso(t)] — sinfv(t)ds + gb/(t)])

?

(rcos@ (VCOSQ[dlsingzﬁ(t) — dycos(t)] — sinflv(t)ds + gb/(t)]))

. ( v(t)rsinfcoscosg(t)[disind(t) — dacose(t)] )2

—rsin*Gcosg(t)[v(t)ds + ¢1(t)] — v(t)cosOsind(t)

—v(t)rsinfcosfcosp(t)[dicosp(t) + dasing(t)] | o
+| —rsin®0sing(t)[v(t)ds + ¢/(t)] )

+v(t)cosOlv(t)dysinf + cosp(t)]

v(t)rsinfcosbcosd(t)[dysind(t) — dacoso(t)]
—rsin?0cosd(t)[v(t)ds + ¢1(t)] — v(t)cosOsing(t)

Y

<TCOS€ (VCOS@[dlsmgb(t) — dycosp(t)] — sinfv(t)ds + gb/(t)]))

+< v(t)rsinfcoslcosd(t)[dysing(t) — dacoso(t)] )2

—rsin*0cos(t)[v(t)ds + ¢1(t)] — v(t)cosBsing(t)
—v(t)rsinfcosfcosp(t)[dicosp(t) + dasing(t)] o

+{ —rsin?0siné(t)[v(t)ds + ¢1(t)] >
+v(t)cosOv(t)dysind + coso(t)]

—v(t)rsinfcosfcosp(t)[dicosp(t) + dasing(t)]
—rsin®0sing(t)[v(t)ds + ¢1(t)]
+u(t)cosOlv(t)dysinf + coso(t)]

<rcos€ (veosO[dysing(t) — dacosd(t)] — sinfv(t)ds + gb/(t)]))

+< v(t)rsinfcoslcoso(t)[dysing(t) — decoso(t)] >2
—rsin*0cosg(t)[v(t)ds + ¢1(t)] — v(t)cosOsing(t)
—v(t)rsinfcosbcosd(t)[dicosp(t) + daysing(t)]

+< —rsin®*0sing(t)[v(t)ds + ¢1(t)]
+v(t)cosOlv(t)dysind + cosp(t)]
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alinirsa N (¢, ) yiizey normali
Np(t,0) = XoT + Yo Doy + Zy D, (3.4.8)
seklinde yazilir. Yiizeyin birinci ve ikinci temel formlari

Ep =< Kp,, K, >=[v(t) — v(t)rsin 6 (cos ¢(t)d; + sin ¢(t)dy)]?
+ 7 [v(t)d; cos B — sin O sin (L) (¢/(t) + v(t)ds))?
+ 7 [v(t)dy cos B + sin 6 cos ¢(t) (¢/(t) + v(t)ds)]*  (3.4.9)

Fr =< Kp,, K, >=1r?v(t) (cos ¢(t)d; + sin ¢(t)ds) — rv(t)sind (3.4.10)
Gr =< Kg,, K, >=1? (3.4.11)
er =< Kpg,, Np(t,0) >= X1 Xo + V1Yo + Z1 25, (3.4.12)
fr =< Kp,, Np(t,0) > (3.4.13)

v(t) Xacos[dicosp(t) + dasing(t)]
= +cosO(v(t)ds + ¢'(t))[Yasing(t) — Zacoso(t)]
+v(t)sind(d,Ys + daZs)

gr =< Kp,,, Np(t,0) >= —rsinf[Yacosp(t) + Zasing(t)] — rXqocos  (3.4.14)

seklindedir. Temel formlar (2.1.43) da yerine yazilirsa Ky Gauss egriligi ve Hp

ortalama egriligi hesaplanmis olur.

Teorem 3.4.4 Kr(t,0) Roller coaster yiizeyi iizerinde

§(t) = M (t) 4+ r[cosO(t)T + sin0(t) (cos ¢(t) De + sin ¢(t) Dy )]

egrisinin striksiyon egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

_ d
(9:—1-%, d_j = ¢, (c = sabit)
olmalidir.
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Ispat 3.4.5 § = 6(t) egrisinin Kp(t,#) Roller coaster yiizeyinin striksiyon egrisi

olmasi i¢in
< §'(t),cos0(t)T + sin O(t) (cos ¢(t) Dy + sin ¢(t)D;) >= 0
olmalidir. Buradan d(t) egrisinin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa,
§(t)=M'(t) + r< — 0/ (t)sind(t)T + cosO(t)T" + ¢’ (t)cost(t) [cosd(t) Dy + sing(t) D |

+ sinf(s)[ — ¢ (t)sing(t) Da + cosd(t) Dy + ¢’ (t)cos(t) Dy + Sm¢(t)D’1]> ,

=v(t)T + r( — ' (t)sinf(t)T + v(t)cosd(t)(dy Dy + d2 Dy)
+ 0/ (t)cos(t) [cos(t) Da + sing(s) D1 + sinb(t)[ — ¢'(t)sing(t) Da

+ v(t)cosd(t)(—di T + dsDy) + ¢'(t)cosp(t) D1 — v(t)sing(t)(deT + d3Ds)] >,

= [V(t) — rsind(t) (0 (t) + v(t) [cos ¢(t)d; + sin ¢(t)dy] )] T

+r {cos&(t)[z/(t)dl 4 0'(¢) cos ¢(1)] — sinb(t) sin ¢ (t)[v(t)ds + ¢'(t)]} Dy

+r {Cose(t)[V(t)dz +0'(t) sin ¢(t)] + sind(t) cos ¢(t)[v(t)ds + ¢’(t)]} Dy
bulunur. Burada i¢ carpim yapilirsa istenen elde edilir.

Sonug 3.4.1. Kr(t,0) Roller coaster yiizeyinin striksiyon egrileri

01(t) = M(t) + r[cos ¢(t) Dy + sin p(t) D;] ,

da(t) = M(t) — r[cos ¢(t) Dy + sin ¢(t) D]

bicimindedir.

Teorem 3.4.6 K (t,0) Roller coaster yiizeyinin (¢, ) da singiiler noktasinin olmasi

icin gerek ve yeter sart

olmalidir.
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Ispat 3.4.7 Kp(t,0) Roller coaster yiizeyinin (¢, f)’da singiiler noktasinin olmast

icin gerek ve yeter sart | Kp, A K, ||(to,0) = 0 olmalidir. Buna gore

K5 A Kpy[|(f0, 60) = 0

(rcos@(vcos@[dls’mgzﬁ(t) — dycoso(t)] — sinfv(t)ds + ng/(t)]))

+( v(t)rsinfcoscoso(t)[dysing(t) — dacoso(t)] )2
—rsin®0cosd(t)[v(t)ds + ¢It)] — v(t)coslsing(t)
—v(t)rsinfcosfcosp(t)[dicosp(t) + dasing(t)]

+| —rsin®0sing(t)[v(t)ds + ¢r(t)]

\ +v(t)cosbv(t)dysinb + cosp(t)]

=rcost (Vcosé’[dlsinqb(t) — docosg(t)] — sinflv(t)ds + qb/(t)]> =0,

v(t)rsinfcosbcosd(t)[dysind(t) — dacoso(t)]
—rsin*0coso(t)[v(t)ds + ¢I(t)] — v(t)coslsing(t) = 0,

—v(t)rsinfcosbcosd(t)[dicoso(t) + dasind(t)]
—rsin*0sing(t)[v(t)ds + ¢/(t)]
+v(t)cosOlv(t)dysinf + cosp(t)] = 0

olmalidir. Bu ifadenin gerceklenmesi i¢in de

d
cosby = 0, 2 = ¢, (c = sabit)
dq
saglanmalidir. Bu ise
- d
0y = —l—g, d_j = ¢, (c = sabit)

olmasin1 gerektirir.

Sonug 3.4.2. Kp(t,0) Roller coaster yiizeyinin singiiler noktalarinin geometrik yeri

striksiyon egrileridir.
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Ornek 3.4.8 M : I — R® merkez egrisi M (t) = (6t, 3%, t?) polinom egrisi verilsin.

M (t) egrisinin 1.,2. ve 3. mertebeden tiirevleri hesaplanirsa

M'(t) = (6, 6t, 3t?),
M"(t) = (0,6, 6t),
M"(t) = (0,0,6)

olur. M (t) egrisinin Flc elemanlari,

M@ 2 2 2

T = |IM/(t)] <t2+2’t2+2’t2+2>’
M) x M™(t) t 1

Dy (t) = | M7 () x M™(t)]] o <\/t2+1, \/t2+1’0>’

2 3 2 t2+1>

DQ(t):T(t)XDl(t):<_\/m(ﬁm)’_ Pritt2) £+2

o= LOD0)
! M (¢)| 3V 1(t2 +2)?
T, Dut)) 2
2O =R svER e 2
~(Da(t), Du(t)) t?
GO =0 3@ D@ T 2P

seklinde bulunur. Burada ¢(t) acisi

(#) ), v (m)_ t

— s = ——— arctan 3
14 <%> 12 2 6(t +2)

dir. Yarigap r = 0.25 alimirsa K (¢, 0) Roller coaster yiizeyi Sekil (3.6) olur.
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Sekil 3.6 K (t,0) Roller Coaster Yiizeyi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Oklid uzaymda Flc ¢atisma gore Dede tarafindan tammlanmis ve bu catiya ait
ozellikler incelenmigtir (Dede,2016). Bu ¢alismadan sonra tiip yiizeyler de Flc ¢atisina
gore yine Dede tarafindan incelenmis ve geometrik 6zellikleri ele alinmistir. Bu tez
calismasinda Flc catisindan iiretilen tiip ylizeylerden iiretilen bazi yiizeyler ele alinarak

kapsamli bir sekilde incelenmistir.

Tezin orjinal kismm olusturan 3.boliimde iic boyutlu Oklid uzaymnda Flc
catisina gore verilen tiip yiizeylerin lizerinde yatan parametre egrileri ele alinmigtir. Bu
egrilerin 0zel egriler olmas1 durumu incelenmistir. Sonrasinda bu yiizeylerin paralel ve
fokal yiizeyleri tanimlanmigtir. Tanimlanan yeni yiizeylere ait geometrik ozellikler
elde edilmigstir. Paralel yiizeylerin Gauss doniisiimii daima korudugu sonucuna
varilarak geometrs alaninda bu konuya dair 6nemli bir katki olusturulmustur. Daha
sonra merkez egrisi polinom egrisi olan ve bu egri iizerinde tanimlanan Flc catist
ile Roller coaster ylizeyler tammmlanmistir. Roller coaster yiizeyler ile regle yiizeyler
arasindaki baglanti incelenmis ve ilgili geometrik sonuclar elde edilmistir. Roller
coaster yiizeyin striksiyon egrileri bulunmustur. Bu yiizeyin singiiler noktalarinin

geometrik yerinin striksiyon egriler oldugu gosterilmistir.

Daha sonraki yapilacak ¢alismalarda, elde edilen bu yiizeylerin Minkowski,

Galile gibi ¢esitli uzaylarda benzer 6zelliklerinin incelenmesi hedeflenmektedir.
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