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OZET

INVOLUT EGRIiSINDEN ELDE EDIiLEN SANNIiA CATILARINA GORE
REGLE YUZEYLER

HATICE YURTTAS
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 81 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT)

Bu arastirma bes boliimden olugmaktadir. Birinci bolimde giris kisminda
literatiir taramas1 yapilmis, daha nceki calismalar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde Oklid uzayi ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliim iki alt
baslik altinda verilmistir. Birinci alt baglikta involiit egri ile ilgili tanim ve teoremler
verilmektedir. Ikinci alt baslikta ise Sannia gatili regle yiizeyler ifade edilmistir.

Dordiinci bolim ¢alismanin orijinal kismi olup {i¢ alt boliim olarak
tasarlanmistir. Birinci alt boliimde involiit egrinin tanjant vektoriiyle olusan regle
ylizey, ikinci alt bolimde normal vektoriiyle olusan regle yiizeyler ve {igiincii alt
boélimde binormal vektorle olusan regle yiizeyler arastirilmistir. Ayrica her bir regle
ylzeyin striksiyon egrisi bulunmus ve bu egri boyunca tanimlanan Sannia catisi
hesaplanmistir. Daha sonra her bir yilizeyin normal vektor alanlari, birinci ve ikinci
temel formlar1 ve bu temel formlarin katsayilar1 yardimiyla Gauss ve ortalama
egrilikleri hesaplanmistir. Calismanin sonunda Gauss ve ortalama egrilikleri
yardimiyla ylizeylerin acilabilir ve minimal olma durumlari sonu¢ olarak ifade
edilmistir.

Besinci boliimde tiim ¢alismadan elde edilen bulgular sunularak, bundan sonra
yapilacak ¢alismalar i¢in 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Regle yiizey, Involut egri, Sannia catis1, Striksiyon egrisi.



ABSTRACT

RULED SURFACES ACCORDING TO THE SANNIA FRAME OBTAINED
FROM INVOLUTE CURVE

HATICE YURTTAS
ORDU UNIVERSITY
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 81 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a literature review is
conducted in the introduction section, providing information about previous studies.
The second chapter covers the basic concepts related to Euclidean space. The third
chapter is presented under two subheadings. The first subheading includes definitions
and theorems related to the involute curve. The second subheading discusses ruled
surfaces with the Sannia frame.

fourth chapter, which constitutes the original part of the study, is designed in
three subsections. The first subsection investigates ruled surfaces formed by the
tangent vector of the involute curve, the second subsection examines ruled surfaces
formed by the normal vector, and the third subsection explores ruled surfaces formed
by the binormal vector. Additionally, the striction curve of each ruled surface is found,
and the Sannia frame defined along this curve is calculated. Subsequently, the normal
vector fields, the first and second fundamental forms of each surface, and the Gaussian
and mean curvatures are calculated using the coefficients of these fundamental forms.
At the end of the study, the developable and minimal conditions of the surfaces are
expressed as results using the Gaussian and mean curvatures.

In the fifth chapter, the findings obtained from the entire study are presented,
and suggestions are made for future research.

Keywords: Ruled surface, Involute curve, Sannia frame, Striction curve.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin en énemli kavramlarindan biri regle ytzeylerdir. i1k
olarak Gaspard Monge tarafindan ortaya konmustur. Bir dogrunun her hangi bir egri
boyunca surekli hareketi ile meydana gelen ytzeylerdir. Silindir yuzeyi, duzlem ve
koni ylzeyi en bilinen regle yiuzeylere 6rnek olarak verilebilir. Mimaride,

muhendislikte, bilgisayar destekli tasarim yaparken ve kinematikte yaygin kullanim

alanina sahiptir.

Regle ylizeyler acilabilen regle yiizeyler ve acilabilir olmayan regle yiizeyler
olarak ikiye ayrilir. Agilabilir regle yiizeylerin her noktasinda Gauss egriligi sifirdir.
Gerilmeden veya yirtilmadan diizlem iizerine serilebilen ylizey seklinde
distintilebilirler. Endiistride bu 6zelliginden dolay1 gemi, ugak, otomobil yapiminda,
mimaride ¢okga kullanilir. Gauss egriliginin pozitif, negatif veya sifir olma durumlari
farkli mimari yapilarda karsimiza gikmaktadir. Ornegin Londra’da St. Mary Axe
binasi Gauss egriligi pozitif artan bir yiizey 6rnegidir (Sekil 1.1). Santiago Calatrava
tarafindan Almanya’da tasarlanan garaj kapisi negatif egrilige sahip bir ylzey
ornegidir (Sekil 1.2). Bakii’deki Haydar Aliyev Kiiltiir Merkezi’nde bu ii¢ durum da
mevcuttur (Sekil 1.3), (Yazar, 2019).

Sekil 1.1 St. Mary Axe binas1 (Anonim 2024)



Sekil 1.2 Santiago Calatrava tarafindan Almanya’da tasarlanan Garaj Kapisi

(Anonim 2024)

Sekil 1.3 Haydar Aliyev Kdltir Merkezi (Anonim 2024)

Egrilere ve yiizeylere ait pek ¢ok caligma bulunmaktadir. Bu tiir ¢alismalara ait
temel kavramlar ve teoremler (Hacisalihoglu, 1983), (Sabuncuoglu, 2016) ve
(Ozdemir, 2020) verilmistir. Bu c¢alismalarin temelini ¢ati kavrami olusturur.

Diferansiyel geometride kullanilan ¢atilardan biri Sannia catisidir. Ik defa Pottman
tarafindan ifade edilmistir.



Sekil 1.4 Gustavo Sannia (Anonim 2024)

Senyurt ve Eren (2022) ¢alismalarinda Frenet vektorlerinin ¢izdigi ylizeylerin
striksiyon egrisi boyunca Sannia catilari olusturarak her bir catiya ait regle yuzeyleri
tanimlamiglar ve bu yuzeylerin birinci, ikinci temel formlari, Gauss ve ortalama

egriliklerini hesaplamislardir.

Sannia c¢atis1 kullanilarak baska calismalar da yapilmistir. Senyurt ve ark.
(2021) Sannia catisinin vektorlerinin tiirev iligkilerini tanimlamislar, Sannia
vektorlerinin  kiiresel gostergelerinin egri uzunluklarin1 ve jeodezik egrilerini
hesaplamiglardir. Yine, Senyurt ve ark. (2024) yakin zamanda alternatif ¢at1 vektorleri
ile tanimlanan regle ylizeylerin striksiyon egrileri boyunca hareket eden Sannia
catilarina gore regle ylizeyleri calismiglar ve bu yiizeylerin 6zelliklerini ortaya

koymuslardir.

Iki egrinin karsilikl noktalarinda teget vektorleri birbirine dik ise bu tiir egriler
involit-evoliit egriler olarak bilinir. Bu tiir egriler tizerinde literatiirde bir ¢ok ¢aligma

mevcuttur.

Sivas ve ark. (2023) yayinladiklar1 bir makalede Smarandacha egrilerinin
invaryantlarin1 involiit egrisinin Frenet vektorleri ve evoliit egrisi terimleriyle

hesaplamiglardir.



Senyurt ve ark. (2015) ‘“Some Characterizations for the Involute Curves in
Dual Space’” adli ¢alismada dual uzayda evoliit-involiit egrileri ve dual Serret Frenet

catis1 ile Darboux vektorleri arasindaki baglantilar1 vermislerdir.

Bilici (1999) invollt- evoliit egri ¢iftinin Frenet ¢atilar1 arasindaki bagintilari
farkli bir yaklagimla elde etmis, involiit egrisi i¢in tanimlanan kiiresel gosterge
egrilerinin egrilikleri ve tabii liftlerinin geodezik spray i¢in integral egrisi olma sartlan

evolit egrisi ile alakali olarak bazi orjinal sonuglar elde etmistir.

Bu ¢alisgmada « uzay egrisi alinarak bu egrinin involiit egrisi elde edimigtir
Birinci alt boliimde involiit egrinin tanjant vektoriiyle olusan regle yiizey, ikinci alt
boliimde normal vektoriiyle olusan regle ylizeyler ve iigilincii alt boliimde binormal
vektorle olusan regle yiizeyler aragtirilmistir. Ayrica her bir regle ylizeyin striksiyon
egrisi bulunmus ve bu egri boyunca tanimlanan Sannia ¢atis1 hesaplanmistir. Daha
sonra her bir yiizeyin normal vektor alanlari, birinci ve ikinci temel formlar1 ve bu
temel formlarin katsayilar1 yardimiyla Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmistir.
Caligmanin sonunda Gauss ve ortalama egrilikleri yardimiyla ytizeylerin agilabilir ve

minimal olma durumlar1 sonug olarak ifade edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzay ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

2.1 OKklid Uzay1
Tanim 2.1 A bos olmayan bir climle ve V de J cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.
f: Ax A—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlari sagliyorsa A ya V ile birlestirilmis

bir afin uzay denir:

i: vP,Q,ReAicin f(P,Q)+f(QR)="f(P,R),

i VPe A, VaeVigin f (P,Q) = olacak sekilde bir tek Q € A vardr.

Tanmm 2.2 V, A ile birlesen bir afin uzay olsun. P,,P,P,,...,P, € A noktalar1 i¢in
{POPl, PP, ..., POPn} ctimlesi V nin bir bazi ise {PO, P,P,..., Pn} nokta (n +1)—Iisine
A afin uzaymnin bir afin ¢atis1 denir. Burada P, noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve

P, 1<i<n, noktalarma da catinin birim noktalar1 denir. boyV =n ise Aya n-

boyutlu bir afin uzay denir.

Tamm 2.3V, A ile birlesen bir afin uzay olsun. <,> 'V xV — R fonksiyonu asagidaki
aksiyomlar1 sagliyorsa, bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir:
VX,y,z2€V ve Va,beR icin
i: Bilineerlik (2-lineer) Aksiyomu:
(ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),
(x,ay+bz)=a(xy)+b(x,z)
ii: Simetri Aksiyomu:
(xy)=(y.%)

iii: Pozitif Tanimlilik (kararlilik) Aksiyomu:

(x,x)=>0, (x,x)=0< x=0.



Tanmim 2.4 Reel standart afin uzay1 R" olmak lzere, VX,Y € R" icin

()RR SR (XY)=2ny

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima R" de standart
i¢ carpim veya Oklid i¢ ¢arpim denir. Standart i¢ ¢carpimin tanimli oldugu R" vektor

uzayi ile birlesen afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir
(Hacisalihoglu,2000).

Tanmm2.5 X €E" noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlar
(xl,xz,...,xn) olsun. x:E" —>R,1<i<n, fonksiyonuna E"nin i-yinci koordinat

fonksiyonu denir.

n

Tamm 26 d:E"xE" >R, d(X,Y)= Z(yi_xi)z seklinde tamimlanan d

i1
fonksiyonuna E", Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d (X ,Y) €R sayisina X ile

Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir.

Tamm 2.7 a:1cR—>E"a(t)=(q(t).a,(t),...a,(t)) diferansiyellenebilir

fonksiyona E"de bir egri denir. Burada 1 < R araligina & egrisinin parametre araligi

ve t e I degiskenine de & egrisinin parametresi denir.
Tamm 2.8 o :1c R — E" diferansiyellenebilir bir egri olsun.

o1 > Rl (1) = [’ (1)

Seklinde tanimli ||0{'|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu,

a'(t)”e R sayisina «

egrisinin & (t) noktasindaki skaler hizi,

a,(t)_da _(dal(t) de, (t) _dan(t)JL

Tttt dt  dt T dt

vektorline de a egrisinin hiz vektori denir.



parametresine de egrinin yay-parametresi denir.

Tanm 2.10 a:Ic R — E" biregri ve a,b el igin
b
5= [[lo(t)]s

Reel sayisina o (a) ve a (b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

Tamm 2.11 a:IcR—E" bir egri ve (I)={a',a”,a”',...,a(r)} climlesi lineer
bagimsiz olsun.a") e S, {®} ,kyr, olmak iizere ®cimlesinden Gram Schmidt
ortogonallestirme yontemi ile elde edilen {Vl(S),V2 (s),...,Vr(s)} ortonormal
sistemine «(S) noktasindaki Serret-Frenet r-ayakhsi, WV, 1<i<r, vektérine de

Serret Frenet vektori denir.

Tamm 2.12 :1— E" egrisinin Frenet r-ayaklis {Vl(S),V2 (S),...,Vr (S)} olsun.

TR, K (5) = (W(5) Vi (5)) 1<ir,

R
Seklinde taniml1 k; fonksiyonuna ¢ egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, Vs eI igin

; (S) € Rsayisina da « egrisinin a(S) noktasindaki i-yinci egriligi denir.

Teorem 2.1 a:1—>E" egrisinin Frenet r-ayaklisi {Vl(S),V2 (s),...,Vr(s)} i-yinci

egriligi K (S) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri
arasinda

V/(s) =k, (s)V,(s)

Vi(s) ==k, (S)Via(s)+ki (s)Via(s) .1<i<r,

V/(s)=-k_ (s)V,(s)
bagintis1 vardir (Hacisalihoglu,2000).

Sonu¢ 2.1 n=3 0zel halinde o egrisinin a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{T,N,B} ile gosterilir. Burada T ye teget vektdr, N ye asli normal vektor ve B ye de

binormal vektor denir.

1) sel yay- parametresi ise



N (s):ma”(s) (2.1)

N(s)=B(s)xT(s) (2.2)

seklinde verilir (Hacisalihoglu,2000).
Sonug 2.2 o egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla K ve 7 ile gosterilsin.
1) sel yay- parametresi ise k¥ ve 7 egrilikleri ile Frenet formiilleri
T'(s)=x(s)N(s)
N'(s)=—«(s)T(s)+7(s)B(s
(5) == ($)T (5)+£(5)8(5) 23
B'(s)=—7(s)N(s),
w(s)=[e"(s)]. 7(s)=(N"(s).B(s)).
i) sel keyfi parametresi ise K ve 7 egrilikleri ile Frenet formiilleri
(s)=Je (s) (s
N'(s)=[e(s H(—K(S
(8)=~[e'(s H (SIN(
o(5)= 1)
Ha I

seklinde verilir (Hacisalihoglu,2000).

) ( ) 7(s)B(s))

N ( (2.4)
H 7(s)= <a'(s)xa"(s),a”’(s)>

’ <a'(s)xa”(s),a'(s)xa”(s)>’

Tanmm 2.13 ¢ egrisi tizerinde a(S) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki {T, N, B}
Frenet 3-ayaklis1 her S aninda (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptig1 kabul

edilir. Bu eksene egrinin (S) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir.



Darboux vektora W ile gosterilirse bu vektor
W =7T +xB

seklinde bulunur (Hacisalihoglu,2000). W ile B vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile
gosterilirse C birim Darboux vektori

C=" T+ B= sin T + cos B

Wi W
(2.5)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu,2000). Burada 7 =|W/||sing, x=|W/|cose.

Tamm 2.14 1> E" egrisinin a(S) noktasindaki hiz vektori, sabit bir U vektoru
ile sabit a1 yapiyorsa egriye bir egim ¢izgisi, S, {U} ya da egim ekseni denir
(Hacisalihoglu,2000).

Teorem 2.2 o :1— E?® egrisi bir egim ¢izgisi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart egrilikleri
orani sabit olmalidir (Hacisalihoglu,2000).

Ispat: "=" Kabul edelim ki a bir egim cizgisi olsun. Egilim ¢izgisi tanimina gore

<T , U> =C0S @ yazilir. Bu ifadenin tiirevi alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa,
<T',U>:0:K<N,U>=O

bulunur. Bu durumda U vektoru rektifiyan diizlemde olur. Buna gore U vektori
U=aT +bB seklinde yazilsin. Bu ifade sirasiyla T ve B ile i¢ carpilirsa
<U,T>:a=COSH, <U,B>:b=Sin9 olur. Bu ifadeler U =aT +bB bagintisinda

yerine yazilirsa U =cosdT +sin @B bulunur. Diger yandan,

(N.U)=0
=(N"U)+(N,U)=0

<K‘T rBU) 0
:>I('<TU> (BU) 0
= KC0s@—-7s5in@=0

NL1lU=

K sing
T cosé@
K .

= — = sabit
T

elde edilir.



"«<" Kabul edelim ki Vsel icin X _ sabit olsun. iddia ediliyor ki « bir egim

T
cizgisidir.
X_ sabit = X :ﬁ: sabit
T T cos@

= c0SsOx—sinf@r =0

olur. Simdi, U =cosdT +sin&B vektoriinii tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate
alimir ve tirev almirsa,U’ =cosdT'+sinOB' = (COS Ok —sin 92') Nolur ve norm

almirsa, [U'|=0= ||U '|| = Sbt.oldugu gériiliir. Diger yandan,
(,0)=(T.V)
=(T,cosdT +sinYB)
=Cosd
= sabit

olur ki bu da « bir egim ¢izgisi olmasi demektir.

Teorem 2.3 a:1—E?® egrisinin bir dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart x =0
olmasidir (Hacisalihoglu,2000).

Ispat: (2.3) bagmtisindaki esitlik kullanilirsa
w(s)=0[a"(s)|=0
< a'(s)=0
< a'(s)=m
< a(s)=ms+n, mnel.

Teorem 2.4 a:1— E® egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart
7 =0 olmasidir (Hacisalihoglu,2000).

Ispat: "=" Kabul edelim ki & birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda
Vs el igin a(S) noktalarmm tiimii bir E diizlemi iginde bulunur. Diizlemin normali

g, duzlem Gzerinde herhangi bir nokta p olsun. Bu durumda,<a(s)— p,q> =0 olur.

Bu ifadenin birinci ve ikinci turevleri alinirsa

<a’(s),q>+<a(s)_ p'CI'>=0:><a’(s),q>=

0
=(a"(s),q)=0
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bulunur. Buradan q vektorinin T ve N ye dik oldugu goriiliir. Bu durumda q

vektorl B ye paralel olur. Dolayisiyla, B = ii seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi

o
alinirsa B’ =0 bulunur ve B'=—zN esitliginden z = 0elde edilir.

"«<" Kabul edelim ki z=0 olsun. B'=—zN ifadesinden B'=0 veya B =sbt olur.
f:I1>R, F(s)=(a(s)-a(0),B)
fonksiyon tanimlansm. s=0 ise F (0) =0. F fonksiyonunun tlirevi alinirsa,
F'(s)=(a'(s),B)+(a'(s)-a(0),B")
—(T,B)+(T,~N)
=0
F(s) = sabit
olur. Buna gore <a(s)—a(0), B> =Oesitligi o egrisini, 0{(0) noktasindan gegen ve
B vektoriine dik olan oskiilator diizlemde oldugunu gosterir. Bu da ispati tamamlar.

Tamim 2.15 Diferensiyellenebilir bir & egrisi tizerinde egrinin parametresine bagl bir
I' dogrusunun hareketiyle elde edilen yiizeye regle yiizey denir ve parametrik denklem

X(s,v)=a(s)+vr(s) (2.6)
seklinde verilir (Pressley,2010). Burada « egrisi ylizeyin dayanak egrisi ve I' dogrusu
da yiizeyin dogrultmanidir.

Ozel olarak ' dogrusu yerine egrinin Frenet vektorleri almirsa elde edilen regle
yuzeylerin denklemleri

X; (s,V)=a(s)+VT (s),
Xy (s,v)=a(s)+N(s),
Xg(s,v)=a(s)+VB(s),
seklinde yazilir. (2.1) ifadesinde verilen X (S,V) yuzeyinin normali, birinci ve ikinci

temel formlar1 ile Gaussian ve ortalama egrilikleri sirasiyla

X x X,
s 0

| = Eds® + 2Fdsdv + Gdv?, 1l =Ids? +2mdsdv + ndv?,

11



In-m? En—2Fm+Gl
_ H Gl 2.8
EG-F?’ 2(EG—F2) (28)

seklinde verilir. Burada birinci ve ikinci temel formun katsayilari

E:<XS,XS>, F :<XS,XV>, G:<XV,XV>, (2.9)
|:<XSS,NX>, m:<XSV,NX>, n:<XW,NX> (2.10)
bagntilartyla verilir (Pressley,2010).

Tanim 2.16 Herhangi bir regle yiizeyin komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin esas
dogrultman tlizerindeki ayagina yiizeyin striksiyon noktasi ve bu noktalarin geometrik
yerine de striksiyon egrisi denir.

Bir X (S, V) ylizeyinin striksiyon egrisinin denklemi

B(s)=a(s)- @), (2.11)

Irf

bagintisiyla bulunur (Hacisalihoglu,2000). Striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak
alinirsa ytizeyin denklemi

X (s,v)=pB(s)+vr(s) (2.12)

seklinde yazilir.
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3.MATERYAL VE YONTEM

3.1 involiit Egrisi
Tanmm 3.1 Birim hizli o :1— E® egrisi ile aym aralikta tanimli o :1— E® egrisi
verilsin. Vs el igin a egrisinin a(S) noktasindaki teget vektorii 05*(8) noktasindan
gegiyor ve bu noktadaki teget vektore dik oluyorsa, « egrisine & egrisinin involiitii
denir. & egrisinin teget vektori T(S) ve o involiit egrisinin teget vektorii T*(S) ile
gosterilirse

<T(s),T*(s)> =0
olur (Sabuncuoglu,2016).

Teorem 3.1 a egrisinin involiit egrisi & olsun. Involiit egrisinin denklemi

a (s)=a(s)+(c—s)T(s) (3.1)
bagintisiyla verilir (Sabuncuoglu,2016).

Ispat: Involiit egrisi tanimma gore a egrisi @ =a+AT seklinde yazlabilir.
Buradan tiirev alinir ve Frenet formiilleri de kullanilirsa

(") =(1+2)T + AN
bulunur. & egrisi & egrisinin bir involiitii Oldugundan<<a*) ,T>:0 olur. Burada
(a* ), yerine yukaridaki esitlik yazilirsa /1'(8) +1=0 veya /1(8) =—S+C,ce’l elde

edilir.

Teorem 3.2 a egrisinin involiit egrisi & olsun. a(S) ile a*(S) noktalar1 arasindaki
uzaklik

d(e(s),a”(s))=|c—s|, c=sbt,

bagntisiyla verilir (Sabuncuoglu,2016).
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Ispat: Involiit egrisinin (3.1) de verilen ifadesi kullanilirsa

a (s)=a(s)+(c—s)T(s)=a (s)-a(s)=(c—s)T(s)

=

o’ (s)-a(s) =[c—9
=d (a(s),a*(s)) =|c—s|

bulunur.

Teorem 3.3 « egrisinin involiit egrisi & olsun. Bu egrilerinin Frenet ¢atilari sirasiyla
{T,N,B} ve {T*, N, B*} ile gosterilirse bu ¢atilar arasinda

T =N

N =

S S P, 3.2
\/K'2+T2 \/K2+Z‘2 ( )
T K

= T+ B
NK2+7 VKl +1

B

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu,2016).

ispat: a involut egrisinin (3.1) de verilen ifadesinden tiirevler alinirsa

(@) =xN, (33)
(") =-A&T +(Ax) N+ AxeB (3.4)
(«') = —((sz )+ K(/lK)’jT - ((;uc)” — Kt = At ) N + (r(/uc)' +(AxT) ) B (35)
olur. (a") ile (")’ vektdrel garpilir ve sonra da gerekli normlar hesaplanirsa

!

(a*) x(a* )" =2 K°B+ A°k*T = A%k% (T +«B) (3.6)
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= 1PNkt + 12,

(") x(e)

37)
(«)

bulunur. (2.2) bagmtisinda (3.3),(3.4),(3.5),(3.6) ve(3.7) ifadeleri yerine

= |

yazilirsa involiit egrisinin Frenet vektorleri hesaplanmis olur.

Teorem 3.4 a egrisinin involiit egrisi & olsun. ¢ egrisinin egrilikleri ¥ ve 7, a
egrisinin egrilikleri de x” ve 7 ile gosterilirse bu egrilikler arasinda
. (KZ +72) . (k7' —K'7)
- (38)

D (c-s)x(x*+77)

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu,2016).

Ispat: (2.4) bagintisinda (3.6) ve (3.7) ifadeleri kullamlirsa involiit egrisinin &~

ve 7 egrilikleri sirasiyla

seklinde bulunur.
Teorem 3.5 ¢ egrisinin involiit egrisi « olsun. {T,N,B} ve {T",N",B"} Frenet
catilar1 arasinda
T =N
N =-cos¢T +sin ¢B (3.9)
B =sin ¢T +cos¢B

bagintist vardir (Bilici,2002).

Ispat: (2.5) bagintisindan r:|[\N||sin o, K:"\N”COS(p yazilir. Bu ifadeler (3.2) de

yerine yazilirsa ispat gosterilmis olur.
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Teorem 3.6 o egrisinin involiit egrisi « olsun. W ve W™ Darboux vektérleri
arasinda

W" = K(Cl—s) (W +¢N)

bagintisi vardir (Bilici,1999).

Ispat: Involiit egrisinin W~ Darboux vektéri W™ =7 T +x B~ seklinde yazilir.
Burada T, B", ¥, © yerine (3.8) ve (3.9) yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
o AKP TP Kr'—K'r

W =———(singT +cos ¢B N
x(c-s) (singT+cos g )+K(C—S)(K2+T2)

e K(c(:)lcz ) e

= (TT+KB+(pN)

-1 waieN)

elde edilir.

Teorem 3.7 a egrisinin involiit egrisi & olsun. C ve C™ birim Darboux vektérleri
arasinda asagidaki bagint1 vardir

. @' Vit +7°

R P PO (310)

bagintist vardir (Bilici,1999).

Ispat: (2.5) bagintisindan  involiit egrisinin  birim  Darboux  vektorii
C =sing T +cosep B seklinde yazilir, burada «~ = ”\N*H cosg, 7 = ”\N*Hsin o
dir. x" ve 7 yerine (3.8) den karsiliklar yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Q' . N’ +1°
—_—t S = ———
JO©+ K%+ VO + K%+ 7

olur. sing™, cosg™ ve (3.9) ifadeleri C” birim Darboux vektoriinde yerine yazilir ve

sing =

gerekli islemler yapilirsa ispat tamamlanur.
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sin(3s) —2cos(s)

) 3
Ornek 3.1: a(s)=%[cos(s)+cosé S),sin(s)+ NG J egrisinin

Frenet vektorleri ve egrilikleri sirasiyla

T =(_Il(Ssin(s)+sin(35)),cos(s)3 ,%x/f;’sin(S)j,
(_ﬁcos(Zs) 3sin(2s) 1}

N ) 1 1
2 2 2

_ [ 3cos(s)—cos(3s) . ., s V3c0s(s)
_[ 1 ,sin(s) TJ
=+/3cos(s),z =+/3sin(s),

a (S) involiit egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirastyla ¢ =0 igin

%(9003(5))+cos(3s)+3s(35in (s)+sin(3s)),

a (s)= é(—lZs cos(s)3 +9sin(s)+sin (35)),

—%\/§cos(s)+ssin(s)

( 3 cos(2s),—/3cos(s )sin(s),%),
" =(sin(2s),-cos(2s),0),

1 cos(2s) —sm (2s), EJ
2 2

. ) . sec(s)

K | s| T = Jas

seklinde bulunur. (Sekil 3.1)
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Sekil 3.1 Se [—ﬂ', 27[] icin a(S) (siyah) uzay egrisi ve involiit egri a*(S) (kirmizi)
grafigidir.

3.2 Oklit Uzayinda Sannia Catili Regle Yiizeyler

Bu bolimde bir egrinin Frenet vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin
striksiyon egrileri boyunca Sannia ¢atilarinin meydana getirdigi regle yiizeyler
incelenmistir. Elde edilen her bir regle yiizeyin Sannia gatilart ve Frenet catilar
arasindaki bagimntilar, birinci ve ikinci temel formlar ile Gauss ve ortama egrilikleri
verilmistir.

Tamm3.2 X (S,V) =f (S) +vr (S) regle ylizeyinin striksiyon egrisi boyunca

!

e =r, ezzi, e, =€ xe, (3.11)

!

seklinde tanimli birim vektdrlerinin olusturdugu {el, e,, 83} ortonormal sisteme Sannia
catis1 denir (Pottmann,2001).

X (S,V) , regle ylizeyinin striksiyon egrisinin egriligi k, ve torsiyonu k, ile
gosterilirse Sannia ¢atisina ait tlirev formiilleri
e =ke, & =-ke+ke, e;=-kge,

seklinde verilir (Pottmann, 2001).
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3.2.1 Tanjant Regle Yiizey ile iliskilendirilmis Sannia Catih Regle Yiizeyler

Bu kisimda «(s) egrisinin tanjant vektdriiniin olusturdugu regle yiizeyin

striksiyon egrisi boyunca Sannia catisinin olusturdugu regle ylizeyler tanimlanarak
bazi 6zellikleri verilmistir.

Konuyla ilgili temel tanim ve teoremler Senyurt ve Eren ‘in ’On Ruled
Surfaces with a Sannia Frame in Euclidean 3-space’’ isimli ¢alismadan alinmigtir
(Senyurt ve Eren, 2022).

Teorem 3.8 X;,tanjant regle yiizeyinin striksiyon egrisi iizerinde tanimli Sannia

catisi {61,62,63} ile gosterilsin. Sannia ¢atis1 ile Frenet catist arasinda
e1=T’ e2=N’ e3:B (3.12)

bagintis1 vardir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: X, tanjant regle yiizeyin striksiyon egrisi B olsun. X, yizeyinin dayanak
egrisi olarak striksiyon egrisi alinabilir. (3.11) denkleminden Sannia ¢atisi ile Frenet
catis1 denk olur.

Tamm 3.3 X, tanjant regle ylzeyinin S striksiyon egrisi boyunca €; vektorinin

olusturdugu yiizeyin parametrik denklemi

D, (s,v)=B(s)+ve,(s) (3.13)
seklinde yazilir.

Teorem 3.9 d)l(s,v) regle ylzeyinin normali N,, ile gosterilirse bu normal
N, =-B

o,

bagintisiyla verilir.
Ispat: Striksiyon egrisi dayanak egrisi oldugundan regle yiizeyin denklemi
O} (S, V) =a (S) +VT (S) seklinde yazilir. Kismi tlrevler alinirsa

@, =T+VkN,
o, =T

bulunur. (2.7) bagmtisindan yiizey normali hesaplanmis olur.

Teorem 3.10 CI)l(S,V) regle ylizeyinin birinci ve ikinci temel formlari ile Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla
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lo, = (1+Vv*x*)ds® + 2dsdv + dv’,
I, =-virds?,
Kq, =0,

r
H ——
" vk

seklinde verilir (Senyurt ve Eren, 2022).

ispat: ®,(s,v) yuzeyinin parametrelere gre tiirevleri alinirsa

@, =T +vkN,

D, =T,

d, . =xN +V(—1<2T +x'N +m‘B),
d,, =xN,

®,, =0

Ey, = (D4, @y ) =1+ Vi?,
Fo, = (P, Py ) =1
Gy, = (P, P,y ) =1

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) ,(2.9) ve (2.10) bagmtilarinda yerine yazilirsa

temel formlar, Gauss ve ortalama egrilikler hesaplanmis olur.
sonug 3.1 @, (s,V) regle yiizeyi agilabilir bir yiizeydir.

Sonug 3.2 X, tanjant regle yuzeyinin striksiyon egrisi diizlemsel yaniz =0 ise

D, (S, V) Sannia regle ylizeyi acilabilir minimal yiizeylerdir.

Tanmm 3.4 X,,tanjant regle ylzeyinin A striksiyon egrisi boyunca e, vektorin

olusturdugu regle yiizeyin parametrik denklemi

D, (s,v)=p(s)+Ve,(s)
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seklinde yazilir.

Teorem 3.11 @, (s,V) regle yiizeyinin normali N, ile gsterilirse bu normal

—vrT +(1- v;c) B

\/v 1 VK

bagintisiyla verilir. (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: Striksiyon egrisi dayanak egrisi ve ana dogrusu N o, oldugundan @, yuzeyi
D, (S, V) =a (S) +VN (S) seklinde yazilir. Kismi tiirevler alinirsa

®,, =(1-vk)T +vzB,

®,, =N

bulunur. Vektorel ¢arpim yapilir ve normu hesaplanirsa (2.7) bagmtisindan yiizey

normali hesaplanmis olur.

Teorem 3.12 @, (S,V) regle ylizeyinin birinci ve ikinci temel formlari ile Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla

= ((1—v;c)2 + (w)z)ds2 +dv?,

2 ot ’
I, _Y (o TK)+V: ds’ + 27 —dsdv,
vir? +(1-vk) \/vzrz +(1-vk)
2_2
e (V2r2+(1—VK)2)2’
2 .t [
H, = Vi (' — 7' )+ v

2

3
2<v212 + (1—VK‘)2 )2
bagintisiyla verilir. (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: @, (S,V) regle yuzeyinin parametreye gore tiirevleri alinirsa

®,, =(1-vik)T +vrB,

@, =N,

o, =«xN -|—V(—K'T —(Kz +T2)N -I—T’B),
®,, =-kT +7B,

®,,=0
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olur. (2 9) (2.10) bagntilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilari
E,y, = (D, @, ) =(1-v&) +(vz)’,

F, =(®25,q>2v) 0,

Gy, =(@,,, D, ) =1,

Vi (k' = 7'k )+ Ve’

\/vzrz +(1—v;c)2

25v’ <I>2 y
\/v 1 v;c

Ny, =(®,,, N, ) =0

2w?

Iq’z - <(D255'N‘l’2> -

my, =

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) ,(2.9) ve (2.10) bagmtilarinda yerine yazilirsa

temel formlar, Gauss ve ortalama egrilikler hesaplanmis olur.

sonug 3.3 X,, tanjant regle yiizeyinin striksiyon egrisi diizlemsel ise ve ®,(s,v)
Sannia regle yiizeyleri agilabilir minimal yiizeylerdir. K, <0 oldugundan yiizeyin

biitiin noktalar1 hiperbolik noktadir.

Tanmm 3.5 X,, tanjant regle ylizeyinin [ striksiyon egrisi boyunca e, vektorln

olusturdugu regle yiizeyin parametrik denklemi
D, (s,v) = B(s)+Ve,(s)
seklinde yazilir.

Teorem 3.13 @, (S,V) regle yuzeyinin normali N, ile gosterilirse bu normal

vzT + N

Noy (5:¥)== 1+ (veY

bagintistyla verilir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: (2.11) bagmtisindan striksiyon egrisi dayanak egrisi olur. Bu durumda
@S(S,V) yuzeyinin denklemi ®3(S,V)=a(s)+VB(S) seklinde yazilir. Kismi

tirevler almirsa @, =T —vzN, ®,, =B bulunur. (2.7) bagimtisindan yiizeyin

normali hesaplanmis olur.
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Teorem 3.14 @, (S, V) regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlari ile Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla

lp, = (1+ VZK'Z)dSZ +adv?,

2_2 _ '
||®3=—K(1+VT) st 2 dsa,
\/1+(VT)2 \/1+(VT)2
TZ
K(1+V2T2)—VZ"
®, T 3
2(1+v21c2)5

bagintilariyla verilir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: @, (S,V) regle ylzeyinin parametreye gore tirevleri alinirsa

®, =T -vzN,

®,, =B

@, =VkT +(x-vr')N -vr’B,
®,, =—-7N,

®,, =0

3w

olur. (2.9) ve (2.10) bagintilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilari

Eq, = (Dg, Oy ) =1+V77,
F<p3 =<CD351CD3V>—O,
G®3 :<q)3v’q)3v> :1’
r(1+v2r?)—vr'
I<I>3 _<cD3ss’N<I>3>: - ( 2 '
1+(vr)
m o SV’N s = y
’ < e > 1+(Vz‘)2

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) ,(2.9) ve (2.10) bagmtilarinda yerine yazilirsa

temel formlar, Gauss ve ortalama egrilikler hesaplanmis olur.
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Ornek 3.2: Ornek 3.1 de verilen «(S) egrisi dayanak egrisi ve teget vektori

dogrultman olarak alindiginda X, (s,v) regle yuzeyinin denklemi

%(9003(5)+cos(33)—3v(3sin(s)+sin (33))),
Xy (s,v) = 1 . NG
E(12vcos(s) +93in(s)+sin(33)),7(—cos(s)+vsin(s))

seklinde bulunur. Bu ylizeye ait grafik Sekil 3.2 de verilmistir.

Sekil 3.2 se {%ﬂ ve Ve[-2,2] degerleri igin X, yiizeyinin grafigi.

X;, tanjant yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca e,,e,,e, Sannia vektorlerinin ¢izdigi
regle yizeylerin denklemleri ve grafikleri sirasiyla asagida verilmistir.
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D, (s,v)=

3

i(g cos(s)+cos(3s)—3v(3sin(s)+sin (35))) yiizeyi
veos(s)’ +%(93in (s)+sin (35)),7(—cos(s)+vsin(s))

Sekil 3.3 SG[%%} ve Ve[-2,2] igin @, (kimuzi) ve X, (siyah) yizeyinin

grafigi.
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®, (s,v)= é(gcos(s)—ﬁx/gVCOS(Zs)+cos(3s)),

%(5—6\/§vcos(s)+cos(Zs))sin(s),%(v—\/gcos(s))

yuzeyi

Sekil 3.4 se {%,%} ve Ve [—2, 2] icin @, (mavi) ve X, (siyah) ylizeyinin grafigi.
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%(—3vcos(s)(—2+cos(23))+cos(s)(4+cos(23))), o
D, (s,v)= 1 N yuzeyi
E(gsin(s)+sin(35))+vcos(s)sin(s)ztan(s),—;(cos(s)—vcos(s))

Sekil 3.5 se {%,%} ve Ve [—2, 2] icin @, (yesil) ve X, (siyah) ylizeyinin grafigi.
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3.2.2 Normal Regle Yiizeyi ile iliskilendirilmis Sannia Catih Regle Yiizeyler

Bu kisimda a(S) egrisinin asli normal vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin

striksiyon egrisi boyunca Sannia catisinin olusturdugu regle ylizeyler tanimlanarak
bazi 6zellikleri verilmigtir

Teorem 3.15 X, ,asli normal regle yiizeyinin striksiyon egrisi lizerinde taniml

Sannia catis1 { f, f,, f3} ile gosterilsin. Sannia catis1 ile Frenet catis1 arasinda

f =N,
—K T
N ST T+\/K2+TZ > (3.11)
T K
T+ B
VK2 +1° N

bagintis1 vardir (Senyurt ve Eren, 2022).

f,=
f,=

Ispat: (2.11) denkleminden asli normal regle yiizeyin striksiyon egrisi

K

B(s)=a(s)+ =N (3.12)

KA +T

seklinde bulunur. X, (S, V) regle ylizey asli normal vektoriin hareketiyle olustugundan

f, = N olur. (2.1) denkleminden f, ve f,vektorleri hesaplanmis olur.

Tanim 3.6 X,;,asli normal regle ylizeyin S striksiyon egrisi boyunca f, vektorinin
olusturdugu regle yiizey

I, (s,v) = B(s)+Vf,(s) (3.13)

seklinde yazilir.

Teorem 3.16 Fl(S,V) yuzeyinin normali N ile gosterilirse bu normal

—A A
V)= T+ B
) \/ﬂ?2+ﬂlz \/332+/712

bagintistyla verilir. Burada 4, ve 4,

N (s

2
T

ﬂl_zc2+r K +T

K
> — VK, Zgzr[ > 2+Vj

seklinde birer katsayidir. (Senyurt ve Eren, 2022).

28



Ispat: T,  yizeyinde (3.11) ve (3.12) bagntisi  dikkate  alinirsa

[ (sv)=a(s)+ [v +— £ > j N yazilir. Buradan tiirev alimirsa
K +7

I, =AT+4LN+AB, T, =N

2 2

j seklinde bir katsayidir. (2.7) bagmtisindan yiizey
K°+71

olur. Burada lzz(

normali hesaplanmis olur.

Teorem 3.17 I'; ylizeyinin Gaussian ve ortalama egrilikleri sirastyla

Kr — _2.2 ' HF :/11/13'—/121'—/2’/13
' (/13"'/11) 1 2(/112+232)E

seklinde verilir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: T'; regle yiizeyinin ikinci tiirevleri hesaplanirsa
Tiio = (4 = 4)T +( A4 + Ak = A4,7)N +(4;+ 4,7) B,

T, =-«T+7B, T, =0

olur. (2.9) ve (2.10) bagintilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilari sirasiyla

Er, =4+ 4, + 4,
F

| A (A + )+ 2y (A4 + A7)

olur. (2.8) bagintisindan Gaussian ve ortalama egrilikler bulunur.
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Sonug 3.4 X, regle yuzeyinin « dayanak egrisi diizlemsel ise I'; Sannia regle yizeyi

acilabilir minimal yiizeydir.

Tanmm 3.7 X, normal regle ylzeyinin S striksiyon egrisi boyunca f, vektortinln
olusturdugu regle yiizey
I, (s,v)=(s)+Vf,(s)

seklinde yazilir.

Teorem 3.18 I',ytizeyinin normali N ile gosterilirse bu normal

Tl — (7711+773 )N+772KB
\/772 (6% +7)+ (mr +75x)°

bagintistyla verilir. Burada 7,7, ve n,

) —v/&? + 7 1 = 2+Z'2 +V[ z j

7 v K '
h="2_"3" = 2
K +7 Vit +7? K+’ Vr? +7?

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Eren, 2022).
Ispat: T, yiizeyinde (3.11) ve (3.12) bagintis1 dikkate alinirsa T, yiizeyi

-K T
I,(s,v)=a(s)+———=N+Vv T+ B
(sv)=als)+ (\/K2+T2 N +7° ]

seklinde olur. Parametrelere gore tiirevler hesaplanirsa

r,,=nT+n,N+n,B,

I

K T
=— T+ B
N R

bulunur. Bu ifadeler (2.7) bagintisinda yerine yazilirsa yiizey normali hesaplanmis
olur.
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Teorem 3.19 I', yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

(1 +°) (e + 7 g =, (i + i)
((773’("'7717)2 +11,° (Kz +7’ ))2

I

k247 ) (e (g =2 )=ty (1 =0 ) =3 (mopc + iz )+, (o] + ;)

K+ (2 = 17 ) (gt + 0,7 ) s = 0, (7] + ;) ))

Hp, = 3

, 3
2((7712' +15K) 4175 (/cz +7° ))2
seklinde verilir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: I, yiizeyinin parametrelere gore ikinci tiirevleri alirsa
Ly = (= 1) T + (175 + 1 =157 )N + (15 +17,7) B,

[, =mT +mN +1;B,
ZW_O

olur. (2.9) ve (2.10) bagintilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilar

Er, = (T Toe) =10 +175 413,

Fr2 :<Fzsvr2v>:%’
GFZ = <r2v’r2v> =1’

1,7 (1 =) =z + 0.6 ) (0, + i = n,0) + 1, (3 + 17,7 )
\/7722 (Kz +7° ) +(nr+ 7731<)2

Irz :<r255’ er>=

m < /7 (773K+ mr ) 7, (773K+ mr )
T, 22sv? ’
\/772 K +7° 7717 +1K )

N, =(C,, N, )=0

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmis olur.
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Sonug 3.5
1-) T, regle yiizeyi acilabilirdir olmasi igin gerek ve yeter sart

(52 +22)((ms + 7 ) =13, (mir + i) =0

bagintisinin var olmasidir.

2-) T, regle yuzeyi minimaldir gerek ve yeter sart

/Kz 42 (KT(%Z _7712)_771773 (K.z _2.2)_% (773,(+7711)+772 (T771'+K773,))
~(2(mc—n1,7) (-4 1.2 3 =, (7] + w77;))) = O
bagintisinin gegerli olmasidir.

Tanim 3.8 X, normal regle ylzeyinin S striksiyon egrisi boyunca f, vektoriinin
olusturdugu regle yiizey

T, (s,v) = B(s)+Vf,(s)

seklinde yazilir.

Teorem 3.20 I, yuzeyinin normali N, ile gésterilirse bu normal

KT +(,u3r—,u11<) N —,7B
Iy —
\/,uzz(lcz +z'2)+(,u37—,ulrc)2

bagintistyla verilir. Burada 14, 14, Ve p,

! ] !
TZ ey T K KT ey K
W= TR sy = —
K2+T2 \/K2+T2 K2+Tz K2+T2 “’K2+72

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: T, yiizeyinde (3.11) ve (3.12) bagintis1 dikkate alimirsa

K T K
—5 N+V T+ B
K +7 \/K2+z’2 \/K'2+T2

yazilir. Parametrelere gore tiirevler hesaplanirsa

Ly(s,v)=a(s)+

Uy =T + 1N + 1B,

T

K
I, = T+
¥ NP

B
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bulunur. Bu ifadeler (2.7) bagintisinda yerine yazilirsa yiizey normali hesaplanmis
olur.

Teorem 3.21 I', regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

(K +7°) (—paptyrc + pra + Kty 1 — T, )

K = ’
a (,US’Z'—/,LlK)Z-l-IUZZ (K2+Z'2)
(124 °) ((pare = g7 )" + g1 °K o 577 o = g+ a0, 15 = g |
o 2K (ot ) (o — HabT 4 Thlo s — KK )

I's 3

, 3
2((/111(— HsT) + 1ty (K‘2 +7° ))2
bagintistyla verilir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: T, —yiizeyinin parametreye gore ikinci tiirevleri alirsa

Uy = (14— 115) T +( 15 + pyic — a7 )N + (15 + 14,7) B,
1_‘35v :lu’l'T +:u£N +/Ll§B,
r. =0

3w

olur. (2.9) ve (2.10) bagintisindan birinci ve ikinci temel formun katsayilar

Er, =(Tae. Tae) = 14 + 15 + 155,
,UiT-f-,UsK'

Fo=(T, I, )=l

= T) Ji? +72

Gr = <F3v ! 1—‘3v> = 1’

3

~(r )= pie (g — ) + (7 — ) (g + e — gt ) = pa,7 (g + 4,7
- R VYA 2 2 2 2 '
\/yz (&% +7%)+ (py7 - )

_ (et pat) g+ 1, (14— 7183
\/,uzz (K‘z +12)+(,u3‘r —ux)

nra - <F3W' Nr3>= 0

I,

mra =<r35"’ Nr3>

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) ifadesinde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmis olur.
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Sonug 3.6
1-) I'; regle yiizeyi agilabilirdir ancak ve ancak

2_

(12 + 2% ) (st + papts7 + it = rpt,05)” =0

2-) T, regle yuzeyi minimaldir ancak ve ancak
Vit 42 (e = pir)* o+ 157 4 41,70 + gt = a7+t~ i |
=2((paorc + 147 ) (1t = piap T + T s = 41, ) ) = O

Ornek 3.3: Ornek 3.1. de verilen a(s) egrisi dayanak egrisi ve asli normal vektoru

dogrultman vektor alindiginda X, (s,v) regle yiizeyin denklemi

i(g cos(s)— 6J§vcos(25) + cos(BS)),
Xy (s.v)=| 12

%(5—6\/§vcos(s)+cos(ZS))sin (s),%(v—\@cos(s))

seklinde yazilir (Sekil 3.6).

Sekil 3.6 S € {%,%} ve Ve [—2, 2] icin X, (siyah) ylizeyinin grafigi.
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Xy (s,v)regle ylzeyinin striksiyon egrisi ve Sannia gatisina ait vektorler sirasiyla

B(s)= 1 cos(s)(2-cos(2s)),2sin(s)’ ,—\/§cos(s)),

;

f, :%(COS(ZS) sin(2s), J§)

w
—_

I&

. 1
cos(2s),—/3cos(s )sm(s),Ej,

—~ N

sin(2s),—cos(2s),0),

seklinde hesaplanir. X, asli normal yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca f,, f,, f,

Sannia vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin denklemleri ve grafikleri sirasiyla
asagida verilmistir.

Zsin(s)3 v

3 2

L, (sv) = [6(3cos( )-3+/3vcos(25) - cos(3s)),—/3vcos(s)sin (s) + ,——Cojés)JyUzeyi

Sekil 3.7 SG[%%} ve ve[-2,2] icin T, (kimiz1) ve X, (siyah) yizeyinin

grafigi.
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Fz(s,v)={—%cos(s)(—2+cos(Zs)—6vsin(s)),—vcos(23)+ Zsins(s) ,_co\s/(gs)] ylzeyi

Sekil 3.8 s e[%ﬂ ve ve[-2,2] igin T, (mavi) ve X, (siyah) yiizeyinin grafigi.
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2sin(s)’ 3v—2cos(s) yiizeyi
3 7 23

Iy(sv) = (%(3cos(s)+3vcos(25)—cos(3$)),vcos(s)sin (s)+

Sekil 3.9 s e [%,%} ve Ve [—2, 2] icin T, (yesil) ve X, (siyah) yiizeyinin grafigi.
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3.2.3. Binormal Regle Yiizeyi Ile Iliskilendirilmis Sannia Catih Regle Yiizeyler

Bu kisimda a(S) egrisinin binormal vektoriinliin olusturdugu regle yiizeyin

striksiyon egrisi boyunca Sannia catisinin olusturdugu regle ylizeyler tanimlanarak
bazi 6zellikleri verilmistir.

Teorem 3.22 X binormal regle yizeyinin striksiyon egrisi tizerinde tanimli Sannia

catist {gl, g,, 93} ile gosterilsin. Sannia catisi ile Frenet ¢atis1 arasinda
9,=B,09,=-N, g, =T
bagintist vardir (Senyurt ve Eren, 2022).

Ispat: (2.11) denkleminden binormal regle yiizeyin striksiyon egrisi S(S) =& (S) olur.
X binormal regle yiizey tanimi dikkate alindiginda g, =B yazilir. (2.1)
denkleminden g, ve g,vektdrleri hesaplanmis olur.

Tamm 3.9 X, regle ylzeyinin & striksiyon egrisi boyunca ¢,, g, Ve 0,

vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla
¥, (s,v)=B(s)+vg, (s), ¥, (s.v)=a(s)+VB(s)
¥,(s,v)=pB(s)+vg,(s), veya ¥, (s,v)=a(s)-vN(s)

¥, (s,v)=B(s)+vg,(s) Y, (s,v)=a(s)+VT(s)
seklinde yazilir.

Ornek 3.4: Ornek 3.1 de verilen «(S) egrisi dayanak egrisi ve B binormal vektori

dogrultman vektor alindiginda X regle yuzeyin denklemi

Xg(s:v) = é(9(1+V)COS(S)+(1—3V)C°5(3S))’
’ é(Qsin(s)Hszin(S)S+Sin(35))v%*/§(_1+v)cos(5)

seklinde yazilir. (Sekil 3.10)
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Sekil 3.10 s e{%%} ve Ve[-2,2] igin X, yiizeyinin grafigi.

X g binormal yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca g,, d,,d, Sannia vektdrlerinin

cizdigi regle yiizeylerin denklemleri ve grafikleri asagida verilmistir.

39



1cos(s)(4 +6v+(1-3v)cos(2s)),
¥ (sv)= 6 yuzeyi

V3(~1+v)cos(s)

Esin (s)(5 +cos(2s) +6vsin(s)’ )

N |-

Sekil 3.11 SE{%%} ve VE[—2,2] icin ¥, (kirmizi) ve X, (Siyah) yizeyinin

grafigi.
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L cos(s)(4+cos(2s +J§v(—sin(s)+sin(35))
¥, (sv)=|® (5)(8+c00(29) 4sin(s) ’ ylzeyi
%(5+cos(25))sin(s)+ 3vcos(s)sin(s),%(—\Ecos(s)—vcsc(s)sin(s))

Sekil 3.12 s € [%,%} ve Ve [—2, 2] icin ', (mavi) ve X, (siyah) yiizeyinin grafigi.
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%(cos(s)(4+ c0s(2s))—3v(2+cos(2s))sin (s))
Yi(sv) =

. yuzeyi
€(5+ cos(2s))sin (s)+vcos(s)” cot(s)sin (s),—?ﬁ(cos(s)—vsin (s))

Sekil 3.13 Se{%%} ve ve[-2,2] icin W, (yesil) ve X, (siyah) yiizeyinin

grafigi.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliim g¢alismanin original kismini olusturmaktadir. Burada bir egrinin
involiit egrisinin Frenet vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin striksiyon egrileri
boyunca Sannia ¢atilarinin meydana getirdigi regle yilizeyler incelenecektir. Elde
edilen ylizeylere Sannia regle yiizeyi ad1 verilecek ve her bir regle yiizeyin Sannia ve
Frenet ¢atilar1 arasindaki bagintilar, birinci ve ikinci temel formlar ile Gauss ve ortama
egrilikleri ayr1 ayr1 hesaplanacaktir.

4.1 involut Egrisinin Tanjant Yiizeyine Ait Sannia Catisina Gore Regle Yiizeyler

a egrisinin involiit egrisi a olsun. Involiit egrisinin teget vektoriiniin olusturdugu
tanjant regle yizeyin denklemi

X_.(s,V)=a"(s)+VT"(s)
seklinde yazilir.

T® teget vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin striksiyon egrisi boyunca Sannia
catilar1 tanimlanacak her vektoriin ¢izdigi regle ylizeylere ait Sannia catis1 elde
edilecektir.

Teorem 4.1 X_.,tanjant regle yiizeyinin striksiyon egrisi izerinde tanimli Sannia

catisi {ef \ e;, e; } ile gosterilsin. Sannia ¢atis1 ile Frenet catisi arasinda

bagintist vardir.

Ispat: X ., regle yiizeyin striksiyon egrisi S~ olsun. (2.11) denkleminden
B (s) =a*(S) olur. Bu durumda dayanak egrisi olarak striksiyon egrisi alinabilir.

(3.11) denkleminden Sannia catisi ile Frenet gatis1 denk olur. (3.2) bagintisindan
asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1 X_.,tanjant regle ytzeyinin striksiyon egrisi lizerinde tammh{el,ez,eg}
Sannia catisi ile esas egrinin {T, N, B} Frenet ¢atis1 arasinda

*

e =N
K T
=— T+ B
S Awter
K +7 K +7
K

T 1 B
NI +\/K2+z-2

*

&

&
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bagintilar1 vardir.

Tamm 4.1 X_., regle ylzeyinin B~ striksiyon egrisi boyunca e, vektorinin

olusturdugu yiizeyin parametrik denklemi
D, (s,v)=B(s)+Ve; (s)
seklinde yazilir.

Bu ylizey esas egrinin Frenet aparatlari cinsinden ifadesi
@, (s,v)=a(s)+(c—s)T(s)+VN(s)

seklinde yazilir.
Teorem 4.2 @', (s,V) regle yiizeyinin normali N_. ile gsterilirse bu normal

N.,=-B
bagintisiyla verilir.

ispat: B'(s)=a’(s) oldugundan ®@",(s,V) regle yizeyinin parametrik ifadesi

(D*l(s,v) = 05*(5)+VT*(S) olur. Yizeyin kismi tiirevler alinirsa
@ =nT +vpxK N,
D7 =7 (T* +VK‘*N*)+7](T*+VK‘*N*)'
=7 (T*+VK‘*N*)+77(T*,+V(K‘*N*),j

=0T +n°x'N" +V(—772K‘*T* +(77'K* +77K*') N~ +7721*B*),

q)*lsv = UK*N*'
o, =T,
q)*lw = 0'

()

bulunur. Burada n =

| dir. (2.7) bagintisindan yiizey normali
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* *
_ D\ <D,
c])*l * *
H(D 15 X Py,

~ 77(T* +VK‘*N*)><T*
- Hn(T*+VK*N*)><T*

*

=-B
seklinde hesaplanmis olur.

Sonug 4.2 O, (S,V) regle ylizeyinin Nm*l normali ile esas egrinin Frenet elemanlarina

bagl ifadesi

N =-sinpT+cospB

T K
. == T+ B
R A K2 +72
bagntisiyla verilir. Burada ¢, B ile W arasindaki agidir.
Teorem 4.3 CD*l(s,v) regle ylizeyinin birinci ve ikinci temel formlari ile Gauss ve
ortalama egrilikleri sirasiyla
. =71° (1+v?™ ) ds® + 2ndsdv + dv?,

_ 2 x * 2
II(D* =—-vn°k 7 ds°,

1

K o = 0,
Ho - L
o 2VK
seklindedir.

Ispat: @, (S,V) regle yiizeyinin kismi tiirevleri (2.9) ve (2.10) bagintilarinda yerine

yazilirsa birinci ve ikinci temel formun katsayilari
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seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmais olur.

Sonug 4.3 @, regle ylizeyi acilabilir yuzeydir.

Sonug 4.4 X_.regle ylzeyinin striksiyon egrisi diizlemsel veya helis egrisi ise

() (S, V) Sannia regle ylizeyi acilabilir minimal yiizeylerdir.

Ispat: @', (S,V) ylizeyi minimal olmasi i¢in esas egrinin diizlemsel veya helis egrisi

olmasidir. Bunun i¢cin H =0 olmaldr.

@7

H =0=-"-=0
o7 2VK

=7 =0

bu da ispati tamamlar.
Sonug 4.5 @7, (S, V) ve @, (S,V) regle ylizeylerinin ortalama egrilikleri arasinda

!

' (H,)

" K’(1+ (2vH o )2 j \/l+ (ZVH o )2

bagintis1 vardir.
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Ispat: Teorem 4.3 ve (3.8) bagmtis1 kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa

bulunur.

Tamm 4.2 X_., regle yuzeyinin B striksiyon egrisi boyunca e, vektoriin

olusturdugu regle yiizeyin parametrik denklemi
D, (s,v) = (s)+Ve, (s)
seklinde yazilir.

Teorem 4.4 @7, (S,V) regle yuzeyinin N_. birim normal vektoru

VT + (1—VK*) B*

\/VZT*Z + (1— VK )2

bagintisiyla verilir.

ispat: B'(5)=a () oldugundan @, (s,V) regle yizeyi

o,

@7, (S, V) =a (S) +VN’ (S) seklinde yazilir. Buradan kismi tiirevler alinirsa
@, =(1-v&" )T +ve B,
o', =N’

bulunur. (2.7) bagintisindan yiizey normali hesaplanmis olur.
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Teorem 4.5 @7, (S,V)regle ylizeyinin birinci ve ikinci temel formlari ile Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla

I . :((1—VK'*)2+(VT*)2)dSZ+dV2,

CDZ
2 * ok * * */
VilT K —7T K |+VT 2T*
. = ds® + dsdv,
@ 2 *) *\2 2 *) *\2
VT +(l—v;< ) vVt +(1—v;c )
*2
T
K . — 21
® 2_*2 *\?
VT +(1-vk")
2 * xS * * *I
\' (TK -7 K )+VT
H,. =

3
2 (VZT*2 + (1— VK )2 )2

bagintisiyla verilir.

Ispat: @7, (S,V) ylizeyinin parametrelere gore ikinci tiirevleri alinirsa

D, :K*N*+v(—K*'T*—(K*2 +r*2)N*+r*'B*),
o, =T +7B, d,, =0

2sv

olur. (2.3) ve (2.4) bagintilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilar

2 2

E, = <CI)*2S , (D*Zs> = (1—VK*) + (Vr*) ,
F,. =(®%,®%,)=0,
Gq;*z = <CD*2V ! q)*2v> = 1’

2 * %/ * *I
\" (T K —T K )+VT
Iq)*z = <® 2ss? N(I); > = 2 !

\/vzr*2 + (1— v;c*)

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmis olur.
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sonug 4.6: a(S) egrisi diizlemsel veya helis ise  ®",(s,v) Sannia regle yizeyi

acilabilir ylizeylerdir.

ispat:
*2
K, =0= d ~=0
2 «\2

(V2T2+(1—VK'))

=7 =0
o
— | K
K

= =0

/1(K2+r2)

= (1J =0 veya 7=0.

K

Sonug 4.7: Teorem 4.5 de verilen K . ve H_. ifadelerinde «* ve " yerine (3.8)

denkleminden Kkarsiliklar1 yazilirsa, CD*Z(S,V) regle yizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri esas egrinin egriliklerine bagli ifadeleri sirasiyla

A2 (K‘2 +7° )2 (rr' - K'r)2

K = )
" (V2 (7’ —K"T)Z + ((1+ A° )K'2 +7° 4 —ZVEK\/m)(KZ +7° )2 )2
.2 (k7' —x'7) [ K? +77 ’_ (cr'—x'7) | NK?+7° v (7' —x'7)
/11((1(2 +r2) Ak M((Kz +z'2) AK /1/((1(2 +2'2)
H,. = 3
2 2 E
V2 (Kr’ - K’T)2 + (K'Z +7° )2 (ﬂK—Vﬂ,K‘\/Kz +7° )
2
A%K? (K'2 +7° )2
bagintisiyla verilir.

Tamm 4.3 X_., regle ytzeyinin B striksiyon egrisi boyunca e; vektoriin olusturdugu
regle yuzeyin parametrik denklemi

¥} ()= 5/ (9) &) s)
seklinde yazilir.
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Teorem 4.6 @ (s, v) regle yuzeyinin normali ng ile gosterilirse bu normal
vi'T +N”

1+ (Vr* )2

N . =

;
bagintisiyla verilir.

ispat: £ (s) = (S) oldugundan @ regle yizeyi @;(s,v)=a (s)+VB'(s)
olur. Buradan kismi tiirevler almirsa @; =T —vz N°,®; =B bulunur. (2.7)

bagintisindan yiizey normali hesaplanmis olur.

Teorem 4.7 @} regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlari ile Gauss ve ortalama

egrilikleri sirastyla

|y, = (l+ VZK*Z)dSZ +dv?,

K (1+ vir™? ) —vr”

1+(Vz'* )2 l+(VT*)2

Ho_ v -k (1+ Virah )

@} 3

2(1+ vik? )E

bagintilar1 vardir.

Ispat: @, yizeyinin parametrelere gore ikinci tiirevleri alirsa

o =vr'K T +(K'* —w*’) N" —vz'2B",
@, =—7N,
®, =0

3w

olur. (2.9) ve (2.10) bagintilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilari
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. K (1+ VZT*Z)—VT*,
I‘D3 - <®355, N‘D3> - 14 (VT*)Z
My = (@3N, ) = e
" 3 * 1+ (Vr* )2

nq); :<®3W1N®§>:0

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmais olur.

sonuc 4.8 a(s) egrisi dizlemsel veya helis ise  ®;(s,v) Sannia regle yizeyi

acilabilir ylizeylerdir.

Ispat:
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Sonug4.9: Teorem 4.7 de verilen K . ve H_. ifadelerinde «* ve " yerine (3.8)

3

denkleminden karsiliklar1 yazilirsa, ®*3(s,v) regle yizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri esas egrinin egriliklerine bagli ifadeleri sirasiyla

A2K? (xr' - K'T)2

o 2 20
’ (K'2+T2) (12K2+v2(1<2+12))

A°K?
bagintisiyla verilir.

Ornek 4.1 Omek 3.1 de verilen & () involiit egrisi dayanak egrisi ve teget voktori

dogrultman alindiginda X_. (s,v) regle ytzeyin denklemi
é(gcos(s)—6J§vcos(23)+cos(3s)+9ssin(s)+3ssin(33)),

X_. (s,v)=| —scos(s)’ —+/3vcos(s )sin(s)+%(5+cos(23))sin(s),

%(V_ﬁ(cos(s)+ ssin(s)))

seklinde bulunur. Bu ylizeye ait grafik Sekil 4.1 de verilmistir.
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Sekil 4.1 Se{%,%} ve Ve[—Z, 2] icin a*(S) involiit egrisi (kirmizr) ve X_.

ylizeyinin grafigi.

X,. regle yiizeyin striksiyon egrisi boyunca Sannia vektorlerinin ¢izdigi regle

yuzeylerinin denklemleri ve grafikleri sirasiyla asagida verilmistir.

53



%(Qcos(s)— 6+/3vcos (2s) +cos(3s) +9ssin (s)+3ssin (33)),

®; (s,v) =| —scos(s)’ —+/3vcos(s)sin(s) +%(5+ cos(2s))sin(s), ylzeyi

%(V_\E(cos(s)+ ssin(s)))

Sekil 4.2 Se{%,%} ve Ve[—2,2] degerleri i¢in @, (kirmiz1) ve X_. (mor)

ylizeyinin grafigi.
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vsin(23)+%(9cos(s)+cos(35)+33(3sin (s)+sin(3s))),

@, (s,v) = %(—123 cos(s)’ —12vcos(2s)+9sin(s)+sin (35)), ylzeyi

B3

—7(cos(s)+ssin(s))

Sekil 4.3 SG[%%} ve VE[—Z,Z] degerleri i¢in @, (mavi) ve X, (mor)

ylzeyinin grafigi.
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%(9 cos(s)+6vcos(2s)+cos(3s)+9ssin(s)+3ssin (35)),

®; (s,v) =| —scos(s)’ +vcos(s)sin(s)+é(93in(s)+sin(33)), ylizeyi

3

_7(—v+cos(s)+33in(s))

Sekil 4.4 s e {%%} ve Vv e[—2,2] degerleri i¢in @} (yesil) ve X_. (mor) yiizeyinin

grafigi.
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4.2 Involut Egrisinin Asli Normal Yiizeyine Ait Sannia Catisina Gore Regle
YUzeyler

a egrisinin involiit egrisi o olsun. Involiit egrisinin asli normal vektoriinin
olusturdugu regle ytizeyin denklemi

X (8,v)=a"(5)+WN"(s)
seklinde yazilir.

N* vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin striksiyon egrisi boyunca Sannia catilari
tanimlacak her vektoriin ¢izdigi regle yiizeylere ait sannia catilar1 elde edilecektir.

Teorem 4.8 X ., ash normal regle yiizeyin striksiyon egrisi iizerinde tammli Sannia

catisi { fl*, fz*, fg*} ile gosterilsin. Sannia ¢atis1 ile Frenet catist arasinda

=N,
* _K* * T* *
f, = T+ B,
*2 *2 *9 *2
JK +7 JK +7
* T* * K.* *
f, = T+ B
*2 *2 *2 *2
NN

bagintis1 vardir.

Ispat: Asli normal regle yiizeyin striksiyon egrisi

*

* * K *
= ——N
FO=a ()

seklinde bulunur. X . regle yiizey tanimi dikkate almrsa f~ =N" olur. (2.1)

denkleminden f," ve f, vektorleri hesaplanmis olur.

Tamm 4.4 X ., asli normal regle yizeyin B striksiyon egrisi boyunca f,’

vektoriiniin olusturdugu regle yuzeyin parametrik denklemi
I;(s,v)=47(s)+Vf, (s)

seklinde yazilir.
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Teorem 4.9 T7 (s,V) regle yiizeyinin normali N . ile gosterilirse bu normal

—(Vr* (K*z + T*2)+ K*T*>T* +((1—VK*)(K'*2 + 1*2)—/(*2) B”

\/(VT* (K‘*Z +T*2)+K‘*T*)2 +((1—VK*)(K*2 +T*2)—K‘*2 )2

bagintistyla verilir.

N _ =

r

Ispat: T} yiizeyinde (2.6) ve (2.8) bagintilar1 dikkate alinirsa

FI(S,V):CX*(S)‘F(V*'%JN*

K +7

seklinde yazilir. Buradan kismi tirevler alinirsa

- ﬂ(l—VK*)(K*z +77? ) — i . K" (/(*2 +77° ) -K (ZK*K*' + 22'*2'*')
= +
1s *2 *2 * %9 \2

K°+7 (K‘ yr 2)

*

N

vt (K‘*z +77° ) KT

*

K247

*2

Flsxrl\/:ﬂ 1-vk 7 T xN +n| Vvt +ﬁ B xN
K +7 K +7

vt (K*Z +77° ) Kt .7 (1— vk ) (K'*Z +77° ) —nK’?
== 2 % T+ 2 % B
K +7 K +7

*

olur. (2.7) bagintisindan yiizey normali hesaplanmis olur.
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Teorem 4.10 I';] regle ylizeyinin Gaussian ve ortalama egrilikleri sirastyla

* * * 2
TZ(K'2+T2)

Ko =~ v af w2\

(e (w2 4]

T (z'* ( Ps— p1VZ'*) —2nx” ) - pSVK'*S —pVK T -k ( p+2 p3Vz'*)

+x°r (r* (p3 —2pNt ) +2nxk” ) —KT? (z'* (pl + p3V1'*) —4nt” )
H. =

" g (v (w727 )

seklinde verilir.

Ispat: T} yiizeyinin ikinci tiirevleri hesaplanirsa
Te=pT +p,N +p,B,

*

r.= —UK*T* + T]T*B*,

lsv

r;, =0.

wW

Burada p,, p,, p; katsayilar

*2 * *f *  x/
’ ., K I 2nx (2/(1( +2r7 )
PL=N VK ——5—— VK ——5——;+ g2 1

2k (ZK‘*K‘*I +27° 7" )
2 3 2 * _*p
oo 2. % 2_*2 nK nKrt

P, =K —Nn'k =Vt - -

*2 *2 *2 *2 * %9\ 2
K°+7° K +7 (KZ_,_TZ)
* *  *f *  *f 2 * *1 9 *19 * XM *  xf
2K (ZKK +2r 7T ) PRy K (2/( +27 “+2kxk +2r7T )
+ —_
* %5 \3 *2 *2 * %9\ 2 !
(K2+T2) K +7 (K2+z'2)

*  * * K * K

. KT ek v KT 2nK T (21(/( +2r7 )
P =Vt N+t t VT A — 5

K°+7° K47 K +7 (,(*Z_H-*Z)
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seklinde bulunur. (2.9) ve (2.10) bagintilarinda birinci ve ikinci temel formun kat
sayilar1 sirastyla

* * 3 * * * 2 * * x| * k% 2
772(K2+‘[2) (Z'2+V2(K‘2+TZ) )+((K2—72)K'+2KTT')

E.=
r; *) *p\4 !
(K‘ +7 )
(—K*z +77° ) k" =2kt
T * x5\ 2 !
' (1( ‘7 2)
G. =1

| — ,03VK‘*3 - pK (1+ VK ) T +p, (1— VK ) % - pyr’

\/K‘2+2'2\/Z'2+V2(K‘2+T2)

nt Nk +17?

* * %9\ 2
\/12+v2(1<2+12)

n.=0

I
olur. (2.8) bagmtisindan Gauss ve ortalama egrilikler bulunur.

Sonug 4.10 &(S) egrisi diizlemsel veya helis ise I'; Sannia regle yiizeyi agilabilir
yluzeydir.
ispat:
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Tamm 4.5 X . normal regle ytizeyinin B striksiyon egrisi boyunca f,  vektoriniin

olusturdugu regle yiizeyin patrametrik enklemi

I, (s.v) =B (s)+Vi, (s)

bagintisiyla berilir.

Teorem 4.11 T, regle ylizeyinin normali N.. ile gosterilirse bu normal
2

Nl-* — /12772 : T + ﬂ3771_/’117722 N — 1’2771 _ B*
’ \/(ﬂeﬂl_ﬂlnz) "‘ﬂvz2 \/(23771_%1772) +/122 \/(%771_21772) +/122

bagintistyla verilir. Burada 4, 4,,4;,7, ven,

i - e N vie' (K*T* )’
7 Ketr? K247 2 (K*Z +77° )3/2 ’
:
vk’ vt K" 2 (K*T* )
o _\/K*Z ot N ) (K*z +z'*2)2 ’
'
ke (k)
S N (7 +r*2)3/2 1
=
o K2+
— T*
" K2+

seklinde birer katsayidir.

Ispat: FZ yiizeyinde (2.6) ve (2.8) bagintilar1 dikkate alinirsa

*

* * K * _K* * T* *
[,(s,V)= ———=N T B
2 (S V) a (S)+ P 2 +7 2 +V[\/K’*2 +’Z'*2 + \/K'*Z +Z'*2 J

olur. A, 4,,4,,n, ve n, degerleri hipotezde oldugu gibi alinirsa yiizeyin parametrelere
gore tlrevleri
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I, = AT + L,N" + 4B,
I, =nT +n,B

bulunur. Bu ifadeler (2.7) bagintisinda yerine yazilirsa yiizey normali hesaplanmis
olur.

Teorem 4.12 Nr; regle ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

B (1277251 + A€, — ANy, — e, )2 ,
2 (%2+(ﬂaﬂ1—ﬂmz)2)(%2 +ﬂ'22+/132_(ﬂ1771+/13772)2)

_(23771 — A, )(_luz + 2(/11771 + 441, )52)
_ +4, (771 (—,U3 + 2ﬂ177153)+ 7, (/ul + 24,16, — 2(11771 + 441, )51))
& 2\/2'22 +(ﬂ3771 — A, )2 (212 + A"+ A _(11771 + A1, )2)

bagintistyla verilir. Burada g4, 1,, 145, &, &,, &, ifadeleri

H

!

v’ (K*Z +77° ) NP+’ Kn — 377K*K*’ Anic? (K*T*)
= - +

4= NS K2+7? (K*Z +77 )2
(2K k' +2r°r )+V}c (K +7 %+ kK +z'*1'*”)
: (k247 )3/2
_6VK*( " ) (K2+T )
4(K*2 +7 )5/2
n'v (K*z +77° ) +3vp (K*K*' —7'7” ) +2vn ( KT )I
e \/ K2+7?
4™ (K*T* )’ -2k (K*'Z +7 kK + T*T*”) 4" ( KT )'2 +x ( Ky )2
) (K*Z +77° )2 " (K*Z +7° )3

62



*2

’
'kt w2tk vt —Ani't (KT ) +Vvr kK

_ 2 * *2
My ==Vt NK“"+7° + R
K +7

2 *f * *\ * *1D *19 [ra— [ - - 12
vi (k7 )+Vvr |k “+7 “+KxkK +TT 6vr (Kf)
- +
vy w32 vy wp\512
(K2+‘[2) 4(K2+‘[2)

*  *x * * *2 *f */
T K (K' -7 )—T K —7

* %0\ 3/2
(;c 47 2)

&=
seklinde birer katsayidir.
Ispat: T, yiizeyinin parametrelere gore ikinci tiirevleri alirsa

F;ss = ,ulT* +,uZN* +,u3B*,

F;SV = ng* +82N* +g3B*,
I, =0

olur. (2.9) ve (2.10) bagintisindan birinci ve ikinci temel formun katsayilari

2, 42, 42
E. =42+ AL+ 2,
Fr; = 1+ Ay,
Gl_*2 =1

| = ATla bty + Aty — AgTlo iy — Aol

5
J7 + (A=A,
m. — e, — An,e, — Ane, + An,e
I, ,
VA7 + (A =2,
nr; =0
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seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmis olur.

Tamm 4.6 X . normal regle yizeyinin B striksiyon egrisi boyunca f,” vektorinin

olusturdugu regle yiizeyin parametrik denklemi
Iy (s,v) =/ (s)+VE; (s)

seklinde yazilir.

Teorem 4.13 T, (s,v) regle yiizeyinin normali N_. ile gosterilirse bu normal

S SV~ SV _ S
Nrg B 2 2 ' 2 2 ' 2 2
\/(§3W1 -GV, ) +&, \/(53'//1 —SW, ) +&, \/(53‘//1 —SW, ) +&,
bagintisiyla verilir. Burada &,&,,&,,w, ve v, ifadeleri
v (K*Z +77° ) —vr (K*r* )' +nr NK P+
G = v )32 '
(K' +7 )
K" (K*Z + 2'*2) 2K (K'*T*)
(K*z +77° )2

nK*r*m +VK? (K'*, —7" ) —vk''t" (/c* - z'*)

!

2:

S = . oN3I2 '
(K2+T2)
v, = T
1_ * *1
NP+
K

W = * *
© Ik
seklinde birer katsayidir.

Ispat: T} yiizeyinde (2.6) ve (2.8) bagintis1 dikkate alimirsa

* * K* * T* * K* *
Li(sv)=a (s)+—5—5 N +v T + B
! *2 *2 * * * *
K +7 VK277 NK2+7?
olur. Parametrelere gore tiirevler hesaplanirsa
F;s =&l +&N +6,B

[ =pT +y,B
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bulunur. Bu ifadeler (2.7) bagintisinda yerine yazilirsa yiizey normali hesaplanmis
olur.

Teorem 4.14. T, regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

K. —_ 522 (Wlas _l//zal)z

: (é:zz +(§3W1 2 )2)(512 + 9522 + ‘532 - (51'//1 TSV )2)

_ S, —E WL, + &, (‘/’1 (_a)a + 251‘/’10-3)'“//2 (a)l +28 .0, — 2(51‘//1 + &Y, )O-l))
2\/6822 +(531//1 _51‘//2 )2 (512 + 6522 + 532 _(‘§1W1 + 53‘//2 )2)

5
seklinde verilir. Burada o, ,,@;,0,,0, ve o, ifadeleri

(77'1'*2 “3nk’k” )(K‘*Z +77 ) +4nK? (K‘*T* )’

w, =+ .
(K2+T2)

* *  x 4 * *1 ) *19 E * kI * * * 12 " * * 2
2Vt (K‘T)—VZ' (K‘ +7 4Kk K +TT 3vr (Kz') +Vr (K‘2+T2)

+ +
(K2+Tz) (K2+TZ)

3/2 5/2 !

*x x * X *f * *’ * *19 *19 * K1 * kI
vt Kk -7 K Ak (KT)+2K K “+7T “+KK +77

., =
2 2
*2 *2 * *
N (K2+TZ)
wf w2 i oxy
4 (K'T) +K (K' +7 )
+
* * 3 !
(K2+TZ)
!
* kg * *  xf 4 K*T* K*T*
KTtn+2ntx +nxr n
w, = -
3 2

K2+1'2 (K*2+r*2)

*| *  * 4 * *| *| * k1 * kit ’
2VK'(KT ) +VK (K'2+T'Z+KK +77T ) 3VK'*(K*Z'*)2+VK*”(K*2-I—T*Z)Z
- +
* * 3/2 * * 5/2 1
(K2+72) (K2+r2)
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G J—
1 * * 3/2 !
2 * *
K°+1 (K‘2+‘L'2)
o, =0,
* * *'
P K (/cr)
o0, = -

bagintistyla verilir.

Ispat: T} yiizeyinin parametrelere gore ikinci tiirevleri alirsa

I,=ol +o,N +0,B,
I,, =0T +0,B,
I, =0

3w

olur. (2.9) ve (2.10) bagintisindan birinci ve ikinci temel formun katsayilar

Efs* 2512 +§22 +§32' Ff:: =SWi+ S, Gf; =1,

| = SV, + S0, — W, @, — S0,
fa* - 2 2 '
\/égz +(§3‘//1_é:1‘//2)
m. = S (_l//lo-S 'H//zo-l)
fy '
\/522 +(§3l//1 _é:lV/Z )2
n.=0

f3

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) ifadesinde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama

egrilikler bulunur.

Sonug 4.11 a’(s) involit egrisi cember ise (x  sabit ve 7 =0 ) T Sannia regle

ylizeyi acilabilir ylizeydir.

Ornek 4.2 Omek 3 de verilen @ (S) involiit egrisi dayanak egrisi ve bu involiit

egrinin normal vektori dogrultmani olan X . (s,v) regle yiizeyin denklemi ve grafigi

asagidaki gibidir.
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vsin (23)+é(gcos(s)+cos(33)+3s(33in (s)+sin(3s))),
X (s,v)= %(—123 cos(s)’ —12vcos(2s)+9sin(s)+sin (35)), yiizeyi

N

—7(cos(s)+ssin(s))

Sekil 4.5 Se{—%,%} ve Ve[—2,2] icin (Z*(S) involiit egrisi (kirmiz1) ve X .
ylizeyinin grafigi.

X . regle ylizeyin f striksiyon egrisi (2.11) bagintisindan

%(9 cos(s)-+cos(3s)-+6ssin (s)3),

B (s)=1 2—14(—95 cos(s)+3scos(3s)+2(9sin(s)+sin (35)))

v

\—%\/g(cos(s)+ ssin(s))

seklinde bulunur. Striksiyon egrisi boyunca Sannia catisinin vektorleri
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f,"(s)=(sin(2s),—cos(2s),0)
f, (s)=(cos(2s),sin(2s),0)
fs (s)=(0,0.1)

Seklinde hesaplanir. Buna gore striksiyon egrisi boyunca sannia vektorlerinin ¢izdigi
regle ylizeylerin denklemleri sirastyla

vsin(25)+%(9cos(s)+cos(3$)+3s(3sin (s)+sin(3s))),

I (s,v) = %(—123 cos(s)’ ~12vcos(2s)+9sin(s)+sin (35)), yuzeyi

B3

—7(cos(s)+ssin(s))

Sekil 4.6 Se[%,%} ve Ve[—l,l] degerleri igin T'; (kirmizi) ve X (mor)

ylizeyinin grafigi.
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vcos(2s)+ %(9 cos(5)+cos(3s)+3s(3sin(s)+sin(3s))),

T, (s,v)=| —scos(s)’ +%(5 +12vcos(s)+cos(2s))sin(s), ylizeyi

B3

—7(cos(s)+ssin(s))

Sekil 4.7 s e{%%} ve VE[—].,].] degerleri igin T, (mavi) ve X+ (mor) ylizeyinin

grafigi.
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* é(Qcos(s)+cos(3s)+3s(33in(s)+sin(38))),
risn=| - 3 NG yieen
E(—123 cos(s) +9sin(s)+sin (35)),v—7(cos(s)+ ssin(s))

Sekil 4.8 se {%,%} ve Ve [—1, 1] degerleri i¢in Ty (yesil) ve X . (mor) yiizeyinin

grafigi.
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4.3 Involut Egrisinin Binormal Yiizeyine Ait Sannia Catisina Gore Regle
YUzeyler

a egrisinin involiit egrisi & olsun. Involiit egrisinin binormal vektériiniin olusturdugu
regle ylzeyin denklemi

X..(s,V)=a"(s)+VB'(s)
seklinde yazilir.

B* vektoriinin olusturdugu regle yiizeylerin striksiyon egrileri boyunca Sannia catilari
tanimlanacak her vektoriin ¢izdigi regle yuzeylere ait sannia ¢atilar1 elde edilecektir.

Teorem 4.15 XB* regle yuzeyin striksiyon egrisi tizerinde tanimli Sannia ¢atisi

{9; . gZ ) g’; } ile gosterilsin. Sannia ¢atist ile Frenet catis1 arasinda
g,=B",9,=-N", g, =T"
bagintis1 vardir.

Ispat: (2.11) denkleminden involiit egrisinin binormal regle yiizeyinin striksiyon

egrisi B (S)=a (s) olur. X_. binormal regle yiizey tammi dikkate alindiginda

g, = B yazilir. (2.1) denkleminden g, ve g, vektorleri hesaplanmis olur.

Tamm 4.7 X ., regle yizeyinin f" striksiyon egrisi boyunca g; g, ve g,
vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla

Wi (s,v) = (s)+vg; (s),

W (s.v) =B (5)+Vg, (s),

Wy (s.v) =B () +V0,(s)
seklinde yazilir. Bu yiizeyler W, regle ylzeyi, ¥, regle ve W regle ylzeyi olarak

adlandirilacaktir.
Sonug 4.12 X_. ve X_.regle yiizeylerinin striksiyon egrileri dolayistyla bu egriler

boyunca tanimlanan Sannia ¢atilar1 aynidir. Bu nedenle asagidaki sonuglar elde
edilmektedir:
i. ¥, ve ®;regle yiizeylerin normalleri, birinci ve ikinci temel formlar1 ile Gauss

ve ortalama egrilikleri aynidir.
ii. W, ve @, regle yiizeylerin normalleri, birinci ve ikinci temel formlar1 ile Gauss

ve ortalama egrilikleri aynidir.
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Teorem 4.16 ¥, (s,v) regle yiizeyinin birim normal vektor alani

va*+(1+VKf)B*
\/VZT*Z + (l+ VK )2

N‘P; (S'V) =

bagintistyla verilir.

ispat: f(s)=a () oldugundan ¥} (s,v) regle yiizeyi
¥, (sv)=a (s)-WN"(s)

seklinde yazilir. Buradan kismi tiirevler alinirsa
¥, = 77(1+ VK‘*)T* —vn7r B,
¥, =-N

bulunur. (2.7) bagintisindan yiizey normali hesaplanmis olur.

Teorem 4.17 W, (s,v) regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar1 ile Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla
. =1’ ((l+ v;c*)2 +(VT*)2)dSZ +dv?,

2 *f  * * K *f
77(V (r K —-TK )+Vr )

*

2nt
I, = - ds® + 7 - dsdv,
2 * * * *
\/vzr 2 +(l+v;< ) \/vzr 2 +(l+v;< )
T*Z
v, T . 2\2'
(vzr 2 +(1+v;c ) )
2 *f * * *f *f
\Y (T K —TK )+VT
H . —
¥, 3

2n (Vzr*2 + (1+ vk )2 )2
bagintisiyla verilir.

Ispat: W) (s,v) yiizeyinin parametrelere gore ikinci tiirevleri alimirsa
Vo = (77’ v v )T* + (77275 +vilK + VUZT*Z) N" - (Vr*n' +vnr*’) B,

*

¥,,=nxT -nr B, ¥, =0

2sv

olur. (2.9) ve (2.10) bagintilarindan birinci ve ikinci temel formun katsayilari
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2 *f * * */ *f
n(v (r K —TK )+Vr )

\/Vzr*2 + (1+ VK )2

seklinde bulunur. Bu ifadeler (2.8) denkleminde yerine yazilirsa Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmais olur.

Sonug¢ 4.13 Eger 7 "=0ise ¥, Sannia regle yiizeyi agilabilir ve minimaldir ylizeydir.
Sonug 4.14 Teorem 4.17 de verilen K .ve H, . ifadelerinde kK ve 1 yerine (3.8)

denkleminden karsiliklar1 yazilirsa, W (s,v)regle ylzeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri esas egrinin egriliklerine bagli ifadeleri sirasiyla

A2K? (K'2 +7° )2 (x7' - K'T)Z

(vz (k0" —&'7)° +(x? +rz)2 (1K+v\/m)2]

2 1

[ (KT'—K'T))J(VZW—%VAKJ % (KT'—K'r)L\/mJ’
H

/IK(KZ—MZ Ak - ﬂK(KZ +z'2) AK
3

2 2 22
& (Kr'—lc'r) +(/<2+z'2) (1K+v\/1<2+z'2)

2
A2K? (KZ +rz)

2n

seklinde verilir.
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Ornek 4.3 Ornek 3.1 de verilen @ (s) involit egrisi dayanak egrisi ve involiit
egrisinin binormal vektorli dogrultman vektdr olarak alindifinda X_. (s,v) regle

ylizeyin denklemi ve grafigi asagidaki gibidir.

%(9cos(s)+6vcos(25)+cos(33)+955in (s)+3ssin (35)),

X (s,v) =| veos(s)sin(s)—scos(s)’ +%(95in(s)+sin (39)), ylizeyi

B3

_7(—v+cos(s)+ ssin(s))

Sekil 4.986[%,%} ve Ve[—2, 2] icin a*(S) involit egrisi (kirmiz1) ve X_.
ylizeyinin grafigi.

X+ regle ylizeyin striksiyon egrisi boyunca Sannia vektorleri
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g; (s)= (% cos(2s),cos(s)sin(s), ?J
9, (s) =(—sin(2s),cos(2s),0)
. V3 : 1
g;(s)= —7005(25),—\/§cos(s)sm (S)’E
seklinde bulunur. Sannia vektorlerinin striksiyon egrisi boyunca ¢izdigi regle

yuzeylerinin denklemleri ve grafikleri sirasiyla asagida verilmistir.

%(Qcos(s)+6vcos(25)+cos(3s)+953in(s)+355in (3s)),

¥} (s,v)=| veos(s)sin(s)-scos(s)’ +é(95in (s)+sin(3s)), ylizeyi

3

7(v—cos(s)—ssin(s))

Sekil 4.10 Se{%,%} ve VE[—2,2] degerleri igin W, (kirmiz1) ve X_. (mor)

ylizeyinin grafigi.
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é(cos(3s)+65(2+cos(23))sin(s)+cos(s)(9—24vsin(s))),
W, (s,v) =] vcos(2s) +%(—125 cos(s)’ +9sin(s)+sin (35)), ylzeyi

3

—7(cos(s)+ssin(s))

Sekil 4.11 SE[%%} ve VE[—2,2] degerleri igin ¥, (mavi) ve X_. (mor)

ylizeyinin grafigi.
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é(Q cos(s)— 6/3v cos(2s)+cos(3s)+9ssin(s)+3ssin (38)),

¥, (s,v) = %(5+ cos(2s))sin(s)—scos(s)’ —+/3vcos(s)sin(s), ylizeyi

%(V_\E(cos(s)ﬁsin(S)))

Sekil 4.12 Se[%,%} ve Ve[—2,2] degerl eri igin W} (yesil) ve X (mor)

ylizeyinin grafigi.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismadaki orijinal kisim Boliim 4 de verilmis olup Ug¢ alt bolim halinde
diizenlenmistir. B6liim 3 de elde edilen bir uzay egrisinin vektorleri ile olusturan regle
ylizeylerin striksiyon egrisi boyunca tanimlanan Sannia ¢atili regle yiizeyler g0z 6niine
alinmig ve involut egri boyunca tanimlanan Sannia ¢atili regle yiizeylerin agilabilir ve

minimal olma kosullar1 arastirilmastir.

Bolim 4 Un ilk alt bolimd olan 4.1 de involut egrinin teget vektoriiyle
olusturulan regle yiizeylerin striksiyon egrisi boyunca tanimlanan Sannia ¢atili regle
ylizeyin agilabilir ve minimal olma sartlar1 verilmistir. BOlim 4 Un ikinci alt bolimi
olan 4.2 de involut egrinin normal vektoriiyle olusturulan regle yiizeylerin striksiyon
egrisi boyunca tanimlanan Sannia catili regle yiizeyin agilabilir ve minimal olma
sartlart arastirilmigtir. BOIum 4 n Gglncd alt bolumi olan 4.3 de involut egrinin
binormal vektoriyle olusturulan regle yiizeylerin striksiyon egrisi boyunca tanimlanan
Sannia catili regle ylizeyin agilabilir ve minimal olma sartlar1 verilmistir. Bu {i¢ yiizey

icin ayr1 ayr1 Ornekler verilip grafikleri ¢izilmistir.

Bu ¢alismada elde edilen teoremler ve sonuglar, Evolut egrisi, Bertrand ve
Mannheim egrileri igin de incelenebilir. Ayrica bu ¢alismanin benzeri Minkowski

uzayinda da yapilabilir.
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