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OZET

KARMASIK BULANIK ESNEK HALKALAR
SONGUL SOYSAL
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 45 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. YILDIRAY CELIK)

Bu tezin amaci karmasik bulanik alt halka ve karmasik bulanik esnek halka
yapilarii vererek, temel Ozelliklerini arastirmak ve elde edilen sonuglar
degerlendirmektir.

Bu calisma bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu ile
ilgili literatiir taramasmin yer aldigi giris kismma yer verildi. Ikinci béliimde
calismamizda temel olan bazi tamm ve teoremler ifade edildi. Ugiincii béliimde
karmagik bulanik alt kiime, karmasik bulanik alt halka, m-bulanik alt kiime ve -
bulanik alt halka gibi bazi kavramlar tanmitildi. Karmagik bulanik alt halkalarin bazi
temel Ozellikleri arastirildi ve bir halka homomorfizmasi altinda karmasik bulanik alt
halkalarin goriintiisii ve ters goriintiisii ile ilgili teoremler verildi. Dordiincti bolim
iki kistmdan olusmaktadir. Tk kisimda karmasik bulanik esnek kiime yapisi verildi
ve bu yapi iizerinde baz1 ikili islemler verilerek bunlara ait 6rnekler sunuldu. Ikinci
kisimda karmasik bulanik esnek halka yapisi tanitildi, temel 6zellikleri arastirildi ve
elde edilen sonuglar ortaya konuldu. Ayrica karmagik bulanik esnek halka
homomorfisi altinda karmasik bulanik esnek halkalarin goriintiisii ve ters goriintiisii
ile ilgili teoremler verildi ve temel Ozellikleri incelendi. Besinci bdliimde tez
calismasindan elde edilen sonuglar ifade edildi ve onerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Karmasik Bulanik Kiime, Karmasik Bulanik Alt Halka,

Karmagsik Bulanik Esnek Kiime, Karmagsik Bulanik Esnek
Halka.



ABSTRACT

COMPLEX FUZZY SOFT RINGS
SONGUL SOYSAL
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MASTER THESIS, 45 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. YILDIRAY CELIK)

The aim of this thesis is to give complex fuzzy subring and complex fuzzy
soft ring structures, to investigate their basic properties and to evaluate the results
obtained.

This study consists of five main sections. In the first chapter, an introduction
section containing the literature review regarding the thesis topic was included. In the
second chapter, some definitions and theorems that are fundamental to our study are
stated. In the third chapter, some concepts such as complex fuzzy subet, complex
fuzzy subring, m-fuzzy subset and m-fuzzy subring are introduced. Some basic
properties of complex fuzzy subrings are investigated and theorems regarding the
image and inverse image of complex fuzzy subring under a ring homomorphism are
given. The fourth chapter consist of two parts. In the firs part, the complex fuzzy soft
set structure is given and some binary operations on this structure are given and
examples of these are presented. In the second part, the complex fuzzy soft ring
structure was introduced, its basic properties were investigated and the results were
presented. In addition, theorems regarding the image and inverse image of complex
fuzzy soft rings under complex fuzzy soft ring homomorphism are given and their
basic properties are examined. In the first chapter the results obtained from the thesis
study are expressed and suggestions are given.

Keywords: Complex Fuzzy Set, Complex Fuzzy Subring, Complex Fuzzy Soft Set,
Complex Fuzzy Soft Ring.
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1. GIRIS

Giinliik yasantimizda karsilastigimiz olaylardan bazilar1 belirsizlik icerdiginden bunlar1 net
tanimlamalarla aciklamak ve ifade etmek her zaman miimkiin olmayabilir. Zira belirsizlik
kavram1 karmagik bir yapiya sahip olmasindan ve agik¢a tamimlanamamasindan dolayz,
belirsizlik iceren problemler klasik matematiksel yontemler kullanilarak basarili bir sekilde
modellenememistir. Ik kez Zadeh (1965) ile ortaya konulan bulanik kiime kavrami bu ihtiyagtan
ortaya ¢ikmigtir. Bulanik kiimeler kiimede yer alan elemanlarin iiyeliginin dereceli olarak
degerlendirilmesi icin kullanilan kiime tiirtidiir. Bu degerlendirme bir X evrensel kiimesinin
elemanlarini [0, 1] aralifina gétiiren iiyelik fonksiyonu yardimi ile yapilir. Bulanik kiimeler,
verilerin yetersiz oldugu ya da kesin olmadig1 hallerde, belirsizlik barindiran problemlere
coziimler gelistirebilmek acgisindan onemlidir. Bulanik kiime teorisi bir¢ok yonde énemli dl¢iide

gelismistir ve cok cesitli alanlarda uygulama bulmaktadir.

Rosenfeld (1971) bulamik kiimeleri grup yapisi iizerinde ele aldi ve bulanik alt
grup kavramini tanimladi. Mukherjee ve Bhattacharya (1984) bulanik normal alt grup ve
bulanik kosetler {izerine ¢alismalar yaptilar. Liu (1982) bulanik alt halka kavramini tanimladi.
Zhang (1992) karmagik bulanik sayilarin bircok 6nemli 6zelligini ortaya koydu. Malik ve
Mordeson (1992) L-bulanik alt halkalarin direkt toplam operasyonuna ait 6zellikleri arastirdilar.
Bhakat ve Das (1996) bir halkanin bulanik alt halkalarin1 ve bulanik ideallerini yeniden

tanimladilar.

Ramot ve ark. (2002) karmagik bulanik kiime kavramin verdiler. Karmagik bulanik kiimenin
yeniligi iiyelik fonksiyonunun elde edebilecegi deger aralifinda yatmaktadir. Geleneksel
bulanik iiyelik fonksiyonunun aksine, bu aralik [0,1] ile sinirli olmayip karmagik diizlemde
birim ¢embere kadar genisletilir. Boylece karmagsik bulanik kiime, bir elemanin iiyeligini
karmagik sayr cinsinden agiklamak i¢in matematiksel bir ¢cerceve saglar. Karmagsik bulanik
kiimeler, ¢esitli uygulama alanlar1 icin ¢ok énemli bir role sahiptir. Buna ek olarak, bu kiimeler
aynt zamanda cesitli problemleri, Ozellikle de sayisiz periyodik hususlart ve tahmin
problemlerini ¢ozmek i¢in de kullanilir. Karmagik bulanik kiimeler ile c¢alismanin

avantajlarindan biri, belirsizligi ve periyodikligi olan verileri ¢ok etkili bir sekilde gostermesidir.

Buckley (1989) karmasik bulanik sayilar iizerine bir ¢alisma yapti. Chen ve ark. (2011)



uyarlanabilir noro kompleks bulanik ¢ikarim sistemini gelistirdi. Fu ve Shen (2011) karmagik
bulanik sayilarin siniflandirici performans degerlendirmesindeki uygulamasini ele aldilar. Tamir
ve Kandel (2011) karmasik bulanik sinif ve karmagik bulanik mantik icin karmagsik bulanik
kiimeleri kullandilar. Li ve ark. (2012) karmagik bulanik kiimeleri kullanarak kendi kendine
ogrenen karmasik bir néro bulanik sistem sundular. Alkouri ve Salleh (2014) karmasik bulanik
kiimeler iizerinde dilsel degiskenler ve ¢coklu mesafe dl¢iimiinii ele aldilar. Tamir ve ark. (2015)

karmasik bulanik kiime yapisini farkli bir yaklagim ile yeniden tanittilar.

Al-Husban ve Salleh (2016) karmagik bulanik uzay iizerinde karmasik bulanik hiper yapilar
ingaa ettiler. Al-Husban ve ark. (2016) karmasik bulanik uzay iizerinde karmagsik bulanik
alt grup yapisimi ele aldilar. Nagarajan ve ark. (2016) karmagik bulanik kiimeler iizerinde t-
norm yapisini ve T-seviye karmagik bulanik alt grup kavramini olusturdular. Al-Husban ve
ark. (2016) karmasik sezgisel bulanik alt halka yapisini tanittilar. Alsarahead ve Ahmad (2017)
karmagik bulanik alt halka kavramim vererek, temel 6zelliklerini aragtirdilar. Dai ve ark. (2019)
aralik degerli karmagik bulanik kiimeler arasindaki mesafe Olctimleri ile ilgili ¢calisma ortaya
koydular. Shagagha (2020) Lie cebirlerinin karmagik bulanik Lie alt cebirlerini tanimladi.
Zeeshan ve Khan (2022) bir karar verme probleminde karmagik bulanik kiimelerin bir

uygulamasini ele aldilar.

Maji ve ark. (2001) bulanik esnek kiime kavramini verdiler ve bu yapiya ait temel 6zellikleri
arastirdilar. Bircok arastirmaci tarafindan da bu yap1 kullanilarak bulanik esnek kiimeler ile
ilgili birgok calisma ortaya konuldu. Nadia (2010) karmagik bulanik esnek kiime kavramini
verdi ve bazi temel 6zellikleri arastirdi. Inan ve Oztiirk (2012) bulanik esnek halka ve bulamk
esnek ideal yapilarimi tanimladilar. Celik ve ark. (2013) bulanik esnek kiimelerin halka yapis1
ozelliklerini incelediler. Alsarahead ve Ahmad (2017) karmagik bulanik esnek grup yapisini

verdiler ve bu yapiya ait temel ozellikleri incelediler.

Bu tezle amaclanan, karmasik bulanik alt halka ve karmagik bulanik esnek halka yapilarini
vererek, temel 6zelliklerini arastirmak ve edinilen sonuglart degerlendirmektir. Bu ¢alisma bes
ana bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez konusu ile ilgili literatiir
taramasinin ele alindig1 giris kismina yer verildi. Ikinci bolimde calismamizda temel olan

baz1 tamim ve teoremler ifade edildi. Ugiincii boliimde karmagik bulanik alt kiime, karmasik



bulanik alt halka, 7-bulanik kiime ve 7-bulanik alt halka gibi baz1 kavramlar tanitildi. Karmagik
bulanik alt halkalarin bazi temel 6zellikleri arastirildi ve bir halka homomorfizmas: altinda
karmasik bulanik alt halkalarin goriintiisii ve ters goriintiisii ile ilgili teoremler verildi. Dérdiincii
boliim iki kistmdan olugsmaktadir. Ik kisimda karmagik bulanik esnek kiime yapis1 verildi ve bu
yapi lizerinde bazi ikili islemler verilerek bunlara ait drnekler sunuldu. Ikinci kistmda karmasik
bulanik esnek halka yapist tamtildi, temel Ozellikleri arastinldi ve elde edilen
sonuclar ortaya konuldu. Ayrica karmagik bulanik esnek halka homomorfisi altinda karmasik
bulanik esnek halkalarin goriintiisii ve ters goriintiisii ile ilgili teoremler verildi ve temel

ozellikleri incelendi. Beginci boliimde edinilen sonuglara ve Onerilere yer verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmim 2.0.1 (Hungerford, 1974)) R # @ bir kiime ve '+, . R iizerinde taniml iki ikili iglem

olsun. R ye bir halka denir. < Her x1, 29, x5 € R icin
(i) (R,+) degismeli grup
(ii) (R,-) yart grup
(iii) Her z1,x9, x5 € Riginxy - (xo+x3) = o1 -xo+x1 - T3 Ve (x1+22) - X3 = o1 - T3+ To - T3.

Eger her xr1 € Rigin 1 - 1 = 1 - 1 = x; olacak sekilde 1z € R mevcut ise R ye birim
elemanl halka denir. 12 halkasinin ’+’ iglemine gore olan birim elemanina halkanin sifir elemani

denir ve Oy ile gosterilir.

Tanim 2.0.2 (Hungerford, 1974)) (R, +, -) bir halka ve @ # S C R olsun. S’ye R’nin bir alt
halkasi denir. < Her x1, 25 € Sigin z1.29 € S ve x1 — x5 € S dir. Budurum S < R ile verilir.

R halkasinin biitiin alt halkalarinin kiimesi S(R) ile gosterilecektir.

Tanim 2.0.3 (Hungerford, 1974) R ve S iki halka olsun. ¢ : R — S fonksiyonuna halka
homomorfisi denir. < Her 21,29 € R icin f(x + x2) = f(x1) + f(za) ve f(z1 - 22) =

f(z1) - f(xg) dir.

Tanim 2.0.4 (Hungerford, 1974)) ¢ : R — S bir halka homomorfisi olsun. Eger ¢ bire-bir ve
orten ise ¢ "ye bir izomorfi denir. Bu durumda R ve S halkalarina izomorftur denir ve R =2 .S

seklinde gosterilir.

Tamm 2.0.5 (Zadeh, 1965) X # () bir kiime olsun. ¢ : X — [0, 1] fonksiyonuna X ’in bulanik
alt kiimesi denir ve § = {(QJ, 6(z)) :z e X, d(z) €0, 1]} seklinde tanimlanir. X {izerindeki

tiim bulanik alt kiimeler ailesi B(X) ile gosterilir.

Tanim 2.0.6 (Zadeh, 1965) §,v € B(X) olsun. Her z € X i¢in §(z) < v(x) ise 7’ye 0’yii
kapsiyor denir ve bu durum ¢ < ~ seklinde gosterilir.

OV )(z) =d(z) vV ry(r) = maz{d(z),(z)} ve

(O AY)(x) = 0(z) Ay(x) = min{d(x), y(x)}

ile verilen kiimelere sirasiyla § ve +’niin birlesimi ve arakesiti denir.



Tanim 2.0.7 (Mordeson ve Malik, 1998) X # () ve 0 € B(X) olsun. « € [0, 1] olmak iizere

0o = {x € X | 6(x) > a} kilmesine §’niin bir a-seviye alt kiimesi denir.

Tanmim 2.0.8 (Zadeh, 1965) {d;|i € I} X iizerinde bulanik alt kiimelerin bir ailesi olsun.

{6;|i € I} ailesinin kartezyen ¢arpimi X ¢; seklinde gosterilir ve X 6; = /\Idi(ﬂ?) seklinde
el 1€

il
tanmimlanir.

Tanim 2.0.9 (Mordeson ve Malik, 1998) R bir halka ve 9, R iizerinde bir bulanik kiime olsun.
Eger her x,y € R i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa ¢ ye R nin bir bulanik alt halkas1 denir.

(@) 6(zy) > min{d(z),d(y)}
(ii) 6 (z —y) > min{o(x),d(y)}

Tamm 2.0.10 (Mordeson ve Malik, 1998) R bir halka ve ¢, R iizerinde bir bulanik kiime olsun.
Eger her x,y € R icin asagidaki sartlar saglaniyorsa 0 ye R nin bir bulanik ideali denir.

(i) d(zy) > max{d(x),d(y)}
(ii) 0 (z —y) > min{d(z),0(y)}

Teorem 2.0.1 (Mordeson ve Malik, 1998) R ve S iki halka, ¢ : R — S bir homomorfizma ve
0, R nin, v, S nin bulanik alt halkalar1 (idealleri) olsun.

(1) ¢(9) S nin bulanik alt halkas1 (ideali) dir.

(i) ¢! (7) R nin bulanik alt halkasi (ideali) dur.

Tanim 2.0.11 (Molodtsov, 1999) X # () ve P(X) X in alt kiimelerinin bir ailesi ve £ # ()
olsun. 4 C £ ve F : A — P(X) ile verilen (F, .A) ikilisine X iizerinde bir esnek kiime denir.

Tamm 2.0.12 (inan ve Oztiirk, 2012) (F, A) bir esnek kiime olsun. (F,.A) ya esnek halka
denir. & Her a € A igin F(a) bir alt halkadir.

Tamm 2.0.13 (Maji ve ark., 2001) X # () bir kiime, £ parametreler kiimesi, A C & olsun.
F: A — B(X)ile verilen (F, A) ikilisine X iizerinde bulanik esnek kiime denir.



3. KARMASIK BULANIK ALT KUMELER ve KARMASIK
BULANIK ALT HALKALAR

Tanim 3.0.1 (Ramot ve ark., 2002) U iizerinde tanimli bir A karmasik bulanik alt kiimesi her
bir elemana karmagik degerli iiyelik derecesi atayan bir 04(x) iiyelik fonksiyonu ile verilir.
54() degerleri, karmagik diizlemde birim ¢ember icerisinde yer alir ve iistelik s4(x) - e4(®)
formunda ifade edilir. Burada i = /—1,54(x) ve va(z) reel degerler, s4(x) € [0,1],va(z) €
0, 2] dir. Bir A karmagik bulanik alt kiimesi A = {(x,04(z)) : « € U} seklinde bir sirali ¢ift

ile ifade edilir. U tizerindeki biitiin karmasik bulanik kiimelerin ailesi K B(U) ile gosterilir.

Tamm 3.0.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A ve B, U iizerinde iiyelik degerleri sirasiyla
Sa(z) = sa(x)e™2@ ve o5(z) = sp(z)e™#® seklinde olan karmagik bulamk alt kiimeler
olsun. A ya B nin karmagik bulanik alt kiimesi denir. < Her = € U igin s4(z) < sp(x) ve

va(z) < vp(x) dir. Bu durum A CB seklinde gosterilir.

Tanim 3.0.3 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,04(x)):x €U} ve
B = {(x,6p(x)): 2 € U} U lizerinde iiyelik degerleri sirasiyla 64(z) = sa(z)e4(®) ve
dp(x) = sp(x)e?2® seklinde olan iki karmagik bulanik alt kiime olsun. Bu takdirde her
z,y € U igin

(i) sa(x) < sa(y) & va(x) < va(y) ise bir A karmagik bulanik alt kiimesine homojen

karmagik bulanik alt kiime denir.
(i) sa(z) < spy) < va(z) < vp(y) ise bir A karmagik bulanik alt kiimesine B ile homojen
karmasik bulanik alt kiime denir.

Bu tezde biitiin karmagik bulanik alt kiimeler, homojen karmagik bulanik alt kiime olarak ele

alinacaktir.

Tanim 3.0.4 (Ramot ve ark., 2003) A = {(z,04(z)) : 2 € U} ve B = {(z,dp(x)) :x € U} U
lizerinde sirastyla § () = s4(2)e™2®) ve §p(x) = sp(x)e™s® iiyelik degerleri ile verilen iki
karmasgik bulanik alt kiime olsun. Bu takdirde A ve B nin arakesiti, birlesimi ve A nin tiimleyeni

sirasiyla A N B, AU B ve A seklinde gosterilir ve iiyelik degerleri asagidaki gibi tanimlanur.

(i) danp(z) = sAmB(x)ei”A”B(x) =min {s4(z),sp(x)} gt min{va(z),vp(x)}

(i) daup(z) = saup(w)e1B®) = max {s4(7), sp(x)} e mad{va@)vs(@)}



(i) O (2) = (1 — s4(x)) el2Tva()

Onerme 3.0.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) Bir A karmagsik bulanik alt kiimesi homojen

karmagik bulanik alt kiimedir. < A’ homojen karmagik bulanik alt kiimedir.

Ispat. Tanim 3.0.3 ve Tanim 3.0.4 kullanilarak gosterilir.

Tanim 3.0.5 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,d4(x)) : * € U} bir bulanik alt kiime
olsun. A, = {(x,04,(x)):x € U} seklinde verilen A, kiimesine 7-bulanik alt kiime denir.

Burada 64, (x) = 2md4(z) ’dir.

Tanim 3.0.6 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve A, = {(x,d4,(z)) : * € R} R nin

bir 7r-bulanik alt kiimesi olsun. A, ye m-bulanik alt halka denir. < Her x,y € R i¢in

(i) da,(ry) > min{da, (2),d4,(v)}
(ii) da, (x —y) > min{da,(v),04,(y)}

Tanim 3.0.7 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve A, = {(z,d4,(z)) : * € R} R nin

bir -bulanik alt kiimesi olsun. A, ye m-bulanik ideal denir. < Her x,y € R i¢in
(i) 0, (zy) > max {04, (z),0a.(y)}
(i) 0, (z —y) = min{da, (), 0a.(y)}
Onerme 3.0.2 (Alsarahead & Ahmad 2017) Bir A, w-bulanik alt kiimesine 7-bulanik alt halka

(m-bulanik ideal) denir < A bir bulanik alt halka (bulanik ideal) dur.

Tanim 3.0.8 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve A = {(x,04(z)) : € R} bir
homojen karmasik bulanik alt kiime olsun. Eger her x, y € R i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa

A ya R nin karmagik bulanik alt halkasi denir.

(i) da(ry) > min{04(z),04(y)}
(ii) da (z —y) > min{da(x),da(y)}

Tanim 3.0.9 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve A = {(x,04(x)): 2z € R} bir
homojen karmasik bulanik alt kiime olsun. Eger her x, y € R i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa

A ya R nin karmagik bulanik ideali denir.

(i) 0a(ry) > max{da(z),0a(y)}



(i) 04 (v —y) > min{da(),d4(y)}

Teorem 3.0.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve A = {(z,d4(x)) : * € R} kiimesi
S4(7) = sa(x)e™2@ iiyelik degeri ile verilen bir homojen karmagik bulanik alt kiime olsun.

Bu takdirde A ya R nin karmagik bulanik alt halkasi denir. <

(i) A= {(z,54(7)) : v € R,s4(x) € [0, 1]} kiimesi bir bulanik alt halkadur.

() A= {(z,va(x)):x € R,va(z) € [0,27]} kiimesi bir 7-bulanik alt halkadir.

Ispat. A bir karmagik bulanik alt halka olsun. Bu takdirde her =,y € R igin

sa(zy)e @) = 6, (zy)
> min {04(z),04(y)}
= min {s4(2)e" @), 5 (y)e™ @)}

= min {s4(z),s4(y)} € min{va(z)va@)} gir,

A homojen oldugundan dolay1 s 4(zy) > min {sa(z),sa(y)} ve va(zy) > min{va(z),va(y)}

dir. Diger taraftan

S
> min{04(x),04(y)}

x)

y SA (y)eivA ) }

= min {s(z),s54(y)} € min{va(z)vaW)} gjr,

= min {SA(x)ei”A(
A homojen oldugundan s4(z — y) > min {ss(z),s4(y)} ve va(x — y) > min{va(z),va(y)}
dir.
Buradan A bir bulanik alt halka ve A bir 7-bulanik alt halkadur.

Tersine A bir bulanik alt halka ve A bir 7-bulanik alt halka olsun. Her z,y € R icin



Buradan

da(ay) = sazy)e™ @) > min {sa(x), sa(y)} e A vall}
— min {sA(x)ei”A(m), sA(y)ei”A(y)}

=min{da(x),da(y)}

ve

da(ry) = sa(z —y)e™ @ > min {s4(z), sa(y)} e Al eal))

ia(z)

ySA (y) eiUA ) }

— min {5,4(%), (SA(y)}

= min {sa(z)e

Dolayisiyla A bir karmasik bulanik alt halkadir.

Teorem 3.0.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve A = {(z,d4(z)) : © € R} kiimesi
Sa(z) = sa(z)e™2®) iiyelik degeri ile verilen homojen karmasik bulanik alt kiime olsun. Bu

takdirde A ya R nin karmagik bulanik ideali denir. <

() A={(x,54(7)): 2 € R,s4(x) € [0,1]} kiimesi bir bulanik idealdir.

(i) A={(z,va(x)):z € R,va(x) € [0,27]} kiimesi bir 7-bulanik idealdir.

Ispat. Teorem 3.0.1 in ispatina benzerdir.

Teorem 3.0.3 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) {4, : i € I} bir R halkas1 iizerinde karmagik bu-
lanik alt halkalarin bir ailesi ve her j, k € I i¢in A;, A, ile homojen olsun. Bu takdirde N;crA;
bir karmagik bulanik alt halkadir.

Ispat. Teorem 3.0.1 den biliyoruz ki her i € I igin s4,(z) bir bulanik alt halka ve v, ()
m-bulanik alt halkadir. Simdi, x,y € R olsun. Bu takdirde



5mi€IAi(xy) = Snerd; (xy)eivmieIAi(my)
= min {s,(zy)} ¢ e a0}
1€
Z ml[n {mln {SAZ. (x)’ 54, (y)}} ei minz‘el{min{vAi (r)’UAi (y)}}
1€
- {miln {sa:()}, min {sa, (y>}} gimin{minicr{ua, () hminier {v4, )} }
i€ ic

= min {mi}l {sa,(x)} ermimer{vai @} min {s,(y)} eiminief{wy)}}
1€ 1€
= min {6ﬂz’eIAz‘ <$>7 (SmieIAz‘ (y)}
Diger taraftan

iUm-eIAi (z-y)

5mi€IAi (LE - y) - Sﬁie[Ai (l’ - y) (&
= min {s, (z — )} e et}
1€
=z ml]n {mln {SA«; (3:)7 SA; (y)}} ei miniel{min{vAi (x)’UAi(y)}}
1€
o {mi}l {s,(2)} , min {sAi<y>}} rmin{minier {oa,(0) e {va, ()} }
1€ ic

= min {mlln {SAi (l’)} e’iminiel{’l}Ai(l‘)}7 mi}l {SAi <y)} eiminiGI{UAi(y)}}
1€ 1€
= min {5mi€IAi(x)7 5ﬂie1Ai (y)}

Boylece M;cr A; bir karmasik bulanik alt halkadir.

Teorem 3.0.4 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) {A; : i € I} bir R halkas1 iizerinde karmasik bu-
lanik ideallerin bir ailesi ve her j, k € [ igin A;, A; ile homojen olsun. Bu takdirde M;c;A; bir

karmagik bulanik idealdir.

Ispat. Teorem 3.0.3 iin ispatina benzerdir.

Teorem 3.0.5 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A, R halkasi iizerinde bir karmagik bulanik alt
halkadir. < A’ R iizerinde karmagik bulanik alt halkadir.

Ispat. A, R halkas iizerinde bir karmagik bulanik alt halka olsun. Her z,y € R icin
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Diger taraftan

Sar(z —y) = (1 — sa(w — y)) CT—vale=v)
> (1 — min {s4(2), s4(y)}) eCrmin{va@-ea®)})
=max {(1 —sa(x)), (1 — s4(y))} e medGr—val@)Cr—va®)}
> min {(1 —sa(x)), (1 —sa(y))} pimin{(2r—va(x)),(2r—va(y))}
= min {(1 = sa(2)) /OO (1= s4(y)) G0}

=min {04¢:(x),04¢(y) }

Boylece A® bir karmasik bulanik alt halkadir.

Tersine, A? bir karmasik bulanik alt halka olsun. Her z,y € R igin

da(y) = sa(wy)e @)
=1~ (1 sa(zy)) '@ Grmeatw)
> (1 —min{(1 — s4(x)), (1 — s4(y))}) "7 mn{Gr—va(@),Cr—vaw)})
= max {s54(x), s4(y)} e' mextval@)val)}
> min {s4(x), s4(y)} &M EA@a0)}
= min {SA(x)e“’A(w) A(v) WA(y)}

=min{04(z),d(y)}

Diger taraftan
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da( —y) = sa(x —y)ert)

=1 — (1 — sy(xy)) Pr—Crvaley)

> (1 —min{(1 —s4(2)), (1 —s54(y)}) e (2mr—min{(2r—v 4 (2)),(27—va(y))})

— max {s54(z), s4(y)} e mextval@)val)}

> min {s4(z), s4(y)} e mintva@va®)}

= min {SA(x)ei”A(g”), SA(y)ei”A(y)}

= min {da(x),da(y)}
Boylece A bir karmagik bulanik alt halkadir.
Tamm 3.0.10 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,84(z)) : 0a(z) = sa(z)e™ @), z € X}
X in bir karmagik bulanik alt kiimesi olsun. o € [0,1] ve 8 € [0,27] igin A, 5 = {z €
X 1 54(x) > a,va(x) > [} seklinde verilen A, g kiimesine, A karmagik bulanik alt kiimesinin

(o, B)-seviye alt kiimesi denir. Eger § = 0ise A, = {z € X : sa(x) > «} seviye alt kiimesi
eger o = Oise Ag = {x € X : va(x) > 5} seviye alt kiimesi elde edilir.

Teorem 3.0.6 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,04(x)) : da(z) = sa(z)e™2@ z € R}
R nin bir karmagik bulanik alt halkasive e, R halkasinin birim elemant olsun. Eger s4(e) > «

ve va(e) > Bise A, p) kiimesi R nin alt halkasidir.

Ispat. Acikcae € A(q,p) dir. Boylece A, p) # ¢ dir. z,y € A(y p) olsun. Buradan s, (x) > a,
va(z) > B, saly) > avevy(y) > ( dir.
Simdi,
Sa(zy) = sa(zy)e™ ™) > min {s4(z)e™ ™ 54 (y)e ¥}
= min {s4(z), s4(y)} e mintval@va®)}
Buradan

sa(ey) = min{sa(z), sa(y)}
> min{a, a}

=

veE
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va(zy) > min{va(z),va(y)}
> min{/3, 5}
=f

Bundan dolay1 zy € A, g) dir.

Diger taraftan

da(r —y) =salz — y)ew’“(“y) > min {sA(x)ei“A(x), SA(y)ei”A(y)}

= min {s4(z), s4(y)} e mval@va®)}
Buradan

sa(r —y) > min{sa(r),s4(y)}
> min{a, a}

ve

va(z —y) > min{va(z),va(y)}
> min{f, 3}
=8

Bundan dolay1 x — y € A(, ) dir.

Sonug olarak A, ) kiimesi 12 nin alt halkasidur.

Sonu¢ 3.0.1 A = {(z,04(2)) : 0a(z) = sa(z)e™4@ z € R} R nin bir karmasik bulanik alt
halkasi olsun. Eger sa(e) > «a ve wva(e) > [ ise A, = {x € R:sa(x)>a} ve
Ag ={z € R:vu(x) > B} seviye kiimeleri R’ nin alt halkalaridir.

Tanim 3.0.11 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun.
A = {(z,04(z)) :x € R} ve B = {(2,0p(z)) : x € S} swrastyla R ve S lizerinde iiyelik
degerleri 64(z) = sa(x)e™4@ ve dp(x) = sp(z)e™2® seklinde olan karmagik bulanik alt

halkalar olsun.

Bu takdirde C' = {(y, f (04) (v)) : y € S} kiimesine A nin goriintiisii denir ve her y € S i¢in

13



slo = {1 e RO

seklinde tanimlanir.
D = {(x, f~'(6p) (x)) : x € R} kiimesine B nin ters goriintiisii denir ve her z € R igin
71 (0B) (z) = 6B(f(x)) ile verilir.

Lemma 3.0.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : R — S bir halka homomorfizmasi, A ve B

sirastyla R ve S tizerinde karmasik bulanik alt halkalar olsun. Bu takdirde

@) F(04) (y) = [ (s4) (1)l @AW

i) /7 (0p) (x) = £ (sp) ()20

Ispat. (i)

f(04) (y) = max da(z)

= max s4(z)em @)=y alr)
f(@)=y

(i1)
7 (0B) () = dp(f(x))
= SB(f(x))eivB(f(l’))
= f(sp) (x)eif‘l(vg)(:v)
Teorem 3.0.7 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : R — S bir halka homomorfizmasi, A ve B
sirastyla R ve S iizerinde iiyelik fonksiyonlar1 §4(z) = s(z)e™4@) ve dp(z) = sp(x)e™s@

seklinde olan karmagik bulanik alt halkalar olsun. Bu takdirde f(04) S nin karmagik bulanik
alt halkasidir.

Ispat. A bir karmasik bulanik alt halka oldugundan Teorem 3.0.1 ile s4(x) bir bulanik alt
halka ve v 4(x) bir w-bulanik alt halkadir. Ayrica Teorem 2.0.1 ile s4(x) ve v4 () in gortintiileri

sirastyla bulanik alt halka ve 7-bulamik alt halkadir. Oyleyse her x,y € H icin
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f(54) (xy) = min{f (sa) (x), f (s4) (y)}
f(va) (xy) = min{f (va) (x), f (va) ()}
f(sa) (& —y) Zmin{f (sa) (x), f (s4) ()}

F(0a) (@ = y) > min {f (s4) (2), f (5.4) (9)} dir
Simdi Lemma 3.0.1 ile

f(0a) (xy) = [ (sa) (wy)e )@
>min{f (s4) (), f (s4) (y)} e @@}
= min {f (54) (:L-)eif(UA)(x)’ f(s4) <y)eif(vA)(y)}
=min{f (d4) (x), f (d4) (v)}

ve
f(0a) (x—y) = [ (54) (x — y)e/ DY)

> min {f (s4) (z), f (54) (y)} el M OGSO}

= min { f (s4) (2)e D@ | £ (54) () DO

=min{f (04) (x), f (04) ()}
Teorem 3.0.8 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : R — S bir halka homomorfizmasi, A ve B

sirastyla R ve S iizerinde iiyelik fonksiyonlari §4(z) = s4(2)e®4@® ve §p(z) = sp(x)es®
seklinde olan karmagik bulanik alt halkalar olsun. Bu takdirde f~'(d5) R nin karmagik bulanik
alt halkasidir.

Ispat. B bir karmagik bulanik alt halka oldugundan Teorem 3.0.1 ile sz (x) bir bulanik alt halka
ve vg(z) bir w-bulanik alt halkadir. Ayrica Teorem 2.0.1 ile sp(z) ve vg(x) in ters goriintiileri

strastyla bulanik alt halka ve 7-bulamik alt halkadir. Oyleyse her x,y € R igin
f~ (sp) (xy) = min{f~" (sp) (x), [~ (sB) ()}
f7H(sp) (x —y) =2 min{f~" (sp) (), f~' (s5) W)}

f~H(p) (zy) = min {f~" (vp) (x), f~" (vB) (y)}
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f=H(wp) (& —y) = min{f~ (vg) (x), /7 (vs) (y)} dir.
Simdi Lemma 3.0.1 ile

£ (60) (ay) = 7 (s3) ()e” 0
> min {f 7" (s5) (@), /" (s5) (9) } U 2L}
— min {f‘l (sp) (z)ed )@ =1 (50 (?J)eif_l(vB)(y)}
= min { £~ (65) (2). S (95) (9)}

FH08) (@ —y) = (sp) (z — el )y)
> min {7 (sp) (2), f ( (y)} il @)@ om0}
(

(
= min { 7! (s) ()™ D, f7 (s) () 0P |
= min {/~ (65) (), /' (35) ()}
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4. KARMASIK BULANIK ESNEK HALKALAR

4.1 Karmasik Bulanik Esnek Kiimeler

Tamm 4.1.1 (Nadia, 2010) U # () bir evrensel kiime, £ # () bir kiime ve A C & olsun.
f A — KB(U) ile verilen (f, A) kiimesine U iizerinde bir karmagik bulanik esnek kiime

denir. U iizerindeki biitiin karmagik bulanik esnek kiimelerin ailesi K B(U) ile gosterilir.

Ornek 4.1.1 U = {h1 (g1da iiretim sirketi), hs (elektronik iiretim sirketi), h3 (petrol sirketi),
hy (ilag sirketi)} sirketler kiimesi ve ' = {e; (ham madde mevcudiyeti), es (is giicii mevcudiyeti),

es (pazar talebi), e4 (iiretim miktar) } ilgili sirketlerin biiyiime parametrelerini gostersin.

ACE A= {e,ez}icin f: A— KB(U) donlisiimii
f(e1) = {(h1,0.5¢"7), (ha, 0.9¢"077), (h3, 0.9¢"°7), (hy, 1.0™%7) }

f(es) = {(h1,0.7¢°%7), (hy,0.9¢™°7), (h3,0.8¢"%T), (hy,0.65¢"57) }

seklinde verilsin. Bu taktirde (f, A) karmagik bulanik esnek kiimesi (f, A) = {f(e1), f(e3)}
seklindedir.

Tanmm 4.1.2 (f, A),(9,B) € KBE(U) olsun. A C B olmak iizere (f, A) ya (g, B) nin alt
kiimesi denir. < Her = € A i¢in f(x) C g(x) dir. Bu durum (f, A) C (g, B) ile belirtilir.

Tanmm 4.1.3 (f, A) € KBE(U) olsun. (f, A) ya bos karmagik bulanik esnek kiime denir. <
Her x € Aigin f(z) = 0."" dir. Bu durum ® 4 ile belirtilir.

Tanmm 4.1.4 (f,A) € KBE(U) olsun. (f, A) ya tam karmagik bulanik esnek kiime denir. <
Her x € Aigin f(z) = 1."*" dir. Bu durum €4 ile belirtilir.

Tanim 4.1.5 (Nadia, 2010) (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. C' = A N B olmak iizere her
c € Cigin h(c) = f(c) Ng(c) olarak tanimlanan (h, C') kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin
arakesiti denir. Bu durum (f, A) N (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.12 U = {h1,ho,h3,hy} ve E = {ey,eq,e3,e4} parametreler kiimesi olsun.
A, BC E A=/{ey,es} ve B = {es} olsun. (f, A) ve (g, B) karmagik bulanik esnek kiimeleri

asagidaki gibi verilsin.
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(e1) = {(h1,0.2¢°7), (hy,0.7€"'™), (h3,0.9¢7), (hy, 1.0™%7)}
(e2) = {(P1,0.5¢"°7), (hg,0.7¢™%7), (hs, 0.6™°T), (hy, 0.25¢™°7) }
g(eg) = {(hl, 0.4¢™57) | (hy, 0.6¢°%™), (hs, 0.7¢4), (hy, 0.6ei0'657r)}

C = AN B = {ey} olmak iizere
h(es) = f(e2) Ng(ea) = {(h1,0.4€"°7), (ha,0.6€"°7), (h3, 0.6€"0%7), (hy, 0.25¢"97) }
seklinde olup (h, C) = (f, A) N (g, B) = {h(e3)} dir.

Tanim 4.1.6 (Nadia, 2010) (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. C' = A U B olmak {izere her

c e Cigin
f(c) ce A-B
he) = 4 g(0 ceB-A

fle)Uglc) ce ANB

ile verilen (h, C) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin birlesimi denir. Bu durum (f, A) U
(g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.1.3 U = {hy, hy, hs, hy} ve E = {e1, ey, €3 €4} parametreler kiimesi olsun.
A,BC E,A={ej,es}ve B={es, eq}olsun. (f, A) ve (g, B) asagidaki gibi verilsin.

f(e1) = {(h1,0.4¢™°7), (hy,0.8¢""%7), (hs,0.8¢"%7), (hy, 1.0™77)}
f(e3) = {(h1,0.6¢"), (ha,0.9¢"0°7), (h3, 0.7€’%T), (hy, 0.75¢"9°7) }

g (e3) = {(h1,0.5¢™47), (hy,0.7¢™5™), (3, 0.6¢™™), (ha, 0.9¢757)}

g (es) = {(71,0.8¢°%7), (hy, 0.85¢"%7), (hg,0.75¢74™), (hy,0.95¢0457)}

C = AU B = {ey, 3, €4} olmak iizere

h(er) = f(e1) = {(h1,0.4€"°7), (hy,0.8¢"7), (3, 0.8¢"0°7), (hy, 1.0e )}
h(es) = g (es) = {(h1,0.8¢"%7), (ha, 0.85€""%°7), (h3,0.75¢"47), (hy, 0.95€47) }

h(es) = f(e3) Ug(es) = {(h1,0.6e™), (o, 0.9¢"7), (g, 0.7, (hy, 0.9¢"9™) )
seklinde olup (h,C') = (f, ) (9, B) = {h(e1), h(es), h(es)} dir.

Onerme 4.1.1 (f;, A;) € KBE(U) olsun. Bu taktirde;
@ (f1, A1) U (f1, A1) = (f1, A1)
Qi) (fr, A1) N (f1, A1) = (f1, Ay)

18



(i) (f1, A1) U4, = (f1, A1)
(iv) (fi, A1) N Dy, = Py,
V) (f1, A1) UQa, = Qu,
Vi) (fr, A1) N Qa, = (1, Ar)

Onerme 4.1.2 (fi, A1), (fa, As), (fs, A3) € KBE(U) olsun. Bu takdirde;

@ (f1,41) U (fa, As) = (fo, A2) U (f1, Ay)

DR

Gi) (f1, A1) N (f2, A2) = (f2, A2) O (fr, A1)

(f3, 43)) = ((f1, A1) U (f2, 42)) U (f3, A3)

2
2

(iff) (1, 41) U ((f2, A2)
(V) (1, A1) O (2 A2) O (3, A3)) = ((fr, A1) 0 (fa, A2)) 0 (f, As)
W) (fi, A1) € (f2, A2) = (1, A1) O (f5, A3) C (fo, A2) U (f, As)
i) (f1, A1) € (for A2) = (f1, A1) 0 (fs, As) € (f2, Az) 0 (f, As)

ViD) (f1, A1) U ((fay Ao) O (f3, A3)) = ((f1, A1) U (f2, A2)) O ((f1, A1) U (f3, As))

DR

viid) (f1, A1) O ((fa, A2) U (fa, 43)) = ((fr, A) 0 (f2, A2)) U (1. A1) O (f, As))

Tanmm 4.1.7 (f, A),(9,B) € KBE(U) olsun. C = AN B # () olmak iizere her ¢ € C' igin
h(c) = f(c)Ug(c) ile verilen (h, c) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin daraltilmis birlesimi
denir. Bu durum (f, A) U (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.14 U = {h1,ha,h3,hy} ve E = {ey,eq,e3,e4} parametreler kiimesi olsun.

A,B C E,A = {ej,e3} ve B = {ea,e3} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri asagidaki sekilde

verilsin.

f(er) = {(h1,0.5¢"°7), (ha, 0.4¢"77), (h3, 0.3¢"°7), (h4, 0.85¢"°7) }
f(e3) = {(71,0.5¢™™), (ha, 0.8¢"97), (ha, 0.6¢45™), (hy, 0.3¢557) }
g (e2) = {(h1,0.4€"7), (hy,0.6"%7), (3, 0.7¢"0%7), (hy, 0.8e"%7) }

g (es) = {(h1,0.7€°*7), (hy,0.65¢"*°7), (hs,0.5¢""), (hy,0.85¢"47) }

19



C' = AN B = {e3} olmak iizere
h(es) = f(e3) Ug(es) = {(hl, 0.7 (hy, 0.8¢™97), (hs, 0.6¢%™), (hy, 0.85ei0'85”)}
seklinde olup (h,C) = (f, A) i (g9, B) = {h(es)} dir.

Tamim 4.1.8 (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. C' = A U B olmak iizere her ¢ € C igin

f(e), ce A-B
h(c) = ¢ g(c), ceB—A
fle)ng(e), ce ANB
ile verilen (h,c) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin genisletilmis arakesiti denir.

Bu durum (f, A) M (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.1.5 U = {hy, hy, hs, hy} ve E = {e1, ey, e3, €4} parametreler kiimesi olsun.

A,B C E,A = {e;} ve B = {ey,e2} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri asagidaki sekilde

verilsin.
f(e1) = {(h1,0.3¢"7), (hy,0.7€"°™), (h3,0.7€"97), (hy, 0.4 %)}
g (e1) = {(h1,0.45¢"°7), (hy,0.45¢"°T), (hs, 0.7¢"T), (hy,0.9¢"°7) }

g (e2) = {(h1,0.7€"%7), (hs,0.5¢"%7), (hs, 0.5¢""°T), (a4, 0.85¢ ™) }

C = AU B = {ey, €2} olmak iizere

h(er) = f(er) Ng(er) = {(hr,0.3¢%4), (ha, 0.45¢™77), (h, 0.7€™7), (hy, 0.4€657)}
h(es) = g(e2) = {(h1,0.7€"4), (h2, 0.5¢"%™), (h, 0.5¢"™), (hy, 0.85¢™ ™) }

seklinde olup (h, C) = (f, A) (g, B) = {h(e1), h(es)} dir.

Tamim 4.1.9 (f, A), (¢9,B) € KBE(U) olsun. C' = A x B olmak iizere her (a,b) € A x B
icin h(a,b) = f(a) N g(b) ile verilen (h, c¢) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin A-arakesiti
denir. Bu durum (f, A) A (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.1.6 U = {hy, hy, hs, hy} ve E = {e1, ey, 3, ¢4} parametreler kiimesi olsun.
A, B C E;A = {e1,e2} ve B = {eg,eq4} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri agagida oldugu

gibi verilsin.
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(h 0. 367,0 67r) (hQ, 0‘761'0.8#)’ (h3, 0‘861'0.7#)’ (h4, 1'Oei0.457r)}
(h O 2610 871') (hQ, 0'861'0.671')7 (hg, 0'561'0.65#)’ <h4, 0.567,'0.2571')}
(
(

€1

flen) =
fle2) ={
g (e2) = {(h1,0.45¢"7), (hy,0.2¢"77), (h3, 0.6¢""™), (hy, 0.8¢" ") }
g (es) = {(h1,0.6e"%), (ha,0.5¢"°7), (hs,0.15¢"°7), (hy, 0.85¢%7) }

C'=Ax B={(e1,ea), (e1,€4), (€2, €2), (e2,e4)} olmak iizere

h (617 62) {(hlv 0. 3610 471’)’ (h27 0'26i0.77r)’ (h37 0-66i0.77r), (h4, 0.86i0'457r}
h (61, 64) {(hh 0. 3610 671')’ (h27 0'561'0.6#)7 (h37 0-15ei0.3ﬂ), (h4, 0.85€i0'25ﬂ}
h (627 62) {(hlv 0. 261() 471’)’ (h27 0'26i0.67r>’ (h37 0-5610.657[—), (h4, 0.5€i0'25ﬂ}
627 64) {(hla 0. 2610 Sﬂ—)? (h27 0'567;0.671—)7 (h37 0-15ei0.3ﬂ), (h4, 0.5€i0'257r}
p (h, )

seklinde olup (h, C) = (f, A) A (g, B) = {h(e1, €2), h(e1, e1), h(es, €3), h(ea, e4)} dir.

Tanim 4.1.10 (f, A), (g, B) € KBE(U) olsun. C = A x B olmak iizere her (a,b) € A x B
icin h(a,b) = f(a) U g(b) ile verilen (h, c¢) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin V-birlesimi
denir. Bu durum (f, A) V (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.1.7 U = {hy, hy, hs, hy} ve E = {e1, ey, €3, €4} parametreler kiimesi olsun.
A, B C E,A = {e1,e3} ve B = {e3} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri asagida oldugu gibi

verilsin.
£ (ex) = {(h1,0.26”°7), (hy,0.7¢""57), (h3,0.7"%T), (g, 0.9¢™%7) }
f(es) = {(h1,0.4€™°7), (g, 0.7¢7), (R, 0.8¢"77), (Ry, 0.6¢"%T) }

g (e3) = {(h1,0.4€"°7), (hy,0.6¢"™), (3, 0.5¢"0°7), (hy, 0.7€%°7) }

C = A x B ={(ey,e3), (e3, e3)} olmak iizere

h (61, 63) = {(hh 0'461'0.6#)7 (h27 0'761'0.7#)7 (h37 0-761'0.8#), (h4, O.geio'gﬂ-}
h (637 63) = {(h17 0'46i0.67r>’ (h27 0'76i0.87r>’ (h37 0-86i0.87r>, (h4, 0.76i0'97r}

§eklinde Olllp (ha C) = (f7 A) \7 (gv B) = {h’(eh 63)7 h’(e?)a 63>} dir.
Tamim 4.1.11 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A), (9, B) € K BE(U) olsun. Bu takdirde;

(i) (f, A) ya homojen karmagik bulanik esnek kiime denir. < Her a € A igin f(a) homojen

karmagik bulanik kiimedir.

21



(ii) (f, A) ya B ile homojen karmasgik bulanik esnek kiime denir. < Her a,b € A i¢in f(a),
f(b) ile homojendir.

(iii) (f,A) ya (g, B) ile homojendir denir. < Her a € AN B i¢in f(a), g(a) ile homojendir.

Tamim 4.1.12 U # (), V # () evrensel kiimeler olsun. A # () ve B # () parametre kiimeleri
olmak iizere ¢ : U — V, ¢ : A — B fonksiyonlari ile verilen (¢, 1) ikilisine U’dan V’ye

karmasik bulanik esnek fonksiyon denir.

Tanmm 4.1.13 (f, A) € KBE(U), (9,B) € KBE(V) ve (¢,v) U dan V' ye karmagik bulanik

esnek fonksiyon olsun. Bu takdirde

(i) (f,A) nmn (¢, 1) karmasik bulanik esnek fonksiyonu altindaki goriintiisii (p,)(f, A) =
(p(f),¥(A)) ile belirtilir ve b € ¥(A), y € V igin

VoV dpe(x), egerol(y) #0
So(p))(y) = § 2@=y v(a)=b 0

0, eger ¢ (y) =
olarak tanimlanir.

(ii) (g, B) nin (¢, 1) karmagik bulanik esnek fonksiyonu altindaki ters goriintiisii

(0, 9) (g, B) = (¢~ (g),v1(B)) ile belirtilir ve a € 1~ 1(B),z € U igin

dp-1(g)(a) (%) = dg(p(a)) (@ (x)) olarak tanimlanir.

Lemma 4.1.1 (f, A) ve (g, B) swrasiyla U ve V iizerinde homojen karmagik bulanik esnek
kiimeler ve (¢, ), U dan V' ye karmasik bulanik esnek fonksiyon olsun. Bu takdirde;

() Oo(r)(@)(Y) = Sp(p)(a) (y)e @

(i) dp-1(9))(T) = Sp-1(g) ) ()€™

ispat. (1)

\/ V' drw(®)

=y Y(k)=a

= \/ \ spmt)erso®

e(t)=y ¢Y(k)=a
Vo vp(t)

= \/ \/ S pry (1 ei{w\)/yw(k)af }

p(t)=y ¢Y(k)=a

- Sw(f)(a)(y)ewwf)(a)( y)
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(i1)
Oo-1(g)(5) (%) = Ogwiy) ()

= Sg(u()) (p(x))e o (P

= Sp=1(g)(b) (x)eww’l(g@(@

4.2 Karmasik Bulanik Esnek Halkalar

Bu kisimda tiim karmagik bulanik esnek kiimeler, homojen karmagik bulanik esnek kiime olarak

alinacaktir.

Tanim 4.2.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve (f, A) € KBE(R) olsun. (f, A) ya
R tizerinde bir karmasik bulanik esnek halka denir. < Hera € A ve x,y € R i¢in

(i) Os(a)(zy) > min {67)(2), 65a)(y) }
(i) dp(a) (z — y) = min {Gpa)(2), 05 (¥) }

Tanim 4.2.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) R bir halka ve (f, A) € KBE(R) olsun. (f, A) ya

R tizerinde bir karmagik bulanik esnek ideal denir. < Hera € A ve x,y € R i¢in
(i) 65 (zy) > max {05 (), 65a) (y) }

(i) dp(a) (z — y) = min {Gpa)(2), 05 (¥) }

Ornek 4.2.1 N tiim pozitif tam sayilarin kiimesi olsun f : N — KB(R) fonksiyonu her
n € N icin,

() 1.  egern.w = Op
(1) = .
Jtn) 0. egern.x # O

seklinde tanimlansin.

Bu takdirde (f, N), R halkasi iizerinde bir karmagik bulanik esnek halka (ideal) dur.

Ornek 4.2.2 f: A — K B(ZyxZ,) doniisiimii her a € Aigin, 0(,)(0,0) = 1.2, §;(,(1,0)
O(a)(0,1) = 0.5.°27 64(4)(1,1) = 0.8.¢™5" seklinde tanimlansin. Bu taktirde (f, A) kiimesi

Zo X 75 halkasi lizerinde karmagik bulanik esnek halkadir.
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Tamm 4.2.3 (f, A) ve (g, B) R iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar olsun. (f, A) ya
(g, B) nin karmagik bulanik esnek alt halkas: denir.<

i) ACB
(ii) Her a € Aigin f(a), g(a) nin karmagik bulanik alt halkasidir.
Bu durum (f, A) < (g, B) ile belirtilir.
Teorem 4.2.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A) R halkas: iizerinde homojen karmagik

bulanik esnek kiime olsun. (f, A) R tizerinde bir karmagik bulanik esnek halkadir. <

(i) (f, A) bulanik esnek kiimesi bir bulanik esnek halkadir.

(i) (f, A) m-bulamk esnek kiimesi bir 7-bulanik esnek halkadur.

Ispat. (f, A) bir karmasik bulanik esnek halka ve x,y € R olsun. Bu takdirde her a € A i¢in

oy (2y)e1 @) = 5y, (2y)
> min {d4(a)(7), 50 (¥) }
= min {5 () (2)e"7@W, 55 (y)e 1@V}
= min {5 0)(7), 55(0) ()} €@ @000 O} i,
(f, A) homojen oldugundan
Sf(ay(@y) = min {s4(0)(@), Spa) () } Ve vpa)(@y) = min {vse) (@), vie)(y) } dir
Diger taraftan
sp(@ (@ = y)e @ = ) (@ — y)
> min {d(a) (%), 50 (¥) }
= min {5 () (2)e"@, 550 (y)e" W}
= min {s7(0(2), 550 (y) } €100 W)} gir,
(f, A) homojen oldugundan

Spa) (€ —y) > min {54)(2), 57 (y) } Ve vp@y (@ —y) > min {vpq)(2), v (y) } dir.

Buradan (f, A) bir bulanik esnek halka ve (f, A) bir 7-bulanik esnek halkadur.
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Tersine, (f, A) bir bulanik esnek halka ve (f, A) bir 7-bulanik esnek halka olsun. Bu takdirde

her a € Aigin

$f(a)(2y) > min {s5a)(2), 85(a)(Y) }  Vf() (2y) > min {vga) (2), vy (y) } ve
Sf(a) (T —Y) = S5(a)(T) Ve Vf(a) (T — Y) = Vf(a)(2) dir. '
Simdi,

dp(a)(zy) = sf(a)(xy)ei“ﬂa)(xy)

> min {sf(a) (x), Sf(a)(y)} ot min{vsa) (@), (a) () }
= min {5 () (@)™, 550 (y)e" 1@}

— min {8 (a)(x), 65 (1) } -

veE

Op() (T —y) = sp()(z — y)e™r @y
> min {Sf(a) (l’), Sf(a) (y)} ei min{”f(@(x%vf(a)(y)}
= min {s5(q) (2)e™7 @ 550 (y) e 1@}
= min {J5(a) (), O5(a)(y) } -

Buradan f(a) bir karmagik bulanik alt halkadir. Boylece (f, A) bir karmagik bulanik esnek
halkadir.

Teorem 4.2.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) {(f;, A;) : i € I}, R halkasi iizerinde karmagik
bulanik esnek halkalarin bir ailesi ve her j, k € [ i¢in (f;, A;), (fx, A) ile homojen olsun. Bu

takdirde (), (fi, A;) bir karmagik bulanik esnek halkadir.

Ispat. C' = N;c;A; olmak iizere ﬁie] (fiy A;) = (h,C) olsun. Bu takdirde heri € [ ve c € C
icin fij(c) bir karmasik bulamik halkadir. Buradan ¢ € C igin sy (z) bir
bulanik alt halka ve vy, (x) bir 7-bulanik alt halkadir. Simdi her z,y € R ve ¢ € C igin
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5h(0) (acy) = 5mi61fi(c) (iL‘y)

= Sn;crfile) (;py)eiWﬂieIfi(c)(acy)

— mi iminie[{vfi(c)(zy)}
min {7, (7y) } €

> mi i _ , iminier{min{vy, o) (@) 05,0 ) } }
> min {min {7, (), 37, (4) } } €

— i : : imin{minje;{vy, o) (@) }minier{vy, ) (¥) }
min {mm {sfl.(c) (x)} , rznelln {Sfi(c) (y)}} e

i€l

= min {5mielfi<c)<x)a 6mi61fi(c)<y>}
= min {5h(c) (-T), 5h(c)<y)}

_ . . iminigj{vfi<c) (JT)} 1 Z‘miniej{vfi(,;)(y)}
min {mln {sp0(x)} e , 1R {sroW}e

Ve

6’1(0) (I - y) = 6miEIfi(C)<x - y)

— Smielfi(c) (x — y)eiu’ﬂie[fi(c)(l’_y)

o iminier {vy, o) (zv) }

min {sy,c)(xy) } e
i (o | iminge {min{vg, o (@)05, 0 (1) } }
> I?elln {mln {sz(c)(x)v Sfi(e) (y)}} €

— m : . imin{miniel{Ufi(c)($)}7miniel{vf,i(c) (y)}
min {mm {sp.0()}, min {54, (y)}} e

el
_ . . iminie[{vfi(c) (x)} . iminiel{vfi(c) (y)}
min {mip (s (1)} i s} e

= min {5m61fi(c) (x)a 601’6[ fl<c) (y>}
= min { () (), One) () }

Boylece ﬁ i1 (fi, Ai) bir karmagik bulanik esnek halkadir.

Teorem 4.2.3 {(f;, A;) : i € I'}, R halkast lizerinde karmagik bulanik esnek ideallerin bir ailesi

ve her j, k € I icin (f;, A;), (fx, Ax) ile homojen olsun. Bu takdirde ﬁig (fi, A;) bir karmagik
bulanik esnek idealdir.

Ispat. Teorem 4.2.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonuc 4.2.1 (f, A) ve (g, B) R halkast iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar (idealler) ise
(f,A) N (g, B) karmasik bulanik esnek halka (ideal) dir.

Teorem 4.2.4 (f,A) ve (g,B) R iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar (idealler) ve
AN B = () olsun. Bu takdirde (f, A) U (g, B) karmagik bulanik esnek halka (ideal) dir.
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Ispat. (f,A) ve (g,B) R iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar (idealler) ve
(f, A) U (9,B) = (h,C) olsun. Burada C' = AU B olup, eger ¢ € A\ B ise 0p)(x) =
dpe)(z) ve ¢ € B\ Aise dp(e)(z) = dg(c)(x) dir. Agikga 05(c)(x) ve dg4¢e)(z) karmagik bu-
lanik alt halkalar (idealler) oldugundan 6h(c)(x) karmagik bulanik alt halka (ideal) dir. Ustelik
(f, A) U (g9, B) = (h, C) karmasik bulanik esnek halkadur.

Teorem 4.2.5 (g, A) ve (k, B) R iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar (idealler) olsun.
Eger her z € AN B igin g(xz) < k(x) veya k(z) < g(x) ise (g, A) 0 (k, B) R iizerinde
karmasik bulanik esnek halka (ideal) dir.

Ispat. Acikga her x € C icin g(x) ve k(x) R nin karmagik bulamk alt halkalari (idealleri)
dir. Eger g(z) < k(z) veya k(z) < g(z) ise g(z) V k(z) = max {g(z), k(z)} R nin karmasik
bulanik alt halkasi (ideali) dir. Buradan (g, A) U (k, B) R lizerinde karmagik bulanik esnek
halka (ideal) dir.

Teorem 4.2.6 (f, A) ve (g, B) R halkasi iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar (idealler)
ve AN B = () olsun. Bu takdirde (f, A) vV (g, B) karmagik bulanik esnek halka (ideal) dir.

Ispat. Teorem 4.2.4 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.7 (f, A) ve (g, B) R halkasi iizerinde karmagik bulanik esnek halkalar (idealler)
ise (f, A) A (g, B) karmasik bulanik esnek halka (ideal) dir.

Ispat. (f,A) A (9, B) = (h,c) olsun. Burada C' = A x B olmak iizere her (a, b) i¢in h(a,b) =
f(a) N g(b) olup, (f, A) ve (g, B) karmagik bulanik esnek halkalar (idealler) oldugundan f(a)
ve g(b) R iizerinde karmagik bulanik alt halkalar (idealler) dir. Buradan f(a) N g(b) R lizerinde
karmagik bulanik alt halka (ideal) dir. Boylece (f, A) A (g, B) karmagik bulanik esnek halka
(ideal) dir.

Tanim 4.2.4 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f,A) € KBE(U) olsun. Bu takdirde her
a € [0,1] ve B € [0,27] icin (f, A)(a,p) = {f(a)(ap) : a € A} kiimesine, (f, A) karmagik
bulanik esnek kiimesinin bir («, §)— seviye esnek kiimesi denir.

Burada f(a)wp = {z €U :sp@a)(z) > a,vpa)(z) > B} f(a) karmagik bulanik kiimesinin
(v, B)— seviye kiimesidir. Ustelik, her o € [0,1] ve 8 € [0, 27] igin (f, A)(a,p) klasik anlamda

bir esnek kiimedir.
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Teorem 4.2.8 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A) € KBE(R) olsun. (f, A) R iizerinde bir
karmagik bulanik esnek halkadir< Her a € A, o € [0,1] ve 5 € [0,27] igin f(a)(a,s # 0

olmak tizere (f, A)p) (o, 5)-seviye esnek kiimesi R iizerinde esnek halkadir.

Ispat. (f, A) R iizerinde bir karmagik bulamk esnek halka olsun. Bu takdirde her a € A
i¢in f(a), R’nin bir karmagik bulanik alt halkasidir. « € [0,1], 8 € [0,27] ve f(a),p) # 0
icina € Avez,y € f(a)(,p) olsun. Bu takdirde syq)(z) > o ve vyq)(z) > B dir. Ayrica

Sf(a) (y) > ave Vf(a) (y) > B di.
Simdi,

s7(@ (@y)e 1@ = 5y (2y)
> min {0f(a) (), 0 (¥) }
= min {s5(a) (2)e™7 550 (y)e" 1@ @}

— min {Sf(a) (Qj), Sf(a) <y)} eimin{vf(a)(x)vvf(a)(y)}
olup

Sf(a)(Ty) > min {550y (2), $a)(4) }
> min{a, o}
=«
ve
Vit (xy) = min {vpq)(2), V) (y) }
> min{p, 5}
=p

Buradan zy € f(a)(a,) di.
Diger taraftan

Sy (@ — YT @Y = 5 (2 — y)
> min {04(a) (%), 0(a)(y) }
= min {5 () (2)e"1@, 550 (y)e™ W}

= min {sf(a) (x), Sf(a)(y)} oimin{vsa) (@) w50y () }
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olup

Sf(a) (»”U - Z/) > min {Sf(a) (x), Sf(a)(y)}
> min{ao, o}
=

Ve

V(o) (T — ) > min {vf) (1), vy () }
> min{3, 5}
=f

Buradan  — y € f(a)(a,) dir.
Boylece f(a)(a,5) R nin bir alt halkasidir. Ustelik (f, A)(,,p), R iizerinde bir esnek halkadr.

Tersine, her a € A« € [0,1] ve B € [0,27] igin (f, A)(a,g), R lizerinde bir esnek halka olsun.
Farzedelim ki z,y € Rve a € Aigin spo)(x) = X, 55a)(y) = 0, Vpa)(x) = 0 ve vpoy(y) = 1
olsun. & = min{\, 0} ve § = min{0, n} almrsa z,y € f(a)(p) elde edilir. Buradan f(a)a,s)
R nin alt halkasidir. Dolayisiyla x — y € f(a),p) ve 2y € f(a)(,p) dir. Boylece,

St(a) ( —y) > = min{\, 6} = min {s)(z), sf(a)(y)}

Vie) (& —y) > B = min{f,n} = min {vs) (), v50)(y) }

St(a) (zy) > @ = min{), 6} = min {54, (2), S50 (¥) }

Vp(a) (2y) = B = min{f, n} = min {vp@)(2), vs(e)(y) } dir.

Ustelik 370 (z —y) = min {ds(0)(2), 370 (y)} ve O (2y) = min {07 (), 05w (v) }
olup (f, A) R iizerinde bir karmagik bulanik esnek halkadur.

Teorem 4.2.9 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A) ve (g, B) sirasiyla R ve S halkalari iizerinde
iki homojen karmagik bulanik esnek halka ve (i, 1), R’den S’ye bir karmagik bulanik esnek

fonksiyon olsun. Bu takdirde

(i) (¢,v)(f,A) S tizerinde bir karmagik bulanik esnek halkadir.

(i) (p,v)"'(g, B) R iizerinde bir karmagik bulanik esnek halkadir.

Ispat. (i) (f, A) R iizerinde karmagik bulanik esnek halka olsun. Bu takdirde her a € A igin
S¢(a)(x) bir bulanik alt halka ve vy () bir 7-bulanik alt halkadir. Boylece her z,y € R igin
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Teorem 2.0.1 ile sy, (x)’in Ve vy (x)’in goriintiileri sirasiyla bulanik alt halka ve 7-bulanik

alt halkadir.

So(r)(@) (TY) > min {505 (@) (2), So(r)@ (¥) } 5 So(n@) (£ = Y) = se(r)@)(2),
Vo)) (TY) = Min { V(5 @) (), Va(ry@) () } Ve Vo(p)a) (T = ¥) = Vp(pya) ()
Simdi Lemma 3.0.1 ile

S (TY) = Sp(p)(a) (zy)e @)

> min {s4(7)(0) (@) So( (o) (9) } €™ {0000 0]

= min {3¢ (x)ewaﬁ (@ S(b(f)(tl) (y)ew¢(f)(a) y)}
)

= min {Jy(s)(a) (@), So(r)@) (¥) }

Ayrica,
0 o(f)(a) (517 - y) = Su(f)(a) (:l? - y)ei%ﬁ)(a)(x—y)
2> min {S¢ @ (@), Sor)a) (Y } e’ min{vg7)(a) (2):06 () (@) () }

= min {s4()(a) (2)e" D@D 545 (y)e o0}

= min {Jy(5)(@) (%), o)) (¥) }
Buradan (¢, v)(f, A) S lizerinde bir karmagik bulanik esnek halkadur.

(i) (g, B) S iizerinde karmagik bulanik esnek halka olsun. Bu takdirde her b € B i¢in sy ()
bir bulanik alt halka ve vy () bir 7-bulanik alt halkadir. Boylece her ,y € R i¢in Teorem
2.0.1 ile sy (2)’in ve vy (x)’in ters goriintiileri sirastyla bulanik alt halka ve 7-bulanik alt
halkadir.

So=1(a) 1) (2y) = min {84-1(9)0)(7), 8101 (V) } » 51 —Y) Z 5191 (7)

Vyp-1(g)n) (2y) > min {%—l(gxm(iv), Vgp=1(g)(b) (y)} V€ V-1 (g)(b) (90 —Y) 2> V139 ) (7)

Simdi Lemma 3.0.1 ile
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Op1(g) (b (2Y) = Sw—l(g)(b)(xy)e"”wl(gxb) ()
> min {Sd)fl(g)(b) (), s¢71(g)(b)(y)} {01 (g) 1) (2051 gy 0y (W)
= min {%—l(g)(b) (2)es @0 510 (y)e e 0w (y)}

= min {y-1(g)1) (%), Is-1 (05 (V) }

Ayrica,

Op1(9)5) (T = Y) = Sp-1(g) (1) (T — y)e™# O (@=y)
> min {s5-1(9)0) (%), 561 () () } €' min{vg—15) () (#)0g1(5) ) (W) }
= min {%*(g)(b) (2)e™e @0 s ym gy (y)e™e 0w <y>}

= min {5¢—1(g)(b)($)7 0p=1(g) () (y)}

Buradan (p,v)"!(g, B) R iizerinde bir karmagik bulanik esnek halkadir.

Tamim 4.2.5 (f, A) ve (g, B) sirasiyla R ve S tizerinde karmagik bulanik esnek halkalar olsun.
¢: G — Hvet: A— Biki fonksiyon olmak iizere (¢, 1) ye karmagik bulanik esnek halka
homomorfisi, (f, A) yada (g, B) ’ye karmasik bulanik esnek homomorfiktir denir. <

(i) ¢ : G — H bir halka homomorfisi
(i) ¢ : A — B bir doniisiim
(i) Her 2 € Aicin ¢(f(z)) = g(¢(z)) dir

Bu durum (¢, %) : (f, A) — (g, B) seklinde gosterilir. Burada ¢ bir izomorfi ve g : A — B
birebir, orten bir doniisiim ise (¢, ¢) ya karmagik bulanik esnek izomorfi ve (f, A)’yada (g, B)

’ye karmagik bulanik izomorftur denir.

Teorem 4.2.10 (g, A), (h, B), (k,C) sirastyla R, S ve T halkalar tizerinde karmagik bulanik
esnek halkalar olsun. Eger (¢, ) : (g9,4) — (h,B) ve (¢,7) : (h,B) — (k,C) karmagik
bulanik esnek halka homomorfileri ise (¢ o p,y o) : (g, A) — (k, C') karmagik bulanik esnek

halka homomorfisidir.

Ispat. Her z € A ve hery € B icin p(g(x)) = h(v(x)) ve ¢(h(y)) = k(y(y)) dir. Ayrica
poyp:G— Kve(y,1¥): A— C olmak iizere her v € Aigin (¢ o ¢)(g(x)) = d(¢(g(x)) =
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k(v(¢(2))) = k((y o ¢)(z)) olur. Buradan (¢ o ¢,vo0v) : (9,A) — (k,C) dir. Ayrica
¢ : G - Hve ¢ : H — K halka homomorfisi olduklarindan ¢ o ¢ : G — K halka
homomorfisidir. Buradan (¢ o ¢,y o ¥) : (g9, A) — (k,C) karmagik bulanik esnek halka

homomorfisidir.

Teorem 4.2.11 (g, A) ve (k, B) swrasiyla R ve S lizerinde karmagik bulanik esnek kiimeler,
(g9, A) R iizerinde karmagik bulanik esnek halka olsun. Eger (g, A), (k, B) ye karmagik bulanik

esnek izomorf ise (k, B) de S tizerinde karmagik bulanik esnek halkadur.

Ispat. (g, A), (k, B) ye karmagik bulanik izomorf oldugundan Tamim 4.2.5ile ¢ : R — S
halka izomorfisi ve ¢ : A — B birebir 6rten doniisiimii her z € A ve y € B i¢in ¢(g(x)) =
k(¢ (z)) = k(y) olacak sekilde mevcuttur. Teorem 3.0.7 ile ¢(g(z)) S nin karmagik bulanik
alt halkasidir ve bundan dolay1 k(y) S nin karmagik bulanik alt halkasidir. Buradan (k, B) S

tizerinde karmagik bulanik esnek halkadir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda karmagik bulanik alt halka yapisi verilerek, bu yapiya ait bazi1 temel 6zellikler
sunulmustur. Karmagik bulanik esnek kiimeler iizerinde yeni ikili islemler verilerek, bu islemlere
ait baz1 ozellikler incelenmistir. Ayrica karmagik bulanik esnek halka yapisi ele alinmis, temel
ozellikleri arastirilmis ve elde edilen sonuglar degerlendirilmistir. Ustelik karmagik bulanik

arastirllmistir.

Bu sonuglar 1s181inda karmagsik bulanik esnek kiimeler daha farkli cebirsel yapilar ile birlikte
yeniden ele alinip, olusturulan yeni yapilara ait o6zellikler incelenebilir. Bu sayede belirsizlik

iceren problemlere teorik anlaminda yeni yaklasimlar saglanabilir.
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