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OZET

KARMASIK BULANIK ESNEK GRUPLAR
GOKHAN YUCE
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 48 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. YILDIRAY CELIK)

Bu tezin amaci karmasik bulanik alt grup ve karmagsik bulanik esnek grup
yapilarii vererek, temel Ozelliklerini arastirmak ve elde edilen sonuglar
degerlendirmektir.

Bu calisma bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu ile
ilgili literatiir taramasmin yer aldigi giris kismma yer verildi. Ikinci béliimde
calismamizda temel olan bazi tamm ve teoremler ifade edildi. Ugiincii béliimde
karmagik bulanik alt kiime, karmagsik bulanik alt grup, normal karmagik bulanik alt
grup, m-bulanik alt kiime ve m-bulanik alt grup gibi baz1 kavramlar tanitildi.
Karmagik bulanik alt gruplarin bazi temel Ozellikleri arastirildi ve bir grup
homomorfizmasi altinda karmasik bulanik alt gruplarin goriintiisii ve ters goriintiisii
ile ilgili teoremler verildi. Dérdiincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. ilk kisimda
karmagik bulanik esnek kiime yapist verildi ve bu yap1 iizerinde baz1 ikili iglemler
verilerek bunlara ait rnekler sunuldu. Ikinci kisimda karmasik bulanik esnek grup
yapisi tanitildi, temel 6zellikleri arastirildi ve elde edilen sonuglar ortaya konuldu.
Ayrica karmasik bulanik esnek homomorfi altinda karmagik bulanik esnek gruplarin
goriintlisli ve ters goriintiisii ile ilgili teoremler verildi ve temel 6zellikleri incelendi.
Besinci boliimde tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar ifade edildi ve onerilere yer
verildi.

Anahtar Kelimeler: Karmasik Bulanik Kiime, Karmasik Bulanik Alt Grup,
Karmagsik Bulanik Esnek Kiime, Karmasik Bulanik Esnek
Grup.



ABSTRACT

COMPLEX FUZZY SOFT GROUPS
GOKHAN YUCE
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MASTER THESIS, 48 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. YILDIRAY CELIK)

The aim of this thesis is to give complex fuzzy subgroup and complex fuzzy
soft subgroup structures, to investigate their basic properties and to evaluate the
results obtained.

This study consists of five main sections. In the first chapter, an introduction
section containing the literature review regarding the thesis topic was included. In the
second chapter, some definitions and theorems that are fundamental to our study are
stated. In the third chapter, some concepts such as complex fuzzy subet, complex
fuzzy subgroup, normal complex fuzzy subgroup, m-fuzzy subset and m-fuzzy
subgroup are introduced. Some basic properties of complex fuzzy subgroups are
investigated and theorems regarding the image and inverse image of complex fuzzy
subgroup under a group homomorphism are given. The fourth chapter consist of two
parts. In the firs part, the complex fuzzy soft set structure is introduced and some
binary operations on this structure are given and examples of these are presented. In
the second part, the complex fuzzy soft group structure was introduced, its basic
properties were investigated and the results were presented. In addition, theorems
regarding the image and inverse image of complex fuzzy soft groups under complex
fuzzy soft homomorphism are given and their basic properties are examined. In the
first chapter the results obtained from the thesis study are expressed and suggestions
are given.

Keywords: Complex Fuzzy Set, Complex Fuzzy Subgroup, Complex Fuzzy Soft
Set, Complex Fuzzy Soft Group.



TESEKKUR

Tez konumun belirlenmesi, ¢aligmanin yiiriitiilmesi ve yazimi esnasinda
desteklerini esirgemeyen basta danisman hocam Saymn Prof. Dr. Yildiray CELIK
olmak iizere Ordu Universitesi Matematik Boliimii Ogretim Uyelerine tesekkiir

ederim.

Ayrica yiiksek lisans siirecim boyunca bana TUBITAK 2211 Yurt Ici
Lisansiistii Burs Programi araciligiyla destek olan TUBITAK ’a da tesekkiir ederim.

Ayn1 zamanda, manevi desteklerini her an {izerimde hissettigim aileme ve her

zaman yanimda olan esim Funda KOC YUCE ye tesekkiirii bir borg bilirim.



ICINDEKILER

Sayfa

TEZ BILDIRIMI.........ccoooiiiiiicieeecee ettt |
[0/ 4 AR Il
ABSTRACT ...ttt ettt ettt ettt en ettt n s "
TESEKKUR..........ooiivieieieeteee e tee e esae sttt sts st nssas s enas st eas e, \Y;
ICINDEKILER...........ooioiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeetee ettt ettt ettt \Y;
SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI..........cccoovoiiiiiiieeeeeeeeeeeee, VI
L GIRIS .ottt ettt ettt ettt ettt ettt ettt en s 1
2. TEMEL KAVRAMLAR......ooiiiieeteeee ettt er sttt 4
3. KARMASIK BULANIK ALT KUMELER VE KARMASIK BULANIK ALT
GRUPLAR . ...ttt ettt ettt ettt sttt en sttt e 7

4, KARMASIK BULANIK ESNEK GRUPLAR........coooitiviieeeeireeee e 17
4.1. Karmasik Bulanik Esnek KUmeler..........ccccooouveiiiiiiiic e 17
4.2. Karmasik Bulanik Esnek Gruplar...........ccocooeiiiiiiiiiiiiecc e 27
5. SONUC ve ONERILER............cocccovoiiiiiieiiieseeeeeesse s sane s 36
B. KAYNAKLAR.......coititiiiieeete ettt ev st s sttt sttt en e 37
(07461 20 @11, 1 15T TR 40



SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

(£,2) . L sirali kiimesi
6, 6 ’nin a-seviye alt kiimesi
A . Bulanik kiimelerinin arakesiti
\% . Bulanik kiimelerinin birlesimi
ANB . A ve B karmagik bulanik kiimelerinin arakesiti
AUB : A ve B karmagik bulanik kiimelerinin birlesimi
At . A karmagik bulanik kiimesinin tiimleyeni
A, :  A’nin 1 bulanik alt kiimesi
B(X) . Xlzerindeki tiim bulanik kiimelerin ailesi
KB(U) : U izerindeki biitiin karmagsik bulanik kiimelerin ailesi
c . Karmasgik bulanik alt kiime

KBE(U) : U iizerindeki biitiin karmasik bulanik kiimelerin ailesi
= . Karmasik bulanik esnek alt kiime
Bos karmasik bulanik esnek kiime
Tam karmasik bulanik esnek kiime
Karmagik bulanik esnek kiimelerin arakesiti
Karmagik bulanik esnek kiimelerin birlegimi
Karmasik bulanik esnek kiimelerin daraltilmis birlesimi
Karmasik bulanik esnek kiimelerin genisletilmis arakesiti
Karmasik bulanik esnek kiimelerin A-arakesiti
Karmagik bulanik esnek kiimelerin V-birlesimi
Karmasgik bulanik esnek kiimeler ailesinin birlesimi
Karmasik bulanik esnek kiimeler ailesinin arakesiti
Karmasik bulanik esnek kiimeler ailesinin daraltilmis birlesimi
Karmasgik bulanik esnek kiimeler ailesinin genisletilmis arakesiti
Karmagik bulanik esenk alt grup

NTDDQ<> QP BN

VI



1. GIRIS

Icerisinde belirsizlik barindiran problemlerin matematiksel olarak modellenmesi, analiz
edilmesi, ve hesaplanmasi bircok dalda dikkate alinan en Onemli konulardandir. Farkli
sebeplerle ortaya c¢ikan belirsizliklerin cok degisik bir dogasi oldugunu ve sadece bir
matematiksel yaklagim ile ele aliamayacagi aciktir. ik olarak Zadeh (1965) tarafindan
ortaya konulan bulanik kiime kavrami bu sebeple tanimlanmistir. Klasik kiimeler kaba bir ifade
ile bir kiime icerisindeki bir elemanin varlik-yokluk durumunu ifade etmek igin
kullanilan kiime tiirtidiir. Buna karsin bulanik kiimeler ise kiimede yer alan elemanlarin
tiyeliginin dereceli olarak degerlendirilmesi i¢in kullanilan kiime tiiriidiir. Bu degerlendirme
tiyelik fonksiyonu yardimu ile yapilir. Bulanik kiimeler, verilerin yetersiz oldugu ya da kesin
olmadig1 hallerde, belirsizlik barindiran problemlere c¢oziimler gelistirebilmek acisindan
onemlidir. Bulanik kiime teorisi bircok yonde onemli Olciide gelistirilmis ve ¢ok cesitli

alanlarda uygulama bulmustur.

Rosenfeld (1971) bulanik alt grup kavraminmi tamimladi. Anthony ve Sherwood (1979)
ticgensel normlar yardimiyla bir grubun bulanik alt grubunu yeniden tanimladilar. Sherwood
(1983) bulanik alt gruplarin ¢arpimini tanimladi. Mukherjee ve Bhattacharya (1984) bulanik
normal alt gruplarla birlikte bulanik kosetler lizerine calismalar yaptilar. Mashour ve ark. (1990)
normal bulanik alt gruplarin bircok dnemli 6zelliini incelediler. Buckley (1989) karmagik
bulanik sayilar lizerine bir ¢alisma yapti. Zhang (1992) karmagik bulanik sayilarin bir¢ok
onemli Ozelligini ortaya koydu. Yao (2001) bulanik alt gruplarin homomorfizmasi1 ve

izomorfizmalar {izerine bir ¢alisma yapti.

Ramot ve ark. (2002) yeni bir kiime yapis1 olarak karmasik bulanik kiime kavramini
verdiler. Karmagik bulanik kiimenin yeniligi iiyelik fonksiyonunun elde edebilecegi deger
araliginda yatmaktadir. Geleneksel bulanik iiyelik fonksiyonunun aksine, bu aralik [0,1] ile
sinirl olmayip karmasik diizlemde birim ¢embere kadar genigletilir. Karmagik bulanik kiimeler,
cok sayida uygulamada, oOzellikle gelismis kontrol sistemlerinde ve birden fazla bulamik
degiskenin bulundugu, basit bulanik islemlerle etkili bir sekilde karakterize edilemeyecek
karmagik bir sekilde birbiriyle iligkili oldugu periyodik olaylarin tahmininde ¢ok 6nemli bir
role sahiptir. Buna ek olarak, bu kiimeler ayn1 zamanda cesitli problemleri, 6zellikle de sayisiz

periyodik hususlari ve tahmin problemlerini ¢6zmek icin de kullanilir. Karmagik bulanmik



kiimeler ile calismanin faydalarindan biri, belirsizligi ve periyodikligi olan verileri ¢ok etkili

bir sekilde gostermesidir.

Chen ve ark. (2011) uyarlanabilir néro kompleks bulanik ¢ikarim sistemini gelistirdi.
Fu ve Shen (2011) karmagik bulanik sayilarin simiflandiric1 performans degerlendirmesindeki
uygulamasini ele aldilar. Tamir ve Kandel (2011) karmagik bulanik simif ve karmagik bulanik
mantik icin karmasik bulanik kiimeleri kullandilar. Li ve ark. (2012) karmasik bulanik kiimeleri
kullanarak kendi kendine 6grenen karmagik bir néro bulanik sistem sundular. Alkouri ve Salleh
(2014) karmasik bulanik kiimelerde tanimlanan bir¢cok dnemli ¢coklu mesafe 6l¢iimiinii ele aldilar.

Tamir ve ark. (2015) karmasik bulanik kiime yapisin1 farkli bir yaklasim ile yeniden ele aldilar.

Al-Husban ve Salleh (2016) karmasik bulanik uzay iizerinde karmasik bulanik hiper yapilari
ingaa ettiler. Al-Husban ve ark. (2016) karmagik bulanik uzay iizerinde karmagsik bulanmk
alt grup yapisimi ele aldilar. Nagarajan ve ark. (2016) T-seviye karmasik bulanik alt grup
yapisint incelediler. Alsarahead (2022) karmagik ¢coklu bulanik alt grup kavramini ortaya koydu.
Rasuli (2023) t-normlar1 kullanarak, karmagik bulanik alt gruplar1 ve normal karmasik bulanik

alt gruplar1 tanimlad1 ve bazi karakteristik 6zelliklerini arastirdi.

Maji ve ark. (2001) tarafindan bulanik esnek kiime kavrami tanimlandi ve bu yapiya ait
temel Ozellikler aragtirdilar. Birgok aragtirmaci tarafindan da bu yapr kullanilarak
bulanik esnek kiimeler ile ilgili bircok c¢alisma ortaya konuldu. Aygiinoglu ve Aygiin (2009)
bulanik esnek grup kavramimi verdiler. Ayrica bulanik esnek fonksiyon ve bulanik esnek
homomorfizma kavramlarin1 tanimladilar. Celik (2015) L-bulanik esnek grup kavraminm verdi
ve baz1 temel ozelliklerini arastirdi. Ayrica L-bulanik alt gruplarla L-bulanik esnek gruplar

arasindaki iligkiyi ortaya koydu.

Bu tezle amaglanan, karmagik bulanik alt grup ve karmagik bulanik esnek grup yapilarim
vererek, temel ozelliklerini aragtirmak ve elde edilen sonuglar1 degerlendirmektir. Bu ¢alisma
bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu ile ilgili literatiir
taramasinin ele alindig1 giris kismina yer verildi. Ikinci boliimde ¢alismamizda temel olan
bazi tamim ve teoremler ifade edildi. Ugiincii boliimde karmasik bulanik alt kiime, karmasik
bulanik alt grup, normal karmasik bulanik alt grup, m-bulanik kiime ve m-bulanik alt grup gibi

bazi kavramlar tanmitildi. Karmasik bulanik alt gruplarin bazi temel 6zellikleri arastirildi ve bir



grup homomorfizmasi altinda karmagsik bulanik alt gruplarin goriintiisii ve ters goriintiisii ile
ilgili teoremler verildi. Dérdiincii boliim iki kistmdan olusmaktadir. i1k kisimda karmasik bu-
lanik esnek kiime yapisi verildi ve bu yapi iizerinde bazi ikili islemler verilerek bunlara ait
ornekler sunuldu. Ikinci kistmda karmagik bulanik esnek grup yapisi tanitildi, temel dzellikleri
arastirlldit ve elde edilen sonuglar ortaya konuldu. Ayrica karmagik bulanik esnek
homomorfi altinda karmagik bulanik esnek gruplarin goriintiisii ve ters goriintiisii ile
ilgili teoremler verildi ve temel Ozellikleri incelendi. Besinci boliimde tez ¢alismasinda elde

edilen sonuclar ortaya konuldu ve Onerilere yer verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.0.1 (Birkhoff, 1967) £ # () bir kiime ve ” < ” L iizerinde bir baginti olsun. L’ye

sirali kiime denir. <
(1) Hera € Ligina < a
(i) Hera,be Ligina <bveb<aisea=1>b
(iii) Her a,b,c € Licina < bveb < cise a < cdir.
L siralt kiimesi (£, <) notasyonu ile gosterilir.
Tanim 2.0.2 (Birkhoff, 1967) (£, <) bir sirali kiime olsun.
(i) L’ye kafes denir. < Her a,b € L igin Sup{a, b} = a V b ve Inf{a, b} = a A b mevcuttur.
(ii) £’ye tam kafes denir.<= Her 7 C £ igin Sup7 ve Inf7 mevcuttur.

(iii) £’ye modiiler kafes denir.< £ kafes ve her a,b,c € £,a < biginaV (bAc) =bA(aVc)
dir.

(iv) L’ye dagilimli kafes denir.< £ kafes ve her a,b,c € LiginaV (bAc) = (aVb)A(aVc)
veaA(bVe)=(aAb)V (aAc)dir

(v) (£, V,A) bir tam kafes olsun. £’ye sonsuz V-dagilimh kafes denir.<< Her a,b; € L,i € A
icina A (\/,cp b)) = Vieala A b;) dir.

Tanmim 2.0.3 (Bhattacharya ve Jain, 1972) G # () bir kiime ve > G iizerinde bir ikili islem

olsun. GG ye bir grup denir. < Her 21, 22, 23 € G igin

Gl) (1 - 23) - x5 = a1 - (T2 - T3)

G2) ¢'.x1 = x1.€/ = x7 olacak sekilde bir ¢/ € G mevcuttur.
G3) 3z, ' € G dyleki 7.0, = 27 .1y = € dir.

Burada ¢”’ye G grubunun birim elemani, ;' elemanina z,’in tersi denir. G bir grup ise (G, .)

ile gosterilir.



Tamm 2.0.4 (Bhattacharya ve Jain, 1972) (G,-) bir grup ve ) # H C G olsun. H’ye G’nin bir

alt grubu denir. <> Her 21,2, € H icin 2,205 € H ve 7 € H dir.

Tanmim 2.0.5 (Bhattacharya ve Jain, 1972) GG bir grup ve H G’nin bir alt grubu olsun. H alt
grubuna G’nin bir normal alt grubu denir. < Her x € G i¢in v 'Hz C H’dir. Bu durum

H < G notasyonu ile gosterilir.

Tanim 2.0.6 (Bhattacharya ve Jain, 1972) (G, ) ve (Ga, ) iki grup ve ¢ : G — Go bir
fonksiyon olsun. Her x1, 25 € G igin ¢(x1 - x2) = ¢(x1) * ¢(x2) ise f ye G den G; ye bir

homomorfizma denir.

Tanim 2.0.7 (Bhattacharya ve Jain, 1972) ¢ : G; — G5 bir grup homomorfisi olsun. Eger ¢

bire-bir ve orten ise ¢ ’ye bir izomorfi denir ve bu durum GG; = G, seklinde gosterilir.

Tamm 2.0.8 (Zadeh, 1965) X # () bir kiime olsun. ¢ : X — [0, 1] fonksiyonuna X ’in bulanik
alt kiimesi denir ve § = {(x, 6(z)) :z e X, d(z) €0, 1]} seklinde tanimlanir. X {izerindeki

tiim bulanik alt kiimeler ailesi B(.X) ile gosterilir.

Tanim 2.0.9 (Kaufmann, 1975) 6,y € B(X) olsun. Her z € X i¢in §(z) < y(z) ise 7’ya §’y1

kapsiyor denir ve bu durum ¢ < ~ seklinde gosterilir.

(OVy)(x) = 6(x) Vy(x) = mar{d(x), y(x)} ve (§ Ay)(x) = 6(x) Ay(x) = min{d(x), ()}

ile verilen kiimelere sirasiyla ¢ ve +’niin birlesimi ve arakesiti denir.

Tamm 2.0.10 (Kaufmann, 1975) X # () ve § € B(X) olsun. « € [0,1] olmak iizere

do = {z € X | 0(z) > a} kiimesine 0 niin bir a-seviye alt kiimesi denir.

Tanim 2.0.11 (Zadeh, 1965) {¢;|i € I} X iizerinde bulanik alt kiimelerin bir ailesi olsun. {¢;]i € I}

ailesinin kartezyen carpimi x ¢; seklinde gosterilir ve x §; = '/\Iéi(z) seklinde tanimlanir.
i€l iel i€

Tanim 2.0.12 (Rosenfeld, 1971) G bir grup ve § G iizerinde bir bulanik kiime olsun. Eger her
x,y € G i¢in asagidaki sartlar saglantyorsa ¢ ye GG nin bir bulanik alt grubu denir.

(i) o(xy) > min{d(x),d(y)}
() 6 (z71) > d(x)

Tanim 2.0.13 (Akgiil M., 1988) A = {(z,04(x)) : © € G} bulanik alt grubuna G nin normal
bulanik alt grubu denir. < Her x,y € G igin d4(xy) = d4(yx).



Teorem 2.0.1 (Rosenfeld, 1971) GGy ve G5 iki grup ve f : Gy — G4 bir homomorfizma olsun.
Bu takdirde

(i) 0, Gy’in bulanik alt grubu ise f(J) G2 nin bulanik alt grubudur.

(ii) v, G2’nin bulanik alt grubu ise f~!(v) G’in bulanik alt grubudur.

Tanim 2.0.14 (Molodtsov, 1999) X # 0 ve P(X) X in alt kiimelerinin bir ailesi ve E # ()
olsun. A C F olmak iizere ve F : A — P(X) ile verilen (F,A) ikilisine X iizerinde bir esnek

kiime denir.

Tanim 2.0.15 (Aygiinoglu ve Aygiin, 2009) (F, A) bir esnek kiime olsun. (F, A) ya esnek grup
denir. < Her a € A i¢in F(a) bir alt gruptur.

Tamm 2.0.16 (Maji ve ark., 2001) X # () bir kiime, FE parametreler kiimesi, A C E olsun.
F: A — B(X)ile verilen (F, A) ikilisine X {izerinde bulanik esnek kiime denir.



3. KARMASIK BULANIK ALT KUMELER ve KARMASIK
BULANIK ALT GRUPLAR

Tanim 3.0.1 (Ramot ve ark., 2002) U iizerinde tanimli bir A karmasik bulanik alt kiimesi her
bir elemana karmasik degerli iiyelik derecesi atayan bir d4(z) iiyelik fonksiyonu ile
verilir. §4(x) degerleri, karmagik diizlemde birim ¢ember igersinde yer alir ve iistelik s4(z) -
¢4(®) formunda ifade edilir. Burada i = v/—1,s4(x) ve va(z) reel degerler, s4(x) € [0,1],
va(z) € [0,2n] dir. Bir A karmagik bulanik alt kiimesi A = {(x,04(z)) : € U} seklinde
bir sirali ¢ift ile ifade edilir. U iizerindeki biitiin karmagik bulanik kiimelerin ailesi X B(U) ile

gosterilir.

Tanmim 3.0.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A ve B, U iizerinde iiyelik degerleri sirasiyla
Sa(z) = sa(x)e™2@ ve o5(z) = sp(z)e™#® seklinde olan karmagik bulamk alt kiimeler
olsun. A ya B nin karmagik bulanik alt kiimesi denir. < Her = € U igin s4(z) < sp(x) ve

va(z) < vp(x) dir. Bu durum A CB seklinde gosterilir.

Tanmim 3.0.3 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,04(x)) : ® € U} ve B = {(z,0p(x)) :
x € U} U iizerinde iiyelik degerleri sirasiyla §4(7) = s4(7)e™4@ ve dp(z) = sp(x)er®
seklinde olan iki karmasik bulanik alt kiime olsun. Bu takdirde her z,y € U icin

(i) sa(x) < sa(y) & va(x) < va(y) ise bir A karmagik bulanik alt kiimesine homojen

karmagik bulanik alt kiime denir.
(i) sa(z) < spy) < va(z) < vp(y) ise bir A karmagik bulanik alt kiimesine B ile homojen
karmasik bulanik alt kiime denir.

Bu tezde biitiin karmagik bulanik alt kiimeler, homojen karmagik bulanik alt kiime olarak ele

alinacaktir.

Tanim 3.0.4 (Ramot ve ark., 2003) A = {(z,04(z)) : 2 € U} ve B = {(z,dp(x)) :x € U} U
lizerinde sirastyla § () = s4(2)e™2®) ve §p(x) = sp(x)e™s® iiyelik degerleri ile verilen iki
karmasgik bulanik alt kiime olsun. Bu takdirde A ve B nin arakesiti, birlesimi ve A nin tiimleyeni

sirasiyla A N B, AU B ve A" seklinde gosterilir ve iiyelik degerleri asagidaki gibi tanimlanur.

(i) danp(z) = sAmB(x)ei”A”B(x) =min {s4(z),sp(x)} gt min{va(z),vp(x)}

(i) daup(z) = saup(r)e1B®) = max {s4(v), sp(x)} e mad{va@)vp(@)}



(i) O (2) = (1 — s4(x)) el2Tva()

Onerme 3.0.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) Bir A karmagsik bulanik alt kiimesi homojen

karmasik bulanik alt kiimedir. < A’ homojen karmasik bulanik alt kiimedir.

ispat. Tanim 3.0.3 ve Tanim 3.0.4 (iii) kullanilarak gosterilir.

Tanim 3.0.5 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,04(x)) : © € U} bir bulanik kiime olsun.
A; = {(x,04,(x)): x € U} seklinde verilen A, kiimesine w-bulanik alt kiime denir. Burada

5AW<ZU) = 27T(5A(113) dir.

Tanim 3.0.6 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) G bir grup ve A, = {(x,d4,(x)) : x € G} G nin
bir 7r-bulanik alt kiimesi olsun. A, ye m-bulanik alt grup denir < Her z,y € G igin
(i) 04, (zy) = min{da, (z),04,(y)}

(11) 5A7r (3371) > (SAW(ZB)

Onerme 3.0.2 (Alsarahead & Ahmad 2017) Bir A, m-bulanik alt kiimesine 7-bulanik alt grup

denir < A bir bulanik alt gruptur.

Tanim 3.0.7 G bir grup ve A, = {(z,d4,(z)) : x € G} G nin bir w-bulanik alt kiimesi olsun.
A, ye normal 7-bulanik alt grup denir < Her z,y € G i¢in §4_(xy) = da, (yz) dir.

Tanim 3.0.8 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) G bir grup ve A = {(z,04(x)) : € G} homojen
karmagik bulanik alt kiime olsun. Eger her =,y € G i¢in agagidaki sartlar saglaniyorsa A ya G

nin karmagik bulanik alt grubu denir.
(i) 0a(zy) = min {0 (2),04(y)}
(1) 04 (.73_1) > (SA(.CE)

Teorem 3.0.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) G bir grup ve A = {(x,d4(x)) : z € G} kiimesi
Sa(z) = sa(z)e™2® iiyelik degeri ile verilen homojen karmagik bulanik alt kiime olsun. Bu

takdirde A ya GG nin karmagik bulanik alt grubu denir <

() A= {(z,s4(z)): 2 € G,sa(x) € [0, 1]} kiimesi bir bulanik alt gruptur.

(i) A= {(z,va(z)): 2 € G,va(x) € [0, 27|} kiimesi bir 7-bulanik alt gruptur.



Ispat. A bir karmagik bulanik alt grup olsun. Bu takdirde her z,y € G icin

sa(zy)ea@) = 6, (zy)
> min {04(z),04(y)}
= min {s4(2)e" ), 54 ()™}

= min {s4(z), sa(y)} e mntval@va®} gjr,

A homojen oldugundan dolay1 s 4(zy) > min {s4(z),sa(y)} ve va(zy) > min{va(z),va(y)}

dir. Diger taraftan

ivA(z’l)

6a(x7h)
da(z)

= s4(2)e™4@ dir.

SaA (x’l) e

vV

A homojen oldugundan s (z7') > sa(z) ve va (z71) > va(x) dir.
Buradan A bir bulanik alt grup ve A bir 7-bulanik alt gruptur.

Tersine A bir bulanik alt grup ve A bir 7-bulanik alt grup olsun. Her z, y € G igin

0a(wy) = sa(zy)e™ @ > min {s4(x), say)} e Mlralea)
— min {sA(x)e“’A(x), sa(y)ea®

=min {d4(z),54(y)}

veE



sa(z71) R C

A(x)eivA(ac)

o4 (z71)

vV
®

) A (23) dir.
Dolayisiyla A bir karmagik bulanik alt gruptur.
Teorem 3.0.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) {A; :i € I} bir G grubu iizerinde karmasik

bulanik alt gruplarin bir ailesi ve her j,k € I igin A;, Aj; ile homojen olsun. Bu takdirde

N;erA; bir karmagik bulanik alt gruptur.
Ispat. Teorem 3.0.1 den biliyoruz ki her i € I igin s4,(x) bir bulanik alt grup ve v, ()
m-bulanik alt gruptur. Simdi, x,y € G olsun. Bu takdirde
5ﬁieIAi(xy) = SNier A (xy)ewﬁielAi(xy)
= mi]n {54, (zy)} e’ minier {va, (o9) }
1€
> min {min {54, (2), 54,(y)}} e e {mnira@en 0}
1€
— min {ml[n {SAZ(x)} ,HHIH {SAZ(y)}} ez’ min{minieI{UAi (z)},minieI{UAi(y)}}
1€ 1€
— min {mlln {54,(z)} eiminieI{’UAi(m)}’ miln {s4,()} eiminieI{UAi(y)}}
1€ 1€
= min {5nieIAi<x>7 601‘61141 (y)}
Diger taraftan
5mi€IAi (I_l) = SNierd; (1‘_1) e'Unier; (171)
— : -1 iminigj{vAi(x’l)}
min {5, (+7) e
> mi}l {sa.(x)} piminier{va, (@)}
e
= 6mieIAi (I) dir.
Buradan N;c; A; karmagik bulanik alt gruptur.
Teorem 3.0.3 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A, G grubu iizerinde bir karmasik bulanik alt

gruptur. < A’ G lizerinde karmagik bulanik alt gruptur.

Ispat. A, G iizerinde bir karmasik bulanik alt grup olsun. Bu takdirde her z,y € G icin
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Diger taraftan

Sac (1) = (1 = 54 (z71)) /CBrmval=™))
> (1 — sy(x)) eCrval®)
= ¢ () dir.

Boylece A' G iizerinde karmagik bulanik alt gruptur.

Tersine, A® bir karmasik bulanik alt grup olsun. Bu takdirde her z, y € G i¢in

Sa(zy) = sa(xy)ea@)
=1 (1 = sa(zy)) G- Crmvate))
> (1 —min{(1 —s54(2)), (1 — 54(y))}) e!Crmin{Gr—va(@),2r—va®)})
= max {s4(), s4(y)} ¢! m{val@va)}
> min {s4(z), s4(y)} e mintva@.val)}
= min {s4(2)e™@) s ()2 @)

= min {04(z),64(y)}
Diger taraftan
Sa(27!) = sa (a71) eale™)
= (1= s (1)) a7
>1— (1 —su(x)) el (2m—(27—va(2)))
= sa(z)eA )
= 04(z) dir.

Boylece A, G iizerinde karmagik bulanik alt gruptur.
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Tanim 3.0.9 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) Bir A = {(z,04(x)) : € G} karmagik bulanik
alt grubuna normal karmasik bulanik alt grup denir. < Her z,y € G igin d4(zy) = d4(yx) dir.

Tamim 3.0.10 Bir A, = {(x,04,(z)) : * € G} karmasik 7-bulanik alt grubuna normal
karmagik 7-bulanik alt grup denir. < Her x,y € G igin d4_(zy) = d 4, (yx) dir.

Teorem 3.0.4 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) G bir grup ve A = {(x,d4(2)) : © € G} kiimesi
Sa(r) = sa(x)e™2@ diyelik degeri ile verilen bir homojen karmagik bulanik alt kiime olsun.

Bu takdirde A ya G nin normal karmagik bulanik alt grubu denir. <

() A={(x,s4(7)): 2 € G,s4(x) € [0,1]} kiimesi bir normal bulanik alt gruptur.

(i) A= {(z,va(z)):z € G,va(x) € [0, 27|} kiimesi bir normal 7-bulanik alt gruptur.

Ispat. Teorem 3.0.1 ile A bir bulanik alt grup ve A bir w-bulanik alt grup oldugu gosterildi.

Simdi A nin normal bulanik alt grup ve A nin normal 7-bulanik alt grup oldugunu gésterelim.

A bir normal karmagik bulanik alt grup ve x,y € G olsun. Bundan dolay1 6(zy) = d(yx)
dir. Buradan s 4 (zy)e™4(®) = s, (yx)e™2®) olup s4(zy) = sa(yx) ve va(wy) = va(yz) dir

Boylece A bir normal bulanik alt grup ve A bir normal 7-bulanik alt gruptur.

Tersine, her z,y € G icin A bir normal bulanik alt grup ve A bir normal 7-bulanik alt grup
olsun. Bu takdirde s 4 (zy) = s4(yx) ve va(xy) = va(yz) olup s (zy)eA®) = s, (yx)eraWe)

dir. Boylece 04(zy) = da(yx) elde edilir.

Teorem 3.0.5 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) Bir A, GG grubu iizerinde normal karmagik bulanik

alt gruptur < A’ bir normal karmagik bulanik alt gruptur.

Ispat. Teorem 3.0.3 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.0.6 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) Iki normal karmasik bulanik alt grubun arakesiti

de normal karmagik bulanik alt gruptur.

Ispat. Tanim 3.0.9 yardimiyla Teorem 3.0.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Tamm 3.0.11 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,84(2)) : 0a(z) = sa(z)e™ @),z € X}
X in bir karmagik bulanik alt kiimesi olsun. o € [0,1] ve f € [0,27] i¢in
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A = {r € X :54(x) > a,va(x) > B} seklinde verilen A, gy kiimesine, A karmagik bu-
lanik alt kiimesinin (o, 5)-seviye alt kiimesi denir. Eger § = O ise A, = {z € X : sa(x) > a}

seviye alt kiimesi eger o« = O ise Ag = {x € X : va(x) > [} seviye alt kiimesini elde ederiz.

Teorem 3.0.7 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) A = {(z,64(2)) : 6a(z) = sa(z)e™1 ), z € G}
G’nin bir karmagik bulanik alt grubu ve €', G’ grubunun birim elemani olsun. Eger s4(¢’) > a

ve va(e) > Bise A, p) kilmesi G nin alt grubudur.

Ispat. Acikca e € A(a,p) dir. Boylece A, gy # ¢ dir. x,y € A, p) olsun. Bu takdirde

sa(x) > a,va(x) > B, saly) > aveva(y) > 3 dir.

Simdi,

5A(1:y) — SA(l-y)eivA(lﬂy) > min {SA<x>ez‘vA(x)7 SA(y>€i1)A(y)}
=min{ss(z),sa(y)} eimin{va(z),va(y)}

Buradan

sa(zy) = min{sa(r),sa(y)}
> min{a, a}

Ve

va(zy) = min {va(z), valy)}
> min{f, 5}
=
Bundan dolay1 ry € A, g) dir.
Diger taraftan 04 (z71) = s4 (x71) evale™) > sa(w)ea® dir,

Buradan s, (z7') > sa(x) > ave va(z7!) > va(x) > S oldugundan 2! € A, g elde

edilir.

Sonu¢ 3.0.1 A = {(z,64(2)) : 04(z) = sa(x)e™4@, 2 € G} G’ nin bir karmagik bulanik alt
grubu olsun. Eger sa(e) > «a ve vale) > [ise A, = {x € G:sa(z)>a} ve
Ag ={zx € G:va(x) > B} seviye kiimeleri G’ nin alt gruplaridir.

13



Tanim 3.0.12 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : G — H bir grup homomorfizmasi olsun.
A = {(z,04(x)) ;2 € G} ve B = {(z,0p(z)):x € H} sirastyla G ve H iizerinde iiyelik
degerleri d(x) = sa(x)e™4®) ve dp(z) = sp(z)e?2® seklinde olan karmagik bulanik alt

gruplar olsun.

C ={(y, f(94) (v)) : y € H} kiimesine A nin goriintiisii denir ve her y € H i¢in

F(04) (y) = { X,W )|z € G, flz) =y}, Z§Z§ HZ; / ZZ

seklinde tanimlanir.

= {(z, f~1(0p) (z)) : € G} kiimesine B nin ters goriintiisii denir ve her z € G igin
) =

~H(0p) (x

dp(f(z)) seklinde tanimlanur.

Lemma 3.0.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : G — H bir grup homomorfizmasi, A ve B

sirastyla G ve H lizerinde karmagik bulanik alt gruplar olsun. Bu takdirde;

Q) f(04) (y) = f(s4) (y)efva)W)
(i) [ (0p) (z) = f1 (sp) (x)el " wB)@)

Ispat. (i)
f(04) (y) = max d4(z)
f(z)=y
= fusx (sa(2)e™ )
= max su(x)em @)=y wa(z)
f(z)=y
— [ (s4) () @DW)
(i)
J7H(05) (x) = 05(f(2))

= sp(f(a))e= D
= " (sp) (x)eif‘l(vs)(w)

Teorem 3.0.8 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : G — H bir grup homomorfizmasi, A ve B

sirastyla G ve H lizerinde iiyelik fonksiyonlar1 04 (x) = sa(7)e®4@ ve §5(z) = sp(x)e2@
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seklinde olan karmagik bulanik alt gruplar olsun. Bu takdirde f(d4) H nin karmagik bulanik alt

grubudur.

Ispat. A bir karmagik bulanik alt grup oldugundan Teorem 3.0.1 ile s 4 () bir bulanik alt grup
ve v (z) bir w-bulanik alt gruptur. Ayrica Teorem 2.0.1 ve Onerme 3.0.2 ile s4(x) ve v4() in

goriintiileri sirasiyla bulanik alt grup ve 7-bulanik alt gruptur. Oyleyse her z,y € H igin

F (54) () 2 min {F (52) (2), £ (54) (90} ve £ (5) (=) > £ (54) (@),
(o) (2) > min {f (64) (@), f (04) ()} ve £ (04) (27 2 f () (&) dir.
Simdi Lemma 3.0.1 ile
f(8) (xy) = [ (sa) (wy)e T @A)

> min {f (s4) (), f (s4) (y)} ™ TEDE 00

= min {f (54) (2)e D@ £ (54) (y)eif(m)(y)}
— min {£ (5) (@), f (6.1) (9)}
ve
F(6) (7Y) = £ () (1) 7006
> f(s4) (x)eif(vA)(x)
= f(04) (x)dir.
Buradan f(d4) H nin karmagik bulanik alt grubudur.
Teorem 3.0.9 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) f : G — H bir grup homomorfizmasi olsun. A

ve B sirastyla G ve H iizerinde karmagik bulanik alt gruplar olsun. Bu takdirde f~*(dp) G nin
karmagik bulanik alt grubudur.

Ispat. B bir karmagik bulanik alt grup oldugundan Teorem 3.0.1 ile s (z) bir bulamik alt grup
ve vg(z) bir 7-bulanik alt gruptur. Ayrica Teorem 2.0.1 ve Onerme 3.0.2 ile sp(x) ve vp(r) in

ters goriintiileri sirastyla bulanik alt grup ve 7-bulanik alt gruptur. Oyleyse her z, y € G icin
f7H(sp) (xy) = min{f~" (sp) (z), [~ (sp) ()} ve
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[ (sB) (271) > [~ (sB) (2),

7t (vp) (xy) = min {f ! (vg) (x), /" (v5) (y)} ve

S wp) (@) = 7 (vp) () di

Simdi Lemma 3.0.1 ile

I (@5) () = £ (sp) (wy)e /0
> min {7 (sp) (2), /" (sp) (y)} €U 00O 000}
— min { [ (sp) ()2, 7 (sp) ()etd 20}
= min {f7" (63) (z), /" (68) (4)}
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4. KARMASIK BULANIK ESNEK GRUPLAR

4.1 Karmasik Bulanik Esnek Kiimeler

Tamm 4.1.1 (Nadia, 2010) U # () bir evrensel kiime, £ # () bir kiime ve A C E olsun.
f:A— KB(U)ile verilen (f, A) ikilisine U lizerinde bir karmagik bulanik esnek kiime denir.

U iizerindeki biitiin karmagik bulanik esnek kiimelerin ailesi K BE(U) ile gosterilir.

Ornek 4.1.1 U = {hy (Hindistan), hy (Avustralya), h3 (Birlesik Krallik), b, (ABD)} iilkeler
kiimesi ve

E = {e; (enflasyon orani), e, (niifus artist), e3 (issizlik orani), e, (hisse senedi piyasa endeksi) }
ilgili iilkelerin biiyiime parametrelerini gostersin. A C F, A = {ej,e3} icin f : A — KB(U)

dontistimii

fer) = {(h1,0.4¢°7), (hg,0.8¢T), (hs,0.8¢"%T), (hy, 1.0e™°7) }
f(es) = {(h1,0.6¢™™), (hy,0.9¢°7), (hs,0.7€"°7), (hy, 0.75¢*%7) |

olarak verilsin. Bu takdirde (f, A) karmagik bulanik esnek kiimesi (f, A) = {f(e1), f(es)}
seklindedir.

Tanmmm 4.1.2 (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. (f, A)’ya (g, B) nin alt kiimesi denir. <
() ACB
(i) Herz € Aicin f(z) C g(z)

Bu durum (f, A) C (g, B) ile belirtilir.

Tanmm 4.1.3 (f,A) € KBE(U) olsun. (f, A) ya bos karmagik bulanik esnek kiime denir. <
Her x € Aigin f(z) = 0."" dir. Bu durum ® 4 ile belirtilir.

Tanmm 4.1.4 (f,A) € KBE(U) olsun. (f, A) ya tam karmagik bulanik esnek kiime denir. <
Her x € Aigin f(z) = 1.€"*" dir. Bu durum € ile belirtilir.

Tanim 4.1.5 (Nadia, 2010) (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. C' = A N B olmak tizere her
c € Cigin h(c) = f(c) Ng(c) olarak tanimlanan (h, C') kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin
arakesiti denir. Bu durum (f, A) N (g, B) ile belirtilir.
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Ornek 4.12 U = {h1,ha,h3,hy} ve E = {ey,eq,e3,e4} parametreler kiimesi olsun.
A,BC E,A={e, e} ve B={ey} olsun. (f, A) ve (g, B) karmasik bulanik esnek kiimeleri

asagidaki gibi verilsin.
(e1) = {(1,0.2¢7), (hg, 0.7¢™%7), (h3,0.9¢™7), (hy, 1.0e™P7) }

(e2) = {(h1,0.5¢"°7), (hy,0.7¢"%7), (h3,0.6e""%™), (hy, 0.25¢47) }
g (ez) = {(h1,0.4€""7), (h2,0.6€™°7), (h3,0.7¢"7), (hy,0.6€"%7) }

C = AN B = {ey} olmak iizere
h(es) = f(e2) Ng(e2) = {(h1,0.4¢°7), (ha,0.6e°7), (h3,0.6€%T), (hy, 0.25¢"47) }
seklinde olup (h, C') = (f, A) N (g, B) = {h(e2)} dir.

Tamim 4.1.6 (Nadia, 2010) (f, A), (¢9,B) € KBE(U) olsun. C' = A U B olmak iizere her
c € Ci¢in

f(e) ce A-B
h(c) = ¢ g(c) ceB—-A
fle)Uglec) ce ANB
ile verilen (h,C) kiimesine (f, A) ve (g,B) kiimelerinin birlegsimi denir. Bu durum

(f,A)uU ( B) ile belirtilir.

Ornek 4.1.3 U = {hy, hy, hs, hy} ve E = {e1, ey, €3 €4} parametreler kiimesi olsun.
A, BC E,A={ej,e3} ve B={es, e4}olsun. (f, A) ve (g, B) asagidaki gibi verilsin.

f(ex) = {(h1,0.4€%7), (hy,0.8¢"%7), (h3,0.8¢"57), (hy, 1.055T) }
fes) = {(h1,0.6¢™), (ha,0.9¢™°7), (h,0.7¢"57), (hy, 0.75¢57)}

g (e3) = {(h1,0.5¢4) (hy, 07675, (hg, 0.6¢5™), (hy,0.9¢77)}

g (e1) = {(h1,0.8¢"%), (o, 0.85¢"%°7), (h3, 0.75¢"%°"), (hy, 0.95¢"47) }

C = AU B = {ey, e3, e4} olmak iizere

=
—~
]
—
~—
I

fer) = {(h1,0.4€"%), (ha, 0.8¢7°7), (h3, 0.8¢"%7), (hy, 1.057) }
h1,0.8¢"%7), (hy,0.85¢"%7), (hs, 0.75¢"%™), (hy,0.95¢45T) }

(
(e3) = {(h1,0.6e™7), (hg,0.9¢T), (h3,0.7¢"%7), (hy, 0.9¢"%7) }
)=

(£, A) U (g, B) = {h(e1), hles), hes)} dir.

) =

= g(e4)

h(es) = f (e3)
seklinde olup (A,

U

18



Onerme 4.1.1 (f,, A;) € KBE(U) olsun. Bu taktirde;

@) (f1, 4) U (f1, A1) = (1, A1)
Q) (fi, 4) 0 (fr, A1) = (i, A1)
(iii) (f1,41) U ®a, = (f1, A1)
(v) (f1, A1) N Dy, = Py,

V) (f1, A1) UQu, = Qq,

i) (f1, A1) N, = (f1, A1)
Ispat.

i) (f1, A1) U (f1, A1) = (h,C) olsun. Tanim 4.1.6 ile C' = A; U A; = A; olmak iizere
her x € C i¢in h(z) = max {fi(x), fi(x)} = fi(x) dir. Buradan (f;, A;) U (f1, A1) =
(f17 Al) dir.

i) (f1, A1) N (f1,A1) = (h,C) olsun. Tanim 4.1.5ile C' = A; N A; = A; olmak iizere
her x € Cigin h(z) = min{fi(x), fi(x)} = fi(x) dir. Buradan (f;, A;) N (f1, A1) =
(fl: Al) dir.

(iii) (f1,4) U ®y, = (h,C) olsun. Tanim 4.1.6 ile C = A; U &4, = A; olmak iizere her
z € Cigin h(z) = mazx {fi(z),0} = fi(x)

(iv) (iv), (v) ve (vi) nin ispatlar1 benzer sekilde yapilir.
Onerme 4.1.2 (f1, A1), (fa, A2), (f3, A3) € KBE(U) olsun. Bu takdirde;
@) (f1, A1) U (fo, Az) = (f2, A2) U (f1, Ay)

(far Ag) = (fo, A2) O (fr, Ar)

DK

(11) (f17 Al)

(@

i) (f1, A1) U ((for A2) U (fa, A3)) = ((f1, A1) U (fo, A2)) U (f3, As)
(iV) (flaAl) ﬁ ((fz,AQ) FW (f3,A3)) = ((f17A1> FW (fz,Az)) F] (f3,A3)

V) (fi, A1) C (fo, As) = (f1, A1) O (f, As) T (fa, A2) N (f, As)

19



i) (f1, A1) € (2, A2) = (1, 41) O (f3, 43) T (fo, A3) O (f5, 43)

(vid) (f1, A1) U ((f2, A2) N (f3, As)) = ((f1, A1) U (f2, A2)) O ((f1, A1) U (f3, As))
(Vi) (f1, A1) 0 ((fa, Ao) U (f3, A3)) = ((f1, A1) O (fo, 42)) U ((fr, A1) O (f3, A3))
Ispat. (i), (ii), (iii) ve (iv) in ispatlart Tanim 4.1.5 ve Tanim 4.1.6 ile aciktir.

) (f1,41) i (f2, Az) oldugundan Tanim 4.1.2 ile A; C As ve her z € A; i¢in fi(x) é
fo(z) dir. Tanim 4.1.5 ile (f1, A1) O (fs, As) = (g, A1 N0 As) ve (fa, A2) N (fs, A3) =
(p, A2NA3) olmak iizere her z € A1NA; veherz € AsNAsicin g(x) = min { fi(z), fs(x)},
p(x) = min { fao(z), f3(x)} seklindedir. Buradan A; N A3 C A, N A3 ve her z € A igin
g(x) C p(z) olur.
Yani (1, Ay) O (fs, A3) T (fo, A2) 0 (f3, As) dir.

(vi) (v) e benzer sekilde yapilir.

(ViD) (f1,41) U[(f, A2) O (f5. A3)] = (p, D) ve [(f1, A1) U (fo, A)] N [(fr, A1) U (f3, As)] =
(g, E) esitlikleri goz oniine alinirsa Tanim 4.1.5 ve Tanim 4.1.6 ile D = A; U (Ay N Aj3)
ve £ = (A; U Ay) N (A U A;3) olur. Dolayisiyla D = E ve her x € D igin p(z) = ¢(x)

dir. Buradan (f1, A1) U((f2, A2) N (f3, A3)) = ((f1, A)U(for A2)) (1, A1) O(f3, As))
esitligi elde edilir.

(viii) (vii) ye benzer sekilde yapilir.

Tamm 4.1.7 (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. C = AN B # () olmak iizere her ¢ € C igin
h(c) = f(c)Ug(c) ile verilen (h, c) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin daraltilmis birlesimi
denir. Bu durum (f, A) U (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.14 U = {h1,ho,h3,hy} ve E = {ey,eq,e3,e4} parametreler kiimesi olsun.
A, B C E,A = {ej,e3} ve B = {eq,e3} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri agagidaki sekilde

verilsin.

f(e1) = {(h1,0.5¢"°7), (ha,0.4€"%°7), (h3,0.3¢"°7), (hy, 0.85¢"7) }
£ (e3) = {(h1,0.5¢™™), (ha, 0.8¢™7), (hy, 0.6e"™™), (ha, 0.3¢"7) }
g (e2) = {(h1,0.4e4™), (hy,0.6¢™57), (hy, 0.7, (hy, 0.8¢"9°™) )
g(e3) = {(71,0.7°47), (hg, 0.65¢7°°7), (hg, 0.5¢7%7), (hy, 0.85¢147) }
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C' = AN B = {e3} olmak iizere
h(es) = f(e3) Ug(es) = {(hl, 0.7 (hy, 0.8, (hs3, 0.6e ™), (hy, O.856i0'4”)}
seklinde olup (h,C) = (f, A) i (g9, B) = {h(es)} dir.

Tamim 4.1.8 (f, A), (g9, B) € KBE(U) olsun. C' = A U B olmak iizere her ¢ € C igin

f(e), ce A-B
h(c) = ¢ g(c), ceB—A
fle)ng(c), ce ANB

ile verilen (h,c) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin genisletilmis arakesiti denir.

Bu durum (f, A) M (g, B) ile belirtilir.

Ornek4.1.5 U = {h1,ha,h3,hy} ve E = {ej,eq,e3,e4} parametreler kiimesi olsun.
A,B C E,A = {e1} ve B = {e1, ez} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri agagidaki sekilde
verilsin.

f(e1) = {(h1,0.3¢"7), (hy,0.7€"°™), (h3,0.7€"97), (hy, 0.4€™*™) }

g (e1) = {(h1,0.45¢"57), (o, 0.45¢"%7), (h3,0.7¢"), (hy, 0.9¢70957) }

g (ea) = {(h1,0.7€"%7), (ha, 0.5¢"%57), (3, 0.5¢ ™), (h4, 0.85¢" ™) }

C = AU B = {ey, €2} olmak iizere

h(er) = f(e) Ng(er) = {(h1,0.3¢"*7), (ho,0.45¢""5T), (hg, 0.7¢"°T), (ha, 0.4€45) }
h(es) = g(e2) = {(h1,0.7€"), (ha, 0.5¢"%™), (h,0.5¢"™), (hy, 0.85¢™ ™) }

seklinde olup (h, C) = (f, A) 11 (g, B) = {h(e1), h(es)} dir.
Tanmim 4.1.9 {(f;, A;) | i € I} U iizerinde karmagik bulanik esnek kiimelerin bir ailesi olsun.

i) A = 'LeJIAi ve her z € Ai¢gin I(z) = {(i | x € A;} olmak lizere f(x) = SJ( )fi(:v)
z iel(x
seklinde tanimlanan (f, A) karmagik bulanik esnek kiimesine (f;, A;) karmagik bulanik

esnek kiimeler ailesinin birlesimi denir. Bu durum (J(f;, A;) notasyonu ile gosterilir.
iel

(i) A = ‘ﬂIAZ- ve her z € A i¢in f(z) = n fi(z) seklinde tanimlanan (f, A) karmagik
1€ 1€
bulanik esnek kiimesine ( f;, A;) karmasik bulanik esnek kiimeler ailesinin arakesiti denir.

Bu durum [ (f;, 4;) notasyonu ile gosterilir.
iel
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(iil)) A = ‘ﬂIAi veherz € Aicin f(x) = U fi(x) seklinde tanimlanan ( f, A) karmasik bulanik
1€ 1€
esnek kiimesine (f;, A;) karmagik bulanik esnek kiimeler ailesinin daraltilmig birlesimi

denir. Bu durum | |(f;, A;) notasyonu ile gosterilir.
i€l

(iv) A = 'LeJ[Ai ve her v € Aicin I(z) = {(i |z € A;} olmak iizere f(zx) = 0, )fl( )
7 i€

seklinde tanimlanan (f, A) karmagik bulanik esnek kiimesine (f;, A;) karmagik bulanik
esnek kiimeler ailesinin genigletilmig arakesiti denir. Bu durum [](f;, A;) notasyonu ile

R i€l
gosterilir.

Onerme 4.1.3 {(f;, A;) |i € I} C KBE(U) ve (f, B) € KBE(U) olsun.

o 108 ) - 7010

(ll)fBLNJ(gf“ >=ﬁ< Ui, A )

(111) (I:l fza ) = I:l ( fm )
el el

(i) ( (ﬁ fir A ) ~ ﬁl< (i, A )

Ispat.

o 50 (U040) = (80 (540 ) ve U (120 A)) = (1 yB04))

el il

olsun. I(z) = {i |z € A;}, I/(a:) ={i|x € BN A;} olmak lizere x € BN (UIA%') =
1€

U (BN A4;)ise

b = o ( b A0
— U (f@NA@)

i€l(x)

= ieIL,J(I) (f(x) N fi(x)) (I(z) = I () oldugundan)

= h(x)dir.

Yani k(z) = h(z) olur. Buradan | J (( £ BN A,-)) — (f,B)N (O( fi,Ai)>

i€l i€l
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@ (10 (A0 40) = (k8L ve ) (750 A) ) = (g BUA))

el 1€l

olsun. x € BU (ﬂIAi) = ﬂI (B U A;) olmak iizere
1€ 1€
e Egerx € B\ AﬂIAZ- ise k(x) = f(x) dir. Ayricax ¢ ﬂIAi oldugundan keyfi bir i € I,
1€ 1€

v ¢ A;jvel ={j|zec A;}olmak iizere h(z) = [ N (f(x) Uf,(x))} N f(x) =
i€l
f(z) dir. Yani k(z) = h(z) olur.
* Eger z € 'QIAi \ Bise k(z) = -szi(x) dir. Ayricaheri € [icinz € A; \ B
oldugundan h(z) = Qlfl-(:c) dir. Yani k(z) = h(z) olur.
* Egerz € BN <'QIAi) ise k(x) = f(z)N (fo’(x)) = N (f(z)N fi(z)) = h(x)

el
olur.

Buradan (f, B)J (ﬁ(fi,A») -N ((f, B)O(fz-,Ao) dir.

icl el

(ii1) 1) ye benzer sekilde yapilir.
(iv) ii) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.1.1 KBE(U) = {(f,A) | ACE,f: A— KB(U)} olsun ve {(fi,A;) |1 € [} U
tizerinde karmagik bulanik esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu takdirde (K BE(U), ) tam

kafestir ve Sup {( f;, Z)|z€]}—U(fz, A;), Inf {(fi, Z)|ZEI}—ﬂ(f1, A;) dir.

iel iel
Ispat. Acikga j € [ igin (f;, Aj) C U (fi, 4;) dir. Ote yandan, (g, A) € KBE(U) ve
i€l

her i € [ igin (f;, A;) C (9,A)iseheri € I vex € Aigin A; C A ve f;(x) C g(x) dir.
Boylece 'UIAZ- CAverx € ,UIAz icin 'Ulfl-(x) C g(x) yani |J(fi, As) C (g, A) olur. Buradan
1€ 1€ 1€

iel

Sup{(fi,4;) |iel} = O(fi,Ai) olur.

el

Acgikca j € [ igin ﬁ(fi,Ai) C (f;, A;) dir. Ote yandan, (g, A) € KBE(U) ve heri € I igin

iel
(g,A) C (fiyA;)iseheri € I vex € Aigin A C A, dir. Boylece A C DIAZ- ve v € Aigin
1€

g(x) C ﬂfl( ) yani (g, A) C ﬁ(fi,Ai) olur. Buradan Inf {(f;, A;) | i € I} = ﬁ(fi,Al-) olur.

el i€l

Sonug olarak (K BE(U), ) tam kafestir.

Tanim 4.1.10 (f, A), (9, B) € KBE(U) olsun. C' = A x B olmak iizere her (a,b) € A x B
icin h(a,b) = f(a) N g(b) ile verilen (h, c¢) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin A-arakesiti
denir. Bu durum (f, A) A (g, B) seklinde gosterilir.
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Ornek 4.1.6 U = {h1,ha,h3,hy} ve E = {ey,eq,e3,e4} parametreler kiimesi olsun.
A, B C E,A = {e1,e2} ve B = {eg,e4} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri agagida oldugu

gibi verilsin.

f(e1) = {(h1,0.3¢"°7), (he,0.7¢"%7), (h3,0.8¢"°7), (hy, 1.0¢%7) }
f(e2) = {(h1,0.2¢"7), (ha, 0.8¢"0°7), (h3, 0.5¢""*"), (hy, 0.5¢"7) }

g (e2) = {(h1,0.45¢"*7), (ha,0.2¢"1°7), (h3, 0.6 ™), (hy,0.8¢7°7) }
g (es) = {(h1,0.6¢%7), (hg,0.5¢™07), (hg,0.15¢737), (hy, 0.85¢557)}

C=AxB= {(61, 62)7 (61, 64), (62, 62), (62, 64)} olmak tizere

e1, €2) = {(h1,0.3¢""7), (h2,0.2¢"1°7), (h3,0.6¢"™™), (hy, 0.8 }

( )
(hh 0. 367]0 671')’ h27 0. 56@0 671') (h37 0'15ei0.3ﬂ), (h4, 0.85€i0'85ﬂ}
{(hl’ 0. 92¢10- 47r>
( )
(h,

h(
h(€17€4
h(627 €2

)
)
)
)=

{(h1,0.2¢%7), (hy,0.5¢"°7), (hg, 0.15€"%T), (hy, 0.5€™" }

(627 €4

(
(
, (h2,0.2¢1°7) (hg, 0.5¢"0%°7), (hy, 0.5¢"°7 }
(
) A

seklinde olup (h,C) = (f, A) A

(9. B) = {h(e1, e2), h(e1, €q), h(ea, €2), h(ea, e4)} dir.

Tanm 4.1.11 (f, A), (9, B) € KBE(U) olsun. C' = A x B olmak iizere her (a,b) € A x B
icin h(a,b) = f(a) U g(b) ile verilen (h, c¢) kiimesine (f, A) ve (g, B) kiimelerinin V-birlesimi
denir. Bu durum (f, A) V (g, B) ile belirtilir.

Ornek 4.1.7 U = {hy, hy, hs, hy} ve E = {e1, ey, e3,e4} parametreler kiimesi olsun.
A, B C E;A = {e1,e3} ve B = {e3} olsun. (f, A) ve (g, B) kiimeleri asagida oldugu gibi
verilsin.

(e1) = {(h1,0.2¢"17), (h,0.7€°T), (h3,0.7%T), (4, 0.9¢™%7) }

(es) = {(h1,0.4€"°7), (hy,0.7¢"7), (h3,0.8¢"%T), (hy, 0.6e™P7) }
g (e3) = {(h1,0.4€"°7), (ha,0.6€""™), (hs, 0.5"%7), (hy,0.7¢"7) }

C' = Ax B={(ey,e3), (e3, e3)} olmak iizere

h(er,e3) = {(h1,0.4¢"7), (ha,0.7¢"7™), (hs, 0.7€%7), (hy,0.9¢"7 }
h (637 63) = {(hlv 0'46i0.67r>’ (h27 0'76i0.87r)’ (h37 0'86i0.857r), (h4, 0.7€i0.97r}

seklinde olup (h, C) = (f, A) V (g, B) = {h(e1, €3), h(es, e3)} dir.

Tamim 4.1.12 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A), (9, B) € K BE(U) olsun. Bu takdirde;
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(i) (f, A)’ya homojen karmasik bulanik esnek kiime denir. < Her a € A igin f(a) homojen

karmagik bulanik alt kiimedir.

(ii) (f,A)’ya (f, B) ile homojen karmasik bulanik esnek kiime denir. < Her a,b € A i¢in
f(a), f(b) ile homojendir.

(iii) (f, A)’ya (g, B) ile homojendir denir. < Her a € AN B i¢in f(a), g(a) ile homojendir.

Tamm 4.1.13 U # 0, V # () evrensel kiimeler olsun. A # () ve B # () parametre kiimeleri
olmak iizere ¢ : U — V, ¢ : A — B fonksiyonlari ile verilen (¢, 1)) ikilisine U’dan V’ye

karmasik bulanik esnek fonksiyon denir.

Tamm 4.1.14 (f,A) € KBE(U), (9, B) € KBE(V) ve (p,%) U dan V' ye karmagik bulanik

esnek fonksiyon olsun. Bu takdirde

(i) (f,A) nmn (¢, 1) karmasik bulanik esnek fonksiyonu altindaki goriintiisii (p, )(f, A) =
(p(f),¥(A)) ile belirtilir ve b € (A), y € V igin

v v 5f(a) (‘I)a eger gb*l (y) 7§ @
o)) (y) = { @)=y vl@)=b @

0, eger ¢ ' (y) =
olarak tanimlanir.

(ii) (g, B) nin (¢, 1) karmagik bulanik esnek fonksiyonu altindaki ters goriintiisii
(o, )" g, B) = (¢ '(g), v 1 (B)) ile belirtilir ve a € ) (B),z € U igin
Op-1(g)() (%) = dg(p(a))((2)) olarak tanimlanur.

Ornek 4.1.8 U = {u;, us,us} ve V = {vy, v,} iki evrensel kiime olsun. A = {a;, as, as} icin
U iizerinde ( f, A) karmagik bulanik esnek kiimesi asagidaki gibi verilsin.

f(ar) = {(u1,1€*™), (up, 1€™), (us, le2) },

f(az) = {(w1, 363)  (uz, 567) s (us, 5¢7) },

Fas) = { (1. 207 . (ua 3e) . (g, 2e5) .

B = {by, by} i¢in V iizerinde (g, B) karmasik bulanik esnek kiimesi asagidaki gibi verilsin.

g (b1) = {(v1,1€™), (vo, 3€™) }

g (b2) = {(v1,5¢7) s (v2, 5¢7) }

¢:U — Vvey:A— B fonksiyonlari

@ (u1) = vy, @ (u2) = ¢ (ug) = va, ¥ (a1) = by ve ¢ (az) = 1 (a3) = by seklinde tanimlansin.
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Bu takdirde b; € ¥(A) i¢in
Op(f)(br) (vl) = f(ar) (u1) = 1e*"

Ot (er) (V2) = {O5aa) (12) V Op(an) (us) } V {Stas) (2) V Opas) (u3) }
| 1 - 1=
= {564 \Y 565} V {567 vV 568}
l =
= 564 .
Benzer sekilde x € V igin 0,(s)@s,) () liyelik degerlerini bulabiliriz.

Simdi a; € ¢¥~!(B) igin;

p=1(g)(ar) (U1) = Og(p(ar)) (¢ (u1)) = Ogpy) (v1) = Le™
1
01 (g)(ar) (U2) = Og(pian)) (¢ (u2)) = Gg(on) (v2) = Je

1 T
Op-1(g)(ar) (Us) = Og(p(ar)) (¢ (Us)) = gby) (v2) = 3¢

elde edilir. Benzer sekilde v € U igin dy,-1(g)(ap)(T) V€ dp-1(g)(az) () tiyelik degerlerini de

bulabiliriz.

Lemma 4.1.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A) ve (g, B) swrasiyla U ve V iizerinde iki
homojen karmagik bulanik esnek kiime ve (¢, ), U dan V' ye karmasik bulanik esnek fonksiyon

olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir.

@) o) (Y) = Sp(p)(@ (y)een@

(i) dp-1(g)0)(2) = Sp-1(g)0) (2)€™

ispat. (1)
Op(f)(@) (Y) = \/ \/ St
)=y ¥(k)=a
— \/ \/ S pry (1) s ®
(t)=y Y(k)=a

2{ vV Vv vf(k)(t)}
- \/ \/ Spry (1) p e \st=mii=a

)=y p(k)=a
- Sso(f)(a)(y)e Vo (f)(a) (¥)
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(i1)
Oo-1(g)(5) (%) = Sgwy) ((2))

= Sg(u()) (p(x))eoen(#)

= Sp=1(g)(b) (SL“)ei”Wl(g(b)(z)

4.2 Karmagsik Bulanik Esnek Gruplar

Bu kisimda tiim karmagik bulanik esnek kiimeler, homojen karmasik bulanik esnek kiime olarak

alinacaktir.

Tanim 4.2.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) G bir grup ve (f, A) € KBE(G) olsun. (f, A) ya

(7 tizerinde bir karmagik bulanik esnek grup denir. < Hera € A ve z,y € G igin
(@) Oy (zy) = min {ds0)(2), Op(a)(y) }
(ii) Jf(a) (+71) 2 00 (2)

Ornek 4.2.1 N tiim pozitif tam sayilarin kiimesi ve G = Zj, olsun f : N — KB(G)
fonksiyonu her n € NN igin,

Leim egerx € {0,6}

Ormy(x) =< "
() {Oezo7r egerx € Z1o —{0,6}

seklinde tanimlansin.

Bu takdirde (f, N), Z15 iizerinde bir karmagsik bulanik esnek gruptur.

Coziim: Her n € N igin, f(n) = {(2,0p()(x))} Z iizerinde bir karmagik bulamik alt
gruptur. Boylece (f, V) Z15 iizerinde bir karmagik bulanik esnek gruptur.

Ornek 4.2.2 (G, .) bir grup ve ¢/, G’nin birim eleman1 olsun. f : G — K B(G) olmak iizere
her x € G igin,

le™, x=¢
Op(g) () = {1

567, xF£e

ile verilen (f, G) kiimesi G iizerinde karmagik bulanik esnek gruptur.

27



Coziim: Her z,y € G igin 7y (z7) = 55 (x) oldugu agiktir.
Simdi &4y (2.y) > min {85y (x), 65 (y) } oldugunu gosterelim.

1. x = ¢ veyay = € ise esitsizlik dogrudur.

w1 im |

2. x # € vey # ¢ ise min {0y (), 05 (y)} = min{ie™ 1™} = L™ < Gy (2y)
olur. Yani her ¢ € G igin f(g) G’nin karmagik bulanik alt grubudur. Boylece (f,G), G

tizerinde karmagik bulanik esnek gruptur.

Tanm 4.2.2 (f, A) ve (g, B) G lizerinde karmagik bulanik esnek gruplar olsun. (f, A)’ya

(g, B)’nin karmagik bulanik esnek alt grubu denir.<
i ACB
(ii) Her a € Aigin f(a), g(a) nin karmagik bulanik alt grubudur.
Bu durum (f, A) < (g, B) ile belirtilir.
Ornek 4.2.3 f:R — KB(R) ve g : R — K B(R) doniisiimleri her n, z € R i¢in

1 1

e, n<a 567, n<zx . .
Opmy(z) = {S 6T p<m ve Gym)(x) = {i’ S oen seklinde verilsin.

Agikga (f,R) < (g,R) dir.

Teorem 4.2.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A) G grubu iizerinde homojen karmagik
bulanik esnek kiime olsun. Bu takdirde (f, A), G iizerinde bir karmagik bulanik esnek

gruptur <

@ (f,A) = {(z,sp0)(2)) : 2 € G, 54 (x) € [0,1]} bulamk esnek kiimesi bir bulanik

esnek gruptur.

(i) (f,A4) = {(z,vp@)(2)) : & € G,vyq)(x) € [0,1]} 7-bulamk esnek kiimesi bir 7-bulamk

esnek gruptur.

Ispat. (f, A) bir karmagik bulanik esnek grup ve x,y € G olsun. Bu takdirde her a € A igin
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s (o) (y) e @) = §74) (wy)

> min {5f(a)(l'), 5f(a) (y)}

= min {5 (o) ()€1, 55 (y)e" 1@V}

= min {s0)(2), 570 (9) } €™ @00 ] dir
(f, A) homojen oldugundan
Sf(a)(zy) = min {Sf(a) (), 55(a) (y)} ve Uf(g)(7y) > min {vf(a)(x), Uf(a)(y)} dir.
Diger taraftan

—1 va(a ( ) 1
Sf(a) (:C )6 = 0f(a) (:L‘ )
> 0f(a)(7)

= 5 f(a)(2)e™7@® olup

St (@71) > spa)(x) ve vy (271) > vy(e)(x) dir. Buradan (f, A) bir bulanik esnek grup ve
(f,A) bir w-bulanik esnek gruptur.

Tersine, (f, A) bir bulanik esnek grup ve ( f,A) bir m-bulanik esnek grup olsun. Bu takdirde
her a € Aigin

St(ay(@y) = min {s ) (@), ¢ (Y) }, V@ (zy) > min {vpe (), v (y }Ve
Sf(a) (£71) 2 s5()(2) ve vy (271) > vy (2) dir.
Simdi,
Sy (2y) = sf(a)(xy)ei”f(a)(wy)
> min {Sf(a) (), Sf(a) (y)} ot min{vs(a) (@) (a) () }
= min {s4(q) (2)e"" @, 550 (y)e" W}

= min {J5(a) (), 95a)(y) } -

Buradan f(a) bir karmagik bulanik alt gruptur. Bdylece (f, A) bir karmagik bulanik esnek
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gruptur.

Teorem 4.2.2 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) {(f;, 4;) : i € I}, G grubu iizerinde karmagik
bulanik esnek gruplarin bir ailesi ve her j, k € I igin (f;, A;), (fx, A) ile homojen olsun.

~

Bu takdirde (,.; (fi, A;) bir karmagik bulanik esnek gruptur.

Ispat. C' = Njc;A; olmak iizere Nics (fi, A;) = (h,C) olsun. Bu takdirde heri € I ve ¢ € C
i¢in f;(c) bir karmagik bulanik alt gruptur. Buradan ¢ € C igin sy, (z) bir bulanik alt grup ve
Vf, () (@) bir m-bulanik alt gruptur. Simdi her z,y € G ve ¢ € C igin

5h(0) (xy) = 5ﬂielfi(c) (%y)

= Srerfi(0) (zy) etwnier fi(e)(zy)

— mi iminiel{vlfi(c)(wy)}
min {sy,)(zy)} e

> . : ) X iminiel{min{vfi(c>(x),vfi(c) (y)}}
Iznel}l {mln {Sfl(c) (x), S51:(c) (y)}} e

= min {I?elln {Sfi(C) ("E)} ) Iflel}l {Sfi(c) (y)}} et min{minig[{vfi(c)(w)}’miniEI{vf'i(c) (y)} }

_ . . iminiE[{vfi(c)(r)} : iminiel{vfi(c)(y)}
min {rgélg{sfi(c)(a:)}e aIleellIl{Sfi(c)(y>}€

= min {6, fi(¢) (@), O, i) () }
= min {5h(c) (x), 5h(c)(y>}

ve

One) (277) = Oricrrico (27
= Snerfite) (@) €7 fi(e) (277)
= min {s7, (z7')} gimimer{w (=)}
> min {5, (v) } ¢ minier {0 0}
= 5mi€[fi(c) (m)
= Op(¢) () elde edilir.

Boylece N;er (f;, A;) bir karmagik bulanik esnek gruptur.

Sonu¢ 4.2.1 (f, A) ve (g, B) G grubu iizerinde karmasik bulanik esnek gruplar ise (f, A) N
(g, B) karmagik bulanik esnek gruptur.
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Teorem 4.2.3 (f, A) ve (g, B) G lizerinde karmagik bulanik esnek gruplar ve AN B = () olsun.
Bu takdirde (f, A) U (g, B) karmagik bulanik esnek gruptur.

Ispat. (f,A)ve (g, B) G iizerinde karmagik bulanik esnek gruplar ve (f, A)U (g, B) = (h, C)
olsun. Burada C' = AU B olup, eger c € A\ B ise 0p(c)(x) = 0p)(x) ve c € B\ Alise
On(e)(®) = dy(e)(x) dir. Buradan dp(.)(z) ve 0y (x) karmagik bulanik alt gruplardir. Ustelik
(f, A) U (g9, B) = (h, C') karmagik bulanik esnek gruptur.

Teorem 4.2.4 (g, A) ve (k, B) G lizerinde karmagik bulanik esnek gruplar olsun. Eger her
r € AN Bigin g(z) C k(x) veya k(x) C g(x)ise (g, A) U (k, B) G iizerinde karmagik bulanik

esnek gruptur.

Ispat. Acikga her z € C icin g(z) ve k(x) G nin karmagik bulanik alt gruplaridir. Eger
g(x) C k(x) veya k(x) C g(x) olursa g(z) V k(x) = maz {g(x), k(x)} G nin karmagik bulanik
alt grubu oldugu aciktir. Buradan (g, A) U (k, B) G lizerinde karmagik bulanik esnek gruptur.

Teorem 4.2.5 (f, A) ve (g, B) G grubu iizerinde karmasik bulanik esnek gruplar ve AN B = ()
olsun. Bu takdirde (f, A) v (g, B) karmasik bulanik esnek gruptur.

Ispat. Tamim 4.1.10 kullanilarak Teorem 4.2.3 iin ispatina benzer sekilde yapulir.

Teorem 4.2.6 (f, A) ve (g, B) G grubu iizerinde karmagik bulanik esnek gruplar ise (f, A) A
(g, B) karmagik bulanik esnek gruptur.

Ispat. (f, A) A (9, B) = (h,C) olsun. Burada C' = A x B olmak iizere her (a,b) € C igin
h(a,b) = f(a) N g(b) olup, (f, A) ve (g, B) karmasik bulanik esnek gruplar oldugundan f(a)
ve g(b) G lizerinde karmagik bulanik alt gruplardir. Buradan f(a) N ¢(b) G lizerinde karmasik
bulanik alt gruptur. Boylece (f, A) A (g, B) karmagik bulanik esnek gruptur.

Lemma 4.2.1 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) G bir grup ve (f, A), G iizerinde homojen karmagik
bulanik esnek kiime olsun. Bu takdirde her a € A i¢in (f, A) G iizerinde bir karmagik bulanik
esnek gruptur. < (o) (zy ™) > min {84(a)(2), 0@ (y) } -

Ispat. (f, A) bir karmagik bulanik esnek grup olsun. Bu takdirde her a € A igin 6 () (zy) >
min {(Sf(a)(fﬂ), (Sf(@(@/)} ve 5f(a) (:1571) > 5f(a)(fL‘) olup
5f(a) (Iyil) > min {5f(a) (I), 5f(a) (y71>} > min {5f(a)(l'), 5f(a)(y)} dir.

Tersine,

31



0s(a) (zy™') = min {8p(a)(2), 64(a)(y) } olsun Her z € G igin z = y alinirsa 0y(q)(€) > 6 5(a)(2)
olup 6f(a) (y‘l) = 5f(a) (ey‘l) > min {(5f(a)(e),5f(a) (y)} = (5f(a)(y) elde edilir. Buradan
(f, A) G tizerinde karmagik bulanik esnek gruptur.

Tanim 4.2.3 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f,A) € KBE(U) olsun. Bu takdirde her
a € [0,1] ve B € [0,27] i¢in (f, A)(a,3) = {f(a)(ap) : @ € A} kiimesine, (f, A) karmagik bu-
lanik  esnek kiimesinin bir (o, 5)— seviye esnek kiimesi denir. Burada
f(@)ap = {2 €U : spa)(x) > a,vp)(x) > B} f(a) karmagik bulanik kiimesinin («, 5)—
seviye kiimesidir.

Ustelik, her a € [0,1] ve 8 € [0, 27] i¢in (f, A) () klasik anlamda bir esnek kiimedir.

Teorem 4.2.7 (Alsarahead ve Ahmad, 2017) (f, A) € KBE(G) olsun. (f, A) G iizerinde bir
karmagik bulanik esnek gruptur.<> Her a € A, o € [0,1] ve § € [0,27] i¢in f(a)(,p) # 0

olmak iizere (f, A) ) (a, 3)-seviye esnek kiimesi G iizerinde esnek gruptur.

Ispat. (f,A) G iizerinde bir karmasik bulanik esnek grup olsun. Bu takdirde her a € A
i¢in f(a), G’nin bir karmagik bulanik alt grubudur. a € [0,1], 8 € [0,27] ve f(a)(a,8 # 0
icina € Avex,y € f(a),p) olsun. Bu takdirde syq)(z) > o ve vyq)(z) > B dir. Ayrica

Spa)(y) = ave vpg(y) > ﬁ dir.
Simdi,

Sf(ay(@y) e @) = 640 (xy)
> min {5a) (), 0f(a)(y) }
= min {5 () (2)e"7@ W, 55 (y)e 1@V}

= min { s (2), S5 (y) } € min{v(a) ()05 () () }
olup

sf(@(2y) = min {85 (2), 850 (y) }
> min{a, a}

=

Ve
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Ui(ay(@y) = min {vp) (@), vp (y) }
> min{5, 8}
= [dir.

Buradan zy € f(a)(a,p)-

Diger taraftan sy(q) (xfl)ei“f(a)x_l) = o) (1) > Op)(2) = 8pa)()e™@@ oldugunu
biliyoruz. Bu gosterir ki sy (1) > sp@)(x) > o ve vpg (@) > vpe(x) > 8 din
Dolayisiyla 271 € f(a)(a,p) dir. Boylece f(a)(,5 G nin bir alt grubudur. Ustelik (f, 4)(.5),

G lizerinde bir esnek gruptur.

Tersine, her a € A o € [0,1] ve 8 € [0,27] igin (f, A)(a,p), G lizerinde bir esnek grup olsun.
Farzedelim ki z,y € G ve a € Aligin spq)(v) = N, 550y (y) = 0, V(o) (x) = O ve vp)(y) =1
olsun. &« = min{A, 6} ve f = min{f,n} almrsa z,y € f(a).p) elde edilir. Buradan f(a) s
G nin alt grubudur. Dolayisiyla zy ™' € f(a)(a,p) dir.

Boylece,

St (zy™') = a = min{\, 6} = min {sp)(2), s4a)(y) } ve

Vp(a) (2y™) > B =min{, n} = min {vp) (), vy (y) } dir.

Ustelik  &7(q) (zy™) > min {d4(0)(2), d4(a)(y) } olup (f, A) G iizerinde bir karmagik bulanik

esnek gruptur.

Teorem 4.2.8 (f, A) ve (g, B) sirasiyla G ve H gruplari tizerinde iki homojen karmagik bulanik
esnek grup ve (¢, ), G’den H’ye bir karmagik bulanik esnek fonksiyon olsun. Bu takdirde

(1) (p,¥)(f, A) H iizerinde bir karmagik bulanik esnek gruptur.

(i) (p,v)"'(g, B) G iizerinde bir karmagik bulanik esnek gruptur.

Ispat. (i) (f, A) G iizerinde karmagik bulamik esnek grup olsun. Bu takdirde her a € A igin
5¢(a)() bir bulanik alt grup ve vy, () bir 7-bulanik alt gruptur. Boylece her z,y € H igin
Teorem 2.0.1 ile s7(q)()’in Ve vy(q)(2)’in goriintiileri sirastyla bulanik alt grup ve 7-bulanik alt

gruptur.

S (@) (2y) = min {505 0) (), 8050 W)} So()@ (277) = sy (@),
Vo)) (TY) = Min { V(5 () (), Va(ry@) (¥) } Ve Vo(p)@) (771) = Vp(py(a)(2)

Simdi Lemma 3.0.1 ile
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Op(1)(a)(TY) = Sp(f)(a) () e @)

> min {s4()(a) (), S6()(a)(¥) } € min{ v 1) (a) ()09 1) (@) W) }

= min {S¢ (x)ezzw(f)(a) , S6(f)(a) (y)ezv¢(f)(a)(y)}
)

= min {J4(5)() (), (5 () (V) }

Ayrica,

- - w NCa
5‘?(]")((1) (CL’ 1) = S4(f)(a) ([L’ 1) etV (H)( )( )
> 55 (a) ()€

= Sp(f)(a)(T)

Buradan (p,)(f, A) H iizerinde bir karmagsik bulanik esnek gruptur.

(i) (g9,B) H tizerinde karmagik bulanik esnek grup olsun. Bu takdirde her
b € B igin sy () bir bulamk alt grup ve v, (z) bir m-bulamk alt gruptur. Boylece her
z,y € G igin Teorem 2.0.1 ile s44)(x)’in ve vyp)(2)’in ters goriintiileri sirastyla bulanik alt

grup ve m-bulanik alt gruptur.

Sp-1(g)(b) (2y) > min {5,-15)0) (%), Sp-1(0)0) () } » So-1(9)0) (277) = 519 (%)
Vo1 (g)() (£y) = min {vg1(6)6) (), Vg1 (9)5) (W) } Ve Vpm1(g)t) (271) = Vp1(g) ) ()

Simdi Lemma 3.0.1 ile

Op1(g) ) (1Y) = Sw—l(g)(b)(:Uy)e"”w*lm(b)(”y)

> min {84-1(5)1) (), S-1(0) 1) (¥) } €' min{v,-1(g) ) ()01 gy (¥) }
= min {%—l(g)(b) (2)es @0 510 (y)e e 0w (y)}
= min {Jg-1(g)) (), I6-1()5) () }

Ayrica,

5@*1(9)(19) (I_l) = Sga*l(g)(b) (;p_l) ei%fl(g)(b)(wfl)

> sy (g (2)e e ™)

= dp-1(g)(0) (T)

Buradan (p,v)"!(g, B) G lizerinde bir karmagik bulanik esnek gruptur.

34



Tamm 4.2.4 (f, A) ve (g, B) sirastyla G ve H iizerinde karmagik bulanik esnek gruplar olsun.
¢ : G — Hve1 : A— B iki fonksiyon olmak iizere (¢, 1) ye karmagik bulanik esnek grup

homomorfisi, (f, A) yada (g, B) ’ye karmasik bulanik esnek homomorfiktir denir. <

(i) ¢ : G — H bir grup homomorfisi
(i1) ¢ : A — B bir doniisiim

(iii) Her z € Aigin p(f(z)) = g(¢(z)) dir.

Bu durum (¢, ) : (f, A) — (g, B) seklinde gosterilir.

Burada ¢ bir izomorfi ve g : A — B birebir, 6rten bir doniisiim ise (¢, 1) "ya karmagik bulanik

esnek izomorfi ve (f, A)’ya da (g, B) "ye karmagik bulanik izomorftur denir.

Teorem 4.2.9 (g, A), (h, B), (k,C) sirastyla G, H ve K gruplar iizerinde karmagik bulanik
esnek gruplar olsun. Eger (¢,v) : (9,A) — (h,B) ve (¢,7) : (h,B) — (k,C) karmasik
bulanik esnek grup homomorfileri ise (¢ o p,y o %) : (g, A) — (k, C) karmagik bulanik esnek

grup homomorfisidir.

Ispat. Herz € A vehery € B igin p(g(z)) = h(¥(x)) ve ¢(h(y)) = k(v(y)) dir. Ayrica
pop:G— Kve(y,9): A— C olmak iizere her z € Aicin (¢ o ¢)(g(z)) = ¢(e(g(x)) =
k(y(¥(z))) = k((y o ¢)(z)) olur. Buradan (¢ o ¢,y o) : (g, A) — (k,C) dir. Ayrica
v : G - Hve ¢ : H — K grup homomorfisi olduklarindan ¢ o ¢ : G — K grup
homomorfisidir. Buradan (¢ o ¢,y 0 ) : (g9,A) — (k,C) karmagik bulanik esnek grup

homomorfisidir.

Teorem 4.2.10 (g, A) ve (h, B) sirasiyla G ve K iizerinde karmagik bulanik esnek kiimeler,
(g9, A) G lizerinde karmagik bulanik esnek grup olsun. Eger (g, A), (h, B) ye karmagik bulanik

esnek izomorf ise (h, B) de K iizerinde karmagik bulanik esnek gruptur.

Ispat. (g, A), (h, B) ye karmagik bulanik izomorf oldugundan Tanim 4.2.4 ile ¢ : G — K
grup izomorfisi ve 1) : A — B bire-bir 6rten doniisiimleri her x € A ve y € B i¢in ¢(g(x)) =
h(v)(x)) = h(y) olacak sekilde mevcuttur. Teorem 4.2.8 ile ¢(g(x)) K nin karmagik bulanik
alt grubudur ve bundan dolay: h(y) K nin karmagik bulanik alt grubudur. Buradan (h, B) K

tizerinde karmasik bulanik esnek gruptur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda karmagik bulanik alt grup ve normal karmasik bulanik alt grup yapilari
verilerek, bu yapilara ait bazi1 temel 6zellikler sunulmustur. Karmagik bulanik esnek kiimeler
tizerinde yeni ikili islemler verilerek, bu islemlere ait bazi ozellikler incelenmistir. Ayrica
karmasik bulanik esnek grup yapisi ele alinmis, temel 6zellikleri arastirilmis ve elde edilen
sonuglar degerlendirilmistir. Ustelik karmasik bulanik esnek kiimeler iizerindeki ikili islemlerin,

karmagik bulanik esnek gruplar tizerindeki etkileri arastirilmistir.

Bu sonuglar 15181inda karmagik bulanik esnek kiimeler daha farkli cebirsel yapilar ile birlikte
yeniden ele alinip, olusturulan yeni yapilara ait 6zellikler incelenebilir. Bu sayede belirsizlik

iceren problemlere teorik anlaminda yeni yaklasimlar saglanabilir.
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