T.C.

ORDU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BiR HIPERKUP VARYANTINDA YAPISAL
BAGLANTILILIK iLE GUVENIRLIK ANALIZi

MUHAMMED TURKMEN

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

ORDU 2024



TEZ BILDIiRiMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan ve kullanilan intihal tespit
programinin sonuglarmma gore; bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak kurallarina
uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve sonuglarin bagka bir
yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kismmin bu {niversite veya bagka bir iiniversitedeki baska bir tez

caligmasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

Muhammed TURKMEN

Bu tez, 122F276 numarali TUBITAK 1002-A projesi ile desteklenmistir.

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, ¢izelge, sekil
ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri

Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

BiR HIPERKUP VARYANTINDA YAPISAL BAGLANTILILIK iLE
GUVENIRLIK ANALIizi

MUHAMMED TURKMEN
ORDU UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 64 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CANAN CIFTCI)
(IKINCi TEZ DANISMANI: DOC. DR. GULNAZ BORUZANLI EKINCI)

Bir iletisim agindaki temel problemlerden biri, veri akisinin devamliliginin
saglanmasidir. Giiniimiizde ¢esitli uygulamalarda kullanilan iletisim aglarinin
modellenmesinde siklikla karsilagilan yontemlerden biri de cizge teorisidir. Aglar
tizerinde herhangi bir merkezde ya da merkezler arasindaki baglantilarda hasar
meydana geldiginde, geriye kalan agdaki iletisimin ne durumda olacagini belirlemek
olduk¢a 6nemli bir problemdir. Etkin ag topolojisi se¢imi yapabilmek i¢in bu
Olciimlerin Onceden yapilmast gerekir. Bu amagla, cizgeler lizerinde ¢esitli
zedelenebilirlik parametreleri tanimlanmistir. Bu parametrelerden en eski olani,
baglantililik sayisidir; hasar gordiigiinde ¢izgeyi baglantisiz hale getiren minimum
tepe sayisini verir. Ancak, baglantililik sayisi taniminda, herhangi bir tepenin biitiin
komsularinin ayn1 anda hasar gorebilecegi kabul edilmektedir ve bu analiz 6zellikle
biiylik boyutlu aglarda elverisli sonuglar sunamamaktadir. Literatiirde, bu eksikligin
giderilmesi amaciyla tanimlanmis farkli zedelenebilirlik parametreleri mevcuttur.
Diger yandan ag dayanikliligi konusunda simdiye kadar yapilmis olan ¢aligsmalarin
bircogu, tepelerin ¢evreden bagimsiz bir sekilde hasar gordiikleri kabul edilerek
yapilmaktadir. Halbuki, birgok gercek diinya probleminde, hasarli bir tepenin
komsularinin daha zedelenebilir olmasi ya da hasar gérme olasiliginin daha yiiksek
olmast beklenmektedir. 2016 yilinda Lin ve ark. tarafindan tanimlanmig yapisal
baglantililik yaklasiminda, hasarin her bileseninin belirli bir yapiya sahip oldugu veya
belirli bir yapinin altyapist oldugu durumlar ele alinmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda, regiiler ve sonsuz bir ¢izge smifi olan katli divide-and-
swap kiipler ele alinmistir ve bu sinif yapisal baglantililik ve altyapisal baglantililik
acisindan incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cizge Teorisi, Cizgelerde Glivenirlik, Cizgelerde Hata Toleranst,
Yapisal Baglantililik, Altyapisal Baglantililik, Regiiler Cizge



ABSTRACT

RELIABILITY ANALYSIS WITH STRUCTURE CONNECTIVITY IN A
HYPERCUBE VARIANT
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MATHEMATICS
MASTER THESIS, 64 PAGES

SUPERVISOR: ASSOC. PROF. CANAN CIiFTCI
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One of the main problems in a communication network is the continuity of data
flow. Modeling with graph theory is a common method for addressing problems in
communication networks used in various applications. It is an important problem to
determine the state of communication in the remaining network when damage occurs
in any center on the network or in the connections between the centers. These
measurements must be conducted in advance to determine an effective network
topology. For this purpose, several vulnerability parameters have been defined on
graphs. Connectivity is one of the oldest vulnerability parameters; it determines the
minimum number of vertices whose deletion results in a disconnected graph. However,
in the definition of connectivity, it is assumed that all the neighbors of any vertex can
be damaged at the same time, and this analysis cannot yield favorable results. In the
literature, there are several vulnerability parameters defined to compensate for this
deficiency. On the other hand, most studies on network vulnerability so far have
assumed that vertices are damaged independently of their neighborhoods. However, in
many real-world problems, the neighbors of a damaged vertex will be more vulnerable,
or, more likely to be damaged. In 2016, Lin et al. proposed the structure connectivity,
to consider the cases where each component of the damage has a specific structure or
is a substructure of a specific structure.

In this thesis, we addressed a regular infinite graph class, namely folded divide-
and-swap cubes and investigated this class in terms of structure and substructure
connectivity.

Keywords: Graph Theory, Reliability in Graphs, Fault Tolerance in Graphs, Structure
Connectivity, Substructure Connectivity, Regular Graphs
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1. GIRIS

Cesitli kaynaklarin ve bu kaynaklar arasindaki iletisim bilgisinin olusturdugu
aglara iletisim aglar1 denir. Ulasim aglari, sosyal aglar, kaynak dagitim aglari,
bilgisayar aglar1 gibi bircok iletisim ag1 cesidi vardir. Gelisen teknolojinin de
etkisiyle, kullanilan ag modellerinin optimize edilmesi, ag iizerinde cesitli algoritma
ve yontemlerin gelistirilmesi, ag lizerinde belirli 6zellikteki rotalarin belirlenmesi
gibi ihtiyaclar gittikce onem kazanmaktadir ve bu alanda bircok giincel calisma

yapilmaktadir.

Cizge teorisi iletisim aglarinin matematiksel modellemesinde kullanilan etkin
yontemlerden biridir. Bu yaklagimda, iletisim aginin merkezleri ¢izgenin tepelerine,
merkezler arasindaki iligkileri de c¢izgenin ayritlarina karsilik gelecek sekilde
modelleme yapilmaktadir. Bu sebeple, c¢izgeler iizerinde, iletisim aglarinin c¢esitlli
ozelliklerini temsil edebilecek farkli kavramlar tanimlanmis, 6nemli ag problemlerine

karsilik gelen bir¢ok dl¢iim, algoritma ve yontem ortaya atilmagtir.

Bir iletisim agindaki temel problemlerden biri, veri akisinin devamliliginin
saglanmasidir. Agin merkezlerinde ya da merkezler arasindaki baglantilarda meydana
gelebilecek olasi hasarlardan sonra geriye kalan agda herhangi iki merkez arasinda
iletisimin devam edip etmeyecegi oldukca Onemlidir. Bu ve benzeri problemlerin
incelenmesi icin cizgeler iizerinde baglantililik kavrami ortaya atilmis, zaman i¢inde
cesitli versiyonlart da incelenmistir. Cizgelerin hasarlar karsisindaki dayanikliliginin
incelenmesi literatiirde olduk¢a dnemli bir aragtirma problemi haline gelmistir. Farkli
hasar senaryolarini incelemek i¢in ya da geriye kalan agin cesitli ozelliklerini
belirlemek i¢in zaman icinde bircok farkli giivenirlik parametresi tanimlanmustir.
Bu parametrelerle elde edilen Ol¢iimler, hem iizerinde calisilan ag modelinin cesitli
ozellikleri konusunda bilgi verir hem de heniiz tasarim asamasinda iken etkin ag

modelinin secilebilmesi konusunda 6nemli katkilar saglar.

Klasik baglantililik sayis1 bilinen en eski giivenirlik Olctimlerinden biridir
ve agin baglantisiz hale gelmesine sebep olabilecek (diger bir deyisle aralarinda
iletisim olmayan en az iki merkez olugsmasina sebebiyet verebilecek) bir hasarin

minimum boyutu ile ilgilenir. Bu kavramin taniminda, herhangi bir tepenin biitiin

1



komgularinin aym1 anda hasar gorebilecegi kabul edilmistir ve bu analiz 6zellikle
biiyiik boyutlu aglarda etkin sonuclar sunamamaktadir. Literatiirde, bu eksikligin
giderilmesi amaciyla tammmlanmis farkli giivenirlik parametreleri mevcuttur. Ancak ag
dayaniklilig1 konusunda simdiye kadar yapilmig olan ¢alismalarin bir¢ogu, tepelerin
cevreden bagimsiz bir sekilde hasar gordiikleri gozetilerek yapilmaktadir. Halbuki,
bircok gercek diinya probleminde, hasarli bir tepenin komsularinin daha zedelenebilir
olmas1 ya da hasar gérme olasiliginin daha yiiksek olmasi beklenmektedir. Ayrica,
gittikce yayginlasan donanim aglari ve bunlarin alt-aglarinin yongalar iizerinde
gerceklestirildigi goz oniinde bulunduruldugunda, bir tepe hasar gordiigiinde, yonga
tizerindeki diger tepelerin de hasar gorecegi (ya da islevsiz hale gelecegi) dikkate
almarak planlama yapilmasi gereksinimi dogmaktadir. 2016 yilinda Lin ve ark.
tarafindan tamimlanmig yapisal baglantililik yaklagiminda, hasarin her bileseninin
belirli bir yapiya sahip oldugu veya belirli bir yapinin altyapisi oldugu durumlar ele

alinmaktadir (Lin, Zhang, Fan, & Wang, 2016).
Tez boyunca kullanilan tanim ve teoremlere asagida yer verilmistir.

G cizgesi, tepeler kiimesi V' (G), ayntlar kiimesi F(G) ile gosterilen basit
ve yoOnsiiz bir ¢izge olsun. Bir ¢izge genellikle G = (V(G), E(G)) olarak veya
kisaca G ile gosterilmektedir. ki u,v € V(Q) tepesi igin (u,v) € E(G) ise u,v
tepesine komsu tepeler denir ya da u tepesi v tepesinin komsusu olarak adlandirilir. Bir
u € V(G) tepesine komsu olan tepelerin kiimesi N (u) ile gosterilir ve u tepesinin G
cizgesindeki komsulugu olarak adlandirihir. Ayrica Ng(u) kiimesinin eleman sayisi u
tepesinin derecesini verir ve degg(u) ile gosterilir. Bir tepenin derecesi sifir ise izole
tepedir. Bir G ¢izgesinde her u € V(G) tepesi i¢in degs(u) = r ise, G ¢izgesine
r-regiiler veya regiiler ¢izge denir. Bir G ¢izgesinin H altgizgesi i¢in V(H) C V(G)
ve E(H) C E(G) saglamr. Ustelik bir altcizge sadece tepe silinerek elde edilmisse
etkilenmis altgizgedir ve geriye kalan X tepe kiimesi tarafindan etkilenmis altgizge
G[X] ile gosterilir. Bir G ¢izgesinin herhangi iki tepesi arasinda daima bir yol var ise

baglantili; aksi halde baglantisiz ¢izge denir.

Iki G ve G gizgesi igin ¢ : V(G) — V(G’) olacak sekilde birebir-6rten bir
fonksiyon var ve her z,y € V(G) i¢in (z,y) € E(G) & (Y(z),¥(y)) € E(G)



sart1 saglaniyorsa G ile G’ ¢izgeleri izomorf olarak adlandirilir ve G = G’ seklinde

gosterilir.

H cizgesi, G ¢izgesinin bir alt¢izgesi olmak iizere G ¢izgesinin V(G) — V(H)
tepeleri tarafindan etkilenmis alt¢izgesi G — H ile gosterilir. 7 = {F}, ..., F,,} olmak
tizere her F; ¢cizgesi G ¢izgesinin baglantili bir alt¢izgesine izomorf olsun. G ¢izgesinin
V(G) — V(Fy) — ... — V(F,) tepeleri tarafindan etkilenmis altcizgesi G — F ile

gosterilir.

k > 3 olmak iizere bir C' = (v, v, ... vy, v1) gevresi ardisik her iki tepesi
komsu olan, birbirinden farkli vy, vy, ... vy tepe dizisinden olugsmaktadir ve n tepeli
cevre C, seklinde isimlendirilir. n tepeli ve her tepe ¢ifti birbiri ile komsu olan
cizgeye n tepeli tam ¢izge denir ve K, ile gosterilir. Yildiz cizge ise, merkez olarak
isimlendirilen bir tepesi diger tiim tepelere bagl iken diger tepelerinin bagska komsusu
olmayan ¢izgedir ve n+1 tepeli yildiz gizge Ky ,, ile gosterilir. Yildiz ¢izgede derecesi

1 olan tepelere yaprak denir.

Bir G ¢izgesinin S C V(@) altkiimesindeki tepeler silindiginde geriye kalan
cizge baglantisiz ise S kiimesine G ¢izgesi i¢in bir kesim kiime denir. Bir G ¢izgesinin
baglantililik degeri, minimum elemanli bir kesim kiimesinin eleman sayisina esittir ve
k(Q) ile gosterilir. Bir G ¢izgesinin F' C V(G) altkiimesindeki tepeler silindiginde
geriye kalan ¢izge baglantisiz ise ve geriye izole tepe kalmamigsa F' kiimesi G
cizgesinin bir siiper-kesim kiimesidir. G ¢izgesinin siiper-baglantililik degeri, eger
varsa, bir minimum siiper-kesim kiimenin eleman sayisina esittir ve x'(G) ile gosterilir.
Her siiper-kesim kiime ayni1 zamanda bir kesim kiime oldugundan, baglantililik ve

stiper baglantililik arasinda x(G) < £'(G) esitsizligi saglanir.

Cizgedeki bir u tepesi eger hasar gormediyse, diger bir deyisle hatali tepeler
kiimesinde degilse, u tepesine hatasiz tepe denir. Eger bir e = (u,v) ayritinin iki ug

tepesi de hatasiz ise e ayritina hatasiz ayrit denir.

Boliim 2’de yapisal ve altyapisal baglantililik kavramlar ile ilgili temel tanim
ve teoremler verilmigtir; Boliim 3’te bu ¢alismada yapisal ve altyapisal baglantililig
incelenen ve bir hiperkiip varyanti olan katl1 divide-and-swap-kiip yapisinin dzellikleri

sunulmustur. Calisma boyunca elde edilen sonuglara ise Boliim 4’te yer verilmistir.
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2. YAPISAL BAGLANTILILIK

G ¢izgesinin baglantili bir H altcizgesi ele alinsin. F = {F|, F,,... F,},
heri € {1,2,...,n} i¢in F; elemam H alt¢izgesine izomorf olan bir alt¢izge kiimesi
olsun. Eger G — F baglantisiz bir ¢izge ise veya tek bir izole tepeden olusan ¢izgeye
izomorf ise F kiimesi GG ¢izgesinin bir H-yapi-kesim kiimedir. G ¢izgesinin H-yap1
baglantililik degeri, minimum elemanl bir H-yapi-kesim kiimenin eleman sayisina

esittir ve x(G; H) ile gosterilir.

G cizgesinin baglantili bir H alt¢izgesini ele alalim. F = {F}, F, ..., F,},
her ¢ € {1,2,...,n} i¢in F; eleman1 # altgizgesinin baglantili bir altcizgesine
izomorf olan bir alt¢izge kiimesi olsun. Eger G — F baglantisiz bir ¢izge ise
veya tek bir izole tepeden olusan cizgeye izomorf ise F kiimesi GG ¢izgesinin bir
‘H-altyapi-kesim kiimedir. G ¢izgesinin H-altyapr baglantililik degeri, minimum
elemanli bir H-altyapi-kesim kiimenin eleman sayisina esittir ve x°*(G;H) ile

gosterilir.

Tanim itibariyle H-yapi-kesim veya H-altyapi-kesim kiimesindeki iki altcizge
ayrik olmak zorunda degildir. Ayrica, herhangi bir G ¢izgesi ve baglantili bir H
altgizgesi icin k°(G;H) < k(G;H) oldugu kolaylikla goriilebilmektedir. Sekil 2.1
ile H altcizgesi K5 olmak iizere H-yapi-kesim ve H-altyapi-kesim kiimeleri gosterilip
G, ve Gq cizgeleri icin H-yap1 baglantililik ve 7-altyapi baglantililik degerleri
bulunmugtur. G ve G, ¢izgelerinden sekilde mavi ile belirtilen sirasiyla 3 yapi ve
2 altyapr silindiginde baglantisiz ¢izgeler elde edilir. Dolayisiyla, x(Gy; K3)=3 ve
k*(Ge; K3) = 2 elde edilir.

Bu kavram tanimlandiktan sonra, iletisim aglarinin modellenmesinde siklikla
kullanilan ¢izgelerin yapisal baglantililik sayilarini inceleyen ve uluslararasi
saygin dergilerde yaymlanan caligmalar yapilmistir. 2016 yilinda, H €
{K1, K11, K12, K1 3,Cy} olmak iizere, ), hiperkiip ¢izgesinin H-altyap: baglantililik
say1s1 ve H-yapt baglantililik sayisi belirlenmistir (Lin et al., 2016). Daha sonra,
k-l n-kiip Q) i, ¢izgesinin H-altyap: baglantililik sayis1 ve H-yap1 baglantililik sayisi
calistimistir (Lv, Fan, Hsu, & Lin, 2018). Sabir ve Meng tarafindan, 3 < k£ < n
ve T € {Py, Cox, K1 4} olmak iizere, ), hiperkiip ¢izgesinin T-altyapr baglantililik
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F:H — yapr — kesim  kiimesi F :'H — altyapr — kesim  kiimesi

H — altyapr

G1 G2

Sekil 2.1 H-yapi-kesim ve H-altyapi-kesim kiime

sayist ve T-yapi baglantililik sayis;; 2 < k < n,n > Tve T € {B,Coy, K13}
olmak tizere, F'Q),, katli-hiperkiip ¢izgesinin 7'-altyap1 baglantililik sayis1 ve 7T-yap1
baglantililik sayist belirlenmigtir (Sabir & Meng, 2018). H € {P, P} olmak
tizere, (), 1 gelistirilmis-hiperkiip ¢izgesinin H-altyap: baglantililik sayist ve H-yap1
baglantililik sayis1 belirlenmistir (Jin & Liu, 2018). Lv ve Xu tarafindan torus aglarin
K 1-altyapr baglantililik sayis1 ve K ;-yapr baglantililik sayisi belirlenmistir (Lv &
Xu, 2017). Yine 2018 yilinda H € {K, K;1, K2} olmak iizere, alternatif grup
cizgelerinin H-altyap1 baglantililik sayis1 ve H-yap1 baglantililik sayis1 belirlenmigtir
(You et al., 2018). Ayrica, 3 < r < 4,1 <k <nveT € {P;, K;,} olmak iizere,
H,, biikkiimlii-hiperkiip ¢izgesinin 7 -altyap1r baglantililik sayis1 ve 7'-yap1 baglantililik
say1s1 belirlenmistir (D. Li, Hu, & Liu, 2019). H € { K, Cs, Cy, K4} olmak iizere
genellestirilmis hiperkiipiin H-altyap: baglantililik sayis1 ve H-yap1 baglantililik sayisi
belirlenmistir (Wang, Lin, Cheng, Fan, & Fan, 2019). Yine 2019 yilinda, dolanir
cizgeler ve hiperkiip icin ¢esitli sonuglar elde edilmistir (Chelvam & Sivagami, 2021).

Ayrica, kabarcik-siralama yildiz ¢izgeleri (Zhang & Wang, 2019) ve n-boyutlu
yildiz cizgelerin (C. Li, Lin, & Li, 2020) yapisal baglantililif1 ¢calisilmistir. 2020
ytinda, H € {Ki1, K3, P, Cy,} olmak iizere, C'Q,, capraz hiperkiip ¢izgesinin
(Z. Pan & Cheng, 2020), H € { K, ,, P,,} olmak iizere, A, x siralama ¢izgesinin (Lei
& Meng, 2020), H € {K1, K1, C4} olmak iizere, BH, dengeli hiperkiip ¢izgesinin
(Li & Wu, 2020) yapisal baglantililigi calisgilmistir. 3 < k < 2n — 1 ve H €
{Py, Cr} olmak tizere hiperkiip cizgesinin H-altyap: baglantililik sayis1 ve H-yapi
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baglantililik sayist belirlenmisti. H € {K; 1, K2, K13} iken (Lin et al., 2016),
H = K4 iken Sabir ve Meng (2018) tarafindan elde edilen sonuglar, 2020 yilinda
Ba ve Zhang tarafindan genellestirilmistir; hiperkiip ve katli-hiperkiipiin yildiz-yap:
ve yildiz-altyap:r baglantililik sayisimi belirlemiglerdir (Ba & Zhang, 2022b). 2021
yilinda, Li ve ark. (2021) H-yapist alternatif grup cizgeleri i¢in elde edilen sonuclari
(You et al., 2018) K, P, C} yapilarina izomorf iken genellestirmistir. Ayrica Feng
ve Wang tarafindan 2021 yilinda H-yapist P, yapisina izomorf iken tekerlek aglarin
yapisal ve altyapisal baglantililik degerleri belirlenmistir (Feng & Wang, 2021). Yine
2021 yihinda, H € {Ki, Ki1,Ki,,Cy} olmak iizere divide-and-swap kiiplerinde
yapisal ve altyapisal baglantililik calisilmistir (Zhou, Zhou, Liu, & Liu, 2021). 2022
yilinda, Ba ve Zhang capraz hiperkiiplerin ¢cevre-yap1 baglantililik sayisini incelemistir
(Ba & Zhang, 2022a). 2023 yilinda Pan ve ark. transpozisyon agaclari tarafindan
olusturulan cayley cizgelerinin yildiz yap1 baglantililig: iizerine ¢calismiglardir (K. Pan
& Cheng, 2023). Wu ve Zhang tarafindan n- boyutlu katlanmig hiperkiipler ve
artirilmig kiipler i¢in yildiz yapr baglantililik degeri belirlenmistir (Ba, Wu, & Zhang,
2023). 4 < 0 <3n—-5,6 <k < 3n—5veH € {P,C.} olmak iizere S>
boliinmiis y1ldiz ¢izgesinin H-yap1 baglantililik sayis1 ve H-altyap: baglantililik sayisi
belirlenmistir (L. Zhao & Wang, 2023). Son olarak, Ba ve Zang n-portlu anahtarlara
sahip m boyutlu DCell ag1 ve n boyutlu BCDC ag1 lizerine ¢alismislar ve veri merkezi
aglarimin yapisal baglantililigimi yildiz, yol, cevre, tam ¢izge gibi bazi ortak yapilar

izerinde incelemislerdir (Ba & Zhang, 2023).



3. KATLI DIVIDE-AND-SWAP KUP

Bu tezde sadece kath divide-and-swap kiip yapisi ele alinmis olmasina ragmen,
bu kiip divide-and-swap kiip cizgesinde her tepeye bir ayrit daha eklenerek elde
edildigi i¢in Oncelikle divide-and-swap kiip yapisinin tanimina yer verilmis, daha sonra
katl1 divide-and-swap kiip yapisinin tanimina yer verilmigtir. Notasyon kolayligi i¢in

m] = {1,2,...,m} ve N = [2%] gosterimleri kullanilmustr.

Mevcut literatiir incelendiginde de,yapisal baglantililik tizerine simdiye kadar
en detayli ¢alismalarin yapilmis oldugu regiiler cizge siniflarinin klasik hiperkiip ve
onun ¢esitli varyantlari oldugu goriilmiistiir; hatta yapisal baglantililik kavraminin
ilk tamimlandig1 calisma dahi klasik hiperkiip tizerinde yiiriitiilmiistiir (Lin et al.,
2016). Bu tez calismasinda literatiirde nispeten yeni ancak performans agisindan cazip

ozelliklere sahip olan kath divide-and-swap kiip sinifi ele alinmistir.

Hiperkiip yapisi, iyi bir ara baglanti ag1 topolojisi oldugundan literatiirde
oldukga detayl sekilde calisgilmistir. (), ile gosterilen n-boyutlu hiperkiip cizgesi, 2"
tepeli ve n2"~! ayrita sahiptir. (,, ¢izgesinin her tepesi elemanlart 0 ve 1 olan n
boyutlu dizi ile gosterilmektedir. @, ¢izgesindeki u ve v tepelerini gosteren diziler
arasinda sadece bir basamak fark var ise u ve v tepeleri komsudur. Literatiirde
ozellikle performans analizi ve giivenirlik analizi agisindan incelendigi bircok ¢alisma
mevcuttur. Zamanla klasik hiperkiip taniminin cesitli varyantlari da tanimlanmig
ve bu varyantlar da detayli sekilde calisilmistir. Hiperkiip varyantlarinin en ¢ok
bilinenlerinden biri de kath hiperkiiptiir. Katli hiperkiip, kisalan ¢ap avantaji ile
literatiirde olduk¢a onemli bir yer edinmistir. Ayrica literatiirde bircok iyi bilinen
hiperkiip varyantinin katli versiyonu da mevcuttur. Kim ve ark. DSC,, cizgesinde
her tepeye bir ayrit ekleyerek capi kismen azaltmis ve kath divide-and-swap kiip
tanimini yapmustir (Kim, Kim, Qiu, & Lee, 2019). Divide-and-swap kiip ve
katl1 divide-and-swap kiip ag maliyeti olduk¢a diisiik hiperkiip alternatifleri olarak
tanimlanmugtir.  Ag maliyeti, tepe derecesi ve ¢apin carpimu ile hesaplanir ve agin
performans oOl¢iimlerinde olduk¢ca Onemli bir yere sahiptir. Klasik hiperkiip ve
literatiirde mevcut olan farkli hiperkiip varyantlari igin ag maliyeti O(n?) iken DSC,,

ve FDSC,, kiipleri i¢in ag maliyeti O(nlogn) kadardir. Bu agidan, her iki kiip



Cizelge 3.1 DSC,,, FDSC,, ve diger hiperkiip cesitlerinin tepe sayisi, derece, ¢ap ve
ag maliyeti acisindan kargilastirilmasi (n = s+ ¢ + 1) (Kim ve ark., 2019)

Tletisim Ag Tepe Sayis1  Derece Cap Ag Maliyeti
Hiperkiip 2" n n O(n?)
Katli hiperkiip 2" n+1 (5] O(n?)
Biikiilmiis kiip 2" n [241] O(n?)
Capraz kiip on n [ O(n?)
Mobius kiip 2" n [2veya [%£2]  O(n?)
Artirilmis kiip 2" 2n—1 E3 O(n?)
Yerel olarak biikiilmiis kiip 2" n [242] O(n?)
Shuffle kiip 2n n [41+3 O(n?)
Dikenli kiip 2" n [5]+3 O(n?)
Degistirilmis hiperkiip on s+1lveyat+1 s+t+1 O(n?)
Degistirilmis ¢apraz hiperkiip 2" s+1lveyat+1 [ ]+[2]+2 On?)
DSC, 2" logn + 1 &1 O(nlogn)
FDSC, 2" logn + 2 n—1 O(nlogn)

yapist da arabaglanti ag1 topolojisi olmak iizere ¢ok uygun ag yapilaridir. Cizelge
3.1'de FDSC, ve DSC, cizgelerinin diger hiperkiip varyantlan ile tepe sayisi,
derece, cap ve ag maliyeti acisindan karsilastirilmasi verilmistir. Ayrica, hiperkiiplerle
karsilagtinlldiginda, DSC,, ve FDSC,, cizgeleri cift iistel 6l¢eklenebilirlige sahiptir.
Ornegin, d = 5 oldugunda F'DSC,a cizgesindeki tepe sayist dort milyardan fazladir.
Bu nedenlerle, her iki kiip varyanti da hiyerarsik yapilar1 ve cazip performans
ozellikleri sayesinde literatiirde hizlica dikkat ¢cekmis ve cesitli acilardan incelenmeye

baglanmustir.

Tamm 3.0.1 (Kim et al., 2019) d > 1 tamsay1 olmak iizere n = 2¢ i¢in DSC,, ile
gosterilen n-boyutlu divide-and-swap kiip, her ¢ € [n] i¢in s; € {0,1} olmak iizere

V(DSC,) ={0,1}" ={u|u = s185 ... 8,15, } tepeler kiimesinden olusan ¢izgedir.
Biru € V(DSC,) tepesi 1 < k < logsn = d igin

m128182...52% mQ:SQLk'HSﬁ‘F?"'San_l m3:32kn_1+152kn_1+2...8n

olmak iizere ii¢ parcali olarak v = 5155 - - - 5,15, = mymamg seklinde etiketlenebilir.
Eger £ = 1 olursa m3 bos dizi olacaktir, yani m; = §182+--Sn Ve My =

8



Sn41Sn49- - Sy olur.

Bir v tepesi asagidaki kosullardan birini saglhiyorsa DSC), cizgesinde u tepesi

ile komgudur denir.

(1) v = §18983---5,. Burada 51, s; sayisinin tiimleyeni olmak iizere bu tip bir ayrit

e(1)-aynttir.

(2) my = my ise v = Mmymymg saglanir, aksi halde v = momymg saglanir. Bu tip ayrit

ise e(%—’,})—ayrlt olarak adlandirilir.

Tanmm 3.0.2 (Kim et al., 2019) d > 1 tamsay1 olmak iizere n = 2¢ igin
FDSC,, ile gosterilen n-boyutlu katli divide-and-swap kiip, DSC,, ¢izgesine Ey =

{(u,v) | u = $18283...8, Ve v = 15283 ... S, } kiimesindeki ayritlarin eklenmesiyle
olusturulmustur. Burada, V (FDSC,,) = V(DSC,,) ve E(FDSC,) = E(DSC,)UE;

seklindedir. Her (u,v) € E; ayrit1 e( f)-ayrit seklinde isimlendirilmektedir.

FDSC, cizgesindeki herhangi bir u = 515253 ... s, tepesi i¢in u; notasyonu
515283 . .. sy, tepesi i¢in kullanilmaktadir. Sekil 3.1°de F'DSC, ve FDSCYy cizgeleri
ve F'DSCg cizgesinin sadece 0000 adresli modiilii ile diger tiim modiiller arasindaki

ayritlar1 kalin ¢izgilerle gosteren kismi bir gosterimi verilmistir.

FDSC, ¢izgesindeki her bir FDSC'» altgizgesi bir modiil olarak adlandirilir.
Bir modiildeki keyfi bir u = sys5. . SnSni1Snig... 8y, tepesi, A; = $159. .. Sn
tepenin modiil icindeki adresini ve B; = $n418249. .. Sy modiiliin adresini
gostermek iizere u = A;B; seklinde ifade edilebilir. B; adresli bir modiil G;
seklinde gosterilmektedir. Bir modiil i¢indeki ayrit i¢ ayrit olarak adlandirilirken,
iki farkli modiilii baglayan ayrit ise capraz ayrit olarak adlandirilir.  Yani ¢ €
{1,258, 537, ..., 2%, 2 22 icin e(i)-aynit ve e(f)-aynit i¢ aynt, tim e(n)-ayntlari
ise capraz aynttir. Bu galismada u ve v ug tepelerinin ikisi de hatasiz ise (u,v) €

E(FDSC,,) ayrit1 hatasiz olarak adlandirilir.

Eger (u,v) ayrit1 bir e(1)-ayrit ise v tepesine u tepesinin 1-komsusu denir ve
v = uy seklinde gosterilir. Benzer sekilde (u,v) ayriti, 2 < k < d igin e(é—ﬁ)-aynt ise

v tepesi u tepesinin k-komsusu (i¢ komsu) olarak adlandirilir ve v = wy, ile gosterilir.
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Son olarak (u,v) aynti, k& = 1 olmak iizere e(3¢)-aynt ise v tepesine u tepesinin

(d + 1)-komsusu (dig komsu) denir ve v = uy; olarak gosterilir.

Divide-and-swap kiipiin hata tolerans1 literatiirde c¢esitli c¢alismalarda
incelenmisti. Ning d > 1 i¢cin n = 2¢ olmak iizere DSC,, cizgesinin (ayrit)
baglantililik degerinin d + 1 ve siiper (ayrit) baglantililik degerinin 2d oldugunu
kanmitlamistir (Ning, 2020). Siiper (ayrit) baglantililik, ayrit baglantililigin degisik
bir tiiri olup cizgeyi izole tepe olmaksizin baglantisiz yapmak icin silinmesi gereken
tepe (ayrit) sayisina esitti. Daha sonra, Zhou ve ark. DSC,, ¢izgesinin ‘H €
{K1, K11, K1m (2 <m < d+1),C4} igin H-yap1 ve H-altyap: baglantililik degerini
belirlemistir (Zhou et al., 2021). Zhou ve ark. DSC, ¢izgesinin r-bilesen baglantililik
ve teshis edilebilirligini incelemistir (Zhou, Zhou, Liu, & Yu, 2022). Yakin zamanda
ise Zhao ve Chang k € {3,4} icin DSC,, ¢izgesinin genellestirilmis k-baglantililik
degerini belirlemistir (S.-L. Zhao & Chang, 2023b).

Chang ve ark. F'DSC,, kiipliniin veri merkezi ag1 olmak iizere uygun bir
topoloji adayr oldugunu gostermislerdir (Chang, Pai, Hsu, Yang, & Chang, 2021).
Aymi c¢alismada, tamamen ayrik rekiirsif iki geren agac insasimi da yapmislardir.
Daha sonra, Zhao ve Chang F'DSC), cizgesinin giivenirligini incelemis ve (ayrit)
baglantililik degerinin d + 2 oldugunu ispatlamiglardir (S.-L. Zhao & Chang, 2023a).
Ayrica FDSC,, cizgesinin genellestirilmis 3-baglantililik degerini belirlemiglerdir.
Yakin ge¢cmiste You ve ark. F'DSC), ¢izgesinin siiper dallanmig baglantililik degerini
belirlemistir (You, Jiang, & Han, 2023). Xue ve ark. ise F'DSC),, cizgesinin
genellestirilmis 4-baglantililik degeri i¢in bir iist ve alt sinir belirlemiglerdir (Xue,
Zhou, & Zhang, 2023). Su anda F'DSC,, cizgesinin giivenirligi konusunda bilinen
bagka bir ¢alisma yoktur.

Bu tez kapsaminda, kath divide-and-swap kiiplerin giivenirlik arastirmasi,
yapisal ve altyapisal baglantililik g6z oniinde bulundurularak incelenmistir. n = 24
olmak iizere F'DSC,, ¢izgesinin H € {K, K11, K1m (2 < m < d+ 1),C4} igin
‘H-yap1 baglantililik ve H-altyapr baglantililik degerleri belirlenmis ve cesitli ¢izge

teorisi yontemleri kullanilarak ispatlanmisgtir.

Oncelikle, bu boliim kapsaminda tezde elde edilen sonuglarin ispatlarinda
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dogrudan kullanilan bazi sonuclara yer verilmistir.

Teorem 3.0.3 (S.-L. Zhao & Chang, 2023a) d > 1 tamsayis1 i¢in n = 2¢ olmak iizere
K(FDSC,) = d+ 2 esitsizligi saglanir.

Teorem 3.0.4 (S.-L.Zhao & Chang, 2023a) d > 1 tamsayis1 i¢in n = 2% olmak iizere
k' (FDSC,) = 2d esitsizligi saglanir.

Yardimei Teorem 3.0.5 (Kim et al., 2019) Herhangi bir d > 1 tamsayis1 igin n = 2¢
olmak iizere asagidaki sonuglar gecerlidir:

(1) FDSC, cizgesi (d + 2)-regiilerdir.

(2) |V(FDSC,)| =2"ve |E(FDSC,)| = 2"(d + 2) saglanir.

(3) FDSC,, cizgesi 22 tane FDS C'» altgizge olacak sekilde modiillere pargalanabilir.
4) FDSC, cizgesindeki minimum uzunluklu ¢cevrenin boyutu 3’e esittir.

(5) FDSC, cizgesindeki her bir F DS C’% modiilii bir siiper tepe olarak temsil edilirse,

K, 3 tam ¢izgesi elde edilir.

Yardimei Teorem 3.0.6 (Kim et al., 2019) Her ¢ € N i¢in FDSC,, ¢izgesinin G}
modiiliiniin adresi B; olsun. Eger i, j € N ve i # j olmak iizere B; = B, ise G; ve G

modiilleri (B;B;, B;B;) ve (B;B;, B;B;) seklindeki iki ayrit ile baglidir. Aksi halde
B; # Fj ise G; ve G; modiilleri sadece (B;B;, B; B;) ayrit1 ile baghdur.

Yardimci Teorem 3.0.7 (You et al., 2023) G1,Gs, ..., G =, FDSC, ¢izgesinin her

227
biri 22 tepeli 22 tane modiilii olsun. Keyfi 1 < i < 27 i¢in G; modiiliinden v = B;B;

tepesi ele alinsin. V(G;) — {u} kiimesindeki her tepe, 1 < i # j < 22 olmak iizere
bir G; modiiliine e(n)-ayrit1 ile baghdir. G; modiilinden v = B; B; tepesi ele alinsin.
u ve v tepeleri i # j # k olmak iizere B; adresli G, modiiliindeki farkl iki tepeye

e(n)-ayntlar ile baghdir.
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4. ELDE EDILEN SONUCLAR

Bu boliimde, bir hiperkiip varyanti olan katli-divide-and-swap kiipiin yapisal
baglantililik ve altyapisal baglantulilik agisindan giivenirlik analizi yapilmustir. 1k
olarak, ispatlarda kolaylik saglayacak iki yardimci teorem verilmistir.

Yardimci Teorem 3.0.6 geregince B; = Ej ise B;B; = B, B, ve B;B; = B;B;,
sirastyla B; B; ve B; B; = B; B; tepelerinin dig komgularidir. Bdylece Yardimci Teorem
3.0.6 ve Yardimci Teorem 3.0.7 sayesinde asagidaki yardimci teorem kolaylikla elde

edilir.

Yardimci Teorem 4.0.1 ¢ € N olmak iizere F'DSC,, ¢izgesindeki B; adresli herhangi
bir GG; modiilii i¢in agagidaki sonuglar gecerlidir.

(1) G; modiiliindeki her tepenin ¢ # j olmak iizere GG; modiiliinde sadece bir dig

komsusu vardir.

(2) B;B; ve B;B; tepelerinin dis komsular1 sirasiyla B; adresli ayni modiildeki B,B,;

ve B;B; tepeleridir.

(3) V(G;)—{B;B;, B;B;} tepeler kiimesinden herhangi iki tepenin dis komsular1 farkli

modiildedir.

(4) Farkli iki modiil arasindaki ¢apraz ayrit sayis1 1 veya 2’dir.

Yardimar Teorem 4.0.2 u = B;B; (sirasiyla u = B; B;) ve v = B;B; (sirasiyla
v = BzE) tepelerinin B; (sirastyla B;) adresli G; modiiliinde ortak komsulart yoktur.

ispat. Genelligi kaybetmeden u = B;B; ve v = B;B; olsun. Bu tepelerin
acik komsuluklart N(u) = {uy,ug, ..., ugs1,ur} ve N(v) = {v1,02,...,0441,0}
kiimeleri olsun. Her j.k € {1,2,...,d + 1, f} i¢in u; # vj oldugunu gostermek

yeterlidir.  Yardimci Teorem 4.0.1 (1,2) ile © ve v tepelerinin dis komsular: i¢in
Ugr1 # Vgy1 saglanir. Bu nedenle u ve v tepelerinin i¢ komgular ele alinsin. C' ve

D, % uzunlugunda ikili dizi olmak iizere B; = C'D olsun. Boylece u = C'DB; ve

v = C' DB olarak yazilir. F'DSC,, tammindan, baz1 5,k € {1,2,....d, f} — {2} igin

u; ve vy, tepelerinin en sag 3 basamag sirastyla DB; ve DB; seklindedir. D # D

oldugundan j,k € {1,2,....d, f} — {2} i¢in u; # vy elde edilir. j = k = 2 olsun.
13



Eger C = Dise uy = C DB; = v ve v, = CDB; = u olmaktadir. Yani uy # v,
esitsizligine ulagihir. Eger C # D ise uy = DCDB; ve v, = D CB; seklindedir.
DC # D C oldugundan dolay1 uy # v elde edilir. Boylelikle u ve v tepelerinin ortak

komgularinin olmadig: goriiliir. ]

4.1 Yildiz-Yap:r Baglantililik ve Yildiz-Altyap: Baglantihilik

Bu bolimde 1 < m < d + 2 olmak iizere FDSC, c¢izgesinin
K m-yap1 baglanulilik ve K ,,-altyap1 baglantihlik sayilari incelenecektir. Ilk olarak
FDSC, cizgesinin K;-yap1 baglantililik ve K;-altyapr baglantililik degeri izerinde
durulacaktr. k(FDSC,) = d+ 2 (Zhao ve Chang, 2023) esitligi bilindigi ve herhangi
bir G ¢izgesi i¢in x(G; K;) = k*(G; K1) = k(G) oldugundan asagidaki teorem

yazilabilir.

Teorem 4.1.1 d > 1 tamsayt ve n = 2% olmak iizere x(FDSC,;K;,) =
kR (FDSC,; K1) = d + 2 esitligi saglanir.

Genel teoreme gegmeden 6nce n = 2% olmak iizere d € {1,2} yani n € {2,4}
icin F'DSC,, ¢izgesinin K, -yapt baglantiilik ve K ;-altyapr baglantililik degeri

incelenecektir.

Yardimer Teorem 4.1.2 n € {2,4} icin A; C {z |z € V(FDSC,)} ve Ay C
{{v,2} | (y,2) € E(FDSC,)} olmak iizere |A;| + |A5| < 1 oldugunda FDSC,, —

(A1 U Ay) cizgesi baglantilidir.

Ispat. Teorem 3.0.3 ile FDSC,, cizgesinin baglatililik sayis1 d+2 oldugundan, |Ay| =
0ise FDSC, — (A; U Ay) cizgesinin baglantili oldugu kolaylikla goriilmektedir. O

halde, |A;| = 0 ve |A3] = 1 olsun. {y, 2} € A, olarak alinsin.

(a) FDSC, cizgesi n = 2 icin K, tam c¢izgesine izomorf oldugundan FDSCy —
(A1 U Ay) cizgesi bir bilesene sahiptir ve bu bilesen K ; ¢izgesine izomorftur.

Bu nedenle, FDSCy — (A; U Ay) cizgesi baglantilidir.
(b) FDSC,, cizgesi n = 4 i¢in her biri K4 ¢izgesine izomorf olacak sekilde 4 tane
G4, Gy, G3 ve G4 modiiliinii icermektedir.

Ispatin devaminda iki durum s6z konusudur:
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e Herhangi bir i € {1,2,3,4} i¢ciny € V(G;) ve z € V(G;) olsun. Genelligi
kaybetmeden i = 1 olarak alinsin. Eger FDSC, — (A; U A,) cizgesindeki G
modiilii gdozardr edilirse, U?:z G; tarafindan etkilenmis altgizge Yardimci Teorem
3.0.5 (5) ile K3 tam cizgesine izomorftur. Yani, U?:g G; tarafindan etkilenmig
altcizge baglantilidir.

Gh1—{y, z} ¢izgesi K, ; ¢izgesine izomorftur ve K ; ¢izgesinin her tepesi bazi i €
{2, 3,4} i¢in G; modiiliindeki bir tepe ile baghdir. Dolayisiyla, FDSC,—(A;UAs)

cizgesi baglantilidir.

e i # j olmak iizere herhangi i,j € {1,2,3,4} iciny € G; ve z € G; olsun.
Genelligi kaybetmeden i = 1 ve j = 2 olarak alinsin. Eger FDSCy — (A; U Ay)
cizgesindeki (G; ve Gy modiilleri gozard: edilirse, G3 U G4 tarafindan etkilenmis
alt¢izge Yardimcei Teorem 3.0.5 (5) ile K ; ¢izgesine izomorf olup baglantilidir.
Eger G; ve G; modiilleri arasinda iki tane ¢apraz aynt var ise, F'DSCy[V (G;) U
V(G,) — {y, #}] ¢izgesi baglantilidir ve K5 ¢izgesine izomorf olan bir alt¢izgesi
vardir.  Eger G; ve (G, modiilleri arasinda bir tane capraz ayrit var ise,
FDSC4[V(G;) UV(G;) — {y, z}] ¢izgesi her biri K3 ¢izgesine izomorf olan iki
tane bilesene sahiptir. Her iki bilesendeki her tepenin ¢ € {3, 4} olmak iizere bazi
GG; modiiliinde tam olarak 1 tane dig komsusu oldugundan, FDSCy — (A; U Ay)
cizgesi baglantilidir. [

Yardimcr Teorem 6 ile «*(FDSC,; K1) > 2 esitsizligi elde edilir.
K(FDSCy; K11) > K (FDSC,; Ky ,) esitsizliginden ise x(F'DSC,; K11) > 2

esitsizligi elde edilir.

Yardimcr Teorem 4.1.3 n € {2,4} icin k(FDSC,; K1) < 2 ve
k*(FDSCy; K1) < 2 esitsizligi saglanir.

Ispat. n = 2 icin FDSC, cizgesi K, tam cizgesine izomorftur. F =
{{10,01},{11,01}} olarak almsm. n = 4 i¢cin FDSC, ¢izgesi her biri
K, tam cizgesine izomorf olan 4 tane modilden olusmaktadir. F o=

{{0011,1111},{1000,0100}} olarak alinsin (Bkz. Sekil 4.1). Her iki durum
icin FDSC,, — F c¢izgesi baglantisizdir. Bu nedenle, x(FDSC,;K;;) < 2
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olup kK(FDSC,; K11) > k*(FDSC,; Ky 1) esitsizliginden x*(FDSC,; Ki1) < 2
esitsizligi elde edilir. O

0000 1000 0010 1010

00 10

11 01

1111 0111 1101 0101

FDSCy FDSCy

Sekil 4.1 FDSC, ve FF'DSCy igin K, ;-yapi-kesim kiime

Yukaridaki iki yardimci teorem birlestirilerek n € = {2,4} icin
K(FDSCy; K11) = k*(FDSC,,; K11) = 2 sonucuna ulagilir.

Simdi ise d > 3 olmak iizere F'DSC, cizgesinin K, ;-yapt baglantililik
ve K p-altyapr baglantililik degeri iizerine ilk ana sonucu ispatlamak icin asagidaki

kullanigl iki yardimci teorem gosterilecektir.

Yardimc1 Teorem 4.14 {z | « € V(FDSC,)} kiimesinin bir altkiimesi A; ve
{y, 2z} | (y,2) € E(FDSC,)} kiimesinin bir altkiimesi A, olmak iizere d > 3 i¢in

| Ay |+ |As| < dve|Ay| < d—1oldugunda FDSC,, — (A; U Ay) ¢cizgesi baglantilidir.

Ispat. FDSC, —(A;UA,) cizgesinin baglantisiz oldugu kabul edilsin ve geriye kalan

cizgenin en kiigiik bileseni C' olsun. F'DSC, cizgesinin siiper baglantililik degerinin

2d oldugu bilinmektedir. Yani, F'DSC,, ¢izgesini izole tepe olmaksizin baglantisiz

yapmak i¢in en az 2d tepe silinmelidir. |V (A; U As)| < 2d — 1 esitsizliginden ve

FDSC,—(A1UA) ¢izgesi baglantisiz oldugundan |V (C')| = 1 elde edilir. Bu nedenle

V(C) = {u} olsun. FDSC,, ¢izgesinin tanim1 geregince herhangi v, w € Nppsc, (u)
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tepeleri igin [Nppsc, (v) N Nepsc, (w) — {u}| < 1 esitsizligi saglanir. Nppge, (u)
kiimesinde ii¢ tane p, g, r tepeleri vardir. {p, ¢, r} tarafindan etkilenmis altgizgesi K3
cizgesine izomorf ve Nppsc, (u) — {p, ¢, r} kilmesi bagimsiz bir kiimedir. Boylece
|Nepsc, (u) NV (Ay)] < |Ay| ve |Nepsc, (u) NV (Ag)| < |As] + 1 esitsizlikleri elde
edilir.
|Nrpsc, (w) NV (A1 U Az)| < [Nppsc, (u) N V(A1)| + [Nppsc, (w) NV (As)]

< AL+ [Ag] +1

<d+1

< d+2=|Nrpsc, (u)|
oldugundan, Nrpgc, (u) — V(A U Ag) kiimesinde bir ¢ tepesi mevcuttur. Bu ise

|[V(C)| = 1 olmasiyla ¢elisir. Bu nedenle, F'DSC,, — (A; U As) ¢izgesi baglantilidir.
O

Yardimc1r Teorem 4.1.5 {z | x € V(FDSC,)} kiimesinin bir alt kiimesi A; ve
{{y, 2} | (y,2) € E(FDSC,)} kiimesinin bir alt kiimesi A, olmak tizere d > 3

icin |A;| + |A3| < d oldugunda FDSC,, — (A U Ay) ¢izgesi baglantilidir.

Ispat. Bu ifade n iizerinde tiimevarim ile ispatlanacakti. FDSCy icin ifadenin
dogrulugunu kontrol etmek basittir. Kabul edilsin ki bu ifade FDSCx igin dogru

olsun.

Yardimci Teorem 4.1.4 ile |A;y| < d — 1 oldugunda geriye kalan FDSC,, —
(A1 U Ay) cizgesinin baglantili oldugu bilinmektedir. Bu nedenle ispati tamamlamak

icin |As| = d ve |A;| = 0 durumunu incelemek yeterlidir.

t € N olmak iizere, F'DSC,, ¢izgesinin bir GG; modiilii dikkate alinarak
P =A{z|[{z,y} € Ay, x € V(Gi),y € V(Gi)},
Qi ={{y, 2} [{y, 2} € Ag,y € V(Gi), 2 € V(Gi)}
ve
R; = {{p1,p2} | {p1.p2} € Asvepr € P} U {a, o} | {a1, 2} € Qi}

oldugu kabul edilsin. Her i € N i¢in |P;| + |Q;| < |A1]| + |As| = d oldugu agiktir.
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Herhangi i € N i¢in |P;| + |Q;| = 0ise FDSC,, — (A; U Ay) ¢izgesindeki

GG; modiilii bozulmamis modiil olarak isimlendirilir. Yardimci Teorem 4.0.1 (4) ile
FDSC,, — (A1 U Ay) cizgesindeki tiim bozulmamis modiillerin geriye kalan ¢izgede

ayn1 C' bileseninde bulundugu goriiliir.

Ispatin tamamlanmasi icin asagidaki iki durumun incelenmesi gerekmektedir:

(1) Heri € N i¢in |P)| + |Q;] < d — 2 olsun.
| Pc| + |Qk| > 0 olan herhangi bir G, modiilii ele alinsin. Tiimevarim hipotezinden
Gr — (P, U Q) cizgesi baglantillidir.  |A;| + |A2| = d oldugundan Sekil
4.2’den FDSC,, — (A U A,) cizgesinde en fazla 2d tane bozulmug modiil oldugu
bilinmektedir. Yani, F'DSC,, — (A; U Ay) cizgesinde herhangi bir GG}, modiilii

disinda bozulmus olan en fazla 2d — 1 tane modiil vardir.

G, Go G Gy Gag-1 Gog

Sekil 4.2 |A;|+]|As| = d olacak sekilde en fazla bozulmus modiiliin olabilecegi durum

d > 3 olmak iizere her GG}, modiilii i¢in
V(G| = V(P UQk)| =22 —2(d—2) >2d—1

oldugundan Gj — (Py U Q) ¢izgesindeki bir tepe ile C' bileseninde bulunan
bozulmamis modiildeki bir tepeyi baglayan bir ayrit vardir. Bu nedenle geriye kalan

FDSC,, — (A; U Ay) ¢izgesi baglantilidir.

(2) Bazii € N degeri icin | P;| + |Q;| > d — 1 olsun.
Genelligi kaybetmeden, |P;|+ Q1] > d— 1 ve |Pi| + |@Q1] = max{|P;|+|Q:| | i €

N} oldugu kabul edilsin. Ele alinmasi gereken iki alt durum vardir:
(a) Eger |Pi| + |Q1| = d ise asagidaki gozlemler gecerlidir.

(F1) Her z € V(Ay)—V (P UQ) tepesi igin {y, z} € A, olacak sekilde biry € P,
tepesi vardir. Yani i # j olmak iizere her i,j € N — {1} i¢in |Q;| = 0 ve
R; N R; = 0 olur (Bkz. Sekil 4.3).
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Sekil 4.3 Yardimc1 Teorem 4.1.5 i¢in (F1) gozlemi ve bu durum i¢in bozulmus olan
en fazla modiil

(F2) Yardimci Teorem 4.0.1 (2) ile, G; modiiliinde dis komgular1 ayn1 modiilde
olan tam olarak iki tepenin var oldugu bilinmektedir. Genelligi kaybetmeden,

bu tepelerin dig komgularinin G5 modiiliinde oldugu varsayilsin. (F1)
yardimiyla |@Q)3] = 0 oldugu i¢in |Py| < 2 esitsizligi saglanir (Bkz. Sekil
4.4).

iR

%

"y

G1 GQ G3 Gd

Sekil 4.4 Yardimci Teorem 4.1.5 i¢in (F2) gozlemi ve bu durum i¢in bozulmus olan
en fazla modiil

(F3) (F1) yardimiyla |@;| = 0 oldugundan heri € {3,...,|P| + 1} igin |P;| < 1
esitsizligi saglanir (Bkz. Sekil 4.4).

(F4) Heri € {|P,| +2,...,23 }icin |P| + |Qs] = 0 esitligi gecerlidir (Bkz. Sekil
4.4).

Tiimevarim hipotezinden, her i € N — {1} i¢in G; — (P; U Q;) cizgesi baglantilidir
ve en az 22 — 2 tepe icerir. Sekil 4.3°de goriildiigii iizere FDSC, — (A; U Ay)
cizgesinde en fazla d + 1 tane bozulmus modiil vardir. d > 3 olmak iizere her
i€ N—{1}igin
V(G —V(PUQi)| 222 —2>d
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Sekil 4.5 Yardimci Teorem 4.1.5 i¢in (F3) ve (F4) gozlemleri

oldugundan, G; — (P; U ;) ¢izgesindeki bir tepeyi C bilesenindeki bozulmamig
modiildeki bir tepe ile birlestiren bir ayrit vardir. Dolayisiyla, ' DSC,, —G;— (AU
Ay) cizgesi baglantilidir.

FDSC,, — (A; U As) ¢gizgesinin baglantili oldugunu gostermek i¢in Gy — (P U Q1)
cizgesindeki her bilesenindeki bir tepenin baglantili olan F'DSC,, — G; — (A; U
Aj) ¢izgesindeki bir tepeye komsu oldugunu gostermek yeterlidir. G; — (P, U
()1) ¢izgesinde bir u tepesi ele alinsin. u tepesinin dig komsusu olan w4, tepesi
FDSC,, — G — (A; U Ay) cizgesindedir ve ug1 € V(A; U Ay) olsun. (F1)
gozlemine gore her i € N — {1} i¢in |@;| = 0 oldugundan u,,; € A; olur. Bu
durum |A;| = 0 olmast ile ¢geligir. O halde, uq1 ¢ V(A; U Ay) olur. Bu durumda,
FDSC, — Gy — (A; U Ay) cizgesi ile u tepesini iceren bilesen hatasiz (u, ug.1)
aynti ile baghdir. Gy — (P; U Q1) cizgesindeki her bilesen i¢in ayni durum s6z
konusu oldugundan FDSC,, — (A; U Ay) ¢izgesi baglantihidir.

(b) |Pi|+|Q1| = d—1olsun. |Py|+|Q:| = d—1 ve |As| = d oldugundan | As|—|Ry| = 1
elde edilir. Bu durumda, yai € N — {1} i¢in |Q;| = 1 olacak sekilde tam olarak
bir tane G; modiiliiyada i, € N — {1} ve i #j icin R; N R; # () olacak sekilde
tam olarak iki tane G; ve G; modiilii vardir. Her i € N igin |P| + [Q;] < d — 1

— —o
e
®

Gy G2 G Gy Gas Gay2

Sekil 4.6 |P,|+|Q1| = d—1 oldugunda en fazla bozulmug modiiliin olabilecegi durum
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oldugundan, tiimevarim hipotezi geregince G; — (P, U @);) cizgesinin baglantili

oldugu agiktir.

|P;| + |Q:| # 0 olan herhangi bir G; modiilii i¢in G; — (P, U Q;) ¢izgesi en az
V(G = V(P,UQi)| =27 —2(d—1)

tepeye sahiptir. Sekil 4.6’den de goriildiigii lizere en fazla d + 2 tane bozulmusg
modiil vardir. Bozulmus modiillerin geriye kalan tepelerinin dis komsular1 dikkate

alinsin. Bu durumda d > 3 iken her GG; modiilii i¢in
22 —2(d—1)>d+1

ve bir modiildeki her tepenin bir dis komsusu oldugundan G; — (P, U ;)
cizgesindeki bir tepenin dis komsusu muhakkak bozulmamis bir modiilde olur.
Bu nedenle, G; — (P; U Q;) ¢izgesindeki bir tepeyi C' bilesenindeki bozulmamig
modiiliin bir tepesine birlestiren bir ayrit vardir.  Dolayisiyla, geriye kalan

FDSC,, — (A; U Ay) cizgesi baglantilidir. O

Asagidaki teoremde d > 3 olmak iizere n = 2% igin kK(FDSC,; K1) ve
k*(FDSC,; K1) degerleri belirlenmistir.

Teorem 4.1.6 d > 3 ven = 2% i¢in K(FDSC,; K1) = k*(FDSCp; K11) = d + 1
esitligi saglanir.

Ispat. FDSC, c¢izgesinin herhangi bir G; modiiliindeki bir u tepesi ele alinsin
ve Nppsc,(w) = {ui,ug... ugq1,up} olsun. j € {2,...,d + 1} olmak iizere
FDSC,lu;, (u;)1] etkilenmis altgizgesi F; ile gosterilsin. Burada (uq); = uy
oldugu agiktir. F'DSC,[uy, (u1)q11] etkilenmis altgizgesi Fy ile gosterilsin. Her
j € {l,...,d + 1} igin F; = K, oldugu agiktir (Bkz. $ekil 4.7). Eger F =
{F\, Fy,...,F;.1} olarak alinirsa F'DSC,, — F ¢izgesi baglantisizdir. Bu nedenle,
k(FDSCy; K1) < d+ 1 esitsizligi elde edilir.

Yardimer Teorem 4.1.5 ile herhangi bir K ;-altyapi-kesim kiimesinin d’den
fazla elemana sahip oldugu bilinmektedir. Yani, x*(F'DSC,,; K1 1) > d + 1 esitsizligi
saglanir. kK(F'DSC,; K1) > k°(FDSCy; K 1) esitsizligi ispat1 bitirir. O
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Sekil 4.7 'DSC), ¢izgesi igin bir K ;-yapi-kesim kiime

Bu boliimiin geri kalaninda 2 < m < d + 2 olmak iizere F'DSC),, ¢izgesinin
K m-yap1 baglantililik ve K ,,-altyap1 baglantililik degeri ele alinacaktir. Tlk olarak

bir alt sinir elde etmek amaciyla, asagidaki yardimcei teorem ispatlanmustir.

Yardimar Teorem 4.1.7 d > 1 tamsay1 olmak iizere n = 29i¢cin 2 < m < d + 2
oldugunda k*(FDSC; Ky ) > 4] + 1 esitsizligi saglanr.

Ispat. d = 1 ve d = 2 oldugunda ifadenin gecerli oldugu kolaylikla kontrol edilebilir.
Ardindan d > 3 durumunda ispata tiimevarim ile devam edilmektedir. Baz adim
olarak, 2 < m < 5 i¢in k*(FDSCg; K, ,,,) > 2 oldugu kolaylikla goriiliir. ifadenin
FDSC'x i¢in dogru oldugu kabul edilsin.

FDSC, cizgesinin, |F| < [£] olacak sekilde bir F Kj ,,-altyapi-kesim
kiimesinin oldugu varsayilsin. F = {F}, Fy, ..., F,} kiimesi, her bir F; ¢izgesi K ,,
cizgesinin baglantili bir altgizgesine izomorf ve © < LgJ olacak sekilde FFDSC,
cizgesinin alt¢izgelerinin bir kiimesi olsun.

Heri € N icin FDS C; cizgesi F'DSC,, cizgesinin bir modiilii olmak izere
F' = Uper 5 N FDSCY olsun. Burada F' kiimesinin herhangi bir elemaninin
K ¢izgesinin baglantil alt¢izgesine izomorf oldugu agiktir. Tanim 3.0.2 yardimuyla,
| Fi| < |F| < | 4] esitsizligi saglanur.

T = {i| FNG; # 0} ve Gy = UjerG; olarak alinsin. Ispat boyunca,
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eger F N G; = () ise G; modiilii bozulmamig modiil olarak adlandirilacaktir. Burada
G kiimesi, geriye kalan F'DSC,, — F cizgesindeki bozulmus modiillerin birlesimini
gosterir.  Yardimci Teorem 4.0.1 (4) ile FDSC,, — Gr ¢izgesinin baglantili oldugu
goriilmektedir.
Incelenmesi gereken iki durum bulunmaktadr.
Durum 1. Her i € N i¢in G; — F° ¢izgesi baglantili olsun.
| 7] < [£] oldugundan Yardimci Teorem 4.0.1 ile FDSC,, — F ¢izgesinde en
fazla 2| ¢ | bozulmus modiil mevcuttur. Herhangi bir i € T igin G; — F' ¢izgesindeki
tepelerin dis komsular1 dikkate alinsin. Bu durumda d > 3 olmak iizere her ¢ € T" i¢in
[V(Gi = F) = V(G| = [V (E1m)| x | F|
n d
>22 — (m+ 1)L§j
d
>2[=-] -1
5]

esitsizligi saglanir. Bu nedenle, her i € T i¢in G; — F* ¢izgesindeki bir tepenin dig
komgusu FDSC,, — G ¢izgesinde olup G; — F' ¢izgesi ile FDSC,, — G ¢izgesini
baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Dolayisiyla, F'DSC,, — F ¢izgesi baglantilidir, bu ise
kabul ile celisir.

Durum 2. Baz1i € N i¢in G; — F" ¢izgesi baglantisiz olsun ve i = 1 olarak alinsin.

Tiimevarim hipotezinden |F'| > [ %1 | + 1 esitsizligi elde edilir. Kabulden ve

Tanim 3.0.2°den dolay1 |[F'| < |F| < |4] oldugundan |41] + 1 < |4] esitsizligi

sadece d cift oldugunda gecerlidir. O halde ispatin devaminda d ¢ift oldugu kabul
edilsin. Boylece d ¢ift oldugunda [%1]| + 1 = |2] olugundan, d > 4 oldugunda
|F| = | F| = ¢ esitligi saglamir. Bu durumda her F; € F i¢in F; N Gy # @ olur ve G,
modiilii haricinde en fazla g bozulmug modiil vardir.

Yardimci Teorem 4.0.1 ile ve her F; € F i¢in F; N Gy # ) oldugundan, i €
T —{1} i¢in | F?| degeri 1 yada 2 olur. Ayrica her F; € F i¢in F;NG; # 0 oldugundan
i € T — {1} i¢in |F'| = 2 durumunu saglayan en fazla bir modiil vardir. Genelligi
kaybetmeden, | F?| degerinin 1 veya 2 oldugu kabul edilsin. Bu nedenle i € T'— {1,2}
i¢in | F?| = 1 olur. Belirtmek gerekir ki, herhangi bir: € T—{1} i¢in G; modiiliinde en
fazla 2m tane hatali tepe mevcuttur. Yani herhangi biri € T — {1} i¢in [V (F?)| < 2m
esitsizligi saglanir.
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Simdi geriye kalan F'DSC,, — F c¢izgesindeki her bir modiiliin baglantililig

dikkate alinsin.

Heri € T — {1} igin | F'| < 2 oldugu bilinmektedir. Diger taraftan tiimevarim
hipotezinden #*(FDSCy; Ki,) > |%2] + 1 olur ve d > 4 igin [G1] +1 > 2
esitsizligi saglamr. Boylelikle d > 6 oldugunda her i € T' — {1} i¢in G; — F°* ¢izgesi

baglantilidir.

Egerd > 6ise, heri € T'— {1} icin

N n d

saglanir. FFDSC,, — F cizgesinde G; modiilii haricinde en fazla %l bozulmus modiil
oldugundan, her ¢ € T — {1} i¢in G; — F' ¢izgesindeki bir tepenin dig komgusu
FDSC,—Gr gizgesindedir. Yani, G;—F* ¢izgesiile F'DSC,,—Gr ¢izgesini baglayan
hatasiz bir ayrit vardir. Dolayisiyla, FF'DSC,, — G — F ¢izgesi baglantilidir.

d = 4 olsun. O halde, tiimevarim hipotezinden x*(FDSCx; Ky ) > |452] +
1 = 2 elde edilir. Eger |F?| = 1ise, heri € T — {1} i¢in |F'| < 1 olup G; — F°
cizgesi baglantihdir. |F| < 2 ve her F; € F igin F;NG, # () oldugundan, FDSC,,—F
cizgesinde (G; modiilii haricinde en fazla 2 tane bozulmug modiil vardir. Bu modiiller

G5 ve G olsun. Her i € {2, 3} i¢in
V(G —F)| 222 —m=2%~m>2

oldugundan, G;— F' cizgesindeki bir tepenin dis komsusu F'DSC,,— G cizgesindedir.
Yani FDSC, — Gy — F ¢izgesi baglantihdir. Eger |F?| = 2 ise Gy — F? ¢izgesi
baglantili olabilir veya olmayabilir. |F| < 2 ve her F; € F igin F; N Gy # ()
oldugundan, G; ve GG, disindaki modiiller bozulmamustir. Yani, FFDSC,, — G; — G4
cizgesi baglantulidir. G, — F? ¢izgesinde herhangi bir u tepesi ele alinsin. wu
tepesinin dis komsusu olan uy, 4 tepesi F'DSC,, — G; — G5 ¢izgesindedir. Dolayisiyla,
FDSC, — Gy — G, gizgesi ile u tepesini iceren bilesen hatasiz (u, uq. 1) ayrti ile
baghdir. Gy — F? cizgesindeki her bilesen icin ayn1 durum sdz konusu oldugundan

FDSC,, — Gy — F cizgesi baglantihidur.

Ispati tamamlamak icin G cizgesinin tepeleri dikkate alinsin. u = B;B; ve
v = BB tepeleri G; modiiliinde B; adresli iki tepe olsun. Yardimci Teorem 4.0.1
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(2) ile ugy1 ve vgyq tepelerinin ayn1 modiilde olduklart agiktir. Bu modiil G5 olsun.

G, — F? ¢izgesindeki C bilegeni i¢in |V (C)| > 1 ve |[V(C)| = 1 durumlar1 ayr1 ayri

incelenecektir. Burada, C bileseni ile F'DSC),, — G; — F ¢izgesini baglayan hatasiz

bir ayritin oldugunu gostermek yeterlidir.

(1) [V(C

)| > 1 olsun. Bu durumda ii¢ ihtimal vardir.

(a) Hem u hem de v tepesi C bilesenindedir.

Eger C bileseninde wy, 1 dig komgusu V' (F) kiimesinde olmayan bir w tepesi varsa

C bileseni ile FDSC,, — G; — F ¢izgesi hatasiz (w, wqy) ayriti ile bagh olur. Bu

sebeple, hem w41 hem de v, ; tepesi V' (F) kiimesindedir.

(4)

Ugy1 Ve vgyq tepeleri ayni F; € F hatali alt kiimesinde olsun.

Yardimci Teorem 4.0.2°e gore uq.1 ve vgy 1 tepeleri ortak komsu tepeye sahip
olamayacagindan, hem w441 hem de v, tepesi F; cizgesinin yaprak tepeler

kiimesinde olamaz. Genelligi kaybetmeden, F; ¢izgesinin merkez tepesi g1
ve yaprak tepesi v441 olsun. Boylece, u441 ve vgyq tepeleri komsu olup bu

u ve v tepelerinin de komsu oldugu anlamina gelir. Yardimci Teorem 4.0.1
ile u tepesinin tek dis komsu tepesinin u4; tepesi oldugu bilinmektedir. Bu

nedenle, F; cizgesindeki tiim tepeler (Go modiiliindedir. Ayrica Yardimci

Teorem 4.0.1 (4) ile ug, 1 tepesinin vy, disindaki hi¢cbir komsusunun G4
modiiliinde bir dig komsusu olmayacag goriiliir (Bkz. Sekil 4.8 (1)). Boylece

F,N Gy # 0ve F;N Gy =0 olur. Buda |F'| = |F| = ¢ olmasiyla celisir.

Ug+1 Ve Vg41 tepeleri sirasiyla F kiimesindeki farkli F; ve [} hatali

altkiimelerinde bulunsun. O halde iki durum mevcuttur.

e Eger uyq tepesi F; altgizgesinin merkez tepesi ise, Yardimci Teorem

4.0.1 (1) ile F; cizgesindeki tiim tepelerin (G2 modiiliinde oldugu aciktir.
Ayrica, Yardimci Teorem 4.0.1 ile ugy; tepesinin vy 1 (€8er ugi1 Ve Ugiq
komsu tepeler ise) digindaki komsularinin G; modiiliinde bir dis komsusu

olamaz. Benzer sekilde, vy, tepesinin F; ¢izgesinde merkez tepe ya da
yaprak tepe olmasi durumda Fj ¢izgesindeki tiim tepeler G'; modiiliindedir
ve F} ¢izgesindeki vy tepesi disindaki tiim tepelerin GG; modiiliinde bir dig
komsusu olamaz (F} ¢izgesindeki vy tepesinin olas1 iki durumundan biri
icin bkz. Sekil 4.8 (2)).
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Sekil 4.8 Yardimci Teorem 4.1.7 i¢in agiklama

e ESer u,4 1 tepesi F; alt¢izgesinin bir yaprak tepesi ise Yardimci Teorem 4.0.1
ile F; ¢izgesindeki diger tepelerin (G; modiiliinde olamayacagi goriiliir. Ayrica

Yardimci Teorem 4.0.1°den F; altcizgesinin merkez tepesinin ve merkez
tepenin hicbir komsusunun G; modiiliinde bir dis komsusu olamaz. Benzer

sekilde, vg441 tepesinin [ ¢izgesinde merkez tepe ya da yaprak tepe olmasi
durumda Fj ¢izgesindeki tiim tepeler G modiiliindedir ve F; ¢izgesindeki
v4+1 tepesi diginda tiim tepelerin Gy modiiliinde bir dis komsusu olamaz (F);
cizgesindeki v,44 1 tepesinin olasi iki durumundan biri i¢in bkz. Sekil 4.8 (3)).
Boylece her iki durumda da F; N Gy # 0 ve F; NGy = ) olur, bu |F!| =

| 7| = ¢ olmastyla gelisir.
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(b) w ve v tepelerinin tam olarak bir tanesi C' bileseninde bulunsun.

Genelligi kaybetmeden u € V(C') oldugu kabul edilsin. v tepesi C' bileseninde

olmadigindan v tepesinin V' (F) kiimesinde oldugu aciktir. Fakat, v, tepesi V' (F)

kiimesinde olmak zorunda degildir. |V (C')| > 1 oldugu i¢in C' bileseninde u ile

komsu bagka bir v’ tepesi vardir. Eger C' bileseninde wqy1 ¢ V (JF) olan bir w tepesi

varsa C bileseni ile ' DSC,, — G| — F ¢izgesi hatasiz (w, wg,1) ayritt ile baghdir.

Bu nedenle, hem w4, hem de v}, tepeleri V' (F) kiimesindedir. Ayrica Yardimci

Teorem 4.0.1, uqy; ve uy,, tepelerinin farkli modiil ve farkli hatali altkiimelerde
oldugunu ifade eder. Bu modiiller sirasiyla G ve (g3, hatali altkiimeler ise sirastyla

F; ve Fj olsun. gy ve uy;,, tepelerinin durumlarina gore dort olasilik vardur.

(4)

uq+1 tepesi F; altgizgesinin merkez tepesi olsun.

Yardimci Teorem 4.0.1 ile F; altgizgesinin higbir tepesinin G; modiiliinde
olmadig1 goriilir. Bu durumda v, tepesi F; altcizgesinin yaprak tepesi

olabilir. Boylece, Yardimci Teorem 4.0.1 (2-4) ile ugy; tepesinin vgyq
disindaki hicbir komsusunun G; modiiliinde bir dis komsusu olamayacagi

goriiliir (uy, , tepesinin I} ¢izgesindeki olasi iki durumundan biri i¢in bkz.

Sekil 4.8 (4)). Buradan F; N Gy # 0 ve F; N G; = 0 elde edilir ve bu
d o .

| F'| = |F| = § olmastyla gelisir.

ugqy1 tepesi F; alt¢izgesinin yaprak tepesi olsun.

vgy1 tepesi F; altcizgesinin merkez tepesi olabilir veya olmayabilir. Eger

V441 tepesi F; altgizgesinin merkez tepesi degil ise Yardimcer Teorem 4.0.1 ile
F; altgizgesinin hicbir tepesinin G; modiiliinde olmadig1 ve F; altcizgesinin

merkez tepesinin u4,q disindaki hicbir komgusunun ; modiiliinde bir dis
komsusu olamayacagi goriiliir (Bkz. Sekil 4.8 (5)). Eger vy, tepesi F;
altcizgesinin merkez tepesi ise, vy, tepesinin dis komsusu olan v tepesi G
modiiliinde olup F; altgizgesindedir (Bkz. Sekil 4.8 (6)). Yani, bu durum i¢in
F,NGy # 0 ve F; NGy # 0 olur. Bu durum i¢in F; alt¢izgesinde tepelerin
durumlari geligki olusturmaz. O halde, v, tepesinin her iki durumu igin u;

tepesinin F; ¢izgesindeki olasi iki durumu incelenmelidir.
e ), tepesi F; altcizgesinin yaprak tepesi olsun.

Yardimci Teorem 4.0.1 ile F; altgizgesinin higbir tepesinin GG; modiiliinde
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olmadig: goriiliir. Ayrica, F; altgizgesinin merkez tepesinin w;; ; digindaki
hi¢bir komgusunun G; modiiliinde bir dig komgusu olamayacagi goriiliir (Bkz.
Sekil 4.8 (5,6)). Boylece, F; N G3 # 0 ve F; N Gy = 0 olur ve bu |[F!| =
| F| = ¢ olmastyla gelisir.

e ), tepesi F; altcizgesinin merkez tepesi olsun.

Yardimcr Teorem 4.0.1 ile F; altcizgesinin hicbir tepesinin G; modiiliinde
olmadig1 ve v}, tepesinin hi¢gbir komgusunun G'; modiiliinde bir dig komsusu

olamayacagi goriiliir (Bkz. Sekil 4.8 (7)). Boylece, F;NG3 # () ve F;NGy = ()

olur ve bu |F'| = | F| = £ olmasiyla gelisir.

(¢) Ne une de v tepesi C bileseninde olsun.

Bu durumda C bileseninde u = BB ve v = BB tepelerinden farkli komsu
iki v’ ve v’ tepeleri mevcuttur. Eger C' bileseninde wyy1 ¢ V(F) seklinde bir w
tepesi varsa C' bileseni ile F'DSC,, — G — F ¢izgesi hatasiz (w, wg,1) ayriti ile
baghdir. Bu nedenle, hem v/, hem de v, tepesi V' (F) kiimesindedir. Ayrica

Yardime1 Teorem 4.0.1 geregince, uy;, , ve vy, , tepeleri farkli modiil ve farkli hatali
altkiimelerdedir. Bu modiiller sirayla GG3 ve G4, hatali altkiimeler ise sirasiyla F; ve

Fj olsun. u;, , tepesi F; altcizgesinin merkez tepesi veya yaprak tepesi olabilirken
v}, tepesi de F; altcizgesinin merkez tepesi veya yaprak tepesi olabilir. Bu

dort olas1 durumun her birinde Yardimei Teorem 4.0.1 ile F; ve F) altcizgelerinin
tepelerinin higbirinin G; modiiliinde olmadig1 goriiliir (u;,, ve v, tepelerinin

sirasiyla F; ve I cizgesindeki rollerine baglh olasi durumlarindan biri igin bkz.
Sekil 4.8 (8)). Boylelikle bu dort olasiligin her birinde F; NG =0 ve F; NGy =0
olur ve bu |F!| = |F| = £ olmasuyla gelisir.

Dolayisiyla yukaridaki ii¢ durumda da ug4. 1 ve vy, tepelerinden en az biri V/(F)

kiimesinde degildir. Yani, C' bilesenindeki bir tepe ile F'DSC,, — G; — F

cizgesindeki bir tepeyi baglayan hatasiz bir ayrit vardir.
(2) |V(C)| = 1olsun. V(C) = {w} oldugu kabul edilsin.

(a) w ¢ {u,v} olsun. wy; tepesinin bazi F; € F hatal altkiimesinde oldugu kabul

edilsin. Yardimci Teorem 4.0.1 (1) ile wyr; ¢ V(G1) oldugu agiktir. O halde,
j € T — {1} i¢in w4y € V(Gj) olsun. Yardimer Teorem 4.0.1 (2-4) ile G4
ile G; arasinda sadece bir tane gapraz ayrit vardir ve bu ayrit (w, wg4q) ayritidir.

28



wgqq tepesi F; alt¢izgesinin ya merkez tepesi ya da yaprak tepesidir. Fakat, her iki

durum icin de Yardimci Teorem 4.0.1 (2-4) ile F; altcizgesinin higbir tepesinin Gy
modiiliinde olmadig1 ve F; alt¢izgesinin w,; tepesi disindaki higbir tepesinin Gy

modiiliinde bir dig komsusu olmadig1 goriiliir (Bkz. Sekil 4.9). Yani F; N G; # ()
ve F; N Gy = () olur ve bu durum |F'| = |F| = ¢ olmasiyla gelisir. Bu nedenle,
wqy1 ¢ V(F) olur. Dolayisiyla, C bileseni ile ' DSC,, — G, — F ¢izgesi hatasiz

(w, wqy1) ayritt ile baghdir.

[ 2 /\\/ o- /\\/
\ o o—]
—X >
/
W @- | w e
G Gy

(1) (2)
Sekil 4.9 w,,, tepesinin F; alt¢izgesinin yaprak tepesi (1) ve merkez tepesi (2) oldugu

durumlar

(b) w € {u,v} olsun. w = u (swrastyla w = v) oldugu varsayilsin.

Eger u ve v tepeleri G, modiiliinde komsu ise, |V (C)| = 1 oldugundan v = B, B; €
V(F1) (sirastylau = By By € V(F')) olur. Eger wg, ; tepesi hatali ise, tiimevarim

hipotezinden u (sirastyla v) tepesinin F'D.S C’% icindeki komgular ele alindiginda,

d ¢ift oldugunda
d—1 d
FI > ([——]+1)+1=37+1,
2 2
esitsizligine ulagithr ki bu |[F| = ¢ olmasi ile celisir. Boylece, wy4q hatasiz bir

tepedir ve bu sebeple C' bileseni ve FFDSC,, — G| — F ¢izgesi hatasiz (w, wgy1)

ayritt ile baghdir.

Eger u ve v tepeleri G; modiiliinde komsu degilse, w441 ve vgy; tepeleri de komsu
degildir. wg4 tepesinin herhangi bir F; € F altgizgesinde oldugu kabul edilsin.

Yardimci Teorem 4.0.1 (1) ile wyq ¢ V(Gy) olur. j € T — {1} icin wyyy € V(Gj)
olsun. Yardimci Teorem 4.0.1 ile F; cizgesindeki hicbir tepenin (G; modiiliinde
olmadig1 ve F; altgizgesinin wy, tepesi digsindaki higbir tepesinin (G; modiiliinde

bir dig komsusu olmadig1 anlasilir. Yani, F; NG, # ) ve F; NG, = 0 olur ve bu da
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|F!| = |F| = ¢ olmasiyla geligir. Bu sebeple, wy1 hatasiz bir tepedir ve boylece

C bileseni ile FDSC,, — G; — F gizgesi hatasiz (w, wqy1) ayriti ile baghdir.

Boylelikle G; — F' modiiliindeki herhangi bir C' bileseni ile #FDSC, — G| — F
cizgesi baghdir. Yani, FDSC, — F cizgesi baglantilidir, bu ise F ¢izgesinin
K n-altyapi-kesim kiime olmasiyla celisir. Sonug olarak d > 1 olmak ilizere 2 <

m < d+ 2igin k*(FDSCy; K1) > | 2] + 1 elde edilir. O

Yardimci Teorem 4.1.8 d > 1 tamsayisi ve n = 2d icin 2 < m < d+ 1 oldugunda
K(FDSCp; K1m) < [£] + 1 esitsizligi saglanur.

Ispat. ispat d = 1 durumunda agiktir. O halde, d > 2 olsun. Ispati tamamlamak icin
ng + 1 elemanh bir K ,,-yapi-kesim kiimesi olusturmak yeterlidir. B; = 00...0
adresli G; modiiliinden u = B, B; ve uy = BB tepeleri alinsin. Burada iki durum

ele alinacaktir.

d tek olsun. Merkez tepesi (ug)qy1 ve yaprak tepeler kiimesi
Nrpsc, ((u2)ar1) — {u2,was1, ((u2)d+1)s} kimesindeki herhangi m — 2 tane
tepe ile {uq, uqy1} tepelerinin birlesiminden olusan K, altcizgesi Fj olsun. Ayni
sekilde, her ¢ift j € {4,6,...,d — 1} tamsayis1 i¢in merkez tepesi (u;),;_1 ve yaprak
tepeler kiimesi Nppsc, ((u;);-1) —{w;, uj_1, ((u;);-1) r } kimesindeki herhangi m —2
tane tepe ile {u;, u;_1} tepelerinin birlesiminden olusan K, altcizgesi F%- olsun.
Merkez tepesi u s ve yaprak tepeler kiimesi {uy, uqg} U{(uys); | j € [m+1]—{1,d, f}}
olan K ,, alt¢izgesi F%H olsun (Bkz. Sekil 4.10 (a)). Eger F = {F}, ... ,F%H}
olarak alinirsa

d—1

d
Fl= = +1=15]+1

esitligi elde edilir.

d c¢ift olsun. Her tek 7 € {3,5,...,d — 1} tamsayisi i¢in merkez
tepesi (u;);—1 ve yaprak tepeler kiimesi Nrpsc, ((wj)j—1) — {wj, w1, ((w;)j—1)s}
kiimesindeki m — 2 tane tepe ile {u;,u;_;} kiimesindeki tepelerin birlesiminden

olusan K ,, alt¢izgesi FL | olsun. Merkez tepesi (uq.1); ve yaprak tepeler kiimesi

%
Nrpse, (wat1)1) — {ta+1, (Wat1)1)ds ((was1)1) s} kimesindeki herhangi m — 2 tane
tepe ile {uay1, ((uat1)1)a} kimesindeki tepelerin birlesimi olan K, altcizgesi
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Sekil 4.10 Yardimci Teorem 4.1.8 icin (a) d tek, (b) d ¢ift durumlarinin agiklamasi

Flaz1y,, olsun. Merkez tepesi uy ve yaprak tepeler kiimesi {ur,uq} U {(uy); | j €
[m + 1] — {1,d, f}} olan K, altcizgesi Flaa),, olsun (Bkz. Sekil 4.10 (b)). Eger
F={F,..., FL%H?} olarak alinirsa

d—1 d
— || 4+2==41
Fl=l—-1+2=5+

esitligi elde edilir.

Her iki durumda |F| = [£] + 1 olup FDSC,, — F ¢izgesindeki u tepesi izole
tepedir. Bu nedenle, F kiimesi F'DSC,, ¢izgesi i¢in bir K ,,-yapi-kesim kiimedir.
Yani, d > 1 ve n = 2¢ olmak iizere 2 < m < d + 1igin K(FDSCy; K1) < L%lj +1

31



esitsizligi elde edilir. O

Yardimci Teorem 4.1.7 ve Yardimci Teorem 4.1.8 ile x(F'DSC,; Ky ,,) >
k*(FDSC,; Ky ) esitsizligi kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1.9 d > 1 tamsayist ve n = 2% igin 2 < m < d + 1 oldugunda
K(FDSCy; K1) = k°(FDSCy; Ku,n) = | 2] + 1 esitligi saglanir.

m € {2,...,d + 1} olmak iizere K, ¢izgesi K 42 ¢izgesinin baglantili
bir alt¢izgesi oldugundan x°*(FDSC,; Ky 412) < k*(FDSC,; K ,,) esitsizligi elde
edilir. F'DSC,, ¢izgesinin K ,,-altyapr baglantililik sayisi, yukaridaki esitsizlik ile

birlikte Yardimci Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.1.9’un birlestirilmesiyle tim 2 < m <
d + 2 degerleri i¢in asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.1.10 d > 1ven = 2%i¢in 2 < m < d+2oldugunda r*(FDSC,; K ) =
1] + 1 esitligi saglanr.

m € {2,...,d+ 2} tamsayisinin tiim degerleri i¢in K ,,-yap1 baglantililik ve
K ,-altyap:r baglantililik degerleri dikkate alindiginda incelenmesi gereken tek durum
m = d + 2 oldugunda F'DSC,, ¢izgesinin K ,,-yap1 baglantililik sayisidir. d = 1 igin
k(FDSCy; Ky 442) degeri bulunamaz ve d = 2 i¢in k(F'DSC,; K 442) = 3 (Bkz.
Sekil 4.11) oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu nedenle n = 27 olmak iizere d > 3 igin
k(FDSCy; K 412) degeri incelenecektir.

Yardimci Teorem 4.1.11 d > 3 ve n = 2% icin

d+1
K(FDSCTL, K17d+2> S LTJ + 2

esitsizligi saglanir.

Ispat. Eger L%J + 2 elemanli bir K ,,-yapi-kesim kiimesi olusturulabilirse ispat
tamamlanir. B; = 00...0 olmak iizere B; adresli G; modiiliinden v = B;B; ve
uy = B1DB; tepeleri alinsin. O halde incelenmesi gereken iki durum vardir. d tek
olsun. Merkez tepesi (uq41)1 ve yaprak tepeler kiimesi Nrpsc, ((wa+1)1) olan K 449
altcizgesi F olsun. Aym sekilde her tek j € {3,5,...,d — 2} i¢cin merkez tepesi
(uj)j—1 ve yaprak tepeler kiimesi Nppsc, ((uj);—1) olan Kj 4o altgizgesi FL%JH
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0000 1000 0010 1010

1111 0111 1101 0101

Sekil 4.11 F'DSC) ¢izgesi i¢in bir K 4-yapi-kesim kiime

olsun. FL%H?’ FL%H?N FL112;2J+4 sirastyla merkezleri (u1)2, (uf)2, (ug)a—1 Ve
yaprak tepeler kiimesi Nppgsc, ((u1)2), Nepsc, ((4f)2), Nepsc, ((wa)d—1) olan Ky 410

altcizgesi olsun (Bkz. Sekil 4.12 (a)). Eger F = { [, F>, .. ., FL%JH} olarak alinirsa

2 d+1

A= 152 v a= 15 e

esitligi elde edilir.

d ¢ift olsun. Merkez tepesi (us)441 Ve yaprak tepeler kiimesi Nrpsc, ((42)d+1)
olan K 4.0 altcizgesi F; olsun. Ayni sekilde, merkez tepesi (u;)2 ve yaprak tepeler
kiimesi Nppsc, ((u1)2) olan Kj 440 altgizgesi F, merkez tepesi (us), ve yaprak
tepeler kiimesi Nppsc, ((uf)2) olan K 4.0 altgizgesi F3 ve merkez tepesi (ug)q—1
ve yaprak tepeler kiimesi Nppsc, ((4q)q—1) olan K 44 altgizgesi Fy olsun. Her cift
j € {4,6,...,d — 2} tamsayis1 i¢in merkez tepesi (u;),;_1 ve yaprak tepeler kiimesi
Nrpsc, ((u;)j-1) olan Kj 4o altgizgesi F%+3 olsun (Bkz. Sekil 4.12 (b)). Eger
F={F,Fy,... ,F%JFS} olarak alinirsa

d—2 d+1

|f\:T+3:L 5 ] +2

esitligi elde edilir.

Yukaridaki her iki durum icin |F| = [4L] + 2 olup FDSC,, — F cizgesi
baglantisizdir. Bu nedenle, F kiimesi L%j + 2 elemanli bir K 4;o-yapi-kesim
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(b)
Sekil 4.12 Yardimci Teorem 4.1.11 i¢in (a) d tek, (b) d ¢ift durumlarinin agiklamasi

kiimedir, bu da ispat1 sonlandirir. O]

Teorem 4.1.10, Yardimct Teorem 4.1.11 ve xk(FDSC,; Kig12) >
kR (FDSC,; Ky 442) esitsizligi ile asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.1.12 n = 2¢ olmak iizere d > 3 olsun. Eger d cift ise
d d
L§J +1 < K(FDSCyp; Ky ay2) < L§J +2,

eger d tek ise

d d
LéJ + 1 S /i(FDSCn;KLCH_Q) S LEJ + 3

esitsizlikleri saglanir.
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4.2 Cevre-Yap: Baglantililik ve Cevre-Altyap: Baglantihilik
Bu bolimde FDSC, cizgesinin Cy-yap1 baglantiliik ve Cjy-altyapi
baglantililik sayilart incelenecektir. Ilk olarak 4 < n < 8 olmak iizere FDSC,,

cizgesinin Cy-yap1 baglantililik sayisi i¢in bir iist sinir verilmisgtir.

Yardimer Teorem 4.2.1 4 < n < 8 ve n = 2% olmak iizere k(FDSC,;Cy) <
3+ 2(d — 2) esitsizligi saglanr.

Ispat. n = 4 olsun. FDSC), cizgesinin i € {1,2,3,4} olmak iizere dort tane G;
modiilii vardir ve bu modiillerin adresleri sirastyla B; = 00, By = 10, By = 01
ve By = 11 olsun. Her GG; modiiliiniin K, tam ¢izgesine izomorf oldugu agiktir.
Gy ve Gz modiillerinin tepelerinin olusturdugu C cevresi sirasiyla Fy ve Fj ile
gosterilsin. {0000, 1100,0011, 1111} kiimesindeki tepelerin olusturdugu C, ¢evresi
F3 ile gosterilsin. Eger F = {F}, F, F3} olarak alimirsa | F| = 3 olup FDSCy — F
cizgesi her bir bileseni K ; ¢izgesine izomorf olan baglantisiz bir ¢izgedir (Bkz. Sekil

4.13). Yani, x(F'DSCy; Cy) < 3 =3+ 2(d — 2) elde edilir.

0000 1000 0010 1010

1111

Sekil 4.13 F'DSC) ¢izgesi i¢in bir Cy-yapi-kesim kiime

n = 8 olsun. FDSCy cizgesinde B; adresli bir G; modiiliinden v =
0000B; ve v = 0011B; tepeleri ele alinsin. w; = 1000B;, uy = 0100B;
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ve v; = 1011B;, vy = O0111B; olup (uj,uf) € E(FDSCs) ve (vi,vf) €
E(FDSCs) oldugu agiktir.  Ayrica, i, € {1,f} olmak iizere (u;,v;) ¢
E(FDSCyg) oldugu agiktir. {(u1)g+1, ((21)as+1)1, (1) as+1)d, ((11)as1) s} kiimesindeki
tepelerin olusturdugu Cy cevresi Fy ile {(us)ar1, ((wf)ar1)1, ((wr)ar1)as ((wp)asr) s}
kiimesindeki tepelerin olusturdugu Cjy cevresi F, ile gosterilsin. Ayrica,
{0010B;,1010B;,1110B;,0110B;} kiimesindeki tepelerin olugturdugu C, cevresi I}
ile {0001B;,1001B;,1101B;,0101B;} kiimesindeki tepelerin olusturdugu C) gevresi
Fy ile {0000B;,1100B;,0011B;,1111B;} kiimesindeki tepelerin olusturdugu C,
cevresi ise Fj ile gosterilsin. Eger F = {F}, I, F3, F;, F5} olarak alinirsa F'DSCyg —
F c¢izgesi baglantisiz bir ¢izgedir (Bkz. Sekil 4.14). Yani, k(FDSCs;Cy) < 5 =
3+ 2(d — 2) elde edilir. O

1111B; 0111B, 1101B; 0101B,

B, By

Sekil 4.14 F'DSCj ¢izgesi i¢in bir Cy-yapi-kesim kiime

Yardimc1 Teorem 4.2.2 4 < n < 8 ve n = 2% olmak iizere R(FDSC,;Cy) > 3+
2(d — 2) esitsizligi saglanr.
Ispat. n = 4iken |F| < 2 = 24+2(d—2) oldugunda F DSC, — F ¢izgesinin baglantil1
oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Bu nedenle, k(FDSCy;Cy) > 3+2(d—2) =3
esitsizligi saglanir.
n = 8 olsun. F'DSCy gizgesinin |[F| < 2 4 2(d — 2) olacak sekilde bir F
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C-yapi-kesim kiimesi oldugu varsayilsin. Herhangi bir F; € F ¢izgesi C} cizgesine
izomorf olsun. Her ¢ € N icin F DSC% cizgesi F'DSC),, ¢izgesinin bir modiilii
olmak tizere 7' = Jp I N F DSC’% olsun. Burada F* kiimesinin herhangi
bir elemanimin Cy ¢izgesinin baglantih alt¢izgesine izomorf oldugu agiktir. Yani F°

kiimesinin herhangi bir eleman:1 K ; veya C, ¢izgesine izomorftur. Bu nedenle,
|F|<24+2(d—2)=4

oldugundan, i € N olmak iizere |F?| < |F| < 4 esitsizligi saglamr. Ayrica, FDSCg
cizgesindeki herhangi bir G; modulii F'DSC) ¢izgesine izomorf ve teoremin ifadesi
FDSC, igin dogru oldugundan |F?| < 2 ise F'DSCy ¢izgesindeki her bir G; modiilii
icin G; — F* ¢izgesinin baglantili oldugu agiktir.

T = {i| FNG; # 0} ve Gy = UjerG; olarak alinsin. Ispat boyunca,
eger F N G; = () ise G; modiilii bozulmamig modiil olarak adlandirilacaktir. Burada

G kiimesi, geriye kalan F'DSCy — F cizgesindeki bozulmus modiillerin birlegimini

gosterir.  Yardimci Teorem 4.0.1 (4) ile FDSCg — G cizgesinin baglantili oldugu
goriilmektedir.

Incelenmesi gereken iki durum bulunmaktadr.
Durum 1. Herhangi bir i € N igin |F?| < 2 olsun.

Herhangi bir 7 € N igin |F'| < 2 oldugundan G; — F' ¢izgesi baglantilidur.

Yardimci Teorem 3.0.6 ile F'DSC;, ¢izgesinin G; ve G; modiilleri (BiBi,EiEi) ve
(B;B;, B;B;) seklindeki iki ayrit ile bagh oldugu bilinmektedir. Bu ayritlarin C,

cizgesini olusturabilmesi icin n = 8 i¢in B; adresi 0000, 1100, 1010 ya da 0110
olabilir. Bu nedenle, "D SCs — F cizgesinde hatali tepe icerebilecek en fazla 8 modiil
olabilecegi goriilmektedir (Bkz. Sekil 4.15 (1)).
Her j € T i¢in
V(G = F)| 2[V(G)] = 2 x [V(Cy)

—923 _ 8§

>0
oldugundan G; — F’ ¢izgesindeki bir tepe ile F'DSCs — G cizgesindeki bir tepeyi
baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Bu nedenle F'DSCy — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise
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F kiimesinin Cy-yapi-kesim kiime olmasiyla celisir.

e Gy Gs G, G1 Gs
Gs G Gy Gy G G,
(1) (2)
G G Gy Gs G, Gs
(4) (5)
Gi
(3) i e G G
(6) (7
G

(®)

Sekil 4.15 Yardimci Teorem 4.2.2 icin C-yapi-kesim kiime durumlari

Durum 2. Bazi i € N igin |F’| > 3 olsun ve : = 1 olarak alinsin. Bu durumda

incelenmesi gereken iki ihtimal vardir.

(1) |F| = 3 olsun. O halde, |F'| = 3 olur.

Bu durumda FFDSCg — F ¢izgesinde hatali tepe iceren en fazla iki modiil vardir
(Bkz. Sekil 4.15 (6,8)). Yani 1 < |T| < 2 olur.

e Eger |T| = 1 ise Yardimcr Teorem 4.0.1 (1) ile G; — F? ¢izgesindeki her tepenin
baglantili F'DSCys — G ¢izgesinde bir dig komgusu vardir. Dolayisiyla, F'DSCs —
F ¢izgesi baglantilidir (Bkz. Sekil 4.15 (8)). Bu ise F kiimesinin Cj4-yapi-kesim
kiime olmastyla celisir.
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Eger |T| = 2 ise FDSCy — F ¢izgesinde bozulmug modiiller G; ve G5 olsun.
O halde |F?| = 1 ve F? = K;; oldugu agiktir (Bkz. Sekil 4.15 (6)). Gy =
FDSCyve k(FDSCy; Cy) > 3 oldugundan G — F? ¢izgesi baglanthdir. Gy — F>

cizgesinde geriye kalan tepelerin sayis1 dikkate alinirsa,

V(Gy — F?)| 2|V(Ga)| — |V (K1)
—9%5 _9

>1

oldugundan G, — F? ¢izgesindeki bir tepe ile FDSCy — G cizgesindeki bir
tepeyi baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Bu nedenle, FDSCs — G| — F? ¢izgesi

baglantilidir.

O halde Gy — F* ¢izgesi ile FDSCg — Gy — F? ¢izgesinin baglantililik durumu

incelenmelidir. G; — F! ¢izgesi baglantil ya da baglantisiz bir ¢izge olabilir.

V(Gy — FH 2|V(Gh)| = (2 % [V(Cy)| + [V (K14]))
=23 — 10

>1

olup Yardimci Teorem 4.0.1(1) ve Yardimci Teorem 3.0.6 ile G| — F! cizgesindeki
her tepenin FDSCy — Gy — F? ¢izgesinde bir dis komgusu vardir. Dolayisiyla,

FDSCys — F cizgesi baglantilidir. Bu ise F kiimesinin Cy-yapi-kesim kiime

olmasiyla celisir.
| F| = 4 olsun. Incelenmesi gereken iki durum vardur.

|F!| = 3 olsun. Bu durumda hatali tepe igeren en fazla dort modiil vardir ve 2 <
|T| < 4 esitsizligi mevcuttur (Bkz. Sekil 4.15 (2-5)). Herhangi bir j € 7' — {1}
i¢in |F7| < 2 oldugundan G; — F7 ¢izgesi baglantilidir. Ayrica her j € T — {1}
icin
V(G; = F)| 2IV(G))| = (IV (K1) + [V(C)l)
=25 — (2 +4)

>3
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oldugundan G; — F7 ¢izgesindeki her tepenin FDSCs — G ¢izgesinde bir dig

komsusu vardir. Béylece FDSCs — Gy — Ujer—q13F' ¢izgesi baglantilidr.

O halde Gy — F" ¢izgesi ile FDSCy — Gy — Ujer—q13F" ¢izgesinin baglantilihk

durumu incelenmelidir. G; — F! ¢izgesinin baglantil ya da baglantisiz bir ¢izge

olmasina gore iki durum vardir.

Q

G, — F! ¢izgesi baglantili olsun.

V(Gy — FH| =V (G1)| — 3 x [V(Cy)]
=27 — 3 x4

>2

olup Yardimci Teorem 4.0.1 ile G| — F* ¢izgesindeki bir tepe ile F'DSCs—Gr
cizgesindeki bir tepeyi baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Boylece F'DSCyg —

F c¢izgesi baglantilidir. Bu ise F kiimesinin Cy-yapi-kesim kiime olmasiyla

celigir.
G — F! ¢izgesi baglantisiz ve herhangi bir baglantili bileseni C' olsun.

[V(C)| = 1 olsun. C = {u} alahm. degppsc,(u) = 5 oldugundan
u tepesinin Gy — F! ¢izgesinde izole tepe olmasi i¢in tiim komgular1 Cj
cizgesine izomorf olan bir F; € F ¢izgesinde olmalidir. Fakat, u tepesinin Cy

cevresinde bulunamayan bir komsusu vardir. Bu ise bir celigkidir. O halde,

[V (C)| > 2 olmalidir.

|T'| = 2 olsun. Eger |V (C)| > 2 ise C bilesenindeki bir tepe ile F'DSCy —
G cizgesindeki bir tepeyi baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Dolayisiyla, C'
bileseni ile FDSCs — Gy — Ujer—q13 F' ¢izgesi hatasiz bir aynt ile bagli olur
(Bkz. Sekil 4.15 (4,5)).

V(C)| = 2olsun. u = BB ve v = BB tepeleri G; modiiliinde B,
adresli iki tepe olsun. Eger u ve v tepelerinin her ikisi de C' bileseninde
bulunurlarsa, Ng, (u) U Ng, (v) kiilmesindeki tepelerin C; ¢evresine izomorf

olan bir F; € F cizgesinde oldugu anlamina gelir. Bu ise Tanim 3.0.2 ve
Yardimci Teorem 3.0.6 ile celigir. O halde, u ve v tepelerinin her ikisi de C'
bileseninde bulunamaz. Bdylece, Yardimci Teorem 4.0.1 ile C' bilegeni ile
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FDSCy — G ¢gizgesi arasindaki baglantiy1 saglayan hatasiz bir ayrit oldugu
goriiliir. Dolayistyla, C bileseni ile FDSCs—G1—U;er— (13 F" ¢izgesi hatasiz
bir aynit ile bagh olur (Bkz. Sekil 4.15 (4,5)).

Boylelikle Gy — F! ¢izgesindeki herhangi bir C' bileseni ile FDSCg — G —
Uier—13F" ¢izgesi baghidir. Bu durum G — F* ¢izgesindeki her bilesen i¢in
gecerli oldugundan F'DSCg — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise F kiimesinin
Cy-yapi-kesim kiime olmasiyla celisir.

e Eger 3 < |T| < 4 ise Yardimc1 Teorem 4.0.1 ile G; — F! ¢izgesindeki
herhangi bir tepe F'DSCg — G| — Ujer—{13.F" ¢izgesindeki bir tepeye baglhidir
(Bkz. Sekil 4.15 (2,3)). Bunedenle F"'DSCs — F ¢izgesi baglantilidir. Bu ise

F kiimesinin Cy-yapi-kesim kiime olmasiyla ¢elisir.

(b) |F'| = 4 olsun. Bu durumda hatali tepe igeren modiil sayisi en fazla 2 olup 1 <

|T| < 2 esitsizligi mevcuttur.

Eger |T| = 1 ise Yardimci Teorem 4.0.1 ile V(G — F') # 0 olmak iizere G; —
F1 ¢izgesindeki herhangi bir tepe F'DSCs — G ¢izgesindeki bir tepe ile baghdr.

Dolayisiyla, FFDSCys — F cizgesi baglantilidir. Bu ise F kiimesinin Cy-yapi-kesim

kiime olmastyla ¢elisir.

Eger |T| = 2 ise FFDSCys — F ¢izgesinde bozulmug modiiller G; ve G5 olsun. O
halde, |F?| = 1 ve F? 2 K ; oldugu agik olup G, — F? ¢izgesi baglantilidir (Bkz.
Sekil 4.15 (7)). Ayrica

V(Ge = F2)| 2|V(Ga)| = V(K1)
=22 _9

>1

oldugundan G, — F? ¢izgesindeki bir tepe ile F'DSCys — G ¢gizgesindeki bir tepeyi
baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Boylece F'DSCg — G| — F? ¢izgesi baglantihidur.

Yardimci Teorem 4.0.1 ile de G, — F! ¢izgesindeki herhangi bir tepe F DSCs—G1—
JF? ¢izgesindeki bir tepe ile baghidir. Dolayisiyla, F'DSCys — F ¢izgesi baglantilidir.

Bu ise F kiimesinin C);-yapi-kesim kiime olmasiyla celisir.
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Buradan 4 < n < 8 ve n = 2¢ olmak iizere k(FDSC,; Cy) > 3 + 2(d — 2) esitsizligi
elde edilir. O

dil Yardimci Teorem 4.2.1 ve Yardimci Teorem 4.2.2 ile asagidaki teorem elde
edilir.

Teorem 4.2.3 4 < n < 8 ve n = 2¢ olmak iizere k(FDSC,;Cy) = 3 +2(d — 2)
esitligi saglanir.

Asagidaki yardimei teorem ile n > 16 olmak iizere C';-yap1 baglantililik sayisi

icin bir iist sinir verilmigtir.

Yardimc1 Teorem 4.2.4 Herhangi d > 4 tamsayist icin n = 2¢ olmak iizere
K(FDSC,; Cy) < d+ 1 esitsizligi saglanir.

Ispat. FDSC, cizgesi yapis1 geregi F'DSC,, cizgesindeki her v tepesini iceren bir

K4 tam cizgesi dolayisiyla bir Cy ¢izgesi bulunmaktadir.

FDSC, ¢izgesinde B; = 01000100 olmak iizere © = 10000100 B, B; tepesini
ele alalim. |NFDSCn(U)| = d + 2 Olllp NFDSCn (u) = {ul, U2,y ...y Udy Udgt1, Uf}

olsun. Tanim 3.0.2 ile FDSC,[{u,u1,uq,ur}] etkilenmis altgizgesi bir K, tam
cizgesine izomorf oldugu ve u tepesinin u1, u4, uy komsular1 diginda kalan d — 1 tane

komsusunun her birini igeren bir K, tam ¢izgesi dolayisiyla bir Cy ¢izgesinin oldugu
bilinmektedir. ¢ € {2,3,...,d — 1} U {d + 1} olmak iizere her bir u; tepesinin iginde
bulundugu C, ¢izgesi F; ile gosterisin. Ayrica, uy, uys, (uf)g—1, (u1)4—1 tepelerinin
olusturdugu Cj cevresi F} ile gosterilsin. ugy = 01000100B, By = B;B; B, tepesi
icin eger d = 4 ise B, bos bir dizidir. Boylece, uq = B1B; olup (ugq)ir1 =
By By, (ug)2 = BiB1, ((ug)2)ar1 = BiBi ve ((ug)at1)2 = ((ua)2)asr oldugu
aciktir.  Bu ise d = 4 igin uy tepesini igeren FDSC,[uq, BB, BiB1, B1 Bi]
etkilenmis altcizgesinin Cy cizgesine izomorf oldugu anlamina gelir. Her d > 5
icin FDSC,, ¢izgesi F'DSC» modiliini i¢erdifinden d = 4 igin u, tepesini i¢eren
Cy cevresi d > 5 i¢in her FF'DSC),, ¢izgesinde bulunur. Dolayisiyla d > 4 olmak
lizere FDSC,[ugq, BiB1 By, BiB, By, B, B, B, etkilenmis altcizgesinin olusturdugu
Cy cizgesi Fy ile gosterilsin (Bkz. Sekil 4.16).
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Eger F = {F|, F5, ..., F;.1} alinirsa FDSC,, — F ¢izgesinde u tepesi izole
bir tepe olup FDSC,, — F cizgesi baglantisiz bir cizgedir. Boylece d > 4 tamsayisi
i¢in n = 2% olmak iizere x(F DSC,,, Cy) < d + 1 elde edilir. O

01005, B>

Sekil 4.16 n > 16 olmak iizere F'DSC,, cizgesi i¢in bir Cy yapi-kesim kiime

d > 1 olmak iizere F'DSC,, cizgesinin Cj-altyap1 baglantililik degeri icin

oncelikle bir alt sinir ispatlanmustir.

Yardimcr Teorem 4.2.5 Herhangi d > 1 tamsayist igin n = 2¢ olmak iizere
K (FDSC,,Cy) < 4] + 1 esitsizligi saglanr.

Ispat. Ko vcizgesi (4 ¢izgesinin baglanuli bir altgizgesi oldugundan

k*(FDSC,,Cy) < k*(FDSC,, K 5) esitsizligi saglanir. Teorem 4.1.10 yardimiyla
k*(FDSC,,K12) = [%] + 1 oldugu bilinmektedir. Teorem 4.1.10 ve verilen
esitsizlikten *(FDSC,,Cy) < | 2] + 1 elde edilir. O
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Asagida d > 1 olmak iizere F'DSC, cizgesinin Cy-altyap: baglantililik degeri

icin bir alt sinir ispatlanmisgtir.

Yardimcr Teorem 4.2.6 Herhangi d > 1 tamsayist igin n = 2¢ olmak iizere
K (FDSC,,Cy) > | 4] + 1 esitsizligi saglanr.

Ispat. Esitsizlik n iizerinde tiimevarim ile ispat edilecektir. d = 1 ve d = 2 oldugunda
ifadenin gegerli oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Ifadenin F DSCy i¢in dogru
oldugu kabul edilsin.

0000 1000 0010 1010

00 10

11 01

1111 0111 1101 0101

FDSCy FDSCy

Sekil 4.17 d = 1 ve d = 2 oldugunda F'DSC,, ¢izgesi icin bir C-altyapi-kesim kiime

FDSC, gizgesinin, | F| < | 2] olacak sekilde bir F Cj-altyapi-kesim kiimesi
oldugu ve her F; € F cizgesinin C} ¢izgesinin baglantili alt¢izgesine izomorf oldugu

varsayilsin.

Heri € N icin FDS Ci% cizgesi F'DSC,, cizgesinin bir modiilii olmak tizere
F' = Uper F; N FDSCY olsun. Burada 7 kiimesinin herhangi bir elemaninimn C;
d

¢izgesinin baglantili alt¢izgesine izomorf oldugu agiktir. Tanim 3.0.2 ve | F| < [§]

oldugundan, her i € N igin |F'| < 4] esitsizligi saglanir. Ayrica
d
V(P < V(G x |F] < 45

oldugu agiktir.
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T = {i| FNG; # 0} ve Gy = U;jerG; olarak alinsin. Ispat boyunca,
eger F N G; = () ise G; modiilii bozulmamis modiil olarak adlandirilacaktir. Burada
G kiimesi, geriye kalan F'DSC,, — F cizgesindeki bozulmus modiillerin birlegimini

gosterir.  Yardimci Teorem 4.0.1 (4) ile FDSC,, — Gr ¢izgesinin baglantili oldugu
goriilmektedir. Incelenmesi gereken iki durum bulunmaktadir.

?

o - o - Py

[ L 4 —@ L 4 —

G G Gs Gy Gs G Galgjn G 1 Gy

Sekil 4.18 'DSC),, — F cizgesinde en fazla bozulmus modiiliin olabilecegi durum

Durum 1. Herhangi bir i € N igin |F*| < [4] — 1 olsun.

Bu durumda her i € N igin |F| < [2] — 1 < [%] esitsizligi saglanir ve

tiimevarim hipotezi geregince G; — F* ¢izgesinin baglantil oldugu sonucuna varilr.

|F| < L%J oldugundan Yardimci Teorem 4.0.1 ile FDSC,, — F ¢izgesinde

en fazla 3| £ | bozulmus modiil mevcuttur (Bkz. Sekil 4.18). Herhangi bir i € T i¢in
G, — F* ¢izgesindeki tepelerin dis komsular1 dikkate alinsin. Bu durumda d > 3 olmak

tizere her ¢+ € 7' icin

V(G = F)| = [V(G)| = [V(F)]

n d
> 22 — 4| —
> 28 — 4|7

d

-1
>3L2J

esitsizligi saglanir. Bu nedenle, her i € T i¢in G; — F* ¢izgesindeki bir tepenin dig
komgusu FDSC,, — Gr ¢izgesinde olup G; — F' ¢izgesi ile FDSC,, — G ¢izgesini
baglayan hatasiz bir ayrit vardir. Dolayisiyla, £'DSC),, — F ¢izgesi baglantilidir. Bu

ise F kiimesinin Cjy-altyapi-kesim kiime olmasiyla celisir.
Durum 2. Bazi i € N i¢in |F*| = |£] olsun ve i = 1 olarak alinsin.

Bu durumda |F'| = |F| = |4] oldugundan, Yardimci Teorem 4.0.1 ile G,
disinda en fazla 2 ng bozulmug modiil vardir ve bu modiiller 7' kiimesindeki tepelerin

dis komsulari igerir (Bkz. Sekil 4.19).
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Gy ‘\ Gi G

G’]g Gl

Sekil 4.19 (2) durumu i¢in G; modiili disinda FDSC, — F cizgesinde en fazla

bozulmus modiil icerecek durum

Yardimci Teorem 4.0.1 ile i € T — {1} i¢in | F?| degeri 1 ya da 2 olur. Ayrica
her F; € F i¢in F; N G; # 0 oldugundan i € T — {1} i¢in |F’| = 2 durumunu

saglayan en fazla bir modiil vardir. Genelligi kaybetmeden, |F?| degerinin 1 veya 2
oldugu kabul edilsin. Bu nedenle her i € T — {1,2} i¢in |F*| = 1 olur. Belirtmek
gerekir ki, herhangi bir i € T — {1} i¢in G; ¢izgesinde en fazla 6 tane hatali tepe
mevcuttur (Bkz. Sekil 4.20).

!

— NS
YN 4\/

Q

G, Gy

Sekil 4.20 (2) durumu i¢in G modiilii disindaki herhangi bir modiiliin en fazla hatali

tepe icerecegi durum

Simdi geriye kalan F'DSC,, — F c¢izgesindeki her bir modiiliin baglantililik

durumu dikkate alinsin.
Heri € T — {1} igin | F'| < 2 oldugu bilinmektedir. Diger taraftan tiimevarim
hipotezinden x*(FDSCx; Cy) > [ 452 ] +1olur ve d > 5igin [ 45+ | +1 > 2 esitsizligi
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saglanir. Boylelikle d > 5 oldugunda her i € T— {1} igin G; — F' ¢izgesi baglantihdir.

Eger d > 5ise, heri € T — {1} igin
. n d
V(G — F)| >22—6> 2L§j

saglanir. F'DSC,, — F ¢izgesinde G; modiilii haricinde en fazla 2 ng bozulmug modiil
oldugundan, her i € T — {1} i¢in G; — F’ ¢izgesindeki bir tepenin dig komgusu
FDSC, —Gr ¢izgesindedir. Yani, G;— F' ¢izgesiile F DSC,,—G ¢izgesini baglayan
hatasiz bir ayrit vardir. Dolayisiyla, FFDSC,, — G, — F ¢izgesi baglantilidir.

d € {3,4} olsun. O halde, timevarim hipotezinden x*(FDSCx»;Cy) >
|£2] + 1 = 2 elde edilir. Eger |F?| = 1ise, heri € T — {1} i¢in [F'| < 1
olup G; — F' ¢cizgesi baglantilidir. Buradan F'DSC,, — G| — F c¢izgesinin baglantil
oldugu kolaylikla goriilir. Eger |F?| = 2 ise her i € T — {1,2} i¢in |FY| < 1
olup G; — F' ¢izgesi baglantilidir. Fakat, G, — F? ¢izgesi baglantili olabilir veya
olmayabilir. |F| < 2 ve her F; € F igin F; N G; # (0 oldugundan, G; ve G5 diginda
bozulmus en fazla 2 modiil vardir. Bu modiiller G5 ve G4 olsun. Yani, FFDSC,, — CJ G
cizgesi baglantihdir. Go — F? ¢izgesinde herhangi bir u tepesi ele alinsin. u tepé::silnin
dis komgusu olan w4 tepesi FFDSC,, — C)l G, cizgesindedir. Ayrica, i € {3,4}

icin |V(G;) N V(F?)| < 1 oldugu aciktir. Bu nedenle, i € {3,4} icin G; — F
4

cizgesindeki herhangi bir v tepesinin F DSC,, — |J G; cizgesinde vy dis komgusu
i=1

4
vardir. Dolayisiyla, her i € {2,3,4} i¢in G; — F' ve FDSC,, — |J G; ¢izgelerini
=1

baglayan hatasiz ayrit vardir. Boylece, F'DSC,, — G| — F ¢izgesi baglantilidir.

Ispat: tamamlamak icin d >3 olmak iizere G; — F* cizgesinin tepeleri dikkate

alinsin.

(i) G1 — F* ¢izgesi baglantili olsun. d >3 olmak iizere
V(G = FH| 2 V(G| = [V(Ca)| x | F|
n d
> 22 —4|=
> 21— a1

> 2ng
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esitsizligi saglamir. G disinda en fazla 2| ¢ | bozulmus modiil oldugundan, G; — F*
cizgesindeki bir tepenin dis komsusu FDSC, — Gy — F ¢izgesindedir. Yani,
G, — F*! cizgesi ile FDSC, — G, — F cizgesini baglayan hatasiz bir ayrit
vardir. Dolayisiyla, FDSC,, — F cizgesi baglantilidir. Bu ise J kiimesinin

C;-altyapi-kesim kiime olmasiyla celisir.

G, — F! ¢izgesi baglantisiz olsun.

w= BB, vev = BB, tepeleri (G; modiiliinde B; adresli iki tepe olsun. Yardimci

Teorem 4.0.1 (2) ile ugyq ve vgyq tepelerinin ayn1 modiilde olduklart agiktir. Bu
modiil G5 olsun. G — F! ¢izgesindeki bir C bileseni i¢in |V (C)| > 1 ve |[V(C)| =

1 durumlart ayr1 ayr1 incelenecektir.

|[V(C)| > 1 olsun.

Eger C bileseninde wq,1 ¢ V (F) olan bir w tepesi varsa C bileseni ile ' DSC,, —
G1 — F ¢izgesi hatasiz (w, wgy1) ayriti ile baglidir. O halde, C' bilesenindeki her
w tepesinin wy,; dig komgusunun V' (F) kiimesinde oldugu yani baz1 F; € F

cizgesinde oldugu kabul edilsin. Yardimci Teorem 4.0.1 ile 7 € T — {1} i¢in
war1 € V(G;) oldugu aciktir. w ve v tepelerinin C' bileseninde olup olmama
durumlar1 g6z oniine alindiginda hicbir tepesinin (G; modiiliinde olmadig bir F;
altcizgesi vardir. Yani, F; N G; # 0 ve F; N G; = 0 olur ve bu durum
|F!| = |F| = |£] olmasuyla gelisir. Bu nedenle, C' bileseninde wy., ¢ V(F)

olan bir w tepesi vardir. Dolayisiyla, C' bileseni ile F'DSC,, — G; — F ¢izgesi

hatasiz (w, wg1) ayrti ile baghdir.

|[V(C)] = 1olsun. V(C) = {w} alinsin.

w ¢ {u,v} olsun. wy,; tepesinin baz1 F; € F cizgesinde oldugu kabul edilsin.

Yardimci Teorem 4.0.1 (1) ile wy; ¢ V(G1) oldugu agiktir. O halde, j € T —
{1} i¢in wy41 € V(G;) olsun. Yardimer Teorem 4.0.1 ile F; altgizgesinin hicbir
tepesinin (G; modiiliinde olmadig1 ve F; altgizgesinin wq, tepesi digindaki higbir
tepesinin G; modiiliinde bir dis komsusu olmadigr goriiliir. Yani F; N G; # () ve

F;N Gy = 0 olur ve bu durum |F'| = |F| = 2] olmasiyla gelisir. Bu nedenle,
way1 ¢ V(F) olur. Dolayisiyla, C bileseni ile F'DSC,, — G; — F ¢izgesi hatasiz

(w, wgy1) ayritr ile baghdir.
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w € {u,v} olsun. w = u (sirastyla w = v) oldugu varsayilsin. Eger u ve v tepeleri
G modiiliinde komsu ise, |V (C)| = 1 oldugundan v = B, B; € V(F") (sirastyla
u = BBy € V(F?') olur. Eger wy tepesi hatali ise, tiimevarim hipotezinden u

(sirastyla v) tepesinin F'D.S C% icindeki komsular: ele alindiginda,

| +1=[¢]+1, d tek ise

(15

[l =

|®..
[

+1)+1=|%] +1, dgiftise
2

esitsizligine ulagilir ki bu |F| = | 2] olmast ile gelisir. Béylece, wy; hatasiz bir
tepedir ve bu yiizden C' bileseni ve FDSC,, — G — F ¢izgesi hatasiz (w, wq41)
ayriti ile baghdir.

Eger u ve v tepeleri G; modiiliinde komsu degilse, u,y1 ve vgy 1 tepeleri de komsu
degildir. wg4 tepesinin herhangi bir F; € F altgizgesinde oldugu kabul edilsin.

Yardimci Teorem 4.0.1 (1) ile wyq ¢ V(Gy) olur. j € T — {1} icin wyyy € V(Gj)
olsun. Yardimci Teorem 4.0.1 ile F; cizgesindeki hicbir tepenin (G; modiiliinde
olmadig1 ve F; altgizgesinin wy, tepesi digsindaki hi¢bir tepesinin (G; modiiliinde

bir dig komsusu olmadig: anlagilir. Yani, F; NG, # ) ve F; NG, = 0 olur ve bu da
|F!| = |F| = [£] olmastyla gelisir. Bu sebeple, wq.1 hatasiz bir tepedir ve boylece

C bileseni ile FDSC,, — G1 — F ¢izgesi hatasiz (w, wqy1) ayriti ile baghdir.

Boylelikle G| — F! ¢izgesindeki herhangi bir C' bileseni ile FDSC,, — G| —
F cizgesi baghdir. Yani, FDSC,, — F cizgesi baglantilidir. Bu ise F kiimesinin

C's-altyapi-kesim kiime olmasiyla celisir.

Sonug olarak d > 1 olmak iizere k*(F DSC,,; Cy) > ng + 1 elde edilir. O

dil Yardimcr Teorem 4.2.5 ve Yardimci1 Teorem 4.2.6 ile asagidaki sonug elde
edilir.

Teorem 4.2.7 Herhangi bir d > 1 tamsayis1 icin n = 2% olmak iizere
K (FDSC,; Cy) = | 4] + 1 esitligi saglanur.

Yardimci Teorem 4.2.7 ve k(F'DSC,; Cy) > k*(FDSC,; Cy) esitsizliginden
yararlanarak d > 4 olmak tizere F'DSC, ¢izgesinin Cy-yap1 baglantililik degeri igin

bir alt sinir elde edilir.
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Yardimaa Teorem 4.2.8 Herhangi bir d > 4 icin n = 2¢ olmak iizere
K(FDSCy; Cy) > | 2] + 1 esitligi saglamr.

Yardimci Teorem 4.2.4 ve Yardimci Teorem 4.2.8 ile asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.2.9  Herhangi bir d > 4 i¢in n = 27 olmak iizere [¢] + 1 <
K(FDSC,;Cy) < d+ 1 esitligi saglanir.
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S. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda katl divide-and-swap kiiplerinde olasi1 tiim yildiz yapilari
icin yildiz-yap1 ve yildiz-altyapr baglantihilik degerleri belirlenmistir. ilk olarak
FDSC,, ¢izgesinin K, ;-yap:r baglantililik ve K ;-altyapr baglantihilik degerlerinin
d > 3 ve n = 2% olmak iizere d + 1 oldugu gosterilmistir. Ardindan 2 < m < d + 2
icin FDSC,, cizgesinin K ,,-altyapr baglantililik degeri ng + 1 olarak ispatlanmig
ve boylece K ,,-altyapr baglantililik degeri m tamsayisinin tiim degerleri igin bir
esitlik olarak elde edilmistir. d > 3 ve n = 24 olmak tizere 2 < m < d+ 1
icin F'DSC;, ¢gizgesinin K ,,,-yap1 baglantililik degeri L%lj + 1 olarak ispat edilmisgtir.
d > 3 ven = 2% olmak iizere m = d + 2 oldugunda ise K ,,-yap1 baglantililik
degeri icin d ift iken |4] + 1 < k(FDSCy; Ki4:2) < |4] 4+ 2 ve d tek iken

12] +1 < k(FDSCy; K1 ,a42) < | 4] + 3 olarak bir alt ve iist sinir belirlenmistir.

Ardindan, F'DSC,, ¢izgesinin C;-yap1 baglantililik ve C);-altyap1 baglantililik
degerleri belirlenmistir. 4 < n < 8 ve n = 2¢ olmak iizere k(FDSC,;Cy) = 3 +
2(d — 2) olarak belirlenmistir. n > 16 ve n = 2¢ olmak iizere Cy-yap1 baglantililik
degeri |4]+1 < K(FDSC,; Cy) < d+1 esitsizligi ile verilmigtir. Herhangi bir d > 1
tamsayist i¢in F'DSC, ¢izgesinin Cy-altyap: baglantililik degeri ise L%J + 1 esitligiile

verilmigtir.

Bu calismadaki sonuclar TUBITAK 1002-A kodlu Bilimsel ve Teknolojik
Aragtirma Projelerini Destekleme Programi 122F276 numarali bilimsel arastirma

projesi ¢ercevesinde elde edilmistir.
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