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OZET

MN-KONVEKS FONKSIYONLAR VE INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
NESLIiHAN KILIC
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LISANS TEZI, 34 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF.DR. ERHAN SET)

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimi, giris
kismin1 icermekte olup, esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar hakkinda bilgi
verilmistir.  Ikinci béliimde ilk olarak bazi  konveks fonksiyonlar ve ilgili
teoremlere, daha sonra ise, agirlikli ortalamalar ile bu ortalamalar yardimiyla
tanimlanan MN-konveks fonksiyonlar sinifina, 6zelliklerine ve bu fonksiyon sinifi
icin ilgili esitsizliklere yer verilmistir. Ugiincii boliim ise (M,P)-fonksiyon sinifinin
tanimi ve Ozelliklerinin verildigi, bu fonksiyon sinifi i¢in yeni esitsizlikler sunuldugu
aragtirma bulgular1 boliimiidiir. Dordiincii boliimde de bazi sonug ve Onerilerden
bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: MN-konveks fonksiyonlar, Hermite Hadamard esitsizligi,
agirlikli ortalamalar, (M,P)-fonksiyon.



ABSTRACT

MN-CONVEX FUNCTIONS AND INTEGRAL INEQUALITIES
NESLIiHAN KILIC

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 34 PAGES

(SUPERVISOR: PROF.DR. ERHAN SET)

This thesis consists of four parts. The first part of the thesis includes the
introduction and information about inequalities and convex functions is given. In the
second part, firstly some convex functions and related theorems, then weighted
averages and the class of MN-convex functions defined with the help of these
averages, properties of this function class and related inequalities for this class of
functions are given. The third section is the research findings section, where the
definition and properties of the (M,P)-function class are given, and new inequalities
are presented for this function class. In the fourth chapter, some conclusions and
recommendations are mentioned.

Keywords: MN-convex functions, Hermite Hadamard's inequality, weighted means,
(M,P)-function.
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1. GIRIS

Integral esitsizliklerinin tarihgesi, matematik tarihindeki integral hesaplama
yontemlerinin gelisimine ve integral hesaplamalarinin ¢esitli uygulama alanlarina
uzanir. Integral esitsizlikleri, integral hesaplamalarinin sonuglarini ifade eden ve bir
esitsizlik gosterimiyle ifade edilen matematiksel ifadelerdir. Integral hesaplamalarina
iliskin ilk c¢alismalar Misir ve Babil uygarliklarina kadar uzanir. Antik Yunan
matematikgileri, bazi temel integral hesaplama yontemlerini gelistirmistir. Bunlara
ornek olarak Eudoxus, Archimedean integral hesaplamalar, Antiphon'un kirik
kisimlarin toplami ile alan bulma yontemi ve uygulamalarla Aristophanes'in
esitsizlikleri sayilabilir. Antik donemden bu yana, Hint matematikcileri ve Arap
matematikgileri de integral hesaplamalar1 ve onlarin uygulamalar {izerine ¢aligsmalar
yapmustir. Ozellikle Aryabhata, Brahmagupta, Bhaskara ve Al-Khwarizmi gibi
matematikgiler, integral hesaplamalar ve esitsizliklerin ¢esitli yOntemlerini
gelistirmistir. Orta ¢agin sonlarina dogru, integral hesaplamalar1 ve esitsizlikleri
lizerine calismalar 1s18inda yeni bir anlayis ortaya ¢ikti. Isvigreli matematikgi
Bernoulli ailesi, Newton ve Leibniz’in integral ve diferansiyel hesaplar1 iizerine
yaptiklar1 ¢alismalar integral hesaplamalarinin gelisimine biiyiik katki saglamistir.
19. yiizyilda matematik¢i Cauchy, Riemann, Weierstrass ve Lipschitz gibi isimler,
integral hesaplamalar1 ve esitsizliklerinin analitik agiklamalarini yaparak, temel
teoremler ve teknikler gelistirdi. Bu calismalar, integral esitsizliklerinin analitik
temellerini atmustir. 20. yiizyilda, integral esitsizlikleri modern esitsizlik teorisi
icinde ele alinmis ve 6zellikle fonksiyonel analiz ve optimizasyon alanlarinda 6nemli
bir rol oynamistir. Bugiin integral esitsizlikleri, matematiksel analizde, diferansiyel
denklemlerde, olasilik teorisi ve optimizasyon problemlerinde yaygin olarak

kullanilan bir ara¢ haline gelmistir.

Konveks fonksiyonlar matematiksel analizin ©6nemli bir konusudur.
Konveks fonksiyonlarla ilgili ¢aligmalar, 18. yiizyilda baslamis ve gliniimiize kadar
devam etmistir. Konveks fonksiyon kavrami, ilk kez Alman matematik¢i Johann
Benedict Listing tarafindan 1847 yilinda tanitilmistir. Listing, bir fonksiyonun
konveks olmasi i¢in, herhangi iki noktasi arasinda ¢izilen dogrunun grafik tizerinde

her zaman fonksiyonun altinda kalmasi gerektigini ifade etmistir. Ancak konveks



fonksiyonlar tizerine daha kapsamli ¢alismalar, Fransiz matematik¢i Augustin-Louis
Cauchy ve Alman matematik¢i Karl Weierstrass gibi isimlerle devam etmistir.
Cauchy, konveks fonksiyonlarin tiirevlenebilir oldugunu ve bu tiirevin artan bir
fonksiyon oldugunu kanitlamistir. Weierstrass ise konveks fonksiyonlarin nokta
degerlerini alabilecegini ve bu noktalarin tiirevlenebilirlik noktasinda 6zel bir 6neme
sahip oldugunu gostermistir. 21. yiizyilda ise konveks fonksiyonlar iizerine birgok
onemli ¢calisma yapilmistir. Bu donemde 6zellikle konveks optimizasyon adi verilen
bir alt dal ortaya ¢ikmis ve konveks fonksiyonlarin en aza indirgenmesi ve en iyi
¢Oziimiin bulunmasi gibi problemler {izerine odaklanilmistir. Bu alanda ¢alisan
isimler arasinda Dantzig, Karush-Kuhn-Tucker, Karmarkar ve Nemirovski gibi

matematikgiler 6n plana ¢ikmistir.

Konveks fonksiyonlarin s-konveks, m-konveks, (a,m)-konveks , h-konveks,
harmonik konveks, log-konveks, r-konveks, g-konveks ve wright-konveks gibi
literatiirde birgok farkli smifi yer almaktadir (Breckner, 1978; Toader, 1984,
Mihesan, 1993; Pecari¢ ve Proschan, 1992; Gill ve ark., 1997; Pearce ve ark., 1999;
Pearce ve ark., 1998; Wright, 1954; Iscan, 2014). Bu tez ¢alismasinda MN-konveks
fonksiyonlar iizerine yapilmis olan ¢aligmalar incelenmis olup agirlikli ortalamalar
yardimiyla (M,P)-fonksiyon sinifi {izerine yeni integral esitsizlikleri literatiire

kazandirilmastir.



2. LITERATUR TARAMASI
2.1 Baz1 Konveks Fonksiyonlar ve Esitsizlikler
Tanmmm 2.1.1 Her x,y € [a,b]ve A € [0,1] igin f: [a,b] € R — R fonksiyonu

fAx+ A= Dy) < Af)+ A - DfFY)
esitsizligini saglarsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. (—f) konveks ise f ’ye

konkav denir (Pecari¢ ve ark., 1992).

Tanim 2.1.2 Her x,y € R ve A€ [0,1] igin negatif olmayan f:I S R - R

fonksiyonu
fCx+ (1= Dy) < f) + )
esitsizligini saglarsa bu fonksiyona P fonksiyonu denir (Dragomir ve ark., 1995).

Teorem 2.1.1 (Hermite Hadamard Esitsizligi): f : [a, b] — R fonksiyonu konveks

olmak lizere

f(a+b)sbia]bf@dx _ f@+f®)

2 2

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Pearce, 2000).
Teorem 2.1.2 (Wirtinger Tipli Esitsizlik): f ve f', (a,b) araliginda siirekli
fonksiyon ve f(a) = f(b) ve f:f(x)dx = 0 olsun. Bu durumda

b b
[rreorax < ( f FCO]2dx

esitsizligi gecerlidir ( Mitrinovi¢ ve Vasi¢, 1969).

Konveks fonksiyonlar matematigin bir¢ok alaninda &nemli rol oynar. Konveks
fonksiyonlar, bir dizi uygun 6zellikleri ile ayirt edilen optimizasyon problemlerinin
incelenmesinde ozellikle 6nemlidirler (Roberts ve Varberg, 1973). Aumann,
konveksligin genellestirilmis sartlarini yani keyfi M ve N ortalamalarma gore MN-
konveksligi 1933 yilinda ortaya koymustur (Aumann ve Akad, 1933). Son
zamanlarda birgok yazar bu genellemeleri ele almistir. Ozellikle Niculescu MN-

konvekslikle nispi (kismi) konveksligi karsilastirmistir (Niculescu, 2003). Anderson



ve arkadaslar1 pozitif degiskenin pozitif degerli bir fonksiyonu i¢in bu kavramlarin

belirli genellemelerini agagidaki gibi incelemistir.
Tanim 2.1.3 M : (0,) X (0,00) = (0, ) fonksiyonu
M1)  M(x,y) = M(y,x),
(M2) M(x,x) = x,
M3) x<Mxy)<y, x<y
(M4) M(Ax,Ay,A) = AM(x,y), VA>0.
sartlarin1 sagliyorsa ortalama fonksiyonu denir (Anderson ve ark., 2007).
Ornek 2.1.1 x,y € (0, ) icin;
M(x,y) = A(x,y) = A = % aritmetik ortalama

M(x,y) = G(x,y) = G = /xy geometrik ortalama

M(x,y) =H(x,y) =H=A"1(x"1y 1) = Z—f] harmonik ortalama

s X #
M(x,y) = L(x,y) =L = { Inx—lny Y logaritmik ortalama
x xX=y
1
1 (x*\x—y
MQ,y)=I1(x,y)=1= Z(y_y) X # Y identrik ortalama ve
x x=y

M(x,y) = Mp(x»y) = Mp

1/p

AP (xP,yP) = (xp _;yp > p € R\{0}

G(x,y) = /xy p=0

p-kuvvet ortalamadir. Ozel olarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

Anderson ve arkadaglar1 asagidaki M ve N’nin agirlikli ortalamasi yardimiyla orta
nokta konveks olarak adlandirilan MN-konveks fonksiyonlarinin asagidaki sekilde

yeni bir tanimin1 vermistir (Anderson ve ark., 2007).



Tanmmm 2.1.4 M ve N sirasiyla, I < (0,0)ve J € (0, ) araliklarinda tanimlanmuis iki

ortalama olsun. Her x, y € I i¢in;

f (M) < N(f(x), f(y))

ise f:1 -] fonksiyonuna MN-orta nokta konveks denir. M = N = A oldugunda
bu tanim bilinen konvekslige (konkavliga) indirgenmektedir (Anderson ve ark.,
2007). MN-konvekslik kavrami, literatiirde cesitli kaynaklardan kapsamli bir
sekilde incelenmistir (Aczel , 1947; Aumann ve Akad, 1933; Matkowski, 2003/2004;
Niculescu, 2003).

Teorem 2.1.3 I, (0, o0)araliginin agik bir alt araligi ve f: 1 — (0, 00) siirekli bir
fonksiyon olsun. (4)’den (9)’akadar I = (0,b),0 < b < oo olmak iizere

(1) f ’nin AA-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, / 'nin konveks

(konkav) olmasidir,

(2) f’nin AG- konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, logf 'nin konveks

(konkav) olmasidir,

(3) f ’nin AH-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, /// ’nin konkav

(konveks) olmasidir,

(4) f ’nin GA-konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart, f(be™%) 'nin

(0, 0) araliginda konveks (konkav) olmasidir,

(5) f ’nin GG-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, log f(be™") " nin

(0, ) araliginda konveks (konkav) olmasidir,

(6) f’nin GH -konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart, 1/ f(be™")’ nin
(0, ) araliginda konkav (konveks) olmasidir,

(7) f’nin HA-konveks (konkav) olmasi icin gerek ve yeter sart, f (i) 'in (1/b, )

araliginda konveks (konkav) olmasidir,

(8) f 'min HG-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, logf G) 'in

(1/b, ) araliginda konveks (konkav) olmasidir,



(9) f’nin HH-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, 1/f(1/x) * in
(1/b, ) araliginda konkav (konveks) olmasidir (Anderson ve ark., 2007).

ispat
(1) Tanimdan ispat agiktir.

(2) f’nin AG konveksligi ve logf nin konveksligi dikkate alinirsa
flA(x») < 6(f(0), f()
e f((x+y)/2) < (2)Vf) f)

1
elogf(x+y)/2) < (=) > (log f(x) + log f(y¥))

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

(3) f’nin AH konveksligi ve 1/fnin konkavlig1 dikkate alinirsa
(A, ) < RH(f (), fF (1))
S f((x+y)/2) =2/(A/f() +1/f¥))

1
< 1/f((x+y)/2) 2 (2)5A/f() +1/f()
yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

nin onveksligi ve e~ ") nin konveksligi dikkate alinirsa x = be™" ve
(4) f’nin GAk ksligi ve f'(be™™) nin k ksligi dikk | be "

y = be™® olmak iizere
f(Gy) < DA + f))

o f(be 912 < (2)3 (F(be™) + [ (be™))
yazilir ve boylece ispat tamamlanir.
(5) f’nin GG konveksligi ve logf(be~") nin konveksligi dikkate alinirsa
x = be™" ve y = be”® olmak lizere
f(Gxy) < 6(f(), f())

& log f(be~+9)/2) < (2)1/2(log f(be™™) + log f(be ™))



yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

(6) x = be™" vey = be”® olmak lizere
f(Gxy) < @H(f(), f))

1
© 1/f(be™0*9/2) > ()G A/fbe™) +1/f(be™)
yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

7 gx)=f G) ve X,y € (%, 00) olsun. Boylece i,% € (0,b) olur.

Bu takdirde (0, b) araliginda f'nin HA-konveks(konkav) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

2
f (x - y) < (2)(1/2)(F(1/%) + F(1/9))

x+y 1
=9(2Y) < @560 +9»)
olmasidir. Boylece ispat tamamlanir.

B8) gx) =log(f(1/x)ve x,y € (%, 00) olsun. Boylece %,% € (0, b) olur.

Bu takdirde (0, b) araliginda f'nin HG-konveks (konkav) olmasi igin gerek ve
yeter sart

2
f(555) = @ VT

1
= log f(2/(x+y)) = () (3) Mogf(1/x) +logf(1/)

x+y 1
=9(F) @500 +90)
olmasidir. Boylece ispat tamamlanir.

1 1 ) 11 .
9) glx) = @ ve X,y € (3, 00) olsun. Boylece pii € (0, b) olur. Bu takdirde

X

(0, b) arahiginda f'nin HH-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2
f(r55) = @2/Q/ra +1/£/m)



S 1/f2/(x+y)) = (=) (1/2)A/f(A/x) +1/f(1/y))

o 9(3) 2 (3) (66 +96))

olmasidir. Boylece ispat tamamlanir (Anderson ve ark., 2007).

Sonu¢ 2.1.1 I, (0,00) araliginin agik bir alt arahigt ve f:I— (0,)
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. (4)’den (9)’ a kadar olan siklarda I =
(0,b), 0 < b < o0 olmak tizere

(1)  f’nin AA-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, f'(x) ’ in artan

(azalan) olmasidir

(2)  f’nin AG-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, f'(x)/f(x) ’in

artan (azalan) olmasidir

(3)  f’nin AH-konveks (konkav) olmast igin gerek ve yeter sart, f'(x)/f(x)? ’in

artan (azalan) olmasidir

(4)  f’nin GA-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, xf'(x) ’in artan

(azalan) olmasidir

(5)  f’nin GG-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, xf'(x)/f (x) ’in

artan (azalan) olmasidir

(6)  f’nin GH-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, xf'(x)/f(x)? ’in

artan (azalan) olmasidir

(7)  f’nin HA-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, x2f’(x) ’ in artan

(azalan) olmasidir

(8)  f’nin HG-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, x2f(x)/f (x) ‘in

artan (azalan) olmasidir

(9)  f’nin HH-konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, x2f'(x)/f (x)? -

in artan (azalan) olmasidir (Anderson ve ark., 2007).
Sonug¢ 2.1.2 H(x,y) < G(x,y) < A(x,y) oldugundan dolay1

(1) f, AH-konveks = f, AG-konveks = f, AA-konvekstir,



(2) f, GH-konveks = f, GG-konveks = f, GA-konvekstir,
(3) f, HH-konveks = f HG-konveks = f, HA-konvekstir

yazilabilir. Ayrica eger f fonksiyonu artan (azalan) ise o zaman N herhangi bir
ortalama foksiyon olmak tizere AN konveks(konkav), GN ve HN konveks (konkav)
anlamina gelir. Konkavlik i¢in (1) ve (3) deki ¢ikarimlar tersine g¢evrilir (Anderson
ve ark., 2007).

Ornek 2.1.2 (0, ) araliginda;

(1) f(x) = coshx fonksiyonu AG-konvekstir, dolayisiyla GG-konveks ve
HG-konvekstir. Fakat AH-konvex, GH-konveks ve HH-konveks degildir,

(2) f(x) = sinhx fonksiyonu AA-konvekstir, fakat AG-konkavdir,

(3) f(x) = e* fonksiyonu GG-konveks ve HG-konvekstir, fakat GH-konveks ve
HH-konveks degildir,

(4) f(x) =log(1+ x) fonksiyonu GA-konvekstir, fakat GG-konkavdir,

(5) f(x) =arctanx fonksiyonu HA-konvekstir, fakat HG-konveks degildir
(Anderson ve ark., 2007).

2.2 Agirhikh Ortalamalar

Tanmm 2.2.1 Bir M : (0,) X (0,00) X [0,1] - (0, ) bir fonksiyon olmak iizere

(WM1) M(x,y,A) = M(y,x,1 — 1)

(WM2) M(x,y,A) = x

(WM3) x<yved€(01)iginx < M(x,y,A) <y ve
M(x,y,0),M(x,y, D} = {x,y}

(WM4) Va > 0igin M(ax,ay,1) = aM(x,y, )

(WM5) A € [0, 1] sabit olmak tizere

x < w iken, M(x,y,A) < M(w,y, )
y < wiken, M(x,y,A) < M(x,w,A)

(WMe) x # y olmak iizere x,y € (0, ) sabit olsun.



Bu takdirde M(x, y,.), [0, 1] lizerinde kesin monoton ve siirekli bir fonksiyondur
(WM7) Vx,y,z,w € (0,0)ves, 1€ [0,1] i¢in
MM(x,y,A),M(z,w,1),s) = M(M(x,z,5), M(y, w,s), )
(WM8) Vx,y,€ (0,0) ves, 14,1, € [0,1] i¢in
M(x,y,s0 + (1 —5)A) = M(M(x,y,11), M(x,v,1;),s)
sartlar1 saglaniyorsa M’ye agirlikli ortalama fonksiyonu denir (Iscan, 2021).

Sonu¢ 2.2.1 Yukaridaki tanima gore, her agirlikli ortalama fonksiyonu A = 1/2
sartryla, bir ortalama fonksiyondur. Ayrica, (WM®6) ile, her x € [x,y] € (0, o) i¢in
x = M(x,y,A) olacak sekilde bir A€ [0, 1] vardir. Bununla birlikte;

i. Eger M(x,y,.) kesin artansa, x < y olmasi durumunda M(x,y,0) = x ve

M(x,y,1) = ydir, yani M(x, y, A) pozitif dogrultudadir.

ii. Eger M(x,y,.) kesin azalansa M(x,y,.)([0,1]) = [min{x,y}, max{x,y}] ve
x < y olmasi durumunda M(x,y,0) =y ve M(x,y,1) = x, yani M(x,y, A) negatif
dogrultudadir (iscan, 2021).

Uyan 2.2.1 Bu tez boyunca, aksi belirtilmedikg¢e farkli agirlikli ortalamalarin ayni
dogrultuda oldugunu kabul edecegiz.

Ornek 2.2.1
M(x,y,A) = A(x,y, 1) = A; = (1 — A)x + Ay agirlikh aritmetik ortalamadir.
M(x,y,1) = G(x,y,1) = G; = x*"*y* agirlikli geometrik ortalamadir.
= Sl Al vl )= — s
M(x,y,A) =H(x,y,A) =H, =A"(x""y HA1)= iy agirlikl

harmonik ortalama ve

M(x,y,4) = Mp(x,y,A) = My, »

_ [AYP(xP,yP,2) = (1 — DxP + AyP, p € R/{0}
Gx,y,))=x"2* ,  p=0

p-kuvvet ortalamasidir. Ozel olarak, her x,y € (0,),t € [0,1] ve p > 1 i¢in
M_13=Hy < Moa= Gy < My,=4; <My,
esitsizligi elde edilir (Iscan, 2021).
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A€ Ryegorep € R\{0} ve y>x sartiyla y,x > 0 sabitleri i¢in Mp(y,x, 1)
stirekli ve kesinlikle artandir. Literatiirde agirlikli ortalama kullanilarak bir ¢ok
konvekslik tiirii Iscan (2014), Iscan (2016), Matkowski (2003/2004), Mirkovié
(2019), Niculescu (2000), Niculescu (2003) gibi yazarlar tarafindan

tanimlanmustir.

Onerme 221 M: (0,0) X (0,00) X [0,1] = (0,00) bir agirhkli ortalama

fonksiyonu ise,

M M (a,M(a,b,s),A),M (b,M(a,b,s),A),s) = M(a,b,s) (2.2.1)
M (M(a,b,2),M(b,a,2),5) = M(a,b,3) (2.2.2)

6zdeslikleri elde edilir (Iscan, 2021).

Ispat (WM7)’de y = w = M(a,b,s), x = ave z = balmirsa ve (WM2)
ozelligi kullanilirsa (2.2.1) 6zdesligi elde edilir. Benzer bir metot kullanilarak,
(WM7)'de x=w=a, y=z=b ve s = 1/2 alinwrsa ve (WM2) ve
(WM?7) 6zellikleri kullanilirsa (2.2.2) 6zdesligi elde edilir.

2.3 MN-Konveks Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Tanim 2.3.1 M ve N, sirasiyla I € (0,0)ve J € (0, o ) araliklarinda tanimlanan iki

agirlikli ortalama olsun. V x,y € Ive A € [0,1] i¢in

f(MC,y, ) < (N (FCO, fFO), D)

sartim saglayan f:1 — J fonksiyonuna MN-konveks(konkav) fonksiyon denir (Iscan,
2021).

Tanim 2.2.2'deki (WM8) kosulu x,y € (0,0) i¢in M(x,y,.) fonksiyonunun
[0,1] araliginda hem MM-konveks hem de MM-konkav oldugunu gosterir. Bu, 6rnek
2.2.2°de verilen agirlikli ortalamalarin (WM8) kosulunu saglamasindan kolaylikla
goriilebilir.

M ve N ‘in 6zel durumlarini g6z 6niinde bulundurarak, AA-konvekslik (klasik
konvekslik), AG -konvekslik (logaritmik konvekslik), GA-konvekslik, GG-
konvekslik (geometrik konvekslik), HA-konvekslik (harmonik konvekslik) M,A-
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konvekslik (kuvvet konveksligi) vb. gibi bazi1 farkli konvekslik siniflar1 elde edilir
(Iscan, 2021).

Tanim 2.3.2 M ve N sirasiyla [x, y] € (0,00) ve J € (0, ) araliklarinda tanimlanan

iki agirlikli ortalama ve f:[x,y] = J bir fonksiyon olsun. Her A € [0,1]igin
f(M(x,y,A)) = f(M(x,y,l - /1))

sart1 saglaniyorsa, f fonksiyonuna M(x,y,1/2)'ye gore simetriktir denir (iscan,
2021).

Teorem 2.3.1 M ve N sirasiyla [x,y] € (0,00) ve J € (0, ) araliklarinda taniml
iki agirlikli ortalama olsun. f:[x,y] — J fonksiyonu MN-konveks ise f fonksiyonu
stnirhidir (Iscan, 2021).

Ispat K = max {f(x), f(y)} olsun. [x,y] araliginda herhangi bir z = M(x,y, 1)
degeri i¢in, f'nin MN-konveksligi ve (WM3) kosulu kullanilarak

f@=<N{FX,fA) <K

elde edilir. f fonksiyonu ayni zamanda alttan sinirhidir. Herhangi bir z € (x, y] i¢in
z = M(x,y, ), olacak sekilde bir 44 € (0,1] vardir. Béylece f'nin MN-konveksligi
ve (2.3.2) kullanilarak

f <M <x,y,%)> =f <M (Z,M(y,x,/lo),%)>

< N (f@.f M©3,240)),5) (2.3.1)
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan f(z) = f(M (M(y,x, o)) ise,

N @, f M(©y,x,20)),1/2) = f(2)
olur. Boylece f fonksiyonu aym zamanda alttan sinirhh olmus olur. f(z) #

fM (M(y,x,40)) ise

N (F@.f (Mxa0)5) = wof @+ (= p)f (MG, 1)

olacak sekilde bir py € (0,1) vardir. (2.3.1) esitsizligi ve iist sinir olarak K’yi

kullanarak
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f(2) = /Tl()[f (M (x,y, %)) -(1- lo)f(M(x, Y, lo))

1 1
> L[r (M (x2)) - - 2)K] = k
yazilir. Béylece herhangi bir z € (x, y] igin f(2z) = max{k, f(x)} sonucu elde edilir.
Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.3.2 M ve N,sirasiylal € (0,0)ve J € (0, 0) araliklarinda tanimlanan
iki agirlikli ortalama olsun. f,g:1 — J fonksiyonu MN-konveks ise N(f(.),
g(.),1/2) bir MN-konveks fonksiyondur (Iscan, 2021).

Ispat f ve g MN-konveks fonksiyon oldugundan her x,y € I ve A € [0,1] i¢in
f(M(x,y,2) < N(f(x),f(3),2) ve

g(M(x,y,0)) < N (g(x), g, 1)

esitsizlikleri yazilir. Bu durumda (WM5) ve (WM7) kosullari kullanilarak
1
N(FO.90).5) (MCx,y, )
1
=N (f MGy, D), g (MCxy,2),3)

1
<N (N (F(), f3), D), N (g(x)'g(”'”'i)

= v (N (F0.9005) N (F0.900.3) 02.4)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

M ve N’nin 6zel durumlarmi dikkate alarak farkli konvekslik smiflari igin

asagidaki sonuglar verilebilir.
Sonug¢ 2.3.1 I,] € (0,00) ve f,g:1 — ] olsun;

I. f veg konveks fonksiyonlar ise A(f(.),g(.),1/2) = (f + g)/2 de

konveks fonksiyondur,

ii. f ve g GA-konveks fonksiyonlar ise A(f(.),g(.),1/2) = (f + g)/2 de GA-

konveks fonksiyondur,
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Vi.

Vil.

viii.

f ve g harmonik konveks fonksiyonlar ise A(f(.),g(.),1/2) = (f + g)/2 de

harmonik konveks fonksiyondur,
f veg, p-konveks fonksiyonlar ise A(f(.),g9(.),1/2)=(f + g)/2 de p-

konveks fonksiyondur,

f ve g logaritmik konveks fonksiyonlar ise G(f(.),g(.),1/2) = /fg de

harmonik logaritmik fonksiyondur,

f ve g GG-konveks fonksiyonlar ise G(f(.),g(.),1/2) = \/fg de GG-

konveks fonksiyondur,
f ve g HG-konveks fonksiyonlar ise G(f(.),g(.),1/2) = \/fg de HG-
konveks fonksiyondur,

f ve g AH-konveks fonksiyonlar ise H(f(.),g(.),1/2) = 2fg/(f + g) de
AH-konveks fonksiyondur (Iscan, 2021).

Sonug¢ 2.3.2 Sonug 2.3.1'de sadece baz1 konvekslik tiirleri i¢in sonuglar verilmistir.
Mve N'nin diger 6zel durumlarimi goz oOniinde bulundurarak sonuglari artirmak

miimkiindiir (Iscan, 2021).

Teorem 2.3.3 M ve N, sirasiyla I € (0,00) ve | € (0, ) araliklarinda tanimlanan
iki agirlikli ortalama olsun. f:1 — J fonksiyonu bir MN-konveks fonksiyon ve
a > 0 ise af’de bir MN-konveks fonksiyondur (iscan, 2021) .

Ispat f ‘ nin MN-konveksligi ve (WM4) kosulu kullanilarak
af (M(x,y,1) < aN (f(0), f(), 1) < N (af (%), af (), D)
yazilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.34 M, N ve Ksirasiyla IS (0,00), J<(0,00) ve L < (0,0)
araliklarinda tanimhi ti¢ agirlikli ortalama olsun. f : I — J fonksiyonu bir MN-
konveks fonksiyon ve g:] € (0,) — L azalmayan NK-konveks fonksiyon ise o

zaman g o f, bir MK-konveks fonksiyondur (Iscan, 2021).

Ispat f nin MN-konveksligi kullanilarak

fM&x,y,D) < NFC,fO), D)
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yazilir. NK-konveks ve azalmayan fonksiyon oldugundan

g (f M@y, D))< g(VF@,FO.D) < K (9(F(0),9(F3)),2)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.5 M ve N, sirasiylal € (0,0)ve J € (0, co0)araliklarinda tanimlanan iki
agirlikli ortalama olsun. f:I — J fonksiyonu MN-konveks, M < AveN < A
(A, agirlikli aritmetik ortalamadir) ise f fonksiyonu I° ‘deki herhangi bir

[a, b] kapal1 araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Sonug¢ olarak f,[a,b] araliginda
mutlak siirekli ve 1° *de siireklidir (Iscan, 2021).

Ispat a—s veb + & I’ ya ait olacak sekilde bir € > 0 secilsin ve m; ve m,'de
[a—e, b+ €] araliginda f* nin alt ve st sinirlar1 olsun. u ve v, [a, b]" nin farkli

noktalar1 olmak tlizere

ly — x|

=M = ——
y (x,z2),1 Py p—

olacak sekilde bir z noktas: segilirse
fO) S N, f(2,D) SASf(x).f(2),1) = f(x) + A1[f(2) = f(X)]
ve K = (m, — m;)/e olmak iizere
fO)— fx) < 2[f(2) — fF)] = A(m; — my)

ly — x|
&

< (m; — my) = Kly — x|

yazilir. Bu esitsizlik herhangi bir x,y € [a, b] i¢in dogru oldugundan, yani x ile y
yer degistirdiginde de gecerli oldugundan

lf) = fGII< Ky — x|
yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Bir f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli ise, keyfi € > 0 i¢in [a, b]
araliginin ayrik acik alt araliklariin herhangi bir {(a;, b;)}T koleksiyonu igin,

ri(b;j—a;) <6 iken L lfb) — f(a) | < € olacak bigimde § > 0 sayisi

vardir. Dolayisiyla § = ¢/K segilirse  f fonksiyonunun [a, b] araliginda mutlak

stirekli oldugu acgik¢a goriiliir.
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Son olarak, [a, b], I° de keyfi bir aralik oldugundan ve f” de [a, b] araliginda
Lipschitz sartin1 sagladigindan 1° de siireklidir.

Teorem 2.3.6 M ve N, sirasiylal € (0, ) ve ] € (0, c0)araliklarinda tanimlanan iki
agirlikli ortalama olsun. f,: I = J fonksiyonu MN-konveks fonksiyonlarinin rastgele
bir ailesi ve f(x) = supgfa(x) olsun. K = {x € [: f(x) < o} bos degilse,
K bir aralik ve f, K iizerinde MN-konveks fonksiyondur (iscan, 2021).

Ispat 1 € [0,1] ve x,y € K keyfi iki eleman olsun. Bu durumda

f (M Gy, ) = sup fu(Mx,3, D) < sup(N (o), fa (). D)
<N (sup fe(@), sup £, 1) = N(F (), f(3),2) < o0

yazilir. Bu ayn1 zamanda, K nin herhangi iki noktasi arasindaki her noktay1
icerdiginden K 'min bir aralik oldugunu ve, f ’nin K tizerinde M N-konveks fonksiyon

oldugunu gosterir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
2.4 MN-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite Hadamard Esitsizlikleri

Teorem 2.4.1 M ve N sirasiyla I € (0,0)ve J € (0, ) araliklarinda tanimlanan iki
agirlikli ortalama olsun. f:1 — J fonksiyonu MN-konveks ve asagidaki integral

varsa, her x,y €1 ve x < yigin
f((s)
1 1
< fo N(f(M(x,y,A)),f(M(x,y,l—A)),E)dl

< N(f(x),f(¥),1/2) (24.1)
esitsizligi gecerlidir (Iscan, 2021).

Ispat f:1 - Rbir MN-konveks fonksiyon oldugundan, (2.2.2) yi kullanarak her
x,y €lve A€]0,1] igin

f (M (x, y,%)) =f <M(x, y,A),M (x, y,1—4, %))

<N (f(M(x,y,l)).f(M(x' y1- ’D)'é)
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elde edilir. Ayrica A € [0,1] i¢in integral alinirsa

f<M (xy%)) < fOlN(f(M(x,y,/l)),f(M(x,y,1 —/1)),%) dr  (2.4.2)

yazilir. Boylece (2.4.2)’den (2.4.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilmis olur. ikinci
olarak  f fonksiyonunun MN-konveksligi, (2.2.2) esitligi ve (WMS5) kosulu

kullanilarak
1
N (f(M(x,y,/l)),f(M(x,y, 1- A))JE)
1
<N (NG@.FOLDNG@,FO)1-2)3)

=N (7.1 0).5)

yazilir. Bu esitsizlik [0,1] araligi tizerinden A’ya gore, integre edilirse, (2.4.1)

esitsizliginin sag tarafi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

M ve N 06zel durumlarmmi dikkate alarak farkli konvekslik smiflari igin

asagidaki gibi bazi sonuglar1 Iscan (2021) tarafindan verilmistir.
Sonu¢ 2.4.11,] < (0,00) ve f:1 — J olsun.

i f, konveks fonksiyon (yani M = N = A (4, agirlikli aritmetik ortalamadir) ise
A(xr3))=r(57)
f x’ y’ 2 - f 2

< folA (f(A(x, v, ), f(AGxy,1~ ’1))'%> a

1 y 1 y
=mfxf(x)+f(x+y—/1)dx =mfxf(x)dx

1
< 4(f00.f0).5) = w

esitsizligi elde edilir.
ii. f, GA-konveks fonksiyon ise

f(G(xy,1/2) = f(\Jx,¥)
17



< folA (f(c;(x, v, D) F(Gx,y, 1 — ,1)),%) A

B 1 y xy _ 1 Y f(x)
- 2(lny—lnx)fx f(x)+f(7)dx - lny—lnxj X dx

<a(re fong) = LI

esitsizligi elde edilir (Iscan, 2014b).

iii. f, harmonik konveks fonksiyon ise

AUCHIRIC

1 1
< fo A (f(H(x, v, ), f(H(x,y,1 - /1))5) di

_ X Y -1 -1 _ .-11-1 E
=552 ). FO I ey D G
Xy fyf(x)dx

Cy-—xJ, x2

<4(re0.£on.5) = 22D

esitsizligi elde edilir (Iscan, 2014a).

(\2 f, p-konveks fonksiyon p # 0 ise
1
1 u? + vP1p

F\ Mo (u'v'i) =7 [ 2 ]

< folA (f (M@, 0,2)), f (M, (0,1 —A)),%) dA

p v 1\ dx
=2ty ), 100+ (1 =)

. ("f)
= —dx
vP —yb u x1-p

1
< 4(ra r 5) =TT
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esitsizligi elde edili (Iscan, 2016).

V. f, log-konveks fonksiyon ise
f(a(od) =7 (=)

< f: G (f(A(u, 0, ), f(Aw,v,1 — ,1)),%) da

1
v—u

| JFOF G+ v —Ddx

1
<6 (r@.fo).5) = JFI®

esitsizligi elde edilir (Dragomir ve Mond, 1998).

Vi. f, GG-konveks fonksiyon ise
1
f <G <u vz>> =f(Juv)

< LIA <f(G(u, v, 1), f(G(wv,1- /1)),%) dA

1 v d 1
i | r0r(2) S <6 (rafm5) = VG F®)
esitsizligi elde edilir (Iscan, 2014c).

Vii. f, HG-konveks fonksiyon ise
(ung)) =1 (53)
/ wva)) =1 u+v

< jol G (f(G(u, 0, )), f(Hw v, 1 - /1)),%) da

u

v d
_v“fu VEOf(ut+vt— x—l]—l)x_f

%
1
<6 (Fa.r)3) = VL. ®
esitsizligi elde edilir.
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viii.  f AH-konveks fonksiyon ise
2 ( 1) _ (u + v)
f u’ v’ 2 - f 2

< J.lH (f(A(u, v,A)),f(A(u, v,1— l)),%) dA

ijf“VW+”ﬂ”deHwama9

“v—u w )+ flu+v—x)

_ 2f@f®)
@+ @)

esitsizligi elde edilir (Iscan, 2021).

Teorem 24.2 Mve N,sirasiylau,v] € (0,00)ve J < (0,00) araliklarinda
tanimlanan iki agirhkli ortalama olsun. f:[u,v] — J fonksiyonu MN-konveks

fonksiyon ve M (u, v,1/2)" ye gore simetrik ise her x € I igin

f <M (u, v, %)) <f(x) <N (f(u),f(v),%) (2.4.3)

esitsizligi gegerlidir (Iscan, 2021).

Ispat x € [u, v] rastgele bir nokta olsun. Bu takdirde x = M(u, v, 1) olacak sekilde
bir 1€[0,1] wvardir. f:[u,v] - Jfonksiyonu, MN-konveks fonksiyon ve
M(u,v,1/2)" ye gore simetrik oldugu i¢in (2.2.2) esitligi kullanilarak

f (M <u, v,%)) =f (M (M(u, v,),M(u,v,1- A),%))

< ( F(M,v, ), f(Mv,1 - /1)),%) — f(x)

yazilir. Bdylece (2.4.3) esitsizliginin sol tarafi elde edilmis olur. Ikinci olarak f *nin

MN-konveksligi ve (WM5) kullanilarak (2.2.2) esitligi g6z 6niine alindiginda
fx) =N Muwv,D),f Mu,v,1-4),1/2)
1
<N (NGO, F @, N, F )1 = D),5)

= v (ra. @)
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olur. Bu da ispati tamamlar.

M ve N 0zel durumlarni dikkate alarak farkli konvekslik smiflari igin
asagidaki gibi bazi sonuglar verilebilir. Diger M ve N durumlan diisiiniilerek

sonuglar1 arttirmak miimkiindiir (Iscan, 2021).
Sonug¢ 2.4.21,] < (0,00) ve f:1 — ] bir fonksiyon olsun.

i. f, konveks ve (x + y)/2’ye gore simetrik ise

x+y f)+ Q)
() 2100 < OO

esitsizligi elde edilir (Dragomir, 2016).

ii. f, GA-konveks ve ./xy ‘ye gore simetrik ise

F(Jm) < foo < LT

esitsizligi elde edilir (Iscan, 2019).

1
xP+yP

) ‘ye gore simetrik ise

iii. f, p-konveks ve (

p p\1/p
f<<x ery> >Sf(x)gf(x)42rf(y)

esitsizligi elde edilir (Iscan, 2020).
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3.ARASTIRMA BULGULARI
3.1 (M,P)-Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Tanmm 3.1.1 [ c (0,00) bir arablk M: I X I X [0,1] > (0,0) bir agulikh
ortalama fonksiyonu ve f: I — R’ ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
Vx,y € I ve Vt € [0,1] i¢in

f(MCx,y,0) < fG) +f)
esitsizligi saglanirsa f'ye (M, P)-fonksiyon denir.

Uyan 3.1.1 Eger M, agirlikli aritmetik ortalama olarak secilirse, P-fonksiyon smnifi

elde edilir.

Uyar1 3.1.2 Eger Vx €l igin f: I = R, | iizerinde bir (M,P)-fonksiyon ise
f(x) = 0olur.

Teorem 3.1.1 Her MN-konveks fonksiyonu bir (M,P)-fonksiyondur.
Ispat M:1x1Ix1][01]> (0,0) ve N:J x]Jx][01] - (0,00)
fonksiyonlar1 sirasiyla | © (0,), I < (0, 00) araliklarinda iki agirlikli ortalama
fonksiyonu ve f:1 — ] bir MN-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € [
vet € [0,1]igin

f(MCx,y,0) < N(f(), f(),t) (3.1.1)
yazilir. Diger taraftan

fx) < f(x) + f)
ve

fO) = fx) + )

esitsizlikleri dikkate alinirsa
NG, fO,) SN+ f)+f).0) =f)+f) (Bl2)
ifadesi elde edilir. Boylece (3.1.1) ve (3.1.2)’yi kullanarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2 Eger f:[a,b] c (0,0) » R bir (M, P)-fonksiyon ise f, [a,b]

uzerinde siirhidir.
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Ispat f bir (M, P)-fonksiyon oldugu i¢in Sonug 3.1.1’¢ gore her x € [a, b] igin
f(x) = 0. Bu nedenle f alttan simirh fonksiyondur. Ayni1 zamanda Vx € [a,b] ve
3t € [0,1] i¢in x = M(a, b, t) dir. Bu durumda

fx) = f(M(a, b, t)) <f(@+fb)=k ve [ stten smrh bir
fonksiyondur. Sonug olarak f sinirli bir fonksiyondur.
Teorem 3.1.3 M fonksiyonu,! c (0, ) araliginda tanimli bir agirlikli ortalama

fonksiyonu olsun. Eger f : I - R fonksiyonu bir (M, P)-fonksiyon ve &« > 0 ise
bu durumda af bir (M, P)-fonksiyondur.

Ispat f bir (M, P)-fonksiyon oldugu icin

a(M(x,y,8)) < a(f(x) + f(3)) = af(x) + af (y)
esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik of 'nin (M, P)-fonksiyon oldugunu gosterir. Boylece
teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.4 M fonksiyonu,I c (0,0) araliginda tanimli bir agirlikli ortalama
fonksiyonu olsun. f,:1 - R fonksiyonu (M, P)-fonksiyonlarinin herhangi bir
tyesi ve f(x) = sup, fy(x)olsun. K = {u € I: f(u) < oo} bos kiime degilse,

bu durumda K bir araliktir ve f, K lizerinde tanimli bir (M, P)-fonksiyondur.

Ispat t € [0,1]vex,y € K keyfi olsun. Aym1 zamanda f,, (M, P)-fonksiyon

oldugundan f, siirhidir. Bu durumda
f(M(x,y,6)) = supq fo(M(x,y,1))
< supa(foa(0) + fa())
< supg fo(X) + supq fa(y)

=f)+fy) <o

olur. Bu ayni1 anda gostermektedir ki; K bir araliktir ve onun herhangi iki noktasi
arasindaki her noktay1 kapsadigindan dolay f, K {izerinde bir (M, P)-fonksiyondur.

Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.1.5 M fonksiyonu,I c (0, ) araliginda tanimli bir agirlikli ortalama
fonksiyonu olsun. f, g: » R fonksiyonlar1 (M, P)-fonksiyonlar ise, 0 zaman f + g

de (M,P)-fonksiyon olur.
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ispat f ve g (M,P)-fonksiyonlar oldugundan her x,y € Ivet € [0,1] igin.
fMGy, D) < fC)+f)
ve
gM@x,y,0) < g() +9O)
esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda
f +Mx,y,0))
= f(MG.y,0) + g(M(x,y,0))
fC+ ) +9)+90)
=+ +F+9B)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
3.2. (M,P)-Fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.2.1 ((M, P)- fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligi). M,I c
(0,00) araliginda tamimlanan bir agirlikli ortalama fonksiyonu ve f:I - ]
fonksiyonu (M, P)-fonksiyon  olsun. x,y€ [, x<y olmak  iizere

(MP) —fonksiyonlar igin

1 1
f(M <x,y,§)> < ZJ f(M(x,y,0))dt
0
< 2[f()+ )] (3.2.1)
esitsizligi elde edilir.
Ispat f, (M, P) fonksiyon oldugu igin, (WM1) kullamlarak her t € [0,1] igin

f (1 (22)) = £ (0 (050,051 -0.3)

< f(M(x,y,0) + f(M(x,y,1—1t)) (3.2.2)

esitsizligi elde edilir. (3.2.2) esitsizliginin her iki tarafinin t € [0,1] aralig1 {izerinde

t'ye gore integrali alindiginda

folf (M (x, y, %)) dt
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=f<M (xy%)) < folf(M(x,y, t))dt +f01f(M(x,y,1 —t))dt

1
=2 f fF(M(x,y,0))de (3.2.3)
0
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her t € [0,1] i¢in

f(M(x,y,0) < f)+ f) (3.2.4)

ifadesi yazilabilir. (3.1.6) esitsizliginin her iki tarafini [0,1] aralig1 izerinde t'ye gore

integrali alindiginda

1
[ fMey.0)de < £ + £ ) (3:25)
0

esitsizligi elde edilir. Bu durumda (3.2.4) ve (3.2.5) esitsizligi kullanilarak istenen

sonuca ulagilir.

Sonu¢ 3.2.1 [ c (0,o) ve f:I - Rolsun. Eger f bir (M, P)-fonksiyon ve M = A
(A, agirliklr aritmetik ortalama) ise (3.1.1)’1 kullanarak

f<A (xy%)) - f(x ‘; y) < Zjolf(A(x,y, t))de

1 2 Y
=2 [ F(@-0x o) == [ Fadu <2060+ FO))

esitsizligi elde edilir (Dragomir ve ak., 1995).

Sonu¢ 3.2.2 [ c (0,) ve f:1 - R olsun. Eger f bir (M, P)-fonksiyon ve M = G
(G, agirlikli geometrik ortalama) ise (3.1.3)’li kullanarak h(t) = 1 igin

My (a (% %)) - ()
< ZJ:f(G(x,y, t))dt

1
= 2.[ flxrt +yYdt

2 fyf(u)du

=lny—lnx . U
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<2[f(x) + f(¥)]
esitsizlikleri elde edilir (Noor ve ark., 2015).

Sonu¢ 3.2.31 < (0,00) ve f:1 - R olsun. Eger f bir (M, P)-fonksiyon ve M = H

(H, agirliklt harmonik ortalama) ise (3.1.3)’{ kullanarak

2 1
f(h(x,y,1/2)) = f(%) <2 JO F(HG,y,0)dt

1
:Zj; f(tx+gcly—t)y>dt

2 y
:yfyxf %du < 2[f(x) + F()]

X

esitsizlikleri elde edilir (Iiscan ve ark., 2014).

Teorem 3.2.2 M, [x,y] € (0, o0) araliginda tanimli bir agirlikli ortalama fonksiyonu
olsun. f:[x,y] - R fonksiyonu bir (M, P)-fonksiyon ve M(x,y,1/2)’ye gore

simetrik ise, her u € [x, y] i¢in

f(M(x,y,1/2)) < 2f (W) < 2[f () + F(¥)] (3.2.6)
esitsizligi elde edilir.
Ispat u € [x, y] rastgele bir nokta olsun. Bu durumda u = M(x, y,t) olacak sekilde

t € [0,1] noktas1 vardir. f : [x,y] = J fonksiyonu M(x,y, 1/2)’ye gore simetrik
bir (M, P)-fonksiyon oldugu i¢in,

f(M(x,y,1/2)) = f(M(M(x,y,0),M(x,y,1—1),1/2))
< f(M(x,y,t)) +f(M(x,y, 1- t))
= f(MC,y, ) +f(Mx,y,0) = 2f(w)

esitsizligi elde edilir. Boylece (3.2.2) esitsizliginin sol tarafin1 elde ederiz. Ikinci

olarak f, (M, P)-fonksiyon oldugu igin ve (WM5) ve

2f(w) = f(M(x,y,0)) + f(M(x,y,0))
fOG)+fM+ )+ ()
2f(x) +2f(y)

IA
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=2[f(x) + ()]
esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
3.3.(M,P)-Fonksiyonlar i¢in Wirtinger Tipli Esitsizlikler

Teorem3.3.10 < a < bveM : [a,b] X [a,b] X [0,1] = (0,00) [a,b] iizerinde
tanimli bir agirlikli ortalama fonksiyonu, f : [a,b] = (0,), f(a) = f(b), f ve

f" (a,b) iizerinde siirekli fonksiyonlar ve [ 01 f (M (a, b, t)) dt = 0 olsun.

If'], [a,b] tizerinde (M, P)-fonksiyon ise bu durumda ¢(t) = M(a,b,t) ve Vt €

[0, 1] olmak tizere

412

1 1
.f fz(M(a, b, t))dt < [lf (a)l + |f (b)l] f ((p'(t))zdt
0 0
esitsizligi elde edilir.

Ispat ¢@(t) = M(a,b,t) ve h(t) = (f o )(t) olsun. ¢ kesin monoton oldugu icin,
@ € BV[0,1] dir ve budurumda ¢’ € L[0,1] olur. Boylece ¢(0) = a, (1) = b

olarak alinirsa
h(0) = f(M(a,b,0)) = f(a) = f(b) = f(M(a,b,1)) = h(1)

olur. Boylece

1

fh(t)dt =f f(M(a,b,t))dt =0
0

0

oldugu i¢in, ¢ Teorem 3.3.1 hipotezini saglar. Buradan

1

1 1 2
fhz(t)dt < 4—ﬂzf (r'(1)) dt
0

0

esitsizligi yazilir. Bu durumda

1 X 2
mj (h’(t)) dt
0
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1
= %ﬂf|f'(<p(t))|2(<ﬂ’(t))2dt (3.3.1)
0
esitligi elde edilir. |f'|, [a, b] tlizerinde (M, P)-fonksiyon oldugu igin
1
4%21 (h' () dt
0

1
4712

[ @1+ 1o ) a
0

I} 1 2 !
_Uf' @I+ 1f" )] j (¢'(©)%dt (3.3.2)

412

esitsizligi elde edilir. Buradan (3.3.1) ve (3.3.2)’u kullanarak istenen sonuca ulastlir.

Sonu¢ 3.3.1 Eger M = A (A, agirlikli aritmetik ortalama) alinirsa

3
ffmw<( D1 £ @] + 1 (DI

esitsizligi elde edilir.
Sonug¢ 3.3.2 Eger M = G (G, agirlikli harmonik ortalama) alinirsa

b f2 (x) [Inb —Inal®(b? — a?)

= [1f @I + £ BT

esitsizligi elde edilir.

Sonuc¢ 3.3.3 Eger M = H (H, agirlikli geometrik ortalama) alinirsa

PP (P -d)b —a) -
| Hrae s T s i@l + 1P o)l

esitsizligi elde edilir.

Teorem 332 0<a<b ve M: [ab]X [ab]Xx [0,1] - (0,0)[a,b]
lizerinde tanimli bir agirlikli ortalama fonksiyonu, f : [a,b] = (0,), f(a) =

f(b) , f ve f' (a,b) tzerinde siirekli fonksiyonlar ve fol f (M (a,b, t)) dt =0
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olsun. |f’|9, [a,b] iizerinde (M,P)-fonksiyon ise +%=1, qg>1, vt €

S |-

[0,1] icin @(t) = M(a, b,t), olmak lizere

=

[f (@]9 +1f’ (b)lq J( ©) dt

412

f f2(M(a,b,t))dt <

esitsizligi elde edilir.

Ispat ¢(t) = M(a,b,t) ve h(t) = f o @(t) olsun. ¢ kesin monoton oldugu icin,
@ € BV][0,1]'dir ve bu nedenle de ¢’ € L[0, 1] olur. Boylece ¢(0) = a, ¢(1) =

b almirsa h(0) = f(M(a, b, 0)) = f(a) =f(b) = f(M(a, b, 1)) = h(1) olur.
Ayrica

1 1
f h(t)dt = f f(M(a,b,t))dt =0
0 0
oldugu icin, ¢ Teorem 3.3.2 hipotezini saglar. Boylece
1 . 1
2 < — ! 2
f h2(t)dt < = f (h'(®) dt (3.3.3)
0 0

esitsizligi yazilir. Holder esitsizligini kullanarak

1 1
m] (h'(t))zdt
0

1 1
- Pflf'(q’(f))lz LGOI
0

1
q

<= [ (reo))’ f CLORL!
0

=

1

1 q 1
f(lf’(‘/’(t)ﬂq)z dt fl<p’(t)I2p dt
0 0

=

esitsizligi elde edilir. |f'| 9, [a, b] tlizerinde (M, P)-fonksiyon oldugu i¢in
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1
1 2
ym f (h'(t))"dt
0

1
q

f(lf’(“ﬂq +1f'(B)|D)? dt fkp’(t)lzf’ dt

S

S

_Uff @1 +1f (b)l"

412

f|@Wm (33.4)

esitsizligi elde edilir. Buradan (3.3.3) ve (3.3.4) kullanilarak istenen sonuca ulastlir.

Sonu¢ 3.3.4 Eger M = A (4, agirlikl aritmetik ortalama) alinirsa

b ( )3
fﬁmmS———w<mﬂﬂwﬂ

esitsizligi elde edilir.
Sonug¢ 3.3.5 Eger M = G (G, agirlikli geometrik ortalama) alinirsa
1

b 2 — (b2 — a2PYp 2
[ L2 < 2mA PO e 4 1ol

412 (2p)P

esitsizligi elde edilir.
Sonug¢ 3.3.6 Eger M = H (H, agirlikli harmonik ortalama) alinirsa

1

b £2 _ 32 1-4p _ . 1-4p\p 2
f fx(zx)dxﬁ(b a)” ?(ab)(b Pl a p)p[lf'(a)|q+|f’(b)|q]5

4m2(1 — 4p)P

esitsizligi elde edilir.
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4.TARTISMA VE SONUC

Bu yiiksek lisans tezinin temelini olusturan ikinci bolimde MN-konveks
fonksiyonlarin temel 6zellikleri ve bu fonksiyon sinifi i¢in Hermite Hadamard tipli
esitsizlikler verilmistir. Ugiincii boliimde ise (M,P)-fonksiyonlar simifi tanitilarak
temel Ozellikleri verilmis ve (M,P)-fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard tipli ve
Wirtinger tipli esitsizlikler literatiire kazandirilmistir. Elde edilen bu yeni sonuglar
makale formatina getirilerek ‘“ON (M;P)-FUNCTIONS WITH SOME FEATURES
AND NEW INEQUALITIES”’ baslikli ¢alisma altinda ‘‘Miskolc Mathematical
Notes”’ isimli SCI-Expanded indeksli dergide yayina kabul edilmistir.

Konuyla ilgili arastirmacilar bu tezde kullanilan yontem ve teknikler
yardimiyla, agirlikli ortalamalar1 kullanarak yeni fonksiyon siniflar1 tanimlayip, yeni

esitsizlikler elde edebilirler.
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