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Bu tez çalışması beş bölüm halinde düzenlenmiştir. Birinci bölümde tez çalışmasının 

amacından bahsedilerek kısa bir giriş verilmiştir. İkinci bölümde çalışma boyunca 

gerekli olacak temel tanımlar, teoremler ve bazı genel bilgiler ifade edilmiştir. Bu 

bölümde ayrıca bir matrisin çekirdek inversinin tanımı ve bunun bazı özellikleri 

sıralanmıştır. Üçüncü bölümde Çekirdek-EP invers tanımları verilerek Çekirdek-EP 

inversin çeşitli özellikleri ortaya konulmuştur. Ayrıca matrislerin çekirdek-EP inversleri ile 

ilgili bazı hesaplanma yöntemleri verilerek çekirdek-EP inverslerin bazı uygulamalarından 

bahsedilmiştir. Dördüncü bölümde sonuç ve öneriler verilmistir. Beşinci bölümde ise 

tezin hazırlanmasında yararlanılan bazı kaynaklar listelenmiştir. 
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This thesis is organized in five parts. In the first chapter, a short introduction is given 

by mentioning the purpose of the thesis study. In the second chapter, the basic 

definitions, theorems and some general informations that will be required in our study 

are expressed. Also in this chapter, the definition of kernel inverse of a matrix and 

some of its properties are listed. In the third chapter, it is given the definition of the 

core-EP inverse of a matrix and considered some properties of the core-EP inverses. 

Furthermore, some computational methods and several applications of the core-EP 

inverses of matrices are given. In the fourth chapter, conclusions and recommendations 

are given. In the fifth chapter, some sources used in the thesis are listed. 
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1. GİRİŞ

Matris teorisi ve bu teorinin önemli kısmını oluşturan lineer denklem sistemleri 

günümüzde matematik ve istatistik başta olmak üzere sosyoloji, kimya, fizik, 

bilgisayar mühendisliği, kodlama teorisi ve elektrik mühendisliği gibi pek çok teknik 

alanda gerekli temel bilgilerin ayrılmaz bir parçası haline gelmiştir. Matris hesabı, 19. 

yüzyıl ortalarından itibaren yaygın olarak kullanılmaya başlanmıştır. Matris kavramını 

ilk kez 1850 yılında İngiliz matematikçi Sylvester kullanmıştır. 1853 yılında ise bir 

diğer İngiliz matematikçi Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde 

matrislerin çeşitli özelliklerinden faydalanmış olmakla birlikte matris ismini henüz 

kullanmamıştır. Yine bir İngiliz matematikçisi olan Cavley, 1858 yılında ‘Memorie on 

the Theory of Matrices’ isimli çalışmasında matris cebirinin temel esaslarını ortaya 

koymuştur. İlerleyen zamanlarda Fransız bilim adamı Laguerre ve Alman bilim adamı 

Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler üzerinde çalışmışlardır. 

Bilindiği gibi bir matrisin bilinen anlamda inversinden söz edebilmek için 

matrisin kare ve nonsingüler olması gerekmektedir. Ancak kare olmayan ya da kare 

olduğu halde singüler olan matrislerin de mevcut olduğu ve bu tipten matrislerle 

uygulamada oldukça sık karşılaşıldığı da bilinen bir gerçektir. Dolayısıyla bu tip 

matrislerin de bir çeşit inverslerine ihtiyaç duyulmaktadır. Singüler bir matrisin inversi 

kavramı ilk kez 1920 yılında Moore tarafından ortaya atılmış olmakla birlikte, 1950 li 

yılların ortalarına kadar bu konuda herhangi bir sistematik çalışma yapılamamıştır. 

1955 yılında, daha önce yapılan çalışmalardan tamamen habersiz olarak, Penrose 

(1955, 1956) isimli bilim adamı biraz farklı bir yoldan Moore tarafından singüler 

matrisler için verilen invers kavramını tekrar tanımlamıştır. Penrose ile hemen hemen 

aynı dönemlerde yaşayan Rao ise, bir singüler matrisin Pseudo inversi olarak 

adlandırdığı ve en küçük kareler teorisinde, singüler matrisli normal denklemlerin 

çözümünde ve istatistiksel tahmin edicilerin varyanslarının hesaplanmasında oldukça 

sık kullanılan yeni bir invers kavramı geliştirmiştir. Ancak Rao tarafından geliştirilen 

bu invers, Moore ve Penrose tarafından ortaya konulan kısıtlamaların tamamını 

sağlamamaktadır. Bu nedenle Pseudo invers, Moore ve Penrose tarafından verilen 

inverslerden biraz farklıdır. Rao, daha sonraki bir çalışmasında lineer denklemlerle 

ilgili problemlerin çözümünde kullanılan ve Moore ve Penrose’ un vermiş olduğu 
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tanımdan daha zayıf bir tanım ortaya koymuştur. Genelleştirilmiş invers adı verilen bu 

inversin çeşitli uygulamaları Rao’ nun daha sonraki birçok çalışmasında yer almıştır.  

 Genelleştirilmiş inverslerle ilgili çalışmalar yapan başlıca bilim adamları 

arasında Greville, Bjerhammer, Ben-Israel ve Charnes, Chipman, Chipman ve Rao, 

Scroggs ve Odell ve diğerleri sayılabilir. Bott ve Duffin, bir kare matrisin kısıtlı 

inversini tanımlamışlardır ki bu invers bilinen g–inversten biraz farklıdır ve bazı 

uygulamalarda oldukça sık kullanılmaktadır. Chernoff ise çalışmalarında singüler 

nonnegatif tanımlı bir matrisin g–inversi kavramını ele almıştır ki bu invers, bir g–

invers olmamasına rağmen tahmin problemlerinin incelenmesinde oldukça yararlıdır. 

Rao tarafından verilen daha zayıf tanımı sağlayan g–invers tek türlü olmamakla 

birlikte matris cebirinde ilginç bir çalışma olarak kabul edilmektedir. 1967 yılında bir 

yayınında Rao, değişik amaçlarla kullanılmak üzere g–inverslerin bir sınıflandırmasını 

vermiştir. Bu çalışmalar daha sonraları bu inverslerin yeni bir sınıflandırmasını ortaya 

koyan Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1970) tarafından geliştirilmiştir. 

 Genelleştirilmiş inverslerin diğer çeşitli uygulamaları Mitra ve Rao (1968a, 

1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafından yapılan bir dizi çalışmada ele alınmıştır. 

Genelleştirilmiş inverslerle ilgili sistematik gelişmeler ve bunların çeşitli uygulamaları 

Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971) adlı eserde  

etraflıca verilmiştir. 

Bu tez çalışmasında öncelikle kare olmayan ya da kare olduğu halde normal 

olarak bildiğimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler için geliştirilen ve 

özellikle lineer denklem sistemlerinin genel durumda çözümünün mevcut olup 

olmadığının araştırılmasında ve mevcut olması durumunda çözümün belirlenmesinde 

kullanılan ve bilinen invers özelliklerini de sağlayan yeni bir genelleştirilmiş invers 

kavramı ele alınmıştır. Bu amaçla öncelikle Moore-Penrose invers olarak adlanıdırılan 

bu inversin çeşitli özellikleri verilmiştir. Ayrıca keyfi mertebeden bir kare matris için 

grup invers, Drazin invers ve çekirdek invers tanımı verilerek bu inversin bazı 

özellikleri ortaya konulmuştur. Son olarak bilinen inversi mevcut olmayan kare 

matrisler için çekirdek-EP invers tanımı verilerek bu inversin çeşitli özellikleri 

verilmiş ve bu tipten inversleri hesaplamada kullanılan bazı yeni yöntemler 

geliştirilmiştir.  
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1 Matrislerle İlgili Bazı Temel Kavramlar 

Tanım 2.1 i) 𝕂  bir cisim, 𝑚, 𝑛ℕ ve 1 ≤ 𝑖 ≤  𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤  𝑛 olmak üzere bütün (𝑖, 𝑗) 

sıralı ikililerinin kümesini 𝒜 = ℕ 𝗑 ℕ gösterelim. Bir  ƒ:𝒜 ⟶  𝕂  fonksiyonu 

(𝑖, 𝑗) ⟶ ƒ(𝑖, 𝑗) = 𝑎𝑖𝑗  

biçiminde tanımlansın. Bu durumda 𝑎𝑖𝑗  𝕂 olmak üzere keyfi seçilen  𝑚. 𝑛  tane 

elemanın oluşturduğu tabloya 𝕂 üzerinde tanımlı 𝑚× 𝑛 tipinde bir matris denir ve 

   𝐴 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛
… 𝑎2𝑛… …

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2  
… …
… 𝑎𝑚𝑛

]                                                    (2.1) 

veya kısaca 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 şeklinde gösterilir. Her bir (𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

ikilisine karşılık gelen 𝑎𝑖𝑗 elemanına ise 𝐴 matrisinin (𝑖, 𝑗)–yinci bileşeni adı verilir. 

ii) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] matrisleri 𝑚× 𝑛 tipinde iki matris olmak üzere, eğer her 

(𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ve  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 için  𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 ise bu matrisler birbirine eşittir denir. 

iii) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]  matrisi 𝑚 × 𝑛 tipindeki bir olmak üzere eğer her bir  (𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 için  𝑎𝑖𝑗 = 0 ise 𝐴 matrisine sıfır matris denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

iv)  𝑚 × 𝑛 tipindeki iki 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] matrisi verildiğinde, bu iki matrisin 

toplamı,  (𝑖, 𝑗)–yinci bileşeni 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 olan bir matris olup aşağıdaki gibi tanımlanır: 

     𝐴 + 𝐵 = [

𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 ++𝑏12

… 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
… 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛… …

𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1 𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2

  … …
  … 𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛

]  

v) 𝑐 ∈ 𝕂 bir skaler olmak üzere 𝑐𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚 matrisi (𝑖, 𝑗)–yinci bileşeni 𝑐𝑎𝑖𝑗 olan bir 

matris olup aşağıdaki gibi tanımlanır: 

       𝑐𝐴 = [

𝑐𝑎11 𝑐𝑎12
𝑐𝑎21 𝑐𝑎22

… 𝑐𝑎1𝑛
… 𝑐𝑎2𝑛… …

𝑐𝑎𝑚1 𝑐𝑎𝑚2  
… …
… 𝑐𝑎𝑚𝑛

]  

vi) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝕂𝑝
𝑚 ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] ∈ 𝕂𝑛

𝑝
  tipindeki iki 𝐴 ve 𝐵 matrisinin çarpımı 𝐶 =

[𝑐𝑖𝑗] ∈ 𝕂𝑛
𝑚 tipinde bir matris olup 
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𝐶 = 𝐴. 𝐵 = [∑ 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗
𝑝
𝑘=1 ],  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

şeklinde veya daha açık olarak 

𝐴. 𝐵 = [
(𝑎11𝑏11 +⋯+ 𝑎1𝑝𝑏𝑝1) … (𝑎11𝑏1𝑛 +⋯+ 𝑎1𝑝𝑏𝑝𝑛)

… … …
(𝑎𝑚1𝑏11 +⋯+ 𝑎𝑚𝑝𝑏𝑝1) … (𝑎𝑚1𝑏1𝑛 +⋯+ 𝑎𝑚𝑝𝑏𝑝𝑛)

]  

şeklinde tanımlanır. Bu durumda iki matrisin çarpımının tanımlı olabilmesi için birinci 

matrisin sütun sayısı ile ikinci matrisin satır sayısının eşit olması gerekir. Uygun 𝐴 ve 

𝐵 matrislerinin çarpımı  𝐴. 𝐵 veya 𝐴𝐵 ile gösterilir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.2 Eğer, özel olarak 𝕂 = ℝ alınırsa, bu takdirde matrise bir reel matris ve  

𝕂 = ℂ alınırsa matrise bir kompleks matris denir (Branson R., 1999). 

Tanım 2.3 i) Eğer bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 matrisinde 𝑚 =  𝑛 ise, yani matrisin satır sayısı 

ve sütun sayısı birbirine eşit ise, bu takdirde  𝐴 matrisine bir kare matris denir.  

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

… 𝑎1𝑛
… 𝑎2𝑛… …

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

… …
… 𝑎𝑛𝑛

]                                                       (2.2) 

kare matrisinde 𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛 elemanlarına 𝐴 matrisinin köşegen(esas köşegen) 

elemanları denir.  

ii) Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 kare matrisinin köşegen elemanları dışındaki diğer tüm elemanları 

sıfır ise bu matrise köşegen matris denir ve  𝐴 = Köş{𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛}  ile gösterilir. 

iii)  Bir köşegen matriste 𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛 = k, k ∈ 𝕂  ise matrise skaler matris denir. 

iv)  Köşegen elemanları 1 ve diğer elemanları 0 olan bir kare matrise birim matris denir 

ve 𝑛 −  yinci mertebeden bir birim matris 

𝐼𝑛 = [
1 ⋯ 0
⋮  ⋮
0 ⋯ 1

]  

şeklinde gösterilir. Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚 matrisi için, 𝐼𝑚𝐴 = 𝐴𝐼𝑛 = 𝐴 eşitliği sağlanır.  

v) Bir  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 matrisinden aynı numaralı satır ve sütunlar kendi aralarında yer 

değiştirilerek elde edilen matrisie 𝐴 matrisinin transpozu denir ve 𝐴𝑇 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑚 ile 

gösterilir. Buna göre uygun mertebeden  𝐴 ve 𝐵 matrisleri için 
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(𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇   ve   (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇  

olduğu kolayca görülür. 

vi) Eğer 𝐴 bir reel kare matris olmak üzere 𝐴𝑇 = 𝐴 ise, bu takdirde 𝐴 matrisine bir 

simetrik matris denir. 

vii)  𝐴 ve 𝐵 aynı mertebeden iki kare matris olmak üzere eğer 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 eşitliği 

sağlanıyorsa, bu matrislere değişmelidirler denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.4 {1,2, …𝑛} kümesinin kendisi üzerine tanımlı birebir ve örten bağıntısına 

veya buna eş değer olarak  1,2, … 𝑛  sayılarının yeniden bir sıralanmasına {1,2, … 𝑛} 

kümesinin bir  𝜎  permütasyonu denir. Böyle bir permütasyon, 

𝜎 = (
1 2 … 𝑛
𝑗1 𝑗2 … 𝑗𝑛

)    

veya kısaca 

𝜎 = 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑛   ,  𝑗𝑖 = 𝜎(𝑖) 

ile gösterilir. Bu şekildeki permütasyonların kümesi 𝑆𝑛 ile gösterilir. 𝑆𝑛 de gelişigüzel 

bir 𝜎 permütasyonu, örneğin 𝜎 = 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑛 düşünüldüğünde 𝜎 da çift veya tek sayıda 

permütasyonlar olmasına göre 𝜎 ya çift veya tek permütasyon denir. O halde bir 𝜎 

permütasyonunun işareti 

𝑠𝑔𝑛𝜎 = {
   1, eğer  𝜎  çift ise

−1, eğer  𝜎  tek ise
  

şeklinde tanımlanır ve 𝑠𝑔𝑛𝜎  ile gösterilir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 matrisinin 𝕂 cismi üzerinde tanımlı bir kare matris olduğunu 

varsayalım. Bu takdirde 𝐴 matrisinin her satırından ve her sütunundan yalnız ve yalnız 

bir eleman alınmak üzere 𝑛 elemanın bir çarpımı göz önüne alınsın. Böyle bir çarpım 

𝑎1𝑗1 . 𝑎2𝑗2 . … . 𝑎𝑛𝑗𝑛  şeklinde yazılır. Burada çarpanlar ardışık satırlardan gelir ve bu 

yüzden alt indisler  1, 2, … , 𝑛 doğal sayı sırasındadır. Çarpanlar farklı sütunlardan 

geldiğinden, ikinci alt indislerin dizisi 𝑆𝑛 de bir 𝜎 = 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑛 permütasyonunu 

oluşturur. Tersine, 𝑆𝑛 deki her bir permütasyon yukarıdaki şekilde bir çarpım tanımlar. 

Böylece 𝐴 matrisi bu şekilde 𝑛! tane çarpım kapsar. 
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Tanım 2.5 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 kare matrisinin determinantı det(𝐴) veya |𝐴| şeklinde 

gösterilir ve yukarıdaki her çarpanı 𝑠𝑔𝑛𝜎 ile çarpılan veya 𝑛! tane çarpımların 

toplamıdır. Yani, 

|𝐴| = ∑ (𝑠𝑔𝑛𝜎)𝑎1𝑗1 . 𝑎2𝑗2 . … . 𝑎𝑛𝑗𝑛𝜎   

veya 

|𝐴| = ∑ (𝑠𝑔𝑛𝜎)𝑎1𝜎(1). 𝑎2𝜎(2). … . 𝑎𝑛𝜎(𝑛)𝜎∈𝑆𝑛   

şeklinde 𝑛 mertebedendir. Bu durumda   1 × 1 tipinde bir 𝐴 matrisinin determinantı 

kendisidir. Başka bir deyişle  𝐴 = [𝑎] ise, bu durumda det(𝐴) = |𝑎| = 𝑎 olur. Öte 

yandan  2 × 2  tipindeki  bir 𝐴 matrisi için  

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] ⟹ det(𝐴) = |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| = 𝑎11. 𝑎22 − 𝑎12. 𝑎21  

olur (Branson R., 1999). 

Tanım 2.6 i)  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 matrisinin keyfi bir 𝑎𝑖𝑗 elemanının |𝑀𝑖𝑗| ile gösterilen 

minörü, 𝐴 matrisinden 𝑖–yinci satırın ve 𝑗–yinci sütunun atılması ile oluşan alt kare 

matrisin determinantıdır. 

ii) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛  matrisinin keyfi bir 𝑎𝑖𝑗 elemanının minörü |𝑀𝑖𝑗| olsun. Bu durumda 

𝑎𝑖𝑗 elemanının 𝐴𝑖𝑗 ile gösterilen kofaktörü (veya işaretli minörü veya eş çarpanı), 

𝐴𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗. |𝑀𝑖𝑗|  

şeklinde tanımlanır. 

iii) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 matrisinin determinantı herhangi bir satır(sütun) elemanlarının kendi 

kofaktörleriyle çarpılıp tüm elde edilen çarpanların toplanmasıyla hesaplanır. Başka 

bir deyişle herhangi 𝑖 ve 𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛) için 

det(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑘. 𝐴𝑖𝑘
𝑛
𝑘=1 = ∑ (−1)𝑖+𝑘𝑎𝑖𝑘|𝑀𝑖𝑘| 

𝑛
𝑘=1                              (2.3) 

veya 

det(𝐴) = ∑ 𝑎𝑘𝑗. 𝐴𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1 = ∑ (−1)𝑘+𝑗𝑎𝑘𝑗|𝑀𝑖𝑘|  

𝑛
𝑘=1                             (2.4) 
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şeklinde tanımlanır. Bu durumda her bir 𝑖 için, (2.3) açılımına 𝐴 matrisinin 

determinantının 𝑖–yinci satıra göre açılımı ve her bir 𝑗 için, (2.4) açılımına ise 𝐴 

matrisinin determinantının 𝑗–yinci sütuna göre açılımı adı verilir. 

iv) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 matrisi için eğer |𝐴| = 0 ise, 𝐴 matrisine bir singüler matris ve eğer

|𝐴|  0 ise, 𝐴 matrisine bir nonsingüler(veya regüler) matris denir(Branson R., 1999).

Tanım 2.7  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 matrisinde bir 𝑎𝑖𝑗 elemanının kofaktörü  𝐴𝑖𝑗 olmak üzere

Ek(𝐴) = [𝐴𝑖𝑗]
𝑇
= [𝐴𝑗𝑖]

matrisine 𝐴 matrisinin ek matrisi denir ve 

𝐸𝑘(𝐴) = [

𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

⋯ 𝐴1𝑛
⋯ 𝐴2𝑛… …

𝐴𝑛1 𝐴𝑛2

… …
⋯ 𝐴𝑛𝑛

]

𝑇

= [

𝐴11 𝐴21
𝐴12 𝐴22

⋯ 𝐴𝑛1
⋯ 𝐴𝑛2… …

𝐴1𝑛 𝐴2𝑛

… …
⋯ 𝐴𝑛𝑛

] 

ile gösterilir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.8 Herhangi bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 kare matrisi verildiğinde, eğer

 𝐴. 𝐵 = 𝐵. 𝐴 = 𝐼𝑛  

olacak şekilde bir 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑛×𝑛 kare matrisi mevcut ise bu 𝐵 matrisine 𝐴 matrisinin

inversi (tersi) denir ve 𝐴−1 = 𝐵 ile gösterilir (Hacısalihoğlu H.H., 1977).

Teorem 2.1 Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 matrisi ile ek matrisinin çarpımı bir skaler matris olup,

𝐴.Ek(𝐴) = Ek(𝐴). 𝐴 = |𝐴| [

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0… …

0 0
… …
⋯ 1

] = |𝐴|𝐼𝑛  (2.5) 

 ile verilir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.2 Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 nonsingüler matrisinin inversi,

𝐴−1 =
1

|𝐴|
.Ek(𝐴)     (2.6) 

dır (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.3 i) Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 nonsingüler matrisi için  𝐴−1 inversi tektir.

ii) 𝐴 nonsingüler bir matris ise  𝐴−1  inversi de nonsingüler olup (𝐴−1)−1 = 𝐴 dır.
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iii) 𝐴 ve 𝐵 çarpıma uygun nonsingüler matrisler ise 𝐴𝐵 çarpımı da nonsingüler olup

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 dir.

iv) 𝐴 nonsingüler ise 𝐴𝑇 matrisi de nonsingüler olup (𝐴𝑇)−1 = (𝐴−1)𝑇 dir (Branson

R., 1999). 

Tanım 2.9 i) Bir 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 kare matrisi için eğer 𝐴2 = 𝐴 ise, bu takdirde 𝐴

matrisine bir idempotent matris denir. 

ii) ℂ kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı bir 𝐴 matrisinin elemanlarının yerlerine

bunların eşlenikleri yazılarak elde edilen matrise 𝐴 matrisinin eşleniği (eş matrisi) 

denir ve 𝐴  ile gösterilir. 

iii) ℂ kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı bir 𝐴 matrisi için eğer  ( 𝐴 )
𝑇
= 𝐴  ise, 

bu takdirde 𝐴 matrisine bir hermityen matris denir ve 𝐴∗ = ( 𝐴 )
𝑇
 ile gösterilir. 

iv) Bir 𝐴 matrisi için eğer   𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 eşitliği sağlanıyorsa, bu takdirde 𝐴 matrisine

bir normal matris denir. 

v) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 nonsingüler bir matris olmak üzere, 𝐴−1 = 𝐴∗ (veya buna denk olarak

𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 = 𝐼) ise 𝐴 matrisine birimsel (unitary) matris denir.

vi) 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 bir kare matris olmak üzere, eğer  𝐴−1 = 𝐴𝑇 ise, bu takdirde 𝐴

matrisine bir ortogonal matris denir (Branson R., 1999). 

Teorem 2.5 𝐴 ve 𝐵 uygun mertebeden matrisler olmak üzere aşağıdaki eşitlikleri 

sağlanır (Branson R., 1999). 

i) (𝐴)
𝑇
= (𝐴𝑇). 

ii) (𝐴∗)∗ = 𝐴.

iii) (𝐴 + 𝐵)∗ = 𝐴∗ + 𝐵∗.

iv) (𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗.

Tanım 2.10 i) 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛vektörler kümesi verilmiş olsun. Eğer ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0 eşitliği

ancak 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 skalerlerinin tümü birden sıfır olduğunda sağlanıyorsa bu takdirde 

𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 vektörlerine lineer bağımsızdır denir. Aksi durumda yani, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 

skalerlerinden en az biri sıfırdan farklı olmak üzere eğer ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0 eşitliği

sağlanıyorsa bu takdirde 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 vektörlerine lineer bağımlıdır denir. 
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ii) 𝐴 matrisi 𝑚 × 𝑛 tipinde herhangi bir matris olsun. 𝐴 matrisinin sütun vektörlerini

𝐴∗1, 𝐴∗2, … , 𝐴∗𝑛 ile ve satır vektörlerini de 𝐴1∗, 𝐴2∗, … , 𝐴𝑚∗ ile gösterelim. Bu 

takdirde 𝐴𝑖∗ , 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚  vektörleri arasından oluşturulan en büyük lineer 

bağımsız vektörler kümesinin eleman sayısına 𝐴 matrisinin satır rankı ve 𝐴∗𝑗  ,  𝑗 =

1, 2, … , 𝑛  vektörleri arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız vektör kümesinin 

eleman sayısına ise 𝐴 matrisinin sütun rankı denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.6 Bir matrisin herhangi iki satırının kendi aralarında yer değiştirmesi o 

matrisin satır rankını değiştirmez (Branson R., 1999). 

Teorem 2.7 i) Elemanter işlemler herhangi bir matrisin sütun rankını değiştirmez. 

ii) Herhangi bir 𝐴 matrisi için satır rankı sütun rankına eşittir (Branson R., 1999).

Tanım 2.11 Herhangi bir 𝐴 matrisinin rankı, satır ve sütun rankı olarak tanımlanır ve 

rank(𝐴) veya 𝑟(𝐴) şeklinde gösterilir (Branson R., 1999). 

Teorem 2.8 𝐴 bir matris olmak üzere 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝑇) dir (Hacısalihoğlu H.H., 1977).

Tanım 2.12 𝑛 × 𝑛 tipindeki bir 𝐴 kare matrisi için eğer 𝑟(𝐴) = 𝑛 ise 𝐴 matrisine 

nonsingüler matris, aksi durumda  singüler matris denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Tanım 2.13 𝐴 ∈ 𝕂𝑛
𝑚 matrisi verilmiş olsun. Bu takdirde 𝒩(𝐴) = {𝑥: 𝐴𝑥 = 0}

kümesine 𝐴 marisinin null (sıfır) uzayı denir. ℜ(𝐴) = {𝑦: 𝐴𝑥 = 𝑦} kümesine ise 𝐴 

matrisinin ranj (sütun) uzayı denir (Hacısalihoğlu H.H., 1977). 

Teorem 2.9 𝑚 × 𝑛 tipindeki bir 𝐴 matrisi için eğer  𝑟(𝐴) = 𝑟 ise, bu takdirde 

aşağıdaki şartları sağlayan nonsingüler  𝑃 ve 𝑄 matrisleri mevcuttur. 𝐼, 𝑟 × 𝑟 boyutlu 

bir birim matris olmak üzere, 

i) 𝑚 =  𝑛 =  𝑟 ⟹ 𝑃𝐴𝑄 =  𝐼

ii) 𝑚 =  𝑟 <  𝑛 ⟹  𝑃𝐴𝑄 =  [𝐼 , 0]

iii) 𝑚 >  𝑟, 𝑛 >  𝑟 ⟹  𝑃𝐴𝑄 =  [
I 0
0 0

] 

dir (Branson R., 1999). 

Teorem 2.10 Çarpıma uygun 𝐴 ve 𝐵 matrisleri için 𝐴𝐵 çarpımının rankı 𝐴 ve 𝐵 

matrislerinin rankını geçemez. Yani, 

𝑟(𝐴𝐵) ≤ min {𝑟(𝐴) , 𝑟(𝐵)}   (2.7) 

dir (Branson R., 1999). 
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2.2 Genelleştirilmiş İnversler 

Bu kısımda çalışmamız boyunca sık sık isimlerini zikredeceğimiz bazı 

genelleştirilmiş inversler ve çeşitli özellikleri verilecektir. 

Tanım 2.14 ℂ𝑛
𝑚, kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı 𝑚× 𝑛 tipindeki tüm

matrislerin kümesini göstersin. Bir 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚 matrisi için aşağıdaki dört şartı (Moore–

Penrose şartları) sağlayan bir 𝑋 matrisine 𝐴 matrisinin bir Moore–Penrose inversi 

denir ve  𝐴+ veya  𝐴† sembollerinden birisi ile gösterilir.

(i) 𝐴𝑋𝐴 =  𝐴,

(ii) 𝑋𝐴𝑋 =  𝑋,

(iii) (𝐴𝑋)∗  =  𝐴𝑋,

(iv) (𝑋𝐴)∗  =  𝑋𝐴.  (2.8) 

Bu durumda eğer 𝑋 matrisi sadece (i) şartını sağlıyorsa, bu 𝑋 matrisine, 𝐴 matrisinin 

bir genelleştirilmiş inversi (iç inversi) denir ve 𝐴− veya 𝐴(1) ile gösterilir. Sadece (ii)

şartını sağlayan 𝑋 matrisine, 𝐴 matrisinin bir dış inversi denir ve 𝐴= veya 𝐴(2) ile

gösterilir. Hem (i) hem de (ii) şartını sağlayan 𝑋 matrisine ise, 𝐴 matrisinin bir 

yansımalı genelleştirilmiş inversi denir ve 𝐴(1,2) veya 𝐴𝑟
−  ile gösterilir.

𝐴 nonsingüler bir matris olmak üzere 𝐴−1 matrisinin Moore–Penrose invers

şartlarını sağlayacağı açıktır. Yani 𝐴−1 = 𝐴+ olur. Bununla birlikte, eğer 𝐴 matris bir

singüler matris veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore–Penrose şartlarını 

sağlayan bir 𝐴+ matrisinin mevcut olup olmadığı sorusu akla gelebilir. Bu sorunun

cevabı her 𝐴 matrisi için bir  𝐴+ matrisinin mevcut ve tek olduğu şeklindedir. Aşağıda

bu durum gösterilecektir. Ayrıca bu şekilde tanımlanan Moore–Penrose inversin bazı 

önemli özellikleri verilecektir. 

Teorem 2.11 Eğer 𝐴 matrisi 𝑚 × 𝑛 tipinde bir sıfır matris ise, 𝐴+ matrisi de  𝑛 × 𝑚

tipinde sıfır matristir (Pringle and Rayner, 1971). 

Teorem 2.12 Her 𝐴 matrisi için Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir ve yalnız bir 

tek 𝐴+ matrisi vardır (Pringle and Rayner, 1971).

İspat: Eğer 𝐴 = 0 ise bu takdirde  𝐴+ = 0 olacağından 𝐴 ≠ 0 alınabilir. 𝐴 matrisi  𝑟

ranklı bir matris olsun. Bu durumda 𝐴 matrisi 
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𝐴 =  𝐵𝐶                                                                          (2.9) 

olarak parçalanabilir, burada 𝐵 matrisi 𝑚× 𝑟 tipinde 𝑟  ranklı bir matris ve 𝐶 matrisi 

de 𝑟 × 𝑛 tipinde 𝑟  ranklı bir matris olup, 𝐵∗𝐵 ve 𝐶𝐶∗ matrisleri nonsingüler 

matrislerdir. Bu durumda eğer  𝐴+ matrisi 

𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗                                               (2.10) 

olarak alınırsa, 𝐴+ matrisi istenen Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

    (i)  𝐴𝐴+𝐴 = (𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶) 

                     = 𝐵(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝐴, 

    (ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ 

    = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ 

   = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐴+, 

   (iii)  (𝐴𝐴+)∗ = [(𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗]∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1(𝐶𝐶∗)𝐵∗  

            = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐵(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  

            = (𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐴𝐴+, 

    (iv) (𝐴+𝐴)∗ = [𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)]∗  

             = 𝐶∗(𝐵∗𝐵)(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶  

            = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)𝐶   

            = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶) = 𝐴+𝐴  

olduğu görülür. Moore–Penrose inversin tek olduğunu göstermek için 𝐴  matrisinin 

Moore–Penrose şartlarını sağlayan herhangi iki 𝐴1
+ ve 𝐴2

+ Moore–Penrose inversinin 

mevcut olduğunu varsayalım. Bu durumda, 

𝐴1
+ = 𝐴1

+𝐴𝐴1
+ = 𝐴1

+(𝐴𝐴1
+)∗ = 𝐴1

+(𝐴1
+)∗𝐴∗ = 𝐴1

+(𝐴1
+)∗(𝐴𝐴2

+𝐴)∗  

                 = 𝐴1
+(𝐴1

+)∗𝐴∗(𝐴2
+)∗𝐴∗ = 𝐴1

+(𝐴𝐴1
+)∗(𝐴𝐴2

+)∗ = 𝐴1
+𝐴𝐴1

+𝐴𝐴2
+ = 𝐴1

+𝐴𝐴2
+ 

                 = 𝐴1
+𝐴(𝐴2

+𝐴𝐴2
+) = (𝐴1

+𝐴)∗(𝐴2
+𝐴)∗𝐴2

+ = 𝐴∗(𝐴1
+)∗𝐴∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+  

                 = (𝐴𝐴1
+𝐴)∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+ = 𝐴∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+ = (𝐴2

+𝐴)∗𝐴2
+ = 𝐴2

+𝐴𝐴2
+ = 𝐴2

+ 

olur, yani 𝐴+ matrisi tektir. 
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Teorem 2.13 𝑚 × 𝑛 tipinde bir 𝐴 matrisinin Moore–Penrose inversi 𝑛 × 𝑚 tipindedir 

(Pringle and Rayner, 1971). 

Teorem 2.14 i)  𝑚 × 𝑛 tipinde bir  𝐴 matrisinin tüm elemanları 1 ise, 𝐴+ =
1

𝑚.𝑛
𝐴∗ dir.

ii) 𝑎, 𝑛 × 1 tipinde bir sütun vektörü ise, bu durumda  𝑎+ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ şeklindedir.

iii) 𝑎, 1 × 𝑛 tipinde bir satır vektörü ise, bu durumda 𝑎+, 𝑎+ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 şeklindedir

(Pringle and Rayner, 1971). 

Teorem 2.15 𝐴 herhangi bir matris olmak üzere 

(𝐴∗)+ = (𝐴+)∗                                                            (2.11)

eşitliği geçerlidir (Pringle and Rayner, 1971). 

İspat: (2.9) bağıntısındaki gibi 𝐴 = 𝐵𝐶 alınsın. Bu durumda 𝐴∗ = 𝐶∗𝐵∗ olduğundan,

𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  ve    (𝐴+)∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶

elde edilir ki, bu da  𝐴∗ matrisinin Moore–Penrose inversidir. Gerçekten,

(i) 𝐴∗(𝐴∗)+𝐴∗ = 𝐶∗𝐵∗𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶𝐶∗𝐵∗ = 𝐶∗𝐵∗ = 𝐴∗,

(ii) (𝐴∗)+𝐴∗(𝐴∗)+ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶𝐶∗𝐵∗𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶

 = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = (𝐴∗)+,

(iii) [𝐴∗(𝐴∗)+]∗ = [(𝐶∗𝐵∗)𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶]∗ = [𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶]∗

= 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐶∗(𝐵∗𝐵)(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐴∗(𝐴∗)+,

(iv) [(𝐴∗)+𝐴∗]∗ = [𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶(𝐶∗𝐵∗)]∗ = [𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗]∗

= 𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1(𝐶𝐶∗)𝐵∗ = (𝐴∗)+𝐴∗

olur. Böylece,  (𝐴∗)+ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 elde edilir. Buradan da (𝐴∗)+ = (𝐴+)∗

olduğu görülür. 

Teorem 2.16 Bir matrisin Moore–Penrose inversinin Moore–Penrose inversi matrisin 

kendisine eşittir. Yani, bir 𝐴 matrisi için, (𝐴+)+ = 𝐴 dir (Pringle and Rayner, 1971).

Teorem 2.17 Herhangi bir 𝐴 matrisi için 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴+) eşitliği gerçeklenir (Pringle

and Rayner, 1971). 

İspat: Teorem 2.10  𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴  ve  𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+ eşitliklerine uygulanırsa sırasıyla
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𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝐴+𝐴) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐴+)} ≤ 𝑟(𝐴+)                    

ve  

𝑟(𝐴+) = 𝑟(𝐴+𝐴𝐴+) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐴+)} ≤ 𝑟(𝐴)             

elde edilir. Bu iki eşitsizlikten istenen sonuç sağlanır. 

Bu teoremin sonucu olarak eğer 𝐴 matrisinin rankı 𝑟 ise, bu takdirde  𝐴+, 𝐴𝐴+,

𝐴+𝐴, 𝐴𝐴+𝐴, 𝐴+𝐴𝐴+ matrislerinin her birinin rankının da 𝑟 olduğu görülür. 

Teorem 2.18 Eğer 𝐴 simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde 𝐴+ = 𝐴 dir 

(Pringle and Rayner, 1971).  

Teorem 2.19 Eğer 𝐵 = Köş{b11, b22, … , b𝑛𝑛} ise, bu takdirde 𝐵 matrisinin Moore–

Penrose inversi 𝐵+, 𝑖–yinci satır ve 𝑖–yinci sütunda yer alan köşegen elemanı b𝑖𝑖 ≠ 0 

iken b𝑖𝑖
−1 ve b𝑖𝑖 = 0 iken 0 olan bir köşegen matristir (Pringle and Rayner, 1971). 

Teorem 2.19 i) 𝐴, 𝑚× 𝑛 matrisi tam satır ranklı ise, 𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 ve 𝐴𝐴+ = 𝐼𝑚 , 

ii) 𝐴, 𝑚 × 𝑛 matrisi tam sütun ranklı ise, 𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ ve 𝐴+𝐴 = 𝐼𝑛 olur (Pringle 

and Rayner, 1971). 

İspat: Her iki durum için verilen 𝐴+ matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağladığını 

göstermek yeterlidir. Bu durumda, 

i)    𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = (𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = 𝐴, 

      𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 

                   = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1(𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴+†, 

     (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1)∗ = ((𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1)∗ = 𝐼∗ = 𝐼 

                  = (𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴𝐴+, 

     (𝐴+𝐴)∗ = (𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴)∗ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = 𝐴+𝐴  

olacaktır. 

ii)   𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴 = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴) = 𝐴, 

      𝐴+𝐴𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ 

                   = (𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴)(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = 𝐴+, 
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     (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗)∗ = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = 𝐴𝐴+, 

     (𝐴+𝐴)∗ = ((𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴)∗ = ((𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴))∗ = 𝐼∗ = 𝐼 

      = (𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴) = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴 = 𝐴+𝐴  

dir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.20 𝐵 ≠ 0 ve 𝐶 ≠ 0 olmak üzere 𝐵  ve 𝐶 matrisleri sırasıyla 𝑚 × 𝑟 ve 𝑟 × 𝑛 

tipinde olmak üzere 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐶) = 𝑟 olsun. Bu takdirde, 

(𝐵𝐶)+ = 𝐶+𝐵+                                                            (2.12) 

eşitliği sağlanır (Pringle and Rayner, 1971). 

İspat: 𝐵  matrisi sütun ranklı, 𝐶 matrisi satır ranklı olduğundan Teorem 2.19 a göre   

              𝐶+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1 ve  𝐵+ = (𝐵𝐵∗)−1𝐵∗  

olacaktır ve buradan da 

                 𝐶+𝐵+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵𝐵∗)−1𝐵∗  

elde edilir. Bu ise zaten (𝐵𝐶)+ matrisidir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

2.3 Bir Matrisin Çekirdek İnversi  

ℂ𝑛
𝑚 𝑚 × 𝑛 tipindeki kompleks matrislerinin kümesi olsun. A*, ℜ(𝐴) ve 𝑟(𝐴) 

sembolleri bir  𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚  matrisinin sırasıyla, eşlenik devriğini, ranj uzayını (sütun 

uzayı) ve rankını göstersin. Ayrıca, 𝐼𝑛, n-yinci mertebeden birim matrisi göstersin. 

Çekirdek invers tanımına geçmeden önce, bazı genelleştirilmiş invers 

kavramlarını hatırlamak daha ilginç olacaktır. Bir önceki kısımda belirtildiği gibi bir 

𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚 matrisinin 𝐴+ ∈ ℂ𝑛

𝑚 ile gösterilen Moore-Penrose inversi aşağıdaki eşitlikleri 

sağlayan ve tek türlü olarak mevcut olan matristir: 

𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴  , 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+,     𝐴𝐴+ = (𝐴𝐴+) ∗,   𝐴+𝐴 = (𝐴+𝐴)∗            (2.13) 

Moore-Penrose inversin önemli bir özelliği ortogonal izdüşümleri temsil etmek için 

kullanılabilmesidir. Örneğin  𝑃𝐴 = 𝐴𝐴
+ ve 𝑃𝐴∗ = 𝐴

+𝐴 sırasıyla  ℜ(𝐴) ve ℜ(𝐴∗)  

üzerindeki ortogonal izdüşümlerdir. 
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Diğer bir önemli genelleştirilmiş invers ise Drazin  inverstir. Böyle bir inversin 

varlığı sadece kare matrislerle sınırlıdır. Bir 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisinin Drazin inversi 

aşağıdaki üç denklemi sağlayan ve tek türlü mevcut olan bir 𝐴𝐷 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisidir: 

   𝐴𝐷𝐴𝐴𝐷 = 𝐴𝐷 , 𝐴𝐴𝐷 = 𝐴𝐷𝐴, 𝐴𝑙+1𝐴𝐷 = 𝐴𝑙+1 , her 𝑙 ≥ 𝑘 için,                      (2.14) 

burada 𝑘,  𝑟(𝐴𝑘+1) = 𝑟(𝐴𝑘) eşitliğini sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır. 𝑘 sayısına 

𝐴 matrisinin indeksi denir ve 𝑘 = 𝑖𝑛𝑑(𝐴) ile gösterilir. Açıkça görülür ki 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 0 

olması için gerek ve yeter şart 𝐴 matrisinin nonsingüler olmasıdır. Öte yandan 𝐴𝐴𝐷 =

𝐴𝐷𝐴 olması durumunda her  𝑙 ≥ 𝑘 için 𝐴𝑙+1𝐴𝐷 = 𝐴𝑙+1 eşitliğinin 𝐴𝐷𝐴𝑙+1 = 𝐴𝑙+1 

eşitliğine denk olduğu açıktır.  

Özel olarak eğer 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 1, yani 𝑟(𝐴2) = 𝑟(𝐴) ise bu durumda Drazin inverse 

grup invers adı verilir. Başka bir deyişle bir 𝐴 matrisinin grup inversi aşağıdaki 

denklemleri sağlayan ve tek türlü olarak mevcut olan bir 𝐴# ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisidir: 

  𝐴𝐴#𝐴 = 𝐴      𝐴#𝐴𝐴# = 𝐴#      𝐴𝐴# = 𝐴#𝐴                                                 (2.15) 

Burada hemen belirtelim ki her kare matrisin bir grup inverse sahip olması gerekmez. 

Ancak verilen bir 𝐴 matrisinin böyle bir inverse sahip olması için gerek ve yeter koşul 

indeksinin 1 olması veya başka bir deyişle  𝑟(𝐴2) = 𝑟(𝐴) olmasıdır. Bu çalışma 

boyunca indeksi 1 olan matrislerin kümesi ℂ𝑛
𝐶𝑀 ile gösterilecektir, yani 

            ℂ𝑛
𝐶𝑀 = { 𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑛: 𝑟(𝐴2) = 𝑟(𝐴)} 

dir. İndeksi 1 olan matrislere grup matrisler veya çekirdek matrisler adı verilir.  

ℂ𝑚×𝑛
𝑃𝑙  , ℂ𝑛

𝑃 , ℂ𝑛
𝑂𝑃, ℂ𝑛

𝑇𝑀 ve ℂ𝑛
𝐸𝑃 ile sırasıyla kısmi izometrilerin, izdüşümlerin 

(idempotent matrislerin), ortogonal izdüşümlerin, (Hermityen idempotent matrislerin), 

tripotent matrislerin ve EP (ranj-Hermityen) matrislerin kümelerini gösterelim, yani 

          ℂ𝑚,𝑛
𝑃𝑙 = { 𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑚: 𝐴𝐴∗𝐴 = 𝐴} = {𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚: 𝐴+ = 𝐴∗},                               (2.16) 

          ℂ𝑛
𝑃 = {𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑛: 𝐴2 = 𝐴},                                                                             (2.17) 

          ℂ𝑛
𝑂𝑃 = {𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑛: 𝐴2 = 𝐴 = 𝐴∗} = {𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛: 𝐴2 = 𝐴 = 𝐴+} ,                     (2.18) 

          ℂ𝑛
𝑇𝑀 = {𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑛: 𝐴3 = 𝐴},                                                                           (2.19) 

          ℂ𝑛
𝐸𝑃 = {𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑛: 𝐴𝐴+ = 𝐴+𝐴} = {𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛: ℜ(𝐴) = ℜ(𝐴∗)},                      (2.20) 

olsun. 
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Rankı r olan her 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi  𝑈 ∈ ℂ𝑛

𝑛 uniter matris olmak üzere, 

               𝐴 = 𝑈 (
Σ𝐾 Σ𝐿
0 0

)𝑈∗                                                                              (2.21)    

biçiminde gösterilebilir, burada Σ = köş{σ1𝐼𝑟1……. σ𝑡𝐼𝑟𝑡} matrisi 𝐴 matrisinin 

singüler değerlerinden oluşan köşegen matris, σ1 > σ2 > ⋯ > σ𝑡 > 0 ,  𝑟1 + 𝑟2 +

⋯+ 𝑟𝑡 = 𝑟  olmak üzere  K ∈ ℂ𝑟,𝑟  ve  L ∈ ℂ𝑟,𝑛−𝑟 matrisleri 

                𝐾𝐾∗ + 𝐿𝐿∗ = 𝐼𝑟                                                                                      (2.22)    

eşitliğini sağlar. Önemli olan şudur ki eğer 𝐴 nonsingüler ise, yani 𝑟 = 𝑛 ise (2.21) 

deki parçalı matrisin alt satırı ve sağ sütunu yok olur ve bu durumda   𝑉 = 𝑈𝐾∗ olmak 

üzere 𝐴 = 𝑈Σ𝑉∗ olur. (2.21) eşitliğinden  

                𝐴+ = 𝑈 (𝐾
∗Σ−1 0
𝐿∗Σ−1 0

) 𝑈∗                                                                          (2.23) 

sonucu çıkmaktadır. Ayrıca eğer 𝐴 matrisinin indeksi bir ise, bu takdirde  

                𝐴# = 𝑈(𝐾
−1Σ−1 𝐾−1Σ−1𝐾−1𝐿
0 0

)𝑈∗                                                 (2.24) 

yazılabilir. Daha sonraki değerlendirmelerde yardımcı olacak olan aşağıdaki lemma  

(2.21) ve (2.23) gösterimleri ile (2.16)-(2.20) ifadelerinin doğrudan birleştirilmesiyle 

elde edilmiştir. 

Lemma 2.1 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi r ranklı olmak üzere (2.21) deki gösterime sahip olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki durumlar gerçeklenir (Baksalary and Trenkler, 2010): 

(i) 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 
𝑃𝑙 ⟺ Σ = 𝐼𝑟, 

(ii) 𝐴 ∈ ℂ𝑛 
𝑃 ⟺  Σ𝐾 = 𝐼𝑟 , 

(iii) 𝐴 ∈ ℂ𝑛 
𝑂𝑃 ⟺ 𝐿 = 0, Σ = 𝐼𝑟 , 𝐾 = 𝐼𝑟 , 

(iv) 𝐴 ∈ ℂ𝑛 
𝑇𝑀 ⟺ (Σ𝐾)2 = 𝐼𝑟, 

(v) 𝐴 ∈ ℂ𝑛 
𝐸𝑃 ⟺ L = 0 . 

Tanım 2.15 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  kare matrisi verilmiş olsun. Bu durumda  

(i)    𝐴𝐴⨁ = 𝑃𝐴     ve    (ii)   ℜ(𝐴⨁ ) ⊆ ℜ(𝐴)                                           (2.25) 

şartlarını sağlayan bir 𝐴⨁ ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisine 𝐴 matrisinin çekirdek inversi adı verilir 

(Baksalary and Trenkler, 2010). 
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Aşağıda çekirdek inversin çeşitli özellikleri tanımlanmıştır. Bu özellikler 

çekirdek invers ile bilinen çeşitli matris sınıfları arasındaki ilişkiyi ortaya koymada 

önemli rol oynamaktadır. Yukarıda belirtildiği gibi, Moore–Penrose invers ve grup 

invers tektir. Aynı özelliğin Çekirdek invers için de geçerli olduğu istenen bir 

durumdur. 

Lemma 2.2   𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi (2.21) şeklinde verilmiş olsun. Bu takdirde 𝐴 matrisinin 

çekirdek inversi 

                𝐴⨁ = 𝑈 ((Σ𝐾)
−1 0

0 0
)𝑈∗                                                                     (2.26) 

şeklindedir (Baksalary and Trenkler, 2010). 

İspat. Öncelikle (2.2) – (.223) ifadelerinden 

               𝑃𝐴 = 𝑈 (
𝐼𝑟 0
0 0

)𝑈∗                                                                                 (2.27) 

eşitliğinin yazılabildiğini belirtelim. Şimdi, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisinin 𝑊 ∈ ℂ𝑟

𝑟  ve  𝑍 ∈ ℂ𝑛−𝑟
𝑛−𝑟   

 𝐴 matrisinin çekirdek inversi olmak üzere 

              𝐵 = 𝑈 (
𝑊 𝑋
𝑌 𝑍

)𝑈∗                                                                                   (2.28) 

şeklinde parçalanabildiğini farz edelim. Doğrudan hesaplamayla kolayca gösterilebilir 

ki, Tanım 2.18 de ifade edilen (i) koşulunun sağlanması için gerek ve yeter şart 

Σ𝐾𝑊 + Σ𝐿𝑌 = 𝐼𝑟  ve  𝐾𝑋 + 𝐿𝑍 = 0  olmasıdır. Öte yandan ℜ(𝐴⨁ ) ⊆ ℜ(𝐴) bağıntısı 

denk olarak 𝑃𝐴𝐴
⨁ = 𝐴⨁ şeklinde de ifade edilebildiğinden, Tanım 2.18 de verilen (ii) 

koşulunun sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑌 = 0, 𝑍 = 0 olmasıdır. Dolayısıyla, 

Σ𝐾𝑊 =𝐼𝑟  , 𝐾𝑋 = 0 elde edilir. Bu koşullardan ilki, 𝐾 matrisinin nonsingüler 

olduğunu ikincisi ise 𝑋 = 0  olduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Lemma 2.2 den açıkça görülüyor ki, her 𝐴 kare matrisi çekirdek inverse sahip 

değildir ve 𝐴⨁ nın varlığı için gerek ve yeter koşul (2.21) gösterimindeki 𝐾 matrisinin 

nonsingüler olmasıdır. Daha önce belirtildiği gibi 𝑟(𝐾) = 𝑟 koşulu 𝐴 matrisinin 

indeksinin bir olmasına ve dolayısıyla 𝐴  nın bir çekirdek matris olmasına eşdeğerdir. 

Bu gözlem aslında 𝐴⨁ ile ilgili olarak ‘Çekirdek invers’ teriminin kullanımına ilham 

kaynağı olmuştur. 
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Öte yandan 𝑟(𝐴2) = 𝑟(𝐴) koşulu 𝐴# grup inversinin varlığı için gerek ve yeter 

şart olduğundan 𝐴⨁ Çekirdek inversinin grup invers ile çakışıp çakışmadığını 

sorgulamak doğaldır. Genel olarak bu durum doğru değildir. Şöyle ki,  

      𝐴 = (
1 1
0 0

)                                                                                              

idempotent matrisi için  𝐴# = 𝐴  olmasına rağmen 

             𝐴+ = (
1/2 0
1/2 0

),                                       

ve buradan da 

      𝐴⨁ = (
1 1
0 0

)                            

olduğu görülebilir. Ayrıca, (2.24) ve (2.26) karşılaştırıldığında 𝐴⨁ = 𝐴#  durumunun 

olması için gerek ve yeter koşul  𝐿 = 0  olması yani, 𝐴 nın bir 𝐸𝑃 matris olması olduğu 

sonucuna götürür. Aşağıda verilen üç teorem, bir 𝐴 matrisinin 𝐴⨁ çekirdek inversinin 

çeşitli karakterizasyonlarını ortaya koymaktadır. 

Teorem 2.21  𝐴 ∈ ℂ𝑛 
𝐶𝑀 ve 𝑚 ∈ ℕ olsun. Bu takdirde aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir 

(Baksalary and Trenkler, 2010): 

(i) 𝐴⨁ = 𝐴#𝑃𝐴, 

(ii) 𝐴⨁ ∈  ℂ𝑛
𝐸𝑃 , 

(iii) (𝐴⨁)+ = 𝐴𝑃𝐴, 

(iv) (𝐴⨁)⨁ = 𝐴𝑃𝐴, 

(v) 𝐴⨁ ∈ 𝐴{1,2}, 

(vi) (𝐴⨁)2𝐴 = 𝐴#, 

(vii) (𝐴⨁ )𝑚 = (𝐴𝑚)⨁ , 

(viii) 𝐴⨁𝐴 = 𝐴#𝐴  . 

İspat. (i) şıkkı, (2.24), (2.26) ve (2.27) iadelerinin doğrudan bir sonucudur. (2.26) dan 

               (𝐴⨁)+ = 𝑈 (
Σ𝐾 0
0 0

)𝑈∗                (2.29) 

ve dolayısıyla 𝐴⨁(𝐴⨁)+ = (𝐴⨁)†𝐴⨁ = 𝑃𝐴 elde edilir ki bu da teoremin (ii) şıkkıdır. 

Bir sonraki koşul da (2.21), (2.22) ve (2.29) eşitliklerinden elde edildiği gibi doğrudan 

doğruya kurulur. Öte yandan teoremin (i) şıkkından (𝐴⨁)⨁ = (𝐴⨁)#𝑃𝐴⨁   olduğu 

görülür, burada kolaylıkla doğrulanabileceği gibi (𝐴⨁)#  (2.29) da verilen (𝐴⨁)+  ile 

aynıdır ve dolayısıyla  𝑃𝐴⨁ = 𝑃𝐴  ile aynı biçimdedir. Böylelikle (iv) koşulunun 
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geçerliliği doğrudan görülür. (v)  şıkkının ispatı teoremin (i) şartının 𝐴𝐴⨁𝐴 = 𝐴𝐴#𝑃𝐴𝐴  

ve 𝐴⨁𝐴𝐴⨁ = 𝐴#𝑃𝐴𝐴𝐴
#𝑃𝐴 olmasını gerektirdiği gerçeğine dayanır. Bu eşitliklerin 

birincisinden 𝐴𝐴⨁𝐴 = 𝐴𝐴#𝐴 = 𝐴 olduğu ve ikincisinden 𝐴⨁𝐴𝐴⨁ = 𝐴#𝐴𝐴#𝑃𝐴 = 𝐴
⨁ 

olduğu elde edilir. Ayrıca (vi) koşulunu sağlamak için (2.21) ve (2.27) ifadelerinin 

kullanımıyla yapılan basit hesaplamalardan sonra 

 (𝐴⨁)2𝐴 = 𝑈 ((Σ𝐾)
−1 (Σ𝐾)−2Σ𝐿

0 0
)𝑈∗ , 

elde edilir ki sağ taraftaki matrisin (2.24) te verilen 𝐴# matrisinin başka bir formunun 

olmasına yol açtığı gözlemlenir. Son iki koşulun ispatları ise teoremin (i) şıkkına 

dayanmaktadır. (viii) koşulunun geçerliliği kolayca görülürken (vii) koşulunun ispatı 

daha içeriklidir. Öncelikle Teorem 2.1 in (i) şıkkından (𝐴⨁)𝑚 = (𝐴#𝑃𝐴)
𝑚 elde edilir. 

Bundan dolayı (2.24) ve (2.27) eşitlikleri kullanılarak 

             (𝐴⨁)𝑚 = 𝑈(
(Σ𝐾)−𝑚 0
0 0

)𝑈∗               (2.30) 

olduğu görülür. Öte yandan, (𝐴𝑚)# = (𝐴#)𝑚 eşitliğinin belirlenen özelliği göze 

alındığında  (𝐴𝑚)⨁ = (𝐴#)𝑚𝑃𝐴𝑚 denklemi elde edilir. Bununla beraber 𝐴 matrisinin 

indeksi bir olduğundan, 𝑃𝐴𝑚 = 𝑃𝐴 yazılabilir. Bunun sonucu olarak  (𝐴𝑚)⨁ =

(𝐴#)𝑚𝑃𝐴  yazılabilir. Buradan da (𝐴𝑚)⨁  nin (2.30) daki matris ile aynı forma sahip 

olduğu gösterilmiş olur ve böylece de ispat tamamlanır. 

Teorem 2.21 in (iii) şıkkından 𝐴⨁ = (𝐴2𝐴+)+ elde edilir ki bu da (i) şıkkında 

verilen Çekirdek invers için alternatif bir formüldür. Ayrıca, Teorem 2.21 ile ilgili 

gözlemler aşağıda verilmiştir. Bunlardan ilki, EP sizlik özelliği Lemma 2.1 de 

meydana gelen yegane özelliktir ki bu 𝐴⨁ nın da sahip olup olmadığına bakılmaksızın 

𝐴 nın sahip olduğu tek özelliğin EP-sizlik özelliğidir. Örneğin, 𝐴⨁  matrisinin r-potent, 

yani (𝐴⨁)𝑟 = 𝐴⨁ , 𝑟 ≥ 2  olması için gerek ve yeter şart 𝐴  matrisinin r-potent 

olmasıdır. Özellik olarak eğer 𝐴⨁ bir izdüşüm ise, bu takdirde bir ortogonal izdüşüm 

olacaktır.  

Tanım 2.15 in 𝐴𝐴⨁ matrisinin ℜ(𝐴) üzerindeki ortogonal izdüşüm olmasını 

istemesine rağmen, Teorem 2.21 in (viii) şıkkından, 𝐴⨁𝐴 nın aynı zamanda 

idempotent olduğu ancak Hermityen olmasının gerekmediği de dikkate değerdir. 

Aslında 𝐴⨁𝐴, 𝐴𝐴# = 𝐴#𝐴 ile çakışan ℜ(𝐴) üzerine bir eğik izdüşümdür. 
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Aşağıdaki teorem, 𝐴⨁  matrisinin 𝐴  matrisinin çeşitli dönüşümlerine eşit 

olması için gerek ve yeter koşulları ortaya koyar. 

Teorem 2.22  𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler gerçeklenir (Baksalary 

and Trenkler., 2010): 

(i)    𝐴⨁ = 0 ⟺ 𝐴 = 0 , 

(ii)    𝐴⨁ = 𝑃𝐴 ⟺ 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑃   , 

(iii)    𝐴⨁ = 𝐴+⟺𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃, 

(iv)    𝐴⨁ = 𝐴#⟺ 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃, 

(v)    𝐴⨁ = 𝐴 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑇𝑀 ∩ ℂ𝑛

𝐸𝑃, 

(vi)    𝐴⨁ = 𝐴∗ ⟺ 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛
𝑃𝑙 ∩ ℂ𝑛

𝐸𝑃 .   

İspat: (i) şıkkının gereklilik kısmını oluşturmak için, Teorem 2.21 in (i) şıkkından                               

𝐴⨁ = 0 ⟹ 𝐴#𝑃𝐴 = 0 yazılabileceğine dikkat edelim. Sağ taraftaki ifadeyi 𝐴 ile 

sağdan ve soldan çarparak 𝐴 = 0  olduğu görülür. (i) şıkkının yeterlilik kısmı ise 

Tanım 2.18 (ii) koşulunun doğrudan bir sonucudur.  Öte yandan (2.26) ve (2.27) 

ifadeleri ve Lemma 2.1 in (ii) şıkkının birleştirilmesiyle (ii) elde edilir. (2.23) ve (2.26) 

ifadeleri kullanılarak, 𝐴⨁ = 𝐴+ olması için gerek ve yeter şartın 𝐿 = 0  ve (Σ𝐾)−1 =

𝐾∗Σ−1 olduğu gösterilebilir. Bununla birlikte, (2.22) eşitliğinin ışığı altında, 𝐿 = 0   

⟹𝐾∗ = 𝐾−1 olduğu ve dolayısıyla bu ilişkilerin ikincisinin her zaman sağlandığı 

görülür. Benzer şekilde (iv) ifadesinin sol tarafındaki koşulun sağlanması için gerek 

ve yeter şart  𝐿 = 0   ve  (Σ𝐾)−1 = 𝐾−1Σ−1 olmasıdır ki bu da yalnızca birinci koşula 

indirgenebilen bağlaç olması durumunda geçerlidir.  

(2.21) ve (2.26) ifadelerinin kullanımıyla yapılan doğrudan hesaplamalar, 

𝐴⨁ = 𝐴  olması için gerek ve yeter şart 𝐿 = 0   ve (Σ𝐾)−1 = Σ𝐾  iken 𝐴⨁ = 𝐴∗  olması 

için gerek ve yeter şart 𝐿 = 0  ve (Σ𝐾)−1 = 𝐾∗Σ  olduğunu gösterir. Hem Σ ve hem 

de 𝐾 matrislerinin nonsingüler olduğu gerçeğini kullanarak, birinci durumda 𝐿 = 0 ın 

(Σ𝐾)2 = 𝐼𝑟 ile ve ikinci durumda ise Σ = 𝐼𝑟 ile birleştirileceği sonucuna varılır. 

Buradan, teoremin (v) ve (vi) şıklarındaki ifadeler Lemma 2.1 den kolaylıkla elde 

edilebilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.22 nin (v) şıkkından 𝐴⨁ = 𝐴 olmasının 𝐴  nın öz değerlerinin {-1, 0, 

1} kümesine ait olduğunu bu ise herhangi bir tripotent matrisin özdeğerlerinin kısıtlı 

olduğunu gösterir. Bu durumla ilgili bir başka gözlem ise bir matrisin tripotent olması 
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için gerek ve yeter şart iki ayrık idempotent matrisin farkı olarak ifade edilebilmesidir. 

Sonuç olarak söylenebilir ki 𝐴⨁ = 𝐴 olması için gerek ve yeter şart 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃 olması 

ve 𝐴 = 𝑃1 − 𝑃2 olacak şekilde şekilde  𝑃1𝑃2 = 0 = 𝑃2𝑃1 şartlarını sağlayan  𝑃1, 𝑃2 ∈

ℂ𝑛
𝑃 matrislerinin mevcut olmasıdır. 

𝐴⨁ yı içeren 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃 matrisinin iki karakterizasyonu Teorem 2.22  de verildiği 

gibidir. Diğer sonuçlar aşağıdaki teoremde belirlenmiştir. 

Teorem 2.23   𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisi verilmiş olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler birbirine 

eşdeğerdir (Baksalary and Trenkler., 2010): 

(i) 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃, 

(ii) (𝐴⨁)⨁ = 𝐴, 

(iii) 𝐴⨁𝐴 = 𝐴𝐴⨁, 

(iv) (𝐴+)⨁ = 𝐴, 

(v) (𝐴⨁)+ = (𝐴+)⨁ . 

İspat: İspat için (ii)–(v) koşullarının her birinin 𝐿 = 0  ifadesine eşdeğer olduğunu 

göstermek yeterlidir. Teorem 2.21 in (iv) şıkkı göz önüne alındığında, teoremin (ii) 

koşulunun 𝐴𝑃𝐴 = 𝐴 olarak ifade edilebildiği görülür. Bu nedenle (𝐴⨁)⨁ = 𝐴 ⟺ 𝐿 =

0 denkliği açıktır. Açıkça doğrulanabileceği gibi, (i)⟺(iii) kısmını ispatlamak için, 

𝐴⨁𝐴 = 𝐴𝐴⨁ ⟺ (Σ𝐾)−1Σ𝐿 = 0 olduğuna dikkat edilmelidir. Bu durumda Teorem 2.1 

in (i) şıkkının yeniden kullanılmasıyla (𝐴+)⨁ = (𝐴+)#𝑃𝐴+  olduğu gösterilebilir. Öte 

yandan doğrudan hesaplamayla 

                    (𝐴+)# = 𝑈 (
Σ(𝐾∗)−1 0

𝐿∗(𝐾∗)−1Σ(𝐾∗)−1 0
)𝑈∗   

ve   

                      𝑃𝐴+ = 𝑈(
𝐾∗𝐾 𝐾∗𝐿
𝐿∗𝐾 𝐿∗𝐿

)𝑈∗    

olduğu gösterilebilir. Buradan da 

              (𝐴+)⨁ = 𝑈 (
Σ𝐾 Σ𝐿

𝐿∗(𝐾∗)−1Σ𝐾 𝐿∗(𝐾∗)−1Σ𝐿
)𝑈∗             (2.31) 

elde edilir. Diğer taraftan (2.21) ve (2.31) ifadelerinin karşılaştırılması bizi 

𝐿∗(𝐾∗)−1Σ𝐾 = 0 ve  𝐿∗(𝐾∗)−1Σ𝐿  olması için gerek ve yeter şartın (𝐴+)⨁ = 𝐴  

olduğu sonucuna götürür. Σ ve 𝐾 matrislerinin nonsingülerliği dikkate alındığında bu 

koşullardan ilkinin 𝐿 = 0 a denk olduğu görülür. Böylece teoremin (i)⟺ (iv) denkliği 
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ispatlanmış olur. Aslında (2.22) ve (2.31) den direkt olarak görülmektedir ki, (𝐴⨁)⨁ =

𝐴 ⟺ 𝐿 = 0 denkliğinin geçerliliği ispatı tamamlayan bir gerçektir.  

Teorem 2.23 e yapılan bir yorum da şudur ki, (2.23), (2.24) ve (2.26) eşitliklerinden  

𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃 ⟺ 𝐴⨁  = 𝐴#⟺ 𝐴⨁ = 𝐴+ olduğunun elde edilmesidir. Bu denkliklere 𝐴 ∈

ℂ𝑛
𝐸𝑃 ⟺ 𝐴# = 𝐴+ bilinen sonucunun bir karşılığı olarak bakılabilir. 

Aşağıdaki teorem, iki ortogonal izdüşümün çarpımının Çekirdek inversi için 

bir formül ortaya koymaktadır. 

Teorem 2.24 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑂𝑃 matrisleri verilmiş olsun. Bu duruma (𝐴𝐵)⨁ = (𝐴𝐵𝐴)+ dir 

(Baksalary and Trenkler., 2010). 

İspat: 𝐴  ve  𝐵 sırasıyla (2.21) ve (2.28) genel şekillerinde verilmiş olsun. Bu takdirde  

𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑂𝑃olduğundan 

            𝐴 = 𝑈 (
𝐼𝑟 0
0 0

)𝑈∗   ve 𝐵 = 𝑈 (
𝑊 𝑋
𝑋∗ 𝑍

)𝑈∗                                                (2.32) 

ifadeleri yazılabilir. Burada (2.32) nin sol taraftaki ifade Lemma 2.1' in (iii) şıkkından 

elde edilir ve (2.32) nin sağ tarafındaki W ve Z matrisleri Hermityen matrisler, yani  

𝑊∗ = 𝑊 ve  𝑍∗ = 𝑍  dir. Öte yandan 𝐵2 = 𝐵 olduğundan    

              𝑊 = 𝑊2 + 𝑋𝑋∗                                                                                 (2.33) 

elde edilir. Ayrıca (2.33) deki eşitlik (𝑊,𝑋) bir sütun parçalanmış matris olmak üzere 

               𝑟𝑘(𝑊) = 𝑟𝑘(𝑊𝑊∗ + 𝑋𝑋∗) = 𝑟𝑘(𝑊,𝑋)                                                   

eşitliğini temsil eder. Bunun sonucu olarak 

                   ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝑊)                           (2.34) 

içermesi yazılabilir. (2.32) ifadelerinin bir sonucu olarak 

                 𝐴𝐵 = 𝑈 (
𝑊 𝑋
0 0

)𝑈∗                                                                              (2.35) 

eşitliği yazılabilir. Bu durumda (2.35) ifadesi sondan 𝐴 matrisi ile çarpıldığında  

              (𝐴𝐵𝐴)+ = 𝑈 (𝑊
+ 0
0 0

)𝑈∗ 

sonucuna elde edilir. Öte yandan, (2.33) ve (2.34) ifadelerinin ışığı altında  

              (𝐴𝐵)+ = 𝑈(
𝑃𝑊 0

𝑋∗𝑊+ 0
)𝑈∗   ve    (𝐴𝐵)# = 𝑈(𝑊

+  (𝑊+)2𝑋
0 0

)𝑈∗ 
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yazılabilir, burada 

              𝑃𝐴𝐵 = 𝑈(
𝑃𝑊 0
0 0

)𝑈∗ 

dir. Öte yandan (𝐴𝐵)⨁ = (𝐴𝐵)#𝑃𝐴𝐵  formülü nedeniyle 

              (𝐴𝐵)⨁ = 𝑈(𝑊
+ 0
0 0

)𝑈∗ 

eşitliğine ulaşılır ki bunun sonucunda da ispat tamamlanmış olur.  

Şimdi Teorem 2.21 (i) ve (iii) deki 𝐴⨁ nın iki gösterimi hakkında daha ilginç 

sonuçlar verilecektir.  

Sonuç 2.1 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisi (2.21) formuna sahip r ranklı bir matris olsun. X ve Y, A 

matrisinin iki genelleştirilmiş inversi olsun. O halde aşağıdaki koşullar eşdeğerdir 

(Baksalary and Trenkler., 2010): 

(i) 𝐴⨁ = 𝑋𝐴𝑌 , 

(ii) ℜ(𝑋𝐴) ⊆ ℜ(𝐴), 

(iii) 𝑋12 ∈ ℂ𝑟,(𝑛−𝑟) , 𝑋22, 𝑌22 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),(𝑛−𝑟)  ve 𝑌21 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),𝑟  olmak üzere 𝑋 ve  𝑌  

matrisleri sırasıyla 

        𝑋 = 𝑈 (
(Σ𝐾)−1 𝑋12
0 𝑋22

)𝑈∗  ve  𝑌 = 𝑈 (
(Σ𝐾)−1 − 𝐾−1𝐿𝑌21 −𝐾−1𝐿𝑌22

𝑌21 𝑌22
)     (2.36)  

şeklindedir.                   

Teorem 2.25 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisi (2.21) formuna sahip r ranklı bir matris olsun. 𝑍, 𝐴 

matrisinin bir genelleştirilmiş inversi olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir 

(Baksalary and Trenkler., 2010):  

(i) 𝐴⨁ = (𝐴2𝑍)+, 

(ii) 𝑍 ∈ 𝐴{1,3}, 

(iii) 𝑍21 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),𝑟  ve  𝑍22 ∈  ℂ(𝑛−𝑟),(𝑛−𝑟)   olmak üzere 𝑍 matrisi 

          𝑍 = 𝑈 (
(Σ𝐾)−1 − 𝐾−1𝐿𝑍21 −𝐾−1𝐿𝑍22

𝑍21 𝑍22
)𝑈∗                                            (2.37)   

olarak yazılabilir.  

İspat: (ii) ve (iii) nin denkliği Sonuç 2.1 de zaten verildiğinden burada (i) ve (iii) nin 

denk olduğunu gösterelim. 𝐴⨁ = (𝐴2𝑍)+ koşulu  

                 (𝐴⨁)+ = (𝐴2𝑍), 
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eşitliğine denk olduğundan 𝐴⨁ matrisinin Moore-Penrose inversi   

               (𝐴⨁)+ = 𝑈 (
Σ𝐾 0
0 0

)𝑈∗ 

olarak yazılabilir. Öte yandan  𝑍  matrisi  𝐴 nın bir genelleştirilmiş inversi olduğundan,  

            𝑍 = 𝑈 (
(Σ𝐾)−1 − 𝐾−1𝐿𝑍21 𝑍21

 𝑍21 𝑍22 
) 𝑈∗. 

şeklindedir. Bu durumda  𝐴2𝑍 çarpımı 

       𝐴2𝑍 = 𝑈 (
Σ𝐾 Σ𝐿
0 0

) (
Σ𝐾 Σ𝐿
0 0

) (
(Σ𝐾)−1 − 𝐾−1𝐿𝑍21 𝑍21

𝑍21 𝑍22
) 𝑈∗ 

              = 𝑈 (
Σ𝐾  Σ𝐾(Σ𝐾𝑍12 + Σ𝐿𝑍22
0 0

)𝑈∗ 

olarak yazılabilir ve böylece 𝐴⨁ = (𝐴2𝑍)+ eşitliği 

            (
Σ𝐾 0
0 0

) = (
Σ𝐾  Σ𝐾(Σ𝐾𝑍12 + Σ𝐿𝑍22
0 0

) 

eşitliğine denktir. Öte yandan bu eşitliğin sağlanabilmesi için gerek ve yeter koşul 

𝑍12 = −(Σ𝐾)
−1(Σ𝐿𝑍22) = −𝐾

−1𝐿𝑍22 olmasıdır. Böylece (i) ve (iii) nün denkliği 

ispatlanmış olur ve ispat tamamlanır. 

Tanım 2.16 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisleri verilmiş olsun. Eğer 𝐴⨁𝐴 = 𝐴⨁𝐵 ve 𝐴𝐴⨁ =

𝐵𝐴⨁ eşitlikleri sağlanıyorsa, bu takdirde 𝐴 matrisi 𝐵 matrisinden çekirdek kısmi 

sıralama bağıntısına göre daha küçüktür denir ve 𝐴 ≤⨁ 𝐵 ile gösterilir. 

Lemma 2.3 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 ve 𝐴 matrisi (2.21) biçiminde verilmiş olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki ifadeler birbirine denktir (Baksalary and Trenkler., 2010):  

(i)   𝐴 ≤⨁ 𝐵 dir. 

(ii) 𝑍 ∈ ℂ𝑛−𝑟
𝐶𝑀  olmak üzere 𝐵 = 𝑈 (

Σ𝐾 Σ𝐿
0 𝑍

)𝑈∗ dir. 

(iii) 𝐴+𝐴 = 𝐴+𝐵 ve 𝐴2 = 𝐵𝐴 dir. 

Sonuç 2.2 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olsun ve 𝐴 ≤⨁ 𝐵 olduğunu varsayalım. Bu takdirde aşağıdaki 

eşitlikler sağlanır (Baksalary and Trenkler., 2010): 

(i) 𝐵𝐴⨁𝐵 = 𝐴,    

(ii) 𝐵⨁𝐴𝐵⨁ = 𝐴⨁, 

(iii) 𝐵⨁𝐵𝐴⨁ = 𝐴⨁𝐵𝐵⨁ = 𝐴⨁ 
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Sonuç 2.3 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisi  r ranklı bir matris  olsun. Bu takdirde 

(i)  𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olması için için gerek ve yeter koşul  𝐵𝐴⨁𝐵 = 𝐴  olmasıdır, burada  𝑍 ∈

ℂ𝑛−𝑟
𝐶𝑀   ve   𝑇 ∈ ℂ𝑟,𝑟  ve  𝑇2 = 𝐼𝑟 olmak üzere 

          𝐵 = 𝑈 (
𝑇Σ𝐾 𝑇Σ𝐿
0 0

)𝑈∗                                                                            (2.38) 

dir. 

(ii) 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olması için gerek ve yeter koşul burada  𝑍 ∈ ℂ𝑛−𝑟

𝐶𝑀  ,  𝑉 ∈ ℂ𝑛−𝑟
𝑟  ,  𝑇 ∈ ℂ𝑟

𝑟 

ve  𝑇2 = 𝐼𝑟 olmak üzere 𝐵⨁𝐴𝐵⨁ = 𝐴⨁ olmasıdır, burada   

             𝐵 = 𝑈 (𝑇Σ𝐾  𝑇Σ[𝐿𝑍⨁ 𝑍 + 𝑉(𝐼𝑛−𝑟 − 𝑍
⨁ 𝑍]

0 𝑍
)                                        (2.39) 

dir.  

(iii) 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olması için gerek ve yeter koşul ℜ(𝐴) ⊆ ℜ(𝐵) olmak üzere         

𝐵⨁𝐵𝐴⨁ = 𝐴⨁𝐵𝐵⨁ = 𝐴⨁   olmasıdır (Baksalary and Trenkler., 2010).                                                                    

Sonuç 2.4 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadelerler eşdeğerdir (Baksalary 

and Trenkler., 2010): 

(a) 𝐴⨁𝐵𝐴⨁ = 𝐴⨁, yani  𝐴⨁, 𝐵 matrisinin bir dış inversidir. 

(b) 𝐴†𝐵𝐴# = 𝐴⨁ 

Sonuç 2.5 (i) 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisi r ranklı bir matris olsun. Bu takdirde 𝐵 ∈ ℂ𝑛

𝑛 matrisinin    

𝐴⨁𝐵𝐴⨁ = 𝐴⨁ eşitliğini sağlaması için gerek ve yeter koşul 𝐵 matrisinin 𝐵12 ∈

ℂ𝑟,(𝑛−𝑟), 𝐵21 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),𝑟  ve  𝐵22 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),(𝑛−𝑟) keyfi matrisler olmak üzere 

      𝐵 = 𝑈 (
Σ𝐾 𝐵12
𝐵21 𝐵22

)𝑈∗                                                                                   (2.40) 

formunda olmasıdır. 

(ii) 𝑟(𝐴) = 𝑟  olmak üzere 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛  ve 𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝐶𝑀 matrislerinin 𝐴†𝐵𝐴# = 𝐴⨁  eşitliğini 

sağlaması için gerek ve yeter şart 𝐴 nın ranj-Hermityen ve 𝐵 matrisinin 𝐵12 ∈

ℂ𝑟,(𝑛−𝑟), 𝐵21 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),𝑟  ve  𝐵22 ∈ ℂ(𝑛−𝑟),(𝑛−𝑟) matrisleri keyfi matrisler olmak üzere 

                𝐵 = 𝑈 (
Σ𝐾 𝐵12
𝐵21 𝐵22

)𝑈∗                                                                (2.41) 

formunda olmasıdır.  
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3. MATRİSLERDE ÇEKİRDEK-EP İNVERS GÖSTERİMLERİ 

3.1 Bir Matrisin Çekirdek-EP İnversi  

Bir önceki kısımda ifade edildiği gibi 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑃𝐴 = 𝐴𝐴

+ olmak üzere 

                 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴 ve  ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴) 

koşullarını sağlayan bir 𝑋 matrisine 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisinin bir çekirdek inversi adı verilir.  

Ayrıca 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için eğer ℜ(𝐴) = ℜ(𝐴∗) eşitliği sağlanıyorsa bu takdirde 𝐴 

matrisine bir EP- matris adı verilir ve bu koşulu sağlayan tüm matrislerin kümesi ℂ𝑛
𝐸𝑃 

ile gösterilir. Burada ℜ(𝐴∗) = 𝒞(𝐴) yani 𝐴 matrisinin satır uzayı olduğunu belirtelim.  

ℂ𝑛
𝑛 kümesi üzerinde tanımlı ve indeksi 1 olan matrislerin kümesi ℂ𝑛

𝐶𝑀 ile gösterilir, 

yani 

            ℂ𝑛
𝐶𝑀 = { 𝐴 ∈ ℂ𝑛

𝑛: 𝑟(𝐴2) = 𝑟(𝐴)} 

dir. Bu durumda eğer  𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 ise 𝐴 matrisine çekirdek matris ya da grup matris adı 

verilir. Ayrıca 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olmak şartıyla her 𝐴 matrisinin çekirdek inversinin mevcut ve 

tek olduğunu söyleyebiliriz.  

Bu kısımda çekirdek inversin bir genelleştirmesi olan bir başka genelleştirilmiş 

invers kavramı ele alınacaktır. Bununla ilgili olarak öncelikle belirtelim ki bu kısımda 

ele alınacak matrisler 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛   ve 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘  olacak şekilde matrislerdir. aşağıdaki 

tanım verilebilir. 

Tanım 3.1 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛   matrisi  𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘  özelliğini sağlasın. Bu takdirde 𝐺𝐴𝐺 = 𝐺 

olmak üzere 

                  ℜ(𝑋) = 𝒞(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘)                                                                       (3.1a) 

şartını sağlayan bir 𝐺 matrisine 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisinin bir çekirdek-EP inversi denir ve  

𝑋 = 𝐴⊚ ile gösterilir. Bu durumda eğer  𝒞(𝑋) = ℜ(𝑋∗)  eşitliği dikkate alınırsa (3.1a) 

ifadesinin 

                  ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘)                                                                       (3.1b) 

olarak da yazılabileceği görülür.  

Eğer (3.1a) ifadesinde  ℜ(𝐴𝑘) ile  𝒞(𝐴𝑘) = ℜ((𝐴∗)𝑘) yer değiştirirse bir kare 

matrisin yıldız-çekirdek-EP invers tanımı verilebilir. 
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Tanım 3.2 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛   matrisi  𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘  özelliğini sağlasın. Bu takdirde 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 

olmak üzere 

                    ℜ(𝑋) = 𝒞(𝑋∗) = 𝒞(𝐴𝑘)                                                                      (3.2) 

koşulunu sağlayan bir 𝑋 matrisine 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisinin bir yıldız-çekirdek-EP inversi adı 

verilir.     

 Şimdi aşağıdaki Lemmayı verebiliriz.     

Lemma 3.1  𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛   matrisi  𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘  özelliğini sağlasın. Bu takdirde aşağıdaki 

ifadeler denktir: 

(i) 𝑋 matrisi  𝐴  matrisinin bir çekirdek-EP inversidir. 

(ii) 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋, (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋,  𝑋𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡, ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴𝑡) dir, burada  𝑡 bir pozitif 

tam sayısıdır.    

İspat.  (i) ⟹ (ii): (i) den  𝑋 matrisi bir dış invers olup 

                ℜ(𝑋) = 𝒞(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘)                                                                           (3.2)   

olduğu görülür. Öte yandan 𝑋𝐴 matris çarpımı  ℜ(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘)  üzerinde bir eğik 

izdüşüm olduğundan 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝑋𝐴𝐴𝑘 = 𝐴𝑘 yazılabilir. Dolayısıyla 𝑘 = 𝑡 alınabilir. 

Benzer şekilde 𝑋 matrisi 𝐴 matrisinin bir dış inversi olduğundan 𝐴𝑋 bir idempotent 

matris olup  𝒞(𝐴𝑋) = 𝒞(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘) dir. Böylece (3.2) den   ℜ(𝐴𝑋) = ℜ(𝐴𝑘+1) =

ℜ(𝐴𝑘)  olduğu görülür. Bu nedenle 𝐴𝑋 bir EP matris olacaktır. Dolayısıyla idempotent 

ve EP olduğundan (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋   yazılabilir, bu ise (i) ⟹ (ii) ispatını tamamlar. 

          (ii)⟹(i): 𝑋 matrisi (ii) de verilen şartları sağlasın. Bu durumda 𝑋𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 

olduğundan 𝑟(𝑋𝐴𝑡+1) = 𝑟(𝐴𝑡)  ve ℜ(𝐴𝑡) ⊆ ℜ(𝑋) yazılabilir. Aksine olarak  𝑡 ≥ 𝑘  

ve  ℜ(𝐴𝑡) = ℜ(𝐴𝑘) alalım. Bu durumda ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴𝑡)  ifadesi 

                      ℜ(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘)                                                                                  (3.3) 

eşitliğini sağlar. Öte yandan 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 ve (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋  olduğundan 𝐴𝑋 matrisi 

𝒞(𝑋) = 𝒞(𝐴𝑋) = ℜ(𝐴𝑋)  olacak şekilde bir eğik izdüşümdür. Bu durumda (3.3) den    

                      𝒞(𝑋) = 𝒞(𝐴𝑋) = ℜ(𝐴𝑋)   = ℜ(𝐴𝑘)                                                               (3.4) 

olduğu görülür. Bu nedenle  𝑋 bir EP matrisi olup 𝐺nin satır ve sütun uzayları ℜ(𝐴𝑘) 

olarak aynıdır. Böylece (ii)⟹(i) olduğu görülür ve ispat tamamlanır. 
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 Çekirdek-EP inversin mevcut olup olmadığı ile ilgili soruya aşağıdaki Lemma 

kullanılarak cevap verilebilir. 

Lemma 3.2  𝔽 keyfi bir skaler cisim olmak üzere 𝐴, 𝑃, 𝑄 matrisleri 𝔽 cismi üzerinden 

uygun boyutta matrisler olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler gerçeklenir: 

(i) Öyle bir  𝑂 ∈ {𝐴=} matrisi mevcuttur ki 

              ℜ(𝑂) ⊆ ℜ(𝑄), 𝒞(𝑂) ⊂ 𝒞(𝑃)  ve 𝑟(𝑂) = 𝑟(𝑃𝐴𝑄)                                (3.5) 

     dir. 

(ii) (i) deki tüm dış inverslerin sınıfı  

               {𝑂 ∈ {𝐴=} ∶ ℜ(𝑂) ⊆ ℜ(𝑄), 𝒞(𝑂) ⊂ 𝒞(𝑃)} = {𝑄(𝑃𝐴𝑄)=P}                (3.6) 

       ile verilir. 

(iii) (i) deki tüm dış inverslerin sınıfı  

               {𝑂 ∈ {𝐴=} ∶ ℜ(𝑂) ⊆ ℜ(𝑄), 𝒞(𝑂) ⊂ 𝒞(𝑃)}            

                           = {𝑄1(𝑃1𝐴𝑄1)
=𝑃1 ∶  ℜ(𝑄1) ⊆ ℜ(𝑄), 𝒞(𝑃1) ⊂ 𝒞(𝑃)}                  (3.7) 

       ile verilir. 

(iv) Eğer 𝑃𝐴𝑄  sıfır değilse bu takdirde ℜ(𝑂) =  ℜ(𝑄)  ve  𝒞(𝑂) = 𝒞(𝑃) olacak 

şekilde bir 𝑂 dış inversinin tek türlü olarak mevcut olması için gerek ve yeter 

şart ve 𝑟(𝑃) = 𝑟(𝑄) = 𝑟(𝑃𝐴𝑄)  olmasıdır. Bu durumda 𝑂 dış inversi   𝑃𝐴𝑄  nun 

keyfi seçilmiş (𝑃𝐴𝑄)𝑟
− yansımalı g-inversi ve  (𝑃𝐴𝑄)− g-inversi için                      

                      𝑂 = 𝑄(𝑃𝐴𝑄)𝑟
−𝑃 = 𝑄(𝑃𝐴𝑄)−𝑃                                                       (3.8) 

       ile verilir. 

Teorem 3.1 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olmak üzere 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛   kare matrisi verilmiş olsun. Bu takdirde 

Çekirdek-EP inversin mevcut olması için gerek ve yeter şart 𝑟(𝐴∗𝑘𝐴𝑘+1) = 𝑟(𝐴𝑘) 

olmasıdır. Ayrıca mevcut olması durumunda çekirdek-EP invers tektir ve 

                     𝐴⊚ = 𝐴𝑘((𝐴∗)𝑘𝐴𝑘+1)−(𝐴∗)𝑘                                                                    (3.9) 

 ile verilir. 

İspat. Mevcut olduğunda 𝐴 nın çekirdek-EP inversinin, satır ve sütun uzayları aynı ve 

ℜ𝐴𝑘) ye eşit olmak üzere,  𝐴 nın bir dış inversi olduğunu hatırlatalım. Bu durumda 
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 𝒞(𝐴∗𝑘) = ℜ(𝐴𝑘) olduğu dikkate alınarak Lemma 3.2 (iv) den 𝑃 = 𝐴∗𝑘 ve 𝑄 = 𝐴𝑘 

alınarak teorem kolayca elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

 Teorem 3.1 i açıklamak için aşağıdaki örneği göz önüne alalım. 

Örnek 3.1 ℝ kümesi üzerinde tanımlı 

                        𝐴 = (
1 1 -1
1 0  2
2 1  1

)  

matrisini göz önüne alalım. Burada 𝑟(𝐴) = 2 olduğu kolayca görülebilir. Bu durumda  

                    𝐴2 = (
0 0 0
5 3 1
5 3 1

)  ve  𝐴3 = (
0 0 0
10 6 2
10 6 2

)   

olup 𝑟(𝐴2) = 𝑟(𝐴3) = 1 ve dolayısıyla 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 2 elde edilir. Ayrıca  𝑟(𝐴∗2𝐴3) =

𝑟(𝐴2) = 1 olup Teorem 3.1 in şartları sağlanır. Buradan  

                     (𝐴∗2𝐴3)
−
= (

1/100 0 0
0 0 0
0 0 0

)   

olduğu ve (3.9) da verilen formül kullanılarak 𝐴 matrisinin çekirdek-EP inversinin 

                    𝐴⊚ = (
0 0 0
0 1/4 1/4
0 1/4 1/4

)  

şeklinde olduğu görülür.  

Hatırlatma 3.1 Skaler cisim yerine reel sayılar ya da kompleks sayılar cismi 

alındığında 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olan herhangi bir 𝐴 matrisi için 𝑟(𝐴∗𝑘𝐴𝑘+1) = 𝑟(𝐴𝑘) eşitliği 

𝑟(𝐴∗𝑘𝐴𝑘) = 𝑟(𝐴𝑘) eşitliği olarak alınabilir. Dolayısıyla reel sayılar ya da kompleks 

sayılar cismi üzerindeki bir kare matris için tıpkı Drazin invers de olduğu gibi 𝐴⊚ 

çekirdek-EP invers de daima mevcut ve tektir.  

 Ayrıca eğer 𝐴𝑘 bir EP matris ve 𝐺 = 𝐴⊚ mevcut ise bu takdirde hem 𝐴𝐺 ve 

hem de 𝐺𝐴 aynı satır ve sütun uzaylarına sahip idempotent matrisle olacaktır. Bu 

nedenle 𝐺𝐴 = 𝐴𝐺  olup (3.1) şartı sağlanır. Dolayısıyla bu durumda çekirdek-EP 

invers Drazin invers ile aynı olacaktır.  Öte yandan indeksi 1 olan her kare matrisin bir 

grup inverse sahip olduğu bilinmektedir.  
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Hatırlatma 3.2 Eğer 𝐴 matrisi 1 indeksli ve 𝐺 = 𝐴⊚  ise bu takdirde 𝐺𝐴2 = 𝐴 olup 

𝐺 matrisi bir çekirdek matris ile bir nilpotent matrisin toplamı olarak 𝐺 = 𝑁 +𝑀 

olarak yazılabilir burada 𝑁 bir çekirdek matris ve 𝑀 bir nilpotent matris olup 𝑀𝑁 =

𝑁𝑀 = 0 dir. Bu ise 𝐴𝐺 ve  𝐺𝐴 matrislerinin idempotent matrisler olup 𝑟(𝐺) = 𝑟(𝐴) 

eşitliğinin sağlandığını gösterir. Bu nedenle 𝐺 matrisi 𝐴𝐺𝐴 = 𝐴 şartını da sağlar.  

3.2 Çekirdek-EP İnversin Ayrışımı 

Kısım 2.3 de ifade edildiği gibi rankı r olan her 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi  𝑈 ∈ ℂ𝑛

𝑛 uniter 

matris olmak üzere, 

               𝐴 = 𝑈 (
Σ𝐾 Σ𝐿
0 0

)𝑈∗                                                                              (3.10)    

biçiminde yazılabilir, burada Σ = köş{σ1𝐼𝑟1……. σ𝑡𝐼𝑟𝑡} matrisi 𝐴 matrisinin singüler 

değerlerinden oluşan köşegen matris, σ1 > σ2 > ⋯ > σ𝑡 > 0 ,  𝑟1 + 𝑟2 +⋯+ 𝑟𝑡 = 𝑟  

olmak üzere K ∈ ℂ𝑟,𝑟  ve  L ∈ ℂ𝑟,𝑛−𝑟 matrisleri 

                𝐾𝐾∗ + 𝐿𝐿∗ = 𝐼𝑟                                                                                       

eşitliğini sağlar. Bu durumda Baksalary and Trenkler (2010) 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisinin 

çekirdek inversinin 

                𝐴⨁ = 𝑈 ((Σ𝐾)
−1 0

0 0
)𝑈∗                                                                      

şeklinde olduğunu göstermişlerdir.  

Bu kısımda çekirdek-EP ayrışımı adı verilen yeni bir ayrışım vererek bunun 

bazı özellikleri ortaya konulacaktır. Bu amaçla 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun. 

Bu takdirde 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi  𝐴1 ∈ ℂ𝑛

𝐶𝑀 , 𝐴2 = 0  ve  𝐴1𝐴2 = 𝐴2𝐴1 = 0 olmak üzere 

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 şeklinde ayrışabilir. Bu ayrışım literatürde çekirdek-nilpotent ayrışımı 

olarak adlandırılır (bkz. Wang, 2016). Şimdi aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2 (Çekirdek-EP Ayrışımı) 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi verilsin ve  𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun. 

Bu takdirde  

(i) 𝐴1 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 , 

(ii) 𝐴2
𝑘 = 0,  

(iii) 𝐴1
∗𝐴2 = 𝐴2𝐴1 = 0,  
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olmak üzere 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi 𝐴1 ve 𝐴2 matrislerinin toplamı şeklinde 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 

formunda yazılabilir. Burada 𝐴1 ve 𝐴2 matrislerinden biri veya her ikisi de sıfır matrisi 

olabilir (Wang, 2016). 

İspat. 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  olsun. Bu durumda Schur ayrışımına göre 𝑈∗𝐴𝑈  bir üst üçgensel matris 

olacak şekilde bir 𝑈 ∈ ℂ𝑛
𝑛 üniter matrisi mevcuttur. Gerçekten üst üçgensel matrisin 

esas köşegen elemanları 𝐴 matrisinin özdeğerleri olup ilk özdeğerin sıfırdan farklı 

olduğu kabul edilebilir. Bu nedenle 𝑇1 üst üçgensel ve nonsingüler, 𝑇3 üst üçgensel ve 

esas köşegeni sıfır olmak üzere 𝐴 matrisi 

                       𝐴 = 𝑈 (
𝑇1 𝑇2
0 𝑇3

)𝑈∗                                                                      

şeklinde yazılabilir. Bu durumda 𝐴1 ve 𝐴2 matrisleri 

                      𝐴1 = 𝑈 (
𝑇1 𝑇2
0 0

)𝑈∗  ve   𝐴2 = 𝑈 (
0 0
0 𝑇3

)𝑈∗        

 olarak alınırsa istenilen şartlar sağlanır.                                                        

Teorem 3.3 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı Teorem 3.2 deki gibi verilmiş 

olsun. Bu takdirde 𝑇 nonsingüler, 𝑁 nilpotent olmak üzere 

                      𝐴1 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 0

)𝑈∗  ve   𝐴2 = 𝑈(
0 0
0 𝑁

)𝑈∗                                   (3.11) 

olacak şekilde bir 𝑈 ∈ ℂ𝑛
𝑛 üniter matrisi mevcuttur (Wang, 2016).  

Bu durumda (3.11) ifadesi ve 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 eşitliğinden  

                  𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗ , 

                 𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖  

                𝐴𝑘(𝐴𝑘)+ = 𝑈(
𝐼𝑟(𝐴𝑘) 0

0 0
)𝑈∗  

olduğu görülür. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Teorem 3.4 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde 

               𝐴1 = 𝐴
𝑘(𝐴𝑘)+𝐴   ve  𝐴2 = 𝐴 − 𝐴

𝑘(𝐴𝑘)+𝐴                                             (3.12) 

olacaktır (Wang, 2016). 
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Teorem 3.5 Verilen bir matrisin çekirdek-EP ayrışımı tektir. 

İspat.  𝐴1 çekirdek tersinir bir matris ve 𝐴2 nilpotent bir matris olmak üzere  𝐴 = 𝐴1 +

𝐴2 ifadesi  𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı olsun. Ayrıca 𝐴1 ve 𝐴2 matrisleri 

(3.12) deki gibi olsun. üzere 𝐴 = 𝐵1 + 𝐵2  𝐴 matrisinin başka bir çekirdek-EP ayrışımı 

olsun. Bu takdirde 𝐴𝑘 = ∑ 𝐵1
𝑖𝑘

𝑖=0 𝐵2
𝑘−𝑖 yazılabilir. 𝐵1

∗𝐵2 = 0 ve 𝐵2
𝑘 = 0  kullanılarak 

(𝐴𝑘)∗𝐵2 = 0 olduğu elde edilir. Buradan da (𝐴𝑘)+𝐵2 = 0 yazılabilir. Benzer şekilde 

𝐵2𝐵1 = 0 ve 𝐵1 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀  olduğu kullanılarak 𝐴𝑘𝐵1(𝐵1

𝑘)⋕ = 𝐵1 olduğu görülebilir. 

Böylece  𝐴𝑘(𝐴𝑘)+𝐵1 = 𝐴
𝑘(𝐴𝑘)+𝐴𝑘𝐵1(𝐵1

𝑘)⋕ = 𝐴𝑘𝐵1(𝐵1
𝑘)⋕ = 𝐵1  ve dolayısıyla 

                    𝐵1 − 𝐴1 = 𝐵1 − 𝐴
𝑘(𝐴𝑘)+𝐴 

                                  = 𝐵1 − 𝐴
𝑘(𝐴𝑘)+𝐵1 − 𝐴

𝑘(𝐴𝑘)+𝐵2  

                                  = 0  

olduğu görülür. Yani 𝐵1 = 𝐴1 dir. Bu nedenle 𝐴 nın çekirdek-EP ayrışımı tektir. 

Teorem 3.6 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde 𝐴⊚ = 𝐴1
⨁ dir. Ayrıca eğer  𝐴1 matrisi 

(3.11) deki ayrışıma sahip ise 

                 𝐴⊚ = 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗                                                                                (3.13) 

olacaktır(Wang, 2016). 

İspat.  𝐴1 matrisi (3.11) deki ayrışıma sahip olsun. Bu takdirde 

                 𝐴1
⨁ = 𝑈 (𝑇

−1 0
0 0

)𝑈∗              

olacaktır.  Şimdi  𝑇̂  keyfi bir matris olmak üzere      

                   𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑇̂
0 0

)𝑈∗              

yazalım.  Bu durumda kolayca gösterilebilir ki  ℜ(𝐴1
⨁) ⊆ ℜ(𝐴𝑘) olup    

          𝐴1
⨁𝐴𝑘+1 = 𝑈 (𝑇

−1 0
0 0

) (𝑇
𝑘+1 𝑇𝑇̂
0 0

)𝑈∗ = 𝑈 (𝑇
𝑘 𝑇̂
0 0

)𝑈∗ = 𝐴𝑘,        

         𝐴1
⨁𝐴𝐴1

⨁ = 𝑈(𝑇
−1 0
0 0

) (
𝑇 𝑆
0 𝑁

) (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝑈(𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝐴1
⨁,        
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         (𝐴𝐴1
⨁)∗ = (𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

) (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗)
∗

= (𝑈 (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗)
∗

= 𝐴𝐴1
⨁      

eşitlikleri elde edilir. Bu durumda teorem 3.3 uygulanırsa 

                      𝐴⊚ = 𝐴1
⨁  olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.1 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde 

                     𝐴⊚ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)⨁  , 

                   𝐴𝐴⊚ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘)⨁ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘)+                                                             (3.14) 

eşitlikleri sağlanır(Wang, 2016).  

Teorem 3.6 dan kolayca gösterilebilir ki 

         𝐴𝐴⊚ = 𝑈(
𝐼𝑟(𝑇) 0

0 0
)𝑈∗  

dir. Bunun sonucu olarak 𝐴 matrisinin  𝐴⊚ çekirdek-EP inversi kullanılarak 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 

matrisinin çekirdek-EP ayrışımının bir karakterizasyonu verilebilir.    

Teorem 3.7 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde   

                        𝐴1 = 𝐴𝐴
⊚𝐴    ve  𝐴2 = 𝐴 − 𝐴𝐴

⊚𝐴    

dir(Wang, 2016).       

3.3 Çekirdek-EP İnversle İlgili Bazı Yeni Revizyonlar  

Bu kısımda kare matrislerin çekirdek-EP inverslerinin bazı özelliklerinin 

vereceğiz. Bununla ilgili olarak öncelikle 

 (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋, 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘)  

şartlarını kullanarak çekirdek-EP invers için bazı gerek ve yeter şartlar vereceğiz. Daha 

sonra çekirdek-EP inversin bazı özelliklerini ve yeni gösterimlerini sıralayacağız. İlk 

olarak Lemma 3.1 den 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 şartını çıkarmakla işe başlayalım. Bu durumda 

aşağıdaki teorem verilebilir. 
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Teorem 3.8 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun. Bu takdirde 𝑋  in  𝐴  matrisinin 

bir çekirdek-EP inversi olması için gerek ve yeter şart (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋, 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve 

ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴𝑘) şartlarını sağlamasıdır (Zou ve Cheng, 2019).   

İspat. 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴𝑘) olduğunu varsayalım. Bu takdirde bir 𝑇 ∈ ℂ𝑛
𝑛 

matrisi için 𝑋 = 𝐴𝑘𝑇 yazılabilir. Bu nedenle 

                   𝑋𝐴𝑋 = 𝑋𝐴𝑘+1𝑇 = 𝐴𝑘𝑇 = 𝑋   

elde edilir. Böylece Lemma 3.1 e göre ispat tamamlanmış olur. 

 Teorem 3.8 e göre 𝑋  matrisi  𝐴  matrisinin bir çekirdek-EP inversi olmak üzere 

(𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 ve 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 olacak şekilde 𝑋  matrisi  bulunabilir. Bu aşağıdaki 

teoremde (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 ve 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ile çekirdek-EP için bazı gerek ve yeter şartlar 

geliştirilebilir. Teoremi ispatlamak için aşağıdaki lemmayı verebiliriz. 

Lemma 3.2 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi için 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun. 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗  ifadesi 𝐴 

matrisinin çekirdek-EP ayrışımı olsun. Eğer 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ise bu takdirde 𝑋2 ve 𝑋4  

matrisleri keyfi olmak üzere 𝑋 matrisi 𝑋 = 𝑈 (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)𝑈∗ olarak yazılabilir. 

İspat. 𝐴 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ olsun. Bu takdirde 𝐴𝑘 matrisi 𝑇̂  keyfi bir matris olmak üzere     

𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗ şeklinde yazılabilir. 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ olduğunu varsayalım. 

Eğer 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘  ise bu durumda   

       (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) (𝑇
𝑘+1 𝑇𝑆̃
0 0

) = (𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

) ⟹ (
𝑋1𝑇

𝑘+1 𝑋1𝑇𝑆̃

𝑋3𝑇
𝑘+1 𝑋4𝑇𝑆̃

) = (𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)  

olacağından 

                𝑋1𝑇
𝑘+1 = 𝑇𝑘, 𝑋1𝑇𝑆̃ = 𝑆̃, 𝑋3𝑇

𝑘+1 = 0 ve 𝑋4𝑇𝑆̃ = 0  

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden 𝑋1 = 𝑇
−1 ve  𝑋3 = 0 olduğu görülür. Bu nedenle 

𝑋 matrisinin 

                  𝑋 = 𝑈 (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)𝑈∗  

olarak yazılabildiği görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 3.9 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir (Zou ve 

Cheng, 2019): 

(i) 𝑋 = 𝐴⊚, 

(ii) (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 , 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve 𝑟(𝐴𝑘) = 𝑟(𝑋), 

(iii) (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 , 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve 𝐴1𝑋
2 = 𝑋, 

(iv) (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 , 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve 𝐴𝑠𝑋𝑠+1 = 𝑋, 𝑠 > 0 bir tam sayı, 

(v) (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 , 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ve 𝑋𝐴1𝑋 = 𝑋 . 

İspat: (i) ⟹(ii), (i) ⟹(iii), (i) ⟹(iv) ve (i) ⟹(v) durumlarının ispatı Teorem 3.6 dan 

direkt olarak görülmektedir. (iii) ⟹(i) durumunu gösterelim. Eğer 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ise bu 

takdirde ℜ(𝐴𝑘) ⊆ ℜ(𝑋) olur. Bu durumda  𝑟(𝐴𝑘) = 𝑟(𝑋) olduğundan ℜ(𝐴𝑘) =

ℜ(𝑋) elde edilir. Teorem 3.8 e göre 𝑋 = 𝐴⊚ olduğu görülür. (iii) ⟹(i) durumunu 

göstermek için 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗  alalım. 𝐴 matrisi de 𝐴 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ formunda 

olsun. Ayrıca Teorem 3.3 de verildiği gibi  

        𝐴1 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 0

)𝑈∗  ve  𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗ , 𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖  

alınsın. Bu durumda Lemma 3.2 ye göre 𝑋 = 𝑈 (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)𝑈∗  yazılabilir. Öte yandan  

𝐴1𝑋
2 = 𝑋  olduğundan  

(
𝑇 𝑆
0 0

) (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

) (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

) = (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

) ,                                        (3.15) 

(𝑇
−1 𝑋2 + 𝑇𝑋2𝑋4 + 𝑆𝑋4

2

0 0
) = (

𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)                                               (3.16) 

eşitlikleri elde edilir. Dolayısıyla 𝑋4 = 0 olacaktır. (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 olduğundan 𝑋2 = 0 

olacaktır ve bu nedenle 𝑋 = 𝐴⊚ olduğu görülür. Şimdi (iv) ⟹(i) durumunu alalım. 

 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 olduğundan  𝑋 = 𝑈 (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)𝑈∗ yazılabilir. Öte yandan  𝐴𝑠𝑋𝑠+1 = 𝑋 

olduğundan 𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖  ve   𝑀̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑋2

𝑘−1
𝑖=0 𝑋4

𝑠+1 olmak üzere  

(
𝑇 𝑆
0 0

) (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)
𝑠+1

= (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

) ,                                              (3.17) 
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(𝑇
𝑠 𝑆̃
0 𝑁𝑠

) (
𝑇−(𝑠+1) 𝑀̃
0 𝑋4

𝑠+1) = (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)                                              (3.18) 

yazılabilir. Dolayısıyla  (
𝑇−1 𝑇𝑠𝑀̃ + 𝑆̃𝑋4

𝑠+1

0 𝑁𝑠𝑋4
𝑠+1 ) = (

𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

) elde edilir. Bu nedenle 

𝑁𝑠𝑋4
𝑠+1 = 𝑋4 olacaktır. Eğer 𝑠 ≥ 𝑘 ise 𝑋4 = 0 olacağı kolayca görülebilir. Öte 

yandan eğer 𝑠 < 𝑘 ise 𝑋4 = 𝑁
𝑠𝑋4

𝑠+1 = 𝑁2𝑠𝑋4
𝑠+1 = ⋯ = 𝑁𝑘𝑠𝑋4

𝑠+1 olacaktır. Bu 

durumda 𝑁𝑘 = 0 olduğundan 𝑋4 = 0 bulunur. Böylece 𝑋 = (𝑇
−1 𝑋2
0 0

) elde edilir. 

(𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 olduğundan 𝑋2 = 0 olacaktır. Sonuç olarak 𝑋 = 𝐴⊚ olduğu elde edilir. 

(v) ⟹(i) durumu (iii) ⟹(i) durumunun aynısıdır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Aşağıda verilen örnek Teorem 3.9(v) şıkkında 𝑋𝐴1𝑋 = 𝑋 yerine 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 

alınması durumunda  𝑋 = 𝐴⊚ eşitliğine ulaşılamayacağını gösterir. 

Örnek 3.2 𝐴  ve  𝑋 matrisleini 

                   𝐴 = (
1 0 0
0 0 1
0 0 0

)  ve 𝑋 = (
1 0 0
0 0 0
0 1 0

)  

olaarak alalım. Bu durumda 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 2 olduğu açıktır. Ayrıca (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋 ve 

𝑋𝐴3 = 𝐴2 ve 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 olduğu kolayca gösterilebilir. Diğer taraftan ℜ(𝑋) ≠

ℜ(𝑋∗) ≠ ℜ(𝐴𝑘) olduğu gösterilebilir. Bu nedenle 𝑋 ≠ 𝐴⊚ olacaktır.  

Lemma 3.3 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

𝐴 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ şeklinde verilmiş olsun. Eğer taraftan ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘) ise 

bu takdirde 𝑋1 tersinir olmak üzere 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 0
0 0

)𝑈∗ olarak yazılabilir (Zou ve 

Cheng, 2019).   

İspat. Teorem 3.3 de verildiği gibi  

             𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗ , 𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖  

yazılabilir. 𝑋 matrisi   𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗  olarak yazılabilsin. Bu durumda  ℜ(𝑋) =

ℜ(𝐴𝑘) olduğundan 𝑋 = 𝐴𝑘𝑌 olacak şekilde bir 𝑌 matrisi mevcuttur. 𝑌 matrisini 𝑋 =

𝑈 (
𝑌1 𝑌2
𝑌3 𝑌4

)𝑈∗ olarak parçalayalım. Bu takdirde 𝑋 = 𝐴𝑘𝑌 den 
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                     𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

) (
𝑌1 𝑌2
𝑌3 𝑌4

)𝑈∗,                                      (3.19) 

                     (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) = (𝑇
𝑘𝑌1 + 𝑆̃𝑌3 𝑇𝑘𝑌2 + 𝑆̃𝑌4
0 0

)                                          (3.20) 

olduğu görülür. Böylece 𝑋3 = 0 ve 𝑋4 = 0 elde edilir. Benzer şekilde ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘) 

olduğundan 𝑋2 = 0 elde edilir. Böylece 𝑋 matrisi 𝑋1 tersinir olmak üzere 𝑋 =

𝑈 (
𝑋1 0
0 0

)𝑈∗ olarak yazılabilir.  

Teorem 3.9 ve lemma 3.2 kullanılarak aşağıdaki Teorem verilebilir. 

Teorem 3.10 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir (Zou ve Cheng, 2019): 

(i) 𝑋 = 𝐴⊚, 

(ii) ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘) ve 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 , 

(iii) ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘)  ve 𝐴𝑠𝑋𝑠+1 = 𝑋, 𝑠 > 0 bir tam sayı, 

(iv) ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘) ve 𝑋𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑃 , 

(v) ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘) ve 𝐴𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑃 , 

(vi) ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘) ve 𝐴𝑋𝐴𝑘 = 𝐴𝑘 . 

İspat: (i) ⟹(ii), (i) ⟹(iii), (i) ⟹(iv), (i) ⟹(v) ve (i) ⟹(vi) durumlarının ispatı 

Teorem 3.6 dan direkt olarak görülmektedir. (ii) ⟹(i), (iii) ⟹(i) ve (vi) ⟹(i) için 𝐴 

matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 𝐴 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ şeklinde verildiğini varsayalım ve 

𝑋 matrisi  𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗  olarak yazılabilsin. Bu takdirde Lemma 3.2 ye göre 

ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘)  olup buradan 𝑋1 tersinir olmak üzere 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 0
0 0

)𝑈∗ 

sağlanır. Bu takdirde diğer şartları uygulayarak direkt bir hesaplamayla 𝑋1 = 𝑇
−1 

olduğu görülebilir ve böylece 𝑋 = 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝐴⊚  elde edilir. (iv) ⟹(i) 

olduğunu gösterelim. Lemma 3.2 ye göre 𝑋1 tersinir olmak üzere 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 0
0 0

)𝑈∗ 

sağlanır. Öte yandan  𝑋𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑃 olduğundan  

                        (
𝑋1 0
0 0

) (
𝑇 𝑆
0 𝑁

) (
𝑋1 0
0 0

) (
𝑇 𝑆
0 𝑁

) = (
𝑋1 0
0 0

) (
𝑇 𝑆
0 𝑁

),             (3.21) 
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                        (
𝑋1𝑇𝑋1𝑇 𝑋1𝑇𝑋1𝑆
0 0

) = (
𝑋1𝑇 𝑋1𝑆
0 0

)                                             (3.22) 

yazılabilir. Böylece  𝑋1𝑇𝑋1𝑇 = 𝑋1𝑇 olup 𝑋1  ve  𝑇 matrisleri tersinir olduğundan 

𝑋1𝑇 = 𝐼  yani 𝑋1 = 𝑇
−1 olduğu ve dolayısıyla  𝑋 = 𝑈 (𝑇

−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝐴⊚  olduğu 

görülür. (v) ⟹(i) durumunun ispatı (iv) ⟹(i) durumunun ispatı ile aynıdır. Böylece 

ispat tamamlanmış olur. 

Lemma 3.4 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun. 𝑋 matrisinin  𝐴 matrisinin bir 

çekirdek-EP inversi olması için gerek ve yeter şart 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 ve ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴𝑘) 

olmasıdır (Zou ve Cheng, 2019).  

Bu lemma dikkate alındığında eğer 𝑋 matrisi  𝐴 matrisinin bir çekirdek-EP 

inversi ise  𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 elde edilir. Bu nedenle aşağıda verilecek olan teorem 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘  

alarak çekirdek-EP invers hakkında bazı gerek ve yeter şartlar vermektedir. 

Teorem 3.11 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP 

ayrışımı Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir 

(Zou ve Cheng, 2019): 

(i) 𝑋 = 𝐴⊚, 

(ii) 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘   ve   𝐴𝑋
2 = 𝑋 , 

(iii) 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘  ve  𝐴1𝑋
2 = 𝑋, 

(iv) 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 , 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃ve 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋.  

İspat: (i) ⟹(ii) ve (i) ⟹(iii) durumlarının ispatı Teorem 3.6 dan direkt olarak 

görülmektedir. (i) ⟹(iv) olduğunu gösterelim. Bu durumda Lemma 3.3 e göre 𝐴𝑋 =

𝑃𝐴𝑘 yazılabilir. Buradan çekirdek-EP invers tanımı dikkate alınırsa ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) ve 

𝑋 = 𝑋𝐴𝑋 olacaktır. Ayrıca ℜ(𝑋) = ℜ(𝑋∗) olduğundan 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃 olduğu görülür. 

Şimdi (ii) ⟹(i) olduğunu gösterelim. Eğer göre 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 ise bu takdirde 𝐴𝑋2 = 𝑋 

olduğundan 𝑃𝐴𝑘𝑋 = 𝑋 elde edilir. Ayrıca ℜ(𝑋) ⊆ ℜ(𝐴𝑘) olduğundan Lemma 3.3 e 

göre 𝑋 = 𝐴⊚ olduğu görülür.  

Şimdi de (iii) ⟹(i) olduğunu gösterelim. Bunun için 𝐴 matrisinin 𝐴 =

𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ şeklinde verildiğini varsayalım ve  𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗  olarak 
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yazılabilsin. Bu takdirde 𝐴1 matrisi 𝐴1 = 𝑈(
𝑇 𝑆
0 0

)𝑈∗  olarak yazılabilir ve  𝐴𝑘 =

𝑈 (𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗ , 𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖 dir. Buradan Lemma 3.3 e göre 

               𝑃𝐴𝑘 = 𝐴𝐴
⊚ = 𝑈(

𝑇 𝑆
0 0

) (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝑈(
𝐼 0
0 0

)𝑈∗                              (3.23) 

yazılabilir. Öte yandan  𝐴1𝑋
2 = 𝑋 olduğundan 

           (
𝑇 𝑆
0 0

) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) = (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)                                                     (3.24) 

veya buna denk olarak 

(𝑇𝑋1
2 + 𝑆𝑋3𝑋1 + 𝑇𝑋2𝑋3 + 𝑆𝑋4𝑋1 𝑇𝑋1𝑋2 + 𝑆𝑋3𝑋2 + 𝑇𝑋2𝑋4 + 𝑆𝑋4

2

0 0
) = (

𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) 

ve buradan da 

            𝑇𝑋1
2 + 𝑆𝑋3𝑋1 + 𝑇𝑋2𝑋3 + 𝑆𝑋4𝑋1 = 𝑋1,            

            𝑇𝑋1𝑋2 + 𝑆𝑋3𝑋2 + 𝑇𝑋2𝑋4 + 𝑆𝑋4
2 = 𝑋2,    

            𝑋3 = 0,  

            𝑋4 = 0,  

elde edilir. Bunun sonucunda 𝑋3 = 0  ve 𝑋4 = 0 olup 

                        𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
0 0

)𝑈∗                                                                        (3.25) 

olduğu görülür. Öte yandan 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 olacağından 

                   (
𝑇 𝑆
0 0

) (
𝑋1 𝑋2
0 0

) = (
𝐼 0
0 0

)  

olacaktır ve bu nedenle 𝑋1 = 𝑇
−1 ve 𝑋2 = 0 olduğu görülür. Sonuç olarak 𝑋 = 𝐴⊚ 

bulunur. Son olarak (iv)⟹(i) olduğunu da gösterelim. Bu durumda 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 

olduğundan 𝑋 = 𝑋𝐴𝑋 olup 𝑋 = 𝑋𝑃𝐴𝑘 yazılabilir. Dolayısıyla  

                    (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) (
𝐼 0
0 0

) = (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)                                                                  (3.26) 

ve buradan da  (
𝑋1 0
𝑋3 0

) = (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)  olduğu görülebilir. Bu nedenle 𝑋2 = 𝑋4 = 0 

olacaktır. Öte yandan 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝐸𝑃 olduğundan  𝑋3 = 0 elde edilir. Bu takdirde 𝐴𝑋 = 𝑃𝐴𝑘 

olduğundan 𝑋 = 𝐴⊚ bulunur ve böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Sonuç 3.2 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir (Zou ve Cheng, 2019): 

(i) 𝑋 = 𝐴⊚, 

(ii) 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋, ℜ(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘) ve 𝑋𝑃𝐴𝑘 = 𝑋 

(iii) 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 , ℜ(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘) ve 𝑋𝑃𝐴𝑘 = 𝑋 

(iv) 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘  ve  ℜ(𝑋∗) = ℜ(𝐴𝑘), 

(v) 𝑋 = 𝑃𝐴𝑘𝑋 = 𝑋𝑃𝐴𝑘  ve 𝑃𝐴𝑘 = 𝑋𝐴𝑃𝐴𝑘 , 

(vi) 𝑋 = 𝑃𝐴𝑘𝑋 = 𝑋𝑃𝐴𝑘  ve 𝑃𝐴𝑘 = 𝑃𝐴𝑘𝐴𝑋 . 

İspat. (i) ⟹(iv) durumunun ispatı Teorem 3.6 dan direkt olarak görülmektedir. 

Teorem 3.3 den 𝑟(𝐼) = 𝑟(𝐴𝑘) olmak üzere 𝑃𝐴𝑘 = 𝑈 (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗ eşitliği yazılabilir. 

Dolayısıyla çekirdek-EP tanımı kullanılarak (i) ⟹(ii), (i) ⟹(iii), (i) ⟹(v) ve (i) ⟹(v) 

durumlarının sağlandığı gösterilebilir. (ii) ⟹(i) durumunun ispatı için 𝐴 matrisini 𝐴 =

𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ formunda yazabiliriz. Benzer şekilde 𝐴𝑘 matrisi  𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗,  

𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖 olarak yazılabilir. 𝑋 matrisi 𝐴 matrisinin parçalanışına uygun 

olarak 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ şeklinde yazılabilsin. Öte yandan 𝑃𝐴𝑘 = 𝑈 (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗ 

olduğu bilinmektedir. Ayrıca 𝑋𝑃𝐴𝑘 = 𝑋 olduğundan  

          𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗ = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗⟹ (
𝑋1 0
𝑋3 0

) = (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)        (3.27) 

olup 𝑋2 = 0 ve 𝑋4 = 0 olduğu görülür. Teorem 3.10(ii) ⟹(i) durumundan ℜ(𝑋) =

ℜ(𝐴𝑘) olacağından 𝑋3 = 0 elde edilir. Dolayısıyla  𝑋 matrisi 𝑋1 tersinir olmak üzere 

𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 0
0 0

)𝑈∗ şeklindedir. Böylece 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 için basit bir hesaplamayla 𝑋1 =

𝑇−1 elde edilir. Sonuç olarak 𝑋 = 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝐴⊚ olduğu gösterilmiş olur. 

 (iii) ⟹(i) in ispatı (ii) ⟹(i) ispatıyla aynıdır. (iv) ⟹(i) i ispatlamak için 𝑋 matrisini 

Lemma 3.3 e göre 𝑋 = 𝑈 (
𝑇−1 𝑋2
0 𝑋4

)𝑈∗olarak yazabiliriz. Bu takdirde ℜ(𝑋∗) =

ℜ(𝐴𝑘) olacağından  𝑋2 = 0 ve 𝑋4 = 0 olduğu görülür. Tüm bunlar dikkate alınırsa 

𝑋 = 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝐴⊚  elde edilmiş olur. (v) ⟹(i) durumunu ispatlamak için 
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𝑃𝐴𝑘 = 𝑈 (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗ olduğundan 𝑋 = 𝑋𝑃𝐴𝑘 eşitliğinden  𝑋2 = 0 ve 𝑋4 = 0 elde edilir. 

Dolayısıyla 𝑋 = 𝑈 (
𝑋1 0
0 0

)𝑈∗ şeklindedir. Öte yandan  𝑃𝐴𝑘 = 𝑋𝐴𝑃𝐴𝑘 olduğundan 

    𝑈 (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗ =  𝑈 (
𝑋1 0
0 0

) (
𝑇 𝑆
0 𝑁

) (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗⟹ (
𝐼 0
0 0

) = (
𝑋1𝑇 0
0 0

)    (3.28) 

ve buradan da hesaplamayla 𝑋1 = 𝑇
−1 elde edilir. Böylece 𝑋 = 𝑈 (𝑇

−1 0
0 0

)𝑈∗ =

𝐴⊚  elde edilmiş olur. Öte yandan (vi) ⟹(i) durumunu ispatı ise (v) ⟹(i) durumun 

ispatına benzerdir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Yukarıda verilenler dikkate alınırsa, şu ana kadar 𝑋𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 şartı üzerinde 

duruldu. Şimdi 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘 şartını dikkate alabiliriz. Lemma 3.4 e göre 𝑋 = 𝐴⊚ 

olduğundan 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘 eşitliği elde edilir. Dolayısıyla aşağıdaki sonuç 𝐴𝑘+1𝑋 =

𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘 şartı kullanılarak çekirdek-EP inversin bazı karakterizasyonlarını verecektir. 

Sonuç 3.3 𝐴, 𝑋 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olmak üzere 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘 olsun ve 𝐴 matrisinin çekirdek-EP 

ayrışımı Teorem 3.2 deki gibi verilmiş olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir 

(Zou ve Cheng, 2019): 

(i) 𝑋 = 𝐴⊚, 

(ii) 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘   ve   ℜ(𝑋) = ℜ(𝐴
𝑘) , 

(iii) 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘   ve 𝑃𝐴𝑘𝑋 = 𝑋, 

(iv) 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘   ve 𝐴1𝑋
2 = 𝑋, 

(v) 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘   ve 𝑋
2 = 𝑋 . 

İspat. (i)⟹(ii)-(v) durumlarının ispatı Teorem 3.6 ve lemma 3.3 den direkt olarak 

görülmektedir. (ii)⟹(i) in ispatı için 𝐴 matrisini 𝐴 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ formunda 

yazabiliriz. Bu takdirde 𝐴1 = 𝑈(
𝑇 𝑆
0 0

)𝑈∗ olarak yazılabilir ve  𝐴𝑘 = 𝑈 (𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

)𝑈∗, 

𝑆̃ = ∑ 𝑇𝑖𝑆𝑘−1
𝑖=0 𝑁𝑘−𝑖 dir. 𝑋 matrisi 𝐴 matrisinin parçalanışına uygun olarak 𝑋 =

𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ şeklinde yazılabilsin. Öte yandan 𝑃𝐴𝑘 = 𝑈 (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗ olduğu 

bilinmektedir. Ayrıca 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘 olduğundan  

                𝑈 (𝑇
𝑘+1 𝑇𝑆̃
0 0

) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ = 𝑈 (𝑇
𝑘 𝑆̃
0 0

) (
𝐼 0
0 0

)𝑈∗                          (3.29) 
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yani 

               (𝑇
𝑘+1𝑋1 + 𝑇𝑆̃𝑋3 𝑇𝑘+1𝑋2 + 𝑇𝑆̃𝑋4

0 0
) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) = (𝑇
𝑘 0
0 0

)  

olup 𝑇𝑘+1𝑋1 + 𝑇𝑆̃𝑋3 = 𝑇
𝑘 ve 𝑇𝑘+1𝑋2 + 𝑇𝑆̃𝑋4 = 0 olduğu görülür. Bu durumda 

ℜ(𝑋) = ℜ(𝐴𝑘) olacağından 𝑋3 = 𝑋4 = 0 olacaktır. Ayrıca 𝑇𝑘+1𝑋1 = 𝑇
𝑘 ve 

𝑇𝑘+1𝑋2 = 0 olduğu görülebilir. Öte yandan 𝑇  matrisi tersinir olduğundan 𝑋1 = 𝑇
−1 

ve  𝑋2 = 0 olup Böylece 𝑋 = 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗ = 𝐴⊚  elde edilmiş olur. Öte yandan 

(iii)⟹(i) nin ispatı için 𝐴𝑘+1𝑋 = 𝐴𝑘𝑃𝐴𝑘  olduğundan 

               𝑇𝑘+1𝑋1 + 𝑇𝑆̃𝑋3 = 𝑇
𝑘 ve   𝑇𝑘+1𝑋2 + 𝑇𝑆̃𝑋4 = 0  

eşitlikleri yazılabilir. Bu takdirde 𝑃𝐴𝑘𝑋 = 𝑋  olduğundan 

    𝑈 (
𝐼 0
0 0

) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗⟹ (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) = (
𝑋1 𝑋2
0 0

)  

yazılabilir. Dolayısıyla  𝑋3 = 𝑋4 = 0  olduğu görülür. Böylece (ii)⟹(i) den 𝑋 = 𝐴⊚ 

olduğu gösterilmiş olur. Şimdi (iv)⟹(i) durumunu ispatlayalım. (ii)⟹(i) durumundan 

𝑇𝑘+1𝑋1 + 𝑇𝑆̃𝑋3 = 𝑇
𝑘 ve   𝑇𝑘+1𝑋2 + 𝑇𝑆̃𝑋4 = 0  eşitlikleri yazılabilir. 𝐴1𝑋

2 = 𝑋 

olduğu dikkate alınırsa 

         𝑈 (
𝑇 𝑆
0 0

) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗ = 𝑈 (
𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

)𝑈∗                                  (3.30) 

yani 

(𝑇𝑋1
2 + 𝑆𝑋3𝑋1 + 𝑇𝑋2𝑋4 + 𝑆𝑋4𝑋3 𝑇𝑋1𝑋2 + 𝑆𝑋3𝑋2 + 𝑇𝑋2𝑋4 + 𝑆𝑋4

2

0 0
) = (

𝑋1 𝑋2
𝑋3 𝑋4

) 

olduğu ve dolayısıyla 𝑋3 = 𝑋4 = 0  olduğu görülür. Böylece (ii)⟹(i) den 𝑋 = 𝐴⊚ 

olduğu gösterilmiş olur. Şimdi de (v)⟹(ii) durumunu ispatlayalım. 𝐴𝑋2 = 𝑋 olduğu 

dikkate alınırsa 𝑋 = 𝐴𝑋2 = 𝐴𝑋3 = ⋯ = 𝐴𝑋𝑘+1 olduğu görülür. Böylece ℜ(𝑋) ⊆

ℜ(𝐴𝑘) elde edilir ki bu da 𝑃𝐴𝑘𝑋 = 𝑋  olması demektir. Bu nedenle (ii) sağlanır ve 

böylece de ispat tamamlanmış olur. 

 3.4 Çekirdek-EP İnverslerin Bazı Karakterizasyonları  

Moore-Penrose invers ve Drazin inverslerin hesaplanmasında blok 

parçalanmış matrislerin kullanılması bazen araştırmacılara kolaylıklar sağlamaktadır. 
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Benzer durum çekirdek-EP inversler için de söz konusudur. Bu amaçla çekirdek-EP 

inverslerle ilgili karakterizasyonları vermede ele alınan matrisi blok parçalanmış 

matris olarak göz önüne alacağız. Prasad ve Raj (2018) uygun bir kenarlık matrisini 

kullanarak çekirdek-EP inversleri türetmede kullanılan bir metot geliştirmişlerdir. 

Bunun için önce bir tanım verelim.  

Tanım 3.3 Bir  𝕂 cismi üzerinde tanımlı 𝑚𝑥𝑛 tipinde bir matris verilsin ve 𝑘 sayısı   

0 ≤ 𝑘 ≤ min {𝑚, 𝑛} olsun. Bu takdirde 𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑄 𝑅

) matrisi tersinir olacak şekilde 

𝑚𝑥(𝑚 − 𝑘) tipinde bir 𝑃, (𝑛 − 𝑘)𝑥𝑛 tipinde bir 𝑄 ve (𝑛 − 𝑘)𝑥(𝑚 − 𝑘) tipinde bir 𝑅 

matrisi bulunabilirse 𝐴 matrisine  𝑘 -tersinir kenarlığa sahiptir denir. 𝑇 matrisine de 

𝐴 matrisinin 𝑘 -tersinir kenarlık matrisi adı verilir (Prasad ve Raj, 2018).  

Tüm 𝑘 -tersinir kenarlık matrislerinin kümesini 𝔅𝑘(𝐴) ile gösterelim. 𝑟(𝐴) =

𝑟 olsun. Eğer 𝑟 < 𝑘 ≤ min {𝑚, 𝑛} ise (𝐴, 𝑃) matrisi 𝑚 den küçük ranka sahip olacaktır 

ki bu durumda yukarıda tanımlanan 𝑇 matrisi tersinir olamaz. Böyle bir 𝑘 için 

𝔅𝑘(𝐴) = ∅ olacaktır. 𝑘 ≤ 𝑟 olması durumunda keyfi 𝑃, 𝑄 matrisleri için 𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑄 0

) 

olup 𝔅𝑘(𝐴) ≠ ∅ olacaktır. Örneğin 𝑘 ranklı bir 𝐺 dış inversini ve 𝐼 − 𝐴𝐺 = 𝑃𝑌 ve 

𝐼 − 𝐺𝐴 = 𝑋𝑄 rank ayrışımlarını göz önüne alalım. Bu durumda 𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑄 0

)  için 

𝑇−1 = (
𝐺 𝑋
𝑌 −𝑌𝐴𝑋

) olacağı kolayca gösterilebilir. 𝑘 = 𝑟 ve 𝐺 bir yansımalı 

genelleştirilmiş invers olduğunda 𝐴𝐺𝐴 = 𝐴 olup 𝑌𝐴𝑋 = 0 olacaktır. Tersine olarak 

eğer 𝑇−1 = (
𝐺 𝑋
𝑌 𝑍

)  olmak üzere  𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑄 0

) ∈ 𝔅𝑘(𝐴) ise  

                 (
𝐴 𝑃
𝑄 0

) (
𝐺 𝑋
𝑌 𝑍

) = (
𝐼 0
0 𝐼

) = (
𝐺 𝑋
𝑌 𝑍

) (
𝐴 𝑃
𝑄 0

)                                      (3.31) 

olup 𝐺𝑃 = 0, 𝑌𝑃 = 𝐼 ve 𝐴𝐺 + 𝑃𝑌 = 𝐼 elde edilir. Bu ise 𝐺𝐴𝐺 = 𝐺 ve 𝑟(𝐺) =

𝑟(𝐴𝐺) = 𝑟(𝐼 − 𝑃𝑌) = 𝑛 − 𝑟(𝑃) = 𝑘 olması demektir.  Ayrıca 𝐺 𝐴 nın bir dış inversi 

olduğundan ℜ(𝐺) = ℜ(𝐴𝐺) ve 𝒞(𝐺) = 𝒞(𝐴𝐺) olacağından  

                          𝐴𝐺 = 𝐼 − 𝑃𝑌 ⟹ ℜ(𝐺) = 𝒞(𝑃)⊥                                                    (3.32) 

                         𝐺𝐴 = 𝐼 − 𝑋𝑄 ⟹ 𝒞(𝐺) = ℜ(𝑄)⊥                                                  (3.33) 

elde edilebilir.  
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Lemma 3.4 Bir  𝕂 cismi üzerinde tanımlı 𝑚𝑥𝑛 tipinde bir 𝐴 matris verilsin ve 𝑟(𝐴) =

𝑟 olsun. Bu takdirde 

(i) 𝑘 > 𝑟 için 𝔅𝑘(𝐴) = ∅ dir. 

(ii) 0 < 𝑘 ≤ 𝑟 için (
𝐴 𝑃
𝑄 0

) ∈ 𝔅𝑘(𝐴) olacak şekilde 𝑃, 𝑄 matrisleri matrisleri 

her zaman mevcut olup 𝔅𝑘(𝐴) ≠ ∅ dir. 

(iii) 0 < 𝑘 ≤ 𝑟 için 𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑄 0

) ∈ 𝔅𝑘(𝐴) ve  𝑇−1 = (
𝐺 𝑋
𝑌 𝑍

) ise  𝑘 ranklı bir 

𝐺 dış inversi  ℜ(𝐺) = 𝒞(𝑃)⊥ ve 𝒞(𝐺) = ℜ(𝑄)⊥ eşitliklerini sağlar (Prasad 

ve Raj, 2018). 

Teorem 3.12 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚, 𝑋 ∈ ℂ𝑚

𝑝
 ve 𝑌 ∈ ℂ𝑞

𝑛 olsun. Eğer 𝑋𝐴𝑌 sıfırdan farklı ise ℜ(𝐺) =

ℜ(𝑋) ve 𝒞(𝐺) = 𝒞(𝑌) olacak şekilde 𝐴 matrisinin bir 𝐺 dış inversinin bulunabilmesi 

için gerek ve yeter şart 𝑟(𝑋𝐴𝑌) = 𝑟(𝑋) = 𝑟(𝑌) olmasıdır. Ayrıca böyle bir 𝐺 dış 

inversi tektir (Prasad ve Raj, 2018). 

Bu durumda 𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑑 olmak üzere 𝑟(𝐴∗𝑑𝐴𝑑+1) = 𝑟(𝐴𝑑) = 𝑟(𝐴∗𝑑) 

olduğundan yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak çekirdek-EP inversin mevcut 

olduğu söylenebilir. Şimdi uygun bir kenarlık kullanılarak Çekirdek-EP invers ile ilgili 

aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.13 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi verilsin. Bu takdirde 

                      𝒞(𝑃) = 𝒞(𝐴𝑑)⊥ ve 𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑃∗ 0

)                                                   (3.34) 

matrisi tersinir olacak şekilde 𝑑, 𝑘 pozitif tam sayıları ve 𝑛𝑥(𝑛 − 𝑘) tipinde bir 𝑃 

mevcuttur. Başka bir deyişle ve 𝑇 ∈ 𝔅𝑘(𝐴) dir (Prasad ve Raj, 2018). 

İspat. 𝐺 matrisi 𝐴 nın bir çekirdek-EP inversi olsun. Bu takdirde 𝒞(𝐺) =  ℜ(𝑋) =

 𝒞(𝐴𝑘) = 𝑑  diyelim, olacak şekilde en az bir 𝑘 pozitif tam sayısı mevcuttur. Bu 

durumda çekirdek-EP invers tanımından 𝐴𝐺 𝒞(𝐴𝑑) üzerinde bir hermityen izdüşüm 

olup 𝒞(𝐼 − 𝐴𝐺) =  ℜ(𝐼 − 𝐴𝐺) = 𝒞(𝐴𝑑)⊥ elde edilir. Eğer 𝑟(𝐴𝑑) = 𝑘 ise 𝒞(𝐴𝑑)⊥ nin 

boyutu 𝑛 − 𝑘 olacaktır. Şimdi 𝑛𝑥(𝑚 − 𝑘) tipinde bir 𝑃 matrisinin göz önüne alalım 

öyle ki 𝑃 matrisinin sütunları 𝒞(𝐴𝑑)⊥ nin taban vektörlerini oluştursun. 𝑋 matrisi 𝐼 −

𝐴𝐺 = 𝑃𝑋 olacak şekilde verilsin. Bu durumda 𝑃𝑋 bir idempotent matrisin rank 

ayrışımı olup 𝑋𝑃 = 𝐼 dır. 
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Benzer şekilde 𝒞(𝐺𝐴) =  𝒞(𝐺) = 𝒞(𝐴𝑑) olduğu dikkate alınırsa 𝐺𝐴𝐴𝑑 = 𝐴𝑑  

ve dolayısıyla da (𝐼 − 𝐺𝐴)𝐴𝑑 = 0 olduğu görülebilir. Buradan ℜ(𝐼 − 𝐴𝐺) ⊆ 𝒞(𝐴𝑑)⊥ 

bulunur. Öte yandan 𝑟(𝐺) = 𝑟(𝐴𝑑) olduğundan 𝑟(𝐼 − 𝐺) = 𝑛 − 𝑟(𝐴𝑑) = 𝑛 − 𝑘 

olacaktır. Bu durumda 

            ℜ(𝐼 − 𝐴𝐺) = 𝒞(𝐴𝑑)⊥ = 𝒞(𝑃) = ℜ(𝑃∗)                                       (3.35) 

yazılabilir. Buradan 𝐼 − 𝐴𝐺 = 𝑌𝑃∗ olacak şekilde bir 𝑌 matrisinin mevcut olduğu 

görülür. Açıkça görülebilir ki 𝑌𝑃∗ 𝐼 − 𝐺𝐴 nın bir rank ayrışımıdır ve dolayısıyla da 

𝑃∗𝑌 = 𝐼 dır. Şimdi (
𝐺 𝑋
𝑌 −𝑌𝐴𝑋

)  matrisini göz önüne alalım. Bu takdirde bu matrisin 

ve 𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑃∗ 0

) matrisinin inversi olacağı kolayca gösterilebilir. 

Teorem 3.13 e benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.14 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi verilsin. Bu takdirde 

                𝒞(𝑄) = ℜ(𝐴𝑑)⊥ ve 𝑇 = (
𝐴 𝑄
𝑄∗ 0

)                                                            (3.36) 

matrisi tersinir olacak şekilde 𝑑, 𝑘 pozitif tam sayıları ve 𝑛𝑥(𝑛 − 𝑘) tipinde bir 𝑄 

mevcuttur. Başka bir deyişle ve 𝑇 ∈ 𝔅𝑘(𝐴) dir (Prasad ve Raj, 2018). 

 Aşağıdaki teorem çekirdek-EP inversi hesaplamak için bir metot vermektedir. 

Teorem 3.15 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi verilsin ve 𝑖 = 1,2, ….  için 𝑘(𝑖) = 𝑟(𝐴𝑖) olsun. 𝑃        

matrisi 𝑛𝑥(𝑛 − 𝑘(𝑖)) tipinde bir matris ve 𝒞(𝑃) = 𝒞(𝐴𝑖)
⊥

 olmak üzere 𝑇𝑖 = (
𝐴 𝑃
𝑃∗ 0

) 

olsun. Bu takdirde aşağıdakiler saptanır (Prasad ve Raj, 2018): 

(i) Eğer 𝑞  sayısı 𝑇𝑞 ∈ 𝔅𝑘(𝑞)(𝐴) koşulunu sağlayan en küçük tam sayı ise 𝑇𝑞
−1 de 

𝐴 ya karşılık gelen matris 𝐴 nın çekirdek-EP inversidir. 

(ii) Eğer 𝑞  sayısı (i) deki gibi ise 𝑞 = 𝑖𝑛𝑑(𝐴)  dir. 

İspat. 𝑞 sayısı 𝑇𝑞 ∈ 𝔅𝑘(𝑞)(𝐴) koşulunu sağlayan en küçük tam sayı olsun. Bu durumda 

𝑇 = (
𝐴 𝑃
𝑃∗ 0

) tersinir olup burada 𝑃 matrisi 𝑛𝑥(𝑛 − 𝑘(𝑞)) tipindedir ve 𝒞(𝑃) =

𝒞(𝐴𝑞)⊥ olacaktır. Eğer (
𝐺 𝑆
𝑇 𝑅

) matrisi 𝑇 matrisinin inversi ise  

                      (
𝐴𝐺 + 𝑃𝑇 𝐴𝑆 + 𝑃𝑅
𝑃∗𝐺 𝑃∗𝑆

) = (
𝐼 0
0 𝐼

) = (
𝐺𝐴 + 𝑆𝑃∗ 𝐺𝑃
𝑇𝐴 + 𝑅𝑃∗ 𝑇𝑃

)                 (3.37) 
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olup buradan 𝐺𝑃 = 0  ve  𝐺𝐴𝐺 = 𝐺(𝐼 − 𝑃𝑇) olur ki bu da 𝐺𝐴𝐺 = 𝐺 − 𝐺𝑃𝑇 = 𝐺 

olması demektir. Dolayısıyla 𝐺 matrisi 𝐴  nın bir dış inversidir. Ayrıca 𝑃∗𝐺 = 0  olup 

                         𝒞(𝐺) ⊆ ℜ(𝑃∗)⊥ = 𝒞(𝑃)⊥ = 𝒞(𝐴𝑞)                                            (3.38) 

olduğu görülür. Benzer şekilde 𝑃∗𝑆 = 𝐼 olup 𝑆𝑃∗ bir idempotent matristir. Dolayısıyla 

𝐺𝐴 + 𝑆𝑃∗ = 𝐼  olup 

                 𝑟(𝐺) = 𝑟(𝐺𝐴) = 𝑟(𝐼 − 𝑆𝑃∗) = 𝑛 − 𝑟(𝑃) = 𝑟(𝐴𝑞)                                (3.39) 

elde edilir. Buradan 𝒞(𝐺) = 𝒞(𝐴𝑞) bulunur. Benzer şekilde 𝐺𝑃 = 0 olduğundan 

ℜ(𝐺) = 𝒞(𝑃)⊥ ve 𝑟(𝐺) = 𝑛 − 𝑟(𝑃) olduğundan  

                    ℜ(𝐺) = 𝒞(𝑃)⊥ = 𝒞(𝐴𝑞)                                                                     (3.40) 

elde edilir. Böylece 𝐺 matrisi 𝐴 nın çekirdek-EP inversi olup (i) ispatı tamamlanır. 

Şimdi (ii) şıkkını ispatlayalım. (i) deki çekirdek-EP invers 𝒞(𝐺) = 𝒞(𝐴𝑞) 

eşitliğini sağladığından 𝐺𝐴𝐴𝑞 = 𝐴𝑞  olur ve buradan 𝑟(𝐴𝑞+1) = 𝑟(𝐴𝑞)  olduğu 

görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Örnek 3.3 Teorem 3.15 i açıklamak için aşağıdaki sayısal örneği göz önüne alalım. 

                       𝐴 = (

 3 -1 -1 -1
 1  1 -3  1
 1  1  1 -3
-1  3 -1 -1

)  

matrisinin rankı 3 tür. Şimdi 𝑞 = 1,2,3 için 𝑟(𝐴𝑞) ile verilen 𝑘(𝑞) sayılarını ve 𝐴∗𝑞 ın 

sıfır uzayı için taban olacak olan  𝑃 matrisinin yardımıyla 𝑇𝑞 matrisilerini bulacağız. 

Bu takdirde 𝑞 = 1 için 

                    𝐴1 = 𝐴 = (

 3 -1 -1 -1
 1  1 -3  1
 1  1  1 -3
-1  3 -1 -1

)  olup 𝑘(1) = 3 ve 𝑃 = (

 1
-1
-1
 1

) 

olduğu görülür. Buradan  

                       𝑇1 =

(

 
 

 3 -1 -1 -1  1
 1  1 -3  1 -1
 1  1  1 -3 -1
-1  3 -1 -1  1
 1 -1 -1 1 0)

 
 

   

olup det(𝑇1) = 0 olduğundan bu matris singülerdir. 𝑞 = 2 için 
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                  𝐴2 = (

 8 -8  0  0
 0  0 -8  8
 8 -8  0  0
 0  0 -8  8

) olup 𝑘(2) = 2 ve P=(

 1 0
 0 1
-1 0
 0 1

) 

olduğu görülür. Buradan  

                       T2=

(

  
 

 3 -1 -1 -1  1  0
 1  1 -3  1  0  1
 1  1  1 -3 -1  0
-1  3 -1 -1  0 -1
 1  0 -1  0  0  0
 0  1  0 -1  0  0)

  
 

   

olup det(𝑇2) = 0 olduğundan bu matris de singülerdir. 𝑞 = 3 için 

                        𝐴3 = (

 16 -16  16 -16
-16  16 -16  16
 16 -16  16 -16
-16  16 -16  16

)  

olup 𝑘(3) = 3 ve 

                       𝑃 = (

 1  0  0
 0  1  0
 0  0  1
 1 -1  1

) 

olduğu görülür. Buradan  

                       𝑇3 =

(

 
 
 
 

 3 -1 -1 -1  1  0  0
 1  1 -3  1  0  1  0
 1  1  1 -3 -1  0  1
-1  3 -1 -1  0 -1  1
 1  0 -1  0  0  0  0
 0  1  0 -1  0  0  0
 0  0  1  1  0  0  0)

 
 
 
 

   

olup det(𝑇3) ≠ 0 olduğundan bu matris nonsingülerdir.  Dolayısıyla 𝑞 = 3 sayısı 𝑇𝑞 

nonsingüler olacak şekildeki en küçük pozitif tam sayıdır. Buradan  𝑇3 ∈ 𝔅3(𝐴) olup 

𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 3 ve 𝑟(𝐴3) = 𝑟(𝐴4) = 1 ve 𝑟(𝐴2) = 2 olduğu elde edilir. Şimdi 𝐴 nın 

çekirdek-EP inversini bulabiliriz. 

                       𝑇3
−1 =

1

16

(

 
 
 
 

 1 -1  1 -1  12  4 -4
-1  1 -1  1  4  12  4
 1  1  1 -1 -4  4  12
-1  1 -1  1  4 -4  4
 12  4 -4  4 -32  0  32
 4  12  4 -4 -32  0  32
-4  4  12  4  0 -32  0 )

 
 
 
 

 

elde edilir. Böylece 𝐴 nın çekirdek-EP inversi 
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                     𝐺 =
1

16
(

 1 -1  1 -1
-1  1 -1  1
 1  1  1 -1
-1  1 -1  1

) 

şeklinde bulunmuş olur.  Buradan direkt hesaplamayla 

                    𝐺𝐴𝐺 = 𝐺 ve 𝒞(𝐺) = 𝒞(𝐴3) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(

 1
-1
 1
-1

) 

olacağı gösterilebilir. 

Lemma 3.5 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 olsun ve 𝑀 ∈ ℂ2𝑛

2𝑛 matrisi 𝑀 = (
𝐴 𝐴𝑇
𝑆𝐴 𝐵

) olarak parçalanmış 

olsun. Bu takdirde 

                     𝑟(𝑀) = 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵 − 𝑆𝐴𝑇)  

rank eşitliği sağlanır (Ma ve Stanimirovic, (2019)). 

Teorem 3.16 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisi 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ Schur formunda olsun ve 𝑖𝑛𝑑(𝐴) =

𝑘  ve 𝑟(𝐴𝑘) = 𝑟 olsun. Bu takdirde  

               (𝐴𝑘+1)∗ = 0, 𝑋𝐴𝑘 = 0, 𝑋2 = 𝑋, 𝑟(𝑋) = 𝑛 − 𝑟                                       (3.41) 

olacak şekilde bir tek  𝑋 matrisi, 

               𝑌𝐴𝑘 = 0, 𝑌2 = 𝑌 𝑋𝐴𝑘 = 0, 𝑌∗ = 𝑌, 𝑟(𝑌) = 𝑛 − 𝑟                                 (3.42) 

olacak şekilde bir tek  𝑌 matrisi ve 

                   𝑟 (
𝐴 𝐼 − 𝑌

𝐼 − 𝑋 𝑍
) = 𝑟(𝐴)                                                                    (3.43) 

olacak şekilde bir tek  𝑍 matrisi mevcut olup 𝑍 = 𝐴⊚ dir.  Ayrıca 

                 𝑋 = 𝐼 − 𝐴⊚𝐴  ve   𝑌 = 𝐼 − 𝐴𝐴⊚                                                            (3.44) 

eşitlikleri sağlanır (Ma ve Stanimirovic, 2019). 

İspat. 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisi 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ Schur formunda ve 𝐴⊚ = 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗  

olsun. Bu takdirde 𝑋 = 𝑈 (0 𝑇−1𝑆
0 𝐼

)𝑈∗ = 𝐼 − 𝐴⊚𝐴 matrisinin (3.41) şartlarını 

sağladığı gösterilebilir. 𝑋 in tek olduğunu göstermek için başka bir 𝑋1 matrisinin de 
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aynı şartları sağladığını varsayalım. 𝑋0 = (
𝐸 𝐹
𝐺 𝐻

) ∈ ℂ𝑟
𝑟 olmak üzere 𝑋1 = 𝑈𝑋0𝑈

∗ 

olsun. Bu takdirde matematiksel tümevarım prensibi ve  𝑁 matrisinin bir nilpotent 

matris olduğu gerçeği dikkate alınırsa 

                 𝐴𝑘 = 𝑈(𝑇
𝑘 ∑ 𝑇𝑘−1−𝑖𝑆𝑘−1

𝑖=0 𝑁𝑖  
0 0

)𝑈∗                                                        (3.45) 

olduğu görülebilir. Bu durumda (3.41) in temelinde (3.45) eşitliği ve 𝑇 matrisinin 

tersinirliği dikkate alınırsa  

         (
𝐸 𝐹
𝐺 𝐻

) (𝑇
𝑘 ∑ 𝑇𝑘−1−𝑖𝑆𝑘−1

𝑖=0 𝑁𝑖  
0 0

) = 0 ⟹ 𝐸 = 0  ve  𝐺 = 0  

olacağı görülür.  Ayrıca 𝑋1 = 𝑋1
2 ve 𝑟(𝑋1) = 𝑛 − 𝑟 olacağından 𝐻2 = 𝐻  ve 𝐹 = 𝐹𝐻 

eşitlikleri sağlanır. Dolayısıyla 𝐻 tersinir olup 𝐻 = 𝐼 dır. Aynı zamanda  (3.41) den 

            (𝐴𝑘+1)∗𝐴𝑋 = (
(𝑇𝑘+1)∗ 0 

(∑ 𝑇𝑘−1−𝑖𝑆𝑘
𝑖=0 𝑁𝑖)∗ 0

) (
𝑇 𝑆
0 𝑁

) (
0 𝐹
0 𝐼

)  

                                 = (
0 (𝑇𝑘+1)∗(TF + S)

0 (∑ 𝑇𝑘−1−𝑖𝑆𝑘
𝑖=0 𝑁𝑖)

∗
(TF + S)

)  

                                  = 0  

olacağı görülür. Bu durumda  (𝑇𝑘+1)∗ matrisinin nonsingüler olduğu dikkate alınırsa  

TF + S = 0 olup buradan da  F = −T−1𝑆 olduğu görülür. Böylece 𝑋1 = 𝑋 elde edilir. 

(3.42) özelliği de benzer şekilde ispatlanabilir. 

Şimdi  𝐴⊚ matrisi 𝐴 matrisinin çekirdek-EP inversi olsun. Bu durumda  𝑋 = 𝐼 − 𝐴⊚𝐴  

ve   𝑌 = 𝐼 − 𝐴𝐴⊚ için  

               (
𝐴 𝐼 − 𝑌

𝐼 − 𝑋 𝑍
) = ( 𝐴 𝐴𝐴⊚

𝐴⊚𝐴 𝑍
)  

yazılabilir. Bunun sonucu olarak Lemma 3.5 ve (3.43) ifadesinden 

                     𝑍 = 𝐴⊚𝐴𝐴⊚ = 𝐴⊚   

olacağı görülür ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

 𝑋 = 𝐼 − 𝐴⊚𝐴  ve   𝑌 = 𝐼 − 𝐴𝐴⊚ izdüşümleri kullanılarak çekirdek-EP invers 

için başka karakterizasyonlar da türetilebilir. Böyle bir karakterizasyon aşağıdaki 

teoremde verilmektedir. 



50 
 

Teorem 3.17 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisi 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ Schur formunda olsun ve 𝑖𝑛𝑑(𝐴) =

𝑘  olsun. Bu takdirde 𝑋 = 𝐼 − 𝐴⊚𝐴  ve   𝑌 = 𝐼 − 𝐴𝐴⊚ olmak üzere 𝐴⊚ inversi 

                   𝐴⊚ = (𝐴 − 𝑋)−1(𝐼 − 𝑌) = (𝐴 + 𝑋)−1(𝐼 − 𝑌)                                     (3.46) 

şeklindedir. 

İspat. Direkt bir hesaplama yapılarak 

𝐴 ± 𝑋 = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ ± (𝐼 − 𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗) 

                              = 𝑈 (
𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ ± 𝑈 (0 −𝑇−1𝑆
0 0

)𝑈∗  

                              = 𝑈 (
𝑇 𝑆 ± 𝑇−1𝑆
0 𝑁 ± 𝐼

)𝑈∗  

olduğu gösterilebilir. Bu durumda  𝑇 ve 𝑁 ± 𝐼 matrisleri tersinir olup  

              (𝐴 ± 𝑋)−1 =  𝑈 (
𝑇−1 −𝑇−1(𝑆 ± 𝑇−1𝑆)(𝑁 ± 𝐼)−1

0 (𝑁 ± 𝐼)−1
)𝑈∗  

ve buradan da 

      (𝐴 ± 𝑋)−1(𝐼 − 𝑌) =  𝑈 (
𝑇−1 −𝑇−1(𝑆 ± 𝑇−1𝑆)(𝑁 ± 𝐼)−1

0 (𝑁 ± 𝐼)−1
)𝑈∗𝑈 (

𝐼 0
0 0

)𝑈∗  

                                    =  𝑈 (𝑇
−1 0
0 0

)𝑈∗  

                                    = 𝐴⊚  

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 Şimdi 𝐴⊚ çekirdek-EP invers ile uygun bir nonsingüler kenarlık matrisi 

arasındaki bir ilişkiyi ortaya koyan aşağıdaki teorem verilebilir. Bu ilişki gramer 

kuralından türetilmiştir. 

Teorem 3.18 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀  matrisi 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ Schur formunda verilmiş olsun ve 

𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘  olsun. 𝐵 ve  𝐶∗  matrisleri 𝒩(𝐴𝑘)∗ = ℜ(𝐵)  ve ℜ(𝐴𝑘) = 𝒩(𝐶)  olacak 

şekilde tam sütun ranklı matrisler olsun. Bu takdirde 𝑊 = (
𝐴 𝐵
𝐶 0

) matrisi nonsingüler 

olup 
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                 𝑊−1 = (
𝐴⊚ (𝐼 − 𝐴⊚𝐴)𝐶+

𝐶+(𝐼 − 𝐴𝐴⊚) 𝐵+(𝐴𝐴⊚𝐴 − 𝐴)𝐶+
)                                             (3.47) 

dir. 

İspat. 𝑍 = (
𝐴⊚ (𝐼 − 𝐴⊚𝐴)𝐶+

𝐶+(𝐼 − 𝐴⊚𝐴) 𝐵+(𝐴𝐴⊚𝐴 − 𝐴)𝐶+
) olarak alalım. Bu takdirde kolayca 

gösterilebilir ki 

               𝐶𝐴 = (𝐶𝐴𝐷)𝐴𝑘(𝐴𝑘)+ = 0,  

           𝐵𝐵+(𝐼 − 𝐴𝐴⊚) = 𝐵𝐵+(𝐼 − 𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)+ 

                                      = 𝐵𝐵+𝑃𝒩(𝐴𝑘+1)∗,ℜ(𝐴𝑘+1)  

                                      = 𝑃𝒩(𝐴𝑘+1)∗,ℜ(𝐴𝑘+1)  

                                      = 𝐼 − 𝐴𝐴⊚  

eşitlikleri gerçeklenir. Sonuç olarak bazı dönüşümler yapılarak 

       𝑊𝑍 = (
𝐴𝐴⊚ + 𝐵𝐵+(𝐼 − 𝐴𝐴⊚) 𝐴(𝐼 − 𝐴⊚𝐴)𝐶+ − 𝐵𝐵+(𝐴 − 𝐴𝐴⊚𝐴)𝐶+

𝐶𝐴⊚ 𝐶(𝐼 − 𝐴⊚𝐴)𝐶+
)  

              = (
𝐴𝐴⊚ + (𝐼 − 𝐴𝐴⊚) 𝐴(𝐼 − 𝐴⊚𝐴)𝐶+ − 𝐵𝐵+(𝐼 − 𝐴𝐴⊚)𝐴𝐶+

𝐶𝐴⊚ 𝐶𝐶+ − 𝐶𝐴⊚𝐴𝐶+
)  

              = (
𝐼 𝐴(𝐼 − 𝐴⊚𝐴)𝐶+ − (𝐼 − 𝐴𝐴⊚)𝐴𝐶+

𝐶𝐴⊚ 𝐶𝐶+
)  

              = (
𝐼 0
0 𝐼

) = 𝐼  

elde edilir. Benzer işlemler yapılarak  𝑍𝑊 = 𝐼 olduğu da gösterilebilir. Sonuç olarak 

𝑍 = 𝑊−1 olur ve böylece de ispat tamamlanmış olur. 

Hatırlatma 3.3 Teorem 3.15 in ispatında da  ifade edildiği gibi Prasad ve Raj(2018) 

uygun bir tersinin  𝑇𝑞 = (
𝐴 𝑄
𝑄∗ 0

) kenarlık matrisi verildiğinde 𝑋, 𝑌  ve  𝑍 üzerinde 

herhangi bir kısıtlama olmaksızın 𝑇𝑞
−1 = (

𝐺 𝑋
𝑌 𝑍

) invers matrisindeki üst sol blok olan  

𝐺 matrisinin 𝐴 nın çekirdek-EP inversi olduğu bilinmektedir. 
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Teorem 3.19 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛  matrisi 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ Schur formunda verilmiş olsun ve 

𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 𝑘  olsun. Eğer 𝐴𝑘 = 𝑃𝑄 çarpımı  𝐴𝑘matrisinin bir tam rank ayrışımı ise bu 

takdirde  

                     𝐴⊚ = 𝑃(𝑄𝐴𝑃)−1𝑄𝑃(𝑃∗𝑃)−1𝑃∗                                                           (3.48) 

dir. 

İspat. Bu durumda Drazin invers ve Moore-Penrose inversin tam rank ayrışımları 

dikkate alınarak sırasıyla  

                    𝐴𝐷 = 𝑃(𝑄𝐴𝑃)−1𝑄   ve    (𝐴𝑘)+ = 𝑄∗(𝑄𝑄∗)−1(𝑃∗𝑃)−1𝑃∗                   (3.49) 

olduğu gösterilebilir. Böylece  

               𝐴⊚ = 𝐴𝐷𝐴𝑘(𝐴𝑘)+ = 𝑃(𝑄𝐴𝑃)−1𝑄𝑃𝑄𝑄∗(𝑄𝑄∗)−1(𝑃∗𝑃)−1𝑃∗                 (3.50) 

yazılabilir ve buradan da ispat tamamlanır. 

Teorem 3.20 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisi 𝐴 = 𝑈 (

𝑇 𝑆
0 𝑁

)𝑈∗ Schur formunda verilsin ve 𝑖𝑛𝑑(𝐴) =

𝑘 olsun. Ayrıca ℜ(𝑈) = ℜ(𝐴𝑘)  ve  𝒩(𝑈) = 𝒩(𝐴𝑘)∗ olmak üzere 𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗ =

𝑈 − 𝑉 olsun. Bu takdirde 

(i) 𝑖𝑛𝑑(𝑈) = 1 dir. 

(ii) 𝐼 − 𝑈⋕𝑉 matrisi tersinirdir. 

(iii) 𝐴⊚ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)∗(𝐼 − 𝑈⋕𝑉)−1𝑈⋕  dir. 

(iv) 𝐴⊚ = 𝐴𝐷𝐴𝑘(𝐴𝑘)+ = 𝐴𝐷𝑈𝑈⋕ dir. 

İspat. ℜ(𝑈)⊕𝒩(𝑈) = ℜ(𝐴𝑘) ⊕𝒩(𝐴𝑘)∗ = ℜ(𝐴𝑘) ⊕ ℜ(𝐴𝑘)⊥ = ℂ𝑛 eşitliği dikkate 

alınırsa  𝑖𝑛𝑑(𝑈) = 1 olduğu kolayca görülebilir. Bu nedenle 𝑈⋕ mevcuttur ve devamında 

𝐼 − 𝑈⋕𝑉 nin tersinir olduğunu gösterebiliriz. Bunun için farz edelim ki 𝑥 ∈ ℂ𝑛 olmak 

üzere  𝑥 = 𝑈⋕𝑉𝑥 olsun. Bu ise  

𝑥 = 𝑈⋕𝑉𝑥 ∈  ℜ(𝑈⋕) = ℜ(𝐴𝑘) = ℜ(𝐴𝑘+1) = ℜ(𝐴𝑘+1 (𝐴𝑘+1)∗) 

veya 

                 ℜ(𝑉) = ℜ(𝑈 − 𝐴𝑘+1 (𝐴𝑘+1)∗) ⊆ ℜ(𝐴𝑘) = ℜ(𝑈) 

ve 
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        𝑈⋕𝑈(𝐼 − 𝑈⋕𝑉)𝑥 = 𝑈⋕(𝑈 − 𝑈𝑈⋕𝑉)𝑥 = 𝑈⋕(𝑈 − 𝑉)𝑥 = 𝑈⋕𝐴𝑘+1 (𝐴𝑘+1)∗𝑥 = 0 

olması demektir. Buradan da  

𝐴𝑘+1 (𝐴𝑘+1)∗𝑥 ∈ 𝒩(𝑈⋕) = 𝒩(𝑈) = 𝒩(𝐴𝑘)∗ = 𝒩((𝐴𝑘+1)∗) = 𝒩((𝐴𝑘+1)+) 

yani 

                     (𝐴𝑘+1)+𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗𝑥 = (𝐴𝑘+1)∗𝑥 = 0  

olduğu görülür. Böylece  

𝑥 ∈ 𝒩((𝐴𝑘+1)∗) ∩ ℜ(𝐴𝑘+1) = ℜ((𝐴𝑘+1)⊥) ∩ ℜ(𝐴𝑘+1) = {0} 

olduğu görülür. Bu nedenledir ki 𝐼 − 𝑈⋕𝑉 matrisi tersinirdir. Genelleştirilmiş inverslerin 

temel özelliklerinden ortaya çıkan elemanter dönüşümler göstermektedir ki 

       (𝐼 − 𝑈⋕𝑉)[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ = [𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ − 𝑈⋕𝑈[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕  

                                                       +𝑈⋕𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ 

      = [𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ − 𝑃ℜ(𝑈),𝒩(𝑈)[𝐴
𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ + 𝑈⋕𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕  

      = [𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ − [𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ +𝑈⋕𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗[(𝐴𝑘+1)∗]+(𝐴𝑘+1)+   

      = 𝑈⋕𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)+  

      = 𝑈⋕                                                                                                                         (3.51) 

eşitliği gerçeklenir. Diğer taraftan 𝐴⊚ = 𝐴𝐷𝐴𝑘(𝐴𝑘)+ = 𝐴𝐷𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)+ = 𝐴𝐷𝑈𝑈⋕ 

eşitliği yazılabilir.  Bu durum ise  

              𝐴⊚ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)+ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)∗[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]+ 

                                            = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)∗[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕  

olduğunu gösterir. Dolayısıyla (3.51) kullanılarak 𝐴⊚ nın bir gösteriminin 

           𝐴⊚ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)∗[𝐴𝑘+1(𝐴𝑘+1)∗]⋕ = 𝐴𝑘(𝐴𝑘+1)∗(𝐼 − 𝑈⋕𝑉)−1𝑈⋕  

şeklinde olacağı gösterilmiş olur ve böylece ispat tamamlanır. 

Örnek 3.4  Örnek 3.3 de verilen 

                       𝐴 = (

 3 -1 -1 -1
 1  1 -3  1
 1  1  1 -3
-1  3 -1 -1

)  
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matrisini göz önüne alalım. Bu durumda  𝑖𝑛𝑑(𝐴) = 3 olacaktır. Bu durumda birinci 

adımda   

          𝑈 = (

 1
-1
 1
-1

) (1 -1 1 -1)*  

olmak üzere 

          𝐴4(𝐴4)∗ = (

 16384 -16384  16384 -16384
-16384  16384 -16384  16384
 16384 -16384  16384 -16384
-16384  16384 -16384  16384

) = 𝑈 − 𝑉  

elde edilir. Bu durumda  𝑖𝑛𝑑(𝑈) = 1 olup 

          𝑈⋕ =
1

16
(

 1
-1
 1
-1

) (1 -1 1 -1)*   ve 𝐴𝐷 =
1

16
(

 1 -1  1 -1
-1  1 -1  1
 1 -1  1 -1
-1  1  -1 1

) 

olacağı gösterilebilir. Buradan da  

         𝐴3(𝐴4)∗(𝐼 − 𝑈⋕𝑉)−1𝑈⋕ = 𝐴𝐷𝑈𝑈⋕ =
1

16
(

 1 -1  1 -1
-1  1 -1  1
 1 -1  1 -1
-1  1  -1 1

) = 𝐴⊚  

elde edilir. 

3.5 Çekirdek-EP Sıralama  

Bir kümenin elemanları arasındaki bir ikili bağıntıya bir ön sıralama bağıntısı 

denir şayet yansıma ve geçişme özelliklerine sahip ise. Öte yandan eğer bu bağıntı aynı 

zamanda ters simetri özelliğini de sağlıyorsa bağıntıya bir kısmi sıralama bağıntısı adı 

verilir.  𝑆1 ve 𝑆2 iki küme ve 𝑆1 ⊆ 𝑆2 olsun. ≤1 ve  ≤2 sırasıyla 𝑆1 ve 𝑆2 kümeleri 

üzerinde tanımlı iki kısmi sıralama bağıntısı olsun. Bu takdirde eğer 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑆2 için 

𝐴 ≤2 𝐵 ⟹ 𝐴 ≤1 𝐵 oluyorsa ≤1 bağıntısı ≤2 bağıntısı tarafından sağlanır denir.  

Tanım 2.16 da verilen çekirdek kısmi sıralama bağıntısına benzer şekilde  

Tanım 3.4 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisleri verilmiş olsun. Eğer  

                        𝐴⊚𝐴 = 𝐴⊚𝐵 ve 𝐴𝐴⊚ = 𝐵𝐴⊚                                                        (3.52) 
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eşitlikleri sağlanıyorsa, bu takdirde 𝐴 matrisi  𝐵 matrisinden çekirdek-EP sıralama 

bağıntısına göre daha küçüktür denir ve 𝐴 ≤⊚ 𝐵 ile gösterilir. 

Hatırlatma 3.4 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 olması durumunda 𝐴⊚ = 𝐴⨁ ve 𝐵⊚ = 𝐵⨁ olduğunu 

belirtelim. Bu nedenle ℂ𝑛
𝐶𝑀 üzerinde çekirdek-EP sıralama ve çekirdek kısmi sıralama 

bağıntıları çakışacaktır. 

 Aşağıdaki teoremde çekirdek-EP sıralama bağıntısının bazı önemli 

karakterizasyonları verilecektir.  

Teorem 3.21 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisleri verilmiş olsun. Bu takdirde aşağıda verilen ifadeler 

birbirine denktir (Wang, 2010):  

(i) 𝐴 ≤⊚ 𝐵 dir. 

(ii) 𝑇1 ve 𝑇3 matrisleri nonsingüler ve (
𝑁11 𝑁12
𝑁13 𝑁14

) ve 𝑁2 matrisleri nilpotent olmak 

üzere 

𝐴 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
𝑁11
𝑁13

   
𝑆1
𝑁12
𝑁14

 )𝑈∗ ve  𝐵 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
𝑇3
0
   
𝑆1
𝑆2
𝑁2

 )𝑈∗                                     (3.53) 

olacak şekilde bir 𝑈 üniter matrisi mevcuttur. 

(iii) 𝑘 = 𝑖𝑛𝑑(𝐴) olmak üzere 𝐴𝑘+1 = 𝐵𝐴𝑘 ve 𝐴∗𝐴𝑘 = 𝐵∗𝐴𝑘 dir. 

(iv) Herhangi bir 𝑉 matrisi için 𝑉𝐴𝑉∗ ≤⊚ 𝑉𝐵𝑉∗ dir. 

(v) 𝐴1 ve 𝐵1 çekirdek tersinir ve 𝐴2 ve 𝐵2 nilpotent, 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 ve 𝐵 = 𝐵1 + 𝐵2 

sırasıyla  𝐴  ve 𝐵 nin çekirdek-EP ayrışımları olmak üzere 𝐴1 ≤
⊚ 𝐵1 dir. 

İspat. (i)⟹(ii): 𝑇1 matrisi nonsingüler, (
𝑁11 𝑁12
𝑁13 𝑁14

) matrisi nilpotent ve 𝑈1 üniter matris 

olmak üzere 𝐴 matrisinin çekirdek-EP ayrışımı 

                𝐴 = 𝑈1(
𝑇1
0
0
   

𝑇̂2
𝑁̂11
𝑁̂13

   

𝑆̂1
𝑁̂12
𝑁̂14

 )𝑈1
∗   

olsun. Bu takdirde  

                𝐴⊚ = 𝑈1 (
𝑇1
−1

0
0

   
0
0
0
   
0
0
0
 )𝑈1

∗   

olacaktır. Bu durumda eğer 
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                     𝐵 = 𝑈1 (
𝑋11
𝑋21
𝑋31

   
𝑋12
𝑋22
𝑋32

   
𝑋13
𝑋23
𝑋33

 )𝑈1
∗  

alınırsa bu takdirde 

    𝐴⊚𝐴 = 𝑈1 (
𝐼
0
0
   
𝑇1
−1𝑇̂2
0
0

   
𝑇1
−1𝑆̂1
0
0

 )𝑈1
∗ = 𝐴⊚𝐵 = 𝑈1 (

𝑇1
−1𝑋11
0
0

   
𝑇1
−1𝑋12
0
0

   
𝑇1
−1𝑋13
0
0

 )𝑈1
∗   

olacağından 𝑋11 = 𝑇1,  𝑋12 = 𝑇̂2 ve 𝑋13 = 𝑆̂1 elde edilir. Benzer şekilde  

         𝐴𝐴⊚ = 𝑈1 (
𝐼
0
0
   
0
0
0
   
0
0
0
 )𝑈1

∗ = 𝐵𝐴⊚ = 𝑈1 (

𝐼
𝑋21𝑇1

−1

𝑋31𝑇1
−1
   
0
0
0
   
0
0
0
 )𝑈1

∗   

olacağından 𝑋21 = 0  ve 𝑋31 = 0 elde edilir. Böylece  

             𝐵 = 𝑈1(
𝑇1
0
0
   
𝑇̂2
𝑋22
𝑋32

   
𝑆̂1
𝑋23
𝑋33

 )𝑈1
∗  

elde edilir. 𝑇2 matrisi nonsingüler, 𝑁2 matrisi nilpotent ve 𝑈2 üniter matris olmak üzere 

(
𝑋22 𝑋23
𝑋32 𝑋33

) matrisinin  çekirdek-EP ayrışımı 

                   (
𝑋22 𝑋23
𝑋32 𝑋33

) = 𝑈2 (
𝑇3 𝑆2
0 𝑁2

)𝑈2
∗  

olsun. Diğer taraftan eğer 𝑈 = 𝑈1 (
𝐼 0
0 𝑈2

),  (
𝑁11 𝑁12
𝑁13 𝑁14

) = 𝑈2
∗ (
𝑁̂11 𝑁̂12
𝑁̂13 𝑁̂14

)𝑈2 ve 

(𝑇̂2  𝑆̂1)𝑈2 = (𝑇2  𝑆1) matrisleri tanımlanırsa bu takdirde 

             𝐴 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
𝑁11
𝑁13

   
𝑆1
𝑁12
𝑁14

 )𝑈∗ ,  𝐵 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
𝑇3
0
   
𝑆1
𝑆2
𝑁2

 )𝑈∗                                      

olup (
𝑁11 𝑁12
𝑁13 𝑁14

) matrisi nilpotenttir. Böylece (i)⟹(ii)  durumu ispatlanmış olur. 

(ii)⟹(i) durumu açıktır. 

(ii)⟹(iii): Bu durumda  (3.53) uygulanarak 𝑇̂2 ve 𝑆̂1 matrisleri yukardaki gibi olmak 

üzere 𝐴𝑘 = 𝑈(
𝑇1
𝑘

0
0

   
𝑇̂2
0
0

   
𝑆̂1
0
0

 )𝑈∗ olacağından  

               𝐴𝑘+1 = 𝑈(
𝑇1𝑇1

𝑘

0
0

   
𝑇1𝑇̂2
0
0

   
𝑇1𝑆̂1
0
0

 )𝑈∗ = 𝐵𝐴𝑘  
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               𝐴∗𝐴𝑘 = 𝑈(

𝑇1
∗𝑇1
𝑘

𝑇2
∗𝑇1
𝑘

𝑆1
∗𝑇1
𝑘

   

𝑇1
∗𝑇̂2
𝑇2
∗𝑇̂2
𝑆1
∗𝑇̂2

   

𝑇1
∗𝑆̂1
𝑇2
∗𝑆̂1
𝑆1
∗𝑆̂1

 )𝑈∗ = 𝐵∗𝐴𝑘  

elde edilir. 

(iii)⟹(i): Sonuç 3.1 uygulanarak eğer 𝐴𝐴𝑘 = 𝐵𝐴𝑘 eşitliği (𝐴𝑘+1)⨁ matrisi ile sağdan 

çarpılırsa  𝐴𝐴⊚ = 𝐵𝐴⊚ eşitliği elde edilir. Eğer 𝐴∗𝐴𝑘 = 𝐵∗𝐴𝑘 eşitliği (𝐴𝑘+1)⨁  

matrisi ile sağdan çarpılırsa 𝐴∗𝐴⊚ = 𝐵∗𝐴⊚ eşitliği elde edilir. Benzer şekilde eğer 

(𝐴⊚)∗𝐴 = (𝐴⊚)∗𝐵 eşitliği 𝐴⊚((𝐴⊚)∗)
⨁

 matrisi ile soldan çarpılır ve 𝐴⊚ =

𝐴⊚((𝐴⊚)∗)
⨁
(𝐴⊚)∗ olduğu dikkate alınırsa 𝐴⊚𝐴 = 𝐴⊚𝐵 olduğu görülür. 

(iii)⟺(iv) durumu açıktır. 

(ii)⟺(v): 𝐴1 ve 𝐵1 çekirdek tersinir ve 𝐴2 ve 𝐵2 nilpotent olmak üzere 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 

ve 𝐵 = 𝐵1 + 𝐵2 sırasıyla  𝐴  ve 𝐵 matrislerinin çekirdek-EP ayrışımları olsun. Bu 

takdirde 𝐴⊚ = 𝐴1
⨁ ve 𝐵⊚ = 𝐵1

⨁ olacaktır. Bu durumda Lemma 2.3 uygulanarak 

(ii)⟺(v) olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

 Teorem 3.21 uygulanarak (3.52) çekirdek-EP sıralama bağıntısının yansıma ve 

geçişme özelliklerini sağladığı, yani çekidek-EP sıralama bağıntısının bir ön sıralama 

bağıntısı olduğu görülür. Fakat çekirdek-EP sıralama ters simetrik değildir. 

Örnek 3.5  𝐴 = (
𝐼
0
0
   
2
0
0
   
3
0
0
 ) ve 𝐵 = (

𝐼
0
0
   
2
0
0
   
3
1
0
 ) matrislerini göz önüne alalım. Bu 

durumda 𝐴 ≤⊚ 𝐵 ve 𝐵 ≤⊚ 𝐴  olacaktır. Ancak 𝐴 ≠ 𝐵 dir. 

Teorem 3.22 Çekirdek-EP sıralama bağıntısı bir kısmi sıralama bağıntısı değildir 

ancak sadece bir ön sıralama bağıntısıdır (Wang, 2010). 

 Yeni kısmi sıralama bağıntıları türetmek matrisinin teorisinin en temel 

problemlerinden birisidir. Matris ayrışımı kısmi sıralama bağıntıları kurmanın en 

önemli aracıdır. ≤− eksi kısmi sıralama, ≤⋕ Sharp kısmi sıralama ve  ≤⋕−  C-N kısmi 

sıralama bağıntıları aşağıdaki şekilde tanımlanabilir: 

(i)    𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑚 matrisleri için 𝐴 ≤− 𝐵: 𝑟(𝑏) − 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵 − 𝐴) dir. 

(ii) 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisleri için 𝐴 ≤⋕ 𝐵: 𝐴⋕𝐴 = 𝐴⋕𝐵 ve  𝐴𝐴⋕ = 𝐵𝐴⋕ dir. 

(iii) 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝐶𝑀 matrisleri için ≤⋕−: 𝐴1 ≤

⋕ 𝐵1 ve 𝐴2 ≤
− 𝐵2 olup 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 ve   

𝐵 = 𝐵1 + 𝐵2 sırasıyla 𝐴  ve 𝐵 marislerinin çekirdek-nilpotent ayrışımlarıdır. 
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Bu tanımlamalara göre C-N kısmi sıralama bağıntısı aynı zamanda eksi kısmi 

sıralama bağıtısıdır. (iii) de tanımlanan C-N kısmi sıralama bağıntısına benzer şekilde 

çekirdek-eksi sıralama bağıtısı aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

Tanım 3.5 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisleri verilsin. 𝐴1 ve 𝐵1 çekirdek tersinir ve 𝐴2 ve 𝐵2 

nilpotent olmak üzere 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 ve 𝐵 = 𝐵1 + 𝐵2 sırasıyla  𝐴  ve 𝐵 matrislerinin 

çekirdek-EP ayrışımları olsun. Bu takdirde eğer 𝐴1 ≤
⋕ 𝐵1 ve 𝐴2 ≤

− 𝐵2 ise 𝐴 matrisi 

çekirdek-eksi sıralamasına göre 𝐵 nin altındadır denir ve bu durum 𝐴 ≤𝐶𝑀 𝐵 şeklinde 

gösterilmektedir. 

 Verilen bir matrisin çekirdek-EP ayrışımı tek olduğundan çekirdek sıralama ve 

eksi sıralama bağıntılarının her ikisi de kısmi sıralama bağıntısıdır. Bu durumda 

aşağıdaki teorem kolayca ispatlanabilir. 

Teorem 3.23 Çekirdek-eksi sıralama bağıntısı aynı zamanda bir kısmi sıralama 

bağıntısıdır (Wang, 2010). 

Hatırlatma 3.5 𝑘 = 1 olması durumunda çekirdek-eksi kısmi sıralama bağıntısı 

çekirdek kısmi sıralama bağıntısı ile çakışacaktır. Ayrıca çekirdek-eksi kısmi sıralama 

bağıntısı eksi kısmi sıralama bağıntısını sağlar (Wang, 2010). 

Teorem 3.24 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisleri verilmiş olsun. Bu takdirde 𝐴 ≤𝐶𝑀 𝐵 olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑇1 ve 𝑇3 matrisleri nonsingüler, 𝑁1 ve 𝑁2 matrisleri nilpotent ve 

𝑁1 ≤
− 𝑁2 olmak üzere  

𝐴 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
0
0
   
𝑆1
0
𝑁1

 ) 𝑈∗ ve  𝐵 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
𝑇3
0
   
𝑆1
𝑆2
𝑁2

 )𝑈∗                                     (3.54) 

olacak şekilde bir 𝑈 üniter matrisinin mevcut olmasıdır (Wang, 2010). 

İspat. 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisleri (3.54) formunda verilmiş olsunlar ve 𝑁1 ≤

− 𝑁2 sağlansın. 

Bu takdirde 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 ve 𝐵 = 𝐵1 + 𝐵2 sırasıyla  𝐴  ve 𝐵 matrislerinin çekirdek-EP 

ayrışımları olmak üzere  

              𝐴1 = 𝑈(
𝑇1
0
0
   
𝑇2
0
0
   
𝑆1
0
0
 )𝑈∗ ,  𝐴2 = 𝑈(

0
0
0
   
0
0
0
   
0
0
𝑁1

 )𝑈∗ 

ve  



59 

            𝐵1 = 𝑈(
𝑇1
0
0
 
𝑇2
𝑇3
0
  
𝑆1
𝑆2
0
 )𝑈∗,    𝐵2 = 𝑈(

0
0
0
  
0
0
0
 
0
0
𝑁2

 )𝑈∗

olacaktır. Bu durumda Tanım 3.5 den 𝐴 ≤𝐶𝑀 𝐵 olduğu görülür. Tersine olarak 𝐵 =

𝐵1 + 𝐵2 ifadesi  𝐵 matrisinin çekirdek-nilpotent ayrışımı olsun. Bu durumda 

𝐴1 ≤
⋕ 𝐵1 olduğundan Lemma 2.3 e göre

𝐴1 = 𝑈(
𝑇1
0
0

𝑇2
0
0

𝑆1
0
0
)𝑈∗ ve  𝐵1 = 𝑈(

𝑇1
0
0
 
𝑇2
𝑇3
0
  
𝑆1
𝑆2
0
 )𝑈∗

olacak şekilde bir 𝑈 üniter matrisi mevcuttur. Buradan 𝑁2 nilpotent olmak üzere 

𝐵2 = 𝑈(
0
0
0
  
0
0
0
 
0
0
𝑁2

 ) 𝑈∗

elde edilir. Öte yandan 𝐴2 ≤
− 𝐵2 için 𝑁1 nilpotent ve 𝑁1 ≤

− 𝑁2 olmak üzere

𝐴2 = 𝑈(
0
0
0
  
0
0
0
 
0
0
𝑁1

 ) 𝑈∗

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.25 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrisleri verilmiş olsun. Bu takdirde 𝐴 ≤𝐶𝑀 𝐵 olması için

gerek ve yeter koşul 

𝐴 ≤⊚ 𝐵   ve   𝐴−𝐴𝐴⊚𝐴 ≤− 𝐵𝐵⊚𝐵                                                           (3.55)

olmasıdır (Wang, 2010). 

İspat. 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛
𝑛 matrislerinin çekirdek-EP ayrışımları Tanım 3.5 deki gibi olsun. Bu 

takdirde 𝐴 ≤𝐶𝑀 𝐵 olması için gerek ve yeter şart 𝐴1 ≤
⋕ 𝐵1 ve  𝐴2 ≤

− 𝐵2 olmasıdır.

Bu durumda Teorem 3.21 uygulanarak  𝐴 ≤⊚ 𝐵  bağıntısının  𝐴1 ≤
⋕ 𝐵1 bağıntısına

ve ayrıca 𝐴−𝐴𝐴⊚𝐴 ≤− 𝐵𝐵⊚𝐵 bağıntısının da 𝐴2 ≤
− 𝐵2 bağıntısına denk olduğu

görülebilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında ilk olarak bir Giriş verilerek Genel Bilgiler başlığı altında 

matrisler ile ilgili önemli tanım ve teoremler verilmiştir. Kare olmayan ya da kare 

olduğu halde normal olarak bildiğimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler için 

geliştirilen ve özellikle lineer denklem sistemlerinin çözümünün olup-olmadığının 

araştırılmasında ve çözüm mevcut olması durumunda çözümün belirlenmesinde 

kullanılan ve bilinen anlamdaki invers özelliklerini de sağlayan genelleştirilmiş invers 

adı verilen bir invers kavramı ele alınmıştır. Bu amaçla öncelikle bir matrisin Moore-

Penrose inversi tanımı verilerek bu inversin çeşitli özellikleri detaylı bir şekilde ortaya 

konulmuştur. Daha sonra keyfi mertebeden bir kare matris için Grup invers, Drazin 

invers ve Çekirdek invers gibi bazı  invers tanımları verilerek çekirdek inversin bazı 

temel özellikleri ifade edilmiştir. 

Tezin temel kısmında keyfi mertebeden bir kare matris için Çekirdek-EP invers 

adı verilen ve Çekirdek inversten daha genel olan bir genelleştirilmiş invers tanımı 

verilerek bu inversin bazı temel özellikleri incelenmiştir. Ayrıca çekirdek-EP invers 

ayrışımı verilerek bu ayrışım yardımıyla çekirdek-EP invers hesaplamada kullanılan 

bazı yeni yöntemler ve çeşitli çekirdek-EP invers gösterimleri verilmiştir. Daha sonra 

blok parçalanmış matrislerde çekirdek-EP invers kavramı ele alınmış bu invers ile bazı 

sonuçlar verilmiştir.  

Tezde yapılan çalışmalar dikkate alınarak keyfi mertebeden bir kare matris 

çeşitli alt kare matrisler şeklinde parçalanarak verilen matrisin Çekirdek-EP inversinin 

bu alt kare matrislerin çekirdek-EP inversleri yardımıyla nasıl ifade edilebileceği 

araştırılabilir. Ayrıca tıpkı diğer genelleştirilmiş inverslerde olduğu gibi çekirdek-EP 

inversleri hesaplamada kullanılmak üzere algoritmalar ve bilgisayar programları 

geliştirilebilir. Özellikle matrislerin inverslerinin kullanıldığı çeşitli mühendislik 

uygulamalarında çekirdek-EP inverslerin de kullanılıp-kullanılamayacağı ve eğer 

kullanılabiliyorsa diğer inverslere göre daha uygulanabilir olup olmadığı araştırılabilir. 
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