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OZET

MATRISLERDE CEKIRDEK-EP INVERS GOSTERIMLERI VE CESITLI
UYGULAMALARI

SALIiH ERKAN
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 72 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN)

Bu tez calismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde tez ¢calismasinin
amacindan bahsedilerek kisa bir giris verilmistir. Tkinci boliimde calisma boyunca
gerekli olacak temel tanimlar, teoremler ve bazi genel bilgiler ifade edilmistir. Bu
boliimde ayrica bir matrisin ¢ekirdek inversinin tanimi ve bunun bazi dzellikleri
stralanmistir. Ugiincii béliimde Cekirdek-EP invers tammlari verilerek Cekirdek-EP
inversin cesitli 6zellikleri ortaya konulmustur. Ayrica matrislerin gekirdek-EP inversleri ile
ilgili baz1 hesaplanma yontemleri verilerek ¢ekirdek-EP inverslerin bazi uygulamalarindan
bahsedilmistir. Dordiincti boliimde sonug ve Oneriler verilmistir. Besinci boliimde ise
tezin hazirlanmasinda yararlanilan bazi kaynaklar listelenmistir.

Anantara Kelimeler: Matris, Kare Matris, Rank, Parcali Matris, Genellestirilmis
Invers, Mpore - Penrose Inverg, Grup Invers, Drazin Invers,
Cekirdek Invers, Cekirdek-EP Invers.



ABSTRACT

REPRESENTATIONS OF THE CORE-EP INVERSES OF MATRICES AND
SEVERAL APPLICATIONS

SALIiH ERKAN

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 72 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN)

This thesis is organized in five parts. In the first chapter, a short introduction is given
by mentioning the purpose of the thesis study. In the second chapter, the basic
definitions, theorems and some general informations that will be required in our study
are expressed. Also in this chapter, the definition of kernel inverse of a matrix and
some of its properties are listed. In the third chapter, it is given the definition of the
core-EP inverse of a matrix and considered some properties of the core-EP inverses.
Furthermore, some computational methods and several applications of the core-EP
inverses of matrices are given. In the fourth chapter, conclusions and recommendations
are given. In the fifth chapter, some sources used in the thesis are listed.

Keywords: Matrix, Square Matrix, Rank, Partitoned Matrix, Generalized Inverse,

Moore-Penrose Inverse, Group Inverse, Drazin Inverse, Core Inverse,
Core-EP Inverse.
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1. GIRIS

Matris teorisi ve bu teorinin 6nemli kismini olusturan lineer denklem sistemleri
gunimizde matematik ve istatistik basta olmak tizere sosyoloji, kimya, fizik,
bilgisayar miihendisligi, kodlama teorisi ve elektrik miithendisligi gibi pek cok teknik
alanda gerekli temel bilgilerin ayrilmaz bir pargasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19.
yiizy1l ortalarindan itibaren yaygin olarak kullanilmaya baglanmistir. Matris kavramini
ilk kez 1850 yilinda Ingiliz matematik¢i Sylvester kullanmustir. 1853 yilinda ise bir
diger Ingiliz matematik¢i Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde
matrislerin gesitli 6zelliklerinden faydalanmis olmakla birlikte matris ismini heniiz
kullanmamustir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858 yilinda ‘Memorie on
the Theory of Matrices’ isimli ¢alismasinda matris cebirinin temel esaslarin1 ortaya
koymustur. Ilerleyen zamanlarda Fransiz bilim adami Laguerre ve Alman bilim adami

Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler izerinde ¢aligmislardir.

Bilindigi gibi bir matrisin bilinen anlamda inversinden sz edebilmek igin
matrisin kare ve nonsingiiler olmas1 gerekmektedir. Ancak kare olmayan ya da kare
oldugu halde singiiler olan matrislerin de mevcut oldugu ve bu tipten matrislerle
uygulamada oldukca sik karsilagildigi da bilinen bir gergektir. Dolayisiyla bu tip
matrislerin de bir ¢esit inverslerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Singuler bir matrisin inversi
kavrami ilk kez 1920 yilinda Moore tarafindan ortaya atilmis olmakla birlikte, 1950 li
yillarin ortalarina kadar bu konuda herhangi bir sistematik ¢alisma yapilamamistir.
1955 yilinda, daha 6nce yapilan caligmalardan tamamen habersiz olarak, Penrose
(1955, 1956) isimli bilim adami biraz farkli bir yoldan Moore tarafindan singuler
matrisler igin verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile hemen hemen
aynt donemlerde yasayan Rao ise, bir singiler matrisin Pseudo inversi olarak
adlandirdig1 ve en kucuk kareler teorisinde, singtler matrisli normal denklemlerin
¢coziimunde ve istatistiksel tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda oldukca
sik kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Ancak Rao tarafindan gelistirilen
bu invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tamamini
saglamamaktadir. Bu nedenle Pseudo invers, Moore ve Penrose tarafindan verilen
inverslerden biraz farklidir. Rao, daha sonraki bir ¢alismasinda lineer denklemlerle

ilgili problemlerin ¢6zimiinde kullanilan ve Moore ve Penrose’ un vermis oldugu



tanimdan daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Genellestirilmis invers ad1 verilen bu

inversin ¢esitli uygulamalar1 Rao’ nun daha sonraki birgok ¢alismasinda yer almistir.

Genellestirilmis inverslerle ilgili ¢alismalar yapan baslica bilim adamlari
arasinda Greville, Bjerhammer, Ben-Israel ve Charnes, Chipman, Chipman ve Rao,
Scroggs ve Odell ve digerleri sayilabilir. Bott ve Duffin, bir kare matrisin kisith
inversini tanimlamiglardir ki bu invers bilinen g-inversten biraz farklidir ve bazi
uygulamalarda olduk¢a sik kullanilmaktadir. Chernoff ise ¢alismalarinda singuler
nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversi kavramin ele almistir ki bu invers, bir g—
invers olmamasina ragmen tahmin problemlerinin incelenmesinde oldukga yararlidir.
Rao tarafindan verilen daha zayif tanimi saglayan g—invers tek tirli olmamakla
birlikte matris cebirinde ilging bir ¢caligma olarak kabul edilmektedir. 1967 yilinda bir
yayininda Rao, degisik amaglarla kullanilmak iizere g—inverslerin bir siniflandirmasini
vermistir. Bu ¢alismalar daha sonralar1 bu inverslerin yeni bir siniflandirmasini ortaya

koyan Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir.

Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a,
1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi ¢aligmada ele alinmistir.
Genellestirilmis inverslerle ilgili sistematik gelismeler ve bunlarin gesitli uygulamalari
Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971) adli eserde

etraflica verilmistir.

Bu tez ¢alisgmasinda Oncelikle kare olmayan ya da kare oldugu halde normal
olarak bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve
Ozellikle lineer denklem sistemlerinin genel durumda ¢Ozimuinin mevcut olup
olmadiginin arastirilmasinda ve mevcut olmasi durumunda ¢oziimiin belirlenmesinde
kullanilan ve bilinen invers 6zelliklerini de saglayan yeni bir genellestirilmis invers
kavrami ele alinmistir. Bu amagla 6ncelikle Moore-Penrose invers olarak adlanidirilan
bu inversin ¢esitli 6zellikleri verilmistir. Ayrica keyfi mertebeden bir kare matris igin
grup invers, Drazin invers ve c¢ekirdek invers tanimi verilerek bu inversin bazi
Ozellikleri ortaya konulmustur. Son olarak bilinen inversi mevcut olmayan kare
matrisler igin ¢ekirdek-EP invers tanimi verilerek bu inversin gesitli 6zellikleri
verilmis ve bu tipten inversleri hesaplamada kullanilan bazi yeni yodntemler

gelistirilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1 Matrislerle Tlgili Baz1 Temel Kavramlar

Tanmm 2.11) K bircisim,m,neNvel <i < m, 1 <j < nolmak lizere bitin (i, j)
strali ikililerinin kiimesini A = N x N gosterelim. Bir f:cA — K fonksiyonu

(l,]) _>f(l']) = aij
bi¢iminde tanimlansm. Bu durumda a;; € K olmak Uzere keyfi secilen m.n tane

elemanin olusturdugu tabloya K iizerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir ve

a11 a12 e aln
Am1  Am2 o Amn

veya kisaca A = [aif]mxn seklinde gosterilir. Her bir (i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanina ise A matrisinin (i, j)—yinci bileseni ad1 verilir.
ii) A = [a;;] ve B = [b;;| matrisleri m x n tipinde iki matris olmak Uzere, eger her
(i,j), 1<i<mve 1<j<nigin a;; = b;; ise bu matrisler birbirine esittir denir.
iif) A = [a;;] matrisi m x n tipindeki bir olmak tzere eger her bir (i,j), 1 <i <m,
1<j <nigin a;; = 0 ise A matrisine sifir matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
iv) m x n tipindeki iki A = [a;;] ve B = [b;;] matrisi verildiginde, bu iki matrisin

toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup asagidaki gibi tanimlanir:

A+ B = a1 + b21 a,, + +b12 e Qop + bz-n
Am1 t b1 Az + by . Ay t+ by

V) ¢ € K bir skaler olmak tizere cA € K* matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matris olup asagidaki gibi tanimlanir:

ca;; €Ay ... CQqp
cA=|C¢%1 Cdz - Clon
Cami CQpy . Clmp

Vi) A = [aij] € Kyt ve B = [bij] € KP tipindeki iki A ve B matrisinin ¢arpimi C =

[c;;] € K tipinde bir matris olup



C=AB=[Y_jauby], 1<i<m 1<j<n
seklinde veya daha agik olarak

(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =

(am1b11 + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)
seklinde tanimlanir. Bu durumda iki matrisin ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci
matrisin siitun sayisi ile ikinci matrisin satir sayisinin esit olmasi gerekir. Uygun A ve

B matrislerinin ¢arpimi1 A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.2 Eger, Ozel olarak K = R alinirsa, bu takdirde matrise bir reel matris ve

K = C alinirsa matrise bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).

Tamim 2.3 i) Eger bir A = [aij] . matrisinde m = n ise, yani matrisin satir sayisi

mx

ve siitun sayist birbirine esit ise, bu takdirde A matrisine bir kare matris denir.

a1 Az . Qip
A — a21 azz aZn (22)
Ap1 Qpz - Qg

kare matrisinde a;q, a,,, ..., @y, elemanlarma A matrisinin kosegen(esas kosegen)

elemanlari denir.

i) Bir4A = [ai j]nxn kare matrisinin kdsegen elemanlar1 disindaki diger tiim elemanlari
sifir ise bu matrise kosegen matris denir ve A = Kos{a,4, ayz, ... , ann} ile gosterilir.
iii) Bir kdsegen matriste a,4, ayy, ..., ann = K, K € K ise matrise skaler matris denir.

iv) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlari 0 olan bir kare matrise birim matris denir

ve n — yinci mertebeden bir birim matris

1 -« 0
I, =|: :
0 - 1

seklinde gosterilir. Herhangi bir A € Ky matrisi icin, I,,A = Al,, = A esitligi saglanir.
V) Bir A = [ai j]mxn matrisinden ayni numarali satir ve siitunlar kendi aralarinda yer

degistirilerek elde edilen matrisie A matrisinin transpozu denir ve AT = [aij]nxm ile

gosterilir. Buna gore uygun mertebeden A ve B matrisleri icin



(A+B)T =A"+ BT ve (AB)T = BTAT
oldugu kolayca goriilUr.

vi) Eger A bir reel kare matris olmak lizere AT = A ise, bu takdirde A matrisine bir

simetrik matris denir.

vii) A ve B ayni mertebeden iki kare matris olmak iizere eger AB = BA esitligi

saglaniyorsa, bu matrislere degismelidirler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.4 {1,2, ...n} kiimesinin kendisi {izerine taniml1 birebir ve 6rten bagintisina
veya buna es deger olarak 1,2,...n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n}

kiimesinin bir ¢ permditasyonu denir. Bdyle bir permitasyon,

1 2 .. n
o=y 7 o )
veya kisaca

0 = jujaerdn o+ Ji = 0()
ile gosterilir. Bu sekildeki permiitasyonlarin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir g permiitasyonu, 6rnegin ¢ = jy, j,, ..., jn diistiniildiigiinde o da ¢ift veya tek sayida
permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permitasyon denir. O halde bir o

permiitasyonunun isareti

_ { 1, eger o ciftise
sgno = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

A= [al- j]nxn matrisinin K cismi tizerinde tanimli bir kare matris oldugunu

varsayalim. Bu takdirde A matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz
bir eleman alinmak iizere n elemanin bir carpimi géz dniine alinsin. Boyle bir ¢arpim
Aqj,-Qzj,- -+ Apj, seklinde yazilir. Burada carpanlar ardigik satirlardan gelir ve bu
yuzden alt indisler 1,2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli stitunlardan
geldiginden, ikinci alt indislerin dizisi S, de bir ¢ = ji,j,, ..., j, permutasyonunu
olusturur. Tersine, S,, deki her bir permiitasyon yukaridaki sekilde bir garpim tanimlar.

Boylece A matrisi bu sekilde n! tane ¢carpim kapsar.



Tanmm 25 A = [aij]nxn kare matrisinin determinanti det(A) veya |A| seklinde

gosterilir ve yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin

toplamidir. Yani,
|A| = Ys(sgno)ayj,.azj,. ... ayj,
veya
|A| = Yges,(5gN0) A15(1)- A26(2)- - Ang(n)

seklinde n mertebedendir. Bu durumda 1 X 1 tipinde bir A matrisinin determinanti
kendisidir. Baska bir deyisle A = [a] ise, bu durumda det(4) = |a| = a olur. Ote
yandan 2 x 2 tipindeki bir A matrisi igin

a1 Qg2
a1 dz;

aiq

A= [a21

a2
azz] - det(A) = | | = all. a22 - alz.a21

olur (Branson R., 1999).
Tammm 2.6 i) A= [aif]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemanmn |M;;| ile gosterilen

mindrid, A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan alt kare

matrisin determinantidir.
i) A = [aif]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemanimin minrii | M;;| olsun. Bu durumda
a;; elemanmin 4;; ile gosterilen kofaktorl (veya isaretli mindrii veya es ¢arpani),
Ay = (=), | My
seklinde tanimlanir.

i) A = [a- ] matrisinin determinant1 herhangi bir satir(siitun) elemanlarinin kendi
Ylnxn

kofaktorleriyle ¢arpilip tum elde edilen carpanlarin toplanmasiyla hesaplanir. Bagka

bir deyisle herhangi i ve j (i,j = 1,2,3, ...,n) igin
det(4) = Xioq Qi A = Tk=1 (D" ay |y (2.3)
veya

det(A) = Xioq axj. Arj = Ziar (D ay ;| My, | (2.4)



seklinde tanimlanir. Bu durumda her bir i igin, (2.3) ag¢ilimma A matrisinin
determinantinin i—yinci satira gore agilimi ve her bir j i¢in, (2.4) agilimina ise A

matrisinin determinantinin j—yinci siituna gore agilimi adi verilir.

iv) A = [aif]nxn matrisi i¢in eger |A| = 0 ise, A matrisine bir singiiler matris ve eger

|A| # 0 ise, A matrisine bir nonsinguler(veya regiler) matris denir(Branson R., 1999).
Tanim 2.7 A = [aij]nxn matrisinde bir a;; elemaninimn kofaktorii A4;; olmak tizere
T
Ek(4) = [4;] = [4;]

matrisine A matrisinin ek matrisi denir ve

Ay Ay o Al A A v Am
Ek(A) = [421 Azz 0 Am| = A1z Az - An
Anl Anz Ann Aln A2n Ann

ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Tanim 2.8 Herhangi bir A = [a;;] kare matrisi verildiginde, eger
AB=BA=1I,

olacak sekilde bir B = [bij]nxn kare matrisi mevcut ise bu B matrisine A matrisinin

inversi (tersi) denir ve A=1 = B ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1 Bir A = [ai j]nxn matrisi ile ek matrisinin ¢arpimi bir skaler matris olup,

10 0
A.Ek(A) = Ek(A).A=1A|(0 1 - 0| =|A|L, (2.5)
0 0 1

ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.2 Bir A = [a;;]  nonsingiiler matrisinin inversi,

A"l = 1
[A]

Ek(A) (2.6)

dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Teorem 2.3 1) Bir A = [aif]nxn nonsingler matrisi icin A~ inversi tektir.

ii) A nonsingler bir matris ise A= inversi de nonsingler olup (A7)~ = A dur.



Iii) A ve B carpima uygun nonsingiiler matrisler ise AB ¢arpimi da nonsingiiler olup

(AB)~! = B~1A~1 dir.

iv) A nonsinguler ise AT matrisi de nonsingler olup (A7)~ = (4~1)T dir (Branson
R., 1999).

Tamm 2.9 i) Bir A = [aij]nxn kare matrisi i¢in eger A2 = A ise, bu takdirde A
matrisine bir idempotent matris denir.

ii) C kompleks sayilar cismi lizerinde taniml1 bir A matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi)
denir ve 4 ile gosterilir.

iii) C kompleks sayilar cismi lizerinde tanimli bir A matrisi i¢in eger (Z )T = A ise,
bu takdirde A matrisine bir hermityen matris denir ve A* = (Z )T ile gosterilir.

iv) Bir A matrisi igin eger AA* = A*A esitligi saglaniyorsa, bu takdirde A matrisine

bir normal matris denir.

V) A = [a;;] __nonsingler bir matris olmak tizere, A= = A* (veya buna denk olarak
13 n
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AA* = A*A = 1) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

vi) A = [a;;] _ bir kare matris olmak iizere, eger A~! = AT ise, bu takdirde A
Jnxn

matrisine bir ortogonal matris denir (Branson R., 1999).

Teorem 2.5 A ve B uygun mertebeden matrisler olmak (zere asagidaki esitlikleri
saglanir (Branson R., 1999).

) () =0n.

i) (4")* = A.

i) (A+B)"=A"+B".

iv) (AB)* = B*A".
Tamim 2.10 i) x4, x5, ... x, vektorler kiimesi verilmis olsun. Eger Y1 a;x; = 0 esitligi
ancak a,, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu takdirde
X1, X5, ... Xn Vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda yani, a4, a,, ..., a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak lizere eger X.i; a;x; = 0 esitligi

saglaniyorsa bu takdirde x4, x, ... x,, vektorlerine lineer bagimhidir denir.



1) A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin stitun vektorlerini
A1, As, . Ay ile ve satir vektorlerini de Aj,, A, ... ,Aps 1le gosterelim. Bu
takdirde A;,, i =1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer
bagimsiz vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki ve A, i )=
1,2, ...,n vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektor klimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.6 Bir matrisin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi o

matrisin satir rankin1 degistirmez (Branson R., 1999).

Teorem 2.7 i) Elemanter islemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.

I1) Herhangi bir A matrisi igin satir ranki siitun rankina esittir (Branson R., 1999).

Tamim 2.11 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
Teorem 2.8 A bir matris olmak tzere r(4) = r(AT) dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.12 n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(A) = n ise A matrisine

nonsingiler matris, aksi durumda singuler matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.13 A € K matrisi verilmis olsun. Bu takdirde N (4) = {x: Ax = 0}
kiimesine A marisinin null (sifir) uzay1 denir. R(A) = {y: Ax = y} kiimesine ise A
matrisinin ranj (stitun) uzay1 denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Teorem 2.9 m x n tipindeki bir A matrisi i¢in eger r(A) =r ise, bu takdirde
asagidaki sartlari saglayan nonsingiler P ve Q matrisleri mevcuttur. I, r X r boyutlu
bir birim matris olmak Uzere,

)m=n=r= PAQ =1

i) m =r <n = PAQ = [I,0]
i) m>r,n>r=>PAQ:[(1) ﬁ
dir (Branson R., 1999).

Teorem 2.10 Carpima uygun A ve B matrisleri icin AB carpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankin1 gegemez. Yani,
r(AB) < min{r(4), r(B)} (2.7

dir (Branson R., 1999).



2.2 Genellestirilmis Inversler

Bu kisimda c¢alismamiz boyunca sik sik isimlerini zikredecegimiz bazi

genellestirilmis inversler ve ¢esitli 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.14 C}', kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli m X n tipindeki tim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir A € CI* matrisi i¢in asagidaki dort sarti (Moore—
Penrose sartlar1) saglayan bir X matrisine A matrisinin bir Moore—Penrose inversi

denir ve A* veya AT sembollerinden birisi ile gosterilir.

(i) AXA = A,

(i) XAX = X,

(iii) (AX)* = AX,

(iv) (XA)* = XA. (2.8)

Bu durumda eger X matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu X matrisine, A matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A® ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan X matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A~ veya A ile
gosterilir. Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan X matrisine ise, A matrisinin bir

yansimal1 genellestirilmis inversi denir ve A®2) veya A; ile gosterilir.

A nonsingtiler bir matris olmak tzere A~ matrisinin Moore—Penrose invers
sartlarim saglayacagi aciktir. Yani A~ = A* olur. Bununla birlikte, eger A matris bir
singller matris veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini
saglayan bir AT matrisinin mevcut olup olmadig1 sorusu akla gelebilir. Bu sorunun
cevab1 her A matrisi icin bir A* matrisinin mevcut ve tek oldugu seklindedir. Asagida
bu durum gosterilecektir. Ayrica bu sekilde tanimlanan Moore—Penrose inversin bazi

onemli 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.11 Eger A matrisi m X n tipinde bir sifir matris ise, AT matrisi de n x m

tipinde sifir matristir (Pringle and Rayner, 1971).

Teorem 2.12 Her A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir

tek A* matrisi vardir (Pringle and Rayner, 1971).

Ispat: Eger A = 0 ise bu takdirde A* = 0 olacagindan A # 0 almabilir. A matrisi r

rankl1 bir matris olsun. Bu durumda A matrisi
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A = BC (2.9)

olarak pargalanabilir, burada B matrisi m X r tipinde r rankli bir matris ve C matrisi

de r x n tipinde r rankli bir matris olup, B*B ve CC* matrisleri nonsingiler

matrislerdir. Bu durumda eger A*™ matrisi
At =c*(cc)y"Y(B*B) 1B* (2.10)
olarak alinirsa, A* matrisi istenen Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten

(i) AA*A = (BC)C*(cc*)~"Y(B*B)"'B*(BC)

= B(CC*)(CC*)"Y(B*B)"Y(B*B)C = BC = A,

(iiy A*AAY =c*(cCc?)™Y(B*B)1B*(BC)C*(cC*)~Y(B*B)™1B*
=Cc*(cc)"Y(B*B)"Y(B*B)(CCH(CC*) Y (B*B) 'B*
=C*(CCc*)"Y(B*B)"'B* = A",

(iii) (44")* =[(BC)C*(cC*)™Y(B*B)™'B*]* = B(B*B)~1(cCc*)~1(CcC*)B*
= B(B*B) 'B* = B(CC*(CC*)"Y(B*B)"'B*
= (BC)C*(CC*)"Y(B*B)1B* = AA™,

(iv) (4T4)* = [c*(cC*)"Y(B*B)"1B*(BO)]*
= C*(B*B)(B*B)"'(cc*)'c
=c*(cc)"tc =cr(ccH)Y(B*B) Y (B*B)C
= C*(CC*)"Y(B*B)™'B*(BC) = A*A

oldugu goriiliir. Moore—Penrose inversin tek oldugunu gostermek icin A matrisinin

Moore-Penrose sartlarini saglayan herhangi iki A7 ve A7 Moore—Penrose inversinin

mevcut oldugunu varsayalim. Bu durumda,
A} = ATAAT = AF(AAD)" = A (AT A" = AF(AT)" (AA%A)*
= AT (AD)"A7(A3)" A" = AT (AAT)"(AAD)" = ATAATAAT = ATAA]
= ATA(AJAAD) = (ATA) (AJA)" A7 = A"(AT)"A"(A3)° A3
= (AATA)"(A3)"A7 = A"(A3)"A7 = (AJA)'A] = AJAA] = A3

olur, yani A* matrisi tektir.
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Teorem 2.13 m X n tipinde bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n X m tipindedir
(Pringle and Rayner, 1971).

Teorem 2.14 i) m X n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar 1 ise, AT = #A* dir.
ii) a, n x 1 tipinde bir stitun vektori ise, bu durumda a* = (a*a) 'a* seklindedir.

iii) a, 1 x n tipinde bir satir vektorii ise, bu durumda a*, at = a*(aa*)~?! seklindedir

(Pringle and Rayner, 1971).
Teorem 2.15 A herhangi bir matris olmak tizere
(ANt =A%) (2.11)
esitligi gecerlidir (Pringle and Rayner, 1971).
Ispat: (2.9) bagmtisindaki gibi A = BC alinsin. Bu durumda A* = C*B* oldugundan,
AT =c*(Cc)Y(B*B)™1B* ve (AY)*=B(B*B)"(CcC")IC
elde edilir ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A*(A")*A* = C*B*B(B*B)"1(CC*)"1CC*B* = C*B* = A",
(i) (A")*A* (4" = B(B*B)~1(CC*)~1cC*B*B(B*B)~*(CC*)~1C
= B(B*B)~'(CCH™IC = (AT,
(i) [A"(A)*]" = [(CB)B(B"B)~'(CCHTICI = [C*(cCH~ICT
= C*(CC*)™1C = C*(B*B)(B*B)"1(CC*)™1C = A*(4")*,
(iv) [(A)*A']" = [B(B*B)~*(CC)~'C(C™BM)]" = [B(B*B)'B’]"
= B(B*B)"'B* = B(B*B) " }(CC*)"*(CC*)B* = (A*)*A*

olur. Boylece, (4")* = B(B*B)~1(CC*)~1C elde edilir. Buradan da (4")* = (4*)*

oldugu goriiliir.

Teorem 2.16 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, bir A matrisi icin, (A*)* = A dir (Pringle and Rayner, 1971).

Teorem 2.17 Herhangi bir A matrisi icin r(A) = r(A™) esitligi gergeklenir (Pringle
and Rayner, 1971).

Ispat: Teorem 2.10 AATA = A ve AYAA* = A™ esitliklerine uygulanirsa sirasiyla
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r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(41)} < r(4")
ve

r(A*) = r(ATAAY) < min{r(4), r(AH)} < r(4)
elde edilir. Bu iki esitsizlikten istenen sonug saglanir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki 7 ise, bu takdirde A*, AA*,

AtA,AAT A, At AA matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu goriiliir.

Teorem 2.18 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde A* = A dir
(Pringle and Rayner, 1971).

Teorem 2.19 Eger B = Kos{by1, b33, ... ,bpn} ise, bu takdirde B matrisinin Moore—
Penrose inversi BT, i—yinci satir ve i—yinci siitunda yer alan kdsegen elemani by; # 0

iken b;* ve b;; = 0 iken 0 olan bir kdsegen matristir (Pringle and Rayner, 1971).
Teorem 2.19 i) A, m X n matrisi tam satir rankl1 ise, At = A*(AA*) T ve AA* =1,

i) A, m X n matrisi tam siitun rankl1 ise, AT = (4*A)"1A* ve A*A = L, olur (Pringle
and Rayner, 1971).

Ispat: Her iki durum icin verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarini sagladigini

gostermek yeterlidir. Bu durumda,
i) AATA = AA*(AA") 1A = (A4")(AA*) 1A = 4,
AYAAY = A" (AA*)TAA (44"
= A*(AA")"1(AA")(AA")™! = A*(AA")™1 = AT,
(AA*)" = (AL (AA) D) = (AAHAAY Y =T" =1
= (AA")(AA")™! = AA*(AA")™! = AA,
(A*A)" = (A*(AA")"TA)* = A*(AA") 1A = A*A
olacaktir.
i) AATA = A(A*A)TAA = A(A*A)1(4*A) = 4,
AYAAY = (A*A) 1A A(A*A) 1A

= (A"A) 1 (A" A)(A"A) A" = (A" A) 1A = A,
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(AAY)" = (A(A*A)71A") = A(A*A)71A" = AAT,
(ATA) = ((A*A)71A*A) = (A At A)) =1"=1
= (A*A)71(A*A) = (A*A)"1A*A = AT A
dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.20 B # 0 ve C # 0 olmak lizere B ve C matrisleri sirasiylam X rver X n

tipinde olmak lizere r(B) = r(C) = r olsun. Bu takdirde,
(BOYt =Cc*B? (2.12)
esitligi saglanir (Pringle and Rayner, 1971).
Ispat: B matrisi siitun rankli, C matrisi satir rankli oldugundan Teorem 2.19 a gére
ct=c*(cc*)tve Bt = (BB 'B*
olacaktir ve buradan da
CtB* =c*(ccH Y(BB*)"1B*

elde edilir. Bu ise zaten (BC)* matrisidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

2.3 Bir Matrisin Cekirdek inversi

Cyt m x n tipindeki kompleks matrislerinin kiimesi olsun. A*, R(A4) ve r(A)
sembolleri bir A € C;' matrisinin sirasiyla, eslenik devrigini, ranj uzaymi (siitun

uzayi) ve rankin1 gostersin. Ayrica, I, n-yinci mertebeden birim matrisi gostersin.

Cekirdek invers tanimina ge¢meden Once, bazi genellestirilmis invers
kavramlarini hatirlamak daha ilging olacaktir. Bir 6nceki kisimda belirtildigi gibi bir
A € C* matrisinin A™ € CI'* ile gosterilen Moore-Penrose inversi asagidaki esitlikleri

saglayan ve tek tlrli olarak mevcut olan matristir:
AATA=A , ATAAY = A*, AA* = (AA")*, A*A = (AT A)* (2.13)

Moore-Penrose inversin 6nemli bir 6zelligi ortogonal izdiisiimleri temsil etmek i¢in
kullanilabilmesidir. Ornegin P, = AA* ve P, = AYA sirasiyla R(A) ve R(4Y)

tizerindeki ortogonal izdigiimlerdir.
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Diger bir 6nemli genellestirilmis invers ise Drazin inverstir. Bdyle bir inversin
varligi sadece kare matrislerle smirlidir. Bir A € C)} matrisinin Drazin inversi

asagidaki Ui¢ denklemi saglayan ve tek tiirlii mevcut olan bir AP € C* matrisidir:
APAAP = AP, AAP = AP A, AYT1AP = A1 herl > kigin, (2.14)

burada k, r(A**1) = r(A¥) esitligini saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir. k sayisina
A matrisinin indeksi denir ve k = ind (A) ile gosterilir. Agikca goriliir ki ind(4) = 0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin nonsingiiler olmasidir. Ote yandan AAP =
AP A olmasi durumunda her [ > kicin A"1AP = A1 esitliginin APAVT = AT

esitligine denk oldugu agiktir.

Ozel olarak eger ind(A) = 1, yani r(4%) = r(A) ise bu durumda Drazin inverse
grup invers adi verilir. Bagka bir deyisle bir A matrisinin grup inversi asagidaki
denklemleri saglayan ve tek tiirlii olarak mevcut olan bir A* € C* matrisidir:

AAPA=A A*AA* = A% AA* = A%A (2.15)

Burada hemen belirtelim ki her kare matrisin bir grup inverse sahip olmasi gerekmez.
Ancak verilen bir A matrisinin bdyle bir inverse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
indeksinin 1 olmasi veya baska bir deyisle 7(42%) = r(A4) olmasidir. Bu ¢alisma

boyunca indeksi 1 olan matrislerin kiimesi C¢M ile gosterilecektir, yani
CiM = {A € CM: r(42%) =1r(4)}
dir. Indeksi 1 olan matrislere grup matrisler veya ¢ekirdek matrisler adi verilir.

Chl,, € 9P, CTM ve CEP ile sirasiyla kismi izometrilerin, izdiisiimlerin
(idempotent matrislerin), ortogonal izdiisiimlerin, (Hermityen idempotent matrislerin),

tripotent matrislerin ve EP (ranj-Hermityen) matrislerin kiimelerini gésterelim, yani

Chl,={AeCAA'A=A}={AeC AT = A"}, (2.16)
Ch={AeCA?= A} (2.17)
COP ={AeCA?=A=A}={A€C:A>=A=A"}, (2.18)
CI™M = {A € C: A3 = A}, (2.19)
CEP ={A e CAAT = AYA} = {A € C:R(4A) = R(4M)}, (2.20)

olsun.
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Ranki r olan her A € C: matrisi U € Cj; uniter matris olmak uzere,

_ XK 2L\«
A—U(O O)U (2.21)
biciminde gosterilebilir, burada X = kés{oy/,....... ol } matrisi A matrisinin

singiler degerlerinden olusan kdsegen matris, 6, >0, >+ >0, >0, 1, + 1, +

«++ 1, =r olmak uzere K€ C,, ve L € C, ,_, matrisleri
KK*+LL =1, (2.22)

esitligini saglar. Onemli olan sudur ki eger A nonsinguler ise, yani r = n ise (2.21)
deki pargali matrisin alt satir1 ve sag siitunu yok olur ve bu durumda V = UK™ olmak
Uzere A = UXV™ olur. (2.21) esitliginden
¥+ _ K*T™t 0\
At =U (m_1 o) U (2.23)
sonucu ¢ikmaktadir. Ayrica eger A matrisinin indeksi bir ise, bu takdirde

¥ _ K131 K71371K-11N ..
A —U( 0 0 )U (2.24)

yazilabilir. Daha sonraki degerlendirmelerde yardimei olacak olan asagidaki lemma
(2.21) ve (2.23) gosterimleri ile (2.16)-(2.20) ifadelerinin dogrudan birlestirilmesiyle

elde edilmistir.

Lemma 2.1 A € C} matrisi r rankli olmak tizere (2.21) deki gosterime sahip olsun. Bu
takdirde asagidaki durumlar gergeklenir (Baksalary and Trenkler, 2010):

(i) Aecti, oz=1,

(i) AeCt © 3K =1,,

(iii) AeCPP sL=02=1,K=1,

(iv) Ae (M & (ZK)? =1,

(v) AeCElPsL=0.
Tamim 2.15 A € C}; kare matrisi verilmis olsun. Bu durumda

(i) AA® =P, ve (i) RMA®)cRA) (2.25)

sartlarmi saglayan bir A® € C? matrisine A matrisinin ¢ekirdek inversi adi verilir
(Baksalary and Trenkler, 2010).

16



Asagida cekirdek inversin gesitli 6zellikleri tanimlanmistir. Bu ozellikler
cekirdek invers ile bilinen ¢esitli matris siniflar1 arasindaki iliskiyi ortaya koymada
onemli rol oynamaktadir. Yukarida belirtildigi gibi, Moore—Penrose invers ve grup
invers tektir. Ayni 6zelligin Cekirdek invers i¢in de gegerli oldugu istenen bir
durumdur.

Lemma 2.2 A € C); matrisi (2.21) seklinde verilmis olsun. Bu takdirde A matrisinin
cekirdek inversi

A® =y ((Z’?_l 8) U (2.26)

seklindedir (Baksalary and Trenkler, 2010).

Ispat. Oncelikle (2.2) — (.223) ifadelerinden

P, =U (15 8) U 2.27)

esitliginin yazilabildigini belirtelim. Simdi, B € C}} matrisinin W € C;. ve Z € Ch_}.

A matrisinin c¢ekirdek inversi olmak tzere

B=U (‘;‘// )Z() U (2.28)

seklinde pargalanabildigini farz edelim. Dogrudan hesaplamayla kolayca gosterilebilir
ki, Tanim 2.18 de ifade edilen (i) kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart
SKW + ZLY = I, ve KX + LZ = 0 olmasidir. Ote yandan R(A® ) € R(A) bagintist
denk olarak P,A® = A® seklinde de ifade edilebildiginden, Tanim 2.18 de verilen (ii)
kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart Y = 0, Z = 0 olmasidir. Dolayisiyla,
LKW =I., KX =0 elde edilir. Bu kosullardan ilki, K matrisinin nonsinguler

oldugunu ikincisi ise X = 0 oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Lemma 2.2 den agikga goriilityor ki, her A kare matrisi ¢ekirdek inverse sahip
degildir ve A® nin varhig: icin gerek ve yeter kosul (2.21) gésterimindeki K matrisinin
nonsingliler olmasidir. Daha 6nce belirtildigi gibi r(K) = r kosulu A matrisinin
indeksinin bir olmasina ve dolayisiyla A nin bir ¢ekirdek matris olmasina esdegerdir.
Bu g6zlem aslinda A® ile ilgili olarak ‘Cekirdek invers’ teriminin kullanimia ilham

kaynag1 olmustur.
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Ote yandan 7(42) = r(A) kosulu A* grup inversinin varlig1 icin gerek ve yeter
sart oldugundan A® Cekirdek inversinin grup invers ile ¢akisip ¢akismadigini

sorgulamak dogaldir. Genel olarak bu durum dogru degildir. SOyle ki,
_ (1 1
4= o
idempotent matrisi icin A* = A olmasina ragmen

- )

ve buradan da

-G

oldugu goriilebilir. Ayrica, (2.24) ve (2.26) karsilastirildiginda A® = A* durumunun
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L = 0 olmasi yani, A nin bir EP matris olmasi oldugu
sonucuna gotiriir. Asagida verilen ii¢ teorem, bir A matrisinin A® ¢ekirdek inversinin

cesitli karakterizasyonlarini ortaya koymaktadir.

Teorem 2.21 A € C5M ve m € N olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler gerceklenir
(Baksalary and Trenkler, 2010):

(i) A® = A%p,,

(i) A® e CEP,

(i) (A®)*t = AP,,

(iv) (A®)® = 4P,

(v) A® e A{1,2},

(vi) (A®)24 = A*,

(vii) (A®)"=(4™®,

(viii) A®A = A%*A .
Ispat. (i) sikk1, (2.24), (2.26) ve (2.27) iadelerinin dogrudan bir sonucudur. (2.26) dan

(48 = U (Z(f g) U (2.29)

ve dolayisiyla A®(A®)* = (4®)T4® = P, elde edilir ki bu da teoremin (ii) sikkidr.
Bir sonraki kosul da (2.21), (2.22) ve (2.29) esitliklerinden elde edildigi gibi dogrudan
dogruya kurulur. Ote yandan teoremin (i) sikkindan (A®)® = (4%)*P,6 oldugu
goriiliir, burada kolaylikla dogrulanabilecegi gibi (A®)* (2.29) da verilen (4%)™" ile

aynidir ve dolayisiyla P,e = P, ile aym bigimdedir. BOylelikle (iv) kosulunun
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gecerliligi dogrudan goriiliir. (v) sikkinim ispati teoremin (i) sartinin AA®A = AA*P,A
ve A®AA® = A*P,AA*P, olmasmi gerektirdigi gercegine dayanir. Bu esitliklerin
birincisinden AA®A = AA* A = A oldugu ve ikincisinden APAA® = A*AA*P, = A®
oldugu elde edilir. Ayrica (vi) kosulunu saglamak igin (2.21) ve (2.27) ifadelerinin
kullanimiyla yapilan basit hesaplamalardan sonra

4®)24 = U ((ZK)-l (ZK)‘ZZL) U

0 0

elde edilir ki sag taraftaki matrisin (2.24) te verilen A* matrisinin baska bir formunun
olmasina yol agtigi gozlemlenir. Son iki kosulun ispatlar1 ise teoremin (i) sikkina
dayanmaktadir. (viii) kosulunun gegerliligi kolayca goriiliirken (vii) kosulunun ispati
daha iceriklidir. Oncelikle Teorem 2.1 in (i) sikkindan (A®)™ = (4*P,)™ elde edilir.
Bundan dolay1 (2.24) ve (2.27) esitlikleri kullanilarak

(A®)ym =y ((Z[(;))_m 8) U* (2.30)

oldugu goriiliir. Ote yandan, (A™)* = (A")™ esitliginin belirlenen 6zelligi goze
alindiginda (4A™)® = (4%)™P,m denklemi elde edilir. Bununla beraber A matrisinin
indeksi bir oldugundan, P4m = P, yazlabilir. Bunun sonucu olarak (A™)® =
(A")™P, yazilabilir. Buradan da (A™)® nin (2.30) daki matris ile ayn1 forma sahip

oldugu gosterilmis olur ve boylece de ispat tamamlanir.

Teorem 2.21 in (iii) sikkindan A® = (424%)* elde edilir ki bu da (i) sikkinda
verilen Cekirdek invers igin alternatif bir formiildiir. Ayrica, Teorem 2.21 ile ilgili
gozlemler asagida verilmistir. Bunlardan ilki, EP sizlik ozelligi Lemma 2.1 de
meydana gelen yegane 6zelliktir ki bu A® nin da sahip olup olmadigina bakilmaksizin
A ni sahip oldugu tek 6zelligin EP-sizlik 6zelligidir. Ornegin, A® matrisinin r-potent,
yani (A®)" = A® r > 2 olmas: igin gerek ve yeter sart A matrisinin r-potent
olmasidir. Ozellik olarak eger A® bir izdiisiim ise, bu takdirde bir ortogonal izdiisiim

olacaktir.

Tanim 2.15 in AA® matrisinin R(A) iizerindeki ortogonal izdiisiim olmasini
istemesine ragmen, Teorem 2.21 in (viii) sikkindan, A®A nin aym zamanda
idempotent oldugu ancak Hermityen olmasinin gerekmedigi de dikkate degerdir.
Aslinda A®A, AA* = A% A ile cakisan R(A) iizerine bir egik izdiisiimdiir.
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Asagidaki teorem, A® matrisinin A matrisinin cesitli doniisiimlerine esit

olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 ortaya koyar.

Teorem 2.22 A € C5M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler gergeklenir (Baksalary
and Trenkler., 2010):

(i) A®°=0s4=0,

(i) A® =P, o Aech |

(iii) A® =AY = A e CEP,

(iv) A® =A% = A e CEP,

(v) A®=44¢€C™nCEP,

(vi) A® =4" o Aechy, nCEP.
Ispat: (i) sikkinin gereklilik kismin1 olusturmak igin, Teorem 2.21 in (i) sikkindan
A® =0 = AP, = 0 yazilabilecegine dikkat edelim. Sag taraftaki ifadeyi A ile
sagdan ve soldan carparak A = 0 oldugu goriiliir. (i) sikkinin yeterlilik kismi ise
Tanim 2.18 (ii) kosulunun dogrudan bir sonucudur. Ote yandan (2.26) ve (2.27)
ifadeleri ve Lemma 2.1 in (ii) sikkinin birlestirilmesiyle (ii) elde edilir. (2.23) ve (2.26)
ifadeleri kullanilarak, A® = A% olmasi icin gerek ve yeter sartin L = 0 ve (2K)™! =
K*271 oldugu gosterilebilir. Bununla birlikte, (2.22) esitliginin 15181 altinda, L = 0
= K* = K~ oldugu ve dolayisiyla bu iliskilerin ikincisinin her zaman saglandig
goriiliir. Benzer sekilde (iv) ifadesinin sol tarafindaki kosulun saglanmasi i¢in gerek
ve yetersart L =0 ve (ZK)™! = K127 olmasidir ki bu da yalmzca birinci kosula

indirgenebilen bagla¢ olmast durumunda gecerlidir.

(2.21) ve (2.26) ifadelerinin kullanimiyla yapilan dogrudan hesaplamalar,
A® = A olmasiigin gerek ve yetersart L = 0 ve (ZK)™! = K iken A® = A* olmasi
icin gerek ve yeter sart L = 0 ve (2K)™! = K*X oldugunu gosterir. Hem X ve hem
de K matrislerinin nonsingiiler oldugu gercegini kullanarak, birinci durumda L = 0 n
(ZK)? =1, ile ve ikinci durumda ise % = I, ile birlestirilecegi sonucuna varilir.
Buradan, teoremin (v) ve (vi) siklarindaki ifadeler Lemma 2.1 den kolaylikla elde

edilebilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.22 nin (v) sikkindan A® = A olmasinin A nin 6z degerlerinin {-1, 0,
1} kumesine ait oldugunu bu ise herhangi bir tripotent matrisin 6zdegerlerinin kisith

oldugunu gosterir. Bu durumla ilgili bir bagka gézlem ise bir matrisin tripotent olmasi
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icin gerek ve yeter sart iki ayrik idempotent matrisin farki olarak ifade edilebilmesidir.
Sonug olarak soylenebilir ki A® = A olmas1 icin gerek ve yeter sart A € CEP olmasi
ve A = P; — P, olacak sekilde sekilde P;P, = 0 = P,P; sartlarin1 saglayan P;, P, €

CP matrislerinin mevcut olmasidir.

A® yiigeren A € CEP matrisinin iki karakterizasyonu Teorem 2.22 de verildigi
gibidir. Diger sonuglar asagidaki teoremde belirlenmistir.

Teorem 2.23 A € CSM matrisi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine
esdegerdir (Baksalary and Trenkler., 2010):

(i) Aecy,

(i) (A®)® =4,

(iii) A®A = AA®,

(iv) (AH® =4,

v) (A% =@aNH®.
Ispat: Ispat icin (ii)~(v) kosullarinin her birinin L = 0 ifadesine esdeger oldugunu
gostermek yeterlidir. Teorem 2.21 in (iv) sikki goz oniine alindiginda, teoremin (ii)
kosulunun AP, = A olarak ifade edilebildigi goriiliir. Bu nedenle (A®)® =4 & L =
0 denkligi aciktir. Acik¢a dogrulanabilecegi gibi, (1) (iii) kismin1 ispatlamak igin,
A®A = AA® & (ZK)71IL = 0 olduguna dikkat edilmelidir. Bu durumda Teorem 2.1
in (i) sikkinin yeniden kullamlmasiyla (AT)® = (4*)#P,+ oldugu gosterilebilir. Ote

yandan dogrudan hesaplamayla

(K1 0
(A+)#:U< * *(—1) *\—1 )U*
L*"(K*)™"2(K™") 0
ve
_ L (K'K KLY ..
PA+—U(L*K L*L)U

oldugu gosterilebilir. Buradan da

(2.31)

(A+)@:U< K 3L )U*

L'(K*)™1ZK L*(K*)"':iL
elde edilir. Diger taraftan (2.21) ve (2.31) ifadelerinin karsilastirilmasi1 bizi
L*(K*)"'K = 0ve L*(K*)"'ZL olmas! igin gerek ve yeter sartin (A*)® =4
oldugu sonucuna gétiiriir. £ ve K matrislerinin nonsingiilerligi dikkate alindiginda bu

kosullardan ilkinin L = 0 a denk oldugu goriiliir. Boylece teoremin (i) (iv) denkligi
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ispatlanmis olur. Aslinda (2.22) ve (2.31) den direkt olarak goriilmektedir ki, (A®)® =
A & L = 0 denkliginin gegerliligi ispat1 tamamlayan bir gercektir.
Teorem 2.23 e yapilan bir yorum da sudur ki, (2.23), (2.24) ve (2.26) esitliklerinden
A€ CEP = A% = A% & A® = A* oldugunun elde edilmesidir. Bu denkliklere A €
CEP < A* = A* bilinen sonucunun bir karsilig1 olarak bakilabilir.

Asagidaki teorem, iki ortogonal izdiisiimiin ¢arpiminin Cekirdek inversi igin

bir formul ortaya koymaktadir.

Teorem 2.24 A, B € C4P matrisleri verilmis olsun. Bu duruma (AB)® = (ABA)* dir
(Baksalary and Trenkler., 2010).

Ispat: A ve B sirasiyla (2.21) ve (2.28) genel sekillerinde verilmis olsun. Bu takdirde
A, B € C9%oldugundan

’5 8) U* veB=U ()V(V )Z() U 2.32)

ifadeleri yazilabilir. Burada (2.32) nin sol taraftaki ifade Lemma 2.1" in (iii) sikkindan

a=u(

elde edilir ve (2.32) nin sag tarafindaki W ve Z matrisleri Hermityen matrisler, yani
W* =W ve Z* = Z dir. Ote yandan B? = B oldugundan

W =W?2+ Xx* (2.33)
elde edilir. Ayrica (2.33) deki esitlik (W, X) bir siitun pargalanmis matris olmak tzere
rk(W) =rk(WW* + XX*) = rk(W, X)
esitligini temsil eder. Bunun sonucu olarak

R(X) € R(W) (2.34)

icermesi yazilabilir. (2.32) ifadelerinin bir sonucu olarak

AB=U (V(')/ )é) U (2.35)

esitligi yazilabilir. Bu durumda (2.35) ifadesi sondan A matrisi ile ¢arpildiginda

(ABA)* = U (V'g+ 8) U

sonucuna elde edilir. Ote yandan, (2.33) ve (2.34) ifadelerinin 15181 altinda

Py, 0

AB)* =U
(45) (X*W+ 0

YU ve (4B)* = U(M6+ (W+)2X) U

0
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yazilabilir, burada

Pyp = U(Pg’ 8)U*

dir. Ote yandan (AB)® = (AB)*P,p formiilii nedeniyle

(AB)® = U (V'g+ 8) A

esitligine ulasilir ki bunun sonucunda da ispat tamamlanmais olur.
Simdi Teorem 2.21 (i) ve (iii) deki A® nm iki gosterimi hakkinda daha ilging

sonuclar verilecektir.

Sonug 2.1 A € CSM matrisi (2.21) formuna sahip r rankl1 bir matris olsun. X ve Y, A

matrisinin iki genellestirilmis inversi olsun. O halde asagidaki kosullar esdegerdir
(Baksalary and Trenkler., 2010):

(i) A® = XAy,

(if) R(XA) € R(A),

(iii) X12 € Cr (n—r) » X22,Y22 € Cp_py (n—r) ve Yz € Ci_py,- OlMak lizere X ve Y
matrisleri sirasiyla

CEK)™t X,
0 X322

(ZK)_l - K_lLY21 _K_lLYZZ

X=U( >U* ve Y=U( o ) ) (2.36)

seklindedir.

Teorem 2.25 A € C4M matrisi (2.21) formuna sahip r rankli bir matris olsun. Z, A
matrisinin bir genellestirilmis inversi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir
(Baksalary and Trenkler., 2010):

(i) A% = (42",
(i) Z € A{1,3),

(ii)) Zy1 € Cinpyr V€ Z33 € Cin_y) (n—ry Olmak lzere Z matrisi

Z — U ((EK)_l - K_1L221 _K_lLZZZ) U*

2.37
Zoy Zyy (237)

olarak yazilabilir.

Ispat: (ii) ve (iii) nin denkligi Sonug 2.1 de zaten verildiginden burada (i) ve (iii) nin
denk oldugunu gosterelim. A® = (422)* kosulu

(A®)*" = (4%2),
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esitligine denk oldugundan A® matrisinin Moore-Penrose inversi

oo o Yo

olarak yazilabilir. Ote yandan Z matrisi A nin bir genellestirilmis inversi oldugundan,

(CK) ™ — K12y, 221> -

Z= U(
Z Zy2

seklindedir. Bu durumda A2Z garpimu

7= (EK EL) (EK EL) ((21{)—1 — K17, 221> -

o 0/\o o Zo1 Zys

_ (3K SK(EKZyy + ELZp\ 11
—U(O : )U

olarak yazilabilir ve boylece A® = (422)* esitligi

(Eé( 8) _ (25( 21((21(2102 + ZLZZZ)

esitligine denktir. Ote yandan bu esitligin saglanabilmesi icin gerek ve yeter kosul
Z1, = —(ZK)"Y(ZLZ,,) = — K 'LZ,, olmasidir. Boylece (i) ve (iii) niin denkligi

ispatlanmis olur ve ispat tamamlanir.

Tanmm 2.16 A,B € C,CIM matrisleri verilmis olsun. Eger A®PA = A®B ve AA® =
BA® esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde A matrisi B matrisinden ¢ekirdek kismi
siralama bagmtisina gore daha kiigiiktiir denir ve A <® B ile gosterilir.
Lemma 2.3 4, B € C5M ve A matrisi (2.21) biciminde verilmis olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler birbirine denktir (Baksalary and Trenkler., 2010):

(i) A<® Bdir.

(ii) Z € C5¥, olmak izere B = U (

(iii) ATA = A*B ve A?> = BA dir.

XK XL
0 Z

) U dir.
Sonug 2.2 4, B € C5M olsun ve A <® B oldugunu varsayalim. Bu takdirde asagidaki
esitlikler saglanir (Baksalary and Trenkler., 2010):

(i) BA®B = A4,

(i) BPAB® = 49,

(iii) BPBA® = A®BB® = 4®
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Sonug 2.3 A € C5M matrisi r rankli bir matris olsun. Bu takdirde

(i) B € CM olmas igin igin gerek ve yeter kosul BA®B = A olmasidir, burada Z €
CM. ve T € C,, ve T? =1, olmak Uzere

TZK TZL) U*

P (2.38)

B=U(
dir.
(i) B € C5M olmast igin gerek ve yeter kosul burada Z € €M, , Ve C,_,., T € C"

ve T? = I, olmak tizere BPAB® = A® olmasidir, burada

[} _7®
B:U(TEK TE[LZ® Z +V(l,_y —Z Z]) (2.39)

0 Z
dir.

(ili) B € CSM olmasi icin gerek ve yeter kosul R(A) € R(B) olmak (zere
B®BA® = A®BB® = A® olmasidir (Baksalary and Trenkler., 2010).

Sonug 2.4 A, B € CM olsun. Bu takdirde asagidaki ifadelerler esdegerdir (Baksalary
and Trenkler., 2010):

(@) A®BA® = A® yani A®, B matrisinin bir dis inversidir.

(b) ATBA* = A®

Sonug 2.5 (i) A € CEM matrisi r rankl1 bir matris olsun. Bu takdirde B € C* matrisinin
A®PBA® = A® esitligini saglamast i¢in gerek ve yeter kosul B matrisinin B, €

Cr(n-r)» B21 € Con—y)r V€ Byy € Ciympy (n—r) Keyfi matrisler olmak tzere

K B
B = U( 12) U* 2.40
Byi By (2.40)

formunda olmasidir.

(ii) 7(A) = r olmak lizere B € C* ve A € C5M matrislerinin ATBA* = A® esitligini

saglamas1 i¢in gerek ve yeter sart A nin ranj-Hermityen ve B matrisinin B;, €

Cr (n-r)» B21 € Cner)r V€ By € Cin_py m—r) Matrisleri keyfi matrisler olmak tizere
XK B

B = U( 12) U* 2.41

By By (24D)

formunda olmasidir.
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3. MATRISLERDE CEKIRDEK-EP INVERS GOSTERIMLERI
3.1 Bir Matrisin Cekirdek-EP Inversi
Bir onceki kisimda ifade edildigi gibi A € C* matrisi icin P, = AA* olmak (izere

AX =P, ve R(X) S R(A)
kosullarini saglayan bir X matrisine A € C}; matrisinin bir ¢ekirdek inversi ad1 verilir.
Ayrica A € CI' matrisi i¢in eger R(A) = R(A™) esitligi saglaniyorsa bu takdirde A
matrisine bir EP- matris ad1 verilir ve bu kosulu saglayan tim matrislerin kiimesi CE?
ile gosterilir. Burada R(A*) = C(A) yani A matrisinin satir uzay1 oldugunu belirtelim.

C" kiimesi iizerinde tanmimli ve indeksi 1 olan matrislerin kiimesi C¥ ile gosterilir,

yani
CiM = {A € Ct:r(4%) =1(4)}
dir. Bu durumda eger A € C5M ise A matrisine cekirdek matris ya da grup matris adi

verilir. Ayrica A € C5M olmak sartiyla her A matrisinin gekirdek inversinin mevcut ve

tek oldugunu soyleyebiliriz.

Bu kisimda cekirdek inversin bir genellestirmesi olan bir baska genellestirilmis
invers kavrami ele alinacaktir. Bununla ilgili olarak dncelikle belirtelim ki bu kisimda
ele alinacak matrisler A € C! ve ind(A) = k olacak sekilde matrislerdir. asagidaki

tanim verilebilir.

Tanim 3.1 A € C} matrisi ind(A) = k 06zelligini saglasin. Bu takdirde GAG = G

olmak Uzere

RX) = Cc(X) = R(AH (3.1a)
sartin1 saglayan bir G matrisine A € C; matrisinin bir ¢ekirdek-EP inversi denir ve
X = A® ile gosterilir. Bu durumda eger C(X) = R(X*) esitligi dikkate alinirsa (3.1a)
ifadesinin

RX) = RX*) = R(AH (3.1b)
olarak da yazilabilecegi goruldr.

Eger (3.1a) ifadesinde R(4¥) ile C(4%) = R((A*)¥) yer degistirirse bir kare

matrisin yildiz-gekirdek-EP invers tanim1 verilebilir.
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Tanmm 3.2 A € Ci; matrisi ind(A) = k 06zelligini saglasin. Bu takdirde XAX = X
olmak tizere
RX) = Cc(X") = b (3.2)
kosulunu saglayan bir X matrisine A € C}} matrisinin bir y1ldiz-¢ekirdek-EP inversi ad1
verilir.
Simdi asagidaki Lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.1 A € C; matrisi ind(A) = k oOzelligini saglasin. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir:

(i) X matrisi A matrisinin bir cekirdek-EP inversidir.
(i) XAX =X, (AX)* = AX, XA = A, R(X) € R(AY) dir, burada t bir pozitif
tam sayisidir.
Ispat. (i) = (ii): (i) den X matrisi bir dis invers olup
RX) = C(X*) = R(AH (3.2)

oldugu goriiliir. Ote yandan XA matris ¢arpim1 R(X) = R(A¥) (izerinde bir egik
izdiisiim oldugundan XA**! = XAA* = A¥ yazilabilir. Dolayisiyla k = t alinabilir.
Benzer sekilde X matrisi A matrisinin bir dig inversi oldugundan AX bir idempotent
matris olup C(AX) = C(X) = R(4¥) dir. Boylece (3.2) den R(AX) = R(AFH) =
R(A*) oldugu goriiliir. Bu nedenle AX bir EP matris olacaktir. Dolayisiyla idempotent
ve EP oldugundan (AX)* = AX yazilabilir, bu ise (i) = (ii) ispatin1 tamamlar.

(ii)=(i): X matrisi (ii) de verilen sartlar1 saglasm. Bu durumda XA'*! = At
oldugundan r(XA'*1) = r(AY) ve R(AY) S R(X) yazilabilir. Aksine olarak t > k
ve R(AY) = R(A¥) alalim. Bu durumda R(X) € R(A?) ifadesi

R(X) = R(4") (3.3)

esitligini saglar. Ote yandan XAX = X ve (AX)* = AX oldugundan AX matrisi
C(X) = C(AX) = R(AX) olacak sekilde bir egik izdlisiimdiir. Bu durumda (3.3) den

C(X) = c(AX) = R(AX) =RUAH (3.4)

oldugu goriiliir. Bu nedenle X bir EP matrisi olup Gnin satir ve siitun uzaylar1 R(4%)

olarak aynidir. Boylece (ii)=(i) oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.
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Cekirdek-EP inversin mevcut olup olmadigr ile ilgili soruya asagidaki Lemma

kullanilarak cevap verilebilir.

Lemma 3.2 F keyfi bir skaler cisim olmak lizere A, P, Q matrisleri IF cismi izerinden

uygun boyutta matrisler olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler gerceklenir:
(i) Oyle bir 0 € {A=} matrisi mevcuttur ki
R(0) € R(Q),c(0) cc(P) ver(0) =r(PAQ) (3.5)
dir.

(if) (i) deki tiim dis inverslerin sinifi

{0 € {47} : R(0) € R(Q), €(0) c C(P)} = {Q(PAQ)"P} (3.6)
ile verilir.

(i) (i) deki tiim dis inverslerin sinifi

{0 € {47} : R(0) € R(Q),C(0) c C(P)}
= {Q:(P1AQ)7P; : R(Q1) € R(Q),C(Py) c C(P)} (3.7)
ile verilir.

(iv) Eger PAQ sifir degilse bu takdirde R(0) = R(Q) ve C(0) = C(P) olacak
sekilde bir O dis inversinin tek tiirlii olarak mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter
sartver(P) = r(Q) = r(PAQ) olmasidir. Bu durumda O dis inversi PAQ nun
keyfi secilmis (PAQ), yansimali g-inversi ve (PAQ)~ g-inversi icin

0 = Q(PAQ)7P = Q(PAQ)™P (38)
ile verilir.
Teorem 3.1 ind(A) = k olmak Gizere A € C}} kare matrisi verilmis olsun. Bu takdirde

Cekirdek-EP inversin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart r(A*kAk+1) = r(4%)

olmasidir. Ayrica mevcut olmasi durumunda ¢ekirdek-EP invers tektir ve
A® = AR ((A)kAT) = (A" (3.9)
ile verilir.

Ispat. Mevcut oldugunda A nin gekirdek-EP inversinin, satir ve siitun uzaylari ayn ve

RAF) ye esit olmak iizere, A nin bir dis inversi oldugunu hatirlatalim. Bu durumda
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C(A*™) = R(A¥) oldugu dikkate alinarak Lemma 3.2 (iv) den P = A** ve Q = A¥

alinarak teorem kolayca elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.1 i agiklamak i¢in asagidaki 6rnegi gbz Oniine alalim.

Ornek 3.1 R kiimesi iizerinde taniml1
1 1 -1
A=|1 0 2
2 1 1
matrisini gz oniine alalim. Burada r(A) = 2 oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda
0 0 O 0 0 O
A2=|5 3 1|veA®=[10 6 2
5 3 1 10 6 2

olup 7(4%) = r(43%) = 1 ve dolayisiyla ind(A) = 2 elde edilir. Ayrica r(A*2A3) =

7(A?) = 1 olup Teorem 3.1 in sartlari saglanir. Buradan

_ /17100 0 0
(472A%) =< 0 0 0)
0 00

oldugu ve (3.9) da verilen formiil kullanilarak A matrisinin ¢ekirdek-EP inversinin

0 0 0

A® = (0 1/4 1/4)

0 1/4 1/4
seklinde oldugu goriiliir.
Hatirlatma 3.1 Skaler cisim yerine reel sayilar ya da kompleks sayilar cismi
alindiginda ind(A) = k olan herhangi bir A matrisi igin r(A** A%+1) = r(4¥) esitligi
(A7 A*) = r(A*) esitligi olarak almabilir. Dolayistyla reel sayilar ya da kompleks
sayilar cismi iizerindeki bir kare matris i¢in tipki Drazin invers de oldugu gibi A®

cekirdek-EP invers de daima mevcut ve tektir.

Ayrica eger A bir EP matris ve G = A® mevcut ise bu takdirde hem AG ve
hem de GA aymi satir ve siitun uzaylarina sahip idempotent matrisle olacaktir. Bu
nedenle GA = AG olup (3.1) sart1 saglanir. Dolayisiyla bu durumda ¢ekirdek-EP
invers Drazin invers ile ayni olacaktir. Ote yandan indeksi 1 olan her kare matrisin bir

grup inverse sahip oldugu bilinmektedir.
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Hatirlatma 3.2 Eger A matrisi 1 indeksli ve G = A® ise bu takdirde GA? = A olup
G matrisi bir ¢ekirdek matris ile bir nilpotent matrisin toplami olarak G = N + M
olarak yazilabilir burada N bir ¢ekirdek matris ve M bir nilpotent matris olup MN =
NM = 0 dir. Bu ise AG ve GA matrislerinin idempotent matrisler olup r(G) = r(A4)

esitliginin saglandigini gosterir. Bu nedenle G matrisi AGA = A sartin1 da saglar.
3.2 Cekirdek-EP Inversin Ayrisinm

Kisim 2.3 de ifade edildigi gibi ranki r olan her A € C}; matrisi U € C}; uniter

matris olmak Uzere,

o (ZK ZLY .
a=u(%y O)U (3.10)
biciminde yazilabilir, burada £ = kos{o L, ....... o¢l,,} matrisi A matrisinin singtler

degerlerinden olusan kdsegen matris, 64 >0, > >0, >0, ry+1rp + -+ =71

olmak uzere K € C,, ve L € C,,,_, matrisleri
KK* +LL =1,

esitligini saglar. Bu durumda Baksalary and Trenkler (2010) A € C} matrisinin
cekirdek inversinin

oeo( Y

seklinde oldugunu gostermislerdir.

Bu kisimda cekirdek-EP ayrisimi adi verilen yeni bir ayrisim vererek bunun
bazi 6zellikleri ortaya konulacaktir. Bu amagla A € C); matrisi igin ind(A) = k olsun.
Bu takdirde A € C* matrisi A; € C5™, 4, =0 ve A;A, = A,A; = 0 olmak lizere
A = A; + A, seklinde ayrisabilir. Bu ayrisim literatiirde ¢ekirdek-nilpotent ayrisimi
olarak adlandirilir (bkz. Wang, 2016). Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2 (Cekirdek-EP Ayrisimi) A € C): matrisi verilsin ve ind(A4) = k olsun.
Bu takdirde

(i) A, € €3V,
(ii) A% = 0,

(iiii) 424, = A, A4, = 0,
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olmak Uzere A € C}} matrisi A; ve A, matrislerinin toplami seklinde A = A; + A,
formunda yazilabilir. Burada A; ve A, matrislerinden biri veya her ikisi de sifir matrisi
olabilir (Wang, 2016).

Ispat. A € C? olsun. Bu durumda Schur ayrisimina gére U*AU bir iist icgensel matris
olacak sekilde bir U € C7 Uniter matrisi mevcuttur. Gergekten Ust t¢gensel matrisin
esas kosegen elemanlart A matrisinin 6zdegerleri olup ilk 6zdegerin sifirdan farkl
oldugu kabul edilebilir. Bu nedenle T; Ust ticgensel ve nonsingtler, T; Ust Giggensel ve

esas kosegeni sifir olmak lizere A matrisi

_ Tl TZ *
A= ”(0 Tg)U

seklinde yazilabilir. Bu durumda A; ve A, matrisleri

T, Ty\,. 0 0\, .
A1=U(01 OZ)U ve A2=U(O T3)U

olarak alinirsa istenilen sartlar saglanir.
Teorem 3.3 A € C} matrisinin ¢ekirdek-EP ayrisimi Teorem 3.2 deki gibi verilmis

olsun. Bu takdirde T nonsinguler, N nilpotent olmak Gzere

a=v(h 2Yurve a,=u() D) (3.11)

0 0 0 N
olacak sekilde bir U € Cj: Uniter matrisi mevcuttur (Wang, 2016).

Bu durumda (3.11) ifadesi ve A = A; + A, esitliginden

k ~
0 0

S=Yk, Tis Nk
kA = U (Ir(Ak) 0) U
0 0
oldugu goriiliir. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 3.4 € C matrisi igin ind(A) = k ve A matrisinin cekirdek-EP ayrisimi

Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde
Ay = AR(ATA ve A, = A— AR(A4H)TA (3.12)

olacaktir (Wang, 2016).
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Teorem 3.5 Verilen bir matrisin ¢ekirdek-EP ayrigimu tektir.

Ispat. A; cekirdek tersinir bir matris ve A, nilpotent bir matris olmak iizere A = 4; +
A, ifadesi A € C; matrisinin gekirdek-EP ayrisimi olsun. Ayrica A; ve A, matrisleri
(3.12) deki gibi olsun. Gizere A = B; + B, A matrisinin bagka bir ¢ekirdek-EP ayrigim1
olsun. Bu takdirde A = ¥/ B! B¥~! yazlabilir. B;B, = 0 ve B¥ = 0 kullamlarak
(A¥)*B, = 0 oldugu elde edilir. Buradan da (A*¥)*B, = 0 yazilabilir. Benzer sekilde
B,B; =0 ve B; € C5¥ oldugu kullamlarak A¥B;(B¥)* = B; oldugu goriilebilir.
Boylece A*(A¥)*B; = A*(AF)*A¥B,(Bf)* = A¥B,(BX)* = B, ve dolayisiyla
B, — A, = B; — AK(A")*4

= B1 - Ak(Ak)+B1 - Ak(Ak)+B2

=0
oldugu goriiliir. Yani B; = A, dir. Bu nedenle A nin ¢ekirdek-EP ayrigimi tektir.
Teorem 3.6 A € C matrisi igin ind(A) = k ve A matrisinin ¢ekirdek-EP ayrigimi

Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde A® = A® dir. Ayrica eger A, matrisi

(3.11) deki ayrigima sahip ise

A© =y (T(;l 8) U (3.13)

olacaktir(Wang, 2016).

Ispat. A; matrisi (3.11) deki ayrisima sahip olsun. Bu takdirde

A® =y (T(;l g) U*

olacaktir. Simdi T keyfi bir matris olmak iizere

A
Ak:U(T T)U*
0 0

yazalim. Bu durumda kolayca gdsterilebilir ki R(4,%) € R(A4*) olup

A~

-1 k+1 T k
aart=u(’y ) (To T0T> v=v (T(') g) ot =45

tut =0 DG DO Yr=vly Y=
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A9y = (v (g If,) (Tgl g) U*)* = (v ((’) 8) U*)* = AA®

esitlikleri elde edilir. Bu durumda teorem 3.3 uygulanirsa
A® = AiB oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1 A € C} matrisi icin ind(A) = k ve A matrisinin cekirdek-EP ayrisimi

Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde
A@ — Ak(Ak+1)® ,
AA® = AK(AF)® = Ak (ARt (3.14)
esitlikleri saglanir(Wang, 2016).

Teorem 3.6 dan kolayca gosterilebilir ki

AA® = U(I“T) O) U
0 0

dir. Bunun sonucu olarak A matrisinin A® cekirdek-EP inversi kullanilarak A € C?

matrisinin ¢ekirdek-EP ayrisiminin bir karakterizasyonu verilebilir.

Teorem 3.7 A € C matrisi i¢in ind(A) = k ve A matrisinin c¢ekirdek-EP ayrigimi

Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde
A, = AAPA ve A, = A— AA®A

dir(Wang, 2016).

3.3 Cekirdek-EP Inversle Tlgili Baz1 Yeni Revizyonlar

Bu kisimda kare matrislerin gekirdek-EP inverslerinin bazi 6zelliklerinin
verecegiz. Bununla ilgili olarak oncelikle

(AX)* = AX, XA = Ak ve R(X) = R(X*) = RAD)

sartlarini kullanarak ¢ekirdek-EP invers i¢in bazi gerek ve yeter sartlar verecegiz. Daha
sonra ¢ekirdek-EP inversin bazi dzelliklerini ve yeni gdsterimlerini siralayacagiz. Ik
olarak Lemma 3.1 den XAX = X sartin1 ¢ikarmakla ise baslayalim. Bu durumda

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.8 A € C} matrisi icin ind(A) = k olsun. Bu takdirde X in A matrisinin
bir gekirdek-EP inversi olmasi i¢in gerek ve yeter sart (AX)* = AX, XA**1 = A* ve
R(X) € R(A¥) sartlarin1 saglamasidir (Zou ve Cheng, 2019).

Ispat. XA*+1 = A% ve R(X) € R(4¥) oldugunu varsayalim. Bu takdirde bir T € C

matrisi icin X = A*T yazilabilir. Bu nedenle
XAX = XAMT = A*T = X
elde edilir. Boylece Lemma 3.1 e gore ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.8 e gbre X matrisi A matrisinin bir ¢ekirdek-EP inversi olmak tzere
(AX)* = AX ve XAK*1 = A¥ olacak sekilde X matrisi bulunabilir. Bu asagidaki
teoremde (AX)* = AX ve XAkt = A¥ ile cekirdek-EP icin baz1 gerek ve yeter sartlar
gelistirilebilir. Teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemmay1 verebiliriz.
T S
0 N
matrisinin gekirdek-EP ayrisimi olsun. Eger XA**1 = A¥ ise bu takdirde X, ve X,

T-1 X,
0o X,

Lemma 3.2 A € C} matrisi icin ind(A) =k olsun. A = U( )U* ifadesi A

matrisleri keyfi olmak Uzere X matrisi X = U( ) U* olarak yazilabilir.

T S

Ispat. A = U(O N

) U* olsun. Bu takdirde A* matrisi T keyfi bir matris olmak iizere

X1 X

Ak =U (Tk §) U* seklinde yazilabilir. X = U(
0 ' X3 X4

0
Eger XA**1 = AF ise bu durumda

<X1 Xz)(rk+1 T§) (Tk s) X T X,TS (Tk s)
= - ~ 1 =
X3 X4\ 0 0 0 0 X; Tk X, TS 0 0

olacagindan

) U* oldugunu varsayalim.

X, T =Tk X, TS =8, X;TF*" 1 =0ve X,TS=0

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden X; = T~ ve X5 = 0 oldugu goriiliir. Bu nedenle

X matrisinin

— T_l XZ) *
X—U( o x)V

olarak yazilabildigi goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.9 4, X € C olmak Uizere ind(A) = k ve A matrisinin ¢ekirdek-EP ayrisimi
Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir (Zou ve
Cheng, 2019):

(i) X =A49,

(i)  (AX)* = AX , XAkt = A% ve r(4%) = r(X),

(i)  (AX)" = AX , XAt = Ak ve A, X? = X,

(iv)  (AX)* = AX , XA = Ak ve ASXSt1 = X, s > 0 bir tam say1,
(v)  (AX)" = AX , XA = Ak ve XA X =X.

Ispat: (i) =(ii), (i) =(iii), (i) =(iv) ve (i) =(v) durumlarinin ispat1 Teorem 3.6 dan
direkt olarak goriilmektedir. (iii) = (i) durumunu gésterelim. Eger XA**1 = A¥ ise bu
takdirde R(4*) € R(X) olur. Bu durumda 7(4%) = r(X) oldugundan R(4A*) =
R(X) elde edilir. Teorem 3.8 e gore X = A® oldugu goriiliir. (iii) = (i) durumunu

X, X, T S

gostermek igin X = U(X3 X, 0 N

) U* alalim. A matriside A = U ( ) U* formunda

olsun. Ayrica Teorem 3.3 de verildigi gibi

k G - i .
JU" ve 4k = U(% g) U*,§ =Yk lris Nk

T S

Al:U(o 0

T-1 X,

alinsi. Bu durumda Lemma 3.2yegére X = U ( 0 X
4

) U* yazlabilir. Ote yandan

A1X? = X oldugundan

T S\(T! X2)<T‘1 Xz)_(T-l Xz)
(0 o><0 x)\o x,J \o x,)° (3.15)
T-1 X2+TX2X4+SXZ) (T‘l Xz)

= 3.16
( 0 0 0 X, ( )

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla X, = 0 olacaktir. (AX)* = AX oldugundan X, =0
olacaktir ve bu nedenle X = A® oldugu goriiliir. Simdi (iv) = (i) durumunu alalim.

Tl X,

XAR*T = A% oldugundan X = U(
0 X,

) U* yazilabilir. Ote yandan ASXS*t1 =X

oldugundan § = YK I TISNk= ve M =¥ ITiX, X! olmak lizere
T S\(T! X2>S+1 3 (T-l X2>
(0 0)( o x,) “\o x,) (3.17)
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TS S )(T‘(S“) M ) _ (T—l X2>
(O s (o )= (o ¥ (3.18)
T-1 TSM + 5Xi+1> B (T—l X,

0 NSXSHL 0 X4> elde edilir. Bu nedenle

yazilabilir. Dolayisiyla (

NSX3*t1 = X, olacaktir. Eger s >k ise X, = 0 olacag1 kolayca goriilebilir. Ote

yandan eger s <k ise X, = NSX;*t1 = NZX3*t1 =... = N*¥X5*1 olacaktir. Bu
-1
durumda N* = 0 oldugundan X, = 0 bulunur. Boylece X = (TO ‘%) elde edilir.

(AX)* = AX oldugundan X, = 0 olacaktir. Sonug olarak X = A® oldugu elde edilir.

(V) = (i) durumu (iii) = (i) durumunun aynmisidir. Béylece ispat tamamlanmig olur.

Asagida verilen 6rnek Teorem 3.9(v) sikkinda XA, X = X yerine XAX = X

alinmasi durumunda X = A® esitligine ulasilamayacagini gosterir.

Ornek 3.2 A ve X matrisleini

1 0 0 1 0 0
A=<O 0 1) VeX=<O 0 0)
0 0 O 01 0

olaarak alalim. Bu durumda ind(A) = 2 oldugu agiktir. Ayrica (AX)* = AX ve
XA%3 =A% ve XAX =X oldugu kolayca gosterilebilir. Diger taraftan R(X) #
R(X*) = R(AX) oldugu gosterilebilir. Bu nedenle X # A® olacaktir.

Lemma 3.3 4, X € C}} olmak Uizere ind(A) = k ve A matrisinin ¢ekirdek-EP ayrigimi

T S

A=U(0 N

) U* seklinde verilmis olsun. Eger taraftan R(X) = R(X*) = R(4¥) ise

X, 0

bu takdirde X; tersinir olmak Uzere X = U ( 0 0

)U* olarak yazilabilir (Zou v

Cheng, 2019).

Ispat. Teorem 3.3 de verildigi gibi

k ¢ ~ . .
X1 X3

yazilabilir. X matrisi X =U (X3 X,

) U* olarak yazilabilsin. Bu durumda R(X) =
R(A¥) oldugundan X = A*Y olacak sekilde bir Y matrisi mevcuttur. Y matrisini X =
Y, Y.
U (Yl YZ) U* olarak pargalayalim. Bu takdirde X = AXY den
3 Iy
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X X * Tk S~ Yl YZ *
U(1 Z)U =U( )( )U, 3.19
X3 X4 0 o/\3 Y, ( )

(Xl Xz) _ (T"Yl +8Y, TkY, + 5Y4) (3.20)

X3 X4 0 0
oldugu goriiliir. Boylece X3 = 0 ve X, = 0 elde edilir. Benzer sekilde R(X*) = R(4%)

oldugundan X, = 0 elde edilir. Bdylece X matrisi X; tersinir olmak lzere X =

U ()61 8) U* olarak yazilabilir.

Teorem 3.9 ve lemma 3.2 kullanilarak asagidaki Teorem verilebilir.

Teorem 3.10 A, X € C} olmak Uzere ind(A) = k. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Zou ve Cheng, 2019):

(i) X =A9,

(i)  RX) = RX*) = RAF) ve XAk = AF,

(i) RX) = RX*) = RAF) ve 45X+ = X, s > 0 bir tam say1,
(iv) RX) =RX") =R veX4ecCh,

v) RX)=RX") =R vedX e,

(vi) R(X) = R(X*) = R(A¥) ve AXAF = AF,

Ispat: (i) =(ii), (i) =(iii), (i) =(iv), (i) =(v) ve (i) =(vi) durumlarmnmn ispati
Teorem 3.6 dan direkt olarak gortlmektedir. (ii) = (i), (iii) =(i) ve (vi) =(i) i¢in A

T S

matrisinin ¢ekirdek-EP ayrisimi A = U (0 N

) U™ seklinde verildigini varsayalim ve

X1 X

X matrisi X = U(X3 X,

) U* olarak yazilabilsin. Bu takdirde Lemma 3.2 ye gore

_ Y — R(ak . . _ (X1 0y
R(X) = RX™) = R(A*) olup buradan X; tersinir olmak Uzere X = U ( 0 0) U
saglanir. Bu takdirde diger sartlar1 uygulayarak direkt bir hesaplamayla X; = T~!
T-1 0

oldugu gorulebilir ve boylece X = U( 0 0

JUT =49 elde edilir. (iv) =(i)

oldugunu gosterelim. Lemma 3.2 ye gore X; tersinir olmak tizere X = U ()(()1 8) U*

saglanir. Ote yandan XA € CE oldugundan

(0 06 VG D6 W=( JG ») e
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(XlTXlT X1TX15) _ (XlT X15)

0 0 0 0 (3.22)

yazilabilir. Boylece X,;TX;T = X;T olup X; ve T matrisleri tersinir oldugundan

T-t 0
0 0
gorilur. (v) = (i) durumunun ispati (iv) = (i) durumunun ispati ile aymidir. Boylece

X,T =1 yani X; = T~ oldugu ve dolayisiyla X = U( )U* = A9 oldugu

ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.4 A,X € C} olmak lizere ind(A) = k olsun. X matrisinin A matrisinin bir
cekirdek-EP inversi olmasi igin gerek ve yeter sart AX = P, ve R(X) € R(A¥)
olmasidir (Zou ve Cheng, 2019).

Bu lemma dikkate alindiginda eger X matrisi A matrisinin bir ¢ekirdek-EP
inversi ise AX = P,k elde edilir. Bu nedenle asagida verilecek olan teorem AX = P 4k

alarak gekirdek-EP invers hakkinda bazi gerek ve yeter sartlar vermektedir.

Teorem 3.11 A, X € C} olmak Uzere ind(A) = k olsun ve A matrisinin ¢ekirdek-EP

ayristmi Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir

(Zou ve Cheng, 2019):

(i) X =A49,

(i) AX =Py ve AX>=X,

(iii) AX =Py ve A X% =X,

(iv) AX =P, ,X € CEPve XAX =X,

Ispat: (i) =(ii) ve (i) =(iii) durumlarmin ispati Teorem 3.6 dan direkt olarak
gorilmektedir. (i) =(iv) oldugunu gosterelim. Bu durumda Lemma 3.3 e gore AX =
P,k yazilabilir. Buradan gekirdek-EP invers tanimi1 dikkate alinirsa R(X) = R(X™) ve
X = XAX olacaktir. Ayrica R(X) = R(X*) oldugundan X € CEP oldugu goriiliir.
Simdi (ii) = (i) oldugunu gosterelim. Eger gore AX = P« ise bu takdirde AX? = X
oldugundan P X = X elde edilir. Ayrica R(X) € R(4¥) oldugundan Lemma 3.3 e
gore X = A® oldugu goriiliir.

Simdi de (ili) =(i) oldugunu godsterelim. Bunun i¢in A matrisinin A =

X1 X

U (T S) U* seklinde verildigini varsayallm ve X =U <X %
3 A4

0 N )U olarak
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T S

yazilabilsin. Bu takdirde A; matrisi A; = U ( 0 0

) U* olarak yazilabilir ve AF =

k C ~ . .
U (7;) g) U*,S=Yyk1ITis N*t dir. Buradan Lemma 3.3 e gore

P =AA® = U (g g) (T(;l 8) Ur=u ((’) 8) U (3.23)

yazilabilir. Ote yandan A;X? = X oldugundan

T S\[(Xi Xz) (XjL Xz) _ <X1 X2>

(0 0) (X3 XJ)\X; X)) \X; X, (3.24)
veya buna denk olarak

(TX12 + SX3 X, + TX, X3 + SXu X, TX, X, + SX3X, + TX, X, + SXZ) _ <X1 Xz)
0 0 X3 X,
ve buradan da

TX? + SX3X, + TX, X5 + SX,. X, = X4,
TX X, + SX3X, + TX, X, + SXZ = X,,
X;=0,
X, =0,

elde edilir. Bunun sonucunda X3 = 0 ve X, = 0 olup

X=U ()(()1 )82) U (3.25)

oldugu goriiliir. Ote yandan AX = P« olacagindan
T S\(X:1 Xo\_(I O
(O 0)(0 0)_(0 0)
olacaktir ve bu nedenle X; = T~! ve X, = 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak X = A®

bulunur. Son olarak (iv)=(i) oldugunu da gosterelim. Bu durumda AX = P«

oldugundan X = XAX olup X = XP ,« yazilabilir. Dolayisiyla

X1 Xo\(I 0\ _ (X1 X
(Xs X4> (0 0) B (X3 X4) (3.26)
X X; X
ve buradan da ( ! O) = ( ! 2) oldugu goriilebilir. Bu nedenle X, = X, = 0
X o)~ U, x,

olacaktir. Ote yandan X € CEF oldugundan X; = 0 elde edilir. Bu takdirde AX = P

oldugundan X = A® bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 3.2 A4, X € C olmak Uzere ind(A) = k olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Zou ve Cheng, 2019):

(i) X =A°,

(i) XAX =X, R(X) =RA*) veXP =X

(iii) XAk = 4K, RX) = RA*) ve XP e = X

(iv) XAkt = Ak ve R(X*) = R(4H),

(V) X =PuX=XPu veP,x=XAP,,

(Vi) X = PX = XP ve P,k = PiAX .
Ispat. (i) =(iv) durumunun ispati Teorem 3.6 dan direkt olarak goriilmektedir.
(’) 8) U* esitligi yazlabilir,
Dolayistyla ¢ekirdek-EP tanimi kullanilarak (i) = (ii), (i) =(iii), (i) =(Vv) ve (i) =(V)

Teorem 3.3 den r(I) = r(4¥) olmak uzere P, = U(

durumlarmin saglandig gosterilebilir. (ii) = (i) durumunun ispati i¢in A matrisini A =

v &
U (T S) U* formunda yazabiliriz. Benzer sekilde A* matrisi Ak = U <T S) U,

0 N 0 O
S =Yk ITiS N¥~t olarak yazilabilir. X matrisi A matrisinin parcalanisina uygun
N A AN L I N
olarak X =U <X3 X4> U* seklinde yazilabilsin. Ote yandan P, = U ( 0 0) U

oldugu bilinmektedir. Ayrica XP,x = X oldugundan

X1 Xo\(I O\, _ ., (X1 Xz) « <X1 0)_<X1 Xz)
U(X3 X4)(0 o)V _U<X3 )V =, o) =\ x,) @20

olup X, = 0 ve X, = 0 oldugu goriiliir. Teorem 3.10(ii) = (i) durumundan R(X) =
R(A¥) olacagindan X5 = 0 elde edilir. Dolayisiyla X matrisi X, tersinir olmak tizere

X, 0

X=U(0 0

) U* seklindedir. Boylece XAX = X icin basit bir hesaplamayla X; =
T-1 0

T~1 elde edilir. Sonug olarak X = U(
0 0O

) U* = A® oldugu gosterilmis olur.

(iii) = (i) in ispat1 (i) = (i) ispatiyla aynidir. (iv) = (i) i ispatlamak i¢in X matrisini

T-1 X,

Lemma 3.3 e gbre X = U( 0 X,

)U*olarak yazabiliriz. Bu takdirde R(X*) =

R(A*) olacagindan X, = 0 ve X, = 0 oldugu goriiliir. Tiim bunlar dikkate alinirsa

Tt 0

X=U(0 0

)U* = A9 elde edilmis olur. (v) =(i) durumunu ispatlamak igin
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I 0

PAk:U(O 0

) U” oldugundan X = XP , esitliginden X, = 0 ve X, = 0 elde edilir.

X, 0
0 0

0o v =0 0 Wb v =0 o= o) ©»
ve buradan da hesaplamayla X; = T~ elde edilir. Boylece X = U (T_l 0) U* =

0 O

A® elde edilmis olur. Ote yandan (vi) = (i) durumunu ispat1 ise (V) =>(i) durumun

Dolayisiyla X = U ( ) U* seklindedir. Ote yandan P ,x = XAP x oldugundan

ispatina benzerdir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yukarida verilenler dikkate alinirsa, su ana kadar XA*** = A¥ sart1 tizerinde
duruldu. Simdi A¥*1X = Akp & sartin1 dikkate alabiliriz. Lemma 3.4 ¢ gore X = A®
oldugundan A¥*1X = AP esitligi elde edilir. Dolayisiyla asagidaki sonug A¥*1X =

AkPp & sart1 kullanilarak ¢ekirdek-EP inversin bazi karakterizasyonlarini verecektir.

Sonu¢ 3.3 A, X € C}} olmak Uzere ind(A) = k olsun ve A matrisinin ¢ekirdek-EP

ayristmi Teorem 3.2 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir

(Zou ve Cheng, 2019):
(i) X =A9,
(i) AX = A¥P i« ve R(X) = R(4Y),
(iii) A**1X = A*P i ve P X =X,
(iv) A**1X = AKP . ve A, X? = X,
(v) AM1X =AFP veX?=X.

Ispat. (i)=(ii)-(v) durumlarinm ispati Teorem 3.6 ve lemma 3.3 den direkt olarak

T S

gorilmektedir. (ii)=(i) in ispat1 i¢in A matrisini A = U(O N) U* formunda

&
yazabiliriz. Bu takdirde 4, = U ([, ) U* olarak yazlabilir ve A* = U (T 5) U
00 0 0
S =Yk ITiS N*=t dir. X matrisi A matrisinin parcalanisina uygun olarak X =
X, X .
U (X; Xi) U* seklinde yazlabilsin. Ote yandan P, =U ((1) 8) U* oldugu
bilinmektedir. Ayrica A**1X = A*P i oldugundan
Th+1 TS‘) (X1 X2> . _ (Tk S) I 0y, .
U( o G x)u=u( 0(0 O)U (3.29)
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yani

(T’<+1X1 +TSX; T*YX, + T§X4) <X1 Xz) _ (T" 0)

0 0 X3 Xy 0 O
olup T**1X, + TSX; = T* ve T**1X, + TSX, = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda
R(X) = R(A¥) olacagindan X3 = X, = 0 olacaktir. Ayrica T**1X, =Tk ve
Tk*1X, = 0 oldugu goriilebilir. Ote yandan T matrisi tersinir oldugundan X; = T~!

T 0
0 O
(iii)=(i) nin ispati igin A¥*1X = A*P x oldugundan

ve X, = 0 olup Boylece X = U( )U* = A® elde edilmis olur. Ote yandan

Tk*1X, + TSX; = T*ve TK*1X,+TSX, =0

esitlikleri yazilabilir. Bu takdirde P,«X = X oldugundan

I 0\ (X1 X2\, _ ., (X1 X2\, X1 X\ _ (X, X,
U(O 0)(X3 X4)U _U(X3 X4)U =<X3 X4)_(0 0)

yazilabilir. Dolayisiyla X3 = X, = 0 oldugu goriiliir. Boylece (ii))=(i) den X = A®
oldugu gosterilmis olur. Simdi (iv)=>(i) durumunu ispatlayalim. (ii)=>(i) durumundan
TEH1X, + TSX; =T* ve  T**X, + TSX, = 0 esitlikleri yazilabilir. 4,X% = X

oldugu dikkate alinirsa

T S\(X1 Xo\(X1 Xo\,,.. .. (X1 X2\,
U(O O><X3 X4)<X3 X4)U _U(Xs X4)U (3.30)

yani

<TX12 + SX3 X, + TX, Xy + SXu X3 TX. X, + SX3 X, + TX, X, + sz) _ (Xl Xz)
0 0 X3 X,

oldugu ve dolayistyla X3 = X, = 0 oldugu gériiliir. Béylece (ii)=(i) den X = A®
oldugu gosterilmis olur. Simdi de (V)=>(ii) durumunu ispatlayalim. AX? = X oldugu
dikkate alinirsa X = AX? = AX3 = .- = AX**? oldugu goriiliir. Boylece R(X) €
R(A¥) elde edilir ki bu da P,xX = X olmasi demektir. Bu nedenle (ii) saglanir ve

bdylece de ispat tamamlanmais olur.
3.4 Cekirdek-EP Inverslerin Bazi Karakterizasyonlar

Moore-Penrose invers ve Drazin inverslerin hesaplanmasinda blok

parcalanmis matrislerin kullanilmasi bazen arastirmacilara kolayliklar saglamaktadir.
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Benzer durum gekirdek-EP inversler i¢in de s6z konusudur. Bu amagla ¢ekirdek-EP
inverslerle ilgili karakterizasyonlari vermede ele aliman matrisi blok parcalanmig
matris olarak g6z Oniine alacagiz. Prasad ve Raj (2018) uygun bir kenarlik matrisini
kullanarak cekirdek-EP inversleri tiiretmede kullanilan bir metot gelistirmislerdir.

Bunun i¢in 6nce bir tanim verelim.

Tamim 3.3 Bir K cismi iizerinde tanimli mxn tipinde bir matris verilsin ve k sayisi
0 < k < min{m, n} olsun. Bu takdirde T = (g ;) matrisi tersinir olacak sekilde
mx(m — k) tipinde bir P, (n — k)xn tipinde bir Q ve (n — k)x(m — k) tipinde bir R
matrisi bulunabilirse A matrisine k -tersinir kenarliga sahiptir denir. T matrisine de
A matrisinin k -tersinir kenarlik matrisi ad1 verilir (Prasad ve Raj, 2018).

TUm k -tersinir kenarlik matrislerinin kiimesini By, (A) ile gosterelim. r(4) =
rolsun. Eger r < k < min{m, n} ise (4, P) matrisi m den kii¢iik ranka sahip olacaktir
ki bu durumda yukarida tanimlanan T matrisi tersinir olamaz. Bdyle bir k igin
A P)
Q 0
olup B, (A) # @ olacaktir. Ornegin k rankl bir G dis inversini ve I — AG = PY ve

By (A) = @ olacaktir. k < r olmasi durumunda keyfi P, Q matrisleriicin T = (

[ — GA = XQ rank ayrisimlarim1 g6z Oniine alalim. Bu durumda T = (é g) icin

T != (G X ) olacagi kolayca gosterilebilir. k =r ve G bir yansimali

Y —-YAX
genellestirilmis invers oldugunda AGA = A olup YAX = 0 olacaktir. Tersine olarak
< omo1_ (G X " _ (A P> .
egerT™" = (Y Z) olmak tizere T = 0 0 € B (A) ise
A P\(G X\_ (I 0\_(G X\(A P
(Q 0) (Y Z> B (o 1) B <Y Z) (Q 0) (3:3)

olup GP =0, YP =1 ve AG + PY =1 elde edilir. Bu ise GAG =G ve r(G) =
r(AG) = r(I — PY) = n — r(P) = k olmasi demektir. Ayrica G A nin bir dis inversi
oldugundan R(G) = R(AG) ve C(G) = C(AG) olacagindan

AG =1 — PY = R(G) = C(P)* (3.32)
GA=1-XQ = C(G) =R(Q)* (3.33)

elde edilebilir.
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Lemma 3.4 Bir K cismi ilizerinde tanimli mxn tipinde bir A matris verilsin ve r(4) =

r olsun. Bu takdirde
() k>ricinB,(4) = 0 dir.
(i) 0<k<rigin (g I;) € B, (A) olacak sekilde P, Q matrisleri matrisleri

her zaman mevcut olup B, (4) # @ dir.

A P G X
Q O Y Z

G dis inversi R(G) = C(P)* ve €(G) = R(Q)? esitliklerini saglar (Prasad
ve Raj, 2018).

(i) 0<k<ricnT = ( ) e ve T2 = (5 ¥ise k rankii bir

Teorem3.12 A€ C*, X € Ch veY € Cg olsun. Eger XAY sifirdan farkli ise R(G) =
R(X) ve C(G) = C(Y) olacak sekilde A matrisinin bir G dis inversinin bulunabilmesi
icin gerek ve yeter sart r(XAY) = r(X) = r(Y) olmasidir. Ayrica boyle bir G dis
inversi tektir (Prasad ve Raj, 2018).

Bu durumda ind(A) =d olmak Uzere r(A*?A%*1) =r(4%) =r(4*?)
oldugundan yukaridaki teoremin bir sonucu olarak g¢ekirdek-EP inversin mevcut
oldugu sdylenebilir. Simdi uygun bir kenarlik kullanilarak Cekirdek-EP invers ile ilgili

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.13 A € C} matrisi verilsin. Bu takdirde

(3.34)

C(P) = C(AY)* ve T = (A P)

P* 0
matrisi tersinir olacak sekilde d, k pozitif tam sayilar1 ve nx(n — k) tipinde bir P
mevcuttur. Baska bir deyisle ve T € B, (A) dir (Prasad ve Raj, 2018).

Ispat. G matrisi A nin bir ¢ekirdek-EP inversi olsun. Bu takdirde ¢(G) = R(X) =
C(A*) = d diyelim, olacak sekilde en az bir k pozitif tam sayis1 mevcuttur. Bu
durumda cekirdek-EP invers tammindan AG C(A%) iizerinde bir hermityen izdiisiim
olup €(I — AG) = R(I — AG) = C(AY)* elde edilir. Eger r(A%) = k ise C(A%)* nin
boyutu n — k olacaktir. Simdi nx(m — k) tipinde bir P matrisinin gdz 6niine alalim
oyle ki P matrisinin siitunlar1 €(4%)* nin taban vektérlerini olustursun. X matrisi I —
AG = PX olacak sekilde verilsin. Bu durumda PX bir idempotent matrisin rank

ayrisimi olup XP = [ dir.
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Benzer sekilde C(GA) = C(G) = C(A%) oldugu dikkate almirsa GAA? = A%
ve dolayisiyla da (I — GA)A% = 0 oldugu goriilebilir. Buradan R(I — AG) S C(A%)*
bulunur. Ote yandan 7(G) = r(4%) oldugundan (I —G) =n—r(A%) =n—k

olacaktir. Bu durumda
R( — AG) = C(AYD* = C(P) = R(P) (3.35)

yazilabilir. Buradan I — AG = YP™ olacak sekilde bir Y matrisinin mevcut oldugu

goriiliir. Agikga gorilebilir ki YP* I — GA nin bir rank ayrisimidir ve dolayisiyla da

X

PY = Ldw simdi (5 ¥

) matrisini g6z Oniine alalim. Bu takdirde bu matrisin

A

veT = (P*

g) matrisinin inversi olacagi kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.13 e benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.14 A € Cy matrisi verilsin. Bu takdirde

C(Q) = R(AD: ve T = (51* g) (3.36)

matrisi tersinir olacak sekilde d, k pozitif tam sayilar1 ve nx(n — k) tipinde bir Q

mevcuttur. Bagka bir deyisle ve T € B, (A) dir (Prasad ve Raj, 2018).
Asagidaki teorem ¢ekirdek-EP inversi hesaplamak igin bir metot vermektedir.

Teorem 3.15 A € C* matrisi verilsin ve i = 1,2, ... icin k(i) = r(4") olsun. P
A P)

matrisi nx(n — k(i)) tipinde bir matris ve C(P) = C(Ai)l olmak tizere T; = (P* 0

olsun. Bu takdirde asagidakiler saptanir (Prasad ve Raj, 2018):
(i) Eger q sayisi T, € By g (A) kosulunu saglayan en kiigiik tam say1 ise T, * de
A ya karsilik gelen matris A nin ¢ekirdek-EP inversidir.
(if) Eger q sayisi (i) deki gibi ise g = ind(A) dir.
Ispat. g sayisi Ty € By (q)(A) kosulunu saglayan en kiigiik tam say1 olsun. Bu durumda
T = (1’34 g) tersinir olup burada P matrisi nx(n — k(q)) tipindedir ve C(P) =

C(A1)* olacaktir. Eger (? ;) matrisi T matrisinin inversi ise

(AG + PT AS+ PR) _ (I 0) _ (GA + SP* GP)

PG P*S 0 1 TA+RP* TP (3:37)
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olup buradan GP =0 ve GAG = G(I — PT) olur ki bu da GAG =G —GPT =G

olmasi demektir. Dolayisiyla G matrisi A nin bir dis inversidir. Ayrica P*G = 0 olup
C(G) S R(PH* =c(P)t =c47) (3.38)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde P*S = I olup SP* bir idempotent matristir. Dolayisiyla
GA + SP* =1 olup

r(G) =r(GA) =r(I —SP*) =n—r(P) =r(A?) (3.39)

elde edilir. Buradan C(G) = C(AY) bulunur. Benzer sekilde GP = 0 oldugundan
R(G) = €(P)* ve r(G) = n — r(P) oldugundan

R(G) = C(P)t =c) (3.40)
elde edilir. Boylece G matrisi A nin ¢ekirdek-EP inversi olup (i) ispat1 tamamlanir.

Simdi (ii) sikkini ispatlayalim. (i) deki g¢ekirdek-EP invers C(G) = C(A?)
esitligini sagladigindan GAA? = A9 olur ve buradan r(49*1) =r(49) oldugu

gorilur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 3.3 Teorem 3.15 i agiklamak icin asagidaki sayisal 6rnegi goz oniine alalim.

3 -1 -1 -1
1 1 -3 1
A 1 1 1 -3
-1 3 -1 -1

matrisinin ranki 3 tiir. Simdi g = 1,2,3 icin 7(A9) ile verilen k(q) sayilarin1 ve A*? m
sifir uzay1 i¢in taban olacak olan P matrisinin yardimiyla T, matrisilerini bulacagiz.

Bu takdirde g = 1 i¢in

3 -1 -1 -1 1
Al = A= 1 1 f é olupk(1) =3veP =|
-1 3 -1 -1 1

oldugu gorullr. Buradan
3 -1 -1 -1 1
1 1 -3 1 -1

n={1 1 1 -3 -1
-1 3 -1 -1 1
1 -1 -1 1 0

olup det(T;) = 0 oldugundan bu matris singiilerdir. ¢ = 2 igin
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8 -8 0 0 1 0
, [0 0 -8 8 _ [0 1
A = 8 8 0 0 olup k(2) = 2 ve P= 1 0
0 0 -8 8 0 1
oldugu goriiliir. Buradan
3 -1 -1 -1 1 O
1 1 -3 1 0 1
|1 1 13 -10
11 3 1 -1 0 -1
1 0 -1 0 0 O
0O 1 0 -1 0 O

olup det(T,) = 0 oldugundan bu matris de singiilerdir. ¢ = 3 i¢in

16 -16 16 -16
-16 16 -16 16
16 -16 16 -16
-16 16 -16 16

A3 =

olup k(3) = 3 ve

1 0 O
[0 1 0
P=lo o 1
1 -1 1
oldugu goriiliir. Buradan

3 -1 -1 -1 1 0 0

1 1 -3 1 0 1 0

1 1 1 -3 -1 0 1

Is5=1-1 3 -1 -1 0 -1 1

1 0 -1 0 0 0 O

0 1. 0 -1 0 0 O

0O 0 1.1 0 0 O

olup det(T3) # 0 oldugundan bu matris nonsingiilerdir. Dolayisiyla g = 3 say1s1 T,
nonsingiiler olacak sekildeki en kiiglik pozitif tam sayidir. Buradan T5; € B3(A) olup
ind(4) =3 ve r(43) =r(4*) =1 ve r(4%) = 2 oldugu elde edilir. Simdi A nin

cekirdek-EP inversini bulabiliriz.

-1 1 -1 1 4 12

L 1 1 1 -1 -4 4 12

T3 = e -1 1 -1 1 4 -4 4
klZ 4 -4 4 -32 0

1 -1 1 -1 12 4 -4
[ '

4 12 4 -4 -32 O
-4 4 12 4 0 -32 O

elde edilir. Boylece A nin ¢ekirdek-EP inversi
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1 -1 1 -1
111 -1 1
Tl 111 -1

101 -1 1

seklinde bulunmus olur. Buradan direkt hesaplamayla

1

GAG = G ve C(G) = C(4) = span i
1
olacagi gosterilebilir.

A AT

Lemma 3.5 A € C? olsun ve M € C3" matrisi M = (SA B

) olarak parcalanmis
olsun. Bu takdirde

r(M) =r(A) + r(B — SAT)
rank esitligi saglanir (Ma ve Stanimirovic, (2019)).

T S

Teorem 3.16 A € C} matrisiA =U (O N

) U™ Schur formunda olsun ve ind(4) =
k ve r(A¥) = r olsun. Bu takdirde

(A1) =0, XA =0, X2 =X,r(X)=n—r (3.41)
olacak sekilde bir tek X matrisi,

YAF =0,Y2=Y XAk =0,y =Y, r(¥)=n—r (3.42)

olacak sekilde bir tek Y matrisi ve

r(IfX ’;Y) = (A) (3.43)
olacak sekilde bir tek Z matrisi mevcut olup Z = A® dir. Ayrica
X=1-A%P4 ve Y =1—AA® (3.44)
esitlikleri saglanir (Ma ve Stanimirovic, 2019).

T S

Ispat. A € C? matrisi A = U (O N

) U* Schur formunda ve 4© = U (T(;l 8) U*

0 T71s
0 I

sagladig1 gosterilebilir. X in tek oldugunu gostermek igin bagka bir X; matrisinin de

olsun. Bu takdirde X = U( )U* =1—A®A matrisinin (3.41) sartlarmi
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E F
G H

olsun. Bu takdirde matematiksel tiimevarim prensibi ve N matrisinin bir nilpotent

ayni sartlar1 sagladigini varsayalim. X, = ( ) € CI olmak Uzere X; = UX,U”

matris oldugu gercegi dikkate alinirsa

k k—1mpk—-1-i i
A":U(Y;) YT . 'S N‘)U* (3.45)

oldugu goriilebilir. Bu durumda (3.41) in temelinde (3.45) esitligi ve T matrisinin

tersinirligi dikkate alinirsa

(E F) (Tk 2{'(;01 Tk—l—iS Ni

¢ 1\, 0 )=0:E=OveG=0

olacag goriiliir. Ayrica X; = X? ver(X;) =n —r olacagindan H2 = H ve F = FH

esitlikleri saglanir. Dolayisiyla H tersinir olup H = I dir. Ayn1 zamanda (3.41) den

e (TF+1)* 0\/T S\(0 F
(Ak ) AX = <(Zi€=0 Tk—l—iS Ni)* 0> (0 N) (O I)
(0 (T**1)*(TF + S)
B (o (X, T 1-is N¥) (TF + S)>
=0

olacag1 goriiliir. Bu durumda (T**1)* matrisinin nonsingiiler oldugu dikkate alinirsa
TF + S = 0 olup buradan da F = —T~1S oldugu goriiliir. Boylece X; = X elde edilir.
(3.42) ozelligi de benzer sekilde ispatlanabilir.

Simdi A® matrisi A matrisinin ¢ekirdek-EP inversi olsun. Bu durumda X =1 — A®A
ve Y =1-AA9 icin

(=0 )

- A¥A Z

yazilabilir. Bunun sonucu olarak Lemma 3.5 ve (3.43) ifadesinden
Z = APAA® = A®

olacag goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

X=1-A%A ve Y =1 — AA® izdiisimleri kullanilarak ¢ekirdek-EP invers
icin baska karakterizasyonlar da tiiretilebilir. BOyle bir karakterizasyon asagidaki

teoremde verilmektedir.
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T S
0 N

k olsun. Bu takdirde X =1 — A9A ve Y =1 — AA® olmak lizere A® inversi

Teorem 3.17 A € C}} matrisi A = U( )U* Schur formunda olsun ve ind(4) =
AP =(A-X)"'I-V)=(A+X)"'U-Y) (3.46)
seklindedir.

Ispat. Direkt bir hesaplama yapilarak

azx=o(] Doz-u(y Yool $v)

_ U(T S) Ut + U(o —T—ls) U

0 N 0 0
(T SiT‘lS) .
_U<o N+I u

oldugu gosterilebilir. Bu durumda T ve N + I matrisleri tersinir olup

771 T SETIS)(N £ 1)‘1> U

A+ = U( 0 (N+ Dt

ve buradan da

T-! T YS+T 1S(N + 1)-1> U (1 0) U

A+ X)) -Y) = U( . N+ 0 0

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi A® cekirdek-EP invers ile uygun bir nonsingiiler kenarlik matrisi
arasindaki bir iliskiyi ortaya koyan asagidaki teorem verilebilir. Bu iliski gramer

kuralindan tiiretilmistir.

T S
0 N
ind(A) = k olsun. Bve C* matrisleri M(4%)* = R(B) ve R(4*) = V' (C) olacak

A B
¢ O

Teorem 3.18 A € C5M matrisi A = U( ) U* Schur formunda verilmis olsun ve

sekilde tam siitun rankli matrisler olsun. Bu takdirde W = ( ) matrisi nonsinguler

olup
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. ( A® (1—A®A)ct ) (347)
~\C*(I - A4®) B*(44%4 - A)C* '
dir.
i tZ—( A (1 —a®a)ct )1 k alalim. Bu takdirde kol
spat. £ = C+(]—A@A) B+(AA@A—A)C+ olarak alalim. bu takdira€ Kolayca

gGsterilebilir ki
CA = (CAP)Ak(AM)* =0,
BB*(I — AA®) = BB*(I — AK*1(Ak+1)*
= BB Py ght1y gaksy

= PN(Ak+1)*,5R(Ak+1)
=1—AA®
esitlikleri gerceklenir. Sonug olarak bazi1 doniisiimler yapilarak

AA® + BB*(I — AA®) A(I — A®PA)CY — BB*(A — AA®PA)CT
Wz =
CA® c(1—A%®a)ct

B <AA@ + (I — AA®) A(I — A®PA)C* — BB*(I - AA@)AC+>
CA® CC* —CAPACH

_ < I A(I-A®A)CT— (- AA@)AC+>
CA® cct

- -

elde edilir. Benzer islemler yapilarak ZW = I oldugu da gosterilebilir. Sonug olarak

Z = W1 olur ve bdylece de ispat tamamlanmus olur.

Hatirlatma 3.3 Teorem 3.15 in ispatinda da ifade edildigi gibi Prasad ve Raj(2018)
o (A Q

uygun bir tersinin T, = (Q* 0

herhangi bir kisitlama olmaksizin Tq_1 =

) kenarlik matrisi verildiginde X,Y ve Z Uzerinde

(G X
Y 7
G matrisinin A nin ¢ekirdek-EP inversi oldugu bilinmektedir.

) invers matrisindeki tst sol blok olan
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T S
0 N

ind(A) = k olsun. Eger A¥ = PQ carpim1 A¥matrisinin bir tam rank ayrisimi ise bu

takdirde

Teorem 3.19 A € C! matrisi A = U( ) U* Schur formunda verilmis olsun ve

A® = P(QAP)"'QP(P*P)~'P* (3.48)
dir.

Ispat. Bu durumda Drazin invers ve Moore-Penrose inversin tam rank ayrisimlari

dikkate alinarak sirasiyla
AP = P(QAP)'Q ve (A" =Q"(QQ)'(P*P)T'P* (3.49)
oldugu gosterilebilir. Boylece
A® = AP Ak (AK)* = P(QAP)™1QPQQ"(QQ") " (P*P)™ P (3.50)
yazilabilir ve buradan da ispat tamamlanir.

T S
0 N
k olsun. Ayrica R(U) = R(4*) ve N (U) = N (A%)* olmak iizere A¥+1(4*T1)* =

U — V olsun. Bu takdirde

Teorem 3.20 A € C} matrisi A = U( ) U* Schur formunda verilsin ve ind (A) =

(i) ind(U) = 1dir.

(i) I — U*V matrisi tersinirdir.

(iii) A® = Ak AN — utv)~tut dir.
(iv) A® = APAk(A)* = APyUH dir.

Ispat. R(U) @ NV (U) = R(AF) @ N (49" = R(AF) @ R(AF)* = C" esitligi dikkate
alinirsa ind (U) = 1 oldugu kolayca gérilebilir. Bu nedenle U* mevcuttur ve devaminda
I — U*V nin tersinir oldugunu gosterebiliriz. Bunun icin farz edelim ki x € C* olmak

Uzere x = U*Vx olsun. Bu ise
x = UVx € RUH) = R(AF) = R(AFH) = R (41
veya

RWV) = RWU — A (A1) € R(AF) = RWU)

ve

52



Utu(l — U*V)x = UY(U — UU*V)x = UY(U — V)x = U*ARTL (A )y x =0
olmas1 demektir. Buradan da

Ak+1 (Ak+1)*x € N(U#) — N(U) — N(Ak)* — N((Ak+1)*) — N((Ak+1)+)

yani

(Ak+1)+Ak+1(Ak+1)*x — (Ak+1)*x =0
oldugu goriiliir. Boylece
x € N((A*1)") n R = R(AHH) nRA) = {0}

oldugu goriiliir. Bu nedenledir ki I — U*V matrisi tersinirdir. Genellestirilmis inverslerin

temel Ozelliklerinden ortaya ¢ikan elemanter doniisiimler gostermektedir Ki
(I _ U#v) [Ak+1(Ak+1)*]# — [Ak+1(Ak+1)*]# _ U#u[Ak+1(Ak+1)*]#
+U#Ak+1(Ak+1)*[Ak+1(Ak+1)*]#
— [Ak+1(Ak+1)*]# _ PER(U),]V‘(U) [Ak+1(Ak+1)*]# + U#Ak+1(Ak+1)*[Ak+1(Ak+1)*]#
— [Ak+1(Ak+1)*]# _ [Ak+1(Ak+1)*]# + U#Ak+1(Ak+1)*[(Ak+1)*]+(Ak+1)+
= U#Ak+1(Ak+1)+
=yt (3.51)

esitligi gerceklenir. Diger taraftan A® = APAF(AK)* = AP AR+ (AK* 1)t = APUUH

esitligi yazilabilir. Bu durum ise
A® = AR(AH1)+ = AR (AR [ARHL AR+
= Al(AR+) [ARFL (A1)
oldugunu gosterir. Dolayisiyla (3.51) kullanilarak A® nin bir gésteriminin
A© = Ak(Ak+1)*[Ak+1(Ak+1)*]# - Ak(Ak+1)*(I _ U#V)—lU#
seklinde olacagi gosterilmis olur ve boylece ispat tamamlanur.

Ornek 3.4 Ornek 3.3 de verilen

3 -1 -1 -1
1 1 3 1
A=11 1 1 3

1 3 -1 -1
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matrisini géz oniine alalm. Bu durumda ind(A) = 3 olacaktir. Bu durumda birinci

adimda

1

-1 *
U= 1 1 -1 1 -1)

1

olmak tizere

16384 -16384 16384 -16384

4y qane _ | -16384 16384 -16384 16384 | _ ,,

ANAT)" = 16384 -16384 16384 -16384 =Uu=v
-16384 16384 -16384 16384

elde edilir. Bu durumda ind(U) = 1 olup

1 1 -1 1 -1
g_1(-1 i 1V p_1[-1 1 -1 1
U ol 1 1 -1 1 -1) ved ol 1 1 1 1
-1 11 -1 1

olacagi gosterilebilir. Buradan da

1 -1 1 -1
3ca4ver -1 — a0t = 211 -1 1) _ 46
Ay a-vtnTtut=out =2 L =4

11 -1 1

elde edilir.

3.5 Cekirdek-EP Siralama

Bir kiimenin elemanlar1 arasindaki bir ikili bagintiya bir 6n siralama bagintisi
denir sayet yansima ve gegisme dzelliklerine sahip ise. Ote yandan eger bu bagint1 ayn1
zamanda ters simetri 6zelligini de sagliyorsa bagintiya bir kismi siralama bagintist adi
verilir. S; ve S, iki kiime ve §; € S, olsun. <! ve <? sirasiyla S; ve S, kiimeleri
tizerinde tanimli iki kismi siralama bagintist olsun. Bu takdirde eger A,B € S, igin

A <? B = A <! B oluyorsa <! bagintis1 <? bagintis1 tarafindan saglamir denir.
Tanim 2.16 da verilen g¢ekirdek kismi siralama bagintisina benzer sekilde
Tamim 3.4 A, B € C}} matrisleri verilmis olsun. Eger

APA = A®B ve AA® = BA® (3.52)
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esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde A matrisi B matrisinden ¢ekirdek-EP siralama

bagintisina gdre daha kiigiiktiir denir ve A <© B ile gosterilir.

Hatirlatma 3.4 A4,B € C5 olmasi durumunda A® = A® ve B® = B® oldugunu
belirtelim. Bu nedenle C$M (izerinde cekirdek-EP siralama ve cekirdek kismi siralama
bagmntilar ¢akisacaktir.

Asagidaki teoremde c¢ekirdek-EP  siralama  bagmtisinin  bazi  Onemli

karakterizasyonlar1 verilecektir.

Teorem 3.21 A, B € C} matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde asagida verilen ifadeler
birbirine denktir (Wang, 2010):

(i) A <@ B dir.
- - - - . Nll N12 - - -
(i) T; ve T3 matrisleri nonsinguler ve ( ) ve N, matrisleri nilpotent olmak
N13 N14-
uzere
Tl T2 Sl Tl TZ Sl
A=U<o Niq N12>U*veB=U<0 Ts SZ>U* (3.53)
0 Niz Ny 0 0 N

olacak sekilde bir U Uniter matrisi mevcuttur.
(iii) k = ind(A) olmak lzere A**1 = BA¥ ve A*A* = B*A* dir.
(iv) Herhangi bir V matrisi icin VAV* <© VBV* dir.
(v) A; ve By cekirdek tersinir ve A, ve B, nilpotent, A = A, + A, ve B =B, + B,
sirastyla A ve B nin gekirdek-EP ayrisimlar1 olmak iizere A; <© B, dir.

Nll N12

) matrisi nilpotent ve U; uUniter matris
N13 N14-

Ispat. ()= (ii): T; matrisi nonsingiiler, (
olmak tizere A matrisinin ¢ekirdek-EP ayrigimi
T T, §
A=U;| 0 Ny Ny, |UT
0 Nl?; N14,
olsun. Bu takdirde
71 00
A® =yl o 0 0|U;
0 00

olacaktir. Bu durumda eger
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X11 X12 X3
B =U| X1 Xa2 X33 |Up
X317 X3z X33
alinirsa bu takdirde

I T'7, TS, Tr'Xy1 Ti'Xip Ti'Xas
APA=U {0 o 0 |Ui=4°B=U;| o 0 0o |U;

0 o 0 0 0 0

olacagindan X;; = Ty, X1, = T, ve X;3 = S, elde edilir. Benzer sekilde

1 00 I 00
449 =u, [0 0 0 |U; =BA® = U [ XaaTi* 0 0 |U;
000 X3:T7 0 0

olacagindan X,; = 0 ve X3; = 0 elde edilir. Boylece

Tl 7\"2 SAl
B = U1 0 XZZ X23 Uf
0 X32 X33

elde edilir. T, matrisi nonsingtler, N, matrisi nilpotent ve U, Uniter matris olmak tzere

(XZZ X23

) matrisinin gekirdek-EP ayrigim1
X32 X33

X322 Xzs)_ (T3 Sz) «
<X32 X;;) = V20 w,) U2

I Ny; N Ny, N
olsun. Diger taraftan eger U = U, (O (? ), (Nll le) =U; (,}1 ,\12> U, ve
2 13 14

(Tz §1)U2 = (T, S;) matrisleri tanimlanirsa bu takdirde
T, T 5 T, T, S
A:U(O N11 N12>U*,B:U<O T3 Sz U
0 Niz Ny 0 0 N
olup <%11 %12) matrisi nilpotenttir. Boylece (i)=>(ii) durumu ispatlanmis olur.
13 N1g

(i)=>(i) durumu agiktir.

(ii)=(iii): Bu durumda (3.53) uygulanarak T, ve S; matrisleri yukardaki gibi olmak

T T, $
zereA* =U( o0 0 0 |U*olacagindan
0 0 O
nLT¢ T, TS
AL =U( o 0 0 |U*=BA*
0 0 0
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TiTF T;T, T;S,
A*Ak = U\ T;TF T;T, T;S, |U* = B*AF

S;TFk $:T, $:i§;
elde edilir.
(iii)=(i): Sonug 3.1 uygulanarak eger AA* = BAF esitligi (A**1)® matrisi ile sagdan
carpilirsa  AA® = BA® esitligi elde edilir. Eger A*A* = B*AF esitligi (A¥*1)®
matrisi ile sagdan carpilirsa A*A® = B*A® esitligi elde edilir. Benzer sekilde eger
(A9)*A = (A9)*B esitligi A@((A@)*)® matrisi ile soldan carpilir ve A® =

A@((A@)*)GB(A@)* oldugu dikkate alinirsa A®A = A® B oldugu goriiliir.
(ili)e=(iv) durumu agiktir.
(i) (v): A, ve By cekirdek tersinir ve A, ve B, nilpotent olmak lzere A = A; + A,
ve B = B; + B, sirasiyla A ve B matrislerinin c¢ekirdek-EP ayrisimlari olsun. Bu
takdirde A® = A® ve B® = B® olacaktir. Bu durumda Lemma 2.3 uygulanarak
(i)e=(v) oldugu gorulir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.21 uygulanarak (3.52) gekirdek-EP siralama bagintisinin yansima ve
gecisme Ozelliklerini sagladigi, yani ¢ekidek-EP siralama bagintisinin bir 6n siralama

bagintist oldugu goriiliir. Fakat ¢ekirdek-EP siralama ters simetrik degildir.

) I 2 3 I 2 3
Ornek 35 A= <O 0 0) ve B=|0 0 1 | matrislerini g6z oniine alalim. Bu
00O 00O

durumda A <© B ve B <® A olacaktir. Ancak A # B dir.

Teorem 3.22 Cekirdek-EP siralama bagintist bir kismi siralama bagintist degildir

ancak sadece bir 6n siralama bagmtisidir (Wang, 2010).

Yeni kismi siralama bagntilart tliretmek matrisinin teorisinin en temel
problemlerinden birisidir. Matris ayrisimi kismi siralama bagmntilart kurmanin en
onemli aracidir. <~ eksi kismi siralama, <* Sharp kismi siralama ve <#~ C-N kismi

siralama bagntilar: asagidaki sekilde tanimlanabilir:
(i) A,B € C} matrisleriicin A <™ B:r(b) —r(A) =r(B — A) dir.
(i) A, B € CSM matrisleri icin A <* B: A*A = A*B ve AA* = BA* dir.
(iii) A, B € CSM matrisleri icin <*=: A, <* B, ve A, <" B, olup A = A4, + A, ve

B = B; + B, sirasiyla A ve B marislerinin ¢ekirdek-nilpotent ayrigimlaridir.
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Bu tanimlamalara gére C-N kismi siralama bagintisi ayn1 zamanda eksi kismi
siralama bagitisidir. (iii) de tanimlanan C-N kismi siralama bagintisina benzer sekilde

cekirdek-eksi siralama bagitisi asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamm 3.5 A, B € C} matrisleri verilsin. A; ve B; cekirdek tersinir ve A, ve B,
nilpotent olmak lzere A = A, + A, ve B = B; + B, sirastyla A ve B matrislerinin
cekirdek-EP ayrisimlari olsun. Bu takdirde eger A; <* B; ve A, <™ B, ise A matrisi
cekirdek-eksi siralamasina gére B nin altindadir denir ve bu durum A <M B seklinde

gosterilmektedir.

Verilen bir matrisin gekirdek-EP ayrisimi tek oldugundan g¢ekirdek siralama ve
eksi siralama bagmtilarinin her ikisi de kismi siralama bagimtisidir. Bu durumda

asagidaki teorem kolayca ispatlanabilir.

Teorem 3.23 Cekirdek-eksi siralama bagintist ayni zamanda bir kismi siralama
bagintisidir (Wang, 2010).

Hatirlatma 3.5 k =1 olmasi1 durumunda cekirdek-eksi kismi siralama bagintisi
cekirdek kismi siralama bagintist ile ¢akisacaktir. Ayrica ¢ekirdek-eksi kismi siralama

bagintis1 eksi kismi siralama bagintisini saglar (Wang, 2010).

Teorem 3.24 A, B € C* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde A <™ B olmas: igin
gerek ve yeter kosul T; ve T matrisleri nonsingller, N; ve N, matrisleri nilpotent ve

N; <™ N, olmak Uzere

T1 Tz Sl Tl TZ Sl
A=U<O 0 0>U*veB=U<0 Ty Sz)U* (3.54)
0 0 M 0 0 N,

olacak sekilde bir U iiniter matrisinin mevcut olmasidir (Wang, 2010).

Ispat. A, B € C" matrisleri (3.54) formunda verilmis olsunlar ve N; <~ N, saglansin.
Bu takdirde A = A; + A, ve B = By + B, sirasiyla A ve B matrislerinin gekirdek-EP

ayrisimlart olmak tizere

T, T, S, 00 0
A,=Ulo0 0 0 |U', A,=Ul0 0 0 |U
00 0 00 N

ve
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T, T, S, 00 O
B:[:U 0 T3 Sz U*, BZZU O 0 O U*
00 0 00 N,

olacaktir. Bu durumda Tanim 3.5 den A <™ B oldugu goriiliir. Tersine olarak B =
B; + B, ifadesi B matrisinin cekirdek-nilpotent ayrisimi olsun. Bu durumda

A; <* B, oldugundan Lemma 2.3 e gore
Tl TZ Sl Tl TZ Sl
0 0O 0 0 O

olacak sekilde bir U Uniter matrisi mevcuttur. Buradan N, nilpotent olmak (zere
000
00N,

elde edilir. Ote yandan A, <~ B, icin N; nilpotent ve N; <~ N, olmak iizere
000

A,=Ul0o 0 0 |U*

00N

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.25 A, B € C?* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde A <™ B olmas: i¢in
gerek ve yeter kosul

A<®B ve A-AA®A <~ BB®B (3.55)
olmasidir (Wang, 2010).

Ispat. A, B € C* matrislerinin gekirdek-EP ayrisimlari Tanim 3.5 deki gibi olsun. Bu
takdirde A <™ B olmas: igin gerek ve yeter sart A; <¥ B; ve A, <~ B, olmasidur.
Bu durumda Teorem 3.21 uygulanarak A <© B bagintismin A; <" B, bagmtisina
ve ayrica A—AA®A <~ BB®B bagintisiin da A, <~ B, bagmtisina denk oldugu

gortlebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak bir Giris verilerek Genel Bilgiler basligi altinda
matrisler ile ilgili onemli tanim ve teoremler verilmistir. Kare olmayan ya da kare
oldugu halde normal olarak bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler igin
gelistirilen ve Ozellikle lineer denklem sistemlerinin ¢ozuminin olup-olmadiginin
aragtirtlmasinda ve ¢0zUm mevcut olmast durumunda ¢oziimiin belirlenmesinde
kullanilan ve bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de saglayan genellestirilmis invers
adi1 verilen bir invers kavrami ele alinmistir. Bu amagla 6ncelikle bir matrisin Moore-
Penrose inversi tanimi verilerek bu inversin ¢esitli 6zellikleri detayl bir sekilde ortaya
konulmustur. Daha sonra keyfi mertebeden bir kare matris igin Grup invers, Drazin
invers ve Cekirdek invers gibi baz1 invers tanimlar: verilerek ¢ekirdek inversin bazi

temel dzellikleri ifade edilmistir.

Tezin temel kisminda keyfi mertebeden bir kare matris i¢in Cekirdek-EP invers
adi verilen ve Cekirdek inversten daha genel olan bir genellestirilmis invers tanimi
verilerek bu inversin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica ¢ekirdek-EP invers
ayrigimi verilerek bu ayrisim yardimiyla ¢ekirdek-EP invers hesaplamada kullanilan
bazi1 yeni yontemler ve ¢esitli ¢ekirdek-EP invers gosterimleri verilmistir. Daha sonra
blok pargalanmis matrislerde ¢ekirdek-EP invers kavrami ele alinmig bu invers ile bazi

sonuglar verilmistir.

Tezde yapilan galigmalar dikkate alinarak keyfi mertebeden bir kare matris
cesitli alt kare matrisler seklinde parcalanarak verilen matrisin Cekirdek-EP inversinin
bu alt kare matrislerin ¢ekirdek-EP inversleri yardimiyla nasil ifade edilebilecegi
arastirilabilir. Ayrica tipki diger genellestirilmis inverslerde oldugu gibi ¢ekirdek-EP
inversleri hesaplamada kullanilmak iizere algoritmalar ve bilgisayar programlari
gelistirilebilir. Ozellikle matrislerin inverslerinin kullamldig1 ¢esitli mihendislik
uygulamalarinda ¢ekirdek-EP inverslerin de kullanilip-kullanilamayacagir ve eger

kullanilabiliyorsa diger inverslere gore daha uygulanabilir olup olmadig: arastirilabilir.
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