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TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI ERDAL UNLUYOL

Bu yiiksek lisans tez calismasi, dort ana bolimden olugsmaktadir. Birinci
boliimde giris, ikinci boliimde genel bilgiler, ticlincii boliimde yapilan ¢alismalar, yani
preinveks fonksiyonlar i¢in Holder ve kuvvet ortalama integral esitsizlikleri
yardimiyla elde edilen bazi esitsizlikleri, Holder-Iscan ve lyilestirilmis kuvvet
ortalamalar1 integral esitsizliklerin iyilestirilmesi yapilmis ve son olarak ise sonug
Oneriler boliimii bulunmaktadir.

Anahtar Sézciikler: Holder esitsizligi, Holder-Iscan esitsizligi, Iyilestirlmis Kuvvet
Ortalama esitsizligi, Kuvvet Ortalama esitsizligi, Preinveks
fonksiyon.
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ABSTRACT

IMPROVEMENTS OF SOME PREINVEX INEQUALITIES VIA HOLDER-
ISCAN AND REFINEMENTS POWER-MEAN INTEGRAL
INEQUALITY

GORKEM DALKUN YAVUZ
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 40 PAGES

SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. ERDAL UNLUYOL

This master's thesis consists of four main parts. In the first part introduction, in
the second part general information, in the third part the studies, namely some
inequalities obtained with the help of Hélder and power mean integral inequalities for
preinvex functions, Holder-Iscan and Improved power mean integral inequalities are
improved and finally there is a conclusion suggestions section.

Keywords: Preinvex function, Holder Inequality, Power-Mean Inequality, Holder-
Iscan Inequality, Improved Power-Mean Inequality.
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1. GIRIS

Kelime anlami "iki deger arasindaki farklilik” olan esitsizlik, tarih boyunca kullanilmustir.
Esitsizlikler hakkindaki ilk temel kitap G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya tarafindan
1934 yilinda kaleme alinan “Inequalities” [3] isimli kitaptir. Daha sonra, 1934-1960 yillari
arasindaki calismalart kapsayan ve 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan
yazilan ’Inequalities’ [1] isimli eserdir. Mitrinovic ise 1970 yilinda yukaridaki iki kitaptan farkl
olarak ”Analytic Inequalities” [9] kitabim1 yazmistir.Bunlar1 B.G. Pachpatte, S.S. Dragomir,
C.E.M. Pearce, C. Niculescu, M.E. Ozdemir, E. Set, 1. 1§can, M.Z. Sarikaya, U.S. Kirmaci v.d.

yazarlar takip etmisgtir.

Konvekslik tarihinin misirhlara kadar uzandigi tahmin edilmektedir. Tarihte ilk kez kon-
veksligin, Euclid’in “Elements” adli eserinde kullanildig1 gortilmektedir. Fakat daha kesin
bir tamtminin Archimedes’in ”On the Sphere and Cylinder” isimli eserinde bahsedilmistir. Bu
kavramin kullaniminin ise 19. yiizyilin sonlarinda olmustur. Konveks fonksiyonlar, J.L.W.V.
Jensen’in 1985 yilinda yapmis oldugu caligmalarla hiz kazanmaya baglamustir. J. Pecaric, 1987
yilinda ilk defa konveks fonksiyonlari ve esitsizlikleri ihtiva eden ”Convex Functions: Inequali-
ties” isimli kitaptir. Integrallenebilen fonksiyonlar yardimiyla cesitli konveks fonksiyonlar sinifi
icin Hermite-Hadamard, Ostrowski, Fejer, Simpson v.b. esitsizlik tiirleri i¢in bir ¢cok ¢alisma

mevcuttur ve hala devam etmektedir.

Preinveks fonksiyonlar ile ilgili ilk caligmalar 1980 yilinda K.H. Elster ve R. Neshe
tarafindan, “Optimality Conditions for some non-convex problems” [2] isimli kitaptirM.A.
Hanson ise Elster ve Neshe’den bir yi1l sonra, B.D. Craven tarafindan “inveks” adi verilen difer-
ensiyellenebilir fonksiyonlar sinifini1 ele almistir. Craven bu inveks ismini “invariant convex”
ifadesinden elde etmistir.Bu sinif fonksiyonlar ile B.D. Craven, B.M. Glover, A. Ben-Israel,

B-Mond, D.H. Martin v.b. bir ¢cok bilim insan1 ¢aligmistir ve ¢calismaktadir.

Tezimize konu olan Holder Esitsizligi, matematiksel analizde ¢cok 6nemli bir role sahip-
tir. Hig¢ sliphesiz matematikte bir doniim noktasina sahiptir. Aslinda bu esitsizlik, birbirinden
bagimsiz olarak Leonard James Rogers [14] (1862-1933) ve Otto Holder [4] (1859,1937)
tarafindan bulunmustur. Bazi literatiirlerde bu esitsizlige Rogers-Holder Esitsizligi de denilmek-
tedir. Sonuc olarak birbirinden habersiz olarak elde edilen bu esitsilik analizde bir devrim
baglatmigtir. Bunun temelinde, bu esitsizligin integrallenebilen fonksiyonlar icin olmas1 yat-
maktadir. Dolayisiyla mutlak degerinin p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonlar sinifinin ince-

lenmesine ve arastirilmasina olanak saglamistir.



Imdat ISCAN, 2019 yilinda ”New refirements for integral and sum forms of Holder in-
equality” [6] isimli makelesini Journal of Inequalities and Applications dergisinde bastirarak
bu Holder esitsizligini daha da kiigiilterek, iyilestirmistir. Dolayisiyla bu yiiksek lisans tez
caligmasi, literatiirde preinveks fonksiyonlar: kullanarak Holder ve Kuvvet Ortalama esitsizligi

ile elde edilmis bazi esitsizlikleri iyilestirerek, yeni esitsizlikler elde edilmisgtir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez icin gerekli olan bazi temel bilgiler verilmistir.

Tanmm 2.0.1 (Ag¢ik Kiime) £/ C R alt kiimesi verilsin. E8er, a € I ve U, C L olacak
bicimde bir € > 0 sayis1 varsa a ya E’nin bir i¢ noktasi denir. E nin tiim i¢ noktalarnin
kiimesine F nin i¢i denir ve E° ile gosterilir. Eger, E° = E ise E ye R de bir acik kiime denir

[11].

Tanim 2.0.2 (Fonksiyon) f , A kiimesinden B kiimesine bir bagint1 olsun. Eger f bagintist A
kiimesinin her elemanini B kiimesinin yalniz bir elemanina esliyorsa f bagintisina A danB ye

bir fonksiyon denir.
f:A—B

ile gosterilir. A kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi B kiimesine ise deger kiimesi denir
[11]. Bu tanima gore f bagmtisinin A dan B ye bir fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart
DVee A JyeB, (z,y) €f

i) Ve € A, Yy,z € B, [(z,y) € fve (z,2) € f] = 2 = z olmasidur.

Tanim 2.0.3 (Konveks Fonksiyon)/, R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak iizere
her z,y € I ve a € [0, 1] i¢in,

flaz + (1 —a)y) < af(z) +(1—a)f(y)
esitsizligini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [11].

Tanim 2.0.4 (Inveks Kiime) ' C R" ve (-,) : F x F' — R" siirekli bir fonksiyon olsun.
Egerher x,y € F ve t € [0,1] i¢in

y+in(x,y) € F
ise F'ye n(-,) ya gore inveks bir kiime denir [2].

Not 2.0.1 Her konveks kiime, n(y, z) = y — x fonksiyonuna gore inveks oldugu aciktir. Fakat

bunun tersi genelde dogru degildir, yani her inveks kiime konveks kiime olmayabilir [2].

Tanim 2.0.5 (Preinveks Fonksiyon) X' C R"™ inveks bir kiime, f : K — R siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her z,y € K ve t € [0,1] i¢in

flx+tn(y,z) < (1 —1)f(x) +tf(y)



esitsizligi saglaniyorsa f ye n ya gore preinveks fonksiyon denir. Her konveks fonksiyon

n(y,x) = y — x fonksiyonuna gore preinveks fonksiyondur. Ancak bunun tersi dogru degildir
[13].

Tanim 2.0.6 (Prequasiinveks Fonksiyon) f,inveks K kiimesi iizerinde bir fonksiyon olsun.

Eger her u,v € K ve t € [0, 1] i¢in

f(u+tn(v,u)) < maz{f(u), f(v)}

esitsizligi saglaniyorsa f ye 1) ya gore prequasiinveks fonksiyon denir [2].

Tamim 2.0.7 (Integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve 1 + 2 = 1olsun. f ve g, [a,!]

araliginda taniml reel degerli fonksiyonlar, | f |P ve | g |q [a,b] araliginda integrallenebilir

/ab | f(z)g(z)|dz < (/ab |f(x)‘pdﬂs)1l’ (/ab ’g(x)‘qu>31

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige integraller i¢in Holder Esitsizligi denir [4].

fonksiyon ise

Teorem 2.0.1 (Holder-scan Esitsizligi) p > 1 ve 5 + . = 1olsun. f ve g, [a,b] araliginda

taniml reel degerli fonksiyonlar, | f |P ve | g |7 [a, b] aralifinda integrallenebilir fonksiyon ise

1.
/ F(2)g(@)lda
b i a{ (/a (b— x)|f($)|pdx> | </ab(b B x)|g($)|qdm> |
N ( /ab(x B a)|f($)|pdx> % (/ab(:v — a)|g(x)|qu> (11}

2.

b . %
L{(/( - o)l f(a )|pdx) (/ <b—:c>|g<a:>|q)

( (@ - IS >|pd:c>;(/:<xa>|g<x>q>;}
< ([n

|pdz> (/ b |g<x>|q> ’



esitsizlikleri dogrudur. Bu esitsizlige Holder-Iscan Esitsizligi denir [6].

Tanim 2.0.8 (Kuvvet Ortalama Esitsizligi) [10] ¢ > 1 olmak iizere | f| ve |g|?, [a, b] arahiginda

integrallenebilen reel degerli iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

| @@l < ( / |f<sc>|d:c> ( / |f(x)||g(rc)lqd:c>q

esitsizligine Kuvvet Ortalama Esitsizligi denir.

Teorem 2.0.2 (lyilestirilmis Kuvvet Ortalama Esitsizligi) ¢ > 1 ve 11) + % = 1 olsun. |f|? ve

|99, [a, b] araliginda integrallenebilen reel degerli iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

IA

b b =0/
[ i@t b%{( / <b—x>|f<a:>|da:> ( / (b—x)lf(x)llg(x)lqdﬂf>

( / <x—a>|f<x>|dx> ( / (x—a)|f(x)||g(rc)lqu>q}

+

IN

b b =0/ b
[ i@t b%{( / <b—x>|f<x>|das> ( / <b—x>|f<x>||g<x>|qu>

+</ab(:c—a)|f($)|dx> ' </a”(x—a)|f(x)||9(a:)|qu>q}
( / b|f(a:)|da:> ( A |g<x>q>é'

esitsizliklerine iyilestirilmis Kuvvet Ortalama Egitsizligi denir [7].

IN

Lemma 2.0.1 a,b € [ ve I C R alt kiimesi n) : I x I — R" ya gore agik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi tizerinde mutlak siirekli bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, eger f’ fonksiyonu ¢ = a + (b, a) olan P,. n yolu iizerinde

integrallenebilirse asagidaki esitlik dogrudur [12]:

@)+ a7 (22 o ot e, a)] - =) T e

1
6

= (b, a) fol m(t) f'(a + tn(b, a))dt, burada

Q=

S



Lemma 2.0.2 a,b € K i¢in K C [0,00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir acgik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”’| K iizerinde

preinveks ise bu durumda 7 (b, a) # 0 sartin1 saglayan her a,b € K i¢in

/aa—l—n(b,a) f(gj)dx B @ [f( ) 4f(2a+—n(ba)) + f(a + 77(5, a))] ‘

fo XN " (a+ Xn(b, a))dX esitsizligi dogrudur [5]. Burada

2

>\2(X—1), X e 0,4],
Ov=12(n-1), xel

p(A) =

D= O =
N [—=
[y
L

Teorem 2.0.3 a,b € [ ve I C R alt kiimesi 7 : [ x I — R™ ya gore agik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi tizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger bazi ¢ > 1 i¢in | f’| preinveks ise bu durumda p = qf—l icin

2a +1(b, a)
2

L@ +af )+ fa-+ s, - — /:M(bﬂ)f(x)dx

n(b, a)

o1 N[ (3@l + or\ (@ 3o
g (g ey

esitsizligi dogrudur [12].

Teorem 2.0.4 a,b € [ ve I C R alt kiimesi 7 : [ x I — R™ ya gore agik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi tizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger bazi ¢ > 1 i¢in | f’| preinveks ise bu durumda p = —% i¢in
1[f( )+4f(2a+n(b,a))+f( (b ))] 1 /a+n(b,a)f( \d
=1 f(a —_— a a))| — x)dx
6 2 e n(b,a) /,

< n(b,a) (2“ + 2”“>> ’ [If’(a)|q + |f'<b>|q] q

6P l(p+1) 2

esitsizligi dogrudur [12].



Teorem 2.0.5 a,b € [ ve I C R altkiimesin : I x I — R* ya gore acik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde [ kiimesi iizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger bazi ¢ > 1 i¢in | f’| preinveks ise bu durumda p = —5 icin
1 2a 4+ (b, a) 1 /‘”"(b’“)
L jta) 45 (2200 o fys,a] - — ,
=@+ 4 (] Hfatnba)| =g [0 f@d

() [(61|f’( o+ 21 QY (29|f’(a)|‘12§§1|f’(b)lq)é]

esitsizligi dogrudur [12].

Teorem 2.0.6 a,b € [ ve I C R alt kiimesi 7 : I x I — R* ya gore acik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi tizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger baz1 ¢ > 1 i¢in | f| prequasiinveks ise bu durumda p = %= icin

‘% @)+ a7 (2220 o ot e, a)] - = " e

< n(ba)

1
maz{| (@), f B)]"}]"

esitsizligi dogrudur [12].

Teorem 2.0.7 a,b € I ve I C R altkiimesi 7 : [ x I — R™ ya gore agik inveks bir alt kiime

olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi iizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger bazi ¢ > 1 i¢in | f’| prequasiinveks ise bu durumda p = —+ icin

L s +ap (220D 4 ot v a))] - o ./:M(b?a) F()da

1+ 2vtt ’ maz{|f' (a)|2,|f"(b)]? .
szn(b,a)<(p+1)6p+l> ( {l ()! /()] })

esitsizligi dogrudur [12].

Teorem 2.0.8 a,b € I ve I C R alt kiimesi 7 : I x I — R* ya gore acik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi iizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger baz1 ¢ > 1 i¢in | f’| prequasiinveks ise bu durumda p = qf—l icin

a a a+n(b,a)
slr@+ (I )] - o [T fae
21427\ (maz{lf @ LG}
otz (s o)

esitsizligi dogrudur [12].



Teorem 2.0.9 a,b € K i¢cin K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir agik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”/| K iizerinde
preinveks ise bu durumda 7(b, a) # 0 sartin1 saglayan her a,b € K i¢in

[ " ponte = 109 [ ) 4 ap (IO L pa gy, a)] ‘

< O i) 4 1)

esitsizligi dogrudur [5].

Tamim 2.0.9 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 i¢in I'(n) = fooo e “u" du seklinde tanimlanan

fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir [8]. Bu fonksiyonun agagidaki gibi 6zellikleri vardir:

1) I'(n+1) =nl'(n) =nl,

2) I'(3) = VIL

0o TP 11
3) J; N +xdm =T(p)I'(1 —p) = Sin(pID)’ 0<p<l,

4 221T(n)(n + 1) = VII[(2n).
Teorem 2.0.10 a,b € K i¢in K C [0,00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir agik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K itizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”’| K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartim1 saglayan ve p = 5. Eger | £

preinveks ise

[ a0 g0 ¢ g (D) 4 s, )] ‘

_ (n(b,a))" <1> : <r<p +0Ep+ 1>>3’
=748\ 2 T(3p + 2)

Ksrf’"(anq + If”’(b)!">q n (!f"’(a)v + 3!f”’(b)|q>q] E

8 8
esitsizligi dogrudur [5].

Teorem 2.0.11 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir agik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak



sekilde K itizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”’| K iizerinde

preinveks ve ¢ > 1ise her a,b € K i¢in n(b, a) # 0 sartin1 sa§layan ve p = _%5. Eger | /|

preinveks ise

‘ /aaw(b’a) f(x)dx — @ [f(a) + 4f(2a+Tn(b,a)) +flat a))] ‘

q

_ (n(b,0))! (ruo +10(2p+ 1))71’ [('f "@I+ 1 OF) ] %

= 6 230+121(3p + 2) 2

esitsizligi dogrudur [5].

Teorem 2.0.12 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olan 7 : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”’| K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartin1 saglayan ve p = 5. Eger | £
preinveks ise

‘ [ a0 g0 ¢ g (D) 4 pasn, )] ‘

_ (a(b,a))* (L) <|f’”(a)lq + f”’(b)q>;
- 6 192 192

esitsizligi dogrudur [5].

Teorem 2.0.13 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f"’| K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartin1 saglayan ve p = qqu. Eger bazi
sabit ¢ > 1 ve n(b, a) # 0 igin | f"”'|7 prequasiinveks ise

‘ /aa+n(b,a) f(x)dx — @ [f(a) + 4f(2a+Tn(b7a)) et a))] ‘

< Lo mazl (@) 7 )]

esitsizligi dogrudur [5].

Teorem 2.0.14 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak

sekilde K tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f"’| K iizerinde



preinveks ve ¢ > 11ise her a,b € K i¢in (b, a) # 0 sartini saglayan ve p = qqu. Eger bazi
sabit ¢ > 1 ve n(b, a) # 0 igin | f"'|? prequasiinveks ise

n(b, a)

‘ /aa-l-ﬂ(b,a) f(z)de — == [f(a) N 4f(2a+—n(b,a)

6 2

_ (b, @) <1> ’ (r(p +1)F(2p+ 1))11’ [maxﬂf’”(a)rq, If”’(b)!"}] %
- 24 2 I'(3p+2) 2

esitsizligi dogrudur [5].

)+ fla+n(b.a))] |

-

Teorem 2.0.15 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”/| K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1ise her a,b € K i¢in (b, a) # 0 sartin1 saglayan ve p = qqu. Eger bazi
sabit ¢ > 1 ve n(b, a) # 0 i¢in | f"”'|? prequasiinveks ise

‘ /aa+n<b,a> Fa)de — @ fla)+ 4f(2a+T"(b’a)) + fla+n(b,a))] ‘

_ (a(b,0))* (r@ +1(2p+ 1))71’ [maxﬂf'"(anq, |f”’(b)|q}] 5
=" % 23+120(3p 1+ 2) 2

esitsizligi dogrudur [5].

10



3. YAPILAN CALISMALAR

Teorem 3.0.1 a,b € [ ve I C R alt kiimesi 7 : [ x I — R™ ya gore agik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi tizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger bazi ¢ > 1 igin | f’|? preinveks ise bu durumda p = q_il icin

2a + (b, a)
2

)+ satata)] - s [T s

‘% o)+ g (0. a)

1

S @I+ B\ 2 41
SQW)M( 8 ) (2(p+1)6p+1>

D=

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 3.0.1 Lemma 2.0.1 esitligine Holder-Iscan esitsizlini uygulayalim. Bu durumda

2a + (b, a)
2

) + f(a+ n(b, a))] — 77(51> ) /aa+77(b7a) f(z)dx

(6

#'(a+tn(b, a))‘th> )

Fla)+4f(

:
swoafpta((fG-0l-ira)

A f-gra) (f
= ((/(1 o)t g\pdty(/;(l ~1)
(D) ([ o smonta) )]

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri de hesaplarsak,

[
[

D=
Q=

Fla+tn(b, a)) ‘th)

=

q

f'(a+ tn(b, a))’th>

ot s, = W @ISO

2@+ 1)

F(a+ tn(b, a))‘th

24 )

/1(1 — )| f/(a+ tn(b, a))‘th _ @)+ 2|f’(b)|q7
2 24

/; (t — %) F'(a+ tn(b, a))‘th: £ (a)]? 185|f’(b)!",

11



buluruz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazarsak ve | f/|? nun preinveks oldugunu kullanirsak,

2a + (b, a)
2

‘é[f(a)-i—élf( )+ satawa)] - s [T s

<2n(b ! 1 1 1 %
< 2n(b,a) 3(p + 1)6r! + 6P2(p + 2) + 3(p+1)3v+1  30+2(p 4 2)
[<5|f’(a)!q + f’(b)I‘I)é . (If’(a)!" + 5|f’(b)!q) ‘11]
48 48

1 1 1 1
+(6(p+ Do @12 3 T2) 6t 1)3”“)

[<2If’<a>lq + If’(b)q); " <|f’(a)|q + 2|f’(b)lq> D
24 o4

3=

elde ederiz. A := %[f(a) + 4f<2“++(b’“)) + f(a + n(b, a))] o) faa+n(b’a) f(x)dzx| olarak
secersek,
F@l+1FOF (241
A < 2n(b 3.0.1

esitsizligini elde ederiz.

Teorem 3.0.2 a,b € [ ve I C R altkiimesi 7 : I x I — R* ya gore acik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi iizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun.Eger bazi ¢ > 1 i¢in |f/|? preinveks ise bu durumda p = -5 i¢in

‘%[f(a)+4f<m++l(b’@>+ flatn(b,)] - — / "

n(b, a)

< (b, a)< L+20] )) ' ['f’(aﬂq + !f’(b)IQI ‘

6rti(p+1 2

Ispat. 3.0.2 Lemma 2.0.1 esitligine Holder-Iscan esitsizligini uygulayalim. Bu durumda

1@+ 45 (220D ko) - - ol T

1
6

< n(’%a)[( / <1—t>rm<t>rpdt>p< [a-n

12

1
q

F'(a+ tn(b,a)) ‘th>



+</01t|m(t)|pdt> ' (/Olt

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri asagidaki gibi

F(a+ tn(b, a))‘th> ]

hesaplayalim:
1 » 3 1p ! o P 1420+
@i = [Fa-ofe-gla+ o -ofe-gla = gact
/olu —0)|(a+tn(b, )|t = / =01 — 1 @)+ oL = I

1 2 1 ! 5p 1+ 20+t
t t)Pdt = t‘t——‘dt /t‘t——‘ dt = ———,
[ o= [Pl gl [ 3= g

[ il moap]a = [Caa-olr@r+ o= KO0 EOE

Bulunan bu integralleri yerine yazip, | f'|? nun preinveksligini de kullanirsak,

2a 4+ (b, a)
2

)+ st nt.a)] - s [T s

Lot \PTp@l ror\' | (If@e | 1rer
Sn(bﬂ)(m) K 3 T >+< 6 3 >]

L) + a7 (2582 + fla+ (b, )| - 5o o0 fla)da

Buradan, agagidaki esitsizligi buluruz:

s[s@+ar(

elde ederiz. A = olsun.

Lo NP1l + o))
6p+1<p+1>> [ . ] | (3.02)

ASn(M)(

Teorem 3.0.3 a,b € [ ve I C R altkiimesi n : [ x I — R™ ya gore agik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde [ kiimesi iizerinde mutlak siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger bazi ¢ > 1 i¢in |f’|? preinveks ise bu durumda p = ﬁ icin agagidaki

esitsizlik dogrudur :

L@ +ap (220D ot g a)] - = T e
< 20D (1 paypr 4 1)

Ispat. 3.0.3 Lemma 2.0.1 esitligine iyilestirilmis kuvvet ortalama esitsizligini uygularsak,

2a + (b, a)
2

)+ st nta)] - [T s

‘% [f(a) + 4f< n(b, a)

13



q

(L)
(P (1

O DR e
AL (G

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki integralin sag tarafindaki integralleri hesaplayalim,

/élt‘t 1‘
0 \2 6
1
2
/t
0

ol

fxa+¢na%a»\ﬂu>

)

wh—t

Q=

6

%a-+tna%a»{ﬂﬁ>

Jun

q

t__

;0
6

)
t— =2

p_2
6

6

155]f"(a)|* + 37].f"(b) |
15552

F'(a+ tn(b,a))|dt =

210 f(a)|* + 137[f(b)[*
15552

.
6

'm+m@@ﬁﬁ=

137|f(a)|? + 211| f' ()|

1 q
— [N / pr—
A (1= o)t =2 || (a+ inb,a))| e
! 1 5 o a 37]f"(a)|* + 155]f"(b)|*

Bulunan bu integralleri yerlerine yazar ve | f’|? nun preinveksligini kullanirsak,

‘%[f(a) +4f<2a+Tn(b,a)> + f(a+ n(b, a))] — 77(51> ) /aa+77(b7a) f(z)dx

U\ (sl +sr@r ¢ (s + o)
< 2n(b, a)<<81> [( 15552 ) +< 15552 )]

1 1

29\ [ (2@l + 13701\ (137 @+ 20 )¢
+| 1306 15552 i 15552

esitsizligini buluruz. Burada

A= |é @+ 17 (D) o] - s [ s

olsun. Sonug olarak asagidaki esitsizligi elde ederiz,

=

A< P9 ()

14



Teorem 3.0.4 a,b € [ ve I C R altkiimesin : I x I — R* ya gore acik inveks bir alt kiime
olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi iizerinde mutlak siirekli bir
fonksiyon olsun.Eger baz1 ¢ > 1 i¢in | f’|? prequasiinveks ise bu durumda p = ﬁ icin

2a +n(b, a)

s+ (D) s o] - o T

5n(b, a) 10 N1g 1P I 7
< e mas{ 7 @17 |F O]

Ispat. 3.0.4 Lemma 2.0.1 esitligine iyilestirilmis kuvvet ortalama esitsizligini uygulayalim,

slr@+ (D) a0 - - ool T

N s 1
2

dt / -t ‘t——‘

1

2

/ ¢

0

1

q

Fla+ tn(b, a)) ‘th>

q

t— é‘ f'(a+tn(b, a))‘th>

1
1 q

+<[(1—t)t—gdt ﬁ(l—t)t—g f’(a—i—tn(b,a))‘th)
+</ <t—%> t—g dt) </ (t—%) t—g‘ f’(a+t'r/(b,a))‘th)q>

esitsizligi elde edilir.| f'|? prequasiinveks olup buna gore yeniden diizenlersek,

[ (5-1)le-3f
[
/;u—t)

P+ oy = Lol IO

= Y1ttt f = 2maslf LT

6

f'(a+tn(D, a))‘th = 29[max|f1(2a9)6|q, AUV

p_ 0
6

' 1 511 ¢, _ [maz[f(a)] [f'(0)]]
elde ederiz. Bulunan bu sonuglar1 yerlerine yazarsak,
1 2a + 77(5, a) 1 /a—i-'ﬂ(b,a)
z gf( =57 —
‘G[f(a)—i_ f( 9 > +f(az+77(baa’)):| n([)’a) . f(ilf)dl’

15



I\ macl @ F O\ 20\ (29masl £ @) 0"
§2n(b7a)<<g> ( 31 )*(%) ( 1296 )
n (ﬁ) <29[max|f'<a>|q, If’(b)q]>; N (i) ([ma:c|f'<a>|q, |f’(b)|q]> 5)

1296 1296 81 81

= ‘”([maxlf«aw’If’<b>'q] | <§+%>>

buluruz. A := %[f(a) + 4f(2“++(b’a)> + f(a + n(b, a))] - @faﬁ”(b’a)f(x)dx olsun.
Buradan,
5m(b, , , i
A< D e, 1))

esitsizligini elde ederiz.

Teorem 3.0.5 a,b € [ ve I C R alt kiimesi n : I x I — R* ya gore agik inveks bir alt
kiime olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi iizerinde mutlak siirekli
bir fonksiyon olsun. Eger baz1 ¢ > 1 i¢in |f’|? prequasiinveks ise bu durumda p = q—_‘?—l icin

asagidaki esitsizlik dogrudur,

‘%[f(a) +4f<2a+Tn(b,a)> + f(a+ n(b, a))] — 77(51> ) /aa+77(b7a) f(z)dx

L2t 7 (maz{[f(@) F B )
S477(b7a)<2(p+1)6p+1> ( 8 ) ’

Ispat. 3.0.5 Lemma 2.0.1 esitligine Holder-Iscan esitsizligini uygularsak,

1

)+ st nta)] - [T

wwolpta{(£Goal-sra) (/6o
(i) (1
sety(fo-obire) (o

1

+<[1 (t— %)‘t— g‘pdt>p<[(t— %) f’(a-l—tn(b,a))‘th)q)]

2a + (b, a)
2

‘é () +af(

D=
Q=

f'(a+ tn(b, a))‘th>

F(a+ tn(b, a))‘th> )

Q=

Fla+ tn(b, a)) ]th>

16



esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri,

(6
(L
(/;(1—75)
e

seklinde hesaplariz. Bu hesaplanan integralleri yerine yazar ve | f’|? nun prequasiinveks oldugunu

" maa{|f/ @7, 1F (D))
8 bl

F(a + tn(b,a)) ‘th>

" man{|f (@)% LB}
8 )

F'la+tn(b,a)) ‘th)

" mas{lf (@)l £ (B}
8 )

F(a+tn(b, a))\th>

" maa{lf @), 1F (D))
8

F'la+tn(b, a)) ‘th>

da kullanirsak,

L s +ap (220D 4 oty a))] - =/ T )
< 4n(b,a)x

<< R SR SR >;<mw{f’(a)lq,f’(b)lq}>‘11
B(p+ 16+t - 6P (p+2)  3(p+1)3rH 32 (p +2) 8

1 1 1 R OO
+<6(p+1)6P+1_6P+2(p—|—2)+3p+2(p—|—2)+6(p+1)3p+1> < 8 ) )

L@y (225 4 flatn(b, @) |~y S S (@)de

esitsizligini elde ederiz. A :=

olsun. Buradan,

1+ 2rt! ’ maz{|f'(a)|%,]f"(b)|? g
A§4n(b,a)(2(p+1)6p+l> ( U7 (@P11 ) })

esitsizligi bulunur.

Teorem 3.0.6 a,b € [ ve I C R alt kiimesi  : [ x I — R* ya gore agik inveks bir alt
kiime olsun. Ayrica f : I — R n(b,a) # 0 olacak sekilde I kiimesi tizerinde mutlak siirekli
bir fonksiyon olsun. Eger bazi ¢ > 1 i¢in |f’|? prequasiinveks ise bu durumda p = -3 igin

asagidaki esitsizlik dogrudur,

a a a+n(b,a)

slr@+ar (R s s )] - s [T fode
1+ 2rtt ’ max{|f'(a)|,]f (b)|? :
§2n(b,a)<6p+1(p+1)> ( 1r@ 1) }> |

17



Ispat. 3.0.6 Lemma 2.0.1 esitligine Holder-Iscan esitsizligini uygularsak,

1

<[ fl@)+ 45 (

2a +n(b, a)
2

(A?ltwmwwgé<lilt>
+</01t|m(t)|pdt>;</ol (a + ty(b, a))‘th> ;]

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri,

' : ! p+1
/(1_t)ym(t)|pdt:/ (1—t)‘t—é‘pdt+/ (1—t)‘t—g‘pdt:i
0 0 %

6r+i(p+1)
A?Lﬂ

)+ satawa)] - s [T s

q

< n(b,a)

"(a + ty(b, a))‘th>

mazx{|f'(a)|?,|f (b)|?}
2

(a0 at = [ a=0la=01 (@) 0Nt =

1 3 1 1 5p 1+ ot
tlm(t) [Pdt = t‘t——‘dt /t‘t——‘dtz—
/0 Im(®)] / 6l T ), 6 L (p+ 1)

| t|rtas o] ae - /’Kl_wu<>P+ﬂfwwmﬁ:’m““fwy“VWW”

seklinde hesaplariz. Bu hesaplanan integralleri yerine yazar ve | f’|? nun prequasiinveks oldugunu

da kullanirsak,

1

< fl@)+4f(

2a 4+ (b, a)
2

) + Fla+nfb.a))] - - (bl, 5 / Y e

1+ 20 Ft v max{|f'(a)], |f (b)] i
SQn(b,a)<6p+l(p+1)> ( {l ()! f(0)] }>

esitsizligini elde ederiz.

Teorem 3.0.7 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olan n : K x K — R gore
bir agik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f"”| K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K igin n(b,a) # 0 sartini saglayan ve p = qﬁ—l icin | f"|2
preinveks ise, o zaman asagidaki esitsizlik dogrudur,

/frn(b’a) f(x)dx — @ [f(a) + 4f(2a+Tn(b,a)) + fla+n(, a))] |

1

<<mawf<1>;<f%ww+uwmiyx
- 4 12 8
C(p+2T(2p+1)\" L (Lt DIEp+2) ’
T(3p +3) T(3p+3) '

18
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Ispat. 3.0.7 Lemma 2.0.2 esitsizligine Holder-Iscan esitsizligini uygularsak

/aa+n<b,a> fo)do— @ [f (a) +4 f(QHTT’(M)) + fa+n(b, a))] |

q

S G el ([ G
pdx)p</jx f’”(a+>\n(b,a))‘qd>\>)
;)‘pd>\>p</;(1—>\)

(O~ — 1)2( N —%) ‘pd>\ ) ' </11(x - %) F(a +xn(b, a))‘qu>q)

F"(a+>xn(b, ) ‘qu>

q

" (a+xn(b,a)) ‘qd>\>

! 1.1
+</ =305
esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri hesaplarsak
31 m ¢ 5|7 (a)|9 + | £ (b)|9
/0 (5‘*) f (a+>\n(b,a))’ dn = -
% 2 m q 17 b q
/ A fll/(a+>\77(b,a))‘qd>\: | f"(a)| + | f"(b)|
’ 21
1 " a4 o £ (p)|4
/ (1 =X)]f"(a+>n(b, a))\qu _ 1f"(a)] -;4 £ (D)
1 1 q " a4 5|7 (p)|e
ﬁ = 5) fll/(a+>\n(b,a))‘ A — /" (a)] 5 /" ()]

buluruz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazar ve | f””|? nun da preinveks oldugunu géz oniine

alip esitsizligi yeniden diizenlersek
a+n(b,a) n(b ) n(b
[ s =0 )+ s (D) kg ‘

» (2 3-20(p 4+ 2)I(2p + 1)

>‘1’ <5lf”’(a)|q i |f’”<b>q>3
48

I'(3p+3)

,g
1
)
VRS
/\
v
=

N——
Q=
N——

) g <2If’”(a)|q oL

1 2T (p4+ 1)I(2p + 2)
6 T'(3p+3) 24
+2<<1>’1’<23p2r<p+ 1>F<2p+2>> (!f”’( a)l? +2f’"<b>|q>3
6 T'(3p +3) 24

19



. (1)’1’<23”2F(p+2)F(2p+1)>11’<f”’(a)|q+5|f”’(b)|q>;>]
6 I'(3p+ 3) 48

buluruz. Buradan

/am(b,a) foyie @ [ ) +4 f<2a+T”<b=a>) + fa+n(b, a>>] ‘

B =

olarak alalim. Bu durumda

5 < (b))’ (g : <|f”’(a)!" v !f”’(b)!q> "
4 12 8

=
—

T(p+2)L2p+1)\" N T(p+1L(2p+2)\"
T'(3p+3) I'(3p+3) '

esitsizligini elde ederiz.

Teorem 3.0.8 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f"’| K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartin1 saglayan ve p = q%l. Eger |f" |1

preinveks ise

/‘“W’“) f)dz — 102 (o) +4 f(%%"(ba)) + f(a+n(b,0))] |

Ja 6

1

< (n(b,0))" <|f’”(a)|q + |f”’(b)|‘1) ’

- 6 2

2%2(D(p+ D02 +2) + (4p + 3T(p+ DI+ 1))\ 7
( I'(3p+3) >

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 3.0.8 Lemma 2.0.2 esitsizligine Holder-iscan esitsizligini uygularsak

/aa+n(b,a) Fa)de n(b, a) [f(a) 4 4f(2a+—77(b’a)) + f(a+n(b, a))] ‘

6 2

< (77(b7a))4[</01 (1—x)\p(x>\pdx>p</ol (1)

q

" (a+ xn(b,a)) ‘qd PN >

20



=

1
q

+</01>\‘p(>\)‘pd>\> (/le

F(a + (b, a)) ‘qd x >

< (n(b,a))“[(/oé (1-») é>\2(>\—%)‘pd>\+/; (1—x)‘%(x—1)2(x—1) ]pdx)

Q=

([l oo

=

([0 o [0 (-p)fon )

</ (G EOIESN RO LR ) |

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri

/01 (1= 2)[(1 =217 @+ 77wl an = AT ETOL

1 " a4 o (|4
0
seklinde yeniden hesaplariz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazar ve |f”|? nun preinveks
oldugunu da goz Oniine alirsak,

/aa+n(b,a) f(z)dz — M[f(a) +4f(2a+—77(b,a)

! T2 + Ha+ (o, a))]‘
_ (b))
6
!(2—3p—2(4p + 3)F(p + 1)F(2p € 1)+2—3p—2r(p -+ 1)F(2p + 2) P 2|f///(a)|q + |f///(b)|q> q
T(3p+3) (3p+3) 6

. 2—3p—2(4p + 3)F(p + 1)F(2p + 1)+2—3p—2r(p + 1)F(2p + 2) % |f///(a)|q + 2|f///(b)|q %
T'(3p+3) T(3p+3) 6
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esitsizligini elde ederiz. Buradan,

/aa-i-n(bﬂ) Fa)de — n(b; a) [f(a) " 4f(2a+—77(b’a)) + f(a+ n(b, a))] ‘

B =
6 2

olarak secelim. Boylece

B < (n(b, a))4 (]f///(a)|q + |f///(b)q>,lzx
6 2

2732 (F(p +DI2p+2)+ (“dp+3)L(p+ DI'(2p + 1)) :
( I'(3p+3) >

istenilen esitsizligi bulmusg oluruz

Teorem 3.0.9 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olan n : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K’ iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger ||, K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartin1 saglayan ve p = -4 igin | £
preinveks ise

1
q

(n(bv CL))4 1" q " q
BSWOJC (@ +17 <b>|>

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 3.0.9 Lemma 2.0.2 esitsizligine, iyilestirilmis kuvvet ortalama esitsizligini uygularsak

/aa+n(b,a) Fo)da 77((23, a) [f(a) N 4f(2a+—77(b’a)) + f(a+n(D, a))]

2
<woar |5 ([ G- (-3l
([ G-t ()
(e (o) (e ()

1—1
q

Q=

" (a+ xn(b,a)) ‘qd PN )

q

F(a+ xn(b,a)) ’qd ~ )




Q=

F(a+ xn(b, a)) ‘qd ~ )

([a-mtfo-(x-5)
+<ﬁ(x-->6‘ —1) (x--)‘dx)l_qx
([l (-3)

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri yeniden hesaplarsak,

/Oé (% _ >\)2 N [(1 — >\)|f”’(a)’q + >\|f///(b)’q:| AN — 3|f”/(a)§810|f”/(b)|q

/ F(L-x) 2 [ nr @+ Xl - 2RO

Q=

F"(a + 2(b, ) ‘qd ~ )

1920
1 1 5 " q 18 " b q
[ (1 — >\) N2 <>\ —5) [(1 _ >\)’f”/(a)|q + >\|f”/(b)’q} AN = |f (a)’ 1;'20 |f ( )|
! 1 13]f"(a)|? + 111] " (b)]9

olarak buluruz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazar ve | f/|? nun preinveks oldugunu da goz

Oniine alirsak,

/aa+n<b,a> Fa)de — @ [f(a) + 4f(2a+T"(b’a)) + fla+n(, a))] ‘

1-1 1 11 1
41 N E MO OIS 1 2 @)+ BT
20n(b, )) 6[(960) ( 3840 ) +<@) ( 1020 >
NERNITEOIES O N R W T OIES IO
640 1020 960 3840

elde edilir. Burada,

/aa+n<b,a> fo)o n(bé a) [ Fa) + 4 f(%+_W ) + f(a+n(, a))] ‘

B =

2

olarak secersek,
1
(n(b7 a))4 1! " !
B<— e b)|?
< TEEL (17 @)+ 1£0)
istenilen esitsizligi bulmug oluruz. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.0.10 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir acik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f"” € L([a,a + n(b,a)]) olacak

sekilde K iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger | f”’| K iizerinde
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preinveks ve ¢ > 1ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartini1 saglayan ve p = -4 igin £

prequasiinveks ise
2 b
204109 4 fa s a))]‘

/aa+n(b,a) F)de — @ [f (a) +4f ( 2

1

< (77(;)’,7@)) [max|f’”(a)|q, |f///(b)|q] q

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 3.0.10 Lemma 2.0.2 esitsizligine, iyilestirilmis kuvvet ortalama esitsizligini uygularsak,

204100 | a4,

[ e 1 w47 (4

Q=

" (a+ xn(b,a)) ‘qd PN )

([ G-)be -9

f///(a + xn(b,a)) ’qd PN )

(14

! </1(1—>\)é‘(>\—1)2<>\—%)‘d>\> x

1
2

Q=

—
|
N[

1
q

F"(a + >n(b, a)) ‘qd ~ )

([(1 - x)é‘(x— 2(x—3),

+</; (x-%)é‘(x-ﬁ(x-%)‘dx) x

" (a+ »n(b,a)) ‘qd PN )

Q=

Q=

(fo-biio-(>-D

2
esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri yeniden hesaplarsak,
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/ : (5-2) 2 [masl @7, | @)l ax = s (9;'0 o]

[maz (@), | £ (b))
640

/Oé (1 B x) N [mafvlf”’(a)!q, !f’”(b)|q] A =

[ a0 (5 st 1w ax = ety (631'0 LGl

[mazl (@), £ (0))¢]
960

.[1(1 (=g ) [masl @), |7 0) 1] =

olarak buluruz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazar ve | f””|9 nun prequasiinveks oldugunu da

g0z Oniine alirsak,

/aa+n(b,a> fa)de— @ [f(a) + 4f(2a+Tn(b’a)) + fla+n(b, a))] ‘

A1\ [maalrr@e o] |
< 2(n(b, a)) 6 [(@) ( 960 >
1\ [maal @@l N\ [mand @l ol ¢
{640 640 T\ 640 640
1\ [masl @ £ )] N
*{ 960 960

< 20n(b, )" [(%) q (%) q ([mao:rf"%anq, If”’(b)!qD q

¥ (@) q (6710> q ([mafc|f”’(a)lq, |f”’(b)|q]> ]

elde edilir. Burada,

/aa+n(b,a) F)de — n(b, a) [f(a) I 4f(w) + f(a + n(b, a))] ‘

B :=
6 2
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olarak secersek,

n(b,a))* <
B < WO e e, 701

istenilen esitsizligi bulmus oluruz. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.0.11 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir agik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K’ iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger ||, K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartin1 saglayan ve p = q_iL1 icin | f"|?
prequasiinveks ise

[ a0 ) g (D) 4 s, 0)] ‘

< (b, a))* <1>§ ( [maﬂf”’(a)]‘g yf///(b)|q] > 1

- 12 \4 8

Flp+2)T'2p+1) v N Cip+ 1)I'(2p + 2) C
I'(3p+3) I'(3p+3)

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 3.0.11 Lemma 2.0.2 esitsizligine, Holder-Iscan esitsizligini uygularsak

/aa+n(b,a) Fa)da — @ [f(a) + 4f(2a+T77(b’a)) + fla+n(b, a))] ‘

< (n(b,a))* [% L ; <</O (%—x)%‘x%x-%ﬂ%x) : (/O (%—x)

=

1
q

F" (b, a)) ‘qu)

(a4 2(b, a)) ‘qd > ) )

+</jxé‘x2(x%)‘pdx>;</jx

+1i ((/;(1—x)%‘(x—1)2(x—%)‘pdx)p(/;(1—x)

1
2

(o= lo-vo-dan ) (fo-b

2

1" (a+xn(b, a))‘qd>\> q)

" (a + »n(b, a))‘qd N ) )

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri yeniden hesaplarsak,

[ma:v]f”’(aﬂq, ’f”/(b)’q]

/0; (% B x) [maﬂflf”’(a)!q, |f’”(b)|q] A = '
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N

[max|f”’(a)|q, |f”l(b)|q]

/0 >\[maaz|f”’(a)|q7 |f”/(b)|‘1} Dn = 8

[ = [zl @i @] ax = [W!f”%a;lq, 770

D=

[ma:c|f”’(a)|qa |f”/(b)|q]
8

olarak buluruz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazar ve | f””|9 nun prequasiinveks oldugunu da

lé%>"‘%ﬂ"memQUVJf%QP}b\:

g0z Oniine alirsak,

[ a0 [0 ¢ ap (D) 4 pasn,)] ‘

) 2_3p_2F(p+2)F(2p+1) % [ma$|f///(a)’q7’f///(b)|q] %
< 4(n(b.a)) K e ) ( 3

1

. <2—3p—zr(p LT+ 2)> , < maz| (@), |7 ()] ) ]

6°T'(3p + 3) 8

6P 8

Pp+2)0(2p+ 1) ;+ P+ 1r2p+2)\”
T(3p+ 3) T(3p+3)

elde edilir. Burada,

/aa-i-n(bﬂ) Fo)de @ [f(a) i 4f(w) + f(a+n(b, a))] ‘

“ap2\ 7 [ |maz|f"(a)]7, |f7®)|\ 7
s4<n<b,a>>4<2 ><[ ]>

B =

2

olarak secersek,

12 \4 8

4
Cip+2)I'(2p+1) ’ n Fip+ 1)I'(2p +2) »
I'(3p+3) I'(3p+3)

istenilen esitsizligi bulmus oluruz. Bu ise ispati tamamlar.

b)) 1y; ( [mazi @), 7701 > :
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Teorem 3.0.12 a,b € K i¢in K C [0, 00) kiimesi a < a + n(b,a) olann : K x K — R gore
bir agik inveks alt kiime olsun. f : K — R fonksiyonunun f” € L([a,a + n(b,a)]) olacak
sekilde K’ iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger ||, K iizerinde
preinveks ve ¢ > 1 ise her a,b € K i¢in n(b,a) # 0 sartin1 saglayan ve p = qf—l icin | f"|

prequasiinveks ise

n(b,a) 1 2a + (b, a)

[ tartn = 10 0) 4y (LD gy, ‘

_ Gy (sl @l 17701 )
. 2

9—3p-2 (F(p +1)I(2p+2)+ (4p+3)T(p+ 1)T(2p + 1)) »
< I'(3p+3) >

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 3.0.12 Lemma 2.0.2 esitsizligine, Holder-Iscan esitsizligini uygularsak

[ a0 g0 ¢ g (D) 4 pasn,0)] ‘

< (n(b,a>>4[(/ol (1x)p<x>”dx>;(/ol (1-»)
+</01>\‘p(>\)‘pd>\> </le

q

F(a+>(b, a)) ‘pd > )

1
q

D =

F"(a + 2(b, a)) ‘pd ~ >

Q=

(/01 (1 N x) [mafvlf”’(aw, If”’(b)!q]dx>

=

([ el [ =) (=)
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</01 (1 N x) [maw!f”’(aﬂq, !f”’(b)|q] d N ) q

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integralleri yeniden hesaplarsak,

[ (1) fmast@ps 7o) an = recr o 1]

olarak buluruz. Bulunan bu sonuglari yerlerine yazar ve | f”|? nun prequasiinveks oldugunu da

g0z Oniine alirsak,

/aa+n(b,a) ) @ [f(a) n 4f(2a+T77(b’a)) + fa+n(b, a))] ‘

-

- (n(b,a))* | (273 2(4p+3)T(p+ 1)I'(2p + 1) N 2732 (p+ 1)I(2p+2) \ © y
-6 I'(3p+3) I'(3p+3)

maz|f” ()|, | f" (B)|7] 7
(e’

Jun

273-2(4p 4+ 3)T(p+ 1)T(2p + 1) N 2732 (p+ DI(2p+2) \ * y
I'(3p+3) I'(3p+3)

2

( [maz| " (@)le, £ (b)) ) ]
elde edilir. Burada,

B | [T s - 00 [ 4 ar (B 4 pasn,)] ‘

6 2

olarak secersek

B <
- 3

(n(b,a))* ( [maxlf///(a”q, |f///(b)|q] ) L
2

2%2(D(p+ D02 +2) + (4p + 3L(p+ DI+ 1))\ 7
< I'(3p+3) >

istenilen esitsizligi bulmus oluruz. Bu ise ispati tamamlar.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu yiiksek lisans c¢alismasinda, Holder ve Kuvvet Ortalama Esitsizliklerin iyilestirilerek
daha da kiiciik hale gelebilen bazi1 preinveks fonksiyonlu esitsizlikleri elde edilmistir. Fakat,
bu tez ¢alismasi hazirlanirken litaretiirde taranan ve Holder- Iscan Esitsizligi uygulanan bazi
preinveksli esitsizliklerin daha da kiigiiltiilemiyecegini gordiik. Dolayisiyla, bu alanda ilerlemek
isteyen diger bilim insanlari i¢in, bu iyilestirmelerin neden hepsinde degil de bazilarinda oldugu

acik problemi caligilabilir.
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