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OZET

NEWTONYEN OLMAYAN ANALIZDE BAZI KON VEKSLiK CESITLERI
VE HERMITE-HADAMARD TIPLI ESITSIZLIKLER

SEREN SALAS
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

DOKTORA TEZI, 62 SAYFA

TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

1600-1700 yillar1 arast matematikte 6nemli gelismelerin oldugu bir dénemdir.
Bu dénemin en 6nemli gelismelerinden biri Newton (1643-1727) ve Leibniz (1646-
1716) 'in birbirlerinden bagimsiz olarak, tiirev ile integral arasindaki iligkiyi
bulmalaridir. Bunun bir sonucu olarak, " Integral Kalkiiliis" kavrami 6nem
kazanmistir. Bu gelismeler matematigin 6niinii agmis ve ilerlemesini saglamistir.

1970 1i yillarda Grosmann ve Katz, Newton ve Leibniz’in kurdugu klasik
analize bir alternatif olarak, temelinde bire-bir ve 6rten olan {iretecler yardimiyla yeni
bir analiz insa etmislerdir. Bu analize “'Newtonyen Olmayan Analiz” denir.

Bu tezde, ilk olarak klasik analizde esitsizlik teorisinde iyi bilinen P fonksiyon,
birinci anlamda s konveks, ikinci anlamda s konveks, | konveks, h konveks, harmonik
konveks ve geometrik konveks fonksiyonlar Newtonyen olmayan analize gére yeniden
tanimlanmustir. ikinci olarak, bu konveks fonksiyonlar yardimiyla Hermite-Hadamard
esitsizligi Newtonyen olmayan analizde elde edilmistir. Ugiincii olarak, tanim ve deger
kiimesindeki tiretegler uygun kosullar altinda birim, iistel ve g,, olarak se¢ildiginde ilk
once klasik anlamdaki hallerine sonra ise H-A konveks, H-H konkav, A-H konveks ve
r-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligine indirgendigi ispat
edilmigstir. Son olarak, Newtonyen olmayan analizde esitsizliklerle elde edilen
teoremlerin uygun tretecler altinda klasik anlamda bilinen teorem ve sonuglara denk
geldigi goriilmustiir. Sonug olarak, Newtonyen Olmayan (N-N) Analiz’ de elde edilen
tanim, lemma, teorem ve sonuglar 6zel halde klasik anlamdaki durumuna
dontismektedir.

Anahtar Kelimeler:Newtonyen Olmayan Analiz, *-Analiz, Hermite-Hadamard
Esitsizligi, (N-N) Konveks Fonksiyon, (N-N) P-Fonksiyon, (N-
N) s-konveks Fonksiyon, (N-N) h-konveks Fonksiyon, (N-N) J-
konveks Fonksiyon, (N-N) Geometrik Konveks Fonksiyon.
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ABSTRACT

SOME TYPES OF CONVEXITY AND HERMITE-HADAMARD TYPE
INEQUALITIES IN NON-NEWTONIAN ANALYSIS

SEREN SALAS
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE SCIENCE

MATHEMATICS
PHD THESIS, 62 PAGES

SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

Between the years 1600-1700 is a period of important developments in
mathematics. One of the most important developments of this period is that Newton
(1643-1727) and Leibniz (1646-1716) independently found the relationship between
derivative and integral. As a result of this, the concept of “Integral Calculus” has
gained importance. These developments paved the way for mathematics and made it
progress.

In the 1970s, Grosmann and Katz constructed a new analysis with the help of
one-to-one and covering generators as an alternative to the classical analysis
established by Newton and Leibniz. This analysis is called "Non-Newtonian
Analysis".

In this thesis, firstly, the P function, which is well known in classical analysis
in inequality theory, s convex in the first sense, s convex in the second sense, J convex,
h convex, harmonic convex and geometric convex functions are redefined according
to non-Newtonian analysis. Secondly, with the help of these convex functions, the
Hermite-Hadamard inequality is obtained in non-Newtonian analysis. Thirdly, it has
been proven that when the generators in the definition and value set are selected as
unit, exponential and q,, under appropriate conditions, they are first reduced to their
classical form and then to the Hermite-Hadamard inequality for H-A convex, H-H
concave, A-H convex and r-convex functions. Finally, it has been seen that theorems
obtained with inequalities in non-Newtonian analysis correspond to theorems and
results known in the classical sense under appropriate generators. As a result, the
definitions, lemmas, theorems, and results obtained in Non-Newtonian (N-N) Analysis
turn into their classical meaning in appropriate generators.

Keywords: Non-Newtonian Analysis, *- Analysis, Hermite-Hadamard- inequality,
(N-N) Convex Functions, (N-N) p-Function, (N-N) h-convex Function,
(N-N) J- convex Function, (N-N) Geometric Convex Function.
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1. GIRIS VE LITERATUR TARAMASI

1600-1700 yillar1 aras1t matematikte onemli geligmelerin oldugu yillardir. Bu asrin en
onemli geligmelerinden biri de I. Newton (1643-1727) ve G. Leibniz (1646-1716) tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak, tiirev ile integral arasindaki iliskinin bulunmasidir. Bunun

bir sonucu olarak, Integral kavrami énem kazanmistir.

L. Euler ise fonksiyon kavramina merkezi bir yer vererek giiniimiizde kullanilan hesap-
lama yontemlerinin temelini atti. Bu gelismelerle o giine kadar kullanim alani sinirli olan
matematigin oniinii agmig ve matematigi evrensel bir bilim konumuna getirmisgtir. Tirev
ve integral analizin temelini tegkil eder. Gergekten de bu iki iglem, toplama ve gikarmanin
sonsuz versiyonlar: gibidir. Bilindigi iizere matematikte herhangi bir problemin ¢oziimi
o an ki matematik bilgisine gore yapilamayabilir. Fakat bu bize o problemin ¢oziimiiniin

olmadigi anlamina gelmez.

1967-1970 yillar1 arasinda M. Grossman ve R. Katz klasik analize bir alternatif olarak
yeni bir analiz insaa ettiler. Ilerleyen yillarda Grossman bu yapilari genisleterek geometrik,
kuadratik ve harmonik analiz simflarim elde etmistir. Bu ilerleme siirecinde M. Grossman
ve R. Katz” in buldugu bu analiz, klasikte bilinen toplama ve gikarma iglemlerinin; ¢carpma
ve bolme iglemleri ile birebir rollerinin degismesi esasina dayanan bir analiz olup buna

Newtonyen Olmayan Analiz denir.

Newtonyen Olmayan Analizin temel yapilarini olugturmak amaciyla bir ¢ok ¢aligmalar

yapilmigtir. Asagida yapilan bu ¢aligmalarin kisa bir literatiir taramasi verilmistir.

M. Grosmann ve R. Katz’ in, Non-Newtonian Calculus [23] isimli kitabi bu alanda

yazilmis en onemli kitaptir.

M. Grossman [24], iki tam swrali cisimden keyfi bir Newtonyen olmayan analizin
olusumu- nu agiklamig ve daha sonra Newtonyen olmayan analizin bazi1 ozelliklerini

vermistir.

A. E. Bashirov ve arkadaglari [5], M. Grossman ve R. Katz'in, toplama ve ¢gikarmanin
rollerini, carpma ve bdlme ile degistiren ve adi ¢arpimsal (multiplicative) olarak ad-
landirilan analizde integral ve tiirevin yeni taniminin kullanighihgini gostermis ve Newton-

yen olmayan analize dikkat ¢ekmek istemiglerdir.



M. Riza ve arkadaglarn [51], ¢arpimsal tiirev denklemlerin ve Volterra diferansiyel
denklemlerinin sayisal ¢oziimii icin sonlu fark semalarini ¢arpimsal analize dayali elde

etmislerdir. Bu yeni yaklagimlar: kullanilarak ornek problemler ¢ozmiiglerdir.

A. Uzer [60], reel degerli fonksiyonlar i¢in garpimsal bir analizi, kompleks degerli fonk-
siyonlarla ilgili carpimsal bir kompleks analize genigletmigtir. Baz1 temel teoremleri verip

klasik analizde olanlar ile arasindaki benzerligi aragtirmigtir.

A. E. Bashirov ve M. Riza [3], kompleks degerli fonksiyonlar i¢in ¢arpimsal tiirevi ele
almigtir. Karmasik carpimsal tiirevin ozelliklerini inceleyip Cauchy-Riemann sartlarii

elde etmislerdir.

A. E. Bashirov ve arkadaglar [4], Newtonyen analizin yerine, ¢arpimsal analzi kul-
lanarak farkl alanlarda cesitli problemlerin daha verimli bir sekilde modellenebilecegini
gostermislerdir. Ustel aritmetik, carpimsal analiz ve carpimsal tiirev esitlikleri gibi onun
bazi prensiplerini finansal, tarimsal, ekonomik, sigorta istatikleri ve sosyal bilim 6rneklerini

carpimsal analizi kullanarak ¢oziime kavusturmuslardir.

M. Mora ve arkadaglar [44], ¢arpimsal analizi kullanarak Newton tipi olmayan yeni
bir operator tanimlamig ve bu operator yardimi ile haritalamada kullanilan yiikseklik
¢izgisinin tespitinde geleneksel yolla elde edilen operatérden daha etkili oldugunu kanitla-

muslardir.

A. F. Cakmak ve F. Basar [12], Newtonyen olmayan metrik kavramini ve Newtonyen
olmayan reel sayilar cismini elde etmislerdir. Newtonyen olmayan analizde Minkowski ve

liggen esitsizligini ispat etmislerdir.

D. Filip ve C. Piatecki [20], L. Pacioli tarafindan on beginci yiizyilda tamtilan ¢ift
girigli defter tutma yontemiyle muhasebe tutma modelini Newtonyen olmayan analiz

yardimiyla ele almiglardir.

M. Ozavsar ve A. C. Cevikel [49], carpimsal metrik uzay ile ilgili bazi topolojik
ozellikler vererek carpimsal metrik doniigimiinii ele almiglardir. Caligmanin bir sonucu
olarak, porzitif gercek say1 kiimesinin ¢arpimsal mutlak deger fonksiyonuna gore tam bir
carpimsal metrik uzay oldugunu gostermislerdir. Ek olarak ¢arpimsal biiziilme dontigiimi
kavramini vermis ve carpimsal metrik uzay tanimi tizerinde boyle dontigiimlerin bazi sabit

nokta teoremlerini ispatlamiglardir.



A. E. Bashirov [6] klasik analizdeki iki kath integralleri, Newtonyen olmayan analiz

agisindan elde edip bunlarla ilgili teoremleri ispatlamistir.

S. Tekin ve F. Bagar [55], kompleks diziler uzay1 olan w kiimesi iizerinde, [, c,
co, l, seklinde ifade edilen ve sirasiyla tiim simirh, yakinsak, sifira yakinsak ve p-mutlak
toplanabilir dizi uzaylarin1 Newtonyen olmayan analize tagimiglardir. Yani, w* Newtonyen

*

olmayan kompleks diziler kiimesi tzerinde I3, ¢*, ¢j ve [ uzaylarmi tanimlamig ve bu

uzaylar icin bazi sonuclar vermisleridr.

A. F. Cakmak ve F. Bagar [11], klasik anlamdaki komleks sayilar ve kompleks fonksiy-
onlarin baz karakteristik ozelliklerini Newtonyen olmayan analiz agisindan incelemiglerdir.
x-kompleks sayilar cismi ve x-metrik uzay kavramini elde etmiglerdir. Ayni zamanda -
sinirlilik ve x-siirekliligin baz1 6nemli tanimlari ve bazi1 onemli 6zelliklerini elde etmiglerdir.
Daha sonra C*(€2) s-siirekli fonksiyonlar1 ve bu kiime iizerinde tanmmlanan Newtonyen ol-
mayan toplam ve skalerle ¢carpma iglemine gore bir vektor uzayr oldugunu ayrica C*(2)

nin bir Banach uzay1 oldugunu ispat etmislerdir.

U. Kadak ve M. Ozliik [31], diferansiyel denklemler i¢in Runge-Kutta metodunu farkh
iirete¢ fonksiyonlar icin Newtonyen olmayan analizde elde ettiler ve bu sonuclar1 klasik

analizdeki durum ile karsilagtirdilardir.

U. Kadak ve H. Efe [32], Newtonyen olmayan analiz agisindan R* ve C* kiimeleri
lizerinde vektor uzayi, i¢ ¢arpim ve Hilbert uzayir tanimlarim vermislerdir. Daha sonra
Non-Newtonyen oklid geometri diizlemi icin Newtonyen olmayan kartezyen diizlemini
tanimlayip oklidyen, tiniter ve dizi uzaylar: tanimini vermistir. Son olarak Newtonyen ol-
mayan kompleks yapilarin norm 6zelligini kullanarak Cauchy Schwarz ve tiggen esitsizlikle-

rini incelemislerdir.

U. Kadak [33], sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve p-sinirh varyasyonlu dizilerin C*
kompleks sayilar cismi izerindeki tanimi ve tam olduklarinin ispatini vermislerdir. Daha
sonra Kothe-Toeplitz duallerini Newtonyen olmayan analiz a¢isindan inceleyip klasik du-

rumla kargilagtirmiglardir.

U. Kadak ve H. Efe [34], C* cismi tizerinde dizi uzaylariin matris déniisiimii tanimini
ve Newtonyen olmayan analize gore sonsuz matrislerin bazi1 karakteristik simiflarini in-

celemiglerdir. Aynmi zamanda C* iizerideki klasik kiimelerden birini digerine dontigtiiren



sonsuz bir matris iizerinde gerekli ve yeterli kogullar1 elde etmislerdir. Ayrica, diziden

diziye ve seriden seriye toplanabilirlik yontemini orneklerle agiklamiglardir.

D. Filip ve C. Piatecki [21], neoklasik olmayan biiytime modelini Newtonyen olmayan

analiz acisindan yeniden ifade ve ispatini vermislerdir.

D. Filip ve C. Piatecki [22], Newtonyen olmayan analizi kullanarak klasik ekonomi
teorisini, ozellikle de ekonomik biiylimeyi, istatistigin maksimum olasilik yonteminde in-

celeyerek yeni bir bakisg acisi kazandirmislardir.

M. Abbas ve arkadaglar [1], carpimsal metrik uzaylar {izerinde kapali bir topun
yari-zayif degismeli doniistimlerin sabit nokta sonuclarini elde etmisler ve bu sonuglar:
orneklerle desteklemiglerdir. Daha sonra ¢arpimsal sinir deger probleminin ¢oziimiiniin
varligi i¢in sartlari ortaya koymuslardir. Boylelikle literatiirde var olan sonuclari genisleterek

ilerletmislerdir.

M. Riza ve B. Eminaga [52], Newtonyen olmayan analizin bir dal olan bigeometrik
analizi kullanarak Runge-Kutta yontemini yeniden ifade edip belirli baslangic deger prob-

lemleri altinde ¢oziimiinii aragtirmig, bu ¢oziimii klasik yontemle kiyaslamiglardir.

M. Riza ve H. Aktore [53], klasik anlamdaki Runge-Kutta problemini geometrik
carpimsal analizi kullanarak ifade edip ¢oziimiinii aragtirmigtir. Yine bu ¢oziimii klasik

durum ile kargilagtirmigtir.

U. Kadak ve arkadaslar1 [35], Newtonyen olmayan kompleks cisim tizerinde para-

normlu dizi uzaylar1 ve bunlarin duallerini elde etmiglerdir.

U. Kadak [36], Newtonyen olmayan kompleks cisim tizerinde C'esdro tipi toplanabilir

dizi uzaylarini elde etmistir.

A. Ugzer [61], garpimsal analizi kullanarak yar diizlemde silindirik dalga problemini

incelemigtir.

U. Kadak [37], 2015 yilinda yapmis oldugu ”Newtonyen olmayan analiz ve gesitli
uygulamalar1” isimli doktora tezinde Newtonyen olmayan analizin temel ozelliklerini ve
bu yapinm klasik analizle iligkilerini incelemistir. Ilk énce tek bir iiretece bagh fonksiyonel

analizin baz1 6nemli esitsizliklerini vermistir. Newtonyen olmayan analiz yontemlerinden



biri olan ve x-aritmetik adi verilen analiz tarz kullanilarak kompleks cisim iizerinde
tanimhi bazi dizi uzaylarimi1 ve duallerini tanimlamistir. Bunun yaninda sonsuz ma-
tris yapisi inga edilerek tamimlanan dizi uzaylari arasindaki bazi matris dontigiimlerinin
siniflandirmasini yapmistir. Vektor uzayi ve i¢ ¢arpim uzayinin Newtonyen olmayan an-
lamda karsiliklarini ve bazi geometrik ozellikleri gostermistir. Ozellikle klasik analizde iyi
bilinen agirlikli ortalama kavramlarini genellegtirerek farkli iireteglere bagli olarak yeni

tiirde agirlikh ortalamalar elde etmigtir.

N. Yalgin ve arkadasglar1 [68], carpimsal analizi kullanarak klasik anlamdaki Laplace
doniigimiinii elde edip bazi temel tanim ve ozelliklerini vermislerdir. Elde ettikleri bu
carpimsal Laplace doniigiimii yardimai ile bazi carpimsal diferansiyel denklemlerin ¢oziimle-

rini elde etmiglerdir.

U. Kadak ve Y. Giirefe [38], agirlikli ortalamalarin ve konveks fonksiyonlarin baz
karakteristik ozelliklerini, Newtonyen olmayan analiz a¢isindan incelemislerdir. Bu goster-
mistir ki tiretilen fonksiyonlarin se¢imine bagh olarak, bu tiir agirlikli ortalamalarin ve
konveks fonksiyonlarin bir ¢ok kullanigh gesitleri vardir. Dahasi, klasik agirlikli ortalama
ve onun Newtonyen olmayan versiyonu arasindaki bazi iligkileri karsilagtirmig ve konveks
fonksiyonlarin bazi geometrik yorumlarini Newtonyen olmayan egime gore vermiglerdir.

Son olarak, carpimsal stirekli konveks fonksiyonlar: kullanarak bir uygulama vermiglerdir.

K. Boruah ve B. Hazarika [9], Newtonyen olmayan analizi kullanarak G-Calculus

olarak adlandirilacak yeni bir tiir analizi elde etmislerdir.

Y. Giirefe ve arkadaslar1 [25], klasik analizin baz temel teoremlerini ve kavramlarini

carpimsal analize tagimig ve onlar arasindaki benzerlikleri ortaya ¢ikarmislardir.

M. Erdogan’in [18], " Newtonyen olmayan reel say1 serileri ve has olmayan integraller”
isimli yiiksek lisans tezinde Newtonyen olmayan reel sayi serileri ile has olmayan inte-
graller incelenmis ve onlarin yakinsaklik kosullari aragtirilmigtir. Yani, Newtonyen ol-
mayan reel sayi serileri ve has olmayan integraller i¢in gerekli olan temel tanimlara, teo-
remlere ve ozelliklere yer verilip onlarin yakinsaklik kosullarina dair testler verilmigtir.
Ayrica, Newtonyen olmayan reel sayilarda ara deger teoremi ve ortalama deger teoremi

gibi temel teoremler incelenmistir.

F. Erdogan’ m [19], ”Newtonyen olmayan reel sayilarda fonksiyon dizi ve serileri”

isimli yiiksek lisans tezinde Newtonyen olmayan reel sayilarda fonksiyon dizi ve serileri



incelenmigtir. Ayrica Newtonyen olmayan reel sayilar cismi iizerinde *-fonksiyon dizisi
tanmitilip, bazi tanim ve teoremler verilerek x-fonksiyon serisi, *-noktasal yakinsama, -
diizgiin yakinsama kavramlari tanitilmig ve x-noktasal yakinsama ile x-diizgiin yakinsama-
nin 6nemli farklarini ortaya ¢ikaran teoremler ispatlanmistir. Ayrica x-diizgiin yakinsaklik
icin x-Cauchy kriteri, x-Weierstrass M-kriteri gibi *-yakinsaklik testleri elde edilip sirasiyla
x-diizgilin yakinsakligin x-siireklilik, x-integral ve x-tiirev ile arasindaki iligki irdelenmigtir.
x-Abel ve x-Dirichlet testleri tanimlamip x-kuvvet serileri tamtilarak, bunun bir uygula-

masi1 olan Cesdro ve Abel anlaminda toplanabilme 6zellikleri elde edilmistir.
K. Boruah [8], ¢arpimsal reel dizi kavramini ve onlarin temel ozelliklerini vermistir.

M. Kiriggi [41], Newtonyen olmayan metrik uzaylarin baz 6zelliklerini ve bazi Newton-

yen olmayan metrik uzaylarin topolojik yapilarini vermigtir.

E. Unliiyol ve arkadaslari [63], konveks fonksiyonlar ve baz esitsizlikleri Newtonyen ol-
mayan analiz yardimiyla elde etmislerdir. Daha sonra Newtonyen ve Newtonyen olmayan

analiz ile kiyaslamiglardir.

E. Unliiyol ve arkadaslari [64], baz1 operatorleri, Newtonyen olmayan analize tagimiglar-

dir. Ayrica onlar1 Newtonyen ve Newtonyen olmayan analize gore kiyaslamiglardir.

T. Yaying ve B. Hazarika [69], aritmetik yakinsak diziler ve aritmetik toplanabilirligi

Newtonyen olmayan analizde inga etmislerdir.

M. Waseem ve arkadaglar1 [67], carpimsal analizi kullanarak bazi lineer olmayan den-

klemlerin ¢oziimlerini elde edip bu ¢oziimleri klasik anlamdaki ¢oziim ile kiyaslamiglardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Konvekslik ve Bazi1 Konvekslik Cesitleri

Tamim 2.1.1 Eger f: I CR — R fonksiyonu her z,y € I ve t € [0,1] igin

flz+ 1 —t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger yukaridaki

esitsizlik yon degistirirse, f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Teorem 2.1.1 [26] I, R de bir aralik ve f: I € R — R bir konveks fonksiyon olsun.

Bu durumda a < b ve her a,b € [ i¢in

a+b
2

o f(@) + £)
)Sb—a/a f(o)de < LTI

I :

esitsizligi saglaniyorsa, f : I € R — R fonksiyonuna Hermite Hadamard Esitsizligi

denir.

Tanim 2.1.2 [57] [ bir aralik, ¢ : I € R — R siirekli ve kesin monotonik fonksiyon
olsun. Eger her z,y € I ve t € [0, 1] igin

77 (t(@) + (1= D)) < @)+ (1= Of ()

esitsizligi saglaniyor ise, o zaman f : /] € R — R fonksiyonuna M, A konveks fonksiyon
denir. Eger esitsizlik yon degistirirse, o zaman f fonksiyonuna M, A-konkav fonksiyon

denir.

Tamim 2.1.3 [54] : f : [a,b] — R reel degerli bir fonksiyon, J = f(z) : x € [a,b] [a, D]
tizerinde bir aralik, g, siirekli ve J iizerinde kesin monoton fonksiyon olsun. Eger her

z,y € I vet €10,1] igin

fte+ (1= 1y) < (2) (97 (talF@) + (1= g (f (1))

esitsizligi saglaniyor ise, o zaman f fonksiyonuna g konveks(konkav) fonksiyon denir.

1

Burada g7, ¢g-nin ters fonksiyonudur.

Tamm 2.1.4 [43] I,R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her
x,y € I icin

f(:c—gy> - f(x);rf(y)



esitsizligini saglayan bir f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-
konveks fonksiyon denir. Ayrica eger x # y i¢in yukaridaki esitsizlik saglaniyorsa, f ye [

tizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.5 [72] f : I — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak tizere eger her z,y € I
ve t € (0,1) icin,

fltz + (1 =1t)y) < f(x) + f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f ye P-fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir.

Tamm 2.1.6 48] f : Rf — Rve 0 < s < 1 olsun. a® + 3° = 1 olmak {izere her
u,v € Ry ve her a, 8 > 0 igin

flaw+ pv) <o f(u) + 5°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.1.7 [10] f: R — Rve 0 < s < 1 olsun. a+ 8 = 1 olmak iizere her u,v € R

ve her a, 5 > 0 i¢in
flau+ Bv) <o’ f(u) + 6°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.8 [66] » # 0 ve h : J — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger her
z,y €I, a€(0,1)icin

flax + (1= a)y) < h(a) x f(z) + (1 —a) x f(y) (2.1.1)

esitsizligini saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna bir h-konveks fonksiyon

denir. Burada I ve J R’de iki aralik ve (0,1) C J dur.

Tamim 2.1.9 [45] f: I C Rt — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her z,y € I
ve t € (0,1) icin,
fla'y'™) < fl2) fy)'™

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna G-G konveks fonksiyon denir.

Teorem 2.1.2 [14] f: I C (0,00) — R fonksiyonu G-G konveks fonksiyon, a,b € I ve
a < b olsun. Bu durumda f € La, b] i¢in,

= fla) + f(b)
1
f( b _lnb—lna/f 2 g (el
esitsizligi saglanir. Bu egitsizlige G-G konveks fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsiz-

ligi denir.



Tamim 2.1.10 [45] f : I € RY — RT fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her
x,y €I vete(0,1) igin,

fla'y'™) <tf(x) + (1 —1)f(y)
esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna G-A konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.11 [46] f : I € R" — RT fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her
x,y € I vete (0,1)icin,

flta+ (1= t)y) < f(2)' fly)'™
esitsizligini saglhiyorsa f fonksiyonuna A-G konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.1.12 [39] I # 0, R de aralik ve f : I — [0, 00) fonksiyon bir fonksiyon. Eger
f fonksiyonu, her z,y € I ve t € (0, 1) igin,

[tz + (1 —t)y) < f(z)f(y)
esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna carpimsal P fonksiyon denir.

Tamim 2.1.13 [28] f : I C (0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her
z,y €l vete(0,1) icin,
fla'y'™) < flz)+ f(y)

esgitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna P geometrik aritmetik ya da P-GA fonksiyon denir.

Tamim 2.1.14 [40] f : I C (0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her
z,y€lvete (0,1) icin,
Ty ) <
Hra—ns) /@ +w)

egitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna harmonik P fonksiyon ya da H-P(I) fonksiyon denir.

Teorem 2.1.3 [57] f: I C (0,00) — R fonksiyonu M, A konveks fonksiyon, ¢ : I — R
siirekli ve kesin monoton fonksiyon, a,b € I ve a < b olsun. Bu durumda f,¢ € L[a, b]
icin,

P (B 29)) < [ o7 o) + (0 - ot <

fla) + f(0)
2

saglanan bu esitsizlige M, A konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligi denir.



Teorem 2.1.4 [30] f: 1 C (0,00) — R fonksiyonu harmonik konveks fonksiyon, a,b € I
ve a < b olsun. Bu durumda f € La, b] igin,

P < [ L)y SO0

xT+y) —a 2?2

saglanan bu esitsizlige Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligi

denir.

Tamim 2.1.15 [29] I C (0,00), R de bir aralik, p € R\ {0} f: I — R bir fonksiyon
olsun. Her z,y € I ve t € [0, 1] igin

F(lta” + (1= )?)p) < tf(x) + (1 — 1) f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna p-konveks fonksiyon denir.

Teorem 2.1.5 [15] Eger f : I C (0,00) — R fonksiyonu p konveks fonksiyon, a,b € I
ve a < b olsun. Eger f € L[a,b] ise,

f(((a)p—;—(b)p>;) g/olf(((CL)p;—(b)p);)dtS f(a>42'f(b>7 (t € [0,1])

esitsizligine p fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligi denir.

Tamim 2.1.16 [13] I C R\ {0} bir aralik olsun. Eger f : I — R fonksiyonu her z,y € T
ve t € (0,1) icin,

xy
f(m) <tf(x)+(1-1)f(y)

esitsizligini saghyorsa, f ye H-A konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.17 [71] I C R\ {0} bir aralik olsun. Eger f : I — R fonksiyonu her z,y € T

ve t € (0,1) igin, f(x) ()
f<t:c+(1—t)y> =00/l + @)

esitsizligini saglhyorsa, f ye H-H konkav fonksiyon denir.

Tamim 2.1.18 [71] I C R\ {0} bir aralik olsun. Eger f : I — R fonksiyonu her z,y € T

ve t € (0,1) igin, f(@) ()
)y
f(ta:+(1 —ﬂ) == 0/(y) + /@)

esitsizligini saghyorsa, f ye A-H konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.1.19 [70] f : [0,b] — R bir fonksiyon, » > 0 ve b > 0 olsun. Eger her
x,y € [0,b] i¢in

[tz + (1= 1y) < (H @)+ 0 =D)) " (e 1)

esitsizligi saglaniyorsa, bu esitsizlige r konveks fonksiyon denir.
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2.2 Aritmetik Sistem

Aritmetik, tanim kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan tam sirali bir cisimdir.
Aritmetik sistem ise bu cisim {izerinde tanimli cebirsel iglemlerle elde edilen yapiya denir.
Aslinda bu cisim, reel say1 cisminin farkli bir yorumu olarak da distiniilebilir oyle ki
sayilabilir sayida sonsuz tam sirali cisim olusturulabilir ve bu yapilar birbiriyle denk ya
da izomorfiktir. Aritmetik sistemleri olugturmaya yarayan tireteg(dogurucu) fonksiyonu,
tanim kiimesi reel sayilar ve deger kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan bire-bir ve orten
bir déntigimdiir. I birim fonksiyonu ve e*(exp(z)) tistel fonksiyonu iireteg fonksiyonuna
birer ornektir. Her bir iirete¢ tek bir aritmetik iirettigi gibi her aritmetik de tek bir tireteg

yvardimuyla iiretilebilir[37].

2.2.1 oa-Aritmetik

a, tanim kiimesi A C R olan ve deger kiimesi R, = {a(a) : a € A} olan bir
iirete¢ (dogurucu) olsun. R, iizerinde tamml 4, —, x, / islemleri ve < siralama bagmtisi

agagidaki gibi olan aritmetige bir o aritmetik denir. Her x,y € R,, i¢in

1

() +a ' ()}

(z) — ™ (y)},

Yz) x a H(y)l, (2.2.1)
(x)

+
Q

a—toplam z+y= ofa'(z

a—fark  z-y= afaNx
o — garpim exy = oafa”
a—bslim  z/y= afaY(z)/a" (y)},

o —siralama 1<y <= o '(z) <a Y(y).

Bu islemler altinda (R,,+, —, X, / , <) tam sirali bir cisimdir yani bir aritmetiktir. Bu

aritmetigi o fonksiyonu iirettigi i¢in buna a-aritmetik denir[23].

Her bir tirete¢ fonksiyonu yalniz bir aritmetik iiretir ya da her bir aritmetik yalniz bir

iretec vasitasiyla tiretilir.

Dogurucu fonksiyon o = exp olmak tizere,

a:R— Ry a Ry — R
(2.2.2)
r— a(xr) =€" e’ —» In(e”) ==z
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seklinde verilsin. Her z,y € R i¢in asagidaki cebirsel iglemler gegerlidir.

geometrik toplam sty = ellhethnvd — 4

geometrik fark r—y = elmexnt — g/
geometrik garpim  zxy = TNyl — gy — (2.2.3)

geometrik oran x/y = eina/lny} — Iﬁ,

geometrik siralama <y <= In(z) <lIn(y).

Simdi ise bagka bir iireteg fonksiyon 6rnegi verelim.

¢ : R — R, C R fonksiyonu ve tersi olan ¢, ! fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir

(p e R\ {0}) :

TP, z>0 P, z>0
¢p(r) =14 0, =0, q'(z)=% 0, r=0 (2.2.4)
—(—x)%, z <0 —(=2)P, = <O0.
Sonsuz sayida g,-aritmetik verebiliriz. Ozel olarak p = 2 ve p = —1 i¢in bu aritmetige

sirastyla kuadratik aritmetik ve harmonik aritmetik denir [37].

Tanim 2.2.1 [37] Klasik aritmetikteki her bir iglemin dogal kargiligin1 a-aritmetikte bul-
mak miimkiindiir. Her p € Z icin a(p) = p olmak iizere y € Ry, y+0 = y ve yx1 =y
ise 0 (c-sifir) ve 1 (a-bir) sayilarina, sirasiyla a-toplama gore etkisiz ve a-¢arpmaya gore

birim eleman denir.
Tamim 2.2.2 [37] Her n € Z igin —n = 0-n = a(—n) olmak iizere Z, tamsayilar kiimesi
Zo=1{...,~2,-1,0,1,2...} = {...,a(-2),a(-1),a(0), a(1),(2), ... }.
seklinde tarif edilir. Buna gore a-tamsayilarin Z, kiimesi,
Zo={n:n=an), n€Z}
seklindedir .

Tanim 2.2.3 [37] Keyfiz € R, sayisi i¢in 2’in a-karesi 2 x z seklindedir ve 22 ile gosterilir.

Yani, 22 = zxz = a{[o~(2)]?} dir.

Tamim 2.2.4 [37] Agik bir (r,s) C R, araliginda f : (r, s) — Rl ya tamiml bir fonksiyon
olsun. z, xy € (1, s) olmak tizere

fla)—f(zo)

o
limg sz, e
T—Xo
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olacak seklinde a-limiti varsa, bu degere f fonksiyonunun zy noktasindaki a-tiirevi

denir ve f7 ile gosterilir.

Eger f fonksiyonu x( noktasinda a-tiirevlenebilir ise f ayni noktada a-diferensiyellene-

bilir. Ayrica bu limit degeri a-iireteci yardimiyla

falz,) =" lim M = lim a{a_l(ffx)) _

r—>a T—x, r—>a

(2.2.5)

scklinde hesaplanir. Bu islem n kere tekrarlanirsa, verilen noktada n. mertebeden « tiirev

elde edilir. O halde f¥"(a) varsa
o (" ofa" ) ()
fot(xy) = a{ () }, n=12 ...
Sonug 2.2.1 [37] f* tiirev operatorii dogrusal lineer bir operatordiir. ¢ € R, sabit

olmak iizere f*"(g+ h) = fi"g + fi"h, ve cx fi"(g) = fi"cxg esitlikleri gegerlidir.

2.3 x-Analiz

a, [ keyfi segilen tretegler ve x(star) sirali aritmetik ¢iftidir, yani a-aritmetik ve

[-aritmetik. Bu calisma boyunca asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

a-Aritmetik | S-Aritmetik
Gosterim A B
Toplam + +
Fark - -
Carpim X X
Béliim / /
Siralama, < <

a-aritmetik i¢in verilen biitiin tanimlar S-aritmetik i¢in de gegerlidir. x-hesaplama tarzinda

a-aritmetik tanim kiimesinin elemanlari, S-aritmetik deger kiimesinin elemanlari i¢in kul-

lamlir [23].
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Uyar: 2.3.1 [23] a ve [ {lireteglerini birim fonksiyon olarak secebiliriz, peki ya aymi
degilse? Bu durumda, M. Grossman ve R. Katz, bu soruyla ilgili izomorfizmin tanimini

vermistir.

Tamim 2.3.1 [23] a-aritmetikten S-aritmetige tanimlanan izomorfizma déntsimi
1) ¢ fonksiyonu, bire-birdir.
2) ¢ fonksiyonu, R,’dan Ry {izerinedir.

3) R, ’dan se¢ilmisg herhangi u ve v’ler igin,

Wutv) = i(u)Fuv),
(o) = ofu)Sulv),
W(uxv) = iu)¥u(v)
Wufv) = sw)/uv), v#0,

u<v & (u)<i(v)

ozelliklerini saglayan bir tek t(iota) fonksiyonudur. a ve f'nin deger kiimesi sirasiyla R,

ve R olmak tizere tim z € R, icin

uz) = pla (2)}

seklindedir. Bu durumda her n tamsayisi i¢in

ifadesi gecerlidir. Ornegin,

seklindedir.

Tamim 2.3.2 [62] « bir iireteg ve z,y € R, olsun. Bu durumda agagidaki sekilde ifade

edilen kiimelere, a-araliklar denir,

L (z,y) :={z € Ry : z<2<y},

2. (z,y] == {2 € Ry : 2<2<y},

3. [1,y) = {z € Ry : 2<2<y},
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v, y] = {z € Ra : 2<2<y},

-

(z,4+00) :={z € R, : <2< 400},

o

0. (_oojy) = {Z € Ra : —OO<Z<y},

7. [v,+00) = {z € R, : 2<z<+ o0},
8. (~c0,y] = {z € Ry : —c0<2<y}).
Uyar: 2.3.1 [62] Yukarida sekiz tane tanim verilen a-araliklarini kisaca agagidaki gibi

gosterebiliriz;

(xa y>0w ($, y]av [xv y>av [xv y]a, (xv +OO>C¥7 (—OO, y>a7 [xv +OO)OH (—OO, y]a’

Uyar1 2.3.2 [62] Ayrica [x,y]a, (,y), araliklarina sirasiyla a-kapall aralik ve a-agik

aralik denir.

Tamim 2.3.3 [55] f: A C R, — B C Rg bir fonksiyon ve a € R, olsun. O halde

*lim =b <= Ve30, 3630V € Ry,

T—ra
[z—ala<d, |f(z)—bls<e
olacak sekilde bir b € Ry eleman1 vardir ve bu b sayisina f fonksiyonun *-limiti denir.

*lim,_,, = b seklinde gosterilir.
Tamm 2.3.4 [37] Bir f: A CR, — B C Ry fonksiyonuna,

" lim f(z) = f()

T—xT0
olmasi durumunda a € A noktasinda x-siireklidir denir. f, A’nin her noktasinda x-stirekli

ise 0 zaman f, A tlizerinde *-streklidir denir.

Tanim 2.3.5 [19] X C R(N),, f: X - X C R(N)g fonksiyonu ve a € X noktas: ver-
ilsin. Herhangi ¢ > 0 sayisma karsilik |z—a|, < ¢ olan her 2 € X icin |f(2)=f(a)|s < ¢
olacak sekilde en az bir § = §(¢) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa f fonksiyonuna a € X nok-

tasinda *-sureklidir denir.

Tanim 2.3.6 [11] Bir f fonksiyonunun a € X noktasinda #-siirekli olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul @ € X noktasinin f fonksiyonunun tanim kiimesinin elemani ve

" lim f(z) = f(a)

T—Tq

olmasidir.
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Tanim 2.3.7 [37] Verilen bir fonksiyonun asagidaki gibi x-limiti varsa, bu ifade f*(a) ile
gosterilir ve f fonksiyonunun a’da x-tiirevi olarak adlandirilir. Yani, f fonksiyonunun

a’da *-tirevi

* lim M = lim 6{

e—a 1(z)—1(a

‘1(f(a))} (23.1)

~—
T«
IS

seklindedir.

Tamim 2.3.8 [37] f fonksiyonu [r, s] iizerinde tanimh bir fonksiyon olmak iizere L € R,

ve €30 icin verilen aralikta en az bir p, boliintiisii vardir dyle ki
do(N(f; ), L)<e

kosulu her ¢ C @, icin saglanirsa f fonksiyonuna Riemann anlaminda « integrallenebilir

JRCE

seklinde gosterilir.  Agikca gortiliir ki f fonksiyonu klasik anlamda Riemann integral-

denir ve

lenebilr ise ayni aralikta o integrallenebilirdir. Ayrica « iiretecinin tanimindan eger f

klasik anlamda Rieman integrallenebilir ise (a ! o f) bileske fonksiyonu da Riemann in-

[t = of [@tep

elde edilir. Tersine olarak f Riemann integrallenebilir ise

[ e = o [t

saglanir. Buradan da klasik yapi ile bu yapi arasinda birebir iligki kurulur. Simdi, klasik

tegrallenebilirdir ve

anlamda belirsiz integral yapisina denk olan ve a-antitiirev adini verecegimiz temel inte-
gral yapisini inceleyecegiz. [ f(z)™ = F(z) ifadesinin anlam F}(z) = f(z)'dir. Diger

bir ifadeyle verilen bir f fonksiyonu klasik anlamda integrallenebilir olmak iizere

/f(:c)df = a{/(alof)(:c)dx}—i—(}

elde edilir ve bu integrale f’nin a-belirsiz integrali denir. Burada « iiretecinin tersi siirekli

integrallenebilir ve f nin integrallenebilirliginden (o ! o f) integrallenebilirdir.
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Tanim 2.3.9 [37]f fonksiyonu [r, s] iizerinde tanumh bir fonksiyon olmak iizere her ¢>0

icin verilen aralikta en az bir g, boluntisii vardir oyle ki

ds(N.(f; p), P)<e

kogulu her p C g, i¢in saglanirsa f fonksiyonuna Riemann yildiz integrallenebilir (x —

* / f@)da

seklinde gosterilir. Agikca gortiliir ki f fonksiyonu klasik anlamda Riemann integral-

integral) denir ve

lenebilr ise ayni aralikta yildiz integrallenebilirdir ve

. fe)de = 6{ / s(ﬁ‘lof)(x)dfc}

yazilir. Tersine f Riemann integrallenebilir ise

[ rte = 5 [ o)

elde edilir. Temel olarak . [ f(z)dz = F(x) ifadesinin anlam F*(z) = f(z)dir. Diger

bir ifade ile verilen bir f fonksiyonunun klasik antitirevi [ f(x)dz olmak iizere f'nin

[ st - ﬁ{ / f(x)dx}J"rC
S 1w = of oo pwhic

olur. Ayrica [ iireteci stirekli oldugundan integrallenebilirdir ve f klasik anlamda inte-

s-antiturevi

ve buradan da

grallenebilir oldugundan bileske fonksiyon 87! o f integrallenebilirdir.

Uyar: 2.3.2 Bu tezdeki baz teorik alt yapilar i¢in yani araligin Newtonyen olmayan
parcalanigi, Newtonyen olmayan alt ve list toplamlar, bunlarin 6zellikleri, *-integral vb.
kavram ve tanimlar i¢in Grosmann ve Katz'in [23] kitabina ve Kadak’in [37] doktora tezine

bakilabilir.

Uyar: 2.3.3 Biz bu tez boyunca kullanilan a-integral ve x-integral ifadelerini agagidaki

gibi kabul edecegiz,

/Ts fla(t)xata(l —t)xb)* = Q{ /aa_l(S)(a_l o f)(a(t)xat+a(l — t)kb)dt} (2.3.2)

~i(r)

— a{ /::::)(a—l ofoa)(ta  (a)+ (1— t)a—l(b))dt}.

17



s a~1(s)
/ fla(t)xat+a(l —t)xb)dt = /3{/ (/3—1of)(a(t)xam(l—t)iw)dt} (2.3.3)

()

_ 5{ /aa_l(s)(@—l o foa)(ta (a) + (1 — t)ofl(b))dt}.

~Hr)
Tanim 2.3.10 [38] I, C R,\{0} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — Ry fonksiyonu her
a,b e I, icin

FA\rxad-Ayxb) <0, f(a)+-0;% f(b) (2.3.4)

esitsizligini saglaniyorsa f ye x-konveks fonksiyon denir. Burada A\, A € [0, 1],, 61,02 €
[0, 1]5, /\1‘6’)\2 = 1 ve 91—.[—‘92 = 1
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3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 « Ureteci Yardimiyla Konvekslik ve Temel Tanimlari

Tanim 3.1.1 L, bir a-lineer uzay ve A C L, olsun. Eger her z,y € A i¢in
By ={2€ Ly : 2z =0, xx+0,xy, 0<60,,0,<1} C A

ise, A kiimesine a-konveks kiime denir. Eger z € B, ise, , y nin katsayilar icin 0,460, = 1

dir.

Tanim 3.1.2 I, R’de bir aralik ve f : [ — R,, fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € I
ve t € [0,1] i¢in

fltr + (1= y)<a(t)x f(z)+a(l — )% f(y) (3.1.1)

esitsizligi saglaniyorsa, f ye a-konveks fonksiyon denir. (3.1.1) esitsizligini, « iiretecinin

tanimina gore yazarsak

flte+(1— t)y)éa{ta_l{f(x)} +(1- t)a_l{f(y)}}

esitsizligini elde ederiz. Eger 3.1.1 esgitsizligi x # y i¢in saglamiyorsa, f fonksiyonuna kesin
a-konveks fonksiyon denir. Eger (3.1.1) esitsizligi yon degistirirse, o zaman f-ye a-konkav
fonksiyon denir. Eger a-konkav fonksiyon = # y icin saglaniyorsa, f fonksiyonuna kesin

a-konkav fonksiyon denir.

Sonug 3.1.1 Tanim 3.1.2 de o« = Id alinirsa, o zaman konveks fonksiyon tanimini elde

ederiz.

Sonug 3.1.2 Tamim 3.1.2 de o« = exp ahmirsa, (3.1.1) esitsizligi A-G konveks fonksiy-

onuna indirgenir.

Sonug 3.1.3 Tamim 3.1.2 de @ = ¢, alinirsa, (3.1.1) esitsizligi r konveks fonksiyonuna

indirgenir.

Sonug 3.1.4 Tamm 3.1.2 de a = g~ ! olarak alinirsa, (3.1.1) esitsizligi g konveks fonksiy-

onuna donitigiir.

Tanim 3.1.3 f:R* — R, bir fonksiyon ve her 2,5 € R*,¢ € [0,1], a(t)*+a(1—t)* =1

olsun. Bu durumda $ € [0, 1] sabiti i¢in
fltz + (1= t)y)<a(t)*> f(z)+(a(l)=a(t)) < f(y)
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esitsizligi saglamiyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s,-konveks fonksiyon denir. Bu

kiimeye ait olan fonksiyonlar sinifin1 K Sla ile gosterecegiz.

Tanim 3.1.4 f:RT — R, fonksiyonu, 2,5 € Rt € [0,1], a(t)*+a(1 —t)* = 1 olsun.
Bu durumda $ € (0, 1] sabiti igin

fltz + (1= )y)<a(t)’x fz)Ha(l)—a(t) < f(y) (3.1.2)

egitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s,-konveks fonksiyon denir. Bu

kiimeye ait olan fonksiyonlar sinifini Kfa ile gosterecegiz.

Sonug 3.1.5 Eger tanim 3.1.4 te o« = Id segilirse, (3.1.2) esitsizligi ikinci anlamda s-

konveks fonksiyonuna dontisiir.

Sonug 3.1.6 Eger tamm 3.1.4 te § = 1 secilirse, (3.1.2) esitsizligi a-konveks fonksiyonuna

donitigtir.

Sonug 3.1.7 Eger tamim 3.1.4 te a = Id ve s = 1 segilirse, (3.1.2) esitsizligi konveks

fonksiyonuna indirgenir.

Tanim 3.1.5 f : (a,b) — R, bir fonksiyon olmak fizere, her = € (a,b) i¢in f(2)>0 ise

f fonksiyonuna a-negatif olmayan fonksiyon denir.

Tamim 3.1.6 [ : [a,b] — R, a-negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Her z,y € [a,b],
A€ (0,1) igin
Oz + (1= Ny)<f(x)+f(y) (3.1.3)

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f fonksiyonuna [a, b] {izerinde P, fonksiyon denir.

Uyar:1 3.1.1 P, fonksiyonu aslinda a-negatif olmayan fonksiyondur.

Gergekten f : (a,b), — R, bir fonksiyon olmak tizere, her = € (a,b), igin

fla(t)xata(l — t)xy)<f(z)+(y) (3.1.4)

esgitsizliginde x = y alinirsa,

o (f(z)) < aHala(f(2) +a  (f(2)))
a” ' (f(z)) < 207'(f(2))
a(f(z)) = 0

flx) > a(0)

elde edilir. Bu ise P, nmin a-negatif olmayan bir fonksiyon oldugunu gosterir.
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Sonug 3.1.8 Eger tanmim 3.1.6 da o = Id segilirse, (3.1.3) egitsizligi P fonksiyonuna

doniigtir.

Sonug 3.1.9 Eger tanim 3.1.6 da o = exp segilirse, (3.1.3) esitsizligi garpimsal P fonksiy-

onuna doniigiir.

Tanim 3.1.7 f: [a,b] — R, bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € [a, b] igin

F (I ;r y) < f(a:);%f(y)

. (3.1.5)
esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f ye [a, b] lizerinde J,-konveks fonksiyon denir.

Sonug 3.1.10 Eger tanim 3.1.7 de o = Id segilirse, (3.1.5) esitsizligi J konveks fonksiy-

onuna doniigiir.

Tamim 3.1.8 Eger her z,y € [a,b], x # y ve f : [a,b] — R, i¢in
() Letite) 56

2 2

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f ye [a, b] lizerinde, kesin J,-konveks fonksiyon denir.

Sonug 3.1.11 Eger tamum 3.1.8 de a = Id segilirse, (3.1.6) esitsizligi kesin J-konveks

fonksiyonuna doniisiir.

Tanim 3.1.9 h, # «(0) ve h, : J — R, a-negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger
her z,y € [a,b], t € (0,1) igin

Fltz + (1= Oy)<ha(t) % f () +ha(l = )% f(y) (3.1.7)

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f : [a, ] — R, fonksiyonuna h,-konveks fonksiyon denir.

Burada [a, b] ve J R’de iki aralik ve (0,1) C J dur.

Sonug 3.1.12 Eger tanim 3.1.9 da o = Id segilirse, (3.1.7) esitsizligi h-konveks fonksiy-

onuna doniisiir.

Sonug 3.1.13 Eger tanim 3.1.9 da h,(t) = t segilirse, (3.1.7) esitsizligi a-konveks fonksiy-

onuna dontisiir.

Sonug 3.1.14 Eger tanim 3.1.9 da 5 € (0,1), ha(t) = a(t)® secilirse, (3.1.7) esitsizligi

ikinci anlamda s,-konveks fonksiyonuna dontigtir.

Sonug 3.1.15 Eger tanim 3.1.9 da ho(t) = 1 secilirse, (3.1.7) esitsizligi P, fonksiyonuna

donitisiir.
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Sonug 3.1.16 Eger tanun 3.1.9 da o = Id ahmirsa h,(t) = h(t) olup, h(t) = 1 secilirse,
(3.1.7) esitsizligi P fonksiyonuna doniigiir.

Sonug 3.1.17 Eger tamim 3.1.9 da o = Id alimirsa h,(t) = h(t) olup, h(t) = t secilirse,

(3.1.7) esitsizligi konveks fonksiyonuna doniistir.

Tanim 3.1.10 f : (a,b) € R — R, bir fonksiyon olsun. O zaman her x1,z5 € (a,b)

igin:
a) Eger o > x; oldugunda f(zg)>f(x1) ise, f fonksiyonuna (a,b) lizerinde a-artan
denir.

b) Eger x5 > x1 oldugunda f(x9)<f(z1) ise, f fonksiyonuna (a,b) lizerinde a-azalan

denir.

¢) BEger x5 > 21 oldugunda f(x5)>f(x) ise, f fonksiyonuna (a, b) iizerinde a-azalmayan

denir.

d) Eger x5 > x; oldugunda f(z)<f(z;) ise, f fonksiyonuna (a,b) iizerinde a-artmayan

denir.

3.2 Id, Konveks Fonksiyon ve Bazi Ozellikleri

Tanim 3.2.1 [a,b], C R, bir a-kapal aralik ve f : [a,b], — R bir fonksiyon olsun.
Eger her z,y € [a,b], ve t € [0, 1] igin,

fla(t)xata(l —t)xy) < tf(x) + (1 —)f(y) (3.2.1)

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f’ ye Id,-konveks fonksiyon denir. Eger (3.2.1) esitsizligi
yon degistirirse, o zaman f ye Id,-konkav fonksiyon denir. Ayrica z # y ig¢in (3.2.1)
esitsizligi saglanmiyorsa, f ye kesin Id,-konveks denir. Eger x # y ic¢in esgitsizlik yon

degigtirirse, o zaman f ye kesin Id,-konkav fonksiyon denir.

(3.2.1) esitsizligini « tireteci tanimiyla,

f(a{ta™ @+ -0 W)}) < /@) + 1 -5 () (3:2.2)

seklinde de yazabiliriz.
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Sonug 3.2.1 Eger tanun 3.2.1 de o = Id segilirse, (3.2.1) esitsizligi konveks fonksiyonuna

doniistir.

Sonug 3.2.2 Eger tanim 3.2.1 de o = ¢, alinirsa, (3.2.1) esitsizligi p konveks fonksiy-

onuna donitigiir.

Sonug 3.2.3 Eger tanim 3.2.1 de a = exp secilirse, (3.2.1) esitsizligi G-A konveks fonksiy-
onuna doniisiir.

Sonug 3.2.4 Eger tamm 3.2.1 de o = ¢! seqilirse, (3.2.1) esitsizligi M,A konveks
fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.2.5 Eger tanim 3.2.1 de @ = % secilirse, (3.2.1) esitsizligi Harmonik konveks

fonksiyonuna dontsiir..

Onerme 3.2.1 R, iizerinde I, := [z, y], aralis bir a-konveks kiimedir.

Ispat: u € {0 xz+0,xy : 61,05 € [0,1]4. 0,05 = a(1)} olsun. O halde u = 6; xz+6,xy
dir. Bu durumda,
u = a{a—l(el)a—l(x) + a_1(92)a_1(y)}
o Hup = a7l (0o (z) + a7 (0)aT (y)
< min{a™(z),a7(y)} = o (z) < max{aH(z), 0" (y)} = a7 (y)

= al(@)<a(u) <al(y)

— z<u<ly

= u € [z,yla

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Buradan asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.6 A C R, nin a-konveks kiime olmasi igin gerek ve yeter kogul her x,y € A,
<y icin [z, y], € A olmasidir.

Teorem 3.2.1 A C R, nin a-konveks kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € A,

01,05 € [0,1]4 ve ;+62 = (1) igin
91 ><a+92><b € A

bagintisinin dogru olmasidir. Bagka bir ifade ile yukaridaki durumu asagidaki gibi ifade
edebiliriz:

A C R, olsun. O zaman her a,b € A ve 6,40, = a(1), 6,6, € [0, 1], icin

(915(&‘6’(92 Xb €A
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olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € A ve t € [0, 1] igin
at)xa+a(l —t)xb € A

olmasidir.

Ispat: Ilk olarak, her a,b € A ve 0,0, € [0, 1]a, 01462 = a(1) icin
O1xa+0,xb € A
oldugunu kabul edelim. 6y, 6, € [0, 1], oldugundan,
ala(0)) +a(0)) = a(l)
yazilir. a nin birebirliginden,
a ) +a(B) =1
yazilir. Daha sonra 0; = «(t), 03 = a(1 — t) segilir ve yerine yazilirsa
at)xata(l —t)xbe A
elde edilir. Ayrica tersi de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2 f: [a,b], C R, — R fonksiyonun Id,-konveks olmasi igin gerek ve yeter
kosul o : R — R,, igin,
foa:a(a,b,) CR—R

fonksiyonunun konveks olmasidir.

Ispat: Ilk olarak, f min Id,-konveks fonksiyon oldugunu kabul edelim. O halde her
t €10,1] ve a,b € [a, b], icin

fla(t)xata(l —t)xb) <tf(a)+ (1 —1t)f(b)
esitsizligini yazabiliriz. Buradan a-toplam ve a-¢arpim tanimindan

flatta™ @+ (1= 0a7'())) < tf(@)+ (1 -1f0)
(foa)ta™ (@) +(1=Ha'(B) < HFfea)a @)+ —H)(foa)a ' (B)

clde edilir. Bu ise (f o ) nin a~!([a, bl,) da konveks oldugunu gésterir. Tersi de benzer

sekilde yapilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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3.2.1 Id, Hermite-Hadamard Esitsizligi ve Bazi Ozellikleri

Teorem 3.2.3 (a,b),, R, da bir agik aralik ve f : (a,b)o, — R, Id,-konveks fonksiyon

olsun. O zaman her a,b € [a, b], i¢in

f(a( ) a+b / fla(t)xata(l —t)xb)dt < fla) + 1) (3.2.3)
2
esitsizligi dogrudur.
Ispat: f bir Id,-konveks fonksiyon oldugundan
fla(t)xata(l —t)xb) < tf(a)+ (1 —1t)f(b) (3.2.4)

esitsizligini yazabiliriz. Daha sonra (3.2.4) esitsizliginde ¢ € [0, 1] tizerinde integral alinirsa,

o zaman a,b € (a,b), igin

/Of(a(t)>'<a+a(1—t)>'<b)dt < /O(tf(a)+(1—t)f(b))dt

/1 fla(t)xata(l —t)xb)dt < M (3.2.5)
elde edilir. Eger (3.2.4) te t = 3, a = a(t)xat+a(l —t)xb ve b = a(t)xb+a(l — t)xa
secilirse,
fla(z)xata(z)xt) = fa(z)%(atb)

_ f(a(%)x(a(oxamu _ t)kb)—i—a(%)k(a(i)kb—i—a(l — 1)%b))

IN

%[f(a(t)ka%'—a(l — 1) xb) + fla(t)xb+a(l —t)xb)]  (3.2.6)
elde edilir. Eger (3.2.6) da [0, 1] iizerinde ¢ ye gore integral alinirsa
1 1
/ fla(t)xata(l — t)xb)dt = / fa(l —t)xata(t)xb)dt
0 0
olur ve (3.2.5) esitsizligi kullanilirsa
1
Fa3)kata(R)x) < / f(a(t)xata(l — £)xb)dt
2 2 ;
fla) + f(b)
2

1
= / F(A\1xa+Aaxb)dt <
0

egitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Bundan sonra (3.2.3) esitsizligine

Id,-Hermite-Hadamard esgitsizligi diyecegiz.
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Sonug 3.2.7 Eger teorem 3.2.3 te o« = Id olarak ahmirsa, (3.2.3) esitsizligi Hermite-

Hadamard esitsizligine dontigiir.

Sonug 3.2.8 Eger teorem 3.2.3 te o = exp olarak alinirsa, (3.2.3) esitsizligi G-G konveks

fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard esitsizligine donitigtir.

Sonug 3.2.9 Eger teorem 3.2.3 te « = ¢ ! olarak alimirsa, (3.2.3) esitsizligi M, A konveks

fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard esitsizligine donitigtir.

Sonug 3.2.10 Eger teorem 3.2.3 te a = % olarak alinirsa, (3.2.3) esitsizligi harmonik

konveks fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.2.11 Eger teorem 3.2.3 te a = g, olarak almirsa, (3.2.3) esitsizligi p konveks

fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard esitsizligine donftigtir.

Teorem 3.2.4 (a,b), bir a agik aralik, v,u : (a,b), — R, birinci dereceden a-tiirevli,

a-tiirevi de a-siirekli iki fonksiyon ve a, b,z € (a,b), olsun. Bu durumda

/abu(x)xv*(x)dx — u(z)xo(z)2 = /abv<x>>'<u*<x>dx (527)

)dx —du

va da v*(z)® = ve u*(x i¢in

/ud” :ukvé/vd“ (3.2.8)

esitlikleri dogrudur.

Ispat: Kabul edelim ki f, ¢ : (a,b)a — R, iki fonksiyon ve f(z) := u, g(x) := v olsun.

f, g a-tirevli iki fonksiyon oldugundan
f*<x>dx :du’ g*(x)dx _dv

elde edilir. Eger
[f(@)xg(@)]" = f*(2)xg(z)+f(2)xg" () (3.2.9)

esitligi dikkate alinirsa, o zaman

fr(@)xg(@) = [f () xg(2)]"~ f(z) xg"(x) (3.2.10)

yazilir. Buradan, (3.2.10) nun z e gore a-integrali alinirsa

[ rr@xart = [r@xgers [ f@ig @
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ve

/ fa)xg (@) = [F(e)%g(a)) [ 5 @)%g(o)" :211)
esitlikleri bulunur. f(z) = u, g(x) = v oldugundan, g*(z)® =% ve f*(z)® =™ dir.
Bunlar (3.2.11) e@ﬂ:hgmde yerine yazilirsa

/ud” :ukvé/vd“

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Bundan sonra bu intagrale biz a-kismi

integrasyon adini verecegiz.

Lemma 3.2.1 (a,b),, R, de bir a-agik aralik ve f : (a,b), — R, bir fonksiyon olsun. O
zaman her a,b € (a,b), ve t € [0,1], i¢in,

b%".x/Ol(iééxt)x]f*(tmir(i;t)>'<b)dt: fla >J2rf / f(z (3.2.12)

esitligi dogrudur.

Ispat: Her a,b € (a,b)q ve t € [0, 1], icin,
‘i - . L . . . . - . .
J = / (12958) % f(txa-b(i=t)xb)®
Jo
olsun. Simdi, J iizerinde a-kismi integrasyon uygulanir ve
= (1-2xt) ve ™ = f*(txa+(1-t)xb)*

secilirse, o zaman .
du — 29 ye y = f(txa+(1—t)><b)><—.b.
a_

yazilir. Daha sonra, a-kismi integrasyondan

a—

i .
/(i;2>'<t)>'<f*(t>'<a+(i;t)>'<b) =(1-2t)x f(txa+(1- t)xb)x—|
0 b

. : (3.2.13)
+2><L></ F(txa(i=t) by
a—b 0
elde edilir. Ayrica,

/ftxa+1 t)xb) /f

esitligi goz oniine alindiginda istenilen sonuca ulagilir.
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Onerme 3.2.2 (a,b),, R, da bir a-aralik ve f : (a,b)a — R herhangi Id,-konveks
fonksiyon olsun. O zaman her a,b € (a,b), ve t € [0, 1] igin

_ 0
/ Fla(t)xata(l — £)xb)dt = L : )/ Fla(w))du (3.2.14)

a~t(b) —a~Ha) Jo-1(0)

esitligi saglanir.
Ispat: Her a,b € (a,b), ve t € [0,1] icin,
K = / t)xata(l —t)xb)dt

olsun. Bagka bir ifade ile

K= /01 f <a{a—1(a(t))a—l(a) + o (a(l - t))a—l(b)})dt
yazilabilir. Eger a!(a(t))a™(a)) + a Ha(l —t))a~ (b)) = u segilirse
K = / e
olup, u = ta™*(a) + (1 — t)a~!(b) yeniden yazilirsa,

du = [a " (a) — a1 (b)]dt = dt = — du

bulunur. Boylece

yani,

1 O]
/ fla(t)xata(l —t)xb)dt = Py = / f(a(u))du

esitligi elde edilir. Buradan ispat tamamlanmig olur.

3.3 a, Konveks Fonksiyon ve Bazi Ozellikleri

Tanim 3.3.1 [a,b],, R,’da kapali bir a aralik olsun. Eger f : [a,bl, C R, — R,
fonksiyonu her z,y € [a,b], ve t € [0, 1] igin,

flat)xzta(l — ) xy)<(2)alt)x f(z)+a(l — )% f(y) (3.3.1)

esitsizligini saghyorsa, o zaman f fonksiyonuna a,-konveks (a,-konkav) fonksiyon denir.

Baska bir ifadeyle (3.3.1) esitsizligini

fle{a™ (\).a oo™ (o).a7 {yb ) S(Z)a{a™ ().a7 {f (@) Ha T (o).a7 {f ()} }

seklinde de yazabiliriz.
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Sonug 3.3.1 Eger tamm 3.3.1 de o = Id alimirsa, (3.3.1) esitsizligi konveks fonksiyona

dontigtir.

Sonug 3.3.2 Eger tanmim 3.3.1 de o = exp alinirsa, (3.3.1) esitsizligi G-G konveks fonksiy-

onuna donitigiir.

Teorem 3.3.1 A ve B iki a-konveks kiime olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:

1. A kiimesinin Ax A genislemesi a-konvekstir. Yani,
MA={\xx:2€ A}
kiimesi a-konveks kiimedir.
2. A ve B kiimelerinin A+B toplami a-konvekstir. Yani,
A+B = {at+b:a € A be B}
kiimesi a-konveks kiimedir.

3. ag-konveks kiimelerin keyfi kesisimleri «,-konvekstir.

ispat:

1. A\, R de keyfi bir sabit olsun. Herhangi =,y € Ax A noktalarimi alalim. Burada A,
a-konveks kiime oldugu icin 74 € A ve y4 € A olmak {izere AXz4 = 7 ve AXyy =y

dir. Ayrica 6,460, = (1) oldugundan,
Oy XT g0 xys =24 € A
esitligini yazilabilir. Bu esitligi A ile garparsak,
AXO1 XTAFAXOXYs = AX 24
esitligini elde edilir. Buradan 64,6, € [0, 1], i¢in
Oy xT+0,xy = 2 € AxA

yazilabilir. Boylece ispatimiz tamamlanmig olur.
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2. A, B a-konveks kiimeleri i¢in, x,y € A+ B olsun. Bu durumda
r=x A‘i‘l’ B

Y =yatys

olacak sekilde z4,ys € A ve xp,yp € B elemanlar: vardir. A ve B a-konveks kiime

oldugundan, her 61,60, € [0, 1], igin,
91 XIA+02X?JA € A

ve

0, 5(1)3-]-(92 kyB €B
yazabiliriz. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
(01x@a+05xya)+(01x 25+ xyp) = 01 x40, xy € A+B
esitligini elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3. au-konveks kiimelerinin keyfi kesigimleri o,-konvekstir. Gergekten, { Ay}, a-konveks
kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda z,y € (,{Ax}a, herhangi ke [0, 1], ve
N {Ak}a icin txz+(1=t)xy € (N, {Ax}a olup bu kiime a,-konveks kiimedir.

Tanim 3.3.2 f : (a,b) € R, — R, fonksiyonu verilmis olsun. O zaman her xi,xs €

(a,b), icin:

a) Eger 5>z oldugunda f(z4)> f(x1) ise, f fonksiyonuna (a, b) lizerinde a,-artan denir.

b) Eger xo>z; oldugunda f(zq)<f(zy) ise, f fonksiyonuna (a,b) iizerinde o,-azalan

denir.

c¢) Eger zy>2; oldugunda f(z9)>f(z;) ise, f fonksiyonuna (a, b) iizerinde a,-azalmayan

denir.

d) Eger x5>2; oldugunda f(x5)<f(z;) ise, f fonksiyonuna (a,b) iizerinde a,-artmayan

denir.

Teorem 3.3.2 Eger f,g: [a,b] C R — R, fonksiyonlar1 a-konveks ise, o zaman f+g ve

A > 0 igin Ax f fonksiyonlari [a, b] {izerinde a-konvekstir.
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Ispat: f,g: [a,b] C R — R, a-konveks fonksiyonlar icin ¢ € [0,1] ve her z,y € [a, b]
olsun. Her x € [a,b] igin (f+g)(x) := f(x)+g(z) oldugundan,
(fHg)(te + (1 = t)y) := [tz + (1 = hy)+g(te + (1 - L)y)
yazilir. Bu durumda
fltz + (1 =ty gtz + (1= t)y) < a()xf(z)+a(l —t)xf(y)+a(t)xg(z)
+a(l —t)xg(y)

= a(t)x[f(2)+g(@)+Ha(l — ) x[f(y)+9(y)]
= a(t)x(f+g)(@)+a(l —t)x(f+9) ().

esitligi dogrudur. f : [a,b] CR — R,, t € [0,1] ve her x,y € [a,b] olsun. f fonksiyonu

a-konveks fonksiyon oldugundan,
M flte+ (L —t)y) < Axla(t)xf(z)Fa(l —t)xf(y)]
= Axa(t)x f(z)+Axa(l —t)x f(y)
= Mx[(a(t)xf)(@)+(a(l = t)x f)(y)]
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 3.3.3 Eger f : [a,b] € R — R, fonksiyonu a-konveks, ¢ : [a,b], € R, — R,

fonksiyonu «,-konveks ve a,-artan ise, o zaman gof bilegke fonksiyonu [a,b] tizerinde

a-konvekstir.
Ispat: [ : la,b] € R — R, a-konveks ve g : [a,b], € R, — R, a,-konveks fonksiyon
olsun. Her z,y € [a,b],t € [0,1] i¢in

glftz + (1= t)y)] < glat)x f(z)+a(l —t)xf(y)]
= a(t)xglf(z)+a(l —t)xg[f(y)]

bagintisini yazabiliriz. Boylece ispat tamamlanmig olur.
Teorem 3.3.4 Eger f g : [a,b], € R, — R, fonksiyonlar1 «,-negatif olmayan, -

azalan (a,-artan) ve a,-konveks ise, o zaman h(z) = f(z)xg(x) fonksiyonu a,-konvekstir.

Ispat: f,g: [a,bla C R, — R, fonksiyonlar a,-negatif olmayan, a,-azalan (a.-artan)

ve a,-konveks oldugundan, her z,y € [a,bl,, <y igin
[f(2)=F()]x[g(y)—g(x)]<0
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esitsizligi yazilir. Buradan
fl@)xg(y)tg(e)x f(y) < f(x)xg(2)+f(y)*xg(y) (33.2)
bulunur. (3.3.2) esitsizliginde, her x,y € [a, bla, 61, 02>0 ve 6+, = (1) icin

h(0y xx+0:xy) = [0y xx+0;xy)xg(0) xx+05x7y)

< (01 f (2)+02.f (y)) x (61 x g()+029(y))
= 07X f(x)xg(2)H0r %0y % f(x) % g(y) 01 %0y % f (y) % g () H03 £ () % 9 ()
= 07 f ()X g(w)F0: %0 % f () X g(w)+01 %025 f (y) % g (y) +03. £ (y) % 9(y)
= Oixf(z)xg(z)+02x f(y)xg(y)
< Oy xh(z)+0,xh(y)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.3.5 C' C R, a-acik araligi olsun.

1. f:C CR, — R, nin a,— konkav olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a,b,c € C' ve

a<b<c i¢in
) F(B)f(0) < S F)
b—a '~ c—b
1) f(0) < f(e)Sa)
b—a '~ c—a

olmasidir. Ayrica a,-kesin konkavlik icin esitlik yoktur.

2. f:C CR, — R, is a,— konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a,b,c € C ve

a<b<c icin,
) F(0)1(a) - [0S0
b—a T c—b
f(8) " F(a) . ()" (a)
b—a T c—a

olmasidir. Ayrica a,-kesin konvekslik i¢in esitlik yoktur.

ispat:

1. Herhangi a,b,c € C icin a<b<c olsun. c—b<0 oldugu icin,
[F(0)=f(a)]x(c=b)>[f(c) = f(b)]x (b—a)
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olup, buradan
f(b)x(c=a)>f(a)x(c=b)+f(c)x (b—a)
yazilir. ¢—a>0 oldugundan,

fe=b 7. c[o—a .
)3 {_] % fa)t {_] ()
c—a c—a
olur. § =<2t ¢ (0,1) icin, b = Oxa+(1-6)xc dir. f, a-konkav fonksiyon oldugu

i¢in son esitsizlik saglanir. Tersine, herhangi a<c, 6 € (0,1) icin b = §xa+(1—a)xc

olup, ispat tamamlanir.

2. Bu iddianin ispat1 yukaridakine benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.6 Eger f fonksiyonu, [a,b], C R, iizerinde a,-konveks ise, o zaman:

1. f, (a,b), € R, tlizerinde a-stireklidir.

2. f, [a,b]o C R, lizerinde a-smirhdir.
ispat:

1. I = [x9—8,20+0]a C (a,b)s, 0>a(0) ve M = max{f(zo—0), f(xo—d)} olsun. Her
x € {zo,10+0}, t € (0,1)q, v = (1—t)xx0+t X (20+9) igin

1.t .
= X — (x0—0).
T g (@ —o)

Lo
f, ag—konveks ve M nin tanimindan

F(@) (L)% f(wo) xtx f (2 +0) (1) X f (o) Ftx M

dir.
flao) = g % F@) o flay-0) 2 N (333)
(M~ f(0))= f (x) = f (o) 2t X (f (20) M) (3.3.4)
yazilir. (3.3.3) ve (3.3.4) esitsizliklerinden
F() a2l (0 o) = PPl g

J
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elde edilir. z € (w9—0, ) i¢in benzer sekilde (3.3.5) ispat1 yapilabilir. Béylece
x € [a,bla, T # x0 i¢in

@) T @)l

|2—20|a

simirhdir. Buise f nin zg noktasinin (a, b), a-acik arahigi iizerinde a-siirekli oldugunu

gosterir.

. a-smirsizhgr ispatlamak igin, a-kapali araliginda «,—konveks tanimindan dolayi
f smirhdir. Daha sonra, herhangi p<q i¢in [p,¢la C (a,b), dir. Ayrica [p,qla
araliginda f simirhdir. Kalan kismi ispatlamak igin [a, p|, ve [p,b], araliklarinda
smirh oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in = € [a, p|, C [a, q]o olmak iizere,

p = yxz+(1—7v)xq ile Z:—zﬁyél (3.3.6)
olup, x = a i¢in ‘

v = P <
q—a

yazabiliriz. Simdi f nin a,-konveksliginden

Fp)<yx fz)+(1-7)x f(q)

olup,
1. S I
flz) = ;/Xf(p)Jr(l—;)Xf(fJ) (3.3.7)
yazilir. (Ziz)éiél oldugundan, (3.3.7) nin sag tarafi, [a,p|, a-kapali araligi

tizerinde f-nin bir alt siniri verir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

*~-Konveks Fonksiyonlar ve Baz1 *-Esitsizlikler

Bu kisimda « iireteci yardimiyla elde edilen konveks fonksiyonlar ve esitsizliklerin

bir genellemesi olan yani tanim ve deger kiimesi tirete¢ olan * konveks fonksiyon ve

esitsizlikleri ayrintili bir gekilde inceleyecegiz.

*-Konveks Fonksiyon ve Bazi Ozellikleri

Literatiire bakildiginda x-konvekslik tanimi (2.3.4) olarak verilmektedir. Fakat bu

tanmim hatalidir. Dogru tanimi, Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Anabilim Dali doktora 6grencisi Yeter ERDAS ile birlikte asagidaki sekilde verdi:
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Tamim 3.4.1 [, € R,\{0} bir a-aralik olsun. Eger bir f : I, — Ry fonksiyonu her
a,be I, vete|0,1] icin

fla(t)xata(l —t)xb) < B)xf(a)Fp(1 —t)xf(b) (3.4.1)
esitsizligini sagliyorsa bu f’ye x-konveks fonksiyon denir.

Sonug 3.4.1 Eger tamim 3.4.1 de o = Id ve = Id secilirse, (3.4.1) esitsizligi konveks

fonksiyona doniisiir.

Sonug 3.4.2 Eger tamim 3.4.1 de a = Id, f = «, a(t) = ha(t) secilirse, (3.4.1) esitsizligi

hq-konveks fonksiyonuna donitigtir.

Sonug 3.4.3 Eger tamim 3.4.1 de a = Id, 8 = a, a(t) = a(t)® segilirse, (3.4.1) esitsizligi

ikinci anlamda s,-konveks fonksiyonuna dontisiir..

Sonug 3.4.4 Eger tanim 3.4.1 de « = Id, g = Id, t = % secilirse, (3.4.1) esitsizligi

J-konveks fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.5 Eger tamm 3.4.1 de «, 5 = exp secilirse, (3.4.1) esitsizligi G-G-konveks

fonksiyonuna dontisiir.

Sonug 3.4.6 Eger tanim 3.4.1 de o = Id ve f = exp secilirse, (3.4.1) esitsizliginde A-G-

konveks fonksiyonuna donitigtir.

Sonug 3.4.7 Eger tamim 3.4.1 de o« = exp ve f = Id secilirse, (3.4.1) esitsizligi G-A-

konveks fonksiyonuna donitigtir.

3.4.2 “*-Egitsizlikler ve Bazi Ozellikleri

Tanim 3.4.2 [ : R, — Ry bir fonksiyon ve her z,y € [0,00)q, t € [0, 1] igin
B FA(1 —1)" = B(1)

olsun. Bu durumda herhangi § € [0, 1] sabiti igin,

fla(t)xata(l —t)xy)<B(t)*x f(2)+B(1)=B(t) % f () (3.4.2)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s,-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlar siufim K ile gosterecegiz.
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Tanim 3.4.3 f: R, — Ry bir fonksiyonu her z,y € [0,00), i¢in B(¢)+6(1 —t) = (1)
olsun. Bu durumda herhangi § € (0, 1]z sabiti igin,

Fla(t)xata(l = )xy)<B(t)*X f(2)+(B(1) =) % f(y) (3.4.3)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s,-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlar simfimi K7? ile gosterecegiz.

Sonug 3.4.8 Eger tamm 3.4.3 te « = Id ve § = Id segilirse, (3.4.3) esitsizligi ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.9 Eger tamm 3.4.3 te a« = Id ve f = « segilirse, (3.4.3) esitsizligi ikinci

anlamda s,-konveks fonksiyonuna doniigtir.

Sonug 3.4.10 Eger tamim 3.4.3 te a = Id, § = «, 3(t)° = a(t) segilirse, (3.4.3) esitsizligi

a-konveks fonksiyonuna doniigtir.

Tanim 3.4.4 f : R, — Rz x-negatif olmayan fonksiyon olsun. Eger her z,y € R, ve
A€ (0,1), i¢in
FOXzHI-N)xy)<f(2)+f(y) (3.4.4)

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f fonksiyonuna P,-fonksiyon denir.

Sonug 3.4.11 Eger tamm 3.4.4 te o = Id ve § = Id segilirse, (3.4.4) esitsizligi P-

fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.12 Eger tamim 3.4.4 te v = Id ve § = « segilirse, (3.4.4) esitsizligi P, fonksiy-

onuna dontigiir.

Sonug 3.4.13 Eger tanim 3.4.4 te v = exp ve 5 = Id segilirse, (3.4.4) egitsizligi P — GA

fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.14 Eger tanim 3.4.4 te « = Id ve f = exp segilirse, (3.4.4) esitsizligi carpimsal

P fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.15 Eger tanim 3.4.4 te a = % ve B = Id segilirse, (3.4.4) esitsizligi harmonik

P fonksiyonuna doniisiir.

Tamim 3.4.5 h, : J C R, — Rj #-negatif olmayan bir fonksiyon ve h, # ((0) olsun.
Eger her z,y € [a,b], ve t € (0,1), i¢in

Fla(t)xa+(1=a(t)) xy)<h.(a(t)) X f(2)+h(1=a(t) < f(y) (3.4.5)
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ise, o zaman f : [a, b, — Rz fonksiyonuna h,-konveks fonksiyon denir. Burada J, R,’da
bir aralik ve (0,1), C J dur.

Sonug 3.4.16 Eger tamim 3.4.5 da o = Id ve § = Id segilirse, (3.4.5) esitsizligi h-

fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.17 Eger tanim 3.4.5 da o = Id ve f = «a segilirse, (3.4.5) esitsizligi h,, fonksiy-

onuna doniisiir.

Sonug 3.4.18 Eger tanim 3.4.5 da h.(t) = [(t) segilirse, (3.4.5) esitsizligi *-konveks

fonksiyonuna doniisiir.

Sonug 3.4.19 Eger tamim 3.4.5da o = Id, f = «, h.(t) = a(t) secilirse, (3.4.5) esitsizligi

a-konveks fonksiyonuna dontisiir.

Sonug 3.4.20 Eger tamm 3.4.5 da o = Id, § = Id, h.(t) =t scgilirse,(3.4.5) esitsizligi

konveks fonksiyonuna doniigtir.

3.4.3 *-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Teorem 3.4.1 f : R, — Ry herhangi bir *-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda
B~ tof, Id,—konveks fonksiyondur.

Ispat: f, *—konveks fonksiyon oldugundan, her z,y € R, ve ¢ € [0,1] icin
fla(t)xata(l —t)xy) <ALt} f(2)+4{1 - t}x f(y)
veya
B {fla(t)xata(l —t)xy)} < B7H(B{t}X f(@)FB{1 — t} X f(y))

seklinde yazabiliriz. Buradan

B flat) xzta(l —t)xy)) < ﬁ—l(ﬁ{t}%f(mﬁ{l —t}%f(y))
= (/3{6 ﬁ{t} 87 (f(x))
BB ()}
= tﬁ‘l(f( ) + (1—t)6 )

esitsizligini elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Tanmim 3.4.6 f : (a,b), — Ry bir fonksiyon olmak iizere, her z € (a,b), icin f(2)>0

ise f fonksiyonuna *- negatif olmayan fonksiyon denir.

Teorem 3.4.2 f : R, — Ry bir fonksiyon olsun. Eger 8~ 'of, Id,-konveks fonksiyon
ise, bu taktirde her a,b € R, i¢in

7 (1(5) < s /::::)ﬁ‘l(f(a(w))du (3.46)

B (f(a)) + B (f(B))
2

IN

esitsizligi dogrudur.

ispat: Ilk olarak, (3.4.6) esitsizliginin sag tarafim ispatlayahm. S~'of, Id, konvekligi ve
(3.4.1) esitsizliginden

</f xa—i—al—t)xb)dt) = /01(5‘10f)(a(t)>'<a+a(1—t)>'<b)dt

< 5'(f(0) / tdt + B (F(5)) / (1 - t)dt

B (f(a)) + B (f(B))
2

yazilir. Ayrica

(/f t)xa+a( 1—t)><b)dt> = /01(6_10f)(a(t)>'<a+a(1—t)>'<b)dt

egitliginden istenilen sonug elde edilir. Simdi de (3.4.6) esitsizliginin sol tarafini ispat-

layalim. Bunun i¢in yukaridaki esitligi

1 i) 1
_ du —
T oy 7N =
a‘%a);a—l(b) a-1(b)
[ et [L 8 )| (34)
a , N I S .
A Az
seklinde yazip, (3.4.7) esitligindeki A; integralinde a(u) yerine CH'—W. ve A, inte-
: *a(t) ><(b a)
gralinde a(u) yerine b—==5"==_ yazilirsa

a Ya)+a" )

e e R U G )T
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ve

/ (()b)() 5 ey =~ SO P (32 202020 )

esitlikleri elde edilir. (3.4.7) esitligi ve konvekslik tanimindan,

a~1(a)
e | (e

~1()

A o o222 ]
[0 ((2)

yazilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Bundan sonra (3.4.6) esitsizligine *-konveks

v

fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligi diyecegiz.

Sonug 3.4.21 Eger teorem 3.4.2 de o = Id ve 8 = Id alimirsa, 3.4.6 esitsizligi Hermite-

Hadamard esitsizligine dontigiir.

Sonug 3.4.22 Eger teorem 3.4.2 de o = exp ve f = Id alimirsa, 3.4.6 esitsizligi G-G

konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligine dontisiir.

Sonug 3.4.23 Eger teorem 3.4.2 de @ = ¢! ve § = Id segilirse, 3.4.6 esitsizligi M,A

konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligine dontisiir.

Sonug 3.4.24 Bger teorem 3.4.2 de o = ¢, ve 3 = Id alimrsa, 3.4.6 esitsizligi p-konveks

fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligine doniistir.

Teorem 3.4.3 f: [a,b], C [0,00), — R, fonksiyonu ikinci anlamda s,-konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda her z,y € [a, b], igin

251_1<ﬂ‘1of<%.>> < /Olﬂ‘l(f(oz<t)>'<x+a<1—t>>'<y>>dt (348)

(67 (f (@) +B7H(f ()]
s+ 1

IN

esitsizligi dogrudur.

Ispat: f, [a, b], lizerinde s,-konveks fonksiyon oldugundan, her x,y € [a,b],, t € [0, 1]

ve s € [0, 1] sabiti i¢in

fla()xata(l — t)xy) <B{t"} X f(2)+A{(1 — 1)} f(y)
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yazilir. Daha sonra, f—siralama tanimindan,
BT fla(t)xata(l —t)xy)) < BTHB{E* X f(a)FB{(1 - £)*} X f(y))
esitsizligi yazilir. Buradan,

B fla()xata(l —t)xy)) < B7HB{BT(B{t"HB (f(2))
B =BT F W)Y

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin ¢ € [0, 1] e gore integrali alinirsa,

/5 (t)xz+a(l —t)xy))dt < /0 [tsﬁ_l(f(x))‘F(l—t)sﬁ_l(f(y))]dt
/ B fla(t) xata(l —t)xy)t))dt < [ﬂ_l(f(x)s)if‘l(f(y))]

esitsizlikleri bulunur. Dolayisiyla (3.4.8) esitsizliginin sag tarafini elde ederiz. Simdi de
(3.4.8) esitsizliginin sol tarafin ispatlayalim. Her z,y € [a, ], i¢in

f<a+b )éf(a)frf(b)_'

OB 6D (3.4.9)

yazilabilir. Daha sonra a := a(t)xx+a(l — t)xy ve b:= a(l — t)xx+a(t)xy alnirsa,
f(:c—i—y >%f(a(t)>'<:1:4—oz(1 — ) xy)+fla(l —t)xztalt)xy)

a(2) p(2°)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige S-siralama ve S-toplam tanimi uygulanirsa

- (f<a_+b )) . /3_1<(f(a(t)>'<a—i—0z(1 — #)xb) L fla(l —t)>'<aira(t)>'<b))”)

o(2) @)
(N Al ket — %y) + 8 (fla(l - )xaFa(t)ky)
y (f (&@)-)) < >

esitsizlikleri bulunur. Son esitsizligin ¢ € [0, 1] e gore integrali alinirsa,

LUl ))

_ /B xx+a<1—t>xy>>;ﬁ—l<f<a<1—t>>‘<x+a<t>xy>>dt
< /B (t)xa+a(l —t)xy))dt

esitsizligi elde edilir. Bu ise (3.4.8) esitsizliginin sol tarafinin da dogru oldugunu gésterir.
Sonug olarak ispat tamamlanmig olur. Bundan sonra (3.4.8) esitsizligine s,-konveks

fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligi diyecegiz.
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Sonug 3.4.25 Eger teorem 3.4.3 te « = Id ve 8 = Id segilirse, (3.4.8) esitsizligi s-konveks

fonksiyonlar igin Hermite Hadamard esitsizligine[16] doniisiir.

Sonug 3.4.26 Eger teorem 3.4.3 te a = Id, § = Id ve s = 1 segilirse, (3.4.8) esitsizligi

Hermite Hadamard esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.4.4 f : [a,b], C R, — Rg, h,-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her
x,y € [a,bla, t €[0,1] i¢in,

TRNG <%>>}f (0(3) 5 (3)) (410
< /5 (1) xa-ba(l — £)xy)b)dt
< [B7N(f@) + / g (3.4.11)

esitsizligi dogrudur.

ispat: Ilk olarak (3.4.10) esitsizliginin sag tarafim ispatlayalim. f, h,-konveks fonksiyon
oldugundan, her z,y € [a, bls, t € [0,1] i¢in

fla(t)xata(l — t)xy)<h(a(t)) X f(z) Fha(l = )X f(y)
yazihr. Bu durumda, S— sirama taniminda,
B flat)xz+a(l —t)xy)) < B (ha(a(t)) X f(2)Fh(a(l = 1)) % f(y))
esitsizligini yazabiliriz. Buradan

B (flalt)xata(l —t)xy)) < B (B{A (h(a(t))B (f(2))
+B7 (hu(a(L = 1)) (F(¥)})

esitsizligi elde edilir. Daha sonra, yukaridaki esitsizligin ¢ € [0, 1] e gore integrali alinirsa,

/0 B (fla(t)xata(l — t)xy))dt < /0 187 (hala(t)) 87 (f(2))
+B7 (hila(1 = 1)))87(f ()] dt

ve

/0ﬁ‘l(f(a(t)*erOéO—t)*y))t)dt < [BHf@) + 87 ()] %

/@
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bulunur. Boylece (3.4.10) esitsizliginin sag tarafi elde edilmig olur. Simdi de (3.4.10)
esitsizliginin sol tarafini ispatlayahm. f, h.-konveks fonksiyon oldugundan, eger (3.4.7)
esitsizliginde ¢ = 1, z = a(t)xa+a(l — t)xy ve y = a1 — t)xa+a(t) Xy segilirse,
.. . 1.
f(a(—) Xz+o(=) xy)
2 2
= flalgx[(a)xata(l —t)xy) + (a(l - t)xz+a(t) xy)
< h*(a(§))x[f(a(t)><x+a(l —t)xy)+f(a(l —t)xz+a(t)xy)]
esitsizligi elde edilir. f—siralama tanimindan
A N
) xx+a(§) xy)) (3.4.12)
< BT (R (aG))X[fla(t)xzta(l — ) xy)+f(a(l — ) xa+a(t) xy)))
esitsizligi yazihr. Eger (3.4.12) esitsizligini ¢ ye gore [0,1] arahg iizerinde integralini

alirsak,
1
/ gt xx+a(2)xy))dt

< / 57 (0P {Fa(t) xrba(l — 1)%y))
(f(a <1—t>><x+a<t> cy))dt

_ / 2657 (o)) (F(a(t) kbl — 1))

bulunur. Sonug olarak ispat tamamlanmig olur. Bundan sonra (3.4.10) esitsizligine h,-

konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligi diyecegiz.

Sonug 3.4.27 Eger teorem 3.4.4 te o« = Id ve § = Id alinirsa, (3.4.10) esitsizligi h-

konveks fonksiyonlar igin Hermite Hadamard esitsizligine[47] doniisiir.

Sonug 3.4.28 Eger teorem 3.4.4 te a = Id, f = Id ve h,(«(t)) = t alinirsa, (3.4.10)

esitsizligi Hermite Hadamard esitsizligine doniistir.

Teorem 3.4.5 [a,b],, R, da a-kapali bir aralik ve f : [a,b], — Rz herhangi bir P,

fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a,b], ve t € [0, 1] i¢in

%5—1 (f (a(%) >‘<a:+a(%)>'<y>> (3.4.13)
/ 51 (F(alt) kata(l — H)xy))dt < 51(F(x)) + 51 (F())

esitsizligi dogrudur.
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Ispat: Ilk olarak, (3.4.13) esitsizliginin sag tarafimi isapatlayalim. f, P, fonksiyon
oldugundan her z,y € [a,b], ve t € [0, 1] i¢in

fla(t)xata(l —t)xy)<f(z)+f(y)

yazilir. Bu durumda f—siralama tanimindan,

B (fla(t)xa+a(l = t)xy)) < 71 (f(2)+f(y))

esitsizligi ve f—toplam tanimindan,

B fla(t)xata(l —t)xy)) < B7HB{B™(f(2) + 67 (f(y)})

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizligin [0, 1] arahig tizerinde ¢ ye gore intagrali

alinirsa,

/ 571 (f(alt) kaba(l — t)xy))dt < / B (0)) + 57 (y))dt,

/ BL(Fla(t)xata(l — t)xy)t)dt < 5 (f(2)) + B (F()

esitsizlikleri elde edilir. Boylece istenilen esitsizligin sag tarafi elde edilmis olur. Simdi de

(3.4.13) esitsizliginin sol tarafini ispatlayalim.

f, P, fonksiyon oldugundan, (3.4.7) esitsizliginde ¢ = 3, v = a(t)xaz+a(l — t)xy ve
y = a(l —t)xz+a(t)xy alnirsa,
fla(z) xata(z)%y)
- f(a(%)*[((l(t)*fﬁw(l —t)xy) + (a(l = t)xa+a(t)xy)])
< fla@®)xzta(l —t)xy)Ffla(l — t)xz+a(t)xy)

esitsizligi elde edilir. Daha sonra f—siralama tanimindan

1(f(oz(;)><93+04(;)><y)) (3.4.14)

a
< BT (flat)xata(l = t)xy)Ff(a(l — t)xata(t) xy))
yazilir. Eger (3.4.14) esitsizliginin [0, 1] lizerinde ¢ ye gore integrali alinirsa
1
/ - xx+a(2)xy))dt

< / B (f(a(t)xata(l — t)ky)) + B (Fla(l — £ kata(t)xy))ldt
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ve

B alg)%ata(x) £ [ 257 (Fa(t e ball - 0%y

bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanmig olur. Bundan sonra (3.4.13) esitsizligine P,-

fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligi diyecegiz.

Sonug 3.4.29 Eger teorem 3.4.5 te a = Id ve f = Id ahmirsa, (3.4.13) esitsizligi P-

fonksiyonlar igin Hermite Hadamard esitsizligine[17] doniisiir.

Sonug 3.4.30 Eger teorem 3.4.5 te = exp ve § = Id alimirsa, (3.4.13) esitsizligi P—GA-

fonksiyonlar igin Hermite Hadamard esitsizligine[28] doniisiir.

Sonug 3.4.31 Eger teorem 3.4.5 te a = % ve f = Id almirsa, (3.4.13) esitsizligi harmonik

P-fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligine[40] doniisiir.
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4. SONUC VE ONERILER

1600 li yillarda Newton ve Leibnitz’in ingaa etmig oldugu klasik analize alternatif
olarak Grossman ve Katz'in 1967-1970 yillar1 arasinda elde ettigi Newtonyen olmayan
analiz, temelinde bire-bir orten tiretecler yardimiyla ifade edilir. Bu alanda yapilan
caligmalara bakildiginda klasik analizdeki konvekslik ve esitsizlikler konusunun Newtonyen

olmayan analizde ¢alisilmadigi goriilmiistiir. Dolayisiyla bu doktora tezinde;

1. a Ureteci Yardimiyla Konvekslik ve Temel Tanimlari
2. Id, Konveks Fonksiyon ve Baz1 Ozellikleri

3. Id, Hermite-Hadamard Esitsizligi

4. o, Konveks Fonksiyon ve Baz1 Ozellikleri

5. *-Konveks Fonksiyonlar ve Baz1 *-Esitsizlikler

6. *~-Hermite-Hadamard Esitsizligi

kavramlari ilk defa burada verilmis olup ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu tezin iigiincii
boliimiinde elde edilen tiim tanim, teorem ve lemmalarda iireteg veya tiretecler 6zel olarak
birim fonksiyon olarak alinirsa klasik anlamdaki tanim, teorem ve lemmalara indirgenir.
Dolayisiyla, klasik anali-zin bijektif doniigiimler(iiretecler) yardimiyla genellemesi elde

edilmigtir.

“Newtonyen Olmayan Analiz” in temelinin atilmig olmasina ragmen hala ¢aligilacak
bir ¢ok boliimi aragtirmacilar: beklemektedir. Bu yapilan tezde goriildi ki; iiretecler biiyiik
onem arz ctmektedir. Dolayisiyla klasik analizde ¢aligilan herhangi bir konunun, bijek-
tif olan tireteglerin se¢imi ve bu teorinin temelleri dogrultusunda genellestirilebilecegini

diigliniiyoruz.
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