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OZET

SUCCESSOR EGRILERI VE ES UZAKLIKLI REGLE YUZEYLERIi
KUBRA AKDAG
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI, 70 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT)

Bu calisma dort kisimdan olusmaktadir. Giris boliimiinde diferensiyel
geometrinin tarihinden, tezin icerigine yon veren kaynaklardan bahsedildi ve bu
konunun ele alinma nedeni anlatildi. Genel bilgiler boliimiinde ¢alismamiz boyunca
kullanilacak olan Oklid uzayr ve Oklid uzayinda regle yiizeyler hakkindaki temel
bilgilere deginildi. Materyal ve yéntem béliimiinde ise Oklid uzayinda es uzaklikli
regle yiizeylerin bazi karakteristik 6zellikleri verildi ve successor egrisi anlatildu.

Arastirma bulgular1 boliimiinde p—es uzaklikli regle yilizeyler olusturan iki
egrinin, successor egrilerinin olusturdugu es uzaklikli regle yiizeyler tanimlanmuistir.
Successor es uzaklikli regle yiizeyler olarak tanimlanan bu yiizeylerin striksiyon
cizgileri arasindaki bagintilar bulundu. Daha sonra bu yiizeylerin kapali olmasi
durumunda integral invaryantlar1 arasindaki iliskiler hesaplandi. Ayrica bu
yiizeylerin sekil operatorii, Gauss egriligi ve ortalama egriligi hesaplanmistir. Son
olarak bir 6rnek verilerek, Maple programu ile ¢izimleri yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Es Uzaklikli Regle Yiizey, Gauss Egriligi, Successor Egrisi,
Weingarten Doniigtiimii.



ABSTRACT

SUCCESSOR CURVES AND EQUIDISTANT RULED SURFACE
KUBRA AKDAG

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
PHD THESIS, 70 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)

This study consists of four parts. In the introduction part, the history of
differential geometry, the sources that shape the content of the thesis are mentioned
and the reason for dealing with this subject is explained. In the general information
section, the basic concepts of Euclidean space and ruled surfaces in Euclidean space,
which will be used throughout our study, are given. In the material and method
section, some characteristic features of equidistant ruled surfaces in Euclidean space
are given and the successor curve is explained.

In the research findings section, equidistant ruled surfaces formed by the
successor curves of two curves forming p—equidistant ruled surfaces are defined.
The relations between the the striction lines of these surfaces defined as successor
equidistant ruled surfaces have been found. Then, the relationships between integral
invariants were calculated if these surfaces were closed. In addition, the shape
operator, Gaussian curvature and mean curvature of these surfaces were calculated.
Finally, an example was given and drawings were made with the Maple program.

Keywords: Equidistant Ruled Surface, Gaussian Curvature, Successor Curve,
Weingarten Transformation.
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1. GIRIS
Diferensiyel geometri, geometrik problemleri ¢ozmek igin geometrik

cisimleri diferensiyel metotlar ve integral hesabindan faydalanarak inceleyen

matematigin bir alt dalidir.

17. yy a kadar diferensiyel geometri ¢ok basitlestirilmis bir sekilde olmasina
ragmen yer Ol¢iimiinde kullanildi. 17. yy da Descartes tiim klasik geometriyi,
cebircilerin alaniyla birlestiren Geometrie kitabini yayimladi. Descartes bu kitap ile
analitik geometri alanin1 baslatti (Struik, 2011). Sonrasinda Fermat, Newton ve

Leibnitz diizlem egrileri ve egrilik 6l¢iimlerini arastirmaya basladi.

18. yy da Euler egrileri farkli sekilde ifade etmek i¢in ¢alismalar yapmis ve
yiizeyler hakkinda c¢alismalar1 olmustur. Euler’in ¢aligmalar1 FEinstein'in genel
goreliliginin dnemli temel fikirlerinin erken habercisi olmusur. Euler’in egriler ve
yiizeyleri genis bir bigimde ele aldigi Introductio ilk analitik geometri ders kitabi
olarak kabul edilebilir. Analitik geometri ve diizlem egrilerinin gelisiminin ardindan,
Alexis Clairaut heniiz 16 yasinda uzay egrileri lizerine ¢alismaya bagladi. Clairaut,

uzay egrilerinin analitik ve diferansiyel geometrisi hakkinda kitap yazdi.
19.yy da Gauss, Hannover kralliginin 6l¢imii i¢in gorevlendirilmis kurdugu
nirengi ag1, diferensiyel geometrinin teoriden pratige gectigi ilk oOrneklerden

olmustur.

Sekil 1.1 10 Euro arkasindaki Gauss’un Hannover krallig eskizi

Gauss, egriler ve yiizeylerin modern diferansiyel geometrisi alanindaki temel
yapilarm olusumuna onemli dlgiide katki saglamis ve bu yapilar Oklid dist
geometride de benzer sekilde kullanilmaktadir. G. Monge diizlem egrileri ve
yiizeyler teorisine 6nemli katkilarda bulundu. G. Monge regle yiizeyler ile ilgili

calismalar yapmustir (Carmo, 1976). Yizeyler teorisinde, regle ylizeyler, bir egri



boyunca bir dogrunun siirekli hareketinin bir sonucu olarak meydana gelir. Yani,
yiizeyin her noktasinda yiizey iizerinde yatan bir dogru var ise bu ylizey regle yiizey

olarak adlandirilir.

Egriler teorisinin ¢alisilmasinda iki kavram ¢ok onemlidir. Bunlar, egrinin
Frenet denklemleri ve egrilikleridir. Bu kavramlar yardimiyla egrinin geometrik
ozellikleri incelenmektedir. Bertrand egrileri, Evolute-Involute egrileri, helisler, vb.
gibi 6zel egriler uzun zamandan beri ¢alisilmis ve calisilmaya devam edilmektedir.

Bizim ¢alismamizda ele alicagimiz 6zel egri successor egrisidir.

2014 yilinda Menninger tarafindan yapilan calismada ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda successor egrisini tanimlamistir (Menninger, 2014). Daha sonra Masal
successor diizlemlerini ve ozel egriler igin successor sistemlerini tanimlamistir
(Masal, 2018). “Spinor Equations of Successor Curves” isimli makalede successor
egrileri ele alinmis ve bu 6zel egrilerin spinorlar1 hesaplanmistir (Erisir ve Oztas,
2022).

Regle yiizeyler teorisi diferensiyel geometride oldugu kadar bazi miithendislik
dallar1 ve mimarlikta 6nemli bir yere sahiptir. Regle yiizeyler bir¢ok mimari yapida
da kullanilmaktadir. Los Angeles’daki Walt Disney Konser Salonu cephe tasarimi
regle yiizey Ornegi olarak verilebilir. Bir yiizeyin agilabilir olmasi miihendislik ve

mimarlik alanlarinda insa edilebilir yapilar tasarlamak i¢in 6nemlidir (Yazar, 2019).

Regle yiizeyler hakkindaki bilgileri pek c¢ok basili kaynakta bulmak
miimkiindiir. “Diferensiyel Geometri Dersleri” (Hacisalihoglu, 1983), “Hareket
Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” (Hacisalihoglu, 1983), “Diferensiyel

Geometri” (Sabuncuoglu, 2006) adli kitaplar bunlara 6rnek olarak verilebilir.

Valeontis, Oklid uzayinda regle yiizeyler hakkinda yapti§i galismada es
uzaklikli regle ylizey tanimimi yapmistir. Bu taniminda iki sarta yer vermistir.
Bunlardan ilki yiizeylerin iiretici vektorlerinin paralel olmasi, ikincisi de diizlemler

arasindaki uzakligin uygun yerlerde sabit olmasidir (Valeontis, 1986).

Masal ve Kuroglu yaptiklar1 calismada p—es uzaklikli regle yiizeyleri kapali

olarak almistir. Kapali olmasi sart1 altinda integral invaryantlari arasindaki bagintilari



hesaplamiglardir (Masal ve Kuruoglu, 1999). p—es uzaklikli regle yilizeyleri ¢ok

boyutlu uzayda ele alarak ¢alismalarini siirdiirmiislerdir (Masal ve Kuruoglu, 2013).

Senyurt, p—es uzaklikli kapali regle yiizeylere bagl olarak Darboux vektorii

yoniindeki birim vektoriin olusturdugu kapali regle yiizeylerin agilim agisi, agilim

uzunlugu ve drallerini hesaplamistir (Senyurt, 2012).

Senyurt ve As, Valeontis’in tanimini Ornek alarak z—es uzaklikli regle
yiizeyleri tanimlamiglardir. Daha sonra tanimladiklar yiizeyler ile ilgili karakteristik
ozellikleri inceleyip, integral invaryantlari lizerine ¢calisma yapmislardir (Senyurt ve

As, 2013).

Li ve arkadaslari, Valeontis’in tanimindan yola ¢ikarak (—es uzaklikli ve

d —es uzaklikli regle yilizeyleri tanimlamislardir. Daha sonra bu yiizeylerle ilgili
caligmalar yapmuglardir (Li ve ark., 2022). Calismalarinda bu yiizeylerin karakteristik
ozellikleri ve integral invaryantlarini hesaplamiglardir. Cevahir d —es uzaklikli regle
yiizeylerin 3-boyutlu Oklid uzayr ve 5-boyutlu Oklid uzaymndaki durumlari {izerine
calisma yapmistir (Cevahir, 2021).

Bu tezde ise p-—es uzaklikli regle yiizey olusturan iki egrinin successor

egrileri ele alindi. Bu successor egrilerinin Olusturdugu yiizeyler, striksiyon
noktalarinda asli normal vektorleri paralel ve uygun yerlerde merkezi diizlemler
arasindaki uzakligin sabit olmasi1 sart1 altinda, successor es uzaklikli regle yiizeyler
olarak tanimlandi. Bu yiizeylere ait striksiyon egrileri hesaplandi, striksiyonlar
arasindaki bagmti bulundu. Succesor es uzaklikli regle yiizey ciftinin dayanak
egrilerine ait Frenet vektorleri, birim Darboux vektorleri ve Frenet vektorlerine bagl
hareket eden birim vektorlerin olusturdugu regle yiizeyler kapali olarak kabul
edildikten sonra agilim acilari, a¢ilim uzunluklar1 ve dralleri arasindaki iligkiler
verildi. Daha sonra bu yiizeylerin sekil operatorii, Gauss ve ortalama egrilikleri

hesaplandi.



2. GENEL BILGILER

2.1 Oklid Uzay

Bos olmayan bir cimle A ve bir y cismi ilizerinde vektdr uzayr V olsun.
Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f:AxA—V fonksiyonu varsa A ya V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir:

i) VT,RSeAigin f(T,R)+f(R, S)=1(T,S),

i) VTeAveVpeV icin f(T,S)=p
olacak sekilde bir tek S€A noktasi vardir. T, Re A igin (T, R)=TR seklinde
gosterilir (Hacisalihoglu, 1983). Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri
A olsun. Ty, T, T,, T, € A noktalar i¢in TT, T,T,, 'I'O—T3 eV vektorleri V nin bir
bazi ise {T,,T,, T,, T,} nokta 4—liisiine A afin uzaymm bir afin ¢atis1 denir. T
noktasina afin ¢atinin baslangi¢ noktasi ve T,, T,, T, e de afin ¢atinin birim noktalari

denir. boyV =3 ise A ya 3—boyutlu bir afin uzay denir (Hacisalihoglu, 1983).
V' bir vektor uzay1 olsun
() VxV o R; (X)X y)

fonksiyonu asagidaki aksiyomlart sagliyorsa bu fonksiyona bir i¢ carpim

fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983): V X, y, zeV ve V p, neR igin;

i)  Bilineerlik Aksiyomu;

(px+ny,z)=p (x, 2)+n (y, z),
(x, py+nz)=p (x, 2)+n (y, z),

i) Simetri Aksiyomu;
(% y)=(¥. %),
iii)  Pozitif Tanimlilik Aksiyomu;

(X, x)=0, (X, x>:0<:>x:6.



R? standart reel afin uzay olsun. F =(f, f,, f;), T=(t, t,, t;)e R’ icin

() R*xR® >R,
3

(F.T) >(F,T)=> f,t,

a=1

seklinde verilen fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima R® te

standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ ¢arpimu denir. Oklid i¢ ¢arpimi tanimli bulundugu

R? vektor uzayi ile birlesen R® afin uzayma 3— boyutlu Oklid uzay: denir ve E?
ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

F=(f,f,f), T=(t t,t,) noktalar1 E® de tanimli iki nokta olsun. Bu
noktalar arasindaki uzaklik fonksiyonu

d:E’xE® 5 R,

3

(F,T)=d(F.T)=> (f.-t,)
a=1
seklinde tanimlanir. d (F ,T) € R sayisina da bu iki nokta arasindaki uzaklik denilir
(Hacisalihoglu,1983).
a:lcR->R,  a(s)=(a(s), a,(s)., ay(s)) diferensiyellenebilir
fonksiyonuna R® te bir egri denir. Ha’(s)” =1 ise a egrisine birim hizli egri denir.

Bu durumda se | parametresine de egrinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu,
1983).

a:l >R diferensiyellenebilir egrisinin Frenet vektorleri

U, (s),u,(s),us(s), egriligi «, (s) ve burulmast 7z, (s) olsun.

i) S yay parametresi oldugunda Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi

(2.1.1)



i) s keyfi parametre oldugunda Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi

ul(s)= a'(S) U, (S)=U,(S)AU,(S u,(S)= a'(S)/\a"(S)
1( ) ! 2( ) 3( ) 1( )’ 3( ) Ha'(S)/\a"(S)H

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

a:1 —R* diferensiyellenebilir birim hizli egrisinin Frenet vektorleri ile

bunlarn tirev vektorleri arasinda

u,'(s)=—x,(s)u(s)+z,(s)u,(s), (2.1.3)

bagintilart vardir. Bu bagmtilar Frenet formiilleri olarak bilinir (Hacisalihoglu,
1983).

Bir a egrisinin, a(s) noktasindaki u,(s),u,(s),u;(s) Frenet catisinin S

IR

parametresinin degistigi her anda, bir eksen etrafinda, ani bir helis hareketi yaptigi
varsayilir. Etrafinda hareket ettigi eksene Darboux ekseni ve bu eksenin yon ve

dogrultusunu gosteren vektére Darboux vektorii adi verilir (Fenchel, 1951). Bu

vektdr W(s) ile gosterilirse

w(s)=u,(s)Au, (s)=z,(s)u,(s)+x, (s)us(s) (2.1.4)

seklinde ifade edilir.

=

Sekil 2.1 Darboux vektorii

6



Eger birim Darboux vektorii ¢(s) ile gosterilirse, bu vektor

c(s)= A0 u,(s)+ £, (5) Us (S
) Jx.2(s)+ 7,2 (s) (%) Jx.2(s)+7,7(s) ) (2.1.5)

seklinde yazilir. u,(s) ile w(s) arasindaki ag1 u ile gdsterilirse, (Sekil 2.1) den

ACNEAO) 7. (8) _ 7, ()
[ws)|  x.2(s)+2.2(s) W(s)| .2 (s)+7.2(s) (2.1.6)

CoS i =

, Sinu =

olur. Buradan birim Darboux vektorii

c(s)=sin s u,(s)+cos s u(s) (2.17)

seklinde bulunur (Fenchel, 1951; Hacisalihoglu, 1983).

a1 — R® kapali egri olmasi durumda, W(s) vektoriiniin @ egrisi boyunca

egrisel integraliyle belirtilen

D(s):gSW(s) ds, (2.1.8)

(a)

=u,(s) <j5 7, (s) ds+u,(s) 43 K, (s) ds (2.1.9)

() (@)
vektOriine ani helis hareketine ait Steiner donme vektorii,
d(a(s))=au(s)u(s)+a(s)u,(s)+as(s)us(s) (2.1.10)
olmak iizere

V(s)=d(a(s))ds, (21.12)

vektoriine de ani helis hareketine ait Steiner 6teleme vektorii denir (Fenchel, 1951,
Hacisalihoglu, 1983).



2.2 OKklid Uzayinda Regle Yiizeyler

xoy diizleminin bir A bolgesindeki her bir (X,y) noktasmmn F
diffeomorfizmi altindaki goriintiisii z=F (X, y) olsun. (X, y) noktalar: diizlemde bir
A bolgesini tararken, (X, Y, Z) noktalar1 da uzayda bir T yiizeyi olusturur. Bu
yiizeyin agik denklemi z=F(X,y) ve kapali denklemi F(X,y,z)=0 seklinde

verilir (Senatalar, 1978; Sabuncuoglu, 2006) (Sekil 2.2).

i 4

Sekil 2.2 Yiizey

Bu yiizeyin birim normal vektor alani N, Riemann konneksiyonu D olmak
iizere, VX € 7(F) i¢in $(X)=DyN seklinde taniml dniisiime sekil operatorii

veya Weingarten doniisiimii denir (Hacisalihoglu, 1983).Yiizeyin parametrik

ifadesi
F: E*? >E®
(2.2.1)
(S, a) —)(F1 (S, (7), F, (S, 0), K, (s, 0'))
seklinde verilsin. Bu ylizey i¢in Weingarten doniistimiiniin matrissel ifadesi
| det(F,,F.F,) det(F,.F,F,)]
| TEARL IRFET 222
_det(F,.F.F,) det(F, F.F,)
IR IR IRIIE




seklinde olur.
Yiizeyin Gauss egriligi K ile ortalama egriligi H ile gosterilirse bu egrilikler

K =detS, H =1z8 (2.2.3)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1994). Burada K =0 ise yiizeye agilabilir, H =0

ise minimal yiizey ad1 verilir.

X(S) dogrusunun a(S) egrisi lizerinde hareket ettirilmesiyle olusan yiizey
regle yiizey olarak tanimlanabilir. Burada a(S) egrisine regle yiizeyin dayanak
egrisi, X(S) dogrusuna regle yiizeyin ana dogrusu (dogrultmani) denir. Regle
ylizeyin parametrik denklemi

I IxR—>R?

(s,0)>T(s,0)=a(s)+o x(s) (2.2.4)

seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1994) (Sekil 2.3).

Sekil 2.3 Regle Yiizey

Bir I'(s, o) regle yiizeyinin dayanak egrisi boyunca olusan Sp{u,,u,}
diizlemine oskiilator diizlem, Sp{u,,u,} diizlemine normal diizlem ve Sp{u,,u,}
diizlemine rektifyan diizlem ismi verilir.

I'(s,0)=a(s)+o x(s) regle yiizeyi Vsel i¢in I'(s+27,0)=T(s, o)
esitligi saglanacak sekilde periyodik ise F(S, G) ’ye kapal regle yiizey ad1 verilir.

Bir regle yiizeyin ana dogrusu boyunca yiizeyin teget diizlemi ayn1 kaliyorsa ylizeye

acilabilir regle yiizey denir (Hacisalihoglu, 1994).
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F(S, 0') regle ylizeyinin komsu iki ana dogrusunun ortak dikme noktalarinin
esas ana dogrular iizerindeki noktalarina striksiyon noktasi, bu noktalarin geometrik
yerine de regle ylizeyin striksiyon egrisi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1994).

I'(s,0) regle yiizeyinin striksiyon noktasimn yer vektorii y(s) ile

gosterilirse bu vektor

y(s):a(s)_wx(s), X(s)%0 (2.2.5)
[x(s)]
seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1994).
F(s, 0') regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi boyunca Sp{ul, u2} diizlemine

asimptotik, Sp{u,,u,} diizlemine polar ve Sp{u,,u,} diizlemine merkezi diizlem

ad1 verilir (Blaschke, 1994).

F(S, 0') regle yiizeyinin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin

bu iki komsu ana dogru arasindaki aciya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi

(drali) ad1 verilir. Dral denklemi P, ile ifade edilirse

- det(a'(s), x(sz), x'(s)) (226)
X

seklinde olur (Hacisalihoglu,1983).

I'(s, o) regle yiizeyinin X(s) dogrularmin tiimiinii dik sekilde kesen egriye

regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir (Hacisalihoglu, 1994).

F(S, 0) kapali regle yiizeyinin ana dogrularinin dik yoriingeleri i¢in

L, =(I (da(s), x(s)>=—j do (2.2.7)

a) (@)

seklinde tanimlanan L, ifadesine regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu denir.
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Sekil 2.4 Acilim Agisi, Agilim Uzunlugu

Bir T'(s,0) regle yiizeyinin «(s) egrisi boyunca x(s) dogrusunun bir
periyot sonra ilk pozisyonu ile yaptig1 agiya regle yiizeyin acilim acis1 denir. Bu ag1
A, ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1994).

X

F(S, 0) kapali regle yiizeyi i¢in agilim agis1 ve acilim uzunlugu sirasiyla,

4,=(D().x(s)), L=V (5).x(s) (2:28)
bagmtilarindan hesaplanir. Burada

D(s)= ﬂul(s)ul(s)Jr}LuB(s)uS(s), V(s)= Lul(s)ul(s) (2.2.9)
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1994).

X(s) ana dogrusu yerine a egrisine ait Frenet vektdrleri olan u,(s), u,(s), U, (s)

alindiginda, olusan kapali regle ylizeylerin integral invaryantlari

i A, :gf)ra(s)ds, A, =0, A, = ggzca(s)ds
(@) (@)

i. L, =¢ds, L, =0, L, =0 (2.2.10)
(@)

B _ z,(s) 1

A OO M

seklinde elde edilir (Hacisalihoglu, 1994).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde tezimize yol gosteren calismalardaki successor egrileri ve es

uzaklikl regle yiizeyler hakkindaki bilgilere yer verildi.

3.1 p-Es Uzakhklh Regle Yiizeyler

Tamm 3.1.1 a:1 >R° ve B:1 > R® diferensiyellebilir birim hizli egrilerinin
a(s) ve B(s) noktalarindaki Frenet catilari sirasiyla {u,,u, u;} ve {v;,v,,v,}
olsun. Dogrultmanlart u, (S) Ve v, (s) olan iki regle yiizeyin parametrik denklemleri

I'(s,o)=a(s)+ouys),

I'(s,0)=p(s)+oVv(s) (3.1.1)
olarak verilsin. Bu yiizeyler igin
i.  Striksiyon egrileri boyunca u, (S) ve v, (s) tiretici vektorleri paralel,

ii.  Uygun noktalarda Sp{u,,u,} ve Sp{v,,v,} diizlemleri arasindaki peR

uzaklig: sabit,
ise T'(s,0) ve f(s,a) ylzey ikilisi paralel p—es uzakhkh (p-—equidistant)
regle yiizeyler olarak isimlendirilir (\Valeontis, 1986).

7(s) ve y(s) striksiyon gizgileri I'(s, o)ve T'(s, o) regle yiizeylerinin dayanak

egrisi olarak alinirsa bu yiizeylerin parametrik denklemleri,

I(s,0)=y(s)+ou.s),
T(s,o)=y(s)+ov(s) (3.1.2)
bi¢iminde olur (Valeontis, 1986).

Teorem 3.1.1 p—es uzaklikli regle yiizeylerin uygun noktalardaki Sp{u,,u,} ve
Sp {Vl,v3} diizlemleri arasindaki uzakligi z, Sp{ul,uz} ve Sp {Vl,vz} diizlemleri

arasindaki uzakligr q ile gosterilirse 1:(5, o) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi,
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7(5)=7(5)+2u,(5)+q ug(s)—[%&@] 0, (s) (3.13)

seklinde verilir (Valeontis 1986).

Bu teoreme gore polar diizlemler arasindaki p uzakligi

3 -z2'+qr, (S)
T )

olur (Valeontis, 1986).

(3.1.4)

Teorem 312 T ve T p—es uzaklikli regle yiizeylerin dayanak egrilerinin

egrilikleri ve burulmalar1 arasinda

ds
£ ’
ds
ds

5(8)=1,(s)
75(8)=7.(5)

(3.1.5)

bagmtilar1 vardir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.1.3 p-—es uzaklikli regle yiizeylerin Frenet catilar1 birbirine denktir

(\Valeontis, 1986).

Teorem 3.1.4 p-es uzaklikli regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin meydana

getirdigi regle ylizeylerin agilim agilar1 arasinda

A, =4, + CJS z,(s)ds,

pu; +zu, +qus

i A, =4, (3.16)
ii. A, =24,+ ¢ x,(s)ds,

pu; +2zu,+qug
bagintilar1 vardir (Masal, 1994).

Teorem 3.1.5 p-—es uzaklikli regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin meydana

getirdigi regle ylizeylerin agilim uzunluklar1 arasinda

i ox, ()L, =K, ()L, + SB ds,

pu; +2zu, +qug
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i L =L, =0 (3.1.7)
ii. L, =L, =0,
bagintilar1 vardir (Masal, 1994).

Teorem 3.1.6 p-—es uzaklikli regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin meydana

getirdigi regle yiizeylerin dralleri arasinda

i. P, =P =0,
i P =P, E (3.1.8)
2 2 dS
i, P, =p 93
3 3 ds

bagintilar1 vardir (Masal, 1994).

3.2 z-Es Uzaklikh Regle Yiizeyler

Tamm 3.2.1 E® de « ve # dayanak egrilerine ait, u, ve v, iiretici vektdrlerinin

olusturdugu regle yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla

I'(s,0)=a(s)+ou,(s), I(s,0)=p(s)+oV,(s) (3.2.1)
seklinde verilsin. Bu yiizeyler i¢in

i.  Striksiyon egrileri boyunca u, ve v, iiretici vektorleri paralel,
ii. Uygun noktalarda Sp{u,,u;} ve Sp{v,v,} diizlemleri arasindaki z <R

uzakligi sabit,

ise bu ylizeylere Z—es wuzakhkh (Z-equidistant) regle yiizeyler denir
(Valeontis,1986; Senyurt ve As, 2013).

Teorem 3.2.1 Z—es uzaklikli regle yiizeyler verilsin Sp{u,u,} ve Sp{v,V,}
diizlemler arasindaki uzakligi Q, Sp{uz,u3} ve Sp {VZ,VS} diizlemler arasindaki

uzakligr p ile gosterilirse T'(s, o) regle yiizeyinin striksiyon gizgisinin denklemi,
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2
K, +7,

_ D - ra
y=y+pu+q uw(M]uz (3.2.2)
seklinde bulunur. Burada merkezi diizlemler arasindaki uzaklik

K, p'—-7,0
=44 3.2.3
St (323)

seklinde verilir (Senyurt ve As, 2013).

Teorem 3.2.2 Z—es uzaklikli regle yiizeylerin Frenet catilari, egrilik ve burulmalari

arasinda
. v,=cos¢u,+singu,, v, =U,, V; =—Sing@u, +CoS¢ U,

ii. x,=(x,cosg—z, sin¢)%, 7, =(x, sing+z, cosqﬁ)% (3.2.4)

bagmtilar1 vardir. Burada ¢ agis1 dayanak egrisi ile U, vektorli arasindaki agidir

(Senyurt ve As, 2013).

Teorem 3.2.3 Z—es uzaklikl regle yiizey ciftinin acilim agilar1 arasinda

. A, =cosg A, +sing A, + j T,ds + I 7,ds,
pu, + Z—K/;frﬂz Uy +QUs Kaz’(fraz u;
i 4, =4, =0, (3.2.5)
iii. A, =-sing A, +cos¢ A, + J' Ky ds” + J' Ky ds’

K, Ka
puy+ z— 2/3 7 (U2 +0U3 [ 2 2”2]
K/f +Z'/5 Ky *7q4

bagmtilar1 vardir (Senyurt ve As, 2013).

Teorem 3.2.4 Z—es uzaklikli regle yiizey ¢iftinin agilim uzunluklar1 arasinda

I Lk, =(x,cos¢—7,sing)L, + I ds” + _[ ds’,
pu,+ z— 2’(15' 5 |Uz+qus - ;:r 7U2
Kp“+1p o o
i L, =L, =0,
ii. L, =L, =0 (3.2.6)
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bagintilar1 vardir (Senyurt ve As, 2013).
Teorem 3.2.5 Z—es uzaklikli regle yiizey giftinin dralleri arasinda

. P =P =0

Vi U

i. PR =R, cos¢+sin¢&J ds

L T, ds '
i. P =P L | (3.2.7)
* P\ Kk,cosg+7, Sing ) ds

bagintilart vardir (Senyurt ve As, 2013).

3.3 g-Es Uzaklikh Regle Yiizeyler

Tamm 3.3.1 E® de o ve 8 egrilerine ait u, Ve v, iiretici vektdrlerinin olusturdugu

regle ylizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla

[(s,0)=a(s)+ouy(s),

['(s,0)=p(s)+0oV(s) (3.3.1)
seklinde verilsin. Eger;

i.  Striksiyon egrileri boyunca u, ve v, iretici vektorleri paralel,
ii. Uygun noktalarda Sp{u,,u,} ve Sp{v,,v,} diizlemleri arasindaki qeR

uzakligi sabit,
ise I'(s,o) ve f(s, o) regle yiizey ikilisi q— es uzakhkh (- equidistant) regle
yiizeyler olarak isimlendirilir.

Striksiyon ¢izgileri ;/(S) ve 7_/(3) dayanak egrisi alinarak olusturulan regle

yiizeylerin parametrik ifadeleri
I(s,0)=7(s)+0ou(s),

L(s,0)=7(s)+ov(s) (3.3.2)

olarak bulunur (Valeontis, 1986; Li ve ark., 2022).
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Teorem 3.3.1 q— es uzaklikli regle yiizeylerin uygun noktalardaki Sp{u,, u,} ve
Sp{vl,v3} diizlemleri arasindaki uzakligr z, Sp{uz,u3} ve Sp{vz,vs} diizlemleri

arasindaki uzakligi p ile gosterilse ¢—es uzaklikli regle yiizeylerin striksiyon
cizgileri arasinda
y=y+ pvl+zv2+(mjv3 (3.3.3)

T

bagintis1 vardir. Burada asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik

ITPR, (3.3.4)
T

(24

seklinde verilir (Li ve ark., 2022).

Teorem 3.3.2 —es uzaklikli regle yiizeylerin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilari,

egrilik ve burulmalar1 arasinda

vV, =C0S¢ U, —Singu,, V, =Sing U, +COS¢p U,, V, =U,,

ds
Kk, =(x _I)E’ 7, =1,C0S¢

S
ds” (3.3.5)

bagmtilar1 vardir. Burada ¢ acis1 dayanak egrisi ile U; vektori arasindaki agidir (Li

ve ark., 2022).

3.4 Successor Egrisi
Tamm 3.4.1 Birim hizh bir @ egrisinin birim teget vektori o egrisinin ayni

noktasindaki asli normal vektorii ise & egrisine @ egrisinin successor egrisi denir

(Menninger,2014).

Teorem 3.4.1 a egrisi a egrisinin successor egrisi ve bu egrilerin Frenet aparatlar
sirasiyla {uf, Uy, Uy, K, z';} ve {ul, u,, Us, K, z‘a} olsun. Frenet vektorleri,

egrilikleri ve Darboux vektorii i¢in
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U, =—CoS¢ U, +Singu,,

u, = U,

u, =sing u, +cos¢ U,,

K =K, COSQ, (3.4.1)
T =K, sing,

W =, U,

bagmtilar1 vardir. Burada (p(S) =@, + J T, (S) ds, u; ve u, vektorleri arasindaki
acidir (Menninger,2014).

Sonuc¢ 3.4.1 Bir helis egrisi bir diizlemsel egrinin successor egrisidir (Menninger,

2014).

ispat: o egrisinin successor egrisi olan a egrisi bir helis egrisi olsun. Boylece
sabit bir M birim vektorii igin <UI M>=COS(// olacak sekilde sabit bir y agisi

vardir. Buradan tiirev alinir ve Frenet formiilleri uygulanirsa
(KU, M) =0

olur. Buradan u, L M oldugundan
M =coswyu, +sinyu,

olarak yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

0=cosyu, +sinyu,
= cosy (x,u; ) +siny (-z,u; )

=(cosyx, —sinyz, Ju,
( )

K, sin gy
olurve & = W tan w bulunur. Successor bagintilarindan
T, COSy
K, cos
Bo KPP oty
7, K,Sing
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olur. tany nin degeri sabit oldugundan cot¢ nin degeri de sabittir. Bu durumda ¢
sabit olur, successor bagmtilarindan 7, =¢'=0 olur. Bu durumda o egrisi

diizlemsel bir egridir.

Sonug 3.4.2 Bir helis egrisinin successor egrisi bir slant helistir (Menninger, 2014).

. - . o T _
Ispat: a egrisinin successor egrisi @ olsun. o egrisi helis olursa —= orani sabittir.
K

a

*2 * !
L : . K T
o egrisinin slant helis olmast i¢in gerek ve yeter kosul ,0:#[ "j

3 *
*2 | *2\3
(K‘a +7, )

K{Z

fonksiyonunun sabit olmasidir. (3.4.1) den successor egrisinin bagmntilar1 yerine

yazilirsa

. (x, cosg)’ (Kk8“1¢]’
= E
((, cosg)’ + (i, sing)? o 7

2 cos? '
=K > 9 - ¢(tan¢)

a

esitligi bulunur. Lo sabit oldugu i¢in p fonksiyonu da sabittir. Dolayisiyla o
K

a

egrisi slant helistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Calismamizin bu boliimiinde, Valeontis ve Menninger’in ¢alismalarindan
yola ¢ikarak p—es uzaklikli regle yiizeyler olusturan iki egrinin o ve ,3* successor
egrileri ele alindi. & ve S egrilerinin olusturdugu I ve r yiizeyleri, striksiyon
noktasinda asli normal vektorleri paralel ve uygun yerlerde merkezi diizlemler
arasindaki uzaklik sabit olma sart1 altinda, successor es uzaklikli regle yiizeyler

tanimlandi. Bu yiizeylerin striksiyon egrileri ve bu egrilerin tegetleri arasindaki

bagntilar verildi.

Calismanin ikinci boliimiinde successor es uzaklikli regle yilizeylerin kapali
olmasi durumunda dayanak egrilerine ait Frenet vektorleri, birim Darboux vektorleri
ve Frenet vektorlerine bagli hareket eden birim vektorlerin olusturdugu regle

yiizeylerin agilim agilari, agilim uzunluklar: ve dralleri arasindaki bagintilar ayri ayri
ifade edildi.

Son olarak successor es uzaklikli regle yiizeyler i¢in Weingarten Donlistimii
matrisi, Gauss egriligi ve ortalama egrilik hesaplandi. Successor es uzaklikli regle

yiizeylere 6rnek verilerek Maple programu ile sekilleri ¢izdirildi.

4.1 Successor Es Uzakhikh Regle Yiizeyler

Tamm 4.1.1 R® de « ve B diferensiyellenebilir egrilerinin successor egrileri & ve
S olsun. Bu egrilerin successor ¢atilari {ul*, u,’, u3*} ve {Vl*, v, VS*} ile gosterilsin.

a ve B egrilerine ait u,” ve v, vektorlerinin iiretmis oldugu regle yiizeylerin

parametrik denklemleri sirasiyla

*

I'(s,0)=a’(s)+ouy(s)ve I (s,0)=pB(s)+0V,(s) (4.1.1)
seklinde verilsin. Eger

i)  Striksiyon egrileri boyunca u,” ve v," iiretici vektorleri paralel,
i) Uygun noktalarda Sp{uf : u3} ve Sp{vf v3} diizlemleri arasinda uzaklik

sabit (bu uzaklik | ile gosterildi),

ise bu yiizey ¢iftine successor | —es uzakhikh (I —equidistant) regle yiizeyler denir.
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r (S, o) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi y~, F(S, O') regle yiizeyinin striksiyon

cizgisi y ile gdsterilsin. (2.2.5) bagintisindan striksiyon ¢izgileri sirasiyla

(412)

seklinde verilir.

Dayanak egrisi olarak »” ve y~ , dogrultman vektér olarak u,” ve v,” almirsa elde

edilen successor es uzaklikli regle yiizeylerin denklemi

I'(s,0)=y"(s)+ou,(s) ve I'(s,0)=y"(s)+0V,(s) (4.1.3)

seklinde yazilir.

¥y~ vektoriiniin u;, U, Ve u; vektorleri tizerine dik izdiisiimleri sirastyla ¢, | ve m

olsun. Bu ifadeler izdiisiim tanimindan

C=<7*7*, UI>, | =<7*7*, UZ>, m =<7*7*, U§>

olur. Buna gére 7 7~ vektorii

¥y =cu +lu, +mu, veya y =y +cu +lu," +mu, (4.1.4)

seklinde olur.

Teorem 4.1.1 T"(s,o) ve I' (s, o) successor es uzaklikh regle yiizeyler olsun. Bu

yiizeylere ait y, 77 striksiyon ¢izgileri arasinda

7/ 7/ * * 2 4 ]
2 2 3 ( . .5)

bagintis1 vardir.
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ispat:

Sekil 4.1 Successor Egrisinin Striksiyonlar1 Arasindaki Uzaklik

(Sekil 4.1) den " striksiyon egrisi » = y +cu +lu, +mu, seklinde yazilir.

yerine (4.1.2) ifadesindeki degeri yazilirsa
B +—5L5v, =y +cu +lu,” + mu,”

olur. Successor egrisi tanimindan v," (s) =u,”(s) oldugundan 3" egrisi

P e Ky . .
B =y +eu +| | -—L— |u,” +mu, (4.1.6)
Ky +7 5
seklinde bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinir, Frenet formiilleri yerine yazilir ve gerekli

diizenlenmeler yapilirsa

’
* *

K

B =y"+cu e +| | -—L—5 | U, +| | - =L U, +mu, +mu,”
Ko+, Kyl +7,
* ! *
*f *f —_— * * Kﬂ * Kﬁ *  * *  *
B =y e we(mu) )+ 1 -— L U + | |- L |(—xou +7ouy)
K2+, Kl +T)

+m'u, +m(-z,u,’)
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1 *I f * Kﬂ * * * Kﬂ *
B =y +| -k, |l -———||U +|Cx,—Mz, +| | ——"—| |U,
Kﬁ, +Tﬂ Kﬂ +Tﬂ
(4.1.7)
K*
1 * ﬁ *
+| M4z, I_—K*2+ = | |Us
s TTp

olur. Diger taraftan (4.1.2) ifadesinin tirevi aliir ve Frenet formiilleri yerine

yazilirsa
vy =|a+ £, () u,
- *2 *2 2
Kk, (s)+7,°(s)
* ! *
*f K * K *I
=a =g | WLt o | U
K, +7, K, +7,
* ! *
=U | =ty | U s | (R Ty
K, +T K, +7T,
!
Sl W | U | e | s
K, +T, K, +T, K, +7T,

olur. Bu ifade (4.1.7) de yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

’
*2 *
x| K * K *
ﬂ’:(l——*za *ZJul +(—*2 a *2] u,
K‘a +Ta K‘a +Ta

KT, * . K, *
+H 5t Uy | ek [ -2 | |u,
K. +T, Ky +T
* 4 *
+| Ck, —M7, + I—ﬁ u +|m+rz, I—ﬁ u,
Kp T Kp T
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=||1-—« +o—| l-——2L— |k |u’
*2 *2 2 *2 a 1
K, +Ta K,b’ +Tﬂ
* ! * !
K * * K *
+ ﬁ +CK‘a—mTa+ I—ﬁ u,
K, +Ta Kﬁ +T/),
KT . K, * *
ﬁ +Mm+ I—ﬁ T U3
K, +Z'a Kﬂ +Z'ﬁ

olur. Bu ifade u,” ile i garpilir ve Frenet formiilleri yerine yazilirsa

*9 *
* * K , K * o
<ﬂ,,U2’>: 1—ﬁ +C — I—% Ka <U1,U2’>
K‘a +Ta

2
K,B +Tﬁ

+ K +ck. —mz +| 1 K <u U *'>
* 9 * 9 ll_ a - * 9 * 2 2 2
K+t K0 +7,
“r , K, A A
St em | | - —L— |7 <u3,u2'>
K+7, K, +T
*9 *
K K * * * *
_ a 1 B
= (1_ 2 *2]+C |- % <u1 KU T T,Ug >
K+, Kl +T,
* ! * !
| =25 | +Ck, —me, +| | - —52 5 <u2 ) +rau3>
K2+T, K+,
o - a ' ﬂ
| =25 [Tt =7 |7 <u3 KU + T, Ug >
KP4t K2+
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* K*T* 1 K.* * *
+Ta ﬁ"'m + I—ﬁ (Ka2+z.a2)
K, +7 Kﬂ +7

a B
olur. Bu ifade ve (4.1.6) ifadesi (2.2.5) te yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa )7 striksiyon ¢izgisi

AT

* * Kﬂ * *
=y +cU +|l——5"—= |u, +mu,
Kg T
K.’ K.T K,
T R R R e R R el | R
+7 K +7 K,"+7T
Ka a a a Vo) g *
- * 9 *9 UZ
K, +71,
* * K; * *
=y +cu, +| - R u, +mu,
Kg T
;2 ' * K;; 1
K, || 1= |+C' |+, | "%y +tM .
K, ~+7, K, +7, - Ky *
2, %2 U, |- 2, 2 |U
K,”+7T, Ky +7,
K*Z K*T*
K, |1+C'—— % |-, | M+
« « K,”+7, K,”+7, « .
=]/ +CU1 + *9 * 9 u2 +mU3
K,”+T,

* * K;C’_T:;m’ * *
=y +Cu, + — u, +mu,
K, +1,
seklinde bulunur.
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Sonug 4.1.1 I"(s,0) ve I (s, o) successor es uzaklikli regle yiizeylerin merkezi

diizlemler arasindaki | uzaklhig

* 1 * At
_ K, —7,m

| (4.1.8)

K2+7)}
formiili ile verilir.
Sonu¢ 4.1.2 T (s, o) ile lj(s, o) successor es uzaklikli regle yiizeylerin merkezi
diizlemler arasindaki | uzakliginin esas egrilerin egrilikleri cinsinden ifadesi

_cospc'-sinpm'
K

o

! (4.1.9)

bagintist ile verilir.

ispat: (4.1.8) bagntisinda, (3.4.1) den k, =k, C0S@ ve 7, =k, SiNg egrilikleri

yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa | uzakligi

K,COS@pC'—Kk,Singm’

K,C0S@) +(x, Sing
(x, cos)’ +(x, sing)

K, (cospc'—sinpm’)
- 2

K

(24

_ cos¢c'-sinpm’
K

a

seklinde bulunur.

Sonuc 4.1.3: T ve " successor es uzaklikli regle yiizeylerin merkezi diizlemler
arasindaki | uzakliginin, striksiyon egrilerinin teget vektorlerine ait katsayilar

cinsinden ifadesi

K'* . ds. z'* . ds .
| = %= | cososine—-+cC' |-—5%—| cososing—L-+m'

a
K+1.° ds K, +71, ds

a a

bagintistyla verilir.
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Ispat:

Sekil 4.2 Striksiyon Egrisinin Teget Vektorleri

Successor es uzaklikli regle yiizeylerin striksiyon egrilerine ait birim teget vektorler

T" ve T7, bu vektdrlerin merkezi diizlemlere iz diisiim vektdrleri sirasiyla T, ve T,
olsun. T, ile u, vektdrii arasindaki ag1 &, T, ile v,  vektorii arasindaki ag1 £ ile

gosterilsin (Sekil 4.2). Tl* ve 'ITl* vektorleri
T, =sineu, +cose Uy,

T

, =SINE V, +COSE V,
seklinde yazilir. Benzer sekilde T~ ile T, arasindaki agt &, T~ ile T, arasindaki ac1

5 ile gosterilirse T ve T vektorleri
T =coss T, +sind u,,

T =coss T, +sind v,
olur. T ve T, ifadeleri burada yerine yazilirsa, teget vektorlerin Frenet catilari
cinsinden ifadesi
T" =cosdsing u; +sind U, + oSS Cos e Uy,
(4.1.10)
T =c0sSSINZ V, +SiNJ V, +C0SS COSE V,
olur. Diger yandan I yiizeyinin striksiyon egrisinin tiirevi
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o dy ds . ~ ds .

*

“ds. ds©  ds
V4

/4

seklinde yazilir. Burada T~ yerine (4.1.10) daki karsilig1 yazilirsa

ds .

*

*f - * . * *
y" =(cosdsing u; +sin s u; +cos 5 cose ;)

olur. Bu ifade 3 tiirevinde yerine yazilir ve diizenlenirse

*f *f ' * * * * ﬂ
p =y +|c-k,|l-— — | |u +|cx, —mz, +| | —— u
M o e A “ “ K+ 2
K*
1 * ﬂ *
+ m'+z, I_K*2+ = | | Us
T
ds. ](*
_ - ¥ f ﬁ * *
=| cososing—-+C'—| | ——"—5 |k, |U,
S Ky +7,
!
- ds}/* * * Kﬁ *
+|sinéd—-+cx, —mr, +| | ——"—| |4,
ds Ky +7,
ds . K, A
S 4 N B
+| cosocose—-+C'+ 7 |Tu |Us
ds Ky +7T,

selinde bulunur. Bu ifade u;’ ile i¢ carpilirsa

ds.

*

ds .
<ﬂ',u2'>:—1<a cososine di —x, C'+7,c0sdsing 5
S S

*

* 1 K * *
+Tam + I—ﬁ (K'QZ'FTQ,Z)
+7T
B B

olur. Bu ifade ve (4.1.6) ifadeleri " striksiyon cizgisinde yerine yazilirsa
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y =y +cu; +mu,

1 . ~ds. 3 ~ds. )
+—5——5| k,| cososing—L-+c' |-z, | cosdsine—L-+m' | |u,
K, +T ds ds

a a

seklinde bulunur. (4.1.4) bagintisindan | uzakligi

o ~ds. r ~ds.
|l=——= cos5smgd7*+c' -t cos5smgdi +m'

*2 2
K~ +T S K, +7, S

a a

seklinde bulunur.

Teorem 4.1.3 T"(s, o) ile T"(s, o) successor es uzaklikli regle yiizeylerinin o ve
B dayanak egrilerinin Frenet gatilari sirasiyla {ul*, u,", u;}, {Vl* v, V;}, u, ve u,

ile v, ve v, vektorleri arasindaki agilar sirasiyla ¢ ve @ ile gdsterilsin. Bu durumda

Frenet gatilar1 arasinda
i. u =cos(¢-0)v, +sin(p—-0)v,
i, u, =v, (4.1.11)
iii. Uy =-sin(p—0)v, +cos(p—06)v,
bagintilar1 vardir.

Ispat: p—es uzaklikh regle yiizeylerin dayanak egrilerine ait Frenet catilari denk

olduklarindan
u, 100 v,
u, |[={010]|v,
U, 001]||v,

seklinde yazilir. (3.4.1) ifadesinden successor catilari arasindaki bagmtilar

* *

U 0 -cosep sing ||u; v, 0 -cos@ sind || v,
u |={ 1 0 0 |lu,|velv, |=| 1 O 0 ||V,
Us* 0 sing cose || u, v3* 0 sin@ cosé || v,

seklinde verilir (Sekil 4.3).
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Bu bagintilar kullanilarak successor ¢atilari arasindaki gecis matrisi

* —

<
N
Il

seklinde elde edilir. Bu da teoremin ispatini1 tamamlar.

Sekil 4.3 Successor Egrilerinin Catilart

100
010

-c0sp sing |
1 0 0
sing  Cosg |
-cosp  sing |
1 0 0
sing  cosg |
0 -cose sing
1 0 0
| 0 sing cose

0

0 1

001

0

—cos® 0 sind ||v,
sin@ 0 cosé v,

0

[ cosgpcos@+singsing 0

1

| —singcosd+cospsing 0

30
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| —sin(p—-0) 0 cos(p—0)

—C0oS@sSind +sinpcosé

sin gsin @ +cos ¢ cos d

iy

LS}

v
Vs

[ cos(p—60) 0 sin(p-0)]V

*

Vi

0



Teorem 4.1.4 T” ve T es uzaklikl regle yiizeylerin dayanak egrilerinin K‘;, 2'; ve

Ky, T, egrilikleri arasinda

. . «y ds”
= -0 -0 —,
K, =(cos(p-0)x, +sin(p-0)z,) =
(4.1.12)
. : . «\ ds”
—(=sin(p—6 _0)r ) &
7, =(-sin(p—0)x, +cos(p )T“)d§*

bagintilar1 vardir.
Ispat: T" ve " successor es uzaklikli regle yiizeyler oldugundan u; (s*) = VZ (§*)
aliabilir. S~ yay parametresine gore tiirev alinirsa

du; o os°

ds* ds” ds

bulunur. Burada Frenet formiilleri yerine yazilirsa

-k, U +7,U; = (—Kﬁvl +TﬂV3 ) E

olur. Esitligin her iki tarafi sirasiyla Vl* ve V; ile i¢ ¢arpilirsa

* * * * * * * * * * * * d§*
)+ 2 () = () + 2 i) |
— (R | — S
cos(p—6) —sin(p—-0) 1 0
* * * * * * * * * * * * d§*
—Ka<U1,V3>+Ta<U3,V3>= —Kﬂ<Vl,V3>+Z"B<V3,V3> q <
— — — — S

sin(p—0) cos(p—6) 0 1

olur. Gerekli iglemler yapilirsa K‘; ve r; egrilikleri hesaplanmis olur.

Teorem 4.1.5: T ve T successor es uzaklikli kapali regle yiizeylerinin striksiyon

egrilerinin teget vektorlerinin bilesenleri arasinda

_ _0Os- ds. X
cosdsine ——=cos(p—0)| cosssine ——+c'—lx,
ds ds
- ds* *
—sin(p—0)| cosécose dV +m'+lz, |,
S
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_ds- ds.
sind—~ =sind ——+cx. —mz. +1,
ds ds e e (4.1.13)

— _Os ds . .
0SS coss ——=—sin(p—0)| cosdsine ——+c'—lx,
ds ds

ds .
+cos(¢—9)(cos§cosa dy - m'+|r;J
s

bagintilar1 vardir.

Ispat: T” ve " successor es uzaklikli regle yiizeyin }7 striksiyonunun s yay

parametresine gore tiirevi hesaplanirsa

_*de *dS* * * * *f * *r
T ——=T ——+c'u, +cu, +m'u;+mu, +1'u,+lu:
ds ds S

olur. Burada Frenet formiilleri yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

_*d87 Jas.o X C N e ey
TeT +(c' =1 u; +(cx, —mz, +1)uy+(m'+17, )u;

bulunur. T ve T* teget vektorleri yerine (4.1.10) daki esitlikleri yazilirsa

- — _ _ . Oss
(cosésin &v; +sin 5v§+cos§cosev;)d—y: cososine
S

ds. ).
d; +c'—lx, |u,

ds.
+{sin5 d; +ck, —mz, +1"|u,

+| cOsocose
ds

dS* * *
—+m'+lz, |u,,

olur. Bu ifade sirasiyla V: , V; ve V; vektorleri ile i¢ carpilir ve gerekli islemler

yapilirsa
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_ds ds. .
cosdsine ——=cos(p—0)| cosssine——+c' Ik,
ds ds

ds.
—sin(go—@)[cos&cos(e d7 +m’+|r;],
S
_ s ds . . .
sind ——=sind —~—+cx, —mz, +1I,
ds ds

_ _Os ds. X
0S5 cose ——=—sin(p—6)| cosdsine——+c'-lx,
ds ds

ds .
+cos(go—¢9)(cos5cos(gd—y+ m'+|r;J
S

elde edilir.

4.2 Kapah Successor Es Uzaklikh Regle Yiizeylerin Integral Invaryantlari
Successor es uzaklikli regle yiizeylerin kapali olmasi durumunda successor

egrilerine ait Frenet vektorleri, birim Darboux vektorleri ve Frenet vektorlerinin

lineer birlesimi olarak yazilan birim vektorlerin olusturdugu regle yiizeylerin agilim

agilart, agilim uzunluklar ve dralleri arasindaki bagmtilar bu kisimda ayri ayri ifade

edildi. Hesaplar yapilirken kisaligin hatir1 igin, (4.1.2) bagmtisindan striksiyon

clzgisi,

Y(S)z = (8;522(5) uZ(s) olmak {izere ]/*(S)=a*(s)+Y(S) (4.2.1)

seklinde alinmistir.
(4.1.6) bagmtisindan S egrisi;

*

Q(s):cu1*+[l —%} u, +mu, olmak iizere S =y +Q(s) (4.2.2)
Kﬂ +Tﬁ

seklinde alinmistir.
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Teorem 4.2.1 T" ve T successor es uzaklikli kapali regle ytizeyleri verilsin. Frenet

catilarinin olusturdugu kapali regle ylizeylerin agilim agilar1 arasinda

i 4. =c0s(p=-0)A, —sin(p—0) .+, d5" + P, 0",

" ) (@)

i.  A.=4.=0, (4.2.3)

iii. A4, =sin(p—0)A. +cos(p—0)A. + P, d5"+ P, d5”
(v) @)
bagmtilar1 vardir.
Ispat: (2.2.10) bagintisndan VI in olusturdugu kapali regle yiizeyin ac¢ilim agis1

iv; = (]S T; ds”
(#)

dir. Burada 8" 1 yerine (4.2.2) daki karsilig1 yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

/1\/; = Cj) z'; ds”

()

= r; ds” + (JS r; ds”
I (@)

()

bulunur. »* yerine (4.2.1) deki karsihig1 yazilirsa

ﬂvl* = 4) r;d§* + (ﬁ z';d§*
(@)

(ax+Y)

¢

z';d§* + Cﬁ r;d§* + Cﬁ T;d§*
() () @)

olur. T; in yerine (4.1.12) ifadesindeki esiti yazilirsa

A= § (—sin(p—0)x, +cos(p—0)z, )ds"+ 705" + 75"
L) (¥) @)

=—sin(p—-0) cﬁ K,0ds" +cos(p—0) Sf) 7, ds” + cﬁ 7,05 + cﬁ 7,d5"
: (1) (@)

(«* («')
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bulunur. Burada qirc;ds* ve qu;ds* yerine (2.2.9) ifadesindeki degerleri
(«") («")

yazilirsa

A.= cos(go—&)/iul* —sin(gp—ﬁ)iug + Sf) 7,5 + 95 7,5

' (¥) @)

elde edilir. Kapali regle ylizeyin asli normal vektoriiniin olusturdugu yiizeyin agilim

agist (2.2.10) bagntisindan

seklinde bulunur. Kapali regle yilizeyin binormal vektoriiniin olusturdugu ylizeyin

acilim agis1 (2.2.10) bagintisindan
A= SB K05
p

seklinde yazilir. 8" 1n yerine (4.2.2) deki karsihigi yazilirsa

A.= <ﬁ K;,d§*

(+2)
_§rds s fads”
) @
olur. Burada y~ yerine (4.2.1) deki esiti yazilirsa

/1\,* = (j) K;d§* + gS K;d§*
: (@)

(a*+Y)
= Cﬁ Kk,05" + q‘D Kk,05" + SB K405
() (") @
bulunur. Bu ifade de K; 1n yerine (4.1.12) deki esiti yazilirsa

A = § (cos(p—0) . +sin(p—0)z. )ds" + § x,ds” + P xds”
T (1) @)
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A; =cos(p—0) cﬁ K, ds” +sin(p—0) cﬁ r.ds + 95K2d§* + 45 K405
o (=) (1) @

olur. Burada qs k. ds” ve (j) r.ds” yerine (2.2.10) daki esitleri yazilirsa agilim agisi

( 2

A.=sin(@—0)A.+cos(p—0)A.+ (JS K05+ 4) K05

: () (@)
seklinde elde edilir.

Teorem 422 T" ve I successor es uzaklikli kapali regle yiizeyleri verilsin. Frenet

catilarinin olusturdugu kapali regle ylizeylerin a¢ilim uzunluklar1 arasinda

i. Lv*:Lu*{cos((p_e)Kg +sin((p—0)T—ZJ+¢d§*+<]5d§*,
S s ) @
i. L.=L.=0, (4.2.4)

bagmtilar1 vardir.

Ispat: (2.2.10) bagitisindan Successor es uzaklikli kapali regle ylizeylerin teget,

asli normal ve binormal vektorlerinin ¢izdigi regle ylizeylerin acilim uzunluklar

sirasiyla

L.=¢ds, L. =L, =0
(7)

seklinde verilir. Burada S~ yerine (4.2.2) bagintisindan esiti yazilirsa L. agilim

uzunlugu

=¢d§+¢d§
() (@)

olur. 5" yerine (4.2.1) deki esiti yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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gS ds +Sﬁds

a+Y

= cj% d§*+q'>d§*+95d§*
() (¥) (@)

seklinde elde edilir. ds yerine (4.1.12) deki esiti yazilirsa L. ifadesi

LV*—ch[cos(go 6) “+Sln(¢) 6) ‘,{st*+§>d§*+§>d§*
(@) K K Mm@

olur. Eger yiizeyin dayanak egrisi dairesel helis alinirsa L. agilim uzunlugu

]ngs +ng3 +<]5ds

olur. Bu son esitlikte q‘D ds” yerine esiti kullamlirsa agilim uzunlugu

(«")

L (cos((p 9)

Kp

in(¢-

Kﬁ

j $ds”+Pas®

L.=L. {COS((p 0)
L (¥) (@)

Kp

seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.3 T ve T successor es uzaklikli kapali regle yiizeyleri verilsin. Frenet

vekttorlerinin olusturdugu kapali regle yiizeylerin dralleri arasinda

_T
I

(=3

P, =0,

1

o )ds"

a

<9
Il
A
/—\

COS((/) 0)- Sin((p—H)Kf jdi

\ i
ii. P.=P. «
i w4 (=sin(p-0)x, +cos(p-0)z, ) ds”

|

Q *

bagintilar1 vardir.

Ispat: (2.2.10) bagntisindan v, teget vektoriin olusturdugu kapali regle yiizeyin

drali
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olur. v, asli normal vektdriin olusturdugu kapali regle yiizeyin drali ise

Pt
v, K*2+T*2
p T

seklinde yazilir. (4.1.12) bagmtilar yerine yazilirsa dral

_ . «\ ds”

~(sin(p—0)x" —cos(p—0 .

(Sln((p )k, —cos(¢p )Ta)d§
ds”

((COS((D—H)K; +sin(p-0)r,) dg*jz +((sin(go—¢9)/<; —cos(p-0)r, ) 3;)

N
Vo

. " o\ ds”
) ~(sin(p-0)x, —cos((p—e)ra)d;
« NS
(K'az +ra2)[dsij
T 5 B T K_;d§*
=esle- O e O

seklinde bulunur. Burada (2.2.10) ifadesi dikkate alinirsa P, drali

P.=P. (cos((p—e)—sin(go—e) K J :i
2 2 Ta

seklinde olur. V; binormal vektdriiniin olusturdugu kapali regle yiizeyin drali yazilip

pay ve paydasi Z'; ile ¢apilirsa dral

olur. (2.2.10) ve (4.1.12) bagntilar: dikkate alinirsa P. dral ifadesi

* *

a

ds
P.—= - —P.
v ds’ (-sin(p-0)x, +cos(p-0)z,) *

G|

N

seklinde bulunur.
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Simdi de; T (S, o) kapali regle yiizeyini olusturan dayanak egrisine ait birim
Darboux vektorii ana dogru olarak alindiginda elde edilen regle yiizeyin 4. agilim
agist, L. agilim uzunlugu ve P. dralini hesaplayalim. (2.2.8) deki A. ve L.

ifadelerinde (2.1.7), (2.1.9) ve (2.1.11) bagntilar1 yerine yazilirsa

A. :<D ,c*>:>/lc* = uqu r;ds*+u;cJS Kk, ds”, sin g, +cos uu,
(«”) («")
=sinu gg 7.ds” +cos u

(j) K. ds
(')

:ﬂu; sin u + ;tu; COS i,

*

L. :<V ,c*>:> L. =(u 95 ds”, sin g, +cos uu,
(«")

=sinu gS ds”
(«)

(4.2.5)
=L.sinu

seklinde bulunur. P. drali (2.2.6) bagmntisindan hesaplanirsa

B det(a* 'c ¢ )

*a

*
c

det(uj, Sin 4y +C0S Uy, 4'COS uuly +(Sin uxc, —CoS ut,, )uy — 4'sin yug)

- * * * - * 2
H(sm K, —COS u,, Uy — 44'sin H

cos u(sin ux, - cos iz, )

e+ (Sin UK, —COS Ut )2
seklinde bulunur.
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Benzer islemler lj(s, 0') kapali regle yiizeyi i¢in de yapilirsa integral invaryantlari
i A=A sin g+ 4. cos
i Lo=L.sing, (4.2.6)

—cos;—z(sin LUK, —COS ;_n;)

. P.=

12 - T * — 2
7 +(sm 7 —cosmﬂ)
seklinde bulunur.

Teorem 4.2.4 lj(s, o) successor es uzaklikli regle yiizeyin dayanak egrisine ait

birim Darboux vektoriiniin binormal vektorii ile yaptigr agt u ile gosterilirse, bu

acilar arasinda

cos u = €0s ££€0s (@ — ) +sin usin(p—0),

sin u = —cos sin (@ —6) +sin ucos(p—6) (4.2.7)
bagmtilar1 vardir.

Ispat: I:(S, G) successor es uzaklikli regle ylizeyinin dayanak egrisine ait birim

Darboux vektoriiniin binormal vektorii ile yaptig1 ac1 ;z ile gosterilirse, bu ac1

- K, K, - T, T,
COS 11 = _ﬁ = *2ﬂ —, sinu = _ﬂ* = *215’ —
i o

seklinde yazilir. Burada «, ve 7, yerine (4.1.12) den esitleri yazilirsa, cosyu ve

sin u sirastyla

(cos(p-0)x, +sin(p-0)z S

COS 1t =
(cos(p—0)x, +sin(p—0)r

+(=sin(p-0)x, +cos(p-0)z
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(cos(go—e)rc; +Sin((ﬂ—9)72)

CoS u =
\/(COS((D—H)K;+Sin(g0—9)r;)2+(—Sin(g0—9)lc;+COS((0—¢9)T;)2
K'* T* .
= = COS(@p—0)+ ——= sin(p—0
JK2(s)+7.2(s) (#-9) JK2(s)+7.2(s) (#-9)
=05 ££€0S(p—0)+sin usin(¢—0)
. . ds”
_ (—Kasm((p—e)Jrra cos((p—e)) —
sinu = ds

((K; cos(p—0)+17, sin (¢>—9)):§j2

\ +((—KZ sin(¢p—0)+1, cos(p-0)) 3;}2

ds”
ds”

ds”
ds”

K'* . ’l'*
=— L sin(p—6)+ L cos(p—6)

(x sin(¢—0) -7, cos(p—0))

(x COS(¢—9)+Sin((p—9)T;)2

(- sin(p—0)+7, cos(p—0))

=—c0s usin(p—6)+sin ucos(p—0)
seklinde bulunur.

Teorem 4.25 I™ ve T successor es uzaklikli kapali regle yiizeyleri verilsin. ¢

birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi kapali regle yiizeyin agilim agisi
Az =A. +sing by +cos ub,

bagintistyla verilir.
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Burada b = gﬁr;,d? + é 7,057, b, = <I)K2d§* + qs Kk,05"  seklindedir.
(Y) (@) (1) (@)

Ispat: (4.2.6) bagintisindan ¢ m olusturdugu kapali regle ylizeyin agilim agis1

A

c

= }“v; sin ﬂ“%v; COS i

dir. Burada (4.2.7), (4.2.3) bagntilar1 yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

ac¢ilim agis1

A= (cos(go—é?)iuI —sin(go—&)/iu; +bl)(—COSﬂSin(¢7—9)+5i”ﬂ005(¢—9))
+(sin(p-0) 4, +cos(p—0) A, +b, | (cos ucos(p—6)-+sin usin (p-0))

=$in uA,. +C0S A, +b, (—cos usin (¢ —6)+sin ucos(p—0))

A. sin u

c

+h, (cos z1cos(p—0)+sin usin(p—0))

cos u
seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.6 T" ve T successor es uzaklikli kapali regle yiizeyleri verilsin. ¢” ve

¢’ birim Darboux vektorlerinin olusturdugu kapali regle yiizeylerin agilim

uzunluklar: arasinda

L. = (—Sin(¢—9)Cotu+COS((D—H))(COS((D—H) K +sin(¢-0) Lo ]LC*
¢ Kp Kp
+b, sin

bagintisi vardir. Burada b, = (JST;d§* + q; 7,05"  seklindedir.
(Y) (@)

Ispat: Birim Darboux vektdrii olan ¢ m olusturdugu regle yiizeyin agilim uzunlugu

(4.2.6) bagitisindan
L. =L, sinu
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seklinde verilir. Burada (4.2.4) ve (4.2.7) bagmtilar1 yerine yazilirsa

); Kpg

L. :(L ,(cos((p—e) K +sin(p—0) La ]+b3}
c Y K

(—cos usin (@ —6)+sin ucos(p—0))

olur. L . yerine (4.2.5) ifadesindeki esiti yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

L[ .
L. :[—CLKZ cos(p—6)+ Lo sin((p—e)J+b3j

sinu\ K, Ky

(—cos usin(p—0)+sin ucos(p—0))

=(—cot,usin(go—6)+cos((p—9))(’(i’ cos(p—6)+ Y sin(go—e)J L.
Kp Kp

+h, (—cos usin(p—0) +sin ucos(p—0))

=(—cot usin ((p—0)+cos(gp—0)){’(i‘ cos(¢)—9)+r—ﬁsin ((D—H)J L. +sin zb,
Kp Kp

elde edilir.

Teorem 4.2.7 I" ve I successor es uzaklikli kapal regle yiizeyler olsun. ¢ ve ¢
birim vektorlerinin ¢izdigi kapali regle ylizeylerin dralleri arasinda

*

P. =P.(—tan ysin(¢—9)+cos(¢—0))%

o

bagintis1 vardir.

Ispat: (4.2.6) bagmntisindan ¢ birim Darboux vektoriiniin olusurdugu regle

yiizeyin drali

o cosﬁ(cos;—n; —sin ;_uc;;)

-

—2 . T — «\2
y7s +(Sln,ul(ﬁ—COS,uz'/),)
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seklinde yazilir. (4.1.12) ifadesi yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

—(cos (@ —0)cos p+sin(p—6)sin u)

(—sin(¢)—0)c05y+cos((p—9)siny)(cos(go—@)/c;+sin(¢)—0)r;)j;:
. —(cos((p—e)coswrsin((p—@)sinu)(—sin(gp—e)zc;+cos(¢>—0)r;)3§:
: — (—Sin(¢—6’)COS/J+COS(§0—6’)Siny)(COS(gD—H)K;+Sin((o—9)72)dd§i 2
g —(COS((D—H)COS,u+Sin(go—é’)sin,u)(—sin(go—é’)l(;+C05(¢)—9)r;)§

_ —(cos(p—6)cos u+sin(p—6)sin p)(sin pusc, — cos uz, ) ds”
1% +(sin ux, —cos ur,,) ds

*

*

=P. (cos(p—0)—sin(p—0)tan u) (;2

seklinde bulunur.
Teorem 4.2.8 Successor es uzaklikli regle yiizeylerin dayanak egrileri {izerinde
hareket eden vektorler sirasiyla X = XU + XU, +X,U; Ve X' =XV, + X,V + X,V

olsun. Bu durumda X~ vektorii

X" =((x,—c)cos(p—0)— (%, —m)sin(p—0))v, +(x, ~1)v,
(4.2.8)

+((x —c)sin(p—0)+(x,—m)cos(p—0))v,’
bagintisiyla verilir.

Ispat: (4.1.4) ifadesinden X" vektorii

X*: X*_]/*]/*
= XU, +x2u2+x3u3—(cu1 +lu, +mu, )

= (% =c)ur+ (% =1)u, + (% —m)uy’
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seklinde yazilir. (4.1.11) ifadesi yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa X

vektora

X" =(x—c)(cos(p—0)V, +sin(p—0)v, )+ (%, ~1)v,"

(s =m)(-sin(p-0)y cos(p-0)v)

*

:((xl—c)cos((p—e)—(xs—m)sin(¢—9))vl*+(x2 ~1)v,

+((x, —c)sin(p—0)+(x,—m)cos(p—0))v,
seklinde bulunur.

Teorem 4.2.9 T” kapali regle yiizeyinin dayanak egrisine ait Frenet catilarina gore

hareket eden vektér X~ olsun. Bu vektdriin ¢izdigi kapal regle yiizeyin integral

invaryantlar1 arasinda

A= xlxluI + x3/1u;,

ii.  P.=

bagintilar vardir.
Ispat: (2.2.8) ve (2.2.9) bagmtilardan A .=xA.+x4. ve L.=xL, olur

(2.2.6) ifadesinden P,. drali hesaplanirsa
X =XU + XU, + XU,
=X, AUy + X (=K +7Us )+ X, (—7,u3)

= =X, Uy + (XK, = X7, Uy + X7 Uy,

*I

I v e e
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olur. Bu ifadeler dral denkleminde yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

det(a*',x*,x*')

X" 2

<

) det(ul XUy XUy + Xy, =Xy + (XK, = X7, )ug + xzraus)

- 1\ 2 N 12 N2
(XZKa) +(x11<a—x31a) +(Xzfa)

2 * * 2 *
X2 Ta — X1X3Ka + X3 Ta

*2 2 2 *2 2 2 * _*
K, (x2 + X )+z’a (x2 + X, )—2x1x31<ara

* 2 2 *
ra(x2 +X, )—x1x3zca

K0 (% %2+ 707 (%7 + %7 ) = 2%, %, 7,
bulunur.

Teorem 4.2.10 r kapali regle yiizeyinin dayanak egrilerine ait Frenet catilarina

gore hareket eden X vektdriiniin olusturdugu regle yiizeyin agilim agisi

A= AX* - cﬂ,u* - mﬂ.u*

+((x, —c)cos(p—6)—(x,—m)sin(p—6))b,

+((x, —c)sin(p—6)+(x,—m)cos(p—0))b,

bagitisiyla verilir. Burada b, ve b, katsayilar

b = 9512d§* + gS T, 057, b,= (]5K2d§* + <ﬁ K, 05”
(7) (@) (7) (@)
seklindedir.

Ispat: (2.2.8) ifadesinde (2.2.9) ve (4.2.8) yerlerine konulur ve gerekli islemler

yapilirsa
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AN+ AV, (% —c)eos(p=0)=(x—m)sin(@—0))w + (% ~ 1)V,
<+((X10)5in(¢9)+(xsm)COS(co@))Vs* >
=((x%—c)cos(¢—0)—(x—m)sin(p-0)) A,
+((4—c)sin(p—0)+(x ~m)cos(p-0)) 4,
Burada (4.2.3) ifadeleri yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
A =((x —c)cos(p—0)~(x ~m)sin(p-0))
(cos(p—0) 4, ~sin(p-0) 4, +b)
+((4=c)sin(p=0)+(x; —m)cos(¢-0))
(sin(p-0) 4, +cos(p—0) A, +b,)
=(% )4, +(%-m)4,
+((x—c)cos(p-6)—(x,—m)sin(p-6))b,
+((q=c)sin(p—=0)+(x —m)cos(p-0))b,
~ A —cA, —mA,
+((x,~c)cos(p—8)~(x~m)sin(p-6))b,

+((x —c)sin(p—6)+(x,—m)cos(p—0))b,

bulunur.
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Teorem 4.2.11 r kapali regle yiizeyinin dayanak egrilerine ait Frenet catilarina

gore hareket eden X vektoriinin olusturdugu kapali regle ylizeyin agilim uzunlugu

L | cos? (p-6) < +sin(p—-0 o) |L.
— =| cos (¢ )Kﬁ+sm((p )cos(¢p )Kﬂ]x

+h,x, cos (¢ —0) - (ccos(p—0)+(x,—m)sin(p—0))L, .

Vi
bagintistyla verilir.

Ispat: (2.2.8) ifadesinde (2.2.9), (4.2.4) ve (4.2.8) denklemleri yerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa

L=V X)
=((x —c)cos(p—0)—(x,—m)sin(p—0))L.

1

=((x —c)cos(p—0)~(x—~m)sin(p-0))

(LU; [cos(go—@) Z,‘f +sin(¢)—9)2€i J+b3J
5

/;
=xL,. Lcos2 (p—0) Ke +sin(p—8)cos(¢—0) La J+b3x1 cos(p—6)
Kp Kp

Kpg Kp

—(ccos(p—-0)+(x, —m)sin(go—é?)){Lu; (cos((p—e) K; +sin(<p—9)i]+b3J

* *

=L (cos2 (p—0) Ka 1 sin (p—0)cos(p- G)T—“J +h,x, cos(p-0)
Kp Kp

—(ccos(p—0)+(x,—m)sin(p-0))L, .

Vi

seklinde elde edilir.

48



Teorem 4212 T” kapali regle ylizeyinin dayanak egrilerinin Frenet catilarina gore

hareket eden X~ vektoriiniin olusturdugu kapali regle yilizeyin drali

i C (%, ~1)=B((x —c)sin(p—0)+(x,—m)cos(p—0)))
A?+B?+C*?

P

X"
bagmtisiyla verilir. Burada A, B ve C ifadeleri
A=(—C"=X;+m)cos(p—0)—(x,—c—m')sin(p—0)

ds”
ds™’

(%, ~1)(cos(@—0)x, +sin(p-0)r,)

*

B :cos((p—e)%(cos(go—e)x; +sin(p-0)7, )(% - c)

—sin(go—e)j;: (cos(@—0)x, +sin(p-0)z, )(x,—m)

*

—sin(q)—@)%(—sin((p—e)/c;+cos(¢)—0)r;)(x1—c)

*

—cos(p—0) :; (—sin(go—e)zc; +cos(go—9)r;)(x3 -m)-I',

C =sin(p—0)(—x,+m—c')+cos(¢—0)(x,—c—m’)

~(~sin(p-0)x, +COS(§0—9)T;)(X1—C);I;*

seklinde verilmistir.

Ispat: (4.2.8) ifadesindeki X vektdriiniin tiirevi almir, x, ve 7, m yerine

(4.1.12) deki esitleri yazilirsa
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X =((x ~¢)c0s (9~ 0)~(x, - m)sin (9~ 0)) v

+((x —c)cos(p—8)~(x,~m)sin(¢-6))v,"

+(% = 1) v, + (%, =),

+((x =c)sin(p—0)+(x,—~m)cos(p-0)) vy

(% —c)sin(p-0)+(x,~m)cos(p—0)),

~(((x=c)cos(0-0)) (% -m)sin(o-0))
+((x—c)cos(p—0)~(x, ~m)sin (p—-0))(x,v,")

F (=1 (k=) (R )

[ ((x=c)sin(p-)) +(( -m)cos(p-0)) o
+((% - c)sin(p-0)+(x, ~m)cos(p-0)) (-
¢ cos(p=0)~(x,~¢)sin(p-0) +m'sin(p-0))

{ugm)cos(w)f«;(xu) J
1"+ 1, (% —€) cos(p - 0) - (x, —m)sin (- 0)) *
+[T2((>9C)Sin(¢9)+(xsm)008(¢>9)) }VZ

{r;(xz I)c’sin(¢9)+(x1c)cos((p0)} *
—m’'cos(p—6)—(x,—m)sin(¢—0) 3
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—c'cos(p—8)—(x —c)sin(p—6)

+m’sin(@—6)—(x,—m)cos(p—0) v,

. oy ds”
—(x, -1 0 _0)r )
(x,—1)(cos(p—6)x, +sin(p )T“)d§*

—1"+((x, —c)cos(p—0)—(x, —m)sin(p-6))

(cos(p-0)x, +sin(¢—0)r;)gTi
—((x,—c)sin(@—0)+(x,—m)cos(p—0))
(=sin(p-0)x, +cos((p—¢9)r;)j%:
(x,=1)(-sin(¢-0)x, +cos((p—9)r;):Ti
—c'sin(p—0)+(x —c)cos(¢—0) v,
—m’'cos(¢p—0)—(x,—m)sin(p-0)

(—¢'— X, +m)cos(p—0)

—(x,—c—m')sin(p—-0) v,

—(x, —I)(Cos(go—ﬁ)lc; +Sin(go—l9)r;):Ti

51




*

cos(go—@)g; (cos(p—0)x, +sin(p-0)z, )(x —c)

*

—sin(p-0) 3; (cos(p—0)x, +sin(p-0)z, )(x,—m)

*

—sin(p-0) 3; (—sin(p—0)x, +cos(p—0)z, )(x —c)

*

—cos(p—-0) 3; (—sin(¢—0)x, +cos(p—0)z, )(X;—m)-I’

sin(p—-0)(-x,+m-c’)
+| +cos(p—0)(x—c—m') V,

ds”
ds”

~(-sin(p-0)x, +cos(p-0)z, )(x —¢)
olur. Burada A, B ve C ifadeleri

A=(—C'—x;+m)cos(¢—0)—(x,—c—m')sin(p—6)

. o\ ds”
—(x, =1 -0 -0 —,
(%, )(cos((p )&, +sin(p )T“)d§
ds” . .
B:cos(go—@)dg*(cos((p—@)lca+Sln((0—6?)ra)(xl—c)
ds”

—sin((p—e)dg* (cos(p—0)x, +sin(p—0)z, )(x,—m)

*

—Sin((o—ﬁ)%(—sin(gp—e)lc; +cos(p-0)z, )(x —c)

*

—cos(go—e):; (—sin(go—@)zc; +cos(¢—0)r;)(x3—m)—l’,
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C =sin(¢—0)(—%,+m—c')+cos(p—06)(x,—c—m’)

*

ds
ds”

~(=sin(p-0)« +cos(p-0)z. )(x,—c)

X’)
(4.2.8) ifadesi (2.2.6) da yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa P drali

de{(ﬁ*)',xﬁ(x*)'j det{vf’x**(x*)’]

PF = = >

=1

_C%—N-B((x—c)sin(p-0)+(x—m)cos(p-0)))
A’ + B? +C?

2
'

alinirsa (X *) =Av, +Bv, +Cv, ve

!

=A?+B?+C? olur. Bu ifadeler ve

seklinde bulunur.

4.3 Successor Es Uzakhikh Regle Yiizeylerin Weingarten Doniisiimii Matrisi,
Gauss Egriligi ve Ortalama Egriligi

Teorem 4.3.1 T ve T successor es uzaklikli regle yiizeylere ait Weingarten
doniisiimii matrisi sirasiyla S™ ve S*. Gauss egrilikleri K~ ve F, ortalama
egrilikleri H™ ve H ile gosterilsin. Bu yilizeylerin Weingarten doniisiimiiniin

matrisi, Gauss ve ortalama egriligi arasinda

0 .
. (1—01(; )2 +(O‘T; )2
- . O ,
_(l—mc; )2 +(m'; )2 |
K" = =y - H" =0,
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gl
*
|
—_
[N
|
2.
S~
+
—_
3
= *
~—
N

*

K" =

ds”

{ainto-0)x < costo-0)51)

ds”

(1—6(C05((0—6’)K; —sin(0-gp)r, ) ds. jz |
+(a(sin(¢—6?)1<; +cos(¢—0)r;)jsij2

bagmtilari vardir.

ispat: T” (S, 0') =a (S)+ ou, (S) ve lj(s, 0') =p (S)+ oV, (S) yiizeylerinin S
ve o ye gore kismi tiirevleri hesaplanirsa

F*(S, O')s = (1—01(2) U, +o U,

* *

I'(s,0) =u, I'(s,o)_ =0,

(e

F*(S, O')SS = (K'; —O'(K;Z +T;2)) u,

21

*

I'(s,0), =I"(s,0)  =—-K,u; +7,U;,

(o]

olur ve determinant hesabi yapilirsa
det (F* (S’ O-)ss ! F* (S’ o-)s ! F* (S’ O-)U ) = 0’

det(T"(s,0),, ., T"(5,0),,T"(s,0),)

T,

det(l"*(s,a)m I (s,0),,T" (S"’)a) =0
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bulunur. Bu ifadeler (2.2.2) de yerine yazilirsa Weingarten déniisiimiiniin matrisi,

_ . o -
. (1—0]('; )2 +<O'T; )2
S = —r; ;
(1— oK, )2 + (ar; )2

olur. (2.2.3) bagintisindan Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

bulunur.

Benzer sekilde lj(s, V) regle yiizeyinin Weingarten déniisiimiiniin matrisi

seklinde bulunur. Burada K; ve r; egrilikleri yerine (4.1.12) den karsiliklar1 yazilir

ve gerekli islemler yapilirsa Weingarten doniistimiiniin matrisi

_ —(—sin(<p—9)z<;+cos(go—6’)r;)f
S* =

o =
w)
*

01
(1—‘7(005(60—6’)@+sin(¢_6)rz)d§]z { }

+[a(—sin((p—9)zc; +cos(p-0)7") d;j
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olur. (2.2.3) ifadesinden Gauss ve ortalama egrilik

—((—sin(go—e)ic; +COS(€0—9)T;);E)
= _ > H =0

[1—a(cos<so—e>z«;+sin<9—¢)r;)"Si}z |

ds

[olsinto-0 vessto-0)2) &

seklinde bulunur.

Sonu¢ 4.3.1 T ve " successor es uzaklikli regle yiizeylerin ortalama egrilikleri

sifir oldugu i¢in minimal yiizeylerdir.

Ornek 4.1 F*(S, 0') ve lj(s, 0') successor es uzaklikli kapali regle yiizeylerin

dayanak egrileri sirasiyla

o (9)=[ oms o s (6)=( 56+ frooss o s

olsun. Bu egrilerin Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi sirasiyla

u (s)= (Ismsf\fcossj

u,(s)=(-coss,0,-sins),

Uy (s) = [—%sin s, —%, %cossj,
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V,(s)=(-coss, 0, -sins),

Vo(s)= (—%sin s, —%, %cos sj,

* 2 * 1

56 5=

seklinde bulunur. U, (s) ve V,(s) vektdrlerinin olusturdugu I (s, o) ve I (s, o)

regle ylizeylerinin denklemleri sirasiyla

COSSS, —sin Sj o (—coss,0,—sins)

(5[ oo 5

_( o)= (5«/_+\/_coss\/_ \/_smsj o (—coss,0,—sins)

seklinde yazilir. Bu yiizeylere ait 7 (s) ve 7(8) striksiyon c¢izgilerinin ifadesi

sirastyla

:(icoss %S' —=sin sj > ~(—coss, 0, —sins)
2

(&)

ol
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V(5)=F(s)+— <5 (8) V. (s)

OO

5

(5ﬁ+j§coss,j§ ,\/ngmsj ( jzzs(l ~(—coss, 0, -sins)

N3
(o4

seklinde hesaplanir.

Bu yiizeylerin grafikleri Maple programiyla ¢izilirse asagidaki sekiller elde edilir.
(Sekil 4.4) te mor yiizey F*(S, (7) successor ylizeyi, sart ¢izgi }/*(S) striksiyon
cizgisi, mavi ylizey lj(s, 0') successor yiizeyi ve kirmizi ¢izgi ?(S) striksiyon

cizgisini ifade etmektedir.

Sekil 4.4 Regle Yiizeyler ve Striksiyon Cizgileri
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Striksiyonlar arasindaki ifade }/7 = }7— y seklinde oldugundan }/*77 = (5x/§ , 0, O)

olur. Polar diizlemler arasindaki uzaklik C, asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik

m ile gosterilirse bu uzakliklar

C=<7*7*,UI>

ool o)

=10sins,

m=<7*7*,u§>

_ <(5J§ 0, 0),(—%sin s, —%, %cos s]>

=5sins
olur. (4.1.9) bagintisindan merkezi diizlemler arasindaki | uzaklig

_ Cosgpc'-singm'
K

a

. ! 1 . [
-10sins) +—=(5sins
)+ (6sins)

1

2
NG

—55¢c0ss

bulunur. Successor es uzaklikli regle yiizeylerin H = Sp {uf, u;} ve H =Sp {V:, V;}

ile gosterilen merkezi diizlemlerin denklemleri sirasiyla

59



<(x—o, y—%, zj,(—coss, 0, —sin s)>:0

—Xc0ss—zsins=0

H...—xcoss—zsins=0

)

<[x—5¢§, y—%, zj,(—coss, 0, —sin s)>=0

—xcoss+5J§coss—zsins:0

H*...—xcoss+55c0ss—zsins=0

seklinde bulunur.

¢ s=0 igin 7*(3) ve 7/*(8) striksiyon noktalari, u; ve v; aslinormal vektorleri

H ve H" diizlemleri ve | uzakligi sirastyla

7(0)=(0,0,0), 7 (0)=(545,0,0),
5(0)=(-1.0,0),  ¥(0)=(-10,0),

H.x=0, H.x-5/5=0, 1=55

seklinde bulunur. Merkezi diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

A(0,0,0)eH ve B(S\/g, 0, O)EH* seklinde olur. A ve B noktalar arasindaki

uzaklik ||AB|| =55 seklinde bulunur (Sekil 4.5).
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Sekil 4.5 s=0 icin | uzaklig:

X/

ﬂ. . . * _'k - - * * -
o s=g icin »"(s) ve y (s) striksiyon noktalari, u, ve v, aslinormal

vektorleri, H ve H™ diizlemleri ve | uzaklig sirastyla

losio) oz

(3] o520

= __!O!__ ’ Vz 6 !0)__ ’

22
515

H.xJ3+2=0 H..xJ/3+z-5/15=0, | ==

seklinde bulunur. Merkezi diizlemler tizerindeki iki nokta A ve B olsun. Bu

noktalar A(a, 0, —a\/§) eHve B(b,0,-bV3 +5J1_5) e H seklinde ifade edilir.
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A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik olacak sekilde a,beR sayilarini

bulalim. iki nokta arasindaki uzaklik bagmtisindan

I - (o2 +(3(b-a)+ 55 - 25

olur. Burada A=b-a almir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1642 -120\54+1125=0 denklemi bulunur. Bu denklemin ¢cozimil yapilirsa

A= % olur. Bu durumda b-a= 15;/§ seklinde alinabilir. Buna gére b= 4\/§ ve

azg icin A ve B noktalar1 A ?,O,—? ve 3(4\/§,0,\/E) seklinde yazilir.

Boylece diizlemler iizerinde uygun A ve B noktalari elde edilmis olur (Sekil 4.6).
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7[ * * . . * * -
% S=— alinirsa y (S) ve y (S) striksiyon noktalar1, u, ve v, aslinormal

vektorleri, H ve H” diizlemleri ve | uzaklig: sirasiyla
o T —( T
— | = 01_101 _:5'\/§1_101
y(4j(4£jy(4N 46]

g i)

H.X+2=0, H..x+z-5/56=0, | :%

u,

seklinde bulunur. Merkezi diizlemler Uzerindeki iki nokta A ve B olsun. Bu

noktalar A(a,0,—a)eH ve B(b, 0, 5\/§—b)eH* seklinde ifade edilir. A ve B

noktalar1 arasindaki uzaklik olacak sekilde a,beR sayilarimi bulalim. iki

nokta arasindaki uzaklik bagintisindan

”AB” = \/(b—a)2 +(5\/§—(b—a))2 _ @

2

olur. Burada A=b—a aliir gerekli diizenlemeler yapilirsa 41° — 204/64+125=0

: . 5v5
denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimi yapilirsa /1:7\/_ olur. Bu durumda

55

b—a=7 seklinde alinabilir. Buna gore b=3J5 ve a=§ icin A ve B

N3

noktalari A[7, 0, —?J ve B(3\/§, 0, 2\/5) seklinde yazilir. Boylece diizlemler

tizerinde uygun A ve B noktalar1 elde edilmis olur (Sekil 4.7).
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Sekil 4.7 s =% icin | uzaklig

7[ .« . * _* . . * * -
% S=— igin s) ve S) striksiyon noktalari, u, ve v, aslinormal
3 Y 4 Y 2 2

vektorleri, H ve H diizlemleri ve | uzakligi sirasiyla

E)-{o559) 7o

(545 (302

3 2 2 | 23 2 2
H___f_ﬁzol H*._._f_ﬂ_,_ﬁ:o, |:%
2 2 2 2 2 2

seklinde bulunur. Merkezi diizlemler tizerindeki iki nokta A ve B olsun. Bu

—b+5\/§

NE

—a

7 eH ve B|D,0, eH" seklinde ifade edilir. A ve B

noktalar A| a, 0,
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noktalar1 arasindaki uzaklik

olacak sekilde a,beR sayilarim1 bulalim. iki

nokta arasindaki uzaklik bagintisindan

b-a-5/5) 5415
J3 2

[AB]=,|(b-a)"+

olur. Burada A=b-a almir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1642 —40J54+125=0 denklemi bulunur. Bu denklemin ¢cOziimil yapilirsa

55 N J5

A == olur. Bu durumda b—a=T seklinde almabilir. Buna gore b:7 ve

_3b
4

a

icin A ve B noktalart A seklinde

55 5,y of 5 o 5
4 4 2 2

yazilir. Boylece diizlemler lizerinde uygun A ve B noktalari elde edilmis olur (Sekil
4.8).
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Sekil 4.8 s :% icin | uzaklig
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72. . . * _* - - * * -
23 s=> igin y (s) ve y(s) striksiyon noktalari, u, ve v, aslinormal

vektorleri, H ve H™ diizlemleri ve | uzaklhig sirastyla

) loie) (aHeR )

seklinde bulunur. Merkezi diizlemler arasindaki uzaklik 0 seklinde bulunur (Sekil
4.9).
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5. SONUC ve ONERILER

Litaratiirde, Oklid ve Minkowski uzayinda herhangi iki egrinin Frenet
vektorleri tarafindan ¢izilen yiizeylere ait striksiyon egrileri boyunca firetici
vektorleri paralel ve uygun noktalardaki diizlemler arasindaki uzakliklar sabit olmasi
sart1 altinda tanimlanan es uzaklikli regle yiizeyler tanimlanmis ve bu yiizeylerin bazi
karakteristik 6zellikleri verilmistir. Dahasi yiizeylerin kapali olmasi durumunda

integral invaryantlar1 ayr1 ayr1 hesaplanmistir.

Bu calismada p—es uzaklikli regle yiizeyler olusturan iki egrinin successor

egrileri ele alindi. Bu egrilerin olusturdugu yiizeyler, striksiyon noktalarinda asli
normal vektorleri paralel ve uygun yerlerde merkezi diizlemleri arasindaki uzaklik
sabit olmas1 sart1 altinda, successor es uzaklikli regle yiizeyler olarak tanimlandi. Bu
uzaklik | ile gosterildi. Daha sonra successor es uzaklikli regle yilizeylerin striksiyon
egrileri ve bu egrilerin tegetleri arasindaki bagmtilar bulunarak esas egriler ile
iligkileri verildi.

Successor es uzaklikli regle yiizeylerin kapali olmasi durumunda successor
egrilerine ait Frenet vektorlerinin olusturdugu regle ylizeylerin ac¢ilim agilari, agilim
uzunluklar1 ve dralleri arasindaki bagintilar ayr1 ayri ifade edildi. Successor
egrilerinin ¢atilarina bagl olarak hareket eden birim Darboux vektorleri ve bu
catilarin lineer birlesimi olarak yazilan birim vektorlerin olusturdugu regle yiizeyler
icin de integral invaryantlar1 ayri ayr1 hesaplandi. Son olarak yiizeylerin kapali
olmast durumunda Weingarten doniisiimii matrisi, Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplandi. Ayrica es uzaklikli regle yiizeylere 6rnek verilerek Maple programi ile

sekilleri ¢izdirilmistir.

Esas egrinin Frenet catilarina ait vektdrel moment egrilerinin successor
egrileri tanimlanarak bu egrilerin Frenet catilari, egrilik ve burulmalart ayr1 ayri
hesaplanabilir. Daha sonra bu successor egrilerinin Frenet vektorlerinden elde edilen
regle yiizeylerin invaryantlari, Gauss ve ortalama egrilikleri, temel formlari,
Weingarten dontisiimleri hesaplanabilir. Benzer calismalar Lorentz uzaymda da

yapilabilir.
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