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OZET

SUCCESSOR EGRILERI VE ES UZAKLIKLI REGLE YUZEYLERIN DUAL
IFADELERI

GULSAH UZUN
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILiM DALI
DOKTORA TEZI, 66 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT)

Calismamiz dort bolimden olusmaktadir. Giris bolimiinde konun tarihsel
siirecleri ve literatiir ¢alismalarma yer verildi. Genel bilgiler kismmda Oklid
uzayinda temel kavramlar ve successor egrisinden bahsedildi. Calismamiza fikir
veren kisim materyal ve yontem boliimiidiir. Bu boliimde dual sayilar kiimesi ve

ID — Modiil yapis1 tanitildi. Bu uzaya ait temel kavramlar agiklandi.

Aragtirma bulgular1 boliimde ilk olarak successor egrisinin vektorel moment
vektorlerinden elde edilen dual ortonormal sistemleri olusturuldu. Olusturulan
sistemlerin tiirevleri ile arasindaki iligkiler hesaplandi. Daha sonra iki egrinin {iretici
vektorleri paralel oldugunda, bu iki egrinin successor egrilerinin olusturdugu es
uzaklikli regle ylizeylerin dual ifadeleri verilip sekillerle tanim somut hale getirildi.
Elde edilen yiizeylerin kapali olmasi durumuda bu ylizeylerin bazi karakteristik
ozellikleri incelendi. Verilen 6rnek ile ¢alismamiz desteklendi ve elde edilen
yiizeylerin Maple programu ile sekilleri ¢izildi.

Anahtar Kelimeler: Successor egrisi, Es uzaklikli regle yiizeyler, Gauss egriligi,
Dual paralel es uzaklikli regle yiizeyler.



ABSTRACT

SUCCESSOR CURVES AND EQUIDISTANT RULED SURFACES ON THE
DUAL

GULSAH UZUN

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS AND SCIENCE EDUCATION
SCIENCE TEACHER EDUCATION
PHD THESIS, 66 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)

This study consists of four parts. In the introduction, were given the aim of
the subject, its historical processes and literature studies. In the general information
section, are mentioned basic consepts in Euclidean space and Successor curve. The
material and method section is the part that gives an idea to our work. In this section,
information was given about dual space, dual expression of ruled surfaces and
equidistant rules surfaces in dual spaces.

The research findings section forms the main part of our study. In this section,
firstly are calculated the vector moments of the successor curve. Then, when the
generating vectors of the two curves are parallel, the dual expressions of the
equidistant ruled surfaces formed by the successor curves of these two curves are
given and some characteristic properties of the obtained surfaces are examined. Our
work was supported by the given example and the shapes of the surfaces obtained
were drawn with the Maple program.

Keywords: Successor curve, Equidistant ruled surfaces, Dual parallel equidistant
ruled surfaces.
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1. GIRIS

Geometrik cisimlerin diferensiyel ve integral hesabi kullanilarak incelenmesi
olarak tanimlayabilecegimiz diferensiyel geometri, 18. ve 19. yiizyillarda altin
caglarin1 yasamistir. Kurucusu olarak bilinen Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
egrilerin ve yiizeylerin diferensiyel geometrisini incelemis, sonrasinda Bernhard
Riemann (1826-1866) manifold kavrammi tanimlayarak Gauss’un c¢aligmalarini
genellestirmistir. Gauss ve Riemann disinda Gaspard Monge (1746-1818), Elwin
Bruno Christoffel (1829-1900) gibi birgok matematik¢i diferensiyel geometrinin

gelismesinde katkida bulunmustur.

Diferensiyel geometri, matematik alaninda oldugu kadar diger disiplinlerde
de 6nemli bir yere sahiptir. Ornegin, kuantum fiziginde, standart parcacik fizigi
modelinin gelisimde, degisen basing altinda hiicre zar1 yapismin modellemesinde,
ekonometride, sayisal sinyal islemlerindeki problemlerde, mimari panelleme ile ilgili
¢oziimlerde, kiitle ¢ekimsel merceklemede ve kara delikler ile ilgili ¢alismalarda

kullanilmaktadir.

Egrilik kavrami, 14. ylizyilda Nicole Oresme (1323-1382) tarafindan,
diizlikten ayrilmanin bir O6l¢iitii olarak tanimlanmustir. Newton (1643-1727) ve
Leibniz (1646-1716) katkilariyla gelisen Kalkiiliis, egrilik kavrammi Oklid
geometrisinde 6nemli hale getirmistir. Bu gelismeler neticesinde birgok 6zel egri
tanimlanmistir. Ornegin Evoliit- involiit egrileri, Bertrant egri ¢iftleri, Bezier egrileri,
Salkowski egrileri, Smarandache egrileri gibi sayisiz egri tiirii mevcuttur. Egrilerin
astronomide, makine sanayisinde, denizcilikte kullanildig1 bilinmektedir. Ozellikle
egrinin egrilik merkezinin geometrik yeri ve egrinin tegetlerine dik olan egri olarak
tanimlanan Evoliit- involiit egri ¢ifti, 17. Yiizyilda denizde boylam bulmak amaciyla

daha iyi bir saat yapmak i¢in kullanilmustir.

Gauss’un astronomiye olan ilgisi onu ylizey kuramina yonlendirdi. Jeodezi
ve geometri bilgisini birlestirerek yiizey geometrisine yoneldi. Yaptigi en bilyiik
katkilardan biri ‘Disquisitione generales cieca superficies curva’ da bahsettigi ylizey
kavramiydi.  1827°de  yaymlanan Theorema  Egregium’da ise yiizeyi
(ds® = Edu + Fdudv + Gdv?) ikinci dereceden diferansiyel olarak belirliyor. Bunun

sonucu olarak yiizeyin toplam egriliginin E, F, G ve bunlarm tiirevlerine bagh



oldugunu yazmaktadir. Boylece Gauss egriligi kavrami ortaya ¢ikmustir. Giiniimiizde
mimarlk gibi bircok alanda yaygin sekilde kullanilmaktadir. Tugrul Yazar 2019
yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda Gauss egrilinin mimarlhktaki dnemi vurgularken
ayni y1l Yusuf Resat Giiner ve Giilen Cagdas minimal yiizeylerin mimarliktaki yerini

ortaya koymuslardir (Giiner ve Cagdas, 2019; Yazar, 2019).

Dual sayilar kavramui 1873 yilinda William Kingdon Clifford tarafinda
tanimlanmis ve gelistirilimistir. Eduard Study, karmasik sayilardan yola ¢ikarak dual
vektorleri olusturmustur ve birim dual kiire ile yonlii dogrular arasindaki bagmtiy:
ortaya koymustur (Study, 1903). Baky, dual uzayda Blascke ¢atisin1 ve dual Serret-

Frenet catisini tanimlamistir.

1795 yilinda Monge, regle yiizeyi (ruled surface) dogrunun egri boyunca
hareket etmesiyle olusan yiizeyler seklinde tanimlanistir. Regle yiizeyler bir¢ok
kaynakta mevcuttur. Valeontis B., 1986 yilinda p-es uzaklikli regle yiizeylerin

tamimimi vermistir (Valeontis, 1986). Masal ve Kuruoglu, p-es uzaklikli regle

yiizeylerin bazi yeni Ozelliklerini ortaya koymuslardir (Masal ve Kuruoglu, 2000).

Senyurt ve As, q-es uzaklikli regle yiizeyleri tanimlamis ve bu ylizeyler iizerine

calismislardir (Senyurt ve As, 2013). Ozduran, z -es uzaklikli ve d -es uzaklikli regle

yiizeyleri tanimlamis ve bu yiizeylerin 6zelliklerini ortaya koymustur (Ozduran,
2019).

Oklid uzayimdaki bir regle yiizey, dual kiiresel egrilere birebir karsilik geldigi
icin bir¢ok aragtrmaci bu konuya ilgi duymus ve konu iizerine c¢aligmalar
yapmiglardir. Senyurt birim dual vektorlerin olusturdugu kapali regle yiizeylerin
integral invaryatlari lizerine ¢alismalar yapmis (Senyurt, 1994). Giiven ise birim dual
kiire tizerindeki bir egrinin Frenet vektdrlerinin olusturdugu egrilere dual uzayda
karsilik gelen kapali regle yiizeylerin integral invaryantlarmm hesaplarini vermistir
(Giiven, 2010). Giir, dual paralel es uzaklikli regle yiizeyleri tanimlamig ve birim
dual kiire iizerinde kiiresel gosterge egrilerine Oklid uzaymda tekabiil eden regle

yiizeylerin integral invaryantlar1 arasindaki bagintilar1 bulmustur (Giir, 2015).

Calismamiza temel olustan successor egrisi ise ilk olarak Menninger

tarafindan tanimlanmistir (Menninger, 2014). Daha sonra Masal succesor egrisinin



konum vektorleri arasindaki iliskileri incelemis ve successor diizlemleri iizerine

calismistir (Masal, 2014).

Calismamizda ilk olarak birim hizli bir egrinin successor egrisinin vektdrel
moment vektorleri hesaplanmis, successor egrisinin Frenet vektorleri ve bu
vektorlerin - vektorel momentlerinden elde edilen dual ortonormal sistemleri
olusturulmus ve olusturulan bu dual ortonormal sistemlerin tlirevleri hesaplanmustir.
Iki egrinin teget vektorlerinin paralel olmasi durumunda elde edilen iki successor
egrisinin olusturdugu es uzaklikli regle ylizeylerin dual ifadeleri bulunmus ve bu
yiizeylerin striksiyon egrileri ifade edilip bunlar arasindaki bagint1 hesaplanmstir.
Daha sonra iki egrinin vektorel momentlerinden elde edilmis olan dual ortonormal
sistemlerin reel ve dual bilesenler arasindaki bagintilar bulunmus, dual successor es
uzaklikli regle yiizeylerin dayanak egrilerinin egrilikleri arasindaki bagintilar elde
edilmistir. Dual successor es uzaklikli regle yiizeylerinin kapali olmasi durumunda
acilim agilari, agilim uzunluklar1 ve dagilma parametreleri arasindaki bagmtilar ile

Gauss egrilikleri hesaplanmustir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Temel Kavramlar

v bir vektor uzayr olmak tizere
(,)ivxv >R, (X y)—>(X, y)
seklinde tanimli fonksiyon V X, J, Zevve V a,beR icin;
v" Bilineerlik Aksiyomu:
(ax+by, Z)=a(X, 7)+b(y, 7),
(X, ay+bZ)=a(X, y)+b(X, 7),
v' Simetri Aksiyomu;
(4, 9)= (9. %)
v’ Pozitif Tanimlilik Aksiyomu;
(%

aksiyomlarmi1 sagliyorsa bu fonksiyona bir i¢c ¢arpim fonksiyonu denir.

i

)>0, (% X)=0&%x=0

{Xi’ X2, Xs}’ {yl’ yz, y3}€R3 i(;in

< , >ZR3><]R3—)R, (X, Y)—><X, )7>=X1y1+><2 Y2+ % Y,

seklinde tanimli i¢ ¢arpim fonksiyonuna standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ ¢arpimi
denir (Hacisalihoglu, 1983).

a:l > R® diferensiyellenebilir egrisinin «(t) noktasindaki Frenet vektorleri
{0, (t), U,(t), U,(t)} ve egriligi ve burulmasi sirasiyla k, (t) ve k,(t) ile gosterilsin.
a) t, egrinin yay parametresi ise Frenet elemanlar1 ve Frenet formiilleri

Q) =a't), )= ﬁ 0,(t) = G, (t) A, 1),

LO=lF0 O=('0 00),



G (1) = k,(t) G, (t),
0, (t) = —k, () T, (1) + K, (t) T, (0),

0, (t) = —k, (1) G, (1)

b) t, egrinin keyfi parametre ise Frenet elemanlar1 ve Frenet formiilleri,

" a’(t) . . . . a'tyna’(t)
)= WLO)=U0)AUL),  Us(t) = =7 ———7 .
U, (t) ] 0,(t) =0, () AT,(), T,(t) FOATO]
(OO - det @0, 80, ")
" ®] '@ na @)

0, () = [’ O]k 0) G,),
0, (t) = —[|a" () k, () G, () +[|a" (O] k, @) Gy (0),

0, (t) = —||a’ )] K, (©) G, )

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983; O’neill, 2006).

Bir a egrisinin Frenet vektorlerinin bir eksen etrafinda yaptigi ani helis

hareketinin yon ve dogrultusunu veren vektore Darboux vektorii denir ve bu vektor

W (t) = K, (t) T, (t) + k() Gy (1)

seklinde yazilir. o kapali egrisi boyunca d(t) = f W (t) dt seklinde tanimli vektore
(@)

Steiner donme vektort,

d a(t) = oy (t) U (t) + o, (t) uy(t) + oy (t) us(t)

olmak tuzere

v(t) = 9§ d at) dt

()



vektoriine de Steiner 6teleme vektorii denir (Fenchel,1951; Hacisalihoglu, 1983a).

2.2 Successor Egrisi

Birim hizli bir a =a(t) egrisi ve & =a(t) egrisinin Frenet aparatlari sirasiyla
(W ®, 1O, WO kO LO} ve (GO, 50, GO, KO, LO} olsun )
egrisinin birim teget vektorii a(t) egrisinin aslinormal vektorii oluyorsa a(t)

egrisine «(t) egrisinin successor egrisi denir. Bu egrilerin Frenet aparatlar1 arasinda

4, (t) =—cosé u,(t)+sin @ u,(t),

U, t= ul(t)’
(2.2)
U, (t) =sin & u, (t) +cos 6 u,(t),

k,(t) =k, (t) cos@, Kk, (t)=k,/(t) sind, e(t):90+jk2(t) dt
bagntis1 vardir (Menninger, 2014).
2.3 Regle Yiizeyler

Koordinat sisteminin belirli bir A bolgesindeki her bir (x, y) ikilisinin f
diffeomorfizmi altindaki goriintiisi z= f(x, y) olsun. Bu ikililer A bolgesini

tararken, z= f(x, y) noktalar1 da uzayda bir yiizey olusturur. Bu yiizey M ile
gosterilecektir (O’neill, 2006; Sabuncuoglu, 2006) (Sekil 2.1).

Sekil 2.1 M Yiizeyi



M yiizeyinin birim normal vektori fi(t) ile gosterilsin. M yiizeyinin bir
vektdr alam X olmak iizere S (X)=D, N (t) seklinde taniml lineer ve simetrik

dontisiime sekil operatorii (Weingarten doniisiimii) denir (Hacisalihoglu, 1994). M

yiizeyinin bir bazi {X, (t), X,(t)} ile gosterilirse sekil operatoriiniin matrissel ifadesi

(S, %) (SEWM). %)
(SEM), %(1) (S(X). %) (2.2)

bagintist ile verilir. Bu durumda yilizeyin Gauss egriligi K ve harmonik egriligi H
ile gosterilirse

K =detS, H=/PS (2.3)
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1994).

a egrisi boyunca bir X(t) dogrusunun hareketiyle olusan yiizeye regle yiizey

denir ve parametrik denklemi

Vi IxR—R?, 4(t, s)=a(t)+s X(t)

seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1983) (Sekil 2.2).

0]

Sekil 2.2 R®’te Regle Yiizey

@(t, S) regle yiizeyinin ana dogrulart boyunca teget diizlemleri ayni ise

agilabilir regle yiizey, V t € | i¢in zZ(t +2m, §) = J(t, s) seklinde periyodik ise kapali
regle yiizey olarak adlandirilir.



1/7(t, s) regle yiizeyindeki komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin
dogrultmanlar tizerindeki ayagina striksiyon (bogaz) noktasi, bu noktalarin geometrik

yerine regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi denir ve striksiyon ¢izgisinin ifadesi

—<i/(t)’ “) X(t), X(t)=0

Y(t) = a(t) —
=G0 (2.4)

bagintist ile verilir (Hacisalihoglu, 1983).

@(t, S) regle yiizeyinin iizerindeki komsu iki ana dogru arasindaki en kisa
mesafenin bu iki komsu ana dogru arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma

parametresi (drali) denir. Dagilma parametresi p, ile gosterilirse denklemi

_ det (@), XO. X M) g4y g
0 0

X

bagintistyla verilir (Hacisalihoglu, 1983).

[ﬁ(t, S) regle yilizeyinin ana dogrularini dik olarak kesen egriye regle yilizeyin

ortogonal yoriingesi denir.

ﬁ(t, s) kapali regle yiizeyinin ana dogrularmin dik yoriingeleri i¢in asagidaki
sekilde tanimli (, fonksiyona regle yilizeyin ag¢ilim uzunlugu (adimi) denir. Adim
uzunlugu

0 = 5£<d62(t), X(t)) = SEdt (2.6)
(a)

(@)

bagmtisi ile hesaplanir (Hacisalihoglu, 1983).
7,7)(t, s) kapali regle yiizeyinin ana dogrularna dik bir dogrultunun bir periyot
sonra ilk konumu ile yaptig1 agiya regle yilizeyin agilim agist denir ve A, ile gosterilir.

X(t) ana dogrularinin Steiner 6teleme vektorii tizerindeki dik izdiigiimii @(t, s)

kapali regle ylizeyinin a¢ilim uzunluguna, X(t) ana dogrularnin Steiner donme



vektori tizerindeki dik izdiigiimii @(t, s) kapali regle yilizeyinin agilim agisina esittir.

Buna gore (, acgilim uzunlugu ve ), agilim agisi

¢, = V@), X)), A = _<a’ (®), 7<(t)>

seklinde olur (Hacisalihoglu, 1994).

Sekil 2.3 A\, A¢ilim Agisi ve £, A¢ilim Uzunlugu

ﬁ(t, s) regle ylizeyinin ana dogrular1 asimptotik ve geodezik ¢izgiler oldugu
igin (S(X, (1)), X.(t)) =(S(X,(t)), X,(t)) =0 olur. Bu durumda yiizeyin Gauss egriligi
(2.2) ve (2.3) bagintilarindan

K =—(S(%®), %®)’ (2.7)
seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 ID — Modiil
ID={(a,a"):a,a" € R} kiimesi tizerinde asagidaki islemler tamimlanirsa bu

kiimeye dual sayilar kiimesi denir.
» Toplama: A@B=(a, a")® (b, b’)=(a+b, a* +b"),

> Carpma: A®B=(a, a’)®(b, b*) = (ab, ab" +ah),

> Bolme: E:[E, ab——fb]’ a=0,
A a a

» Esitlik: A=B<a=b ve a"=b"

Dual sayilar kiimesinin her elemani bir dual say1 adi verilir. Dual sayilar kiimesi
tizerinde taniml1 toplama ve ¢arpma islemi ile birlikte birimli ve degismeli bir halka
olur. (a, 0) seklindeki bir dual sayis1 acR seklindeki bir reel sayiya izomorf

oldugundan

A=(a, a’)=(a, 0)® (0, a")
=(a, 0)® (0, Do (a, 0)

=a+ea

seklinde yazilabilir. Bu durumda dual sayilar kiimesinin bir baska ifadesi
ID={A=a+ca :a,a €R, =0}
seklinde yazilir. Bu yazilistan hareketle 1D® kiimesi

ID} ={A=(A, A, A):AcID, 1<i<3}

={A=(a, +ea', a,+¢3,", a,+¢€a,):a,3 €R, 1<i<3, =0}

={A=(a, a,, a,)+=(a", a,", 8,):a,a " €R, 1<i<3, £°=0}

={A=a+ca":a,a €R? =0}

seklinde ifade edilir. Bu kiime iizerinde toplama ve skalar ile ¢arpma islemleri
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> Toplama: A+B=(A)+(B)=(A+B), 1<i<3,
» Skalar ile carpma: AeA = AA)

islemleri tanimlhidir. (ID?, +, +) cebirsel yapist bir modiil olur. Bu modiile kisaca
ID —Modiil denir. 1D — Modiile bir uzay goziiyle bakilir ve her elemanina da dual

vektor adi verilir.

ID — Modiilde iki dual vektér A=&-+ca ve B=b-4ecb* olsun. Bu

vektorler i¢in i¢ ¢arpim, vektorel carpim ve norm islemleri sirasiyla,

(A B)=(d+ca, b+cb')=(d, b)+e ((d b")+(a", b)),
AAB=@E@+ea)A(D+eb")=aAD+e (AAD" +3 AD),

|A]= TA R) = a]+ % a0

seklinde tamimlanir. A={A=a-+ea":|A|=(1 0), a,a" € R} kiimesine birim dual

kiire ad1 verilir.
A=a+ca ve B=b+ecb” iki dual vektorii verilsin. Bu vektorlerin
eksenleri arasindaki a¢1 ¢ ve eksenleri arasindaki mesafe ¢* ile gosterilsin. Bu

durumda ®=¢+¢c ¢" seklindeki dual sayiya A ve B birim dual vektorleri
arasindaki ag1 denir (Hacisalihoglu, 1983b) (Sekil 3.1).

Sekil 3.1 1D — Modiilde Ac1
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Teorem 3.1.1: (Study Déniisiimii) Birim dual kiirenin dual noktalar1, R® teki yonlii
dogrulara birebir karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983D).

Ispat: R® de M noktasindan gegen bir dogrunun dogrultu vektorii U ile gosterilsin.

=]

Y

Z M X Y

il

\
o
Sekil 3.2 Dogrunun Dogrultu Vektorii ve Vektorel Momenti

Sekil 3.2’den X—mM)AU=0= XAU—MAU=0 yazilir. U birim vektor alinirsa

XAU=mMAU=U" olur. Burada G* vektoriine U vektoriinin O noktasmna gore
vektorel momenti denir. Bu vektor noktanin dogru iizerindeki yerine bagh
olmamasina karsin baslangi¢ noktasinin se¢imi ile dogrudan ilgilidir. O noktasindan

dogruya bir Z dikmesi indirilirse
IAU=0"

U’*

olur ve bu esitligin normundan |ZAG|=|0*|=[Z|=¢ bulunur. Bu sekilde elde

edilen (U, U") vektor giftleri R® teki yonlii dogrulara karsihik gelir. Bu vektor
U=G+e0 seklinde yazilabilir. Bu vektor dual kiire lizerinde dual noktaya tekabiil
eder. Tersine A=3+¢a" birim dual kiire iizerinde bir nokta olsun. Bu nokta

(@, d") vektor cifti seklinde yazilir. Burada & vektorii dogrunun dogrultu vektorii

ve a@" vektorii de O noktasina gore vektorel momenti alinabilir.

Eger X = X(t)=X(t)+e X*(t) seklinde parametreye bagli yazilirsa bu
durumda X (t) birim dual vektorii dual kiire izerinde bir egri ¢izer. Bu egri lizerinde

noktalara Study déniisiimiine goére Oklid uzayinda bir regle yiizey karsilik gelir.

12



X (t) dual egrisine, regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir (Hacisalihoglu, 1983),
(Sekil 3.3).

Sekil 3.3 Study Prensibi

3.2 ID — Modiilde Regle Yiizey
Regle ylizeyin parametrik denklemi

o(t, s)=a(t)+s X(t) (3.1

seklinde yazilir. X(t) vektdriiniin vektorel moment vektorii X (t) ile gosterilsin.

(a)

o X

Sekil 3.4 ID —Modiilde Regle Yiizey
Sekil 3.4 ten X" (t) moment vektorii

%' (1) = &) AX() (3.2)

seklinde yazilir. (3.2) bagmtisinin her iki tarafi X(t) ile vektorel ¢arpilirsa
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X(E)AX (1) = X(t) A Q) AX(1))
= (X(t), X(t)) a(t) —(a(t), X(t)) X(t)

= a(t)—(a(t), X(t)) X(t)

olur. Boylece «aft) egrisi

a(t) = X(t) AX" (1) +{at), X()) X(t) (3.3)

seklinde bulunur. (3.3) esitligi (3.1) de yerine yazilirsa yiizeyin dual ifadesi

o(t, )= X([E) AX"(t) +{a(t), X(t)) X(t)+s X(t)

= X(t) AX" (1) + ({a(t), X(t))+s) X(t)

olur. Burada u:<5z(t), )?(t)>+s alinirsa (t, s) yiizeyi

p(t, 8) =X AX"(t) +p X(t)

seklinde elde edilir. Bu ifadeye regle ylizeyin dual vektorel ifadesi denir.

Dual Steiner donme vektorii I3(t)zCT t)+e d “(t) olmak iizere o(t, s)

kapali regle ylizeyin dual agilim agis1, dual acilim uzunlugu ve dagilma parametresi

strastyla,

Ay =—(B@), X)),

(3.4)
L =(d" (), X0)+(d©, X ), (3.5)
o (d X(t), d X°(t))

T {d X(), d X(t)) (30)

seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1983Db).
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3.3 ID — Modiilde Es Uzakhkh Regle Yiizeyler
Tammm 3.3.1: a:1 > R® ve a:1 - R® diferansiyellenebilir iki egri, bu egrilerin

teget vektorleri Uy (t) ve V,(t), vektorel moment vektorleri ,"(t) ve V;"(t) olsun. Bu
vektorlerden elde edilen U, (t) =0, (t)+ U (t) Ve V., (t)=V,(t)+eV,'(t) dual
vektorleri birim kiire lizerinde bir dual egri gizerler. Bu egriler arasindaki dual ag1
O(t) = p(t) +c @' (t) ile gosterilsin. Bu durumda,
1. ljl(t) ve \71(t) vektorleri paralel,
2. Dual kiire tizerinde uygun noktalar arasindaki dual yay uzunlugu ¢" sifirdan
farkli ve sabit

ise bu iki egriye dual paralel es uzaklikli regle yiizeyler denir (Mazlum, 2022). Bu

ylizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla,

B(t, 5) = QOGO+ T, ) = at) AG ),
T(t, ) =GOAT () +s 1), 1) =at) A%H)

seklinde yazilir. Burada @&(t) = a(t) + " (t) Uy (t) +z(t) O, (t) +r(t) U,(t) dir
(Mazlum, 2022).

Teorem 3.3.1: \il(t, s) ve U(t, s) dual regle yiizeylerin ortonormal catilar1 sirastyla
{ljl(t), Uz(t), lj3(t)} ve {\7;('[), \72(t), \73(t)} olsun. Bu catilarin reel ve dual

bilesenleri arasinda

v [1 0 0]d()
v,)=0 1 0G|
wm |0 0 1f|gw)
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] [1 o0 olaw 0 rt) —z(®))[d.)
V,'(t)|=]0 1 Oju, ()|+|-r@t) O ¢ () || U, (1)
;'O |0 0 1jju;(t) z(t) —o'(t) 0 J|U(t)

bagintist vardir (Mazlum, 2022).

Teorem 3.3.2: \il(t, s) ve W(t, s) dual regle yiizeylerin egrilik ve burulmalari
sirastyla  r(t) =k (t) +c k), 7@t)=k,{O)+ek, (t) ve P(t)=p(t)+ep(t),

Q) =q(t)+e q'(t) olsun. Bu egrilikler arasinda

PO=HO S+e (O+20 an) T

Q) =7(0) < (@O a)

bagintist vardir (Mazlum, 2022).

Teorem 3.3.3: \fl(t, s) ve W(t, s) dual regle yiizeylerin striksiyon ¢izgileri srrasiyla

?(t) ve Y(t) olsun. Bu striksiyon ¢izgileri arasinda

T(t) = F(1) + 6" (O, (1) + 2(t) G, (1) + r(t) G, (1)
bagntis1 vardir. Burada

r(t) q(t)—z'(t)
p(t)

olur (Mazlum, 2022).

¢ (1) =

Teorem 3.3.4: \fl(t, s) ve U(t, s) dual kapali es uzaklikli regle yiizey olsun. Dual

kiire lizerinde dual teget, dual aslinormal ve dual binormal egrilerine Oklid uzayinda

karslik gelen regle yiizeylerin integral invaryantlari arasinda,
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LO=L,O+¢d L,O=L,0=0 L,0O=L,0=0
A, () = Ay (0 - 9§ k,(t) dt —= 9§ dt, A, () =A, (1) =0,
A, @®)=A, (t)— f k,(t) dt,

R,O=R,®=0 R ()=R,(®, R, () =R, ®,

bagntist vardir (Gtir, 2015).

Teorem 3.3.4: \fl(t, s) ve U(t, s) dual es uzakhli regle yiizeylerinin dual teget, dual
aslinormal ve dual binormal vektorlerinin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi egrilere

karsihik gelen regle yiizeylerin Gauss egrilikleri K, , K, , K, Ve K,, K, K, ile

gosterilsin. Bu egrilikler arasinda
Ky, =Ky, =0, Ky, =Ky, Ky, =Ky,

bagintis1 vardir (Gtir, 2015).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim calismamin 6zglin kismini olusturmaktadir. Bu bolimde dayanayak
egrileri olarak successor egrileri alinarak elde edilen es uzaklikli regle ylizeylerin

dual ifadeleri verildi.

4.1 Successor Egrisinin Dual Ortonormal Sistemi
Herhangi bir «(t) egrisinin Frenet aparatlar1 {u,(t), u,(t), u,(t), k, (t), k,(t)} ve bu

egrinin Successor egrisi a(t) olsun. @(t) Successor egrisinin Frenet catisi

{U,(t), U,(t), T;(t)} ile gosterilirse bu egrinin vektorel moment vektdrleri sirastyla

Ul* t)=aMA Ul(t)l Uz* t)=a)A u, (t), Ua* (t) =a(t)A u, (t)

olur. &(t) successor egrisinin dual ortonormal sistemi {U,(t), U,(t), U,(t)} ile

olsun. Bu ¢at1

U, (1) =0, (t) +e T’ (1), 0, (t) = a) AT, (1)
U,(t) =0, (t) +¢ T, (t), 0, (t) = a(t) AT, (), @.1)
U, (t) =T, (t) + T, (t), 0, (t) = a(t) AT, (t)
seklinde bulunur. (4.1) bagmtist ile tiirevleri arasinda
U (t) =7 (t) U, (1),
U, (t) = —&(t) U, (t) +7(t) U, (), 4.2)

U, (t) = —7(t) U, (1)

bagmtis1 vardir. Burada swasiyla & (t) =k (t) +ck'(t) ve 7(t)=Kk,(t)+¢c k) (t)

dual egrilik ve dual burulmadir. (4.2) bagntisi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
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0 (t) =k, (t) T, (t),
0, (t) = —k (1) T () +k,(t) T,(0),

0, () = —k,(t) T,(t),
(4.3)

0, (1) = k) G, (t) + k(1) @, (1),

0, (1) = —k,(®) GO~k 0 & (1) +k; (1) GO +k, (1) T, 1)

0, (t) = —k; (1) T,(t) —k, (t) T, (t)

seklinde yazilir. T,"(t), U,"(t) ve U, (t) vektorlerinin tiirevleri sirasiyla alnirsa

0, (1) =&’ () AT (1) + (1) AT (1)

=T (1) AT (1) +a(t) A (K (t) T,(1))

(4.4)
=k, (t) (@(t) AT, (1)
=k, (t) T, (t),

0 () =a'(t) AT, (1) +a(t) AT, (t)
= GO AGO)+a(0) A (k) T +ky (1) B(0) (45)

=T,(1) — k(1) (@(t) AT (1)) + K, (1) (@(t) AT,(L))

=0,(1) —k, (1) T (1) + K, (1) T,"(V),
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0,7 (1) = a@'(t) AT, (1) + @ (t) AT (1)

=0, (D) AT, () +a(t) A (_Ez (t) G, (1)
(4.6)

=T, (t)—k, (t) (@(t) AT, (1))

=00, (1) -k, (t) T, (1),

bulunur.

4.2 Dual Successor Es Uzakhkh Regle Yiizeyler

Tamm 4.2.1: «(t) egrisinin successor egrisi a(t) ve [G(t) egrisinin successor egrisi
A(t) olsun. a(t) ve B(t) successor egrilerinin dual ortonormal sistemleri sirasiyla
{U, (1), U, (1), U,()} ve {V,(t), V, (1), V,(1)} ile gosterilsin. U,(t) ve V,(t) dual
vektorleri arasindaki dual agit @ =¢ +& ¢* sirf dual ve sifirdan farkli sabit ise bu iki

egriye dual successor es uzaklikli regle yiizeyler denir (Mazlum, 2022).

~

LN\ e
E-:(f}

Study doniigiimii

—

7@ —. T (£.5)

Sekil 4.1 Dual Successor Es Uzaklikli Regle Yiizeyler
U,(t) ve V,(t) vektorlerinin ¢izdigi dual egrilere tekabiil eden regle yiizeylerin

parametrik denklemleri sirasiyla,

Wy, ) =T, (t) A T, (1) +5 Ty(t), T, (t) =a&(t) AT, (1),
4.7)

W, 9) =T,O AT, ) +sT,), (1) =F1) AT,

seklinde yazilir.
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Teorem 4.2.1: ‘I’—Uz(t, s) ve LI’—\72(t, S) regle yiizeylerinin striksiyon ¢izgileri

srastyla Y (t) ve Y (t) olsun. Y (t) ve Y (t) arasinda

Kk () +7' K, (t)
k(1) + K, (t)

Y, (0=, 1)+ u Ul(t)+[ ] 0, (t) +7 6,0 (4.8)

bagntis1 vardir.
Ispat: (2.4) bagintisindan Y_(t) striksiyon gizgisi

<U2’ ®, (Uz M AT, (1) )! >
0, (t)

2

Y, (1) =0,t) AT, (t) -

(4.9)

0, (t)

yazilir. (4.5) bagntisindaki T," (t) tiirevi (4.9) nolu bagintida yerine yazilirsa
CACIACI B CAOPUACELACIACY
= (k1) L)+, (0) T(H)) AT, (1)

+ T, (1) A (T (1) -k (1) T (1) + K, (1) T (1))
(4.10)

=k () (LM AT 0)+k O (LE AT ®)
+T,() AT,() -k (1) (T, AT 1)+, (1) (T,() AT, (1))

=U, )

olur. (4.10) esitligi (4.9) nolu bagntida yerine yazilirsa

(=K, (1) T(0) + K, (1) T(0), T,(0) _—-
K2 (1) + k.2 (1) 2

Y, () =0,(t) AT, (t)—
(4.11)

S CIL ALY

O +ko@ 2

bulunur. (2.4) bagintisindan Y;(t) stiksiyon ¢izgisi
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V(1)

<\72’ ), (%,(t) AT, (t))'>

v, 0|

Y0 =00 AT (1) -

(% 0. % OAT ©+7,0 4% 0)

=V(t) AV, (L) — : v,(t)
v, (1)
(4.12)
L ey ((CPO WO A0 T1), w)
=V,(t) AV, (1) SO0 v, (t)
T AT pt)
=LA O+ e %0

seklinde yazilir.
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Sekil 4.2 den Y1), (1) vektorliniin - T, (t), U,(t), U,(t) birim vektorlerine dik

izdiisiimleri sirastyla i, (, 7 ile gdsterilsin. Bu durumda,

Y0, (0) = GO+ T,0) +7 G(t)

B B B (4.13)
Y=Y, 0+ 4 G0+ T,0) +7 0,)
seklinde yazilir. Burada (4.12) bagmtis1 yerine yazilirsa
N oty . _ _ _
Vv, (1) AV, (1) + ﬁz O+ C_]Z(t) V,(t) = Y, (1) + p T (1) + £ U, () + 77 T5(1) (4.14)

olur. Tanim 4.2.1 geregince ¢ =0 oldugundan u,(t) =V, (t) yazilabilir. Boylece

T AT, (1) = Y, (1) + 4 Ul<t>+[f—&j 0,(t) + 77 0, (t)

pi(t)+T° (1) (4.15)
bulunur. (4.15) ifadesinin tiirevi alinir ve Frenet formiilleri yerine yazilirsa,
— — x ! R " N, _ ﬁ(t) T
(AGINAIC) —Ya(t)+[ﬂ 0 (ﬂ e (t)D ()
P G N
+[u k,(t) —77 kz(t){f (0 +7° (t)j J U, (t) (4.16)
o E p(t) D .
—kz t K—ﬁ 3 t
{" X ( PO+ m))
bulunur. (4.16) ifadesi (v, (t))’ ile i¢ carpilir ve gerekli islemler yapilirsa
<v2’ ®. (ROAT (t))'> = (7, 2 (0)- (' K+’ K, 0)
(4.17)

+(k @)+ Ezz(t))(ﬂ_%j

yazilir. (4.11) esitliginin tlirevi alinirsa
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' _ - ! El t ' _ El t —
(Y (1) = (o) AT, (1)) {_ ® J uz(t)+(E(t)fk22(t)J a, (t)
(4.18)

. k® ) - KO ) e o o
—ul(t){a ek (t)j uz(t){ﬁ et (t)j( KO &0+ G)

_ (1— _ k') j 0, (t) {_ (1) j 0, () {Mj 0,(t)
k, (1) + Kk, (t) k, (1) + Kk, (t) k12 (t)+ kz2 (t)

bulunur. (4.18) bagmtisi V, (t) ile i¢ carpilirsa

<Vz' (), Y7 (t)> =k, (1) (1 ﬂ} K1) [Mj

() + k(1) K2 (1) + K, (1)
— kM +k ) [%j (4.19)
=0

olur. Bu durumda (4.17) ifadesi

1 — — % ! _ 1, 2 I, 2 _ E(t)
<v2 ®, (LAY ) > = (k) +k, (t))(f FOT0 (t)j
(4.20)

— 1 k() + 77" Ky (t)

seklinde yazilir. Boylece (4.12) ifadesindeki Yﬁ(t) striksiyon ¢izgisi
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<v2'(t>, (vz(t)Av;<t>)'>
v, (1)

Yﬁ (t) = v, tA \72* t)- >
v, (1)

<v2’<t), (Uz<t)w;(t))'>+la<t) L+ 1)

_ — +7’ lz2 (t) = —
=Y, (1) +p 0 (t)+ O 0, (t) + 7 Uy(t)

K, () =k () L+ ) + 7' K, (1)
k() +k,° ()

=Y, (t)+u Ul(t)+[ J u,(t) +77 Uy(t)

B B (4.21)
7 kl(t) +n' kz (t)
k2 () +k,7 (1)

=Y, (t)+u Ul(t)"‘L J U, (t) +n Uy(t)

olur.

Sonuc¢ 4.2.1:‘1’—02(t, S)ve LITE('[, s) dual successor es uzaklikli regle ylizeylerine

karsilikli dual noktalar1 arasidaki dual yay uzunlugu

_ M kO 7 k(1)

’ k2 (1) +K,2 () (4.22)

seklinde bulunur.

Teorem 4.2.2: ‘I’—Uz(t, S)ve LI’—Vz(t, Ss) dual successor es uzaklikli regle yiizeylerinin

dual ortonormal sistemleri sirastyla {U,(t), U, (t), U,()} ve {V,(t), V,(t), V,(t)}

olsun. Bu ortonormal sistemlerin reel ve dual bilesenleri arasinda
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[V, (t) cos(5 —6) sin(-6) |[T,(t)
v,(t) [= 0 1 0 o, (t) |, (4.23)
| V() —sin(o —0) cos(6 - 0) || Ty(t)
() cos(5 —6) sin(6—6) | G (t)
v, (1) = 0 1 0 o, (t)
_\73* (t) —sin(o —6) cos(o-0) || T, (t)
Ksin(6—-60) n cos(6—-0)—u sin(6-0) - cos(d-0) || T(t)
+ -1 0 H , (t)
K cos(0—-6) —n sin(6—-0)—u cos(o—-60) Asin(o—-6) || T,(t)
bagintis1 vardir. Burada & :(_ kl(tz -— ﬁ(t)_z +¢7j dir.
k (1) +k, (1) P (1) +a°(t)
Ispat: (2.1) nolu bagmtidaki successor ¢atilar1 arasidaki gegisler
G t)|] [0 —cos® sing J[ut)]
o, (t) |=1 0 0 u,(t) |,
o) | |0 singd  cos@ || u,(t) |
~ o - _ (4.24)
v, (t) 0 —coss sino || v(t)
V() [=|1 0 0 v, (t)
;)] |0 sind  €oso || vy(t) |

seklinde yazilir. Es uzaklikli regle yiizeylerin Frenet ¢atilar1 arasindaki bagmtidan

vi(t)
v, ®|=
v3(t)

olur. (4.24)

arasmda

1 0 O
0 1 0
0 0 1

ve

u, ()
Uy (t)
Uy (t)

(4.25)

bagmtilarindan
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v, (t) 0 —coso sino |1 0 O ult)
V() |=|1 0 0 0 1 O0flult) (4.26)
v, (t) 0 sind  coso (|0 0 1| u,(t)

[0 —coss  sing 0 1 0 0, (t)
=1 0 0 —cosd 0 sing || G,(t)
|0 sing coso || sind 0 cosd || ,(t)
[cosScos@+sindsind 0 —cosssin@+sinscosd || T, (t)
= 0 1 0 u, (t)
| —sin&cos@+cososing 0 singsingd +cosdcosd || U,(t)

cos(o —0) 0 sin(6—0) || T, (t)
= 0 1 0 ||,
—sin(o - 0) 0 cos(o-0) || u,(t)

gecisleri bulunur. Simdi dual kisimlar arasindaki gecisleri hesaplayalim. (2.4)

striksiyon ¢izgisi bagintisindan

7'(t , _21 t —
M Lo = T,0=atr g

Y_(t)= a(t)— — Z
O Ok

ve

Y, ()= A) Qﬁ?Efﬁ-a) Y0 = Bty —P g
_ = — V2 = 2 = Y —2 VZ
d ? / Pr(t)+T°(t)

v, (t)

yazilir. (4.13) nolu bagintida Y, (t) ve Y;(t) degerleri yerlerine yazilirsa

Y, =Y, )+ G0+ T,0) +7 T,

5 p(t) o _ = k. (t) _ _ _ _
ﬂ(t)"'w v,(t) =a(t)+ Elz(t)-i- Izzg(t) U, (t) + g U (1) + £ T, (1) + 77 U4(1)

bulunur. T, (t) =V,(t) oldugundan
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k,(t)

R+ O B0 RO a0

= p(t) oy =
,B(t)"‘m u,(t) = a(t)+

Z_ = - k@ PO ) -
Bt)=a(t)+u Ul(t)+[|zlz(t)+l222(t) ﬁz(t)+q2(t)+¢ juz(t)+77 U, (t) (4.27)

olur. Kisaltmanin hatirina bundan sonraki islemlerde

L) =a(t)+p U )+ R U,(t)+7 Uy(t) alinacaktir. Burada

7&=(E12(t)lzl+(t%22(t)— f_)z(t)r)‘f‘t():_]z(t) +¢7] olur. (4.27) nolu bagnt1 geregince A(t)

successor egrisinin Freenet vektorlerinin vektorel momentleri hesaplanir ve (4.26)

gecisleri kullanilirsa

V(1) = A1) A (1)
=(a(t)+p 0(t)+ X T,(t)+7 T,(t)) A(cos(6 —6) T, (t) +sin(5 - 6) T,(t))
=c0s(0 —0) U," (t) +sin(6 - 0) T;" (t) + & sin(6—0) T (t)— A cos(d —6) T,(t)

+(n7 cos(6—0)— usin(6 - 06)) T,(t),

v, (1) = B AV ()
= (@) +u U0 + R (1) +7 Ty(1)) AT, (L) (4.28)

=0, (1) =7 Ty (1) + p Uy(Y),
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V(1) = Bt A1)
=(@(t)+u 1)+ T, (1) +7 Ty(t)) A (-sin(5 - 6) T(t) +cos(5 - 6) Ty(t))
=—sin(6-0) T, (t)+cos(5 - 6) T (t) - (= cos(6—0) +n sin(6-0))u,(t)

+4 cos(5 - 0) U,(t)+ & sin(6-06) T,(t)

bulunur ve istenilen elde edilir.
Teorem 4.2.3: ‘I’—Uz(t, s)ve ‘{’—\E(t, s) dual successor paralel es uzaklikli regle
yiizeylerinin dayanak egrilerinin egrilikleri arasinda

- _ : _ dt

P(t) =(cos(6 -0) k(t)—sin(6—0) T(t)+& A) e

(4.29)

Q(t) =(sin(6-0) k(t)+cos(5-0) T(t)+& A,) ((jj_ti
bagmtilar1 vardir. Burada A = —Siﬂ(é‘—&)(% k, (t) +,u’)+c05(5—0)(% k, (t) +77’) ve
A, =cos(5 - 0) (% k(1) + i) —sin(5 - 0) (% k,(t) +7') dir.
Ispat: LI’—\E(t, S) regle ylizeyinin dayanak egrisinin yay parametresi t olsun.

LI’—Vz('[, S) nolu esitligin tiirevi alinirsa,

dv; df  d(0 O+ p 0,0 -7 6))
df dt dt

S NORAORE OR AR NORAORE(ORALS (4.30)

(3O 4 GO+ 8O- GO0 T O) S

olur. Bu esitlikte Frenet vektorleri ve (4.23) ifadesindeki gegisler yerine yazilirsa
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0 (t) (~cos(6~6) p(t)—sin(5-6) a(t))+T; (t) (~sin(5 —6) B(t) +cos(5 —6) q(t))
+0,(t) (cos(5-6) (R A~ ' (1) ~sin(5-6) (A B(s)+T" (1))

+0, (t) (cos(6 - 6) (-1 B(t) —u q(t) )+sin(5—6) (u B(t) -7 q(t) ))

+0,(t) (sin(5 - 6) (X G(s) - P (1)) +cos(5 ) (X pt)+T" (1)) )

=—k, (1) T (1) + K, (1) Ty () + G, (0) (K, () —7) 31

+ 0, (1) (2 Ky (©) =17 Ky () + T (1) (K, (1) + 4¢')
bulunur. (4.31) esitliginde 0U"(t)ve U,"(t) vektorlerinin katsayilar1 birbirlerine

esitlenirse

“P(t) cos(5—6)—q(t) sin(5-6) =k () ‘;—f

~ (4.32)
—P(t) sin(5—6) +q(t) cos(s—0) =k,(t) i—t
yazilir. U (t) ve U, (t) vektorlerinin katsayilar: birbirlerine esitlenirse
- —_ — — —k [, * r dt—
{sin(&-6) (PO 1~ (V) + cos(5-6) (@O X-P" )} =K' +7) -
- (4.33)
— — - — — [, % ] t
{cos(&-0) (RO 1+ () + sin(5 -0 )@V X~ P" ()} = ;") + ) -
esitlikleri bulunur. (4.32) nolu bagintidaki denklemler ortak olarak ¢oziiliirse,
A1) = (cos(6 - 0) k() —sin(5-6) k(1)) j—tf
(4.34)

q(t) = (sin(5-6) k () +cos(5-6) K, (1)) j_tf

ve (4.33) nolu bagintidaki denklemler ortak olarak ¢oziiliirse
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7 (1) = (cos(@-0) (k' () + 2 ke (0) +77') =sin(G - O) (k' (O - R k() + ) j—tf

(4.35)
4°(0)=(sin(@ - 0) (€7 O+ k) +7) +os(6-0) (kO -1 (0 + ') =
bulunur. (4.34) ve (4.35) denklemlerinden
P(t)=p(t)+& P (t)
cos(S5 —8) k, (t) —sin(5 — ) k,(t) ;
t
- dt
+& (cos(a—e)(lzl*(t) +7 Ky (1) +77') —sin(5 - ) ( k," (1)~ 7 K, (t) +//)) t
QW) =aq(t)+& "(t)
sin(S — ) k,(t) +cos(s — ) k,(t) ;
t
- _ ~ _ ~ ot
te (sin(&—@)(kl*(t)+x ky (1) +7')+cos(8 - 6) (K, (1) — & k,(t) + ,u'))
bulunur. Bu ifadeler diizenlenirse
P(t) = (cos(6—6) 7(t)—sin(5—6) T(t) +& A) ;’—tf
(4.36)

Q(t) = (sin(6 - 0) F(t) +cos(5—6) T(t)+¢ A, ;’_tf

elde edilir. Burada A =cos(5—0) (% k,(t) +7')—sin(5 - 6) (1~ % k,(t)) ve

A, =cos(5 - 0) (4 — & k(1)) +sin(5 - 0) (% k, (t) +7') dir.
4.3 Kapah Dual Successor Es Uzakhkh Regle Yiizeylerin integral inaryantlar
‘I’—Uz(t, S)ve LI’ﬁ%('[, S) kapali dual successor paralel es uzaklikli regle

yiizeylerinin a¢ilim agilar1 (3.4) bagmtisindan sirastyla
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Ay, ®) =7 (t) dt, Ag (£) =0, Ay, () == (t) dt
(4.37)

Ay, (0 =—$Q() df, Ay, (1) =0, Ay, ) == P(t) dF
seklinde yazilir.

Teorem 4.3.1:‘1’—02(t, s)ve ‘{’—\E(t, s) dual successor paralel es uzaklikli regle

yiizeylerinin agilim agilar1 arasinda

Ay, (t) =—cos(3 - 0) Ay (t)+sin(5—6) Ay (1) - gSg A, dt
Ay () =Ag (1)=0, (4.38)

Ay, (t) ==sin(8 - 0) Ay, (1) —cos(5—0) Ay, (t) - A dt
bagintilar1 vardir.

ispat: (4.36) ifadesindeki Q egriligi (4.37) bagmntisinda yerine konulursa
Ay ()= —<j>(sin(5— 0) &(t)+cos(6-6) 7(t)+¢& A,) j—tf dt
= —sin(s - ) cjsz?(t) dt —cos(s - 6) gSf(t) dt—gSg A, dt (4.39)

=cos(5—6) Ay () +sin(S—6) Ag (1) _gsg A, dt

bulunur. (4.37) bagintisindan
Ay, ) =Ag, (1)=0 (4.40)
oldugu goriiliir. (4.36) ifadesindeki P egriligi (4.37) bagmtisinda yerine konulursa

Ay (1) =—c_|5(cos(5—¢9) R(t)—sin(6—6) 7(t)+& A) 3—; dt
=—cos(6—0) pi(t) dt+sin(5-0) 7 (t) dt-e A dt (4.41)
=sin(5 - 0) Ay (t)—cos(5-6) A (1) —gSg A dt

bulunur.
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‘I’—Uz(t, S)ve LI’—Vz(t, S) kapali dual successor paralel es uzaklikli regle

yiizeylerinin agilim uzunluklar1 (3.5) bagintisindan sirasiyla

L, O=Pk'®dt.  L0=0  L;®)=Pk ) dt

_ (4.42)
L, ) =a () dt, L,®=0  L®O=¢p®dt

seklindedir.

Teorem 4.3.2: ‘I’—Uz(t, s)ve ‘{’—\E(t, s) dual successor paralel es uzaklikli regle

yiizeylerinin agilim uzunluklar1 arasinda

Ly, (t) =cos(5 ) Ly, (t) —sin(5 - 6) L@(t)+<.f>Al dt

L, 0 =1y, =0,

(4.43)
Ly, (t) =—sin(5 - 0) Ly, (t) +cos(5—0) Ly () +P A, dt
bagintilar1 vardir.
Ispat: (4.35) bagmtisindaki " egriligi (4.42) bagmtisinda yerine konulursa
. NG cinf S B dt -
$a(t) df =p(cos(5-0) k," (1) —sin(5-0) k(1) + A, ) i
=cos(5 - 60) gSEZ*(t) dt —sin(s - 6) qSIZl*(t) dt+gSA2 dt (4.44)
=cos(5 - 6) Ly, (t)—sin(5 - 0) Ly (1) + P A, dt
bulunur. (4.42) bagmntisindan
L =10 (445)

oldugu goriiliir. (4.35) bagmtisindaki P° egriligi (4.42) bagmtisinda yerine

konulursa
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. = . =, =, d
¢ (1) dF = (-sin(5-0) k" (t) + cos(5 - 0) k' (1) + A ) el
=—sin(6—0) Pk, (t)dt+cos(5-0) pk,'(t) dt+P A dt (4.46)

=—sin(5 - 0) Ly, (t) +cos(5 - 0) L-(1) + P A dt

bulunur.

‘I’—Uz(t, S) ve lI’—Vz(t, S) kapali dual successor paralel es uzaklikli regle

ylizeylerinin dagilma parametreleri sirasiyla

_ _ kO _ 1
0= ROTEG e Y TR
(4.47)
_ o d® ()L
R (0=0 O Fo T O30
seklindendir.

Teorem 4.3.3: ‘I’—Uz(t, S) ve LI’—Vz(t, s) dual successor paralel es uzaklikli regle
yiizeylerinin dagilma parametreleri arasinda

R.M=R, 1)=0,

P (1) :(005(5—0)A+ Bj a0

kl(t)2 + E2 (t)2 dt ’ (448)
dt
Ry, () =7— = =
(sin(5 - 0) k, (t) +cos(5 - 0) k,(t)) dt
bagntilar1 vardur.
Ispat: (4.47) bagmntisindan
R0 =P,, (=0 (449

oldugu goriiliir. (4.34) bagmtisindaki p ve Q egrilikleri (4.47) bagintisinda yerine

yazilirsa
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. = = dt
sin(d —0) k (t)+cos(6-0) k,(t)) —
(1) = | o

{(cos(é—@) K (1) —sin(5 - 0) K, () jtﬂ}

+{(sin(5—¢9) k, () + cos(5 - 0) ky (1)) ;’tﬁ}

_ _ _ dt
. (sin(5 - 6) k, (t) +cos(5 - ) ky(t)) =

1, 2 i, 2 dt 2
(k®+ke®)( )

(4.50)
. k, (t) k, (t) dt
= o—0 I 5 S o—0 — 2\7J |
(S'”( RO ko )kl(t)2+k2<t)2j dt
:Paz(t)+B
bulunur. Burada B=Sin(5—9)% dir. (4.34) bagintisindaki p ve @
k() +k, )’

egrilikleri (4.47) bagmtisinda yerine yazlirsa

R, (t)= . (4.51)

(sin(s - 0) k, (1) +cos(s - 0) k, (1))

dat
dt

elde edilir.

4.4 Dual Successor Es Uzakhkh Regle Yiizeylerin Gauss Egrilikleri

Teorem 4.4.1:‘1’—02(t, s)ve LI’—Vz('[, S) dual successor regle yiizeylerinin birim dual

teget vektorlerinin dual kiire iizerinde ¢izdigi egrinin R*’te karsihgi olan regle

yiizeylerin Gauss egrilikleri sirasiyla Ky, ve Ky ile gosterilirse, bu egrilikler

arasmda

bagntis1 vardir.
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Ispat: ‘P—@(t, S) yiizeyinin s ve t ye gore tiirevleri

(Yyg,), =0 (), (4.52)

(W), =G M)A TG O+GOA G0+ T 1)
=k (1) G0 A T () +T, () A (K (1) T, (1) +5 K, (t) T, (1)
(4.53)
=k, (£) Ty (t) A (@ (M) ATL(E))+ K, (1) T, (1) A (@(t) AT, (1)) +5 Ky(t) T,(t)
= —k, (0)(T, (1), @ (1)) T, (1) + K, (£) (= (T, (1), @ (t) )+ 5 ) 0, (t)
seklinde hesaplanir. (4.52) ve (4.53) esitlikleri i¢ carpilirsa

(%), (P, =m).) =k ) (@0, @)

bulunur. Bu esitlik sifirdan farkli oldugundan {(¥y ), (V) } sistemi ortogonal

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa

(‘Pal)s = (XLTl)l (t),

(¥y), =(Xy), O,

t

olacagindan,

(Y5 ©=(Xg) O =T,(), (4.54)

() ), (X5, ®)

(YUI)Z =" <(Y01)1 (0, (Yljl)l (t)>

(Yul)l (t)+(X01)2 (t)
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_ (B0, —kO (@0, @0) LO+(@O. @0)-s) LO) o
(@ (), T,(0) '

—k (1) (T, ), a@®) GE)+((T M), at)-s) o)

(4.55)

=k (t) ((T, @), a(t)) o) —(T,@), at)) o) —(T), at))-s) o)
=k @O (@O, @®)-9) 0,1
olur. (4.54) ve (4.55) vektorleri birim vektor haline getirilirse

N N

(Eul)l(t)—‘m o RO (4.56)

— Yo), O

(Es) “)‘\m o]~ %0 (4.57)

elde edilir. Buradan <(E01)1 (©), (E01)2 (t)>:0 olur. Bu yiizeyin normal vektorii

Ny, (t) ile gosterilirse

Ny 0 =(Es), OAE), ©
— G, (1) AT, (1) (4.58)
= Us (S)

olur. Yiizeyin sekil operatorii S; ve Gauss egriligi Kg, ile gosterilirse (2.7) nolu

bagntidan
Ky, = et () =—(Sy, (B)s © 1 (&), ©) (459)

seklinde yazilir. Burada
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S6,(Ey,)2 ) =Dy, ), Ny, (®©

1 —
= D(vgl)2 Nal t)

(Y,), ()

1 dNg O
B @ (t) dt
-1 o
02 o
ky (1)

(4.60)
olur. ‘P—Ul(t, S) yiizeyin Gauss egriligi KUl =0 seklinde bulunur. Benzer sekilde
‘P—Vl(t, S) yiizeyinin Gauss egriligi Ky, =0 bulunur. Boylece Kljl = K\71 =0 elde
edilir.

Teorem 4.4.2: ‘P—sz(t, s)ve LI’—Vz(t, S) dual successor es uzaklikli regle yiizeylerinin

birim dual normal vektorlerinin dual kiire iizerinde ¢izdigi egrinin R*’te karsiligi

olan regle yiizeylerin Gauss egrilikleri sirasiyla Ky, Ve Ky olsun. Bu egrilikler

arasimda

KM | g o
(5.0 S| wf ™

bagmtis1 vardir.

Ispat: lP—Uz(t, S) yiizeyinin s ve t ye gore tiirevleri almirsa

S

(Vy,) =0,(), (4.61)
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(¥y,), =0 A T O+T,0) A T, () +s T, (1)
=~k ® GO +kO) GEH )~ GO
+10, (1) A (T (1) =Ky (1) T (0) +k, (1) T (1) )+ 5 (=K, (1) T (1) +K, (0) T(1))
=k (T A T, Q) +k,O(T0) A T, (1)) +T,(t) AT(E)
—k ) (T,(8) ATy (1)) + Ry () (T, (1) AT (1)) =5 Ky (1) T (t) +5 Ky (1) Ty(t)
=k (1) T(t) A (@) A T,(1)+k, (1) T,(t) A(@(t) A T,(t))
+T,(t) —k, (1) T, () A(2(t) A T(1))
ko (1) T A (@) A Ty(1) =5 Ky (1) T(1) +5 K, () T(0)
=k, (1) (L), @) 5,0 -k () (@), @) 5,
+O,(1) +k (1) (T, @) )
—k, (1) (T,(1), @(1)) Ty(t) s ky(1) T (1) +5 k,(1) Ty(t)
=(1-s k) +k () (@), at)) a0
+(le ) (T, a®)-ko (@O, a)) o)
+(=ky (0) (@, (1), @(®))+s k(1)) T(t) (4.62)

olur. (4.61) ve (4.62) esitlikleri i¢ ¢arpilirsa

(¥, (7)) =k (@O, @v)-kO (@0, @)
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bulunur. Bu esitlik sifirdan farkli oldugundan {(¥; ), (¥g)} sistemi ortogonal

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa

(\PUZ)S = (XUZ)l (t),

(\PJZ)t = (Xaz)z (t),
olacagindan,

(Y,): (0 =(Xy); =T, (1),

(4.63)
(Y,), © = 2% ((tt)) (% ((tt))>> (Y5, ) ©+(Xg), (©) (4.64)
(1-s k@) +k 1) (@), (b)) 5
0, (t), +(k ) (@M, @®)-k, 1) (T, @®)) o)
. +(=ky (1) (T, (1), a(®))+s ky (1)) Ty(t) -

(T, (1), T, (1))
+(1-s k@) + k@) (@), @) G)+(-k, @) (@), @)+s k1)) a(t)
+(k(® (@), a®)-k© (@O, @®)) oo
=(1-s k@) +k, 1) (@), @(t))) T,)+(s k() -k, (1) (T,(0), @(r))) ()
bulunur. (4.63) ve (4.64) vektdrleri birim vektor haline getirilirse

. 0
(EUZ)l (t)_H(YUZ)l (t)” Uz(t),

(4.65)
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(¥y,), @

(EUZ)Z (t): m (t)”

(4.66)

_(1-sk®+k(®) (@0, 20))) TO +kO) (s—(T,0). @) T
(Yy,), (®

elde edilir. Buradan <(EUZ ), @©. (Ej), (t)>=0 olur. Bu yiizeyin normal vektérii

NUZ (t) ile gosterilirse

Ny, ©=(Ey,): WAE,), ©

(L=s k() +k (1) (@), @) Tt) +k,(t) (s—(T, (1), a(t))) T,(t)
%), ]

—T,(t) A

(4.67)
_k(®) (s—(@,(1), a(1))) T (1) — (1—s k() +k (1) (T,(1), &) G,(t)
%): O

olur. Yiizeyin sekil operatorii S; ve Gauss egriligi K; ile gosterilirse (2.7) nolu

bagintidan

Ky, = detsy, = (5, (E,); O, (;).0)

(4.68)
seklinde yazilir. Burada
Ss, (Eg); () =D, , Ny, ()
— = Dy, Ny, (1) (4.69)

B |
(%): O

1 dNg (@
), ®] o
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(s k, () =k, (t) (T,(t), a(t))) T,(t)

1 [ —Ask@® kO (@O, aW) G
() O (%,): O

(s k(1) — Ky (1) (T,(0), GO)) T,(0)

+(s ky (1) =k, (1) (T,(1), @(t))k,(t) T,(t)

%, o

—(1—s ky(t) +k ) (T,(t), @) T,

+HA-s k() +k (1) (@), @) k,(t) T,(t)

(s k, (1) =k, (t) (T,(t), a(t))) T,(t)

+

/

(%5,): O

N0

—(L—s k,(t) + k() (T, (1), at))) y(t)

olur. T@(t, S) yiizeyin Gauss egriligi

NG

seklinde bulunur.

LI’—\7z(t, S) yiizeyinin s ve t ye gore tiirevleri alinirsa

(¥y,)s =% (1), (4.72)
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() =V, (A T, O +%(0) A 3,7 (1) +5 ) (1)
= (=P() G +T1) HM) A 'O+ (-BE) G(1) +T(1) %(1))
+7,(1) A (G (1) - PO & () +T() 7' (1)
=—B() W) A T O)+T(1) @G0 A T (1)
+T,0) A% (1) - BE) (GO AT (1) +T) (70 AT (1)
—s P(t) % (1) +t (1) % (1)
= P() GO A BE) A L) +T() G A(BO) A T(1))
+7,(t) = P() (1) A (B(O) A T (1))
+T(0) L) A B A T(1) -5 P() GO +5 G(t) V(1)
=B (M), BO) T,MO-a) (%M, A1) LO)+T (1)
+7(t) (V,(1), A1) RO -T1) (V). W) T(1)
—s P(t) G(t)+s q(t) V(1) (4.72)
=(1-s B+ P) (%), BM) LM +(TM) (HE), B1))+s 1) T(t)
+(B() (%), BD)-T) (G(), BD)) %,(1)

olur. (4.71) ve (4.72) esitlikleri i¢ ¢arpilirsa

((P),, (¥y),) =P (%), BO)-T0 (%O, BO)
bulunur. Bu esitlik sifirdan farkli oldugundan {(‘P—Vz)s, (\I’—Vz)t} sistemi ortogonal

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa

44



(Py,), = (X)) ®,

(\PVZ)S = (X\72)2 ®
olacagindan,

() 0 =(X); © =), (4.73)

(%) @, (X3,), @)

N (ANONTAN0)

(Y\72 ) () + (X\72 ), (V) (4.74)

(L-s )+ (1) (%), BW®))) ()
v, +(AM) (M), B0)-T0) (BE), BD)) %)

+(=q(t) (V(t), B(t))+s (L)) G (1) _
== — — Vv, (t)
<V2 (t), V2 (t)>

+(L-s )+ () (T(1), A1) LM +(TM) (%), BE))+s TM) (1)
+(B) (M), BM)-aM) (GO, BO) %)

= (-5 P()+ (1) (%), BO) LM +(s TO-TW) (BE), BD)) G(1)
olur. (4.73) ve (4.74) vektorleri birim vektor haline getirilirse

(%), © _
%) )

(E,): ()= v, (t), (4.75)
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%) ©

R (AR

(4.76)

_@=spO+ B (%0), D) %0 +(s T - (%), D) %O
() (®)

bulunur. Buradan <(Ev})1 (D), (E\g)z (t)>=0 olur. Bu yiizeyin normal vektori

NVZ (t) ile gosterilirse
Ny, () = (E;), DA (E,), (©) (4.77)

_ (a0 -a®) (%), BO) %0 —A—s DO+ BO) (%O, BO)) %(1)
()0

olur. Yiizeyin sekil operatorii Sy, ve Gauss egriligi Ky, ile gosterilirse (2.7) nolu

bagintidan

K;, =det 5, = (5, (&), ©). (E),)) (4.79)

seklinde yazilir. Burada
5, (E,), ©)=D¢,, Ny ()

1 RN
- Dy, Ny, (0 (4.79)

—

¥,), ®

1 dN, () of
H@z (t)H dt  dt
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(s M) —a) (%), 3M)) L)

1 |—@=sPM)+ O (%), B®)) %E®)
%), O (5): ©)

(sam—aw (%M, SM) %)

+(s M) —a) (T,), BM)) ) %)

1
[N 2
), o

—(1=s () + B(t) (V). BM))) %)

+(L—s Bt) + PO (T, (1), B NAMT, ()

_|sam—aw) (me), Bm) B
p—t &
(%), O[], ©

~(1=s B + p(t) (%), B %)

olur. ‘P—Vz(t, S) ylizeyin Gauss egriligi

q(t) dt
), o]

v, —

(4.80)

ae) dt|
1+ 50 (%0, 50)-9))*+(T0 (w0, GO d

seklinde bulunur.
Sonu¢ 4.4.1: ‘P—Vz(t, S) ylizeyinin Gauss egriliginin ?@(t, S) yiizeyinin aparatlari

tiiriinden karsilig1
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« __ (sin(6 —0) K, (t) + cos(6 — 6) K, (t))°
P @+ (R (1) cos(6—0)— Ky (t) sin(5—0)) ((T,(t), a(t))—s+x))?)

+((ky(t) sin(6—6) —k,(t) cos(6—0)) (s—(T, (1), a(t))—X) )’
esitligi ile verilir.
Teorem 4.4.3:‘1?3 (s, 1) ve ‘17\73 (s, t) dual successor es uzaklikli regle

yiizeylerinin birim dual binormal vektorlerinin dual kiire tizerinde ¢izdigi egrilerin

R*’te karsilig1 olan regle yiizeylerin Gauss egrilikleri sirastyla Ky, Ve Ky ile

gosterilirse, bu egrilikler

|| =

(1) ]
(©), a)—s)" |’

Uy

1+k, (1) (¢

[l

3

) dt|
1+3° () (%), BO)-9)* dt

seklinde verilir.

ispat:‘{’—LT3 (t, s) yiizeyinin s ve t ye gore tiirevleri almirsa
(Fyg,)s =0 (0), (4.81)
(W) =0 (A T (O)+T0) A T, () +5 T (1)

= (—k, (t) T, () A T, (1) + T, (t) A (T, (1) — K, (1) T, () —s K, (t) T, (1)

= _Ez ) @O A Ua* 1) — (T (t) AT, (1) - lz2 ) @) A Uz* t)-s k_z ) T, (1)
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==k, (1) (@, (1) A (@(1) AT, (1)) +T, (1) =K, (1) (T@,(1) A (@) AT, () =5 K, (1) Ty (1)

=00 +(k, (1) (@O, a)-s k,O) T, (1) (4.82)
k() (T,(0), @) 0,(0)

olur. (4.81) ve (4.82) esitlikleri i¢ ¢arpilirsa

((Fy)e (Fo)) =k (@), @)

bulunur. Bu esitlik sifirdan farkli oldugundan {(‘P—%)S, (‘P—Ug)t} sistemi ortogonal

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa

(¥y,) = (%), ),

(Fy) =(Xy). ®©

Us /s Us />y

olacagindan,

(Y5,) 1 (1) = (X)), O =T,(), (4.83)

(Y.) (t)=_<(YU3)1 OF (XU3)2 (t)>
. <(Y03)1 (1), (YU3)1 (t)>

Vo)s +(Xy), ©

0, (1), G (1) + (ky (1) (T(D), (D))= k,(1) T,(1)

1+ (@0, 70) G I (1) (4.84)

(T, (t), (1))

+T, (1) + (K, (t) (T,(1), @(t))—s ky(t) T,(t) +(k,(t) (T, (1), a(t))) T,(t)
=T, (t) + (k, () (T,(t), a(t))—sk, (1)) T,(t)

bulunur. (4.83) ve (4.84) vektorleri birim vektor haline getirilirse
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t
(E;) 06, Oy

b)), ® (4.85)
(Es), = 06), O
), o

(4.86)

_ G0+ (k) (G0, @) —s k(1) T,
), @

yazilir. Buradan <(Elj3 )1(t), (EJS)2 (t)> =0 olur. Bu yiizeyin normal vektorii Nag (t)

ile gosterilirse

Ny, (1) = (), 0 A (Ey) (1)

_ i ) 2 B0 K (00, a) s k) GO

(4.87)

_ 0, — (k1) (T(0), @) —s k(1)) G0)
(Y,),®

olur. Yiizeyin sekil operatdrii S; ve Gauss egriligi K ile gosterilirse (2.7) nolu

bagintidan

Ko, =det S5, = (S5, ((E5), ®), (), ®) (4.89)

seklinde yazilir. Burada

S5, ((By,),0) = De, . Ny (©)

1 —
=== Dy, ), Ny, (1
Y, )
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1 dNg (@
(%), O o

/

1 G0 —(k(0) (T,(1), @) —s ky() Ti(t)
(%), (), ©|

(k, (0) (T, (1), @t))—s k,(©) T(t)—(k, (1) (T, (), a))

(63, O |Zs k@) k0 6,0 -k 6.0+ k0 0,0

(4.89)
+ . T, (6) — (K, (1) (T (1), @(t))—s k, (1) T,(0)}
(), (%), ®
olur. ‘I’—U3 (t, s) ylizeyin Gauss egriligi
O (K, (1)’
mz(t)ﬂ 1+k,7 (@) (T, (1), a))—s ’ (4.90)
seklinde bulunur. ‘{’—\73 (t, s) yiizeyinin s ve t ye gore tiirevleri alinirsa
(*Fy,), =% (1), (4.91)

(¥y,), =% OA G O+THOA GO+ (1)
=(-q(t) v, ) A \73* (t)+ A A (_\72 ®-q() vz*(t)) -s q(t) v, (t)
=-q(t) (\72 A \73* 1) - (\73 ®A v, ®)-aq() (\73 ®A \72* (t)-tq() v, (t)
(4.92)
==q(t) G0 A (B AG(1)+%0) - T(1) @) A (BE) ATD) -5 TE) T,(1)
=70+ @) (BO), AO)-s 1) LO+@O (%), D)) %)
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yazilir. (4.91) ve (4.92) esitlikleri i¢ carpilirsa
((P)s, (Fy)) =0 (T@), AW)
bulunur. Bu esitlik sifirdan farkli oldugundan {(¥;). (¥y)} sistemi ortogonal

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa

(Fy) =(Xy). (t),

V3 /t Vis/y

(¥y,), = (Xy,), @,

V3/o

olacagindan,

(Y5,), () = (X)), (1) =V, (1), (4.93)

((%): (0, (X)), )
3 (V) ©+(X,); ()
() @, (%) ) ° 3

(%;); (O =-

V(1) + (@) (%), AE))-s q) v,(t)
v,(t),
+(@) (%), BO)) H©)

__ TR v (t) (4.94)

+7 [0 +(@E) (B, BO)-s TO) LO+@E (%0, B1)) G

=7,(0)+ @) (%), AD)-sqM) %)

olur. (4.93) ve (4.94) vektorleri birim vektor haline getirilirse

(Ep) )= W O =, (1)
371 H(ng)l (t)H 3D (4.95)
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(), ®
(Y,). ©

(E,), )=

_ (4.96)
_w0+@O (B0, £0)-sT0) %O

o). ©

elde edilir. Buradan <(E\73)1 (1), (E\73)2 (t)>:O olur. Bu yiizeyin normal vektorii

N\@ (t) ile gosterilirse

Ny, (1) = (), D A(E,), (1)

V(1) + @) (VM) BO)—s q(t) v,()
(): @)

=V, (t) A

(4.97)

%0 - @) (B0, 50)-s aw) GO
(%) ®

olur. Yiizeyin sekil operatérii S; ve Gauss egriligi K ile gosterilirse (2.7) nolu
bagintidan

Ky, = dets;, =—(s;, ((E;), @), (&) (t)>2 (4.98)

seklinde yazilir. Burada
3\73 ((E\73)2 (t)) = D(|5\73)2 N\73 (t)

1

S— N, () (4.99)
), (©)

@ @ df dt
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/

1 dE RO - @) (W), at)—s qm) B
%), ] ¥). @

| @ (0. 50) s a0 7o~ 5o %o +30 %0

1
SR )
%)z ~@ (B, 5o)-s ) gt v,
n . SO0 - @0 (%0, 50)- 70) 40}
o)z (t

olur. ‘I’—’V3 (t, s) yiizeyin Gauss egriligi

KVS—[ q() dt]__

seklinde bulunur.

0 ot |
@O, F0)-9)7 o (4.100)

Sonug 4.4.2: ‘P—’\73 (t, s) yiizeyinin Gauss egriliginin ?@ (t, s) yiizeyinin aparatlar1

turtinden ifadesi

K — sin(6 —0) lzl(t)—{—COS((S_Q) Ez(t) 2 [dt_]4
sin(6—0) k,(t) )[—sin@—6) (T ), at))+p dt

1+

+c0s(5—0) ky(t) )| +cos(6—0) (T,(t), at)+n) —s
esitligi ile verilir.

24sin— t 2+C0S—

[S'”f T J’] [’“)‘[ N e 1

successor egrileri olsun. Bu egrilerin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirasiyla

Ornek 4.1: a(t) =
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o 1 t 1 .t 1
us(t)zvs(t):[ﬁcos\/i, \/§3m$1 _E]
k() = p(t) = % ky(t) =q(t) = _%

seklindedir bulunur. @(t) ve 3(t) successor egrilerine karsilik gelen a(t) ve fG(t)

egrilerini bulalim.

(2.1) bagmtis1 geregince ul(t):[—sinl, —CO0S t olur. «(t) birim

7z E"’]

hizli  oldugundan  o/(t)=u,(t) yazlr. Bu durumda «  egrisi

t .t
at) = \/E COS—, -\/Esm—, «/E] seklinde almnabilir. Benzer sekilde (2.1)
O =|Jooms 1. asin 7
.ot t
bagntis1 geregince V,(t :[—Sln—, —C0S—, O] olur. B(t) egrisi birim hizli bir
O==hgG — g

egri  oldugundan B(t) = v, (t) olur. Bu durumda egrisi
t .ot .
t) = |2 cos—= +2, 2-/2sin—, \/E] seklinde olur. Elde edilen «(t) ve S(t)
Ho0-| o 72

egrilerinin Frenet vektorleri, egrilikleri ve burulmalari sirasiyla
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.t t
ul(t)_vl(t)_[—smﬁ, —cosﬁ, 0],

t

t .
uz(t)_vz(t)_[—cosﬁ, smﬁ, O],

Uy (t) = v, (t) = (0, 0, —1),
LO=pO=—1.  kO=a0)=0
1 \/E’ 2
seklinde hesaplanir. a(t) ve ((t) successor egrilere karsilik gelen af(t) ve [(t)

egrilerinin t = (—2m,27) araligindaki grafiklerine ayr1 ayr1 bakalim. « egrisi ve &

successor egrisinin grafigi Sekil 4.3 te verilmistir.

Sekil 4.3 «(t) Egrisi ve onun &(t) Successor Egrisi

Sekil 4.3 te goriildugii tizere a(t) successor egrisi (yesil ile gosterilen egri) bir helis
egrisi olarak se¢ildiginde ona karsilik gelen «(t) (mavi ile gosterilen egri) egrisi bir

daire olmaktadir.

Benzer sekilde (3 egrisi ve [ successor egrisinin grafigi Sekil 4.4 te

verilmistir.
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Sekil 4.4 3(t) Egrisi ve onun 3(t) Successor Egrisi

Sekil 4.4 te gorildugi tizere 3(t) successor egrisi (kirmizi ile gsterilen egri)
bir helis egrisi olarak segildiginde ona karsilik gelen [(t) (mor ile gosterilen egri)

egrisi bir daire olmaktadir.

Simdi dual successor es uzaklikli regle yiizeyleri olusturahm. a(t) ve 3(t)

egrileninin Frenet vektorlerinin vektérel momentleri sirasiyla

1 t t t t t
o' (t)= +—sin—=

1 .t 1
LR R R ‘ﬁ]’

o, (t)=|—=cos—=, ——=sin—=, 0,
057G 7R
u; (t) = ~ Lo t+tsmt tcosLJrlsinL _L]
"’ N A N A RN N N EN
ve
—+LCOSL+£sinL lCOSL—i—iSinL
V2 N2 N2 2 2t 22 2 V2 V2
() = |
—iSinL—iCOSL—i
V22 22 2
v, (t)= LcosL —LsinL 2sin 2C0s
S N N R N N
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2 1 t t t t 2

t 1
B RCET" e R ETG

S

®

2 .t 2 t 1
——=Sin—=——=C0S—= ———=
V272 22 2

seklinde hesaplanir. a(t) successor egrisinin dual ortonormal sistemleri

Ul(t):[izcosiz, -%sin%, %]
+s[icos—+ sin t t S sin t —i]
2 02 22 20\ 22 )

- .ot t t t t .
Uz(t)_[—smﬁ, —cosﬁ, 0] +5[—2cos—2, —ﬁsmﬁ, 0],

Ug(t):[%cos%, —%sin%, —iz]
[ +tsm t lCOSL—FiSinL —i]
LR TR 2R R 2

ve [3(t) successor egrisinin dual ortonormal sistemi

- 1 t 1 .t 1
V. (t —C0S—, -—=SIN—&—, —|—
()= [2 2" 2 2" 2
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\73(1:): icosl, _isinl _i

2 20 2 27 2

1 t t t t

2 1 t
ff f”'”f *ETETE" R
—ﬁsinﬁ—ﬁcosﬁ—ﬁ

+e

seklinde olur. U, (t) ve V,(t) dual vektdrlerin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi dual

egrilere, Oklid uzaymda karsihik gelen regle yiizeylerin parametrik denklemleri

sirastyla

— ot t .t .t t t
Yy (t, s)_(—cos—2[25lnﬁ—2003ﬁj, smﬁ(Zsmﬁ—Zcosﬁj, Ej

+s[—sinL —cosL Oj
V2i R
seklinde ifade edilir. Bu yiizeylerin striksiyon ¢izgileri ise sirasiyla

1.tt

AVE —Esmﬁ, j_ \/t_J
Bl

y-(t)=| -2cos— t (sm +C0S— —E s , 2Sin— t (sm t t j 1 SL t
' 2 22 R 2' 2

olur.

t=(—2m 27) ve s=(—1 1) araliginda regle yiizeylerin ve striksiyon

cizgilerini gosteren grafikler asagida gosterilmistir.
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Sekil 4.5 a(t) Egrisine ait R® teki Regle Yiizey ve Striksiyon Cizgisi
Sekil 4.5 te ¥, regle ylizeyinin ve y_ striksiyon cizgisinin grafigi

cizilmigtir. Sekilden de goriildiigii tizere ¥y, regle yiizeyi, y, striksiyon ¢izgisi

boyunca ilerlemektedir.

Sekil 4.6 (3 (t) Successor Egrisine ait R® teki Regle Yiizey ve Striksiyon Cizgisi
Sekil 4.6 da Yy regle yiizeyinin ve y; striksiyon gizgisinin grafigi
¢izilmistir. Sekilden de gorildigi tzere ‘Y regle yizeyi, y, striksiyon ¢izgisi

boyunca ilelemektedir.
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Sekil 4.7 R® te Sucessor Es Uzaklikli Regle Yiizeyler

Sekil 4.7 de U, (t) ve V,(t) dual vektorlerin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi
dual egrilere, Oklid uzayinda karsilik gelen regle yiizeylerin (Y, ve ¥

Va

yiizeylerinin) parelel es uzaklikli regle ylizeyler olduklar1 goriilmektedir.

Sekil 4.8 1D —Modiilde Successor Es Uzaklikli Regle Yiizeylerin Dual ifadesi

Sekil 4.8 de U, (t) ve V,(t) dual vektorlerin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi
dual egrilerin  (y, ve y; striksiyon ¢izgileri) dual es uzaklikli olduklari

goriilmektedir.

simdi  ¢°  uzakhigmi  hesaplayalim.  (4.27) nolu  bagmtidan

o = [Sln +C0S—= ] olarak bulunur. Sekil 4.9 da ¢ uzakhg: gosterilmistir.

NG
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Sekil 4.9 1D —Modiilde Successor Es Uzaklikli Regle Yiizeyler Arasindaki Uzaklik
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5. SONUC ve ONERILER

Calismamizda ilk olarak herhangi bir egrinin successor egrisi ifade edilerek
vektorel moment vektorleri hesaplandi ve dual uzayda yeni vektorler elde edildi.
Successor egrilerinin asli normal vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin dual
uzaydaki karsiliklar1 Study doniistimii kullanilarak ifade edildi. Daha sonra birim
teget vektorleri paralel olan herhangi iki egrinin successorlerine ait asli normal
vektorlerinin olusturdugu es uzaklikli regle yiizeylerin dual ifadesi verildi. Bu egriler
arasindaki uzaklik sifirdan farkli sirf dual oldugu i¢in aslinda iki teget vektoriin dual
uzayda karsiliklar1 olan dual noktalar arasindaki yay uzunluguna esit oldugu
gosterildi. Bulunan regle yiizeylerin kapali olmasi durumunda ag¢ilim agilari, agilim
uzunluklari, dagilma parametreleri ve Gauss egrilikleri ayr1 ayr1 hesaplandi ve bunlar
arasindaki bagmtilar kuruldu. Tezimizin son kismida ornek olarak iki tane helis
egrisi successor egrisi olarak kabul edildi. Bu iki egrinin hangi egrinin successor
egrisi olacagi hesaplandi ve sekilleri tezimize eklendi. Daha sonra 6rnekte verilen
egrilerin Oklid uzaymda ve dual uzayda olusturduklar1 regle yiizeyler hesaplanarak

gorsellestirildi.

Yapilan bu cahisma egri degistirilerek Oklid ve dual uzayda calisilabilir.

Ayrica ayni ¢caligma benzer yontemlerle Lorentz uzayinda da yapilabilir.
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